
4. OPIS MATEMATYCZNY PODSTAWOWYCH ELEMENTÓW LINIOWYCH

4.1. PODSTAWOWE ELEMENTY LINIOWE

4.1.1. Uwagi ogólne

Układ dynamiczny daje się zwykle podzielić na elementy, z

których każdy można rozpatrywać niezależnie od pozostałych.

Takie postępowanie znacznie ułatwia analizę i syntezę złożonych

układów. Wygodnie jest przy tym stosować zasadę przyjętą w

automatyce, która polega na podziale układu liniowego na takie

elementy, z których każdy może być rozpatrywany jako pewna kom-

binacja tzw. elementów podstawowych.

Wyróżnia się sześć grup elementów podstawowych: bezinercyj-

ne (proporcjonalne), inercyjne, oscylacyjne, całkujące, róż-

niczkujące i opóźniające. 0 przynależności elementu do jednej z

tych grup decydują jego własności dynamiczne. Własności te moż-

na ocenić poprzez znajomość równania różniczkowego opisującego

zjawiska fizyczne lub na podstawie wyznaczonych doświadczalnie

odpowiedzi na wymuszenia standardowe, lub też charakterystyk

częstotliwościowych.

Najwygodniejszy opis własności dynamicznych elementów li-

niowych stanowią transmitancja operatorowa i transmitancja wid-

mowa.

Przy omawianiu poszczególnych elementów podstawowych będzie

się wykorzystywać wszystkie wymienione wyżej sposoby określania

własności dynamicznych.

4.1.2. Element bezinercyjny (proporcjonany)

Element proporcjonalny jest idealnym wzmacniaczem, w którym

zależność między sygnałem wyjściowym y i wejściowym u wyraża

się wzorem

y = ku, (4.1)
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a transmitancja operatorowa i transmitancja widmowa mają taką

samą postać

G(s) = k,
(4.2)

G(ju) = k,

gdzie: k - współczynnik wzmocnienia statycznego.

Transmitancja widmowa zawiera tylko część rzeczywistą

P(w)=k, a część urojona Q(w) równa się zeru.

Na rys.4.1 przedstawiono wykresy następujących charakterys-

tyk elementu proporcjonalnego: skokowej (rys.4.la), amplitudo-

wo-fazowej (rys.4.1b), amplitudowej (rys.4.1c) i fazowej (rys.

4.Id). Charakterystyka amplitudowo-fazowa jest ograniczona do

jednego punktu leżącego na osi liczb rzeczywistych. Charakte-

rystyka amplitudowa ma wartość stałą M(w)=20 log k, a fazowa

równa jest zeru.

a)
' M fu)

20 log k

= 0

Rys.4.1. Wykresy charakterystyk elementu propor-
porcjonalnego: a) skokowej, b) amplitudowo-fazo-

wej, c) amplitudowej, d) fazowej

Przykład 4.1

Na rys.4.2 pokazany jest dzielnik napięcia. Wielkością
wejściową jest tutaj napięcie U^u, a wyjściową napięcie U2=y.

Na podstawie prawa Ohma otrzy-
muje się związek

r '

skąd

c

7
R

1

i

A

r

U r
(4.3) Rys.4.2. Dzielnik napięcia
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Po transformacji Laplace'a obu stron równania (4.3) przy zero-

wych warunkach początkowych, otrzymuje się wyrażenie

U2(s) = |

G< s> - IT7¥T = R" = k-

4.1.3. Element inercyjny pierwszego rzędu

Równanie różniczkowe określające własności tego elementu

sprowadza się zwykle do postaci znormalizowanej

Ty + y = ku, (4.4)

gdzie: k - współczynnik wzmocnienia statycznego, T - stała cza-

sowa, która ma zawsze wymiar czasu.

Dokonując transformacji Laplace'a obu stron równania (4.4)

przy zerowych warunkach początkowych otrzymuje się wzór na

transmitancję operatorową w postaci

G(s) = U(s) Ts+1'

a odpowiedź na wymuszenie skokowe u(t)=u l(t) - ze związku

1 - e-^1 .

(4.5)

(4.6)

Przebieg charakterystyki skokowej elementu inercyjnego przed-

stawiono na rys.4.3.

T,<T,

Rys.4.3. Charakterystyka skokowa elementu inercyj-
nego: a) sposoby wyznaczania stałej czasowej T,
b) wpływ stałych czasowych T i T na przebieg

charakterystyki
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Mając taki przebieg uzyskany doświadczalnie, można łatwo

wyznaczyć współczynnik wzmocnienia statycznego k oraz stałą

czasową T. Aby otrzymać wartość k wystarczy porównać ustaloną

wartość odpowiedzi skokowej y =ku z wartością wymuszenia u .

Natomiast stałą czasową T można wyznaczyć dwoma sposobami poka-

zanymi na rys.4.3a.

1. Podstyczna każdej stycznej do y(t) wyznaczona na asymptocie

kuQ jest równa stałej czasowej T. Można to wykazać w nastę-

pujący sposób

podstyczna =
k uo - ku - ku l -o o I

= T.

2. Od wartości funkcji y(t)=0 do y(t)=0,632kuo upływa czas rów-

ny stałej czasowej T. Można tego dowieść podstawiając czas

t=T do równania (4.6).

Na rys.4.3b pokazano wpływ różnych stałych czasowych T i

T na przebieg charakterystyki skokowej.

Transmitancja widmowa elementu inercyjnego pierwszego rzędu

ma postać

" k

l+(uT)2

P(u) =

Q(w) = -k(JT

(4.7)

(4.8)

(4.9)

Charakterystyka amplitudowo-fa-

zowa jest półokręgiem o średnicy

równej współczynnikowi proporcjonal-

ności k, leżącym w czwartej ćwiart-

ce. Charakterystykę tę pokazano na

rys.4.4.

Logarytmiczna charakterystyka

amplitudowa ma następującą postać

OJ - O O

V2T J

\>

k
2

U) - LOS

k

/

a 1

= 0

P(u)

M(W) = 20 log p(w)2+Q((0)Z =

Rys.4.4. Charakterystyka
amplitudowo-fazowa ele-
mentu inercyjnego pierw-

szego rzędu
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20 log = 20 log k - 20 log J T V + 1 .

W wielu przypadkach można. korzystać z charakterystyki

uproszczonej, zwanej asymptotyczną. Charakterystykę tę otrzymu-

je się metodą następujących uproszczeń

M(w) = 20 log k,- dla w < i

- dla w > i M(u) = 20 log k - 20 log(Tu).

Rzeczywistą oraz asym-
a) Mtu)

dB
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i o

o
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-20

20 log k

\
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1ek

\
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b)
0,011

0,02 0,05•

ptotyczną, logarytmiczną

charakterystykę amplitudo-

wą przedstawiono na rys.

~ f 4.5a. Punkt załamania cha-

rakterystyki asymptotycz-

0,2 0,5 1 2 5 io 20 SoloO ̂  nej przypada dla c^-i, zwa-

nej częstotliwością sprzę-

gającą lub częstotliwością

załamania. Dla częstotli-

wości bliskich u rzeczy-

wsr i- wista charakterystyka am-

plitudowa różni się od a-

symptotycznej nie więcej

niż 3 dB.

Logarytmiczna charak-

terystyka fazowa opisana

jest równaniem

0,2 0,5 1 2 5 10 20 50 100 j p

Rys.4.5. Logarytmiczne charakterys-
tyki częstotliwościowe elementu i-
nercyjnego pierwszego rzędu: a) am-

plitudowa, b) fazowa

<p(u>) = arctg = arctg(-Tu) = - arctg(Tw) .

Na rys.4.5b pokazano wykres ę(u). Narysowano też stosowane

często trójodcinkowe aproksymacje tej krzywej.

Przykład 4.2

Na rys.4.6a przedstawiono schemat elektryczny czwórnika RC.

Symbol R na schemacie oznacza rezystancję, a C pojemność. Wiel-

kością wejściową jest napięcie U1# a wielkością wyjściową na-

pięcie Ua. Należy wyznaczyć:

a) t-ransmitancję operatorową,
b) przebieg sygnału Ug(t) wymuszony liniowo narastającym sygna-

łem wejściowym.
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Rys.4.6. Czwórnik RC: a) schemat elektryczny, b) odpowiedź
na wymuszenie liniowo.narastające

Oznaczając przez U i U spadek napięcia na rezystorze i
R C

kondensatorze, można napisać równanie obwodu elektrycznego w

postaci

U = U + U = R i + U ,

gdzie: i - prąd płynący w obwodzie.

Jeżeli czwórnik nie jest obciążony od strony zacisków wyjścio-

wych, to prąd i wyraża się wzorem

dU

Z przedstawionych zależności wynika równanie

1 ar + U2 = V
gdzie T=RC.

Stąd transmitancja operatorowa czwórnika wyraża się wzorem

G(s) =
0a(s)

Ts+1'

Czwórnik RC jest więc elementem inercyjnym o współczynniku
wzmocnienia statycznego k=l i o stałej czasowej T=RC.

Odpowiedź czwórnika na sygnał liniowo narastający

Uj(t) = et l ( t)

przedstawiony linią przerywaną na rys.4.6b opisuje zależność

Przebieg U (t) jest przedstawiony na rys.4.6b linią ciągłą,

dąży on do asymptoty opisanej równaniem
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U2a(t) = c(t-T).

Oznacza to, że po zaniknięciu procesu przejściowego, sygnał

wyjściowy jest opóźniony w stosunku do wymuszenia o stałą war-

tość równą T.

4.1.4. Element oscylacyjny

Równanie różniczkowe elementu oscylacyjnego ma postać

T̂ y + T(y + y = ku, (4.10)

a transmitancja operatorowa wyraża się wzorem

G(s) = — - ^ , (4.11)

T s +T s+1

przy czym stałe czasowe T i Tg spełniają nierówność

Tz < 4T2. (4.12)

Nierówność (4.12) jest warunkiem istnienia pierwiastków zespo-

lonych równania charakterystycznego1'
T V + TJS + 1 = 0. (4.13)

Równanie (4.10) często występuje w innej postaci znanej, z
teorii drgań

A, (4.14)

gdzie: k - współczynnik wzmocnienia statycznego, u - często-

tliwość drgań własnych nietłumionych, w ==-, £ - zredu-

kowany współczynnik tłumienia, g- t, .
2

Z równania (4.14) otrzymuje się transmitancję operatorową w
postaci

W przypadku, kiedy nierówność (4.12) nie jest spełniona, ma
się do czynienia z elementem inercyjnym drugiego rzędu, wte-
dy pierwiastki równania (4.13) są rzeczywiste.
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G(s) = (4.15)

która ułatwia interpretację przebiegów przejściowych.

Odpowiedź na wymuszenie skokowe u(t)=u l(t) ma postać

y(t) = L"

W przypadku kiedy C<1, co jest równoważne nierówności

(4.12), tzn. kiedy pierwiastki równania charakterystycznego są

zespolone, odpowiedź skokowa wyraża się wzorem

y(t) = ku 1 - sin(cJl-C2t + *j (4.16)

gdzie kąt $ jest określony przez związki:

Wykres y(t) przedstawiono na rys.4.7. Okres oscylacji prze-

biegu wynosi

y
2nT =

W przypadku ogólnym, kiedy £=0

(tzn. 1^=0), następują drgania nie-

tłumione o częstotliwości u .

Na podstawie odpowiedzi na wymu-

szenie skokowe można wyznaczyć war-

tości parametrów elementu oscylacyj-

nego, a mianowicie k, u i C. Wartość

wzmocnienia określa się porównując wartości sygnałów wyjściowe-

go i wejściowego w stanie ustalonym k=y(o/u , a tłumienie z wy-

znaczonego doświadczalnie stosunku dwóch kolejnych amplitud os-

cylacji w procesie przejściowym (rys.4.7)

Rys.4.7. Odpowiedź ele-
mentu oscylacyjnego na
wymuszenie skokowe
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yp(t+T) (t+T)
(4.18)

Oznaczając ten stosunek przez d otrzymuje się zależność

In d = 2TT —£—. (4.19)

Wyrażenie (4.19) jest nazywane dekrementem logarytmicznym tłu-

mienia.

Transmitancja widmowa elementu oscylacyjnego ma postać

ku

u2 u 2-u 2+j2£uu

Część rzeczywista i część urojona wyrażają się wzorami

(4.20)

P(u) =

(u2-u2)2+(2Cuu)2

Wykręt. charakterystyki amplitudowo-

fazowej G(ju) przedstawiono na rys.

4.8. Wykres ten rozpoczyna się zawsze

w punkcie (k,jO), ponieważ P(O)=k,

t < t < t Q ( ° ) = o ' a kończy w punkcie (0,j0), po-
3 2 ' nieważ P(«°)=0, Q(oo)=o. Kształt krzywej

zależy od zredukowanego współczynnika

tłumienia C.
Rys.4.8. Charakterysty- „ . » , , ..
ka amplitudowo-fazowa M o d u ł x argument transmitanc3i wid-
elementu oscylacyjnego mowej wyrażają się wzorami

A(w) =
1/2

•WiW'
(4.21)
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ę (Li) = - arctg

Charakterystyki częstotli-

wościowe elementu oscyla-

cyjnego są zwykle podawane

w postaci znormalizowanej,

przedstawionej na rys.4.9.

Na osi odciętych odkładany

jest stosunek u/uo a na

osi rzędnych A(u)/A(O)

(charakterystyka amplitu-

dowa) i y(w) (charakterys-

tyka fazowa) przy różnych

wartościach tłumienia £.

Dla C<-/2'/2 charakterystyka

amplitudowa osiąga maksi-

mum zwane szczytem rezo-

nansowym o wartości

(4.22)

C) J
przy częstotliwości rezo- ' . i

nansowej określonej przez

związek
0)

Rys. 4.9. Znormalizowana postać cha-
rakterystyk częstotliwościowych e-

lementu oscylacyjnego

Dla £f/2/2 rezonans nie występuje i wartość A(u) maleje mo-

notonicznie ze wzrostem częstotliwości. W zakresie częstotli-

wości dużo mniejszych od częstotliwości rezonansowej element

oscylacyjny ma własności zbliżone do elementu bezinercyjnego,

tzn. jego charakterystyka amplitudowa jest płaska, a charakte-

rystyka fazowa zbliżona do liniowej.
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Rys.4.10. Logarytmiczne charakterystyki
częstotliwościowe elementu oscylacyjnego:

a) amplitudowa, b) fazowa

20logk-

Logarytmiczne charakterysty-
ki częstotliwościowe przedstawio-
no na rys.4.10. Charakterystykę

ZJ7 amplitudową M(w) można aproksymo-
wać linią łamaną (rys.4.11) z
punktem załamania przy u=w , o

równaniu

Rys.4.11. Amplitudowa cha-
rakterystyka asymptotyczna
elementu oscylacyjnego

20log k dla

201og k -401og — dla w»u

( 4 . 2 3 )
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Aproksymacja ta jest stosowana zwykle w obliczeniach wstępnych

dla 0,3<£<l. Błąd amplitudowy AM(<J) jest wtedy mniejszy od 6 dB.

Przykład 4.3

Na rys.4.12 pokazano fragment konstrukcji zaworu membrano-

wego. Sygnałem wejściowym jest zmiana różnicy ciśnień p działa-

jących na membranę 1 o powierzchni A; sygnałem wyjściowym -

przemieszczenie x (od położenia równowagi statycznej) pręta 2.

Sprężyna 3 ma sztywność K.

Opory ruchu modeluje się

siłą proporcjonalną do

prędkości pręta ze współ- p

 Ł

czynnikiem proporcjonal-

ności równym c. Masa ele-

mentów ruchomych jest m.

Równanie ruchu ma postać

\ ,

Rys.4.12. Fragment zaworu membrano-
wego

mx + ex + Kx = pA. (4.24)

Równanie to można doprowadzić do standardowej postaci opisują-

cej własności elementu oscylacyjnego

s o o o K '

o transmitancji operatorowej G(s)=X(s)/P(s) wg zależności

(4.15), jeżeli przyjmie się k=A/K. Częstotliwość nietłumionych

drgań własnych w=-lK/m. Zawór jest elementem_ oscylacyjnym, gdy

bezwymiarowy współczynnik tłumienia C=c/2-IKm jest mniejszy od

jedności.

4.1.5. Element różniczkujący

Równanie ogólne opisujące idealny element różniczkujący ma

postać

y = k |H, (4.25)

a transmitancja operatorowa wyraża się wzorem

G(s) = ks, (4.26)

gdzie k jes t współczynnikiem zdefiniowanym jako stosunek odpo-

wiedzi do pochodnej wymuszenia po czasie.
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Równanie charakterystyki statycznej ma postać y=0.

Odpowiedź na wymuszenie skokowe u(t)=uQl(t) wyraża się

wzorem

y(t) = L

Transmitancja widmowa ma postać

(t). (4.27)

(4.28)G(jw) = jwk, P(w) - 0, Q(w) = wk.

Charakterystyka amplitudowo-fazowa leży w dodatniej części

osi wartości urojonych (rys.4.13a).

Logarytmiczne charakterystyki amplitudowa i fazowa opisane

są równaniami

M(u) = 20 log kw = 20 log k + 20 log u,
(4.29)

= arctg ^ = arctg(») = £.

Charakterystyki te przedstawiono na rys.4.13 b i c.

Otul

Ptu)
-20 —

c)

Rys.4.13. Charakterystyki elementu różnicz-
kującego: a) amplitudowo-fazowa, b) amplitu-

dowa, c) fazowa

Element różniczkujący z inercyjnością nazywany jest rzeczy-

wistym elementem różniczkującym. Równanie ogólne takiego ele-

mentu ma postać

m dy , „ _ . du

i stąd transmitancja operatorowa

ksG(s) Ts+1"

(4.30)

(4.31)

Charakterystyki statyczne idealnego i rzeczywistego elemen-

tu różniczkującego są identyczne.
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Wyznaczając charakterystykę skokową rzeczywistego elementu

różniczkującego otrzymuje się

r-
= L

1 I T-i

i u o j = L
k U

k Uo -t/T
• - * • • •[Ti+l s "oj - " [fs+TJ ~ ~T

Przebieg tej charakterystyki przedstawio-

no na rys.4.14.

Transmitancja widmowa rzeczywistego

elementu różniczkującego jest następująca —0.

G ( j w ) = -Kl"-, (4.33)

z czego wynikają część rzeczywista i uro-

jona

( 4 - 3 2 )

kTu' kw
Rys.4.14. Charakte-

. . rystyka skokowa rze-
' ' ' czywistego elementu

różniczkującego

Charakterystyka amplitudowo-

fazowa rzeczywistego elementu róż-

niczkującego jest półokręgiem le-

żącym w pierwszej ćwiartce układu

współrzędnych (rys.4.15).

a tui)

MU
dB

20dB/dek \ asymptotyczna

Rys.4.15. Charakterys-
tyka amplitudowo-fazo-
wa rzeczywistego ele-
mentu różniczkującego

Rys.4.16. Logarytmiczna cha-
rakterystyka amplitudowa i
fazowa rzeczywistego elemen-

tu różniczkującego

Logarytmiczne charakterystyki amplitudową i fazową opisują

następujące równania

kw
M(u) = 20 log ,- 20 log kw - 20 log «ll+(wT)2, (4.35)

= arctg
kw

kTw2
= arctg i- = ? - arctg wT. (4.36)

Logarytmiczną charakterystykę amplitudową i fazową przedsta-

wiono na rys.4.16.
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Przykład 4 .4
Oznaczając przez Q ładunek zgromadzony na kondensatorze o

pojemności C, można napisać następującą zależność

dQ = dQ dU
dt dU dt C ^C d t '

skąd
G(s) " k S /

gdzie k=C.
Jest to postać transmitancji typowa dla idealnego elementu róż-
niczkującego .

Przykład 4.5
Nagwintowany wałek (rys.4.17) może się tylko przesuwać

wzdłuż swej osi. Nakrętka 2 ma tak dobrany kierunek zwojów

gwintu, aby obrót koła 3 powodował sprowadzenie nakrętki do osi

obrotu tarczy 3. Zakłada się, że prędkość obrotowa w =const.

Wielkością wyjściową jest przesunię-

cie nakrętki y; wielkością wejściową

- przesunięcie wałka nagwintowanego

u.

W stanach nieustalonych prędkość

przesuwania się nakrętki wzdłuż wałka

dy/dt jest "różnicą prędkości wałka

du/dt i prędkości przesuwania się

nakrętki na wałku nh, gdzie n - pręd-

kość obrotowa nakrętki (obr/s), h -

skok gwintu, a zatem

du p

gc = nh, n - ̂ .

Rys.4.17. Układ mecha-
niczny - rzeczywisty
element różniczkujący

Zakładając, że
otrzymuje się

nakrętka toczy się po kole 3 bez poślizgu,

oraz 27T r"

Wstawiając te wyrażenia do równania prędkości otrzymano osta-
tecznie

Sg, czyli G(s) - Jjjf -
Jest to więc element różniczkujący rzeczywisty.


