- 62 =

3.3. TRANSMITANCJA WIDMOWA, CHARAKTERYSTYKI CZESTOTLIWOSCIOWE
I WYZNACZANIE ODPOWIEDZI USTALONYCH NA WYMUSZENIE HARMONICZNE

W przypadku wymuszenia okresowego interesujacy jest zwykle
nie caly przebieg sygnaiu wyjséciowego, ale odpowiedZ po zanik-
nieciu procesu przejéciowego. Wyznaczenie odpowiedzi ustalonej
z zaleznosci y=1f‘[U(s)G(s}], dla czasu dazacego do nieskonczo-
nosci jest bardzo klopotliwe. Nie mozna bowiem w tym przypadku
korzystaé¢ =z twierdzenia o wartoéci koncowej, poniewaz nie

istnieje granica lim y(t). Dlatego tez stosuje sig¢ tu inng me-
t—w
tode polegajaca na korzystaniu z tzw. charakterystyk czestotli-

wosciowych okreglajacych odpowiedzi ustalone na wymuszenia har-
moniczne.

Analityczny sposdb wyznaczania charakterystyk czestotliwos-
ciowych podany jest nizej.

Rozwiazanie ogélne roéwnania rézniczkowego liniowego (2.41),
jak wiadomo z teorii liniowych réwnan roézniczkowych, jest sumag
rozwiazania ogélnego réwnania jednorodnego i rozwiazania szcze-
gélnego roéwnania niejednorodnego. Rozwiazanie ogdlne roéwnania
jednorodnego opisuje proces przejsciowy, ktéry z czasem zanika,
jezeli wukiad jest stabilny”. W tym przypadku rozwiazanie
szczegbélne opisuje ustalony proces wymuszony, czyli odpowiedz
ustalona na sygnal wejsciowy. Szczegdlnie wazny jest przypadek,
kiedy sygnal wejsciowy jest harmoniczna funkeja czasu okreslona
wzorem

u = u‘cos(ut+w), (3.32)

gdzie u jest amplituda, a ¢y - katem fazowym.
Dla wygody sygnal ten przedstawiony jest w postaci

u = EE[ej“"tw) + e-j(ut+w}] = Ulejut +-l{se_jwt,

2 (3.32a)

gdzie:
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# Liniowy ukiad jest stabilny wtedy, kiedy wszystkie pierwias-

igi jeqo réwnania charakterystycznego maja ujemne czesci
rzeczywiste. Analiza stabilnosci jest przedstawiona w roz-
dziale 6.
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sa amplitudami zespolonymi sygnatu wej$ciowego u(t), ktére opi-
sano w rozdz.2.2.2.

Rozwiazanie szczegdlne rdéwnania (2.41) przewiduje sie roéw-
niez w postaci funkcji harmonicznej o tej samej pulsacji w i o

nie znanych na razie: amplitudzie Y, i kacie fazowym ¥

jwt jwt

y = ycos(wt+y) = Ye + Y_le_ (3.33)

gdzie

Y. 5 Yy ¥
S p— 37 = ) -J'r
s 5 e oraz Y 5 © !
sa amplitudami zespolonymi. Wprowadzajac (3.32a) i (3.33) do

(2.41) otrzymuje sie rownanie

[an[jw)" + .0 +oa (Ju) + ab]ytejwt 2
a2 ah ) v odwt _
+ [an{ Jw)' + ...+ oa (-jw) 4+ ao]qu
jwt &

= [b,(30)" + ... + b (ju) + bJUe

+ [b (=30)" + ... + b (=jw) + bo]U_ie'j"Jt,

ktére jest spetnione dla dowolnej chwili t tylko wtedy, kiedy
wspdlczynniki przy ejwt oraz E_Jmt po obydwu stronach réwnania

s3 sobie réwne, tzn. kiedy zachodza zwiazki

Y
7 = G(jw) (3.34)
1
oraz
Y-l s
U, = G(-jw), (3.34a)
gdzie

b (jw)™ + ... + b (jw) + b
G(Jjw) == = = G(8) | g=y® (3.35)
a (ju)" + ... +a(jw) +a

Zz przeprowadzonych rozwazan wynika, 2e stosunek amplitudy
zespolonej odpowiedzi ustalonej y(t) na harmoniczne wymuszenie
u(t) do amplitudy zespolonej tego wymuszenia jest funkcja
zmiennej jw, ktoéra mozna otrzymaé z wyrazenia na transmitancje
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operatorowa G(s), podstawiajac s=jw. Funkcja ta nosi nazwe
transmitancji widmowej. Jest ona nieparzysta wzgledem. zmiennej
jw i dla dodatnich wartos$ci w przedstawia stosunek !1/01, ktory
mozna wyrazi¢ za pomoca Wzoru

Lt
U‘l um

G(jw) = eI (7 Y) (3.36)
Natomiast dla ujemnych wartosci w transmitancja widmowa przed-
stawia stosunek zespolonych amplitud sprzezonych z Y, i U, tzn.
Yq'!U-:'

Transmitancje widmowa zapisuje sie zwykle w postaci

c(jw) = a(el?® = pw) + jo(), (3.37)
gdzie:
A{w)=lG(jw)|=JE@(w)+Q2{w) - modui transmitancji widmowej,

p(w)=arg G(jw)=arctg %%E% - argument transmitancji widmowej.

Ze wzordw (3.34), (3.36) i (3.37) wynika, 2ze modul transmi-
tancji widmowej réwna sie stosunkowi amplitudy Y. odpowiedzi
ustalonej do amplitudy u wymuszenia

YI!
IG(jw)| = (3.38)

ﬁ::
a argument transmitancji widmowej réwna sie katowi przesuniecia
fazowego migdzy odpowiedzia ustalona y(t) i sygnatem wejsciowym
u(t)

p(w) = arg G(jw) = 7-y. ' (3.39)

Czesto przyjmuje sie y=0 i wtedy r=p.
Z przeprowadzonych wyzej rozwazan wynika roéwniez, 2ze odpo-
wiedZ ustalona na sygnail harmoniczny u=unsin(mt} ma postadc

y = ysin[ut+p(w)], (3.40)

gdzie: Y, i ¢(w) sa okreslone przez wzory (3.38) i (3.39). Aby
to wykaza¢ wystarczy przyja¢é we wzorze (3.32) yY=-m/2. Na
rys.3.4 przedstawiono przyktad wymuszenia harmonicznego u(t) i
odpowiedzi ustalonej ukladu y(t). Przyklad ten dotyczy typowego
przypadku, kiedy ¢(w)<0, tzn. kiedy ustalony sygnal wyjsciowy
jest op6Zniony w stosunku do wymuszenia.
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Rys.3.4. Przechodzenie sygnalu harmonicznego przez
ukiad liniowy w stanie ustalonym

Wykres transmitanciji widmowej G(jw) na plaszczyZnie zmien-
nej zespolonej nazywa sie charakterystyka amplitudowo-fazowa
lub charakterystyka Nyquista. Kazdy punkt tego wykresu odpowia-
da innej pulsacji w i reprezentuje liczbe zespolona, ktérej mo-
dul |G(jw)| oznacza stosunek amplitudy odpowiedzi ustalonej do
amplitudy wymuszenia, a argument ¢ (w) przesuniecie fazowe mie-
dzy odpowiedzia a wymuszeniem. Przykitad charakterystyki ampli-
tudowo-fazowe]j podano na rys.3.5a. Zamiast wykresu G(jw) mozna
poda¢ oddzielnie wykres |G(jw)| zwany amplitudowa charakterys-
tyka czestotliwosciowa (rys.3.5b) oraz wykres p(w) zwany fazowa
charakterystyka czestotliwosciowa (rys.3.5c).

Charakterystyki amplitudowe i fazowe sa czesto przedstawia-
ne we wspélrzednyéh logarytmicznych i nosza nastepujace nazwy:
- logarytmiczna charakterystyka amplitudowa M(w)=20 log|G(jw)l,

gdzie M(w) wyrazona jest w as*
- logarytmiczna charakterystyka fazowa ¢ (w).

Y Bel i decybel sa legalnymi jednostkami wzmocnienia i tiumie-

nia nalezacymi do ukifadu SI. Bel jest to takie wzmocnienie
(tlumienie), przy ktérym podwojony logarytm dziesietny sto-
sunku dwéch wartosci LA i u, wielkosci proporcjonalnej do

pierwiastka kwadratowego z mocy (np. napiecia, pradu, cis-
nienia) .jest rowny jednosci
é -1]

U
A 1 = ==
1B2 [z logw[ﬁ;] = 1], 1dB=0,1B [20 log, |5
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a b) | Gtjel
Im(G(jw)]
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Rys.3.5. Typowy przyklad charakterystyki amplitu-
dowo-fazowej a) i charakterystyk czestotliwoscio-
wych: b) amplitudowe]j, c) fazowe]j

Na tych wykresach, zwanych charakterystykami Bodego po-
dziatka czestotliwos$ci w jest logarytmiczna, dekadowa tzn. kaz-
dej dekadzie®
Charakterystyki czestotliwosciowe wyznacza sie analitycz-
nie, wykorzystujac wzory (3.35), (3.38) i (3.39) lub doswiad-
czalnie. Najprostszy sposéb dodwiadczalnego wyznaczania tych
charakterystyk polega na doprowadzaniu na wej$ciu ukladu sygna-
Iu harmonicznego o nastawianej czestotliwos$ci i pomiarze, np.
za pomoca oscyloskopu, amplitud sygnaléw wejséciowego i wyjscio-
wego oraz kata przesuniecia fazowego miedzy tymi sygnalami przy

odpowiada odcinek o jednakowej difugosci.

réznych czestotliwosciach.

Przykiad 3.3
Na ukfad rozwazany w przykiadzie 3.2 dziala wymuszenie
u=u;sin(wt}-1(t), gdzie u;=2, w=0,5 rd-s™. Nalezy wyznaczyc:

a) przebieg sygnalu wyjsciowego (rozwiazanie ogélne rdédwnania
rézniczkowego) ;

b) przebieg ustalonego sygnatu wyjéciowego (rozwiazanie szcze-
golne roéwnania roézniczkowego), wykorzystujac wyniki punktu
a);

c) przebieg ustalonego sygnalu wyjéciowego wykorzystujac trans-
mitancje widmowsa.

S Dpekada, oktawa i tercja sa wzglednymi miarami czestotliwosg-

ci. Jedne] dekadzie odpowiada stosunek czestotliwogci réwny
10, oktawie - réwny 2, a tercji V2.
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Transmitancja operatorowa rozwazanego ukladu wyraza sieg

wzorem G(s}*Tsil, gdzie T=20 s. OdpowiedZ ukladu wyznacza sie

korzystajac z przeksztalcenia Laplace’a

1 uw
Y(s8) = G(5)U(8) = s=e .
Ts+1l 52442
Rozkladajac na ulamki proste wyrazenie
1 A Bs+C _ As’+Aw’+BTs’+Bs+CTs+C
== X '
(Ts+1) (s2+w?) TSl o247 (Ts+1) (s2+0°)

otrzymuje sie A+BT=0, B+CT=0, Au2+c=1, skad
2

%= sz 9 B, mes 21; ! e 212 eras
Tw+l Tw+l Tw+l
uw 2
- m T = Ts 1
Y(s) = = TsF1 + ~ .

w41 P+’ sl

Nastepnie korzystajac z tablicy 3.1, wyznacza sie
y(t) =y, (v) +y,(t),

gdzie:
Tw__ -t/T

Ly 2. B
" W +1

]

y, (t)

opisuje proces przejsciowy, poniewaz lim yl(t)=0, natomiast
t—w

u

y2(t} = [sin{wt) - Tw cos(mt))

T2+
opisuje ustalony sygnal wyjsciowy. WyrazZenie w nawiasie mozna
sprowadzi¢ do postaci

sin(wt) - Tw cos(wt) = JT%PH sin(wt+y),

gdzie p=arctg(-Tw).
Stad
u

y,(t) = sin[wt-arctg(Tw)] .

T2 w41
Odpowied#? ustalona mozna wyznaczy¢ znacznie szybciej na
podstawie charakterystyk czestotliwoéciowych. Korzystajac ze

wzoréw (3.38)+(3.40) otrzymuje sie od razu odpowied? ustalona w
postaci
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y,(t) = u‘_A(w)sin[utﬂp(w)] 7

gdzie: A(w)=|G(jw)l; ¢(w)=arg G(jw).
A(w) i p(w) wyznacza sie na podstawie wzoru okreslajacego
transmitancje widmowa w nastepujacy sposob

_ 1 _ 1 -jTw+l _ 1 _ 4 Tw - +
G(Jw) = Fa771 = JToT =3To+T ~ 7.2, ] ot P(w) + jQ(w),
1 Tw
gdzie: P(w) = : Qw) = - p
TPwi+1 T?w?+1

Stad

. ‘ 1+7%0° 1
A{w) = |G(jw)l = — = - '
(T "w +1) I
13u2+1

p(w) = arctg %—%} = ~arctg(Tw) .

Podstawiajac dane liczbowe otrzymuje sie

2:0,5:20 _~t/20
y (£) = 20520 7t/2

-0, 05t
'
20%.0,5%+1

= 0,198e

A(0,5) = o 0,0995,

Jzoz-o,sz+1

¢(0,5) = -arctg(20-0,5) = -1,471,
y,(t) = 0,199sin(0,5t-1,471).

Na rys.3.6 przedstawiono 1liniami przerywanymi przebiegi
yltt) i yz(t}, a linia ciagla przebieg y(t). Dla czasu t>3T
przebieg przejsciowy y, (t) praktycznie zanika i przebieg sygna-
fu wyjsciowego ustala sie, tzn. y(t)=y, ().

it

w AV

/.f \\’L\)é”j ‘\,' A

Rys.3.6. Przebieg skladowej przejsciowej y (t)

i skladowej ustalonej y_ (t) odpowiedzi ukihdu
na wymuszenie“harmoniczne
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3.4. PRZECHODZENIE SYGNALOW OKRESOWYCH I NIEOKRESOWYCH
PRZEZ UKLADY LINIOWE

Korzystajac 2z zasady superpozycji, mozna wyznaczy¢ odpo-
wiedz ustalona ukiadu liniowego na dowolne wymuszenie okresowe.
Wymaga to znajomos$ci charakterystyk czestotliwosciowych ukiadu
oraz widma czestotliwo$ci wymuszenia. Jezeli okresowy sygnal
wejsciowy jest przedstawiony w postaci szerequ Fouriera

+o "
]nwlt
u(t) =) ve ;
-m

gdzie:
o - czestotliwos¢ podstawowa sygnalu wejsciowego,
jwn : s .
Un=|Un|e - amplituda zespolona n-tej harmonicznej sygnaiu

wejsciowego,
to ustalony sygnal wyjsciowy mozna przedstawi¢ rowniez w posta-
ci szeregu Fouriera okre$lonego wzorem
b jnm1t
y(t) =) ye ', (3.41)

gdzie:
s j?ﬂ
L UnG(jnwlj = IYnle (3.42)
oznacza amplitude zespolona n-tej harmonicznej sygnalu wyjscio-
wego. ’
Widmo amplitudowe sygnalu wyjsciowego jest okreslone przez
zwiazek
sl B 1UnIIG(jnwl)I, (3.43)

ktéry oznacza, ze amplituda n-tej harmonicznej sygnalu wyjscio-
wego roéwna sie iloczynowi amplitudy n-tej harmonicznej sygnalu
wejsciowego przez modul transmitancji widmowej ukladu dla cze-
stotliwosci W=NWw, -

Natomiast widmo fazowe sygnatu wyjsciowego okresla wzor

¥, = arg Yn = arg U + arg G[]nwl). (3.44)

Kat fazowy 2 n-tej harmonicznej sygnaltu wyjsciowego jest wiec
réwny sumie kata fazowego n-tej harmonicznej sygnalu wejsciowe-
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go i argumentu transmitancji widmowej ukiadu dla czestotliwosci
|t||.1=]’ll'.|.l1 .

Przedstawione wyzej zaleznoéci maja charakter ogélny i moz-
na z nich korzystaé¢ niezaleznie od tego czy stosuje sie szereg
Fouriera w postaci trygonometrycznej (2.15) czy wykiadniczej
(2.16) .

Podobne zalezno$ci mozna réwniez wyprowadzi¢ dla sygnaiow
nieckresowych przenoszonych przez uklad liniowy. Pordwnuijac
wzor okreslajacy przeksztalcenie Fouriera

+eoo
F(jw) = J £(t)e ¥t at,
—m
ze wzorem wyrazajacym przeksztalcenie Laplace’a
+w
F(s) = I £(t)e St at,
0

mozna latwo zauwazy¢, 2Ze w przypadku kiedy f(t)=0 dla t<0 za-
miana s na jw w transformacie F(s) prowadzi bezposrednio do
wzoru na transformate Fouriera F(jw), tzn.

F(jw) = F(s) (3.45)

s=jw’
Pozwala to otrzymywa¢ widmo czestotliwosci sygnaiéw nieokreso-
wych bezpos$rednio z tablic transformat Laplace’a. Na przyktad,
dla funkcji x(t)=1{t)sin(uat}

w w

5 stad  F(jw) =
wi +s ml -w

X(s) =

Nalezy jednak zwréci¢ uwage, ze zaleznoé¢ (3.45) dest
stuszna tylko wtedy, kiedy catka Laplace’a okreslajaca trans-
formatg F(s) jest zbiezna dla s=jw, tzn. dla Re s=0. W przeciw-
nym przypadku nie istnieje transformata Fouriera F(jw).

Zalozenie, 2e transformata F(s)=L[f(t)] Jjest zbiezna dla
Re s=0 jest rownowazne zalozeniu, iz biegunyﬁj funkcji F(s)
le2a w lewej polplaszczyZnie zmiennej zespolonej s. W przy-

®  Biegunem funkcji f(s) nazywa sie punkt s, dla ktorego

lim |F(s)|=n.
s—s,
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padku transformaty majacej posta¢ ilorazu dwéch wielomianow
F(s)=M(s) /N(s) wszystkie pierwiastki wielomianu N(s) maja wtedy
ujemne czesci rzeczywiste. Na przykiad dla funkcji f(t}=1(t)eat
gdzie a>0, jest

m
e-{s-a)t © 1

F(s) = I e2%e 5t 4t « St |,
0
Jedyny biegun F(s) tzn. s=a le2zy w prawej pdipltaszczyZnie
zmiennej zespolonej s, co oznacza, Ze funkcji f(t}=1(t}eat nie
mozna przedstawié za pomoca catki Fouriera.

Wzér (3.45) pozwala w latwy sposéb wyznaczyé widmo odpewie-
dzi ukladu iiniowego na sygnal wymuszajacy o znanym widnmie.
Transformata Y(s) odpowiedzi ukladu o transmitancji operatoro-
wej G(s) na sygnal u(t) wyraza sie wzorem Y(s)=U(s)G(s). Jezeli
istnieje transformata Fouriera sygnatu wejsSciowego u(t) i uktad
jest stabilny, to wszystkie bieguny funkcji Y(s)-leza po lewej
stronie osi urojonej. Zgodnie ze wzorem (3.45) mozna wiec zapi-

sac
Y(jw) = U(jw)G(jw) . (3.46)

gdzie: Y(jw) i U(jw) sa transformatami Fouriera sygnalu wyjs-
ciowego y(t) i wejéciowego u(t), a G(jw) jest transmitancia
widmowg,.

Zaleznosci miedzy widmem czestotliwoéci sygnalu wyjsciowego
i wejsciowego okreglaja wtedy zwiazki

[Y(Jw)| = |U(jw) IIG(jw) I, (3.47)
arg Y(jw) = arg U(jw) + arg G(jw). (3.48)
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