3. OPIS 1 ANALIZA UKLADOW LINIOWYCH ZA POMOCA TRANSMITANCII
OPERATOROWEJ I WIDMOWEJ

3.1, PRZEKSZTALCENIE LAPLACE’A

Przeksztalcenie Laplace’a, ktére jest pewnym rozwinieciem
przeksztalcenia Fouriera, pozwala na znaczne uproszczenie opisu
uktadéw liniowych o modelach typu wejsécie-wyjécie.

Jezeli funkcja f£(t) zmiennej rzeczywistej t spelnia naste-
pujace warunki:

a) f(t)=0 dla t<o,

b) f£(t) oraz jej pochodna wzgledem czasu majg wartosci skonczo-
ne w kazdym skohczonym przedziale dla t>0,

c) istnieje taka liczba rzeczywista c, dla ktérej calka

Jlf(t)le dt istnieje i ma wartosé¢ skonczona,

to funkCJa e f(t] mo2e by¢ przedstawiona za pomoca podwdjnej
catki Fouriera, tzn.
+e
e Cte(r) = 2—1- I eJut j' e Cte(t)e It gt qu. (3.1)

Dolna granice w calce wewnetrznej, opisujacej przeksztalce-
nie Fouriera funkcji e‘th(t}”, przyjeto réwna zeru, poniewaz
f(t)=0 dla t<o0.

Mnozac obydwie strony réwnania (3.1) przez eCt otrzymuje
sie

+wo

+m
£(t) = 52 [ TN [ £(£)e7(¢MINE gt au. (3.2)

-»

Wprowadza sie teraz nowa zmienng

s = ctjw (3.3)

i Zgodnie z wzorem (2.33).
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i odpowiednio
ds = j dw. (3.4)
Poniewaz w zmienia sie od -« do +e przy ustalonej wartosci
c, wiec s=c+jw zmienia sie od c-jo do c+j». Podstawienie wyra-
2en (3.3) i (3.4) do wzoru (3.2) ze zmiang granic catkowania

daje
ctjew ©
= st -st at d 3.5
f(t}—-z—nj-fe Jf(t]e t ds. (3.5)
c=jm 0
Oznaczajac
(1]
F(s) = J' £(t)e St at, (3.6)
0
otrzymuje sieg .
c+Jjo
f(t) = E%i I F(s]eSt ds. (3.7)
c-Jjo

Zwiazek (3.6) nosi nazwe prostego przeksztaicenia (catki)
Laplace’a, a zwigzek (3.7) odwrotnego przeksztaicenia Lapla-
ce’a. Przeksztalcenia te zapisujemy zwykle w formie skréconej

F(s) = L[f(t)],
= (3.8)
f£(t) = L [F(s)].

Funkcije f(t) nazywa sie oryginatem a funkcje F(s) transfor-
mata Laplace’a. Przeksztalcenie Laplace’a jest istotnym uogol-
nieniem przeksztalcenia Fouriera. O ile przeksztalcenie Fourie-
ra mo2na stosowa¢ tylko do funkcji bezwzglednie calkowalnych,
to przeksztalcenie Laplace’a mozna stosowa¢ do wszelxich ogra-
niczonych funkcji f(t), ktére nie rosna szybciej niz funkcja

ct przy dowolnie duzym c¢, a wiec praktycznie do

wykladnicza e
wszystkich funkcji opisujacych sygnaly rzeczywiste. Nalezy jed-
nak podkre$li¢, 2e przeksztalcenie Laplace’a mozna stosowad
tylke do funkcji, ktére sa tozsamosciowo réowne zeru dla t<0. Na
przyklad, nie mozna go stosowa¢ do funkcji fl{t)=at, ale mozna
stosowa¢ do funkcji f,(t)=at-1(t). Nie ogranicza to jednak
praktycznie =zakresu zastosowan przeksztalcenia Laplace’a, po-

niewaz mozna zalozy¢, ze kazdy sygnat rzeczywisty ma zawsze po-
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czatek. Nizej, bez dowodu, podano kilka podstawowych wlasnosci
przeksztalcenia Laplace’a. '
1. Transformata kombinacji liniowej funkcji

n n
L )1: af (t)| =L aF (s). (3.9)
1

2. Transformata pochodnych funkecji

L[%é—t)-] = sF(s)-£(0), (3.10)

gdzie f(0) oznacza wartos¢ prawostronnej granicy funkeji f(t) w
punkcie t=0.
Wzér ogdlny ma postacd

L[m] = g"F(s)-s""£(0)-s"2F" (0) ...-f""(0). (3.11)
at”

Jezeli w szczegdlnym przypadku warunki poczatkowe sa zero-
(n-1)

we, tzn.: f£(0)=f'(0) = ... = £ (0), to
L[d—ﬂﬂ] = s"F(s), (3.12)
at”

a wiec n-krotnemu rozniczkowaniu odpowiada n-krotne pomnozenie
transformaty przez s.
3. Transformata caiki

t
L[[ £(t) dt] = %ﬂ (3.13)
0

Stosujac n-krotne dziatanie wyrazone wzorem (3.13), otrzymuje
sie:

t t
L[J I £(t) dt] - F—%l (3.14)
s
L0 0,
n razy

4. Transformata funkcji okresowej
Jezeli dana Jjest funkcja okresowa f(t)=f(t+kT), gdzie
T

k=1,2,3,... oraz F (s) = Je-Stf{t}dt jest transformata funkcji
0
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f(t) za jeden okres, to

[ ] i (3.15)
Lfe(t)] = e .
1-a 5T
5. Twierdzenie o podobienstwie
L[£(at)] = 2 F[g], (3.16)

gdzie a>0 jest liczba rzeczywista.
6. Twierdzenie o przesunieciu rzeczywistym

L[£(t-7)] = e “°F(s), (3.17)

gdzie T=0 jest liczba rzeczywista.

Uwaga: Jezeli f(t)=1(t)e(t), gdzie p(t) jest funkcja okreglona
w przedziale -w<t<+m, to f(t-t)=1(t-t) @(t-T).

7. Twierdzenie o przesunieciu zespolonym

Lle™te(t)] = F(sn), (3.18)

gdzie A jest liczba zespolong.
8. Twierdzenie o wartosci koncowej- -

Jezeli istnieje granica 1lim f£(t), to Jjej wartos¢ mozna
t—w
okregli¢ z zaleznosci

lim f(t) = 1lim sF(s). (3.19)
t—o s—0

9. Twierdzenie o wartosci poczatkowej
Jezeli istnieje granica lim f£(t), to

t—0
U (6] = Ain aBle) (3.20)
t—0 s—

. W tablicy 3.1 zestawiono najczesciej spotykane funkcje f(t)
i odpowiadajace im transformaty Laplace’a oraz tzw. transforma-
ty Z, ktére beda wykorzystywane w rozdziale 8.

Rozwiazanie réwnania rézniczkowego (2.41), bedacego modelem
typu wejsécie-wyjsécie, za pomoca przeksztalcenia Laplace’a skta-
da sie z nastepujacych etapéw: '

- dokonanie prostego przeksztalcenia Laplace’a obydwu stron
réwnania z uwzglednieniem warunkéw poczatkowych,

-~ wyznaczenie transformaty Y(s),

- wyznaczenie oryginalu y(t)=1fl[Y(s)].
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Tablica 3.1
Transformaty Laplace’a i transformaty Z niektérych funkcji

Funkcja f£(t)y |Transformata Transformata 2 Uwagi
Laplace’a
F(s) = &
® F(z)= z f(nT)z "
=[e(tre™ at n=0
[}
§(t) = im-
3(t) 1 1 puls jed-
L nostkowy
Diraca
1 z 1(t) - skok
1(t) s z-1 jednostkowy
T - okres
probkowania
B-skT z-k+1 k - liczba
1(t-kT) S o= naturalna w
przekszt. Z;
w przekszt.
Laplace’a
1. rzeczyw.
te1(t) . Tz
s (z-1)
-at 1 z
e «1(t) — —
s+a e aT
a - stala
=aT
-at o z(l-e ")
(1-e"%%) +1(t) T =
s(s+a) (z-1) (z-e aT}
sin(wt)-1(t) 2” - = zsin(wT)
s 4w z°=2zcos (wT) +1
w - stala
2 dodatnia
cos(wt)+1(t) 28 . 2z zcos (wT)
s"+w z"-2zcos (wT) +1
: -aT,_,
-at_ . w ze sin(wT
. * 8in(Lc)d el 2.2 2 =aT (L) =-2aT
(s+a) “"+w z'-2ze cos (wT) +e
-at s+a 2%-ze " *Tcos (LT)
e cos(wt)1l(t) —— = T —2aT
(s+a) +w z"=-2ze cos (wT) +e
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Ze wzoréw (3.10)+(3.12) wynika, 2ze po dokonaniu transforma-
cji Laplace’a réwnania rézniczkowe zostaja zastapione réwnania-
mi algebraicznymi, co ulatwia wyznaczenie Y¥Y(s), a nastepnie
y(t).

W praktyce zardwno transformowanie funkcji f(t), jak roéow-
niez znajdowanie oryginaléw wymaga jedynie znajomosci podstawo-
wych twierdzen (3.9)+(3.20) i operowania tablica 3.1. Jedyna
trudnog¢ stanowi¢ moze doprowadzenie zlozonych funkcji F(s) do
postaci sumy prostszych skiadnikéw, majacych swoje odpowiedniki
w tablicy transformat. Funkcje F(s) rozkiada sie wowczas na
utamki proste. Wykorzystujac twierdzenie o wartosci koncowej
(3.19) i o wartosci poczatkowej (3.20) oraz znajac F(s), mozZna
okregli¢ niektére wlasnosci oryginalu f£(t) bez dokonywania
transformacji odwrotnej. 2Zakres stosowalno$ci tych twierdzen
jest jednak ograniczony do przypadkéw, kiedy istnieja granice
lim £(t) i lim £(t).

t—w t—0
Przykiad 3.1

Rozwiazaé réwnanie rézniczkowe y+16y=0 przy warunkach po-
czatkowych: y(0)=2, 'y(0)=1.

Dokonujac transformacji Laplace’a obu stron rdéwnania otrzy-

muje sie
s’Y(s) - 2s-1 + 16¥(s) = O,
stad
Y(s) = -%.2;5._
s°+16

Nalezy teraz tak przeksztalcié¢ wyrazenie po prawej stronie,
aby otrzyma¢ wyrazy znajdujace sie w tablicach transformat.

1

1 4 s
+2 = m g + 2

s%+16 s%+16 s°+4° s%+4°

Korzystajac z tablicy 3.1, znaleziono ostatecznie

y(t) = F sin(4t) +2cos(4t).
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3.2. TRANSMITANCJA OPERATOROWA I WYZNACZANIE ODPOWIEDZI
NA TYPOWE WYMUSZENIA

Transmitancja (przepustowos$cia) operatorowa G(s) elementu
lub uktadu liniowego nazywa sie iloraz transformaty sygnatu
wyjséciowego Y(s) przez transformate sygnaiu wejsciowego U(s)
przy zerowych warunkach poczatkowych.

Dokonujac transformacji Laplace’a réwnania (2.41) przy ze-
rowych warunkach poczatkowych otrzymuje sie

n n-1 =2 m m=1
Y(s}(ans ta s +...+als+a0) = U(s)(bms +bmds +...+bis+b0),

skad "

m m=1
) 3 bns +bn_1s +...+k:.ls+lr:O _ H(s). (3.21)
) as"ta s"'+...+a s+a N(s)
n n-1 ik a

G(s) = 1¥JE

Ze wzoru (3.21) wynika, 2e transmitancja operatorowa jest
funkcja wymierna zmiennej s, tj. ilorazem dwoch wielomianow
M(s) i N(s). Nalezy doda¢, ze stopien wielomianu M(s) znajduja-
cego sie w liczniku transmitancji operatorowej, opisujacej re-
alny (fizycznie realizowany) ukiad, nie moze by¢ wyzszy niz
stopien ‘wielomianu N(s) w mianowniku, tzn. msn.

Réwnanie N(s)=0 jest rdéwnaniem charakterystycznym roéwnania
rézniczkowego (2.41). Pierwiastki réwnania charakterystycznego
sa nazywane biegunami transmitancji operatorowej. Natomiast
pierwiastki réwnania M(s)=0 sa nazywane zerami transmitancji
operatorowej.

Poniewaz transmitancja opisuje wlasnosci dynamiczne elemen-
tu, przyjeto wpisywaé¢ ja wewna.trz prostokatow przedstawla]qcych
poszczegolne elementy na schematach blokowych (rys.3. 1a)

a)l b)

Uy (s) Y, (s)
| Yals)
Uls) Y(s) Lels) Gis) S
——— Gis) pb— == als s
Unls) Yo (5)
o —————

Rys.3.1. Oznaczanie transmitancji na schematach
blokowych

# Linie ze strzalkami sa wtedy 2zwykle oznaczane symbolami

transformat odpowiednich sygnaléw.
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W przypadku ukiadu o wielu wejéciach i wyjsciach (rys.3.1b)
jego wilasnogci okresla macierz transmitancji. Macierz transmi-
tancji G(s) elementu o m wejsciach i n wyjsciach ma postac

611{3) Glz(s) oo Gl-(s)
G_ (s) G__(8) ... G_ (s)
G(s) = | * 4% . . (3.22)

Gn‘(s) an(S] Ve Gn‘(s}

Element G, macierzy G(s) Jjest stosunkiem transformaty
i-tego sygnaiu wyjsciowego do transformaty k-tego sygnailu
wejsciowego, przy zalozeniu, 2e pozostale sygnaly wejsciowe sa
réwne zeru i 2e warunki poczatkowe sa zerowe, tzn.

Y (s)
= U’ B—-—], dla i=1,2,...,n; ), {1 P ) | 1 (3.23]
k

G!.k

Znajac transmitancje operatorowa mozna tatwo wyznaczy¢ od-

powiedZ elementu na dowolne wymuszenie u(t), tzn. okresli¢

przebieg sygnalu wyjsciowego y(t) nastepujacy po wprowadzeniu

na wejscie sygnalu u(t), przy zerowych warunkach poczatkowych.
Z definicji transmitancji wynika Y(s)=U(s)G(s), stad

y(t) = L7 [U(s)G(s)]. ' (3.24)

Interesujace jest poréwnanie odpowiedzi na naétepujqce syg-
naly standardowe:
a) impuls jednostkowy ua(t)=5(t),
b) skok jednostkowy u (t)=1(t),
c) skok predkosci jednostkowy u (t)=t-1(t).
Uwzgledniajac, ze

U(s) =1, U(s) =32, U(s) =21,

otrzymuje sie:
- odpowiedZ na impuls jednostkowy

y,(t) = L' [6(s)]s/ (3.25)
- odpowiedz na skok jednostkowy

y, (t) = L [.é G(a}], (3.26)
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- odpowiedZ na jednostkowy skok predkosci

y (t) =1 [—1; G(s)]. (3.27)
s

Z poréwnania wzordw (3.25)+(3.27) wynika, ze
_d _a°
Y. (t) = 3¢ [Yb(t)] - E [Yc(t)]-

Przyklad 3.2
Temperatura przeplywajacego powietrza jest mierzona za po-

moca termoelementu, ktérego spoina pomiarowa ma ksztalt kuli

(rys.3.2). Temperatura spoiny w stanach nieustalonych rézni sie

od temperatury powietrza z uwagi na bezwladnoé¢ cieplna termo-

elementu.

1. Przyjmujac za sygnal wyjsciowy y zmiane temperatury spoiny,
a za sygnal! wejsciowy u zmiane temperatury powietrza, wyzna-
czy¢ transmitancje operatorowa spoiny termoelementu.

2. Wyznaczy¢ przebieg y(t) spowodowany impulsem prostokatnym
u = u[1(t)-1(t-7)],

a) dla T=2 s,
b) dla T=30 s.

3. Wyznaczy¢ przebiegi y(t) spowodowane impulsem X = ad(t)

a) dla a=2uo,
b) dla a=30u.

Dane:
2r = 1,5-10° m - $rednica spoiny,
c = 448 J-kg K - cieplo wlasciwe spoiny,
p = 8,9:10° kg'm " - gestos¢ materialu spoiny,
o = 50 Wem 2K - wspdlczynnik przejmowania ciepla

miedzy spoina a powietrzem.

b)

U(s)-transformata Y(s)-transformata
temperatury | Gls) temperatury _
powietrza spoiny -

Rys.3.2. Model fizyczny (a) i schemat blokowy (b)
ukladu rozwazanego w przykladzie 3.2
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WspbXczynnik przewodnogéci cieplnej mozna przyja¢é za nie-
skonczenie duzy w poréwnaniu z a. Z2aklada sig, 2Ze pojemnosc
cieplna spoiny jest pomijalnie mala w pordwnaniu z pojemnoscia
cieplna mierzonego og$rodka i w zwiazku z tym nie ma oddziatywa-
nia czujnika na badany osrodek.

Rownanie bilansu cieplnego ma postac:

dQ = aA(u-y) dt = mc dy, (3.28)

gdzie: A=4nr® - powierzchnia przejmowania ciepa miedzy powiet-
rzem a spoina; m=p§nra - masa spoiny.
Po uporzadkowaniu otrzymuje sie

TQ +y=u, (3.29)
gdzie:
4 .3
p=nxr"C
T=2 -3 _ -PIf. s,
& a4nr’ @

Dokonujac transformacji Laplace’a obu stron réwnania (3.29)
przy zerowych warunkach poczatkowych znajduje sie

Y(s) (Ts+l) = U(s), skad G(s) = E—% = Tsil'

Do wyznaczenia transformaty impulsu prostokatnego wygodnie
jest skorzystaé z twierdzenia o przesunieciu rzeczywistym

TS

)-

Stad odpowiedZ na impuls prostokatny wyraza sie wzorem

U(s) = u %{1-&’

2o sy uh s 1 = -1 31 a-ts
ey 2 L [s—fl"-' 1@] = ulL [s_(‘*fsﬂ] = §(TeD) ] =
= u [(1-e""T)1(t) - (1-e" T/ T)1(t-1)]. (3.30)

Przebieg y(t) mozna opisa¢ przedzialtami. za pomoca wzorédw

t/T

y(t) = uo(l-e- ) dla o<t<t,

y(t) = uo(l—e-tzT-l+e-{t-t)IT) = uo(l—e-rIT)e-(t-t]/T dla t>t.

Wykres y(t) przedstawiono 1linia ciagla na rys.3.3a dla
T=2 5, a na rys.3.3b dla T=30 s.
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a) b)
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Rys.3.3. Poréwnanie odpowiedzi ukladu na impuls Diraca

(linia przerywana) z odpowiedzia na impuls prostokatny

o tej samej powierzchni (linia ciagta) przy roézZnym
czasie trwania impulsu

Transformata impulsu Diraca wyraza sie wzorem

U (s) = aL[s(t)] = a.

Stad odpowiedZ na impuls Diraca

y (t) =L [,jT—i‘l] -2 a ChE (3.31)

Na rys.3.3a przedstawiono linia przerywana wykres y(t) dla
a=2ua, a na rys.3.3b ten sam wykres dla a=30uo.

Z poréwnania wykreséw przedstawionych na rys.3.3a i b wyni-
ka, 2e jezeli czas trwania impulsu prostokatnego T jest duzo
mniejszy od stalej T, to odpowiedZz elementu na ten impuls moz-
na, z wystarczajaca dla praktyki dokladnoscia, zastapi¢ odpo-

wiedzia na impuls Diraca o tej samej wartos$ci caiki I[ndt, ktoéra

w rozwazanym przypadku wynosi u t.
Latwo dowie$é, ze ksztalt impulsu nie ma istotnego wpiywu
na przebieg odpowiedzi, jezeli jest 'speiniony warunek T«T.



