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y(t) = % A (t,-t )38 (t-t)). (2.13)

Dla uzyskania opisu é$cistego wygodnie jest rozlozy¢ impuls
tréjkatny na funkcje skladowe pokazane na rys.2.6b. Mozna tatwo
zauwazy¢é, e suma funkecji yi{t)+yé(t) daje przebieg pokazany na
tym rysunku linia przerywana, a rozwazany impuls wyraza sie

wzZorem
y(E) = ylt) * y () + ¥ ()=

A =
> ﬁ[(t-tt)1(t-t1)-——(t—t2)1{t—t2)] - Al(t-t)) =
= tz_frl(t-tl) [1(t-t)-1(t-t,)]. (2.14)

Koncowa postaé¢ (2.14) jest iloczynem funkcji liniowej opi-
sujacej narastanie impulsu przez tzw. funkcje bramki (podana w
nawiasie kwadratowym), ktéra jest czesto stosowana do opisu im-
pulsow prostokatnych.

2.2,2, Widmo sygnailu

Oprécz opisu w dziedzinie czasu rozpowszechniony jest opis
w dziedzinie czestotliwosci, przy uzyciu tzw. modeli widmowych,
ktére wyznacza sie na podstawie analizy czestotliwosciowej Fou-
riera. Modele widmowe utatwiaja klasyfikacje i analize sygnaidw
a takze ocene dokladno$ci modelowania, poniewaz pordéwnywanie
widm jest znacznie prostsze i bardziej miarodajne od poréwnywa-
nia przebiegéw czasowych.

Kazda funkcje okresowa f(t), speiniajaca warunki Dirichleta,
mozna przedstawi¢ w postaci szeregu Fouriera skiladajacego sie
ze skladowej stalej i skladowych harmonicznych o pulsacjach

(czestotliwosciach kotowych) @, 2u1, 3w1 ..., gdzie w = %E -
pulsacja podstawowa, T - okres funkecji. Warunki Dirichleta

oznaczja, 2e przedzial o diugosci T moze byé podzielony na
okregélona liczbe podprzedzialéw, w ktérych fuﬁkcja f(t) jest
monotoniczna, a w kazdym punkcie nieciaglogci istnieje granica
lewostronna f(t ) i prawostronna f(t,) o skonczonych wartos-
ciach. Przykiad funkcji okresowej,speiniajacej warunki Dirich-
leta, przedstawiono na rys.2.7. Suma szeregu Fouriera pokrywa
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Rys.2.7. Przyktad funkcji okresowej spelniajacej
warunki Dirichleta
sie 2z wartosciami funkcji f£(t) we wszystkich punktach, w
ktérych jest ona ciagia, a w punktach nieciaglodéci daje wartosgé
$rednia granicy lewostronnej i prawostronnej
£(t ) +E(E,)
s
Kazdy sygnal okresowy, dajacy sie fizycznie zrealizowa¢,
speinia warunki Dirichleta, moze wiec by¢ przedstawiony w po-
staci szeregu Fouriera. Stanowi to podstawe analizy czestotli-
wosciowej (widmowej) sygnaléw okresowych.
Szereg Fouriera funkcji f(t) mozna przedstawi¢ w kazdej z
trzech nastepuijacych, réwnowaznych sobie postaci:

a -]
f(t) = 2—° + z [a cos(nwt) + b sin(nwt)], (2.15)
n=1
£(t) = A + ) Acos(nwt+p), (2.16)
n=1
+e jnwlt
f(t) = ) ce . (2.17)

Miedzy wspdlczynnikami szeregéw wyrazonych wzorami (2.15)
+(2.17) wystepuja zwiazki

dla nz1
A = Jaa+h3
n

(2.18)

!
n n

P - -arctg(t;;an), (2.19)



1 4 jwn an—jbn 20
Crmgme = = =g— (@29)
1 Jo_ ag“+jbrl 3
C_n = 3 CnE = 3 ’ (2.21)
dla n=0
i _ _ 1
}\o = Co =3 ao. (2.22)

Ze zwiazkéw tych wynika, 2e kazda posta¢ szeregu Fouriera
przedstawia nieskonczona sume wyrazéw, ktére mozna opisaé wzo-

rem
fn{t} B Ancos(nwlt+pn] dla nz1 (2.23)

oraz skladowe]j stalej aajz.

Funkcje f“(t) nazywa sie n-ta skladowa harmoniczng funkcji
okresowej f(t), przy czym n jest numerem kolejnej harmonicznej.
Kazda skladowa okreslaja trzy parametry: An - amplituda, P, -
kat fazowy, w =nw - czestotliwo&é kolowa czyli pulsacja. Skla-
dowa, stata mozna traktowa¢ jako harmoniczna o zerowej czesto-
tliwosgci.

Wspoiczynniki Cn,wystepujace w wykladniczej postaci szeregqu
Fouriera (2.17), nazywaja sie amplitudami zespolonymi. Ze wzordw
(2.18)+(2.22) wynika, 2e dla nzl

A
lc | = 2—"; arg(C) = p = -arctg(b /a ). (2.24)

Skladowa harmoniczng o numerze n mozna wiec wyrazi¢ Jjako
sume wyrazdéw wykladniczego szeregu Fouriara (2.17) o amplitu-
dafzh zespolonych C oraz c. t:ak.'ceslcmyc.hI wzorami (2.20) i
(25210,

Amplitudy zespolone wszystkich sktadowych harmonicznych
tworza tzw. widmo czestotliwoéciowe sygnalu okresowego opisane-
go funkcja f(t). Najczesciej spotykany sposéb graficznego
przedstawiania widma polega na sporzadzeniu dwéch wykreséw:
widma amplitudowego i widma fazowego. Na osi odcietych odktada
sie dyskretne wartosci pulsacji © =nw, lub czestotliwosci
fn=nf1’ a na osi rzednych wartosci amplitud A =2|C | (dla nz1)
dla widma amplitudowego i fazy p =arg C dla widma fazowego.
Czesto zamiast wykresoéw An(m) i q)n(w} podaje sie wykresy ICnI i
arg C w funkcji czestotliwosci w przedziale -w<w<w.



- 23 -

W przypadku kiedy amplitudy zespolone cn sa liczbami rze-
czywistymi lub urojonymi wystarczy poda¢ jeden wykres C (w).
Widma sygnaléw okresowych maja postaé prazkow przyporzadko-
wanych kolejnym wartosciom nw, i dlatego sag nazywane widmami
prazkowymi. Wyznacza sie Jje na podstawie wzordéw catkowych
okreslajacych wartosci wspdlczynnikdéw trygonometrycznego szere-
gu Fouriera t
+T/2
a =2 I f(t)cos(nw t) dt, (2.25)
-T/2

(dla n=0 otrzymuje sie a , ktdrego wartos¢ jest dwa razy wiek-
sza od skladowej stalej),

+T /2
2 1
b =3 I £(t)sin(nw t) at (2.26)
-T/2
albo ze wzoru
1+T/2 —jnwlt
c =7 J f(t)e dat, (2.27)
=T/2

okreslajacego wartosci amplitud zespolonych.

Ze wzordw (2.25) i (2.26) wynika, ze szereqg Fouriera funk-
cji parzystej f(t)=f(—t} zawiera tylko skladowa staig aofz i
kosinusoidy, a w przypadku funkcji nieparzystej f(t)=-f(-t) w
szeregu Fouriera wystepuja tylko sinusoidy. Przykitady czesto
spotykanych sygnaléw okresowych oraz ich rozwiniecia w szeregi
Fouriera podano w tablicy 2.1. -

Przykiad 2.2

Nalezy przeprowadzi¢ analize harmoniczna sygnatu majacego
posta¢ impulséw prostokatnych o czasie trwania © i okresie T
(rys.2.8).

ax
W tym przypadku wygodnie przyjac¢
granice calkowania roéwne -t/2 i T-t/2. <« ; [-i] [:|
Korzystajac ze wzoru (2.27) wyznacza i : é
sie I T-s 5 ol
T
T-t/2 -inw_t
Cn = % I x(t)e 1 dat = Rys.2.8, Ciag impulsdw

-T/2 prostokatnych



- 24 -

Tablica 2.1

a |
Lp. Wykres x(t) = 2—0 + .21 [ancos{nwt) + bnsln{nw‘tl]
i=
A &l Przebieg prostokatny
1 _.l _] t 4A sin(:]mlt] 5in[5«>1t}
o] I L_ x(t) = E_F“ﬂ%tj+ 5 + 3 +.“]
]
A !x _':“ Przebieg trapezowy
2 L/ ) sin(3ma) sin(3w,t)
7 ! x(t) = B sin(me) sin(w t) + 5 i+ ]
T I - 1
A hx Przebieg tréjkatny
3 f S sin(3w t)  sin(50t)
; - x(t) = ;EFhﬂmﬁ)— 5 + —>z - “J
S
44X Przebieg pitoksztaltny
t sin(2w_t)  sin(3w t)
¥ 7 ]—ZA in(lw t) - Lo 2 —]
T i x(t) = = [sin(w, 5 3
e
Abx Przebieg sinusoidalny wyprostowany
t cos(6w_t)
5 m A 4A os(Zwlt) ’ r:ns(*ha1 ) 5 i ]
£ Xt = - T3 35 57
+t/2 ~3no t — siis, B
.[ ity at = - 2 e 12.a '8 a
3nhHT
—r;z
: T
A L |
nw, nw T 2 T G .
1 2

W tym wzorze wystepu
funkcji prébkowania
funkcji

je funkcja o postaci §iﬂl§l. Nosi ona nazwe

i bgdzie oznaczana symbolem si(x). Wykres

si(x) = 513151 (2.28)

jest przedstawiony na rys.2.9.

Korzystajac z oznaczenia (2.28) mozna w tym przypadku wyra-
zi¢ amplitude zespolong c wzorem
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bsifx)

ﬂ;’—x =5if(x)=si(-x)

-4 :-?ﬂf'\@

Rys.2.9. Przebieg funkeji si(x)

=i E gtilng: Ellwis E gtlonX| =ciskinr T
CI.l = A T 51[nu1 2] A T sl[nn T} C551[nn T]' (2.29)

a szereg wykladniczy - przedstawi¢ w postaci

[ jnw t
_ T . T 1
x(t) = A T-Z 81[nﬂ T] e . (2.30)
Mozna tu skorzystaé¢ z zaleznosci
aﬂ = Cn+C_n; hn = ](an-cn) :

rl
wynikajacych ze wzordw (2.20) i (2.21) i obliczy¢ wspdiczynniki
szeregu trygonometrycznego

an=2cnﬂ=2h%si[rm%], b =0 dla n=0,1, 2,... .

Przedstawienie ciagu impulséw prostokatnych za pomoca sze-
regu trygonometrycznego ma postac

x(t) = A1 [1 + 2'5: si[nn %] cos{nmit)]. (2.31)
o i
Na rys.2.10 a, b i c przedstawiono wykresy amplitud zespo-
lonych C . ktore w tym przypadku sa liczbami rzeczywistymi, w
funkciji n=w/w, dla réznych wartoséci stosunku t/T. Linie kresko-
wane na tych rysunkach przedstawiaja obwiednie widm prazkowych.
Skiadowe harmoniczne odpowiadajace takiej liczbie n, dla ktérej
T

si[nn T]=°' maja amplitude réwna zeru. Pierwsza z zanikajacych

harmonicznych ma rzad n=T/t, nastepna 2T/t itd. Po pierwszym
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Rys.2.10. Widmo cigagu impulsow prostokatnych dla roéznych
wartosci stosunku t/T

przejsciu przez zero amplituda odpowiedzi osigaga ujemna wartosc¢
réwna 0,212C0. Natomiast az do n=6T/T maksymalne wartosci Cn
nie zmniejszaja sie ponizej 0,05C,, a do n=3T/T nie zmniejszaja
sie ponizej 0,1C,. Poréwnujac widma odpowiadajace réznym war-
tosciom t/T mozna latwo zauwazyé, 2ze zmniejszenie szerokosci
impulséw T przy stalym okresie T powoduje zmniejszenie wysokos&-
ci prazkéw i rozszerzenie pasma czestotliwosci.

Przyklad 2.3
Nalezy wyznaczy¢ i naszkicowaé¢ sume kilku pierwszych harmo-

nicznych sygnalu okresowego majacego postaé¢ ciagu impulséw roz-

wazanych w przykladzie 2.2 o wartogci stosunku ©/T=0,5.

W tym przypadku wygodnie jest przedstawi¢ szereg Fouriera w
postaci trygonometrycznej (2.31), z ktérej po przeksztalceniach
otrzymuje sie wzdr

x(t) = 0,5A[1 + =

sin [n%] cos (nwlt}] =

ir-y
I ~18
=11

O,SA[l + “[cos(ult} = coa(3w1t) + z cos(Swlt) .o .]] .
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We wzorze tym wystepuja tylko skladowe kosinusoidalne o niepa-
rzystych numerach, a katy fazowe kolejnych wystepujacych harmo-
nicznych przyjmuja na zmiane wartosci 0 i -n (wynika to ze
zmiany znaku).

Na rys.2.lla pokazano aproksymacje rozpatrywanego sygnaiu
za pomoca zerowej, pierwszej i trzeciej harmonicznej, a na
rys.2.11b lepsze przyblizenie uwzgledniajace jeszcze piata har-
moniczna. Na rys.2.llc przedstawiono widmo amplitudowe sygnailu,
tzn. wykres amplitud A (w). Na rys.2.11d przedstawiono inna
postaé widma amplitudowego, tzn. wykres IqJ w funkcji pulsacji
w, a na rys.2.lle widmo fazowe rozpatrywanego sygnaiu. Wykresy
te stanowia ilustracje roéznych form graficznego przedstawiania
widma sygnalu. Poniewaz w rozwazanym przypadku amplitudy zespo-
lone C sa liczbami rzeczywistymi, najlepsza forma prezentacji
widma jest wykres C (w), jak na rys.2.10.

0 ile sygnal okresowy mozna przedstawi¢ w postaci dyskret-
nego szeregu funkcji sinusoidalnych, o tyle sygnal nieokresowy
przedstawia sie w postaci tzw. przeksztalcenia caikowego lub

An
c) "
0+1+3 _9_ n
% 2
2 0 ﬁr .Z%
‘/__/- l [ IT o,
N # —
Vi J wy 3wy Sw; Tw 9w,
v’ "ﬂ ICnl
Qx“ti %
A
b) it
} Xn R l ‘ 1‘5‘1 ’ﬁ-r Foow
0+1+3+5 “Twy =5wy -3w; -wy Q, 3wy Swy T, 90;-
Fan W3
Eacn- 5 d) ¢) | n
- G n-‘ /-,-. JT--
VA - Saats
\f\--f\? f l ] ] wy 3wy Swy Twy 9u=,=_.
’ = =Twy ‘5@] =3y — by = w
0+1+3 Sl

Rys.2.11. Analiza harmoniczna ciagu impulséw prostokatnych o

stosunku t©/T=0,5! a) i b) aproksymacja sygnalu za pomoca kolej-

nych skiadowych harmonicznych, c i d) widmo amplitudowe, e) wi-
dmo fazowe
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calkih Fouriera wyrazajacej sumowanie sygnaiéw harmonicznych
nieskonczonego ciaglego widma czestotliwosci.

Jezeli funkcja f(t) okreélona na calej osi liczb rzeczywis-
tych Jjest odcinkami g!adkaﬂ w kazdym skonczonym przedziale

(-T/2, T/2) i bezwzglednie calkowalna na calej osi, co oznacza,
+o

ze istnieje i ma wartos¢ skonczona o postaci Ilf(tjldt, to dla
-m

wszystkich wartosci t funkcja f(t) moze by¢ przedstawiona za
pomoca catki Fouriera

+00
£(t) = 37 [ P e av, (2.32)

gdzie
+

F(jw) = I £(t)e 39t g, (2.33)
-
Symbolicznie wzér (2.33) zapisuje sie w postaci
F(jw) = F[£(t)].

Zwiazek (2.33) Jjest nazywany prostym przeksztalceniem
(transformacja) Fouriera, a zwiazek (2.32) odwrotnym prze-
ksztalceniem (transformacja) Fouriera.

Funkcja F(jw) nosi nazwe widma czestotliwosci funkcji f(t)
lub transformaty Fouriera. Do graficznego przedstawienia funk-
cji F(jw) potrzebne sa w ogolnym przypadku dwa wykresy: widmo
amplitudowe |F(jw)| i widmo fazowe ¢p(w)=arg F(jw). Widmo ampli-
tudowe |F(jw)| jest funkcja parzysta, a widmo fazowe funkcja
nieparzysta pulsacji w. Jezeli f(t) jest funkcja parzysta, to
P (w)=0. ]

PrzyklIad 2.4

Wyznaczy¢ widmo czestotliwosci impulsu prostokatnego x(t)
przedstawionego na rys.2.12a, przy czym

® Funkcje nazywa sie odcinkami gladka w zadanym przedziale,

jezeli przedzial ten moze by¢ rozbity na skonczona liczbe
podprzedzialéw, w kazdym z ktérych funkcja jest ciagla i ma
ciagia pochodna, a na koncach podprzedziatéw zardwno funkcja
jak i jej pochodne maja granice lewo- i prawostronne o skon-
czonych wartosciach.
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0 dla t<o,
x(t) = {1 dla o0<t<t,
0 dla t>t.

Korzystajac z zaleznogci (2.33) otrzymuje sie

T P

. 3 -Jw—

= -jwt szl -Jwt_ = iR T 2

F(jw) I e dt % (e 1) = SLn[uE] e .
0

Granice calkowania przyjeto réwne 0 i T, poniewaz x(t)=0 dla
t<0 i t>T. Widmo amplitudowe okresla wzor

a |1.- si[gf”

Natomiast widmo fazowe jest okreg¢lone przez zwiazki

IF(Jjw)l = |% sin(%ll

WwT

- e 2n
p(w) = 3 dla 0<wc< =
kiedy
sign[sin[;z}] =1
oraz
ot 2n an
p(w) = 5t dla e A
kiedy
siqn[sin[%z)] == L, itd.

Wykresy widma amplitudowego i fazowego przedstawiono na rys.
2,12 b i cu

al bx () b) IFljwll

4 @
v C _4m v T 4w
T 7 T T
c) ¥ (w)
L1
2 ux
7 7 w
_am 2w -
7 7
.|._7r

Rys.2.12. Impuls prostokatny (a) oraz jego widmo amplitudowe
(b) i fazowe (c)
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Tablica 2.2

Lp. Sygnal Transformata Fouriera

hx ()

)

F(jw)

0
lo 7o -%z—zfzo 4
) Lotk 67
x(=A dia -Lsted Fljo) = tasi [ 2
x(h=0 dla ($)> g 2

&(t) H‘F.‘w)
2 t

0
x(t)= &(t)

¥E

dx(t
Allt)

3 t

——

0
x(t)= A1)

x(t

xX(t)=Al1- J3 1 dlalt]<F
x(t)=0 dlalti>%

x(t)
=

4
t=3r’

= ; A - jwT
x(H=Asinw,t dla Ostst | gri) w; fogc g ]
T=nl, :nﬁr

! wy w;A in td

n - liczba okresdw G LU e Rl el [5”"’ “or)g ¢
B SJ .’m u...- JZ‘L
b x (1) 24@ b IE(jw)l e lw)
l\ ~,
N ; m- \ww)
o rb'?-m =
@y
x(t) = e Plsinu, t o .

f,6+jw}2«-wf
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W tablicy 2.2 zestawiono transformaty Fouriera typowych
sygnaiéw nieokresowych. Niektére z nich, m.in. sygnal skokowy,
nie speiniaja  warunku bezwzglednej calkowalnosci. Mimo to ich
transformaty istnieja w sensie dystrybucji i mozna je wyznaczyé
jako granice transformat funkcji speiniajacych ten warunek.
I tak na przykiad sygnal skokowy moze by¢ traktowany jako gra-
nica impulsu prostokatnego z przykladu 2.4 przy T—w. W zwiazku
z tym dla skoku jednostkowego

=1

1 =Wt
Jw ) =

F[1(t)] = lim 5% (1-e
T—w

J

Natomiast transformate funkcji Diraca F[§(t)] mozna wyznaczyé¢
jako granice, do ktérej dazy transformata impulsu prostokatnego
(przedstawionego w pierwszym wierszu tablicy 2.2) o czasie
trwania Tt 1 wysokosci A=% przy t—0. Tak wiec dla funkcji
Diraca

F[s(t)] = 112 r% si[%f] - s
T

Przyklad 2.5
- Majac dana transformate Fouriera pojedynczego impulsu
x1=f(t} wyznaczy¢ transformate Fouriera sygnalu x2=f{t)+f(t—td
zawierajacego dwa takie impulsy przesuniete o czas -
Z zaleznogci (2.33) otrzymuje sie

4o . +0 ‘
F(x,) = _[ f(t)e I9t gt + I f(t-ta}e”J“’t dt =
-jut, " ~Ju(t-t,)
= F[E(t)] + e [ ee-tye a(t-t) =

- F[f(t)][l + e-jwt°].

W podobny sposéb mozna latwo wykazaé, 2Ze przy F(ju)=F[f{t)],
F[f(at)]=%F[jg]. Oznacza to, 2ze skrécenie czasu impulsu jest

rownowazne rozszerzeniu widma czestotliwosciowego.
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Tablica 2.3

Szereg Fouriera funkcji Przeksztalcenie Fouriera
okresowej funkcji nieokresowej
Jnwgt Pl S Jwt
frt) = ZCe f(H_z—ﬁ-_J Fljw) e’ dw
+1/2 -] +00
=3 [ terre” at Fliw = [ tetre ™ at
-172 =
] . . [ (w)
Cy=1Cql ¥ Fljw =1 Fljwie??

W tablicy 2.3 zestawiono wzory rozwinigcia w szereg Fourie-
ra ze wzorami okreslajacymi przeksztalcenie Fouriera. Z poréw-
nania wzoréw wynika, ze jezeli znana jest transformata Fouriera
F(jw) pojedynczego impulsu o przebiegu opisanym funkcija f(t),
przy czym f£(t)=0 dla t<T/2 i t>T/2, to mozna wyznaczy¢ amplitu-
dy zespolone szeregu Fouriera opisujacego ciag impulséw f(t) o
okresie T korzystajac z zaleznosci

c = %[F(ja.:)]m:m1 = 5= F(jnu) = 1 F[j “2“) (2.34)

Przyklad 2.6

Wyznaczy¢ widmo czestotliwosci sygnalu okresowego majacego
posta¢ ciagu impulséw tréjkatnych (réwnoramiennych) o szerokos-
ci T, wysokosci A i okresie T.

W tablicy 2.2 znajduje sie wzér na transformate Fouriera
impulsu tréjkatnego w postaci

TR S

Zgodnie ze wzorem (2.34) amplituda zespolona n-tej harmonicznej
takich impulséw o okresie Tzt wyraza sie zaleznoscia

e B b - @ e

a obwiednia widma amplitudowego ma ksztalt funkecji % Fl(ju).

2
. (2.35)
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Zakres nieujemnych pulsacji w, w ktérym wartosci funkcji
okreslajacych widmo amplitudowe dowolnego sygnaiu okresowego
lub nieokresowego {IC;I lub |F(jw)l) sa dostatecznie duze, tzn.
wieksze od pewnych umownie ustalonych wartos$ci, nazywa sie
szerokoscia pasma tego sygnatu. Dla sygnaliu szerokopasmowego
okresla sig zwykle goérna czestotliwosé granicznag W, powyzej
ktoérej wartosci IC | lub |F(jw)l sa juz pomijalnie male. Pasmo
sygnaiu waskopasmowego ograniczaja dwie czestotliwos$ci granicz-
ne, definiowane w rézny sposéb zaleznie od potrzeb.

Szeroko$¢ pasma sygnalu majacego postaé¢ impulsu zalezy od
jego ksztaltu i jest tym wieksza im krétszy jest czas jego
trwania t. W przypadku impulsu Diraca t=0 i szeroko&é pasma
réwna jest nieskonczonosci. ’
Uwaga: Przedstawione dotychczas modele dotycza sygnaidéw zdeter-
minowanych i ciagiych, tzn. takich, ktérych wartosci chwilowe
mozna okreslié¢ dokiadnie w dowolnej chwili czasu. Opis matema-
tyczny sygnaléw dyskretnych, ktérych wartosci chwilowe sa
okreélane tylko dla chwil nalezacych do zbioru przeliczalnego
zostanie przedstawiony w rozdziale 8, a probabilistyczne modele
sygnaiéw losowych beda podane w rozdziale 9.

2.3, OPIS MATEMATYCZNY PROCESOW CIAGLYCH W CZASIE

Proces ciagly W czasie, zachodzacy w ukladzie o parametrach
skupionych,mozna opisa¢ wektorowym réwnaniem rézniczkowym (réw-

naniem stanu)
x(t) = £[x(t),u(t),t], (2.37)

o danym warunku poczatkowym K‘Hﬂ=ﬁb oraz wektorowym réwnaniem
algebraicznym (réwnaniem wyjscia)

y(t) = g[x(t),u(t),t]. (2.38)
Ilustruje to schemat blokowy na rys.2.13.

Rownanie (2.37) napisane w postaci wektorowej jest roéwno-
wazne ukladowi réwnan stanu o postaci

36 = fI(xl,xz,...,xn; CAL S t)s
(2.39)

R R R R R I R A AR RN I R ) .

-
X =_fn(x1,x2,...,xn; U e, U )y



- 34 -

ult) | czese x(t
dynamiczna (zesc
ukladu statyczna L..
ukladu

Rys.2.13. Ilustracja opisu uktadu

a réwnanie (2.38) - ukladowi réwnan wyjscia
Y, = 9 (XX e, X iU ,0, 00,0 t),
PO S PRI P PP S P S T (2.40)
Y, = 9 (%% 000 X U ,0,,.0.0.,05 b))

Uklad, ktérego réwnania stanu 1 réwnania wyjscia sa liniowe
wzgledem zmiennych wej$ciowych i zmiennych stanu, nazywa sie
ukfadem liniowym.

Opis ukladu zaleznosciami (2.37) i (2.38) jest jego modelem
matematycznym w przestrzeni stanu. W przypadku ukladéw o poje-
dynczych sygnalach: wejscia - u i wyjécia - y stosuje sie‘czes-
to model matematyczny w postaci zwyczajnego réwnania rézniczko-
wego. Dla ukiadéw liniowych ma ono postaé

n n-1
I AR - R
ndtn, n-1 dtn-v! 1 0
d"u .
l:llIl = e X blu + bou. (2.41)
dat

Jest to jednowymiarowy model typu wejscie-wyjscie (por. rys.
2.1b). W przypadku ukiadéw wielowymiarowych model wejsciowo-
wyjéciowy ma postaé¢ ukiadu réwnan rézniczkowych, ktérych liczba
jest réwna liczbie sygnaléw wyjsciowych.

Przy formulowaniu modelu matematycznego ukladu nalezy okres-
li¢ zakres jego stosowalno$¢i podajac warunki,jakie musza spel-
nia¢ dopuszczalne wartos$ci zmiennych stanu oraz sygnaléow wejsg-
ciowych i wyjsciowych. Mozna to zilustrowaé¢ nastepujacym przy-
kiadem.
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Przyklad 2.7

Dla ukladu przedstawionego na rys.2.2a nalezy wyprowadzic
réwnania stanu i réwnania wyjscia.

Po przyjeciu oznaczen: F1 i 1“2 - przekroje zbiornikodw, f2 -
przekroj przewodu laczacego zbiorniki, g - przyspieszenie ziem-
skie, 52 i 53 - lokalne wspdliczynniki strat cisnienia w przewo-
dach, otrzymuije sie réwnania ciaglosci dla zbiornikéw

Q - =Fh, (2.42)

Q - Q = Fh (2.43)

oraz wzory opisujace natezenie przeplywu w przewodach (przy za-
Yozeniu tzw. przeplywu burzliwego)

|2glh1-ha| .
f.:z2 = f2 T s:.gn(hi—hz), (2.44)

2gh2
Q = £ = (2.45)

Po wyeliminowaniu zmiennych Q, a4 Q, i uporzadkowaniu otrzymuje
sie réownania stanu w postaci

. 1 Zglhl—hzl .
h =+ |Q - ¢, —— sign(h-h) |, (2.46)

2

. 1 2glh1-h21 2gh2
h = F_z £, |-————£2— sign(hi-haj =L ' 3 . (2.47)

Réwnania te 1Iacznie z roéwnaniem wyjscia wyrazonym przez wzor

(2.45) stanowia model matematyczny ukladu w przestrzeni stanu,
ktéry obowiazuje przy nastepujacych ograniczeniach:

Q, ® 07 Oshashx,m‘; Oshash o 0=t =i

2, max 3 3, max’

max
kéw, a fa - T pelne otwarcie zaworu.
’

gdzie wartosciom h ih, odpowiada przelewanie zbiorni-

Przyklad 2.8
Na rys.2.14 przedstawiono model fizyczny ukladu drgajacego
o jednym stopniu swobody. Na ciaio o masie m dziala wymuszenie
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ult) (sila) u(t). cialo osadzone jest na sprezy-
l nie liniowej o sztywno$ci k. Rozpraszanie
energii drgan modelowane jest sila propor-
3 I' cjonalna do predkosci ciala, ze wspbéiczyn-
YT nikiem proporcjonalnosci c. Wyjéciem ukiadu

J_ . jest przemieszczenie ciata y(t). Nalezy

podaé¢ modele matematyczne ukiadu: typu wej-
Scie-wyjécie oraz w przestrzeni stanu.
Rys.2.14. Uktad Model typu wejécie-wyjscie stanowi row-
drgajacy o jednym . Ead
stopniu swobody nanie ruchu masy m majace posta
my -+ cy + Ky = u. (2.48)

Po przyjeciu za zmienne stanu polozenia masy i1=y oraz jej
predkosci xg=}=i1 otrzymuje sie¢ dwa réwnania stanu o postaci

X, =X,
(2.49)
S mwiRige S 1
“="a¥% " an%tal
oraz jedno réwnanie wyjscia
y = x1. (2.50)

Dla okres$lenia zakresu stosowalnosci modelu matematycznego
' potrzebna jest w tym przypadku blizsza znajomo$¢ rzeczywistego
uktadu, ktéremu odpowiada przyjety model fizyczny.

2.4, SYMULACJA KOMPUTEROWA

Jezeli rozwiazanie analityczne réwnan stanowiacych model
matematyczny ukladu jest niemozliwe 1lub pracochionne, to na
podstawie modelu matematycznego opracowuje sie odpowiedni model
symulacyjny, ktéry nastepnie wykorzystywany jest do studium dy-
namiki uktadu na drodze symulacji komputerowej. Symulacja kom-
puterowa jest to rozwiazywanie, metoda calkowania numerycznego,
réwnan stanu opisujacych badany uklad, dla réznych wymuszen
(sterowan) i réznych warunkéw poczatkowych, a takze dla réznych
wartosci parametrdéw reprezentujacych okre$lone wilasnogci ukla-
du. Podczas tzw. badan symulacyjnych komputer moze byé¢ roéwniez
wykorzystywany do takich celéw jak:



