2. MODELOWANIE UKLADOW DYNAMICZNYCH

2,1. POJECIA PODSTAWOWE

W modelowaniu ukladéw wyrdznia sie dwa rodzaje wielkosci
tzn. parametry i zmienne.

Parametrami sa wielkosci traktowane zwykle w przyblizeniu
jako stale, ktoére charakteryzuja pewne wilasnoéci ukladu. Przy-
ktadami parametréw sa masy i sztywnosci elementéw wystepujacych
w modelu fizycznym ukiadu mechanicznego oraz wspdlczynniki réw-
nania rézniczkowego opisujacego ruch takiego ukladu.

Wielkosci fizyczne, ktérych przebiegi w funkcji czasu cha-
rakteryzuja zachowanie sig¢ ukladu nazywa sie zmiennymi lub syg-
natami. Wielkosci oddzialujace na uktad ui{t), u,a(t) u_{t),
ktorych przebiegi sa generowane na zewnatrz tego ukladu (przez
jego otoczenie) nazywane sa zmiennymi (sygnatami) wejsciowymi
lub wymuszeniami. Wyrédznia sie wsirdd nich sygnaly sterujace
(sterowania) o przebiegach zmienianych w sposéb celowy oraz
sygnaly zaklobcajace (zakidcenia) podlegajace zmianom przypadko-
wym.

Wielkoséci oddziatujace na inne uklady yi(t), yE(t) aies yp(t)
(lub na otoczenie ukladu), za posrednictwem ktorych przekazywa-
ne sa informacje o zachowaniu sie rozwazanego ukladu nazywane
sa zmiennymi (sygnalami) wyjéciowymi lub odpowiedziami ukiadu.

Waznym pojeciem, czesto abstrakcyjnym, jest stan ukladu
(procesu). Jest to najmniejszy liczebnie zbidr wielkosci x (t),
x,(t) ... x (%) okreélajacych w petni skutki przesziych oddzia~
tywan na uktad.

Znajomo4¢& stanu ukiadu w chwili poczatkowe] to oraz wymu-
szen w przedziale [to,tlj wystarcza do okreélenia przebiegdw
odpowiedzi oraz stanu ukladu w przedziale [to,ti].
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Wielkosci oo X, oeee X tworzace stan ukladu nazywane 'sa
n

zmiennymi (wspéirzednymi stanu)”.

Wszystkie wymienione wyzej zmienne przedstawia sie zwykle w
postaci wektorow, tzn.:
wektora wymuszen

[u, (£)]
uz(t) ' . .

u(t) = . : okreélonego w m-wymiarowe]j przestrzenli wy-
u“[t). muszen U;

wektora odpowiedzi

[y, ()]

y,(t) . . ‘
y(t) = E ; okreslonego w p-wymiarowej przestrzenli od-

g owiedzi Y;
v, (t) | E
L°p
oraz wektora stanu

x, (t)

%, (t) _
x(t) = . ; okreslonego w n-wymiarowej przestrzeni

x;{t) stanu X.

Przestrzenie U, Y i X sg zbiorami wszystkich mozliwych wy-
- muszeh u, odpowiedzi y oraz standéw ukladu x. 2Zbidér wartosci
czasu, dla ktéorych wektory u, y i x sa okreslone jest prze-
strzenia czasu T.

Jezeli przestrzen czasu jest ciagla, to proces nazywa sie
procesem ciaglym w czasie. Jezeli natomiast wymuszenie u, stan
X oraz odpowiedz y sa okreslone tylko dla dyskretnych wartosci
czasu, to proces nosi nazwe dyskretnego w czasie lub impulso-
wego.

Cyfrowym nazywa si¢ proces (ukiad), w ktérym zaréwno prze-
strzen czasu jak i przestrzenie wymuszen, stanéw 1 odpowiedzi
sa dyskretne.

Ukiad, w ktorym nie mozna okregfli¢ ani jednej zmiennej sta-
nu jest nazywany ukladem statycznym. Przykladem takiego ukiladu

1 Uktad, w ktérym mozna okresli¢ co najmniej jedna zmienna

stanu nazywa sig¢ ukladem dynamicznym.
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z zakresu mechaniki jest przektadnia zebata 1lub dzZwigniowa o
pomijalnej bezwladnosci, a z zakresu elektrotechniki sie¢ ele-
mentoéow rezystancyjnych. Uktady statyczne nazywane sa tez bez-
inercyjnymi, poniewaz ich odpowiedzi na wymuszenia sa natych-
miastowe. Model matematyczny ukladéw statycznych stanowia funk-
cje opisujace zaleznosci miedzy zmiennymi wejéciowymi a wyjs-
ciowymi w kazdej chwili czasu.

Ukiady dynamiczne,6 skiadajace sie z elementéw o parametrach
skupionych, sa opisywane przez rdéwnania rézniczkowe zwyczajne, w
ktérych zmienna niezale2na jest czas. Liczba niezaleznych wa-
runkow poczatkowych, niezbednych do wyznaczenia jednoznacznego
rozwigzania tych réwnan (rzad ukladu), jest réwna liczbie zmien-
nych stanu. Przykladami ukladéw o parametrach skupionych sa
uklady mechaniczne,skladajace sig z ciat sztywnych oraz niewaz-
kich sprezyn i tlumikéw lub sieci elektryczne,skladajace sig z
wyodrebnionych elementéw rezystancyjnych, pojemnosciowych i in-
dukcyjnosciowych.

Modele fizyczne niektorych ukladow zawieraja elementy o pa-
rametrach roztozonych. Przykiadem takiego elementu jest drgaija-
ca struna, w ktérej nie mozna wyodrebni¢ sztywnych mas i nie-
wazkich sprezyn. Procesy zachodzace w ukladach o parametrach
rozlozonych sa opisywane przez réwnania rézniczkowe czastkowe,
w ktorych jako zmienne niezalezne obok czasu wystepuja rowniez
wspdlrzedne przestrzenne. Typowymi przykiadami takich proceséw
sa wielowymiarowe przeplywy ciepla i gazéw. Uklad o parametrach
rozlozonych (ktérego rzad jest réwny nieskonczonosci) mozna w
sposéb przyblizony zastapi¢ ukladem o parametrach skupionych.
Taka czynno$¢ nazywa sie niekiedy dyskretyzacja, a otrzymany w
ten sposéb model - modelem dyskretnym. Do najbardziej rozpo-
wszechnionych metod dyskretyzacji nalezy metoda réznic skonczo-
nych oraz metoda elementéw skonczonych. W niniejszym skrypcie
rozpatrywane sa wylacznie modele o parametrach skupionych.

Wzajemne oddzialywania zachodzace miedzy rozwazanym ukladem
a innymi ukladami wygodnie jest przedstawié¢ za pomoca schematu
blokowego, w ktérym uklad jest reprezentowany przez prostokat,
a linie ze strzalkami obrazuja przebiegi sygnalow. W schemacie
blokowym przedstawionym na rys.2.la ukiad jest traktowany jako
"czarna skrzynka" przetwarzajaca sygnaly wejsciowe na sygnaly
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wyjéciowe (tzw. model wejscie-wyjsécie). Na rys.2.1lb przedsta-
wiona jest inna posta¢ schematu blokowego uwzgledniajaca zalez-
no¢ci miedzy wymuszeniami a stanem ukladu oraz odpow.edziami
ukiadu.

a) b)
uglt y;f”

' uflt) yi(t)
wymu - U2 (t) )’2”’} odpo- - x(t |
szepia | "] _kaad e _“‘"_ wiedzi -

(t (t)
Ymt | Pt

Rys.2.1. Schematy blokowe uktadow

Schematy blokowe sa wykorzystywane czgsto do opisu zlozZo-
nych ukladéw (ilustracja modeli fizycznych), poniewaz w sposéb
przejrzysty przedstawiaja powiazania wystepujace miedzy elemen-
tami lub podukiadami. Na takich schematach prostokaty reprezen-
tuja te elementy ukladu, ktére mozna rozpatrywaé niezaleznie od
pozostatych.

Na rys.2.2a przedstawiono model fizyczny uktadu hydraulicz-
nego sktadajacego sie z dwéch polaczonych zbiornikéw, a na
rys.2.2b jego schemat blokowy. Zmiennymi wejéciowymi tego ukla-
du sa: natezenie Q1(t) cieczy doprowadzonej do pierwszego
zbiornika oraz pole fa(t) przekroju zaworu umieszczonego na od-
ptywie ze zbiornika drugiego. Zmienna wyjséciowa (dzialajaca na
dalsze fragmenty instalacji hydraulicznej) jest natezenie prze-
piywu Q (t). Natomiast za zmienne stanu przyjeto tu arbitralnie
poziomy hlft} i t&{t) cieczy w obydwu zbiornikach. 2Za zmienne
stanu mozna tez przyja¢ inne wielkogci fizyczne, np. objetosci
vi(t] i V;{t) cieczy w zbiornikach albo Vl(t) i hb(t) lub Q%(t)
i Qa{t)’ poniewaz ich wartosci mozna w sposéb jednoznaczny wy-
znaczy¢ znajac wartosci hl(t} i hz(t}.

Na rys.2.2c przedstawiono model fizyczny nieco innego ukla-
du hydraulicznego, w ktérym strumien Q,(t) cieczy przepiywaja-
cej ze zbiornika pierwszego do drugiego zalezy tylko od zmien-
nej h (t). W tym przypadku obydwa zbiorniki moga by¢ analizowa-
ne niezaleznie (dwa uklady), co mozna zilustrowaé¢ schematem
blokowym pokazanym na rys.2.2d. Jezeli za uklad uzna sie lacz-
nie obydwa zbiorniki z rys.2.2c to jego schemat blokowy bedzie
mial ponownie postaé przedstawiona na rys.2.2b.
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Rys.2.2. Przyklady modeli fizycznych i schematéw blokowych

2.2. OPIS MATEMATYCZNY SYGNALOW

2.2,1, Przebieg sygnalu

Przebieqg sygnalu w czasie mozna opisa¢ w sposéb analitycz-
ny, wykreslny lub tabelaryczny. Do opisu analitycznego oproécz
funkcji elementarnych (potegowych, wykladniczych, trygonome-
trycznych itp.) stosuje sie czesto specjalne modele matematycz-
ne sygnaléw, do ktérych zalicza sie skok jednostkowy 1(t) oraz
impuls jednostkowy §(t).

Skok jednostkowy jest to nieciagla funkcja jednej zmiennej
(zwykle czasu) przyjmujaca wartos¢ 0 dla argumentu ujemnego i 1
dla dodatniego
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0 dla t<o0,
1(t) = (2.1)
1 dla t>0.
Na rys.2.3a przedstawiono przebieg skoku jednostkowego 1(t)
oraz funkcji skokowej opisanej wzorem

©y(t) = b 1(t-t). (2.2)

Funkcje skokowe sa stosowane do opisu szybkozmiennych syg-
naléw wystepujacych podczas proceséw przejéciowych. Poza tym
wiele rzeczywistych sygnaléw, ktérych wartoéé jest réwna zero
dla t<t, wygodnie jest opisywaé¢ za pomoca funkcji

y, () = 1(t-t)) £(t), (2.3)

gdzie f(t) jest dowolng funkcja czasu.

Skok jednostkowy ulatwia réwniez opis sygnaiéw bardziej
skomplikowanych opisywanych réznymi funkcjami w réznych prze-
dziatach czasu. Na przyklad przebieg sygnatu narastajacego li-
niowo w skonczonym czasie, przedstawiony na rys.2.3b, mozna
opisa¢ przy uzyciu funkcji skokowych za pomoca jednego wzoru
obowiazujacego w kazdym przedziale czasu

yz{t} = c[(t-tl)'l(t-ti} = (t-tz)-l{t-tz)], (2.4)

al b)

¥ (4 Ay, (t) /J
/oclt=tI0lt-1y)
/

1 CLUF-t) DU b=ty)=(F=t) T E-ty)]

! t

ty

Rys.2.3. Typowe modele sygnaléw przejsciowych: a) sygnaly sko-
kowe, b) sygnal rosnacy liniowo w skonczonym czasie
Impuls jednostkowy nie jest witasciwie funkcja lecz dystry-
buc,sa, ktéra jest uogdlnieniem pojecia funkcji. Dystrybucie
okresla sig za pomoca ciagu funkcji aproksymujacych, ktére moga
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mie¢ roézny ksztalt. Na przyklad skok jednostkowy, traktowany
'jako dystrybucja, moze by¢ aproksymowany przez funkcje

£(t) = % + % arctg % (2.5)
lub
0 dla t{-%,
£,00) = {3+ & ala i<, (2.6)
1 dla t>§,

przedstawione na rys.2.4a i b.
Na gruncie teorii dystrybucji skok jednostkowy jest defi-
niowany jako granica ciagu funkcji aproksymujacych
1(t) = lim £(t). (2.7)
T—0 )
Natomiast impuls Jjednostkowy, zwany tez impulsem Diraca &(t),
jest dystrybucja definiowana jako granica ciagu funkcji g(t),
ktoére sa pochodnymi wzgledem czasu funkcji f(t) aproksymujacych
skok jednostkowy '
s(t) = lim g(t) = lin & £(t). (2.8)
T—0 T—0
Na rys.2.4c i d przedstawiono wykresy dwéch funkcji aproksymu-
jacych impuls jednostkowy

d 1 T
g (t) = f(t) == (2.9)
1 dt "1 noo2 .2
oraz
d 0 dla |t]>£,
g, (t) = = £ (t) = (2.10)
4 L 1 ala itis3.

W miare zmniejszania wartosci parametru t funkcje aproksy-
mujace impuls jednostkowy staja sie coraz bardziej wysmukie,
osiagajac w granicy posta¢ nieskonczenie waskiego i nieskoncze-
nie wysokiego impulsu o powierzchni roéwnej 1. Dlatego tez im-
puls Diraca definiuje sie niekiedy za pomoca zwiazkow

{0 dla t=0,

5(t) = (2.11)

o dla t=0.
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Rys.2.4. Przyktady funkcji aproksymujacych: a) i b) skok jed-
nostkowy, c) i d) impuls jednostkowy

Teoria dystrybucji, ktéra nie miesci sie w ramach tego
skryptu, pozwala wykonywa¢ na dystrybucjach podobne operacje
jak na zwyklych funkcjach, np. dodawanie, mnozenie przez liczbe
rzeczywista, rézniczkowanie - z zachowaniem zapisu stosowanego
dla zwykiych funkeji [3]. Operacje te, zwane dystrybucyjnymi,
wykonuje sie na ciagach funkcji reprezentujacych dystrybucije.
Mozna wykaza¢, ze impuls jednostkowy jest pochodna dystrybucyj-
na skoku jednostkowego

s(t) = G 1(8). | (2.12)

Impuls jednostkowy jest stosowany do przyblizonego opisu
sygnaléw majacych postaé krotkotrwalych impulséw, ktérych przy-
ktadem jest sila powstajaca podczas zderzenia dwéch cial sztyw-

nych. Kazdy taki krétkotrwaly impuls o dowolnym przebiegu g(t),
4o

ktérego powierzchnia, czyli wartogé calki I g(t)dt=a jest da-
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na, moze byé traktowany w przyblizeniu jako ad(t), czyli impuls
nieskonczenie waski i nieskonczenie wysoki o powierz¢hni réwnej
a. Wspoiczynnik a, przez ktéry mnozony jest impuls jednostkowy
nazywa sie waga impulsu. Na rys.2.5 przedstawiono symboliczny
sposéb oznaczania impulsdw na wykresach czasowych.

Agit)

a

1
4 ad(t-1,)
8t Bifitty)

0 G Q

Rys.2.5. Symbole oznaczajace impulsy na wy-
' kresach czasowych

Przykiad 2.1
Dla impulsu tréjkatnego, ktérego przebieg jest przedstawio-
ny na rys.2.6, nalezy poda¢ opis analityczny:
a) przyblizony przy uzyciu impulsu Diraca,
b) $cisty przy uzyciu funkcji liniowych i skoku jednostkowego.

a) Ay(t) bl 4yt

yz.'H

» \

Rys.2.6. Impuls tréjkatny: a) przebieg impulsu, b) funkcje
skladowe, ktoérych superpozycja jest impulsem trojkatnym

Xﬁrn

Uproszczony opis rozwazanego impulsu otrzymuje sie mnozac
jego powierzchnie przez impuls Diraca przesuniety do punktu tb
przyjetego dowolnie z przedzialu tﬂsﬁfta
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y(t) = % A (t,-t )38 (t-t)). (2.13)

Dla uzyskania opisu é$cistego wygodnie jest rozlozy¢ impuls
tréjkatny na funkcje skladowe pokazane na rys.2.6b. Mozna tatwo
zauwazy¢é, e suma funkecji yi{t)+yé(t) daje przebieg pokazany na
tym rysunku linia przerywana, a rozwazany impuls wyraza sie

wzZorem
y(E) = ylt) * y () + ¥ ()=

A =
> ﬁ[(t-tt)1(t-t1)-——(t—t2)1{t—t2)] - Al(t-t)) =
= tz_frl(t-tl) [1(t-t)-1(t-t,)]. (2.14)

Koncowa postaé¢ (2.14) jest iloczynem funkcji liniowej opi-
sujacej narastanie impulsu przez tzw. funkcje bramki (podana w
nawiasie kwadratowym), ktéra jest czesto stosowana do opisu im-
pulsow prostokatnych.

2.2,2, Widmo sygnailu

Oprécz opisu w dziedzinie czasu rozpowszechniony jest opis
w dziedzinie czestotliwosci, przy uzyciu tzw. modeli widmowych,
ktére wyznacza sie na podstawie analizy czestotliwosciowej Fou-
riera. Modele widmowe utatwiaja klasyfikacje i analize sygnaidw
a takze ocene dokladno$ci modelowania, poniewaz pordéwnywanie
widm jest znacznie prostsze i bardziej miarodajne od poréwnywa-
nia przebiegéw czasowych.

Kazda funkcje okresowa f(t), speiniajaca warunki Dirichleta,
mozna przedstawi¢ w postaci szeregu Fouriera skiladajacego sie
ze skladowej stalej i skladowych harmonicznych o pulsacjach

(czestotliwosciach kotowych) @, 2u1, 3w1 ..., gdzie w = %E -
pulsacja podstawowa, T - okres funkecji. Warunki Dirichleta

oznaczja, 2e przedzial o diugosci T moze byé podzielony na
okregélona liczbe podprzedzialéw, w ktérych fuﬁkcja f(t) jest
monotoniczna, a w kazdym punkcie nieciaglogci istnieje granica
lewostronna f(t ) i prawostronna f(t,) o skonczonych wartos-
ciach. Przykiad funkcji okresowej,speiniajacej warunki Dirich-
leta, przedstawiono na rys.2.7. Suma szeregu Fouriera pokrywa



