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Od autorów 

Niniejsze opracowanie jest zbiorem zada� do �wicze� projektowych z grafiki 
in�ynierskiej dla studentów wydziałów mechanicznych wy�szych szkół technicznych. 
Jego tre�� została dostosowana do obowi�zuj�cego minimum programowego tego 
przedmiotu i liczby godzin przewidzianych do jego realizacji. Zbiór oferuje liczb� zada� 
pozwalaj�c� na �wiczenia metod� praktyczn� oraz zindywidualizowanie pracy studentów 
na zaj�ciach. Zamierzeniem autorów było bowiem opracowanie zestawu zada� do 
ka�dych �wicze� tak, aby poszczególne zadania miały porównywalny stopie� trudno�ci 
oraz mogły by� w  cało�ci rozwi�zywane w  trakcie dwugodzinnych zaj��. 

Autorzy preferuj� rozwi�zania zada� metod� Monge'a z uwagi na powszechno�� jest 
stosowania w projektowaniu cz��ci maszyn. Nie jest to jednak ograniczenie 
obligatoryjne. Zadania zgromadzone w  tym zbiorze mo�na równie� z powodzeniem 
rozwi�zywa� przy pomocy rzutów aksonometrycznych.  

Zbiór zada� rozpoczyna rozdział zatytułowany Wiadomo�ci wst�pne, który zawiera 
informacje dotycz�ce stosowanych oznacze�, sposobu zadawania sytuacji pocz�tkowych 
oraz zalece� dotycz�cych formy graficznej rozwi�za�. Rozdziały 1–9 zawieraj�  zwi�złe 
omówienie teorii dotycz�cej poruszanej w nich tematyki, tre�ci problemów, rozwi�zanie 
przykładowego zadania oraz zestawy zada� do ka�dego problemu. Rozdział 10 zawiera 
wybór problemów do samodzielnego rozwi�zania. Zadania umieszczone w niniejszym 
zbiorze zostały przetestowane na �wiczeniach projektowych, prowadzonych w latach 
2002–2005 przez autorów opracowania na Wydziale Mechanicznym Politechniki 
Lubelskiej. 

Autorem rozdziałów 1–3 jest Leszek Krzywonos, rozdziałów 4 i 5 — Andrzej 
Zniszczy�ski, rozdziału 6 — Zbigniew Kudasiewicz, rozdziału 7 — Zbigniew 
Kudasiewicz i Paweł Dro�dziel, rozdziału 8 — Andrzej Zniszczy�ski i Leszek 
Krzywonos, rozdziałów 9 i 10 — Leszek Krzywonos. Opracowanie redakcyjne wykonał 
Leszek Krzywonos. 

 
Lublin, wrzesie� 2005 r. 
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Wiadomo�ci wst�pne 

 
W.1. System oznacze�  

W niniejszej pracy zakłada si�, �e Czytelnik zna aksjomaty geometrii euklidesowej, 
zwłaszcza te, które mówi� o wzajemnych zwi�zkach w przestrzeni trójwymiarowej 
mi�dzy punktami, prostymi oraz płaszczyznami. Inne figury (podzbiory tej przestrzeni) s� 
wyra�ane przy pomocy punktów, prostych i płaszczyzn oraz relacji zachodz�cych 
pomi�dzy nimi. Opis figur jest tworzony według nast�puj�cych reguł: 

– punkty przestrzeni euklidesowej s� opisywane du�ymi literami alfabetu 
łaci�skiego: A, B, C, ..., cyframi i liczbami arabskimi pisanymi kursyw�: 
1, 2, ..., 10, 11, ... lub liczbami rzymskimi: I, II, ..., IV,... ; 

– proste opisywane s� małymi literami alfabetu łaci�skiego: a, b, c,.., przy czym 
litery x, y, z zarezerwowane s� do opisu osi kartezja�skiego układu współrz�dnych, 
osi rzutów i osi transformacji układu odniesienia; 

– płaszczyzny opisywane s� małymi literami alfabetu greckiego: α, β, γ, …; wyj�tek 
stanowi�: ρ – miara odległo�ci, σ — miara rozwarto�ci k�ta; litera π zawsze 
oznacza rzutni�; 

– inne podzbiory przestrzeni euklidesowej (bryły, powierzchnie, figury płaskie) s� 
opisywane du�ymi literami alfabetu greckiego: Γ, ∆, Σ , .... 

Symbole ∈, ⊂, ∩ oznaczaj� odpowiednio: relacj� przynale�no�ci elementu do zbioru, 
relacj� inkluzji (zawierania si�), operacj� mno�enia zbiorów. 

Je�li dany podzbiór jest jednoznacznie wyznaczony przez inne, stosowana jest 
konwencja  

nazwa_podzbioru = {el_1, ..., el_n}, 
gdzie: el_1, ..., el_n s� nazwami obiektów definiuj�cych podzbiór, b�d� 

nazwa_podzbioru =  el_1 ∩ … ∩ el_n, 
gdzie: el_1, ..., el_n s� nazwami obiektów zawieraj�cych dany podzbiór. 

Przykłady:  
a = {A, B} — prosta a jest wyznaczona przez punkty A oraz B; 
α = {c, d} — płaszczyzny α jest okre�lona przez par� prostych c i d; 
γ = {1, f } — punkt 1 i prosta f wyznaczaj� płaszczyzn� γ; 
ε = {I, II, III} — płaszczyzna ε jest zadana trójk� punktów I, II, III; 
2 = b ∩ δ — punkt 2 jest punktem przebicia płaszczyzny δ prost� b. 
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Odcinki prostych s� opisywane przez podanie punktów b�d�cych ich ko�cami, za� 
wielok�ty płaskie przez podanie wierzchołków w kolejno�ci zgodnej z ich poł�czeniami, 
przy czym je�li wierzchołek jest opisany liczb� arabsk�, jego nazw� oddziela si� 
znakiem ”–” . 

Przykłady:  
CZ — odcinek o ko�cach w punktach C i Z; 
3–8 — odcinek o ko�cach w punktach 3 i 8; 
ABC — trójk�t o wierzchołkach A, B, C; 
A–7–12–Z — czworok�t o wierzchołkach A, 7, 12, Z. 
 

Przy opisie wzajemnego poło�enia punktów, prostych i płaszczyzn stosuje si� 
oznaczenia: prostopadło�ci figur ⊥, równoległo�ci ||, odległo�ci zbiorów ρ( ⋅ , ⋅ ), miary 
rozwarto�ci k�ta σ( ⋅ , ⋅ ). 

Przykłady: 
a ⊥ α — prosta a jest prostopadła do płaszczyzny α; 
b || c — proste b, c s� równoległe; 
ρ (3, ϕ) = 50 — odległo�� punktu 3 od płaszczyzny ϕ wynosi 50 mm; 
σ(a, α) = 45° — k�t pomi�dzy prost� a i płaszczyzn� α wynosi 45°. 
 

Oznaczenie rzutu dowolnego podzbioru składa si� z nazwy tego podzbioru 
utworzonej zgodnie z podanymi wcze�niej zasadami oraz górnego indeksu (liczby 
rzymskiej) informuj�cego o numerze rzutni. Poniewa� podstawowy układ Monge'a 
tworz� wzajemnie prostopadłe rzutnie π1 (pozioma) oraz π2 (pionowa), to rzuty figur na 
te płaszczyzny nosz� odpowiednio nazwy rzutu poziomego i rzutu pionowego. 

  Przykłady: 
AI  — rzut poziomy (albo pierwszy) punktu A; 
mII — rzut pionowy (albo drugi) prostej m; 
αI  — rzut poziomy płaszczyzny α (α ⊥ π1); 
MIII — trzeci rzut punktu M, b�d�cy obrazem tego punktu na rzutni π3; 
eIV — czwarty rzut prostej e, jako jej obraz na π4; 
κV — pi�ty rzut płaszczyzny κ (κ ⊥ π5). 
 

Pozostałe oznaczenia u�yte w tek�cie obja�niane s� w miejscu ich wyst�pienia. 
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W.2. Układ współrz�dnych w przestrzeni 

Do opisu poło�enia figur geometrycznych w przestrzeni, w niniejszym opracowaniu 
wykorzystujemy kartezja�ski prostok�tny prawoskr�tny układ współrz�dnych 
(rys. W.1.). 

 
 

 
Rys. W.1. Kartezja�ski prostok�tny układ współrz�dnych 
 

Wybieraj�c w przestrzeni trzy proste x, y, z przecinaj�ce si� w jednym punkcie O 
(zwanym punktem zerowym lub pocz�tkiem układu współrz�dnych), ustalaj�c na nich 
pewien zwrot (zwany zwrotem dodatnim, symbolicznie zaznaczanym grotem strzałki) i 
przyjmuj�c jednakow� jednostk� długo�ci (równ� jednostce miary długo�ci w przestrzeni, 
np. jednemu milimetrowi), otrzymuje si� z ka�dej z tych prostych o� liczbow�, zwan� 
osi� współrz�dnych. Kartezja�ski układ współrz�dnych tworzy ka�da uporz�dkowana 
trójka (x, y, z) osi współrz�dnych. (Zamiast symbolu (x, y, z) u�ywa si� tak�e oznaczenia 
Oxyz.) Kartezja�ski układ współrz�dnych nazywa si� prostok�tnym, je�li osie x, y i z s� 
wzajemnie prostopadłe. Ka�de dwie osie układu wyznaczaj� płaszczyzny układu 
współrz�dnych. 

Maj�c dany kartezja�ski prostok�tny układ współrz�dnych Oxyz, poło�enie 
w przestrzeni dowolnego punktu A mo�na w sposób jednoznaczny scharakteryzowa� 
poprzez podanie uporz�dkowanej trójki (ax; ay; az) jego współrz�dnych, co wyra�amy 
równo�ci� 

A = (ax; ay; az). 
Nale�y zauwa�y�, �e współrz�dne punktu s� co do warto�ci bezwzgl�dnych równe jego 
odległo�ciom od poszczególnych płaszczyzn układu (|ax| = ρ(A, Ayz), |ay| = ρ(A, Azx), 
|az| = ρ(A, Axy). 

Kartezja�ski układ jest prawoskr�tny, gdy dodatnie zwroty osi układu spełniaj� tzw. 
reguł� �ruby prawoskr�tnej. 
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W.3. Zalecenia dotycz	ce formy graficznej rozwi	za� 

Arkusz rysunkowy 
Rozwi�zania zada� nale�y wykonywa� na arkuszach rysunkowych formatu A3, 

wykorzystywanych jednostronnie w tzw. układzie poziomym (wymiary arkusza A3: 
420 × 297 mm). Na stronie zawieraj�cej rozwi�zanie znajduj� si� (rys. W.2.): 

• ramka rysunku, 
• tabliczka informacyjna, 
• tabliczka danych do zadania (tabliczka danych). 

Ramka rysunku znajduje si� wewn�trz arkusza, jej kraw�dzie s� oddalone o  5 mm 
od brzegów arkusza i jest rysowana lini� ci�gł� grub� (grubo�� linii — 0,70 mm). Ramka 
rysunku ogranicza pole rysunku — prostok�t o wymiarach 410 × 287 mm. 
 

 
 
Rys. W.2. Arkusz rysunkowy formatu A3 do prac bie��cych 
 

Tabliczka informacyjna (rys. W.3.) znajduje si� w lewym górnym rogu arkusza, 
przylegaj�c lewym i górnym bokiem do ramki rysunku. Składa si� z jednego (poziomego) 
wiersza podzielonego na 7 pól. Szeroko�� wiersza wynosi 10 mm, długo�� tabliczki — 
210 mm. Szeroko�ci kolejnych pól wynosz� odpowiednio: 10; 80; 30; 30; 20; 20 i 20 
mm. Zewn�trzne kraw�dzie tabliczki nale�y wykre�li� lini� ci�gł� grub� (grubo�� linii 
— 0,70 mm). Kraw�dzie podziału pól wewn�trz tabliczki nale�y wykre�li� lini� ci�gł� 
cienk�  (grubo�� linii — 0,25 mm).  
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W tabliczce umieszczane s� nast�puj�ce informacje: 
• pole nr 1 — identyfikator studenta przydzielony przez prowadz�cego �wiczenia, 
• pole nr 2 — nazwisko i imi� studenta (kolejno�� jest istotna!), 
• pole nr 3 — pełny symbol grupy dzieka�skiej (np. MD 101.1a ), 
• pole nr 4 — data wykonania arkusza (w formacie dd.mm.rrrr), 
• pole nr 5 — symbol �wiczenia (zgodnie z otrzymanym zestawem), 
• pole nr 6 — numer problemu  (zgodnie z otrzymanym zestawem), 
• pole nr 7 — numer zadania  (zgodnie z otrzymanym zestawem). 

 
 

 
 

Rys. W.3. Tabliczka informacyjna 
 

 
 
Rys. W.4. Tabliczka danych 
 

Tabliczka danych do zadania (rys. W.4.) le�y w prawym górnym rogu arkusza, jej 
górny i prawy brzeg przylega do ramki rysunku. Tabliczka danych zawiera kilka lub 
kilkana�cie poziomych wierszy (liczba wierszy zale�y od liczby danych do zadania) 
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o szeroko�ci 10 mm i długo�ci 45 mm. Pierwszy wiersz (1) zawiera słowo „Dane”. 
W kolejnych wierszach umieszczane s� informacje definiuj�ce temat pracy. 

Wiersze zawieraj�ce dane s� podzielone na 2 pola. Szeroko�ci tych pól wynosz� 
odpowiednio 10 oraz 35 mm. W pierwszym polu (2) umieszcza si� nazw� punktu lub 
zmiennej tekstowej definiuj�cej temat, za� w nast�pnym (3) — współrz�dne punktu b�d� 
warto�� zmiennej tekstowej. W celu zachowania przejrzysto�ci, dane grupuje si� 
tematycznie, rozdzielaj�c poszczególne grupy „pustym” wierszem bez podziału na pola 
(4). Zewn�trzne kraw�dzie tabliczki danych oraz doln� kraw�d� pierwszego wiersza 
wykre�la si� lini� ci�gł� grub� (0,75 mm), pozostałe — lini� cienk� ci�gł� (0,25 mm). 
Tabliczk� danych wypełnia si� na �wiczeniach, po otrzymaniu danych do zadania. 
 

Układ współrz�dnych na arkuszu rysunkowym 
W celu jednoznacznego zdefiniowania poło�enia sytuacji pocz�tkowej zada� na 

arkuszu rysunkowym wprowadza si� płaski prostok�tny kartezja�ski układ 
współrz�dnych rysunkowych (rys. W.5.).  

Zakładaj�c, �e arkusz rysunkowy jest wykorzystywany poziomo, pocz�tek układu 
współrz�dnych Pb = (0; 0), zwany punktem bazowym arkusza, znajduje si� w lewym 
dolnym rogu ramki rysunku. O� pozioma H układu przebiega wzdłu� poziomego boku 
ramki rysunku i ma zwrot od lewej strony do prawej. O� pionowa V przebiega wzdłu� 
„pionowego” boku ramki rysunku i ma zwrot z „dołu” do „góry”. Odcinki jednostkowe 
na obu osiach s� równe i maj� długo�� 1 mm. 

W układzie współrz�dnych rysunkowych s� definiowane tzw. punkty pocz�tkowe 
Pp, charakteryzuj�ce poło�enie na arkuszu sytuacji pocz�tkowych rozwi�zywanych 
problemów. Przy wykre�laniu rozwi�za� zada� nie nale�y zaznacza� ani poło�enia osi H, 
V, ani poło�enia punktu Pb. 

 

 
 

Rys. W.5. Układ współrz�dnych rysunkowych 
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Opisy odr�czne 
Odr�czne opisy na rysunkach nale�y wykonywa� pismem technicznym zgodnym 

z norm� PN-EN ISO 3098-0: 2002. Obowi�zuje pismo rodzaju B, pochyłe (typ S), 
o wysoko�ci 5  mm. W  tabliczkach rysunkowych (informacyjnej i danych) nale�y 
obligatoryjnie rysowa� cztery linie bazowe pisma, przestrzegaj�c rozmieszczenia linii w 
wierszu pokazanego na rys. W.6. Sposób korzystania z linii bazowych przy pisaniu 
pokazuje rys. W.7. 
 
 

 
 
 
Rys. W.6. Rozmieszczenie linii bazowych pisma w wierszu tabliczki 
 
 

 
 
 
Rys. W.7. Sposób korzystania z linii bazowych przy pisaniu pismem technicznym 
 

Linie rysunkowe. Wszystkie linie rysunkowe winny by� zgodne z norm� PN-
ISO 128-24. Rzuty punktów oznacza si� okr�gami o �rednicy 2,0 mm, kre�lonymi lini� 
ci�gł� cienk�. Nie nale�y przekre�la� ani zaczernia� ich wn�trz. Za rzut prostej umownie 
przyjmuje si� fragment linii prostej, który nie zaczyna si� ani nie ko�czy na rzucie punktu 
le��cym na niej. 

Rzuty prostych, krzywych, odcinków i brzegu brył stanowi�ce rozwi�zanie zadania 
nale�y wykre�la�: 
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– lini� ci�gł� grub� (0,70 mm), je�li te elementy s� widoczne, 
– lini� kreskow� cienk� (0,25), gdy elementy te s� niewidoczne w danym rzucie. 

Rzuty prostych i krzywych pomocniczych nale�y kre�li� lini� ci�gł� cienk�. Linie 
odnosz�ce s� liniami pomocniczymi. W celu poprawy czytelno�ci rozwi�zania odnosz�ca 
mo�e nie by� kre�lona na pewnym odcinku swej długo�ci. 

Opis konstrukcji nale�y wykonywa� pismem technicznym zgodnym z norm� PN-
EN ISO 3098-0: 2002, rodzaju B, pochyłym (typ S), o wysoko�ci 5  mm, stosuj�c 
nast�puj�ce zasady: 

– ka�dy punkt, prosta i płaszczyzna u�yte w konstrukcji musz� by� opisane, 
– wszystkie opisy nale�y wykonywa� poziomo i umieszcza� w miejscu 

zapewniaj�cym ich jednoznaczne odczytanie, 
– c) w przypadku jednoczenia si� rzutów punktów, obowi�zuje kolejno�� opisu 

zgodna z ich widoczno�ci� w danym rzucie oraz tzw. zapis zblokowany: 
el_1 = el_2 = ... = el_n, np:  RI = AI,  AII = BII, IV IV = 5IV = 8IV, 

– w przypadku jednoczenia si� rzutów innych elementów rozwi�zania w opisie 
nale�y stosowa� zapis zblokowany, np: mII = αII = kII, przy czym o kolejno�ci 
zapisu decyduje kolejno�� wprowadzania elementów do konstrukcji, 

– �adna linia rysunkowa nie mo�e przekre�la� opisu. 
K�t prosty u�yty w konstrukcji nale�y oznacza� �wiartk� łuku okr�gu o �rodku 

w wierzchołku k�ta i promieniu długo�ci 5 ÷ 8 mm ł�cz�cego ramiona k�ta oraz kropk� 
o �rednicy ok. 0,2 mm umieszczon� centralnie wewn�trz obszaru ograniczonego łukiem 
i ramionami k�ta.  

K�ty równe nale�y oznacza� łukami okr�gów o �rodkach w wierzchołkach k�tów 
i ł�cz�cych ramiona tych k�tów. Równa liczba łuków oznacza równo�� miary k�tów. 

Odcinki o równej długo�ci u�yte w konstrukcji nale�y oznacza� uko�nymi 
kreseczkami o długo�ci 2 ÷ 3 mm przecinaj�cymi te odcinki. Równo�� liczby kresek 
oznacza równo�� długo�ci. 

Równoległo�� prostych wykorzystywan� w konstrukcji nale�y oznacza� analogicznie 
jak równo�� długo�ci odcinków, przy czym je�li w jednym rysunku u�ywa si� zarówno 
oznacze� równo�ci odcinków jak i równoległo�ci prostych, nie u�ywa� tej samej liczby 
kresek w obu oznaczeniach. 
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1. Aproksymowanie elips 

 
1.1. Konstrukcja wyznaczania kierunków i długo�ci osi elipsy  w oparciu 

o dane �rednice sprz�
one 

Zadanie: 
Dany jest odcinek AB i punkt C (rys. 1.1a). Odcinek AB jest �rednic� pewnej elipsy, za� 
punkt C jest ko�cem �rednicy z ni� sprz��onej. Wyznaczy� kierunki i długo�ci osi tej 
elipsy. 

Rozwi�zanie: 
Przez �rodek 1 odcinka AB prowadzimy prost� n do niego prostopadł� (rys. 1.1b). Na 

prostej n odkładamy odcinek 1-2, którego długo�� jest równa połowie długo�ci �rednicy 
AB. Nast�pnie prowadzimy prost� p = {C, 2} i znajdujemy punkt 3 — �rodek odcinka  
C-2. Konstruujemy okr�g Γ o �rodku w punkcie 3 i długo�ci promienia równej ρ (1, 3). 
Okr�g Γ przecina prost� p w punktach 4 i 5. Proste a = (1, 4) i b = (1, 5) s� szukanymi 
kierunkami osi, za� odcinki C-4 oraz C-5 maj� długo�ci odpowiednio równe połowom 
długo�ci małej i du�ej osi elipsy. Nietrudno zauwa�y�, �e zachodz� tak�e równo�ci: 
ρ (C, 4) = ρ (2, 5) oraz ρ (C, 5) = ρ (2, 4). 

 

 a) b) 

 
 

Rys. 1.1. Konstrukcja wyznaczania kierunków i długo�ci osi elipsy  
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Uwaga:  Symbolem ρ(∆, Ξ) oznaczamy odległo�� figur ∆ i Ξ. Odległo�ci� dwóch 
figur geometrycznych nazywamy długo�� najkrótszego odcinka, którego jednym 
ko�cem jest punkt nale��cy do jednej figury, a drugim punkt nale��cy do drugiej figury, 
albo kres dolny zbioru długo�ci odcinków o wymienionej własno�ci.  
 
 
1.2. Konstrukcja owalu 

Zadanie:  
Dane s� osie elipsy DE i FG, przecinaj�ce si� w punkcie O (rys. 1.2a). Skonstruowa� 
owal b�d�cy aproksymacj� tej elipsy.  

Rozwi�zanie: 
Ł�czymy dwa s�siednie wierzchołki elipsy (np. D i F). Przez krótsz� o� (odcinek FG) 

prowadzimy prost� a (rys. 1.2b). Na tej prostej odkładamy z punktu O w stron� punktu F 
odcinek O-1 o długo�ci równej połowie długo�ci du�ej osi elipsy. Na odcinku DF 
znajdujemy punkt 2 taki, �e ρ (F, 2) = ρ (F, 1) (połowa ró�nicy długo�ci osi elipsy). 
Nast�pnie wykre�lamy symetraln� s odcinka D-2. Prosta s przecina o� elipsy DE 
w  punkcie 4, a prost� a — w punkcie 5. Punkt 6 otrzymujemy jako symetryczny do 
punktu 4 wzgl�dem �rodka elipsy, a punkt 7 jako symetryczny do punktu 5. Zakre�lamy 
teraz łuk okr�gu o �rodku 4 i długo�ci promienia ρ (D, 4) pocz�wszy od punktu D do 
prostej s, a dalej kre�limy łuk o �rodku w punkcie 5 i długo�ci promienia ρ (F, 5), a� do 
punktu F. Otrzymujemy w ten sposób czwart� cz��� owalu. Pozostałe fragmenty krzywej 
kre�li si� w sposób analogiczny, wykorzystuj�c znalezione uprzednio punkty 6 i 7 oraz 
symetri� osiow�. 

Uwaga. Opisywany owal jest szczególnie dobr� aproksymacj�, gdy mała o� elipsy jest 
dłu�sza ni� połowa osi du�ej. 

 
 a) b) 

 
 

Rys. 1.2. Konstrukcja owalu o zadanych osiach 
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1.3. Tre�� problemu 

Problem I. Aproksymowanie elipsy 
Na płaszczy�nie dany jest kartezja�ski prostok�tny układ współrz�dnych Oxy, 

w  którym odcinki jednostkowe na obu osiach maj� długo�� 1 mm, oraz punkty A, B, C. 
Odcinek AB jest �rednic� elipsy zawartej w tej płaszczy�nie, za� punkt C jest ko�cem 
�rednicy sprz��onej z AB. (�rednic� sprz��on� elipsy tworz� �rodki ci�ciw równoległych 
do �rednicy danej.)  

1. Wyznaczy� kierunki i długo�ci osi elipsy. 
2. Wykre�li� owal aproksymuj�cy dan� elips�. 

Przyj��, �e pocz�tek układu współrz�dnych (punkt O) znajduje si� w punkcie 
pocz�tkowym Pp. O� x przyj�� na arkuszu poziomo i nada� jej zwrot „w prawo”, o� y 
przyj�� pionowo i nada� jej zwrot „do góry”. Oznaczy� i opisa� punkty dane w tre�ci 
problemu — O, A, B, C oraz ko�ce osi elipsy (zało�y�, �e du�� osi� elipsy jest odcinek 
DE, za� mał� — odcinek FG). 
 

Informacje pomocnicze: 
• nie oznacza� �rodków „sklejanych” łuków, 
• punkty wskazane w tre�ci problemu oznacza� okr�gami o �rednicy 2 mm; nie 

zaczernia� ani nie przekre�la� ich wn�trz,   
• nie opisywa� punktów pomocniczych oraz prostych u�ytych w konstrukcji, 
• owal aproksymuj�cy elips� wykre�li� lini� ci�gł� grub�; wszystkie konstrukcje 

pomocnicze wykre�la� lini� cienk� ci�gł�. 
 
 
1.4. Przykładowe rozwi	zanie 

Przykład. Zadanie P1.01. Problem I. 

Dane 

Pp (205; 145) 
  

A (–60; 0) 
B (60; 0) 
C (20; 45) 

 
Rozwi�zanie: 

Rozwi�zywanie rozpoczynamy od narysowania sytuacji danej w zadaniu, 
uwzgl�dniaj�c dyspozycje zamieszczone w tre�ci problemu (rys. 1.3). Wykorzystuj�c 
konstrukcj� znajdowania kierunków i długo�ci osi elipsy w  oparciu o dane �rednice 
sprz��one (patrz: rozdział 1.1.), znajdujemy osie DE i FG (rys. 1.4). Nast�pnie 
wykonujemy konstrukcj� owalu (patrz: rozdział 1.2.). Ostateczne rozwi�zanie problemu 
pokazuje rys. 1.5.  
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Rys. 1.3. Sytuacja pocz�tkowa do problemu I 
 
 

 
 

Rys. 1.4. Wyznaczanie kierunków i długo�ci osi danej elipsy 
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 Rys. 1.5. Rozwi�zanie zadania P1.01 
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1.5. Zadania 

Problem I 

1. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (30; –60). 
2. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (-40; 55). 
3. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (–35; –50). 
4. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (–40; 45). 
5. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (–35; 50). 
6. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (–40; 50). 
7. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (–35; 45). 
8. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (–30; 55). 
9. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (–25; 60). 

10. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (30; 50). 
11. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (25; 55). 
12. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (30; 60). 
13. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (20; 55. 
14. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (20; 60). 
15. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (35; 50). 
16. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (–35; –55). 
17. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (–30; –45). 
18. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (–30; –55). 
19. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (–30; –60). 
20. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (25; –60). 
21. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (20; –50). 
22. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (40; –50). 
23. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (20; –60). 
24. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (30; –45). 
25. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (30; –45). 
26. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (25; –50). 
27. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (35; –50). 
28. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (–35; –45). 
29. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (40; 45). 
30. Pp = (200; 150), A = (–60; 0), B = (60; 0), C = (30; –50). 
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2. Rzut równoległy 

 
2.1. Rzut równoległy – definicja i podstawowe własno�ci 

Rzut równoległy na płaszczyzn� jest odwzorowaniem trójwymiarowej przestrzeni 
euklidesowej w pewn� płaszczyzn�, zawart� w tej przestrzeni. Rzut równoległy definiuje 
si� w nast�puj�cy sposób. 

W przestrzeni trójwymiarowej wyró�niona jest płaszczyzna π, zwana płaszczyzn� 
rzutowania albo rzutni�, oraz prosta k (nierównoległa do π), która wyznacza kierunek 
rzutowania. Obrazem (rzutem) punktu P rozwa�anej przestrzeni w rzucie równoległym 
o kierunku k na płaszczyzn� π jest punkt P′, b�d�cy punktem wspólnym rzutni π oraz 
prostej l przechodz�cej przez punkt P, równoległej do prostej k. Rzutem równoległym 
dowolnej figury geometrycznej Γ jest figura Γ′, stanowi�ca zbiór rzutów wszystkich 
punktów figury Γ. 

Gdy prosta k jest prostopadła do rzutni π, to rzut równoległy nazywany jest wówczas 
rzutem prostok�tnym. Natomiast gdy prosta k nie jest prostopadła do rzutni, to rzut 
nazywany jest uko�nym. 

 
Rzut równoległy posiada wiele charakterystycznych własno�ci ułatwiaj�cych 

znajdowanie obrazów figur geometrycznych w tym odwzorowaniu. W szczególno�ci 
dotyczy to rzutowania prostych i okr�gów. Z geometrii rzutowej1) wiadomo, �e: 

– rzutem prostej maj�cej kierunek rzutowania jest punkt, rzutem prostej 
nierównoległej do kierunku rzutowania jest zawsze prosta, 

– rzut równoległy zachowuje uporz�dkowanie punktów na prostej (je�li na prostej a 
ró�ne punkty A, B, C le�� tak, �e punkt B znajduje si� pomi�dzy punktami A i C, to 
na rzucie prostej a rzut punktu B le�y równie� pomi�dzy rzutami punktów A i C), 

– je�li ró�ne punkty A, B, C le�� na prostej nierównoległej do kierunku rzutowania, to 
ich rzuty A′, B′, C′ le�� w taki sposób, �e zachodzi równo�� stosunków odległo�ci 
ρ(A, B) : ρ(B, C) = ρ(A′, B′) : ρ(B′, C′), 

– rzutem prostych równoległych (nierównoległych do kierunku rzutowania) s� 
proste równoległe, 

– rzutem figury wypukłej jest figura wypukła, 
– rzutem figury płaskiej równoległej do rzutni jest figura do niej przystaj�ca, 

                                                      
1) Geometria rzutowa – dział matematyki po�wi�cony badaniu tych własno�ci figur geometrycznych, które 
nie ulegaj� zmianie w przekształceniach rzutowych. 
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– je�li figury płaskie Γ i ∆ le�� w tej samej płaszczy�nie (nierównoległej do kierunku 
rzutowania), to stosunek ich pól powierzchni zachowuj� figury Γ′ i ∆′, b�d�ce ich 
rzutami,  

– rzutem okr�gu jest: odcinek równy �rednicy okr�gu, gdy płaszczyzna okr�gu jest 
równoległa do kierunku rzutowania; okr�g przystaj�cy, gdy płaszczyzna okr�gu 
jest równoległa do rzutni; za� w pozostałych przypadkach – elipsa, której jedna 
z osi jest równa �rednicy okr�gu, 

– rzutem równoległym sto�kowej (elipsy, paraboli lub hiperboli) jest sto�kowa tego 
samego typu; rzuty �rednic sprz��onych sto�kowej Σ s� �rednicami sprz��onymi 
sto�kowej Σ′, która jest jej rzutem. 

 
 
 

2.2. Tre�� problemu 

Problem I. Rzut uko�ny ostrosłupa 
Dany jest kartezja�ski prostok�tny, prawoskr�tny układ współrz�dnych Oxyz, 

w którym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maj� długo�� 1 mm. Ponadto dany 
jest ostrosłup, którego podstaw� jest pi�ciok�t ABCDE, za� wierzchołkiem punkt S. 

1. Wykre�li� rzut równoległy ostrosłupa ABCDES na płaszczyzn� wyznaczon� przez 
osie x i z układu współrz�dnych, je�li kierunkiem rzutowania jest prosta k = {O, P}, gdzie 
O = (0; 0; 0), P = (60; 90; 30).  

Rzut równoległy punktu O (pocz�tku układu współrz�dnych) przyj�� w punkcie 
pocz�tkowym Pp arkusza rysunkowego. Przyj�� ponadto, �e rzut osi x ma na arkuszu 
poło�enie poziome i zwrot w lew� stron�, za� rzut osi z ma poło�enie pionowe i zwrot 
„w gór�”. 

2. Okre�li� widoczno�� wszystkich kraw�dzi wielo�cianu przy zało�eniu, �e bryła jest 
nieprzezroczysta, a obserwator spogl�da przeciwnie do zwrotu wektora OP. 
 
 

Informacje pomocnicze: 
• kraw�dzie niewidoczne wielo�cianu rysowa� lini� cienk� kreskow�, kraw�dzie 

widoczne — lini� ci�gł� grub�, 
• punkty oznacza� okr�gami o �rednicy 2 mm; nie zaczernia� ani nie przekre�la� ich 

wn�trz,  
• konstrukcje pomocnicze wykre�la� lini� cienk� ci�gł�, 
• punkty pomocnicze u�yte w konstrukcji pozostawi� bez opisu,  
• w przypadku przecinania si� rzutów kraw�dzi widocznych i niewidocznych nale�y 

kraw�d� niewidoczn� przerwa� na długo�ci około 1,5 mm po obu stronach kraw�dzi 
widocznej.  
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2.3. Przykładowe rozwi	zanie 

Przykład. Zadanie P2.01. Problem I. 

Dane 

Pp (240; 150) 
  A (215; 130; 0) 

B (170; 160; 0) 
C (45; 45; 0) 
D (55; 0; 0) 
E (90; 0; 0) 
  S (125; 75; 100) 

 
Rozwi�zanie: 

W pierwszej kolejno�ci rysujemy rzuty równoległe osi danego układu współrz�dnych 
Oxyz. Poniewa� rzutni� jest płaszczyzna Oxz, wi�c osie x i z s� swoimi obrazami w rzucie 
równoległym (x = x′, z = z′, O = O′). Nale�y je narysowa� na arkuszu zgodnie 
z  poleceniem podanym w tre�ci zadania (rys. 2.1.). Do wyznaczenia rzutu równoległego 
osi y konieczne jest znalezienie rzutu jednego jej punktu (nazwijmy go Q), ró�nego od 
punktu O. Punkt Q ∈ y mo�e by� obrany w sposób całkowicie dowolny, lecz w tym 
przypadku najwygodniej jest rozwa�y� punkt Q = (0; 90; 0). Wówczas odcinek PQ jest 
równoległy do rzutni i zachodzi równo�� odcinków skierowanych (wektorów) PQ = P′Q′. 
Rzutem prostej równoległej do kierunku rzutowania jest punkt, zatem 
k′ = P′ = O = (0; 0; 0). St�d wynika, �e PQ = [–60; 0; –30] oraz Q′ = (–60; 0; –30). Poło�enie 
punktu Q′ na arkuszu znajdujemy odmierzaj�c jego współrz�dne na osiach x i z (znak 
minus wskazuje, �e nale�y odmierza� w przeciwn� stron� ni� zwrot osi). Punkty O i Q′ 
wyznaczaj� rzut równoległy osi y, przy czym zwrot prostej y′ jest taki sam jak zwrot 
wektora OQ′. 

W celu szybkiego znajdowania rzutów innych punktów le��cych na osi y 
konstruujemy k�t skróce� proporcjonalnych i wyznaczamy prost� y0, na której 
zachowana jest miara długo�ci. Wówczas rzuty punktów prostej y0 na prost� y′ 
w  kierunku równoległym do osi z s� rzutami punktów osi y w rzucie równoległym 
w  kierunku k, na płaszczyzn� Oxz układu współrz�dnych. Prost� y0 wyznaczaj� punkty O 
i Q0, przy czym punkt Q0 otrzymuje si� w przeci�ciu prostej równoległej do z 
przechodz�cej przez Q′ oraz okr�gu o �rodku w punkcie O i promieniu o długo�ci 90 
jednostek. (Liczba 90 bierze si� st�d, �e przyj�li�my Q = (0; 90; 0).) 

Z analizy danych do zadania wynika, �e podstawa ostrosłupa ABCDE le�y 
w  płaszczy�nie Oxy układu współrz�dnych, a ponadto wierzchołki D i E le�� na osi x. 
Punkty D = D′ oraz E = E′ znajdujemy wi�c bezpo�rednio, odmierzaj�c na osi x odległo�ci 
równe warto�ciom pierwszych współrz�dnych. Punkty A′, B′ i C′ wyznaczamy buduj�c 
odpowiednie równoległoboki o bokach równoległych do osi x i y′. Aby wyznaczy� rzut 
wierzchołka ostrosłupa — S′, znajdujemy rzut punktu T = (125; 75; 0) i odmierzamy na 
kierunku równoległym do osi z warto�� trzeciej współrz�dnej punktu S. 
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Rys. 2.1. Rozwi�zanie zadania P2.01 
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(Istnieje tak�e nieco inny sposób wyznaczenia punktów A′, B′, C′ i S′. Aby znale�� np. 
punkt S′ wyznaczamy najpierw na osi y′ odcinek o pocz�tku w punkcie O i długo�ci 
równej długo�ci skrócenia współrz�dnej punktu S mierzonej na osi y. Przez koniec tego 
odcinka prowadzimy prost� równoległ� do osi x i od tego punktu odmierzamy 
współrz�dn� x-ow� punktu S. Przez tak otrzymany punkt prowadzimy teraz prost� 
równoległ� do osi z i odmierzamy od niego współrz�dn� z-ow� punktu S.) 

Maj�c wyznaczone rzuty wszystkich wierzchołków ostrosłupa mo�emy narysowa� 
jego kraw�dzie. Brzeg rzutu jest zawsze widoczny, dlatego rzuty kraw�dzi AB, AS, BC 
oraz CS rysujemy lini� grub�. Ponadto widoczna jest kraw�d� BS, zatem jej rzut rysujemy 
równie� lini� grub�. Pozostałe kraw�dzie: CD, DE, AE, ES i DS s� w tym rzucie 
niewidoczne, dlatego ich rzuty rysujemy lini� kreskow�. 
 
 
 
2.4. Zadania 

Problem I 

1. Pp = (230; 140), A = (230; 165; 10), B = (140; 165; 10), C = (70; 75; 10), D = (90; 30; 10), 
E = (140; 30; 10); S = (150; 90; 110). 

2. Pp = (230; 120), A = (135; 15; 110), B = (215; 105; 110), C = (180; 150; 110), 
D = (130; 150; 110), E = (40; 15; 110); S = (130; 90; 10). 

3. Pp = (230; 120), A = (225; 165; 110), B = (120; 165; 110), C = (30; 30; 110), D = (80; 30; 110), 
E = (150; 75; 110); S = (110; 90; 10). 

4. Pp = (230; 140), A = (220; 75; 10), B = (235; 150; 10), C = (160; 120; 10), D = (80; 15; 10), 
E = (135; 0; 10); S = (125; 45; 110). 

5. Pp = (230; 140), A = (220; 120; 10), B = (185; 150; 10), C = (100; 75; 10), D = (85; 0; 10), 
E = (160; 15; 10); S = (155; 45; 110). 

6. Pp = (230; 120), A = (235; 150; 110), B = (195; 180; 110), C = (125; 135; 110), 
D = (80; 45; 110), E = (160; 60; 110); S = (135; 90; 10). 

7. Pp = (230; 140), A = (215; 135; 10), B = (165; 165; 10), C = (40; 45; 10), D = (50; 0; 10), 
E = (100; 15; 10); S = (120; 75; 110). 

8. Pp = (230; 140), A = (145; 30; 10), B = (190; 150; 10), C = (165; 165; 10), D = (90; 120; 10), 
E = (50; 0; 10); S = (130; 90; 110). 

9. Pp = (230; 120), A = (60; 90; 110), B = (40; 15; 110), C = (120; 30; 110), D = (210; 120; 110), 
E = (180; 165; 110); S = (130; 90; 10). 

10. Pp = (230; 140), A = (80; 15; 10), B = (170; 60; 10), C = (200; 150; 10), D = (140; 165; 10), 
E = (60; 90; 10); S = (130; 90; 110). 

11. Pp = (230; 120), A = (230; 150; 110), B = (180; 150; 110), C = (95; 105; 110), D = (50; 15; 110), 
E = (140; 15; 110); S = (150; 90; 10). 

12. Pp = (230; 140), A = (230; 135; 10), B = (185; 150; 10), C = (100; 75; 10), D = (85; 0; 10), 
E = (175; 30; 10); S = (195; 105; 110). 

13. Pp = (230; 140), A = (220; 75; 10), B = (235; 150; 10), C = (160; 135; 10), D = (115; 30; 10), 
E = (135; 0; 10); S = (165; 105; 110). 
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14. Pp = (230; 120), A = (205; 120; 110), B = (185; 150; 110), C = (100; 75; 110), D = (85; 0; 110), 
E = (160; 15; 110); S = (155; 45; 10). 

15. Pp = (230; 120), A = (220; 75; 110), B = (235; 150; 110), C = (140; 120; 110), D = (80; 15; 110), 
E = (135; 0; 110); S = (125; 45; 10). 

16. Pp = (230; 120), A = (215; 135; 110), B = (160; 165; 110), C = (40; 45; 110), D = (50; 0; 110), 
E = (100; 15; 110); S = (120; 75; 10). 

17. Pp = (230; 140), A = (160; 45; 10), B = (195; 165; 10), C = (105; 135; 10), D = (60; 15; 10), 
E = (90; 0; 10); S = (120; 75; 110). 

18. Pp = (230; 140), A = (210; 120; 10), B = (200; 165; 10), C = (150; 150; 10), D = (35; 30; 10), 
E = (105; 15; 10); S = (130; 90; 110). 

19. Pp = (230; 120), A = (210; 120; 10), B = (200; 165; 110), C = (150; 150; 110), D = (35; 30; 110), 
E = (70; 0; 110); S = (130; 90; 10). 

20. Pp = (230; 120), A = (160; 45; 110), B = (195; 165; 110), C = (105; 135; 110), D = (65; 30; 110), 
E = (85; 0; 110); S = (135; 75; 10). 

21. Pp = (240; 150), A = (35; 30; 10), B = (80; 0; 10), C = (205; 105; 10), D = (195; 160; 10), 
E = (160; 160; 10); S = (125; 85; 110). 

22. Pp = (240; 150), A = (195; 155; 10), B = (95; 165; 10), C = (50; 30; 10), D = (60; 5; 10), 
E = (85; 5; 10); S = (150; 125; 110). 

23. Pp = (240; 150), A = (55; 15; 10), B = (155; 35; 10), C = (200; 140; 10), D = (190; 165; 10), 
E = (165; 165; 10); S = (100; 45; 110). 

24. Pp = (230; 140), A = (200; 90; 10), B = (220; 165; 10), C = (140; 150; 10), D = (50; 60; 10), 
E = (80; 15; 10); S = (130; 90; 110). 

25. Pp = (230; 120), A = (80; 15; 110), B = (170; 60; 110), C = (200; 150; 110), D = (150; 165; 110), 
E = (60; 90; 110); S = (130; 90; 10). 
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3. Rzuty prostok	tne w układzie Monge’a 

 
3.1. Układ rzutni Monge’a 

Kształt geometryczny dowolnego elementu maszyny b�d� mechanizmu jest pewn� 
brył� (przestrzenn� figur� geometryczn�). Istniej� ró�ne metody przedstawiania takich 
obiektów przy pomocy rysunków płaskich (dwuwymiarowych). Jednak ka�dy opis 
dwuwymiarowy prowadzi do zniekształcenia pierwowzoru na skutek deformacji 
odległo�ci liniowej i miary k�ta. Aby istniała mo�liwo�� jednoznacznego odczytania 
pierwotnego kształtu na podstawie rysunku płaskiego, musz� one by� sporz�dzane 
według �ci�le okre�lonych reguł. W projektowaniu cz��ci maszyn wa�n� rol� odgrywa 
zapis sytuacji przestrzennej metod� Monge'a. Jest to metoda wykorzystuj�ca rzutowanie 
prostok�tne na dwie rzutnie. 

W przestrzeni układ rzutni Monge'a tworz� dowolne dwie wzajemnie prostopadłe 
płaszczyzny πm i πn (m, n s� numerami rzutni). Rzutnie te posiadaj� wspóln� kraw�d� — 
prost� nazywan� osi� rzutów. (Moc� umowy oznacza si� kraw�d� rzutni πm i πn przez 
xmn.) Aby uzyska� tzw. rzuty Monge’a dowolnej figury nale�y ustali� jej poło�enie 
w przestrzeni, sporz�dzi� rzuty prostok�tne oddzielnie na ka�d� z rzutni, za� uzyskany 
efekt sprowadzi� do jednej płaszczyzny. Realizuje si� to poprzez obrócenie obu rzutni 
wokół osi rzutów do wybranego poło�enia w sposób pokazany „strzałkami” na rys. 3.1a. 
W praktyce rzuty Monge'a sporz�dza si� od razu na płaszczy�nie rysunku w oparciu 
o własne wyobra�enia rzutowanej sytuacji przestrzennej (rys. 3.1b). 
 
 a) b) 
 

 
 

Rys. 3.1. Układ rzutni Monge’a (a) i rzuty Monge’a punktu (b) 
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Je�li w przestrzeni wyró�niono globalny kartezja�ski prostok�tny prawoskr�tny układ 
współrz�dnych Oxyz, to jego płaszczyzny wyznaczaj� podstawowy układ rzutni 
Monge’a (π1, π2). Przyjmuje si� wówczas, �e π1 = {x, y} i π2 = {x, z}. Osi� rzutów jest o� x 
układu Oxyz i tym samym x = x12 (je�li nie budzi to nieporozumie�, o� rzutów w tym 
układzie rzutni nazywana jest krótko osi� x). Ponadto przyjmuje si�, �e rzutnia π1 ma 
poło�enie poziome dla obserwatora, za� rzutnia π2 — czołowe (tzn. równoległe do 
„płaszczyzny czoła” obserwatora), przy czym rzutnie te nazywane s� odpowiednio 
poziom� i pionow�. Rzut figury na rzutni� poziom� nazywa si� jej rzutem poziomym 
figury, za� rzut na rzutni� pionow� — rzutem pionowym. 

Osie y i z układu globalnego wyznaczaj� dodatkowo rzutni� trzeci� π3, nazywan� 
rzutni� boczn�, przy czym układy (π1, π3) oraz (π2, π3) s� równie� układami rzutni 
Monge’a. Rzutnie π1, π2,€π3 tworz� tzw. rozszerzony układ rzutni. Kraw�dzie tych 
płaszczyzn nazywaj� si� osiami układu i (w tym przypadku) s� oznaczane: x12 = x, 
x13 = y, x23 = z. Zło�enie trzech rzutni do jednej płaszczyzny dokonuje si� w sposób 
pokazany strzałkami na rys. 3.2a, za� osie układu zajmuj� wtedy poło�enie pokazane na 
rys. 3.2b. 
 
 a) b) 
 

 
 

Rys. 3.2. Rozszerzony układ rzutni Monge’a 
 

W celu uzyskiwania rozł�cznych rzutów na dwie i wi�cej rzutni przyj�to zasad� 
umieszczania obiektu rzutowanego w tych oktantach przestrzeni, których punkty maj� 
wszystkie współrz�dne jednakowego znaku (tzn. wszystkie współrz�dne s� dodatnie albo 
wszystkie współrz�dne s� ujemne). Poło�enie obserwatora umiejscawia si� w taki sposób, 
aby wszystkie współrz�dne punktu wspólnego płaszczyzn obserwacji miały warto�ci 
dodatnie i były wi�ksze od najwi�kszych warto�ci współrz�dnych punktów figury 
rzutowanej. Je�li punkty figury maj� wszystkie współrz�dne dodatnie, to po „zło�eniu” 
rzutni do płaszczyzny rysunku uzyskamy układ rzutów według metody pierwszego k�ta 
(potocznie okre�lany jako układ rzutów metod� europejsk�), natomiast gdy punkty 
figury maj� wszystkie współrz�dne ujemne, taka procedura pozwala otrzyma� układ 
rzutów według metody trzeciego k�ta (metod� ameryka�sk�)2). 

                                                      
2) W niniejszym opracowaniu sporz�dzamy rzuty jedynie metod� europejsk�! 
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W metodzie europejskiej o� x12 ma na arkuszu rysunkowym zawsze poło�enie 
poziome, rzut poziomy znajduje si� „pod” osi� rzutów, rzut pionowy — „nad” osi� i oba 
rzuty s� rozł�czne (nie maj� punktów wspólnych). Poniewa� element rzutowany t� 
metod� znajduje si� zawsze pomi�dzy obserwatorem a rzutni�, mo�na t� zasad� 
interpretowa�, �e przy sporz�dzaniu rzutu poziomego  obserwator patrzy na rzutowany 
element „z góry”, za� przy sporz�dzaniu rzutu pionowego — „z przodu”. Powstały 
w opisany sposób układ dwu rzutów prostok�tnych nazywa si� podstawowym układem 
rzutów Monge'a, natomiast układ trzech rzutów (z rzutem bocznym) jest układem 
rozszerzonym. Poniewa� rzutnia boczna znajduje si� po prawej stronie obserwatora, 
rzuty metod� europejsk� w rozszerzony układzie rzutów Monge’a mo�na interpretowa� 
jako widoki: 

– poziomy (widok z góry w kierunku osi z), 
– pionowy (widok z przodu w kierunku osi y), 
– boczny (widok boczny prawy w kierunku osi x). 
Odległo�� punktu od rzutni pionowej nazywa si� jego gł�boko�ci�, odległo�� punktu 

od rzutni poziomej — wysoko�ci�, za� odległo�� od rzutni bocznej — szeroko�ci� 
punktu. Przyjmuje si�, �e współrz�dna punktu jest dodatnia je�li punkt znajduje si� 
pomi�dzy obserwatorem a rozwa�an� rzutni�, oraz �e jest ujemna, gdy rzutnia znajduje 
si� pomi�dzy punktem i obserwatorem. Gł�boko�� punktu mo�na odczyta� z układu 
rzutów Monge’a jako odległo�� rzutu poziomego punktu od osi rzutów. Podobnie 
wysoko�� punktu jest równa odległo�ci od osi rzutów rzutu pionowego tego punktu. 
Pozwala to nada� interpretacj�  współrz�dnym opisuj�cym poło�enie punktu 
w  globalnym układzie współrz�dnych Oxyz. Gł�boko�� punktu jest równa współrz�dnej 
mierzonej na osi y, za� wysoko�� jest równa współrz�dnej mierzonej na osi z.  

 
 

2.2. Tre�� problemu 

Problem I. Rzuty prostok�tne modelu 
Dana jest bryła płasko�cienna (1) (patrz: rysunki w tabelach 3.1a i 3.1b), otrzymana 

w  wyniku „obróbki” sze�cianu o kraw�dzi długo�ci 90 mm. „Obróbka” polegała na 
�cinaniu naro�y, obcinaniu i wycinaniu fragmentów bryły itp. Płaszczyzny ci�� 
poprowadzono w ten sposób, �e powstała bryła ma wszystkie wierzchołki usytuowane 
w  wierzchołkach, �rodkach �cian, �rodkach kraw�dzi lub w �rodku symetrii 
sze�cianu. 

Ponadto dany jest kartezja�ski prostok�tny prawoskr�tny układ współrz�dnych Oxyz 
(2) (tabela 3.2), w którym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maj� długo�� 1 mm.  
Obrabiany sze�cian jest ustawiony w taki sposób, �e współrz�dne jego wierzchołków 
w  układzie (2) s� liczbami nieujemnymi, za� kraw�dzie sze�cianu s� odpowiednio 
równoległe do osi tego układu.  

1. Przerysowa� rysunek pogl�dowy danej bryły (1), rysuj�c obok zadany układ osi (2). 
Oznaczy� i opisa� liter� A wierzchołek obrabianego sze�cianu poło�ony najbli�ej 
pocz�tku układu współrz�dnych (2). Oznaczy� ponadto wszystkie wierzchołki bryły 
i  opisa� je kolejnymi liczbami arabskimi w sposób przyj�ty według własnego uznania. 
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(Je�li punkt A jest jednocze�nie wierzchołkiem bryły, to nie nale�y opisywa� go 
ponownie – por. rys. 3.3.)  

Rysunki brył w tabelach 3.1a i 3.1b oraz rysunki układów współrz�dnych w tabeli 3.2 
wykonano jako rzuty równoległe na płaszczyzn� równoległ� do jednej ze �cian sze�cianu. 
Kierunek rzutowania w układzie współrz�dnych zwi�zanym z  brył� jest prost� okre�lon� 
przez punkty (0; 0; 0) i (60; 90; 30). 

Rysunek pogl�dowy bryły wykona� w podziałce 1 : 2, umiejscawiaj�c tylny dolny 
prawy wierzchołek obrabianego sze�cianu w punkcie Pp1 arkusza rysunkowego. 

2. Skonstruowa� w układzie Monge’a rzuty prostok�tne bryły (1) na rzutnie 
π1 = {x, y}, π2 = {x, z}, π3 = {y, z} wyznaczone przez płaszczyzny układu (2). Zachowa� 
uprzednio przyj�ty opis wierzchołków. Okre�li� widoczno�� wszystkich kraw�dzi, przy 
zało�eniu, �e bryła znajduje si� zawsze pomi�dzy rzutni� a obserwatorem.  

Rzuty wykona� w podziałce 1 : 1. Zało�y�, �e pocz�tek układu współrz�dnych 
znajduje si� w punkcie Pp2 arkusza, o� x przyj�� na arkuszu poziomo, za� jej zwrot — 
w  lew� stron�. 

3. Narysowa� rzut równoległy bryły (1) na płaszczyzn� π2 = {x, z} układu (2), 
zakładaj�c, �e kierunkiem rzutowania jest prosta k = {O, P}, gdzie O = (0; 0; 0), 
P = (60; 90; 30). Okre�li� w tym rzucie widoczno�� wszystkich kraw�dzi, zakładaj�c, �e 
obserwator spogl�da zgodnie ze zwrotem wektora PO. 

Rysunek sporz�dzi� w podziałce 1 : 2, przyjmuj�c pocz�tek układu współrz�dnych 
w  punkcie Pp3. Przyj��, �e o� x ma poło�enie poziome i zwrot „w lewo”, za� o� z ma 
poło�enie pionowe i zwrot „w gór�” arkusza. 
 
 

Informacje pomocnicze: 
• zało�y�, �e „obrabiany” sze�cian „stoi” na płaszczy�nie {x, y} i jest odległy o 30 mm 

od płaszczyzny {x, z}  oraz o 30 mm od płaszczyzny {y, z},  układu współrz�dnych (2) 
(oznacza to, �e A = (30; 30; 0)),  

• jednocz�ce si� rzuty wierzchołków bryły opisa� zgodnie z kolejno�ci� ich widzenia 
w danym rzucie, stosuj�c konwencj�: opis_punktu_1 = … = opis_punktu_n; je�li opis 
koliduje z rysunkiem, nale�y przenie�� opis na wolne pole arkusza i umie�ci� nad lini� 
odniesienia (por. przykładowe rozwi�zanie — rys. 3.3.), 

• punkty oznacza� okr�gami o �rednicy 2,0 mm, rysowanymi lini� cienk�; nie 
zaczernia� ani nie przekre�la� wn�trz tych okr�gów, 

• na wszystkich rysunkach uwzgl�dnia� kraw�dzie niewidoczne, rysuj�c je lini� 
kreskow� �redniej grubo�ci, kraw�dzie widoczne rysowa� lini� grub�, 

• w przypadku przecinania si� rzutów kraw�dzi widocznych i niewidocznych nale�y 
kraw�d� niewidoczn� przerwa� na długo�ci około 1,5 mm po obu stronach kraw�dzi 
widocznej, 

• w przypadku przecinania si� rzutów kraw�dzi niewidocznych nale��cych do 
kierunków sko�nych, kraw�d� dalsz� obserwatorowi nale�y przerwa� na długo�ci 
około 1,5 mm po obu stronach kraw�dzi bli�szej obserwatorowi. 
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Tabela 3.1a. Rysunki brył 
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Tabela 3.1b. Rysunki brył cd. 
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Tabela 3.2. Układy współrz�dnych 
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3.3. Przykładowe rozwi	zanie 

Przykład. Zadanie P3.01. Problem I. 

Dane 

Pp1 (355; 55) 
Pp2 (150; 160) 
Pp3 (245; 60) 

  (1) bryła nr 21 
(2) układ nr 11 

  A (30; 30; 0) 
Szkic rozwi�zania: 

Rozwi�zywanie zadania nale�y rozpocz�� od przerysowania tematu zgodnie tre�ci� 
zadania (podziałka 1 : 2). Wygodnie jest najpierw narysowa� cienk� lini� sze�cian, który 
poddano „obróbce”. Sze�cian rysujemy w taki sposób, aby jego tylny dolny prawy 
wierzchołek znajdował si� w punkcie Pp1 arkusza rysunkowego. Nast�pnie nale�y 
wrysowa� wierzchołki danej bryły, oznaczaj�c je okr�gami o �rednicy 2,0 mm, oraz jej 
kraw�dzie, ustalaj�c ich widoczno�� w rzucie. Przed rozpocz�ciem opisywania 
wierzchołków bryły trzeba zidentyfikowa� punkt A — poło�ony najbli�ej pocz�tku 
układu współrz�dnych wierzchołek obrabianego sze�cianu. Je�li punkt A jest 
wierzchołkiem bryły, to nie opisujemy go po raz drugi (rys. 3.3.). Pozostałe wierzchołki 
bryły opisujemy w dowolnej kolejno�ci kolejnymi liczbami arabskimi 1, 2, … . Obok 
rysunku bryły umieszczamy rysunek danego układu współrz�dnych, pami�taj�c, �e osie 
tego układu s� równoległe do odpowiednich kraw�dzi sze�cianu. Wygodnie jest umie�ci� 
rysunek układu w pobli�u wierzchołka A tak, aby mo�na było łatwiej wyobrazi� sobie 
poło�enie danej bryły wzgl�dem układzie. 

Sporz�dzamy teraz rzuty prostok�tne bryły na odpowiednie płaszczyzny układu. 
Najpierw odwzorowujemy osie układu w rzutach Monge’a, a nast�pnie wrysowujemy 
rzuty prostok�tne obrabianego sze�cianu (rzutami sze�cianu b�d� kwadraty o boku 
długo�ci 90 mm). Ułatwia to znalezienie rzutów prostok�tnych wierzchołków bryły. Po 
znalezieniu rzutów wierzchołków rysujemy rzuty kraw�dzi, kontroluj�c prawidłowo�� 
rysowanych poł�cze� na rysunku pogl�dowym. Jednocz�ce si� w rzutach wierzchołki 
opisujemy zgodnie z ich kolejno�ci� widzenia w przestrzeni (bryła rzutowana znajduje si� 
pomi�dzy obserwatorem a rzutni�). Opis punktów w rzutach prostok�tnych musi by� 
zgodny z opisem na rysunku pogl�dowym. Nast�pnie nale�y ustali� widoczno�� kraw�dzi 
bryły w rzutach prostok�tnych. 

W celu sporz�dzenia ��danego rzutu równoległego bryły odwzorowujemy osie układu 
współrz�dnych, umieszczaj�c pocz�tek układu w punkcie Pp3 arkusza. Nast�pnie nale�y 
znale�� rzut równoległy punktu A, pami�taj�c o zachowaniu podziałki 1 : 2. Punkt A 
b�dzie w tym rzucie prawym tylnym dolnym wierzchołkiem „obrabianego” sze�cianu. 
Wrysowuj�c (cienkimi liniami) rzut równoległy tego sze�cianu, mo�na szybko 
odwzorowa� rzuty wierzchołków bryły. Identyfikacj� wierzchołków przeprowadza si� 
w oparciu o rysunek pogl�dowy, b�d� te� rzuty prostok�tne. Po znalezieniu rzutów 
wszystkich wierzchołków rysuje si� rzuty kraw�dzi i ustala ich widoczno��. 
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 Rys. 3.3. Rozwi�zanie zadania P3.01 
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3.4. Zadania 

Problem I 

1. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 30, (2) = układ nr 24, 
A = (30; 30; 0). 

2. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 29, (2) = układ nr 18, 
A = (30; 30; 0). 

3. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 28, (2) = układ nr 8, 
A = (30; 30; 0). 

4. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 27, (2) = układ nr 4, 
A = (30; 30; 0). 

5. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 26, (2) = układ nr 5, 
A = (30; 30; 0). 

6. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 25, (2) = układ nr 10, 
A = (30; 30; 0). 

7. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 24, (2) = układ nr 12, 
A = (30; 30; 0). 

8. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 23, (2) = układ nr 22, 
A = (30; 30; 0). 

9. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 22, (2) = układ nr 23, 
A = (30; 30; 0). 

10. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 21, (2) = układ nr 4, 
A = (30; 30; 0). 

11. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 20, (2) = układ nr 5, 
A = (30; 30; 0). 

12. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 19, (2) = układ nr 10, 
A = (30; 30; 0). 

13. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 18, (2) = układ nr 12, 
A = (30; 30; 0). 

14. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 17, (2) = układ nr 22, 
A = (30; 30; 0). 

15. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 16, (2) = układ nr 23, 
A = (30; 30; 0). 

16. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 15, (2) = układ nr 4, 
A = (30; 30; 0). 

17. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 14, (2) = układ nr 5, 
A = (30; 30; 0). 

18. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 13, (2) = układ nr 10, 
A = (30; 30; 0). 

19. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 12, (2) = układ nr 12, 
A = (30; 30; 0). 

20. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 11, (2) = układ nr 22, 
A = (30; 30; 0). 
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21. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 10, (2) = układ nr 23, 
A = (30; 30; 0). 

22. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 9, (2) = układ nr 4, 
A = (30; 30; 0). 

23. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 8, (2) = układ nr 5, 
A = (30; 30; 0). 

24. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 7, (2) = układ nr 10, 
A = (30; 30; 0). 

25. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 6, (2) = układ nr 12, 
A = (30; 30; 0). 

26. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 5, (2) = układ nr 22, 
A = (30; 30; 0). 

27. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 4, (2) = układ nr 23, 
A = (30; 30; 0). 

28. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 3, (2) = układ nr 4, 
A = (30; 30; 0). 

29. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 2, (2) = układ nr 5, 
A = (30; 30; 0). 

30. Pp1 = (355; 55), Pp2 = (150; 160), Pp3 = (245; 60), (1) = bryła nr 1, (2) = układ nr 10, 
A = (30; 30; 0). 
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4. Podstawowe konstrukcje w rzutach Monge’a 

 
4.1. Elementy wspólne 

Elementem wspólnym (iloczynem) dwóch figur geometrycznych nazywamy zbiór 
punktów, które nale�� zarówno do jednego jak i  drugiego obiektu. Element wspólny dwu 
prostych nazywa si� ich punktem przeci�cia (o  ile  proste te si� przecinaj�). Element 
wspólny prostej i  płaszczyzny nosi nazw� punktu przebicia płaszczyzny prost� 
(o ile prosta nie jest równoległa do płaszczyzny). Elementem wspólnym dwu płaszczyzn 
przecinaj�cych si� jest prosta zwana kraw�dzi� płaszczyzn. 

Punkt przeci�cia prostych jest niezmiennikiem rzutowania równoległego. Oznacza 
to, rzuty punktu przeci�cia s� punktami przeci�cia rzutów prostych i znajdowane s� 
w sposób natychmiastowy. Je�li płaszczyzna jest prostopadła do jednej z rzutni układu 
Monge'a (jest rzutuj�ca), to jeden z rzutów punktu przebicia takiej płaszczyzny prost� 
znajduje si� w punkcie przeci�cia rzutu prostej i tego rzutu płaszczyzny, który jest prost�. 
Drugi rzut punktu przebicia okre�la si� z warunku przynale�no�ci punktu do prostej 
przebijaj�cej. W przypadku wyznaczania kraw�dzi płaszczyzny rzutuj�cej i płaszczyzny 
zajmuj�cej dowolne (tj. poło�enie nierównoległe ani nieprostopadłe) wzgl�dem rzutni 
układu Monge'a, jeden z rzutów szukanej prostej jednoczy si� z rzutem płaszczyzny 
rzutuj�cej, a drugi wyznacza si� znajduj�c rzuty punktów przebicia tej płaszczyzny 
dwóch dowolnych prostych zawartych w drugiej płaszczy�nie. 

Aby wyznaczy� punkt przebicia płaszczyzny α maj�cej poło�enie dowolne prost� a 
o poło�eniu dowolnym nale�y zastosowa� nast�puj�cy algorytm post�powania: 

– przeprowadzi� przez prost� a dowoln� płaszczyzn� rzutuj�c� β, 
– wyznaczy� kraw�d� k płaszczyzn α i β, 
– wyznaczy� punkt przeci�cia prostych a i k. 

Punkt przeci�cia prostych a i k jest szukanym punktem przebicia. 

Aby wyznaczy� kraw�d� płaszczyzn maj�cych dowolne poło�enie wzgl�dem układu 
rzutni Monge'a wystarczy wyznaczy� rzuty dwóch ró�nych punktów nale��cych do tej 
kraw�dzi. Okre�lenie dwu ró�nych punktów prostej jest bowiem równowa�ne okre�leniu 
całej prostej. Ka�dy punkt przebicia jednej płaszczyzny prost� zawart� w drugiej, nale�y 
jednocze�nie do obu płaszczyzn, wi�c nale�y równie� do ich kraw�dzi. Wybieraj�c dwie 
dowolne proste zawarte w jednej lub drugiej płaszczy�nie i wykorzystuj�c podany 
wcze�niej algorytm, mo�na okre�li� punkty, w których te proste wbijaj� si� w drug� 
płaszczyzn�. Znalezione punkty przebicia wyznaczaj� szukan� kraw�d�. 
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4.2 Równoległo��, prostopadło��, długo�� odcinka, ustalanie 
widoczno�ci 

Równoległo�� prostych jest niezmiennikiem rzutowania równoległego. Oznacza to, 
�e je�li w przestrzeni dwie proste s� równoległe, to ich rzuty s� prostymi równoległymi (o 
ile proste nie maj� kierunku rzutowania). 

Natomiast miara rozwarto�ci k�ta pomi�dzy prostymi nie jest niezmiennikiem 
rzutowania. W przypadku dowolnego poło�enia prostych wzgl�dem rzutni, k�t pomi�dzy 
rzutami tych prostych jest ró�ny od k�ta pomi�dzy tymi prostymi w przestrzeni. Miara 
k�ta zachowuje si� wówczas, gdy obie proste s� równoległe do rzutni. W przypadku k�ta 
prostego warunek ten ulega osłabieniu. K�t prosty pomi�dzy dwoma prostymi zachowany 
jest, gdy jedna z prostych ma poło�enie równoległe do rzutni. 

Prosta jest prostopadła do płaszczyzny wtedy i tylko wtedy, gdy jest prostopadła do 
dwóch prostych przecinaj�cych si� le��cych w tej płaszczy�nie. Konstrukcja prostej 
prostopadłej do płaszczyzny albo płaszczyzny prostopadłej do prostej w rzutowaniu 
metod� Monge'a jest oparta na przytoczonych wcze�niej spostrze�eniach. 

Aby skonstruowa� prost� prostopadł� do płaszczyzny i przechodz�c� przez dany 
punkt, nale�y w płaszczy�nie wybra� par� prostych przecinaj�cych si�: poziom� (|| π1) 
oraz czołow� (|| π2). Rzut poziomy prostej prostopadłej przechodzi przez rzut poziomy 
punktu i jest prostopadły do rzutu poziomego prostej poziomej. Rzut pionowy przechodzi 
przez rzut pionowy punktu i jest prostopadły do rzutu pionowego prostej czołowej.  

W celu wyznaczenia płaszczyzny prostopadłej do prostej i przechodz�cej przez 
zadany punkt, nale�y okre�li� j� przy pomocy odpowiednich prostych poziomej 
i czołowej, przecinaj�cych si� w zadanym punkcie. 

 Miara odległo�ci punktów le��cych na jednej prostej jest zachowana w rzutach 
Monge'a w przypadku, gdy prosta jest równoległa do jednej z rzutni układu. Wynika to 
z własno�ci rzutowania równoległego. Je�li prosta ma poło�enie dowolne, w celu 
sprowadzenia jej do poło�enia równoległego do wybranej rzutni nale�y wykona� tzw. 
kład prostok�tny płaszczyzny przechodz�cej przez prost� i prostopadłej do tej rzutni. 

 Je�li dwa punkty le�� na prostej prostopadłej do rzutni poziomej, to w rzucie 
poziomym widoczny jest ten, który ma wi�ksz� wysoko�� (le��cy wy�ej). Tej informacji 
nale�y szuka� w rzucie pionowym. Z dwu punktów le��cych na prostej prostopadłej do 
rzutni pionowej, w rzucie pionowym widoczny jest ten, który ma wi�ksz� gł�boko�� 
(le��cy bli�ej obserwatora). Gł�boko�ci tych punktów s� zachowane w rzucie na rzutni� 
poziom�. Okre�lenie widoczno�ci dwu (i wi�cej) figur jest równowa�ne z okre�leniem 
widoczno�ci ich ka�dego punktu 
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4.3. Tre�� problemów 

Problem I. Przenikanie trójk�tów 
Dany jest kartezja�ski prostok�tny, prawoskr�tny układ współrz�dnych Oxyz, 

w  którym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maj� długo�� 1 mm. Ponadto dane 
s� dwa trójk�ty: ABC i KLM. 

1. Wykre�li� rzuty Monge’a punktów A, B, C i K, L, M przyjmuj�c, �e rzutni� 
poziom� jest płaszczyzna π1 = {x, y}, a rzutni� pionow� płaszczyzna π2 = {z, x}. 

Punkt O (pocz�tek układu współrz�dnych) przyj�� w punkcie Pp arkusza 
rysunkowego. Przyj�� ponadto, �e rzut osi x ma na arkuszu poło�enie poziome i zwrot 
w  lew� stron�. 

2. Skonstruowa� rzuty Monge’a prostej k b�d�cej kraw�dzi� płaszczyzn α = {A, B, C} 
i β = {K, L, M} (opisa� wszystkie figury geometryczne u�yte w konstrukcji). 

3. Ustali� widoczno�� układu trójk�tów ABC i KLM przy zało�eniu, �e �ciany 
trójk�tów s� nieprzezroczyste. 
 

Problem II. Prostopadło��, punkt przebicia 
W przestrzeni dany jest kartezja�ski prostok�tny prawoskr�tny układ współrz�dnych 

Oxyz, w którym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maj� długo�� 1 mm. Ponadto 
dany jest trójk�t KLM oraz punkt P nie le��cy w płaszczy�nie tego trójk�ta. Metod� 
konstrukcji podstawowych: 

1. Skonstruowa� rzuty Monge’a na rzutnie π1 = {x, y} i π2 = {x, z} prostej a, 
przechodz�cej przez dany punkt,  prostopadłej do płaszczyzny trójk�ta, 

2. Wyznaczy� punkt przebicia S płaszczyzny trójk�ta prost� a i okre�li� widoczno�� 
prostej na tle trójk�ta.  

Przyj��, �e pocz�tek układu współrz�dnych (punkt O) znajduje si� w punkcie 
pocz�tkowym Pp . O� x przyj�� na arkuszu poziomo i nada� jej zwrot „w lewo”, o� y 
przyj�� pionowo i nada� jej zwrot „w dół”, o� z przyj�� pionowo i nada� zwrot „do 
góry”. 
 
 

Informacje pomocnicze: 
• kraw�dzie niewidoczne rysowa� lini� cienk� kreskow�, kraw�dzie widoczne lini� 

ci�gł� grub�, punkty oznacza� okr�gami o �rednicy 2 mm; nie zaczernia� ani nie 
przekre�la� ich wn�trz,   

• punkty pomocnicze numerowa� kolejnymi liczbami, zapisuj�c je cyframi arabskimi, 
• konstrukcje pomocnicze wykre�la� lini� cienk� ci�gł�, 
• w przypadku przecinania si� rzutów kraw�dzi widocznych i niewidocznych nale�y 

kraw�d� niewidoczn� przerwa� na długo�ci około 1,5 mm po obu stronach kraw�dzi 
widocznej.  
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4.4. Przykładowe rozwi	zania 

Przykład 1. Zadanie P4.01. Problem I. 

Dane 

Pp (180; 140) 
  A (80; 80; 70) 

B (10; 40; 90) 
C (50; 10; 10) 
  K (90; 30; 30) 

L (30; 60; 80) 
M (10; 70; 20) 

 
Rozwi�zanie: 

W pierwszej kolejno�ci nale�y nanie�� na arkusz rysunkowy rzuty osi układu 
współrz�dnych, przestrzegaj�c dyspozycji wymiarowych zawartych w tre�ci problemu.  
Nast�pnie znale�� rzuty poziome i pionowe wierzchołków obu danych trójk�tów. 

Je�eli dwie płaszczyzny posiadaj� wspóln� kraw�d� k, to ka�da prosta zawarta 
w jednej płaszczy�nie przebija drug� płaszczyzn� w punkcie nale��cym do kraw�dzi k. 
Aby wyznaczy� prost� k w sposób jednoznaczny, wystarczy skonstruowa� punkty 
przebicia dwóch ró�nych prostych, przy czym proste te mog� by� wybrane w sposób 
dowolny. W rozwa�anym zadaniu rzuty poziome wierzchołków K, L, M s� współliniowe. 
Oznacza to, �e płaszczyzna β = {K, L, M} jest płaszczyzn� poziomorzutuj�c� (prostopadł� 
do rzutni poziomej). Punkty przebicia tej płaszczyzny prostymi zawartymi 
w płaszczy�nie α = {A, B, C} mo�na wi�c wyznaczy� w sposób bezpo�redni z rzutu 
poziomego. Rzuty poziome punktów przebicia s� punktami przeci�cia rzutów poziomych 
wybranych prostych oraz rzutu poziomego płaszczyzny β, za� rzuty pionowe le�� 
w punktach przeci�cia rzutów pionowych wybranych prostych i odpowiednich prostych 
odnosz�cych. W omawianym rozwi�zaniu wybrano w płaszczy�nie α proste a = {A, C} 
i  b = {A, B}. (Najwygodniej jest wykorzysta� proste zawieraj�ce boki trójk�ta ABC.) 
Prosta a przebija płaszczyzn� β w punkcie 1, prosta b przebija płaszczyzn� β w punkcie 
2. Prosta przebiegaj�ca przez punkty 1 i 2 jest poszukiwan� kraw�dzi� płaszczyzn α i β, 
tzn. k = {1, 2}. 

W dalszej kolejno�ci nale�y ustali� widoczno�� układu przenikaj�cych si� trójk�tów. 
W tym celu nale�y narysowa� boki trójk�tów ABC i KLM oraz wyznaczy� fragment 
kraw�dzi k, b�d�cy cz��ci� wspóln� tych trójk�tów. Poszukiwana cz��� wspólna jest 
odcinkiem, którego oba rzuty le�� wewn�trz rzutów cz��ci wspólne rzutów trójk�tów. 
W danym rozwi�zaniu jest to odcinek 1–3.  
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 Rys. 4.1. Rozwi�zanie zadania P4.01 
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Przy ustalaniu widoczno�ci układu wielok�tów płaskich nale�y zauwa�y�, �e: 
– punkt przebicia płaszczyzny prost� jest punktem zmiany widoczno�ci prostej, 
– kraw�d� dwóch wielok�tów jest zawsze widoczna, 
– brzeg rzutu układu wielok�tów jest zawsze widoczny, 
– okre�lenie w rzucie widoczno�ci jednego punktu nale��cego do cz��ci wspólnej 

rzutów obu figur, pozwala na okre�lenie widoczno�ci we wszystkich pozostałych 
punktach. 
Widoczno�� figur w rzucie pionowym okre�lono analizuj�c poło�enie punktów 4 ∈ AC 

i 5 ∈ KL. Punkty te wyznaczaj� pewn� prost� celow�. Poniewa� gł�boko�� punktu 4 jest 
wi�ksza o gł�boko�ci punktu 5, wi�c w rzucie pionowym widoczny jest punkt 4, a 
zarazem odcinek A–1. St�d wynika, �e niewidoczne s�: odcinek 3–5 i  fragmenty 
odcinków 1–C oraz  BC. 

Widoczno�� w rzucie poziomym ustalono analogicznie, analizuj�c poło�enie punktów 
2 ∈ AB, 6 ∈ KL i 7∈ KM. 
 

Przykład 2. Zadanie P4.02. Problem II. 

Dane 

Pp (205; 160) 
  K (110; 120; 0) 

L (20; 30; 45) 
M (110; 75; 90) 
  P (110; 30; 45) 

 
Rozwi�zanie: 
Rozwi�zywanie problemu rozpoczynamy od wyznaczenia rzutów prostok�tnych 

zadanej sytuacji. Niewspółliniowe punkty K, L, M (wierzchołki trójk�ta) wyznaczaj� 
w przestrzeni pewn� płaszczyzn� α. Aby skonstruowa� rzuty prostej a, prostopadłej do α, 
nale�y w tej płaszczy�nie okre�li� kierunki prostych poziomych i czołowych. W tym celu 
znale�li�my par� prostych: prost� czołow� c = {1, M} i prost� poziom� p = {2, L} 
(rys. 4.2). (Uwaga: c I

 || pII
 || x.) Rzut poziomy aI szukanej prostej a (a ⊥ α) jest prost� 

przechodz�c� przez rzut poziomy punktu P i prostopadł� do rzutu poziomego prostej p, 
za� jej rzut pionowy aII przechodzi przez rzut pionowy punktu P i jest prostopadły do cII.  

Punkt przebicia S płaszczyzny α = {K, L, M} prost� a wyznaczyli�my prowadz�c 
pomocnicz� płaszczyzn� β ⊥ π1, przechodz�c� przez a. Płaszczyzny α i β maj� wspóln� 
kraw�d� k, a szukany punkt przebicia S jest punktem przeci�cia prostych a i k 
( a ∩ k = S ). 

Aby okre�li� widoczno�� tych figur wystarczy zauwa�y�, �e punkt 2 ∈ KM ma 
wi�ksz� gł�boko�� ni� punkt P ∈ a, a punkt 4 ∈ LM ma wi�ksz� wysoko�� ni� punkt 
6 ∈ a. Zatem prosta a na odcinku PII SII jest niewidoczna w rzucie pionowym i na odcinku 
S I 6 I w rzucie poziomym. Punkt przebicia S jest punktem zmiany widoczno�ci prostej na 
tle płaszczyzny.  
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 Rys. 4.2. Rozwi�zanie zadania P4.02 
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4.5. Zadania 

Problem I 

1. Pp = (200; 150), A = (90; 70; 20), B = (60; 20; 90), C = (10; 90; 10), K = (90; 40; 90), 
L = (10; 80; 60), M = (50; 60; 10). 

2. Pp = (200; 150), A = (10; 10; 10), B = (60; 90; 90), C = (90; 50; 20), K = (10; 70; 30), 
L = (90; 30; 40), M = (30; 60; 90). 

3. Pp = (200; 150), A = (10; 80; 90), B = (90; 50; 80), C = (40; 30; 10), K = (30; 90; 80), 
L = (90; 70; 20), M = (60; 10; 50). 

4. Pp = (200; 150), A = (80; 20; 30), B = (50; 80; 90), C = (20; 10; 10), K = (90; 90; 40), 
L = (10; 50; 80), M = (50; 20; 60). 

5. Pp = (200; 150), A = (90; 40; 70), B = (20; 20; 60), C = (50; 90; 10), K = (80; 80; 20), 
L = (70; 10; 30), M = (10; 70; 90). 

6. Pp = (200; 150), A = (90; 70; 20), B = (40; 10; 90), C = (20; 90; 10), K = (90; 10; 70), 
L = (10; 60; 30), M = (70; 90; 60). 

7. Pp = (200; 150), A = (90; 10; 70), B = (10; 60; 50), C = (40; 90; 10), K = (90; 70; 30), 
L = (30; 40; 90), M = (10; 30; 20). 

8. Pp = (200; 150), A = (90; 20; 90), B = (10; 10; 50), C = (40; 90; 20), K = (90; 40; 10), 
L = (50; 30; 90), M = (10; 20; 20). 

9. Pp = (200; 150), A = (90; 10; 80), B = (10; 20; 50), C = (60; 90; 30), K = (70; 20; 90), 
L = (10; 80; 70), M = (40; 50; 10). 

10. Pp = (200; 150), A = (20; 30; 20), B = (50; 90; 80), C = (80; 10; 10), K = (10; 40; 90), 
L = (90; 80; 50), M = (50; 60; 20). 

11. Pp = (200; 150), A = (10; 70; 40), B = (80; 60; 20), C = (50; 10; 90), K = (20; 20; 80), 
L = (30; 30; 10), M = (90; 90; 70). 

12. Pp = (200; 150), A = (10; 20; 70), B = (60; 90; 10), C = (80; 10; 90), K = (10; 70; 10), 
L = (90; 30; 60), M = (30; 60; 90). 

13. Pp = (200; 150),  A = (10; 70; 10),  B = (90; 50; 60),  C = (60; 10; 90),  K = (10; 30; 70), 
L = (70; 90; 40),  M = (90; 20; 30). 

14. Pp = (200; 150),  A = (10; 90; 20),  B = (90; 50; 10),  C = (60; 20; 90),  K = (10; 10; 40), 
 L = (50; 90; 30),  M = (90; 20; 20). 

15. Pp = (200; 150),  A = (10; 80; 10),  B = (90; 50; 20),  C = (40; 30; 90),  K = (30; 90; 20), 
 L = (90; 70; 80),  M = (60; 10; 50). 

16. Pp = (200; 150),  A = (80; 30; 20),  B = (50; 90; 80),  C = (20; 10; 10),  K = (90; 40; 90), 
 L = (10; 80; 50),  M = (50; 60; 20). 

17. Pp = (200; 150),  A = (90; 70; 40),  B = (20; 60; 20),  C = (50; 10; 90),  K = (80; 20; 80), 
 L = (70; 30; 10),  M = (10; 90; 70). 

18. Pp = (200; 150),  A = (90; 20; 70),  B = (40; 90; 10),  C = (20; 10; 90),  K = (90; 70; 10), 
 L = (10; 30; 60),  M = (70; 60; 90). 

19. Pp = (200; 150),  A = (90; 70; 10),  B = (10; 50; 60),  C = (40; 10; 90),  K = (90; 30; 70), 
 L = (30; 90; 40),  M = (10; 20; 30). 

20. Pp = (200; 150),  A = (90; 90; 20),  B = (10; 50; 10),  C = (40; 20; 90),  K = (90; 10; 40), 
 L = (50; 90; 30),  M = (10; 20; 20). 
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21. Pp = (200; 150),  A = (90; 80; 10),  B = (10; 50; 20),  C = (60; 30; 90),  K = (70; 90; 20), 
 L = (10; 70; 80),  M = (40; 10; 50). 

22. Pp = (200; 150),  A = (20; 20; 30),  B = (50; 80; 90),  C = (80; 10; 10),  K = (10; 90; 40), 
 L = (90; 50; 80),  M = (50; 20; 60). 

23. Pp = (200; 150),  A = (10; 40; 70),  B = (80; 20; 60),  C = (50; 90; 10),  K = (20; 80; 20), 
 L = (30; 10; 30),  M = (90; 70; 90).   

24. Pp = (200; 150),  A = (10; 70; 20),  B = (60; 10; 90),  C = (80; 90; 10),  K = (10; 10; 70), 
L = (90; 60; 30),  M = (30; 90; 60). 

25. Pp = (200; 150),  A = (10; 10; 70),  B = (90; 60; 50),  C = (60; 90; 10),  K = (10; 70; 30), 
 L = (70; 40; 90),  M = (90; 30; 20).   

 
 

Problem II 

1. Pp = (200; 150), K = (20; 75; 0), L = (110; 30; 45), M = (110; 120; 90), P = (20; 30; 90). 
2. Pp = (200; 150), K = (65; 120; 0), L = (120; 30; 90), M = (20; 75; 90), P = (20; 30; 0). 
3. Pp = (200; 150), K = (20; 30; 0), L = (110; 120; 45), M = (20; 75; 90), P = (65; 120; 45). 
4. Pp = (200; 150), K = (110; 120; 0), L = (20; 120; 45), M = (65; 30; 90), P = (20; 30; 0). 
5. Pp = (200; 150), K = (65; 30; 0), L = (110; 75; 90), M = (20; 120; 90), P = (110; 120; 0). 
6. Pp = (200; 150), K = (110; 30; 0), L = (20; 30; 45), M = (65; 120; 90), P = (20; 120; 0). 
7. Pp = (200; 150), K = (20; 30; 0), L = (110; 30; 45), M = (65; 120; 90), P = (110; 120; 0). 
8. Pp = (200; 150), K = (65; 30; 0), L = (110; 120; 45), M = (20; 120; 90), P = (110; 30; 90). 
9. Pp = (200; 150), K = (65; 120; 45), L = (110; 30; 90), M = (20; 75; 90), P = (20; 30; 0). 

10. Pp = (200; 150), K = (65; 75; 0), L = (20; 120; 45), M = (110; 120; 90), P = (20; 30; 90). 
11. Pp = (200; 150), K = (65; 120; 45), L = (110; 75; 90), M = (20; 30; 90), P = (110; 30; 0). 
12. Pp = (200; 150), K = (110; 30; 0), L = (20; 75; 0), M = (65; 120; 45), P = (20; 30; 90). 
13. Pp = (200; 150), K = (110; 75; 0), L = (20; 30; 0), M = (65; 120; 45), P = (110; 30; 90). 
14. Pp = (200; 150), K = (65; 30; 0), L = (110; 75; 45), M = (20; 75; 90), P = (65; 120; 0). 
15. Pp = (200; 150), K = (65; 30; 0), L = (20; 75; 45), M = (110; 75; 90), P = (65; 120; 0). 
16. Pp = (200; 150), K = (65; 30; 0), L = (20; 120; 45), M = (110; 120; 90), P = (20; 30; 90). 
17. Pp = (200; 150),  K = (110; 75; 0), L = (20; 30; 0), M = (65; 120; 90), P = (110; 30; 90). 
18. Pp = (200; 150), K = (110; 30; 0), L = (20; 75; 0), M = (65; 120; 90), P = (20; 30; 90). 
19. Pp = (200; 150), K = (65; 30; 0), L = (110; 120; 90), M = (20; 75; 90), P = (20; 120; 0). 
20. Pp = (200; 150), K = (65; 30; 45), L = (110; 75; 90), M = (20; 120; 90), P = (110; 120; 0). 
21. Pp = (200; 150), K = (110; 120; 0), L = (20; 120; 45), M = (65; 75; 90), P = (20; 30; 0). 
22. Pp = (200; 150), K = (110; 30; 0), L = (20; 30; 45), M = (65; 75; 90), P = (20; 120; 0). 
23. Pp = (200; 150), K = (65; 30; 0), L = (110; 120; 45), M = (20; 75; 45), P = (65; 30; 90). 
24. Pp = (200; 150), K = (20; 75; 0), L = (110; 75; 45), M = (65; 120; 90), P = (65; 30; 90). 
25. Pp = (200; 150), K = (65; 120; 0), L = (110; 30; 45), M = (20; 75; 45), P = (65; 120; 90). 
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5. Transformacje układu odniesienia 

 
5.1. Podstawowe zasady wprowadzania nowych rzutni 

Transformacja układu odniesienia jest przekształceniem polegaj�cym na 
wprowadzeniu do istniej�cego układu rzutni Monge'a (πi, πj) rzutni pomocniczej πk , 
prostopadłej do jednej z rzutni układu. (Indeksy i, j, k oznaczaj� numery rzutni.) Rzutni� 
pomocnicz� mo�e by� dowolna płaszczyzna, która w rozwa�anym układzie jest rzutuj�ca. 
Istniej� wi�c dwie mo�liwo�ci przyj�cia nowej rzutni: πk ⊥ πi lub πk ⊥ πj. O wyborze 
decyduje rozplanowanie arkusza rysunkowego (rzut transformowanej sytuacji musi by� 
rozł�czny z rzutami podstawowymi i mie�ci� si� w kadrze rysunku). W zale�no�ci od 
podj�tej decyzji otrzymuje wtedy si� nowy układ rzutni Monge’a (πi, πk) lub (πj, πk). 

Kraw�dzie pomi�dzy rzutniami tworz�cymi układy Monge’a nazywane s� osiami 
transformacji i z definicji oznaczane jako xij = πi ∩ πj, gdzie i, j s� numerami rzutni. 

Zasada transformacji układu rzutni Monge’a (πi, πj) do układu (πj, πk) wyra�a si� 
oczywist� równo�ci� 

ρ(P i, xij) = ρ(P k, xjk) = ρ(P, πj), 
maj�c� miejsce dla dowolnego punktu P przestrzeni trójwymiarowej. Wynika st�d 
konstrukcja geometryczna pozwalaj�ca wyznaczy� rzut punktu na now� rzutni� 
w oparciu o znajomo�� poło�enia rzutów punktu w układzie pierwotnym. 

Liczba mo�liwych transformacji dowolnego układu odniesienia jest nieograniczona. 
Ka�dy nowy układ rzutni mo�e równie� podlega� transformacji. W praktyce celem 
przekształcenia jest dobranie nowego układu odniesienia tak, by sytuacja okre�lana 
w układzie pierwotnym jako ogólna, stała si� (po jednej lub kilku transformacjach) 
szczególn�, w której maj� zastosowanie niezmienniki rzutowania równoległego 
dotycz�ce zachowania miary długo�ci i k�ta. 

Dobór nowych rzutni pomocniczych zale�y od postawionego zadania, niemniej  
mo�na wyró�ni� cztery podstawowe typy transformacji układu odniesienia. 

T1(e) — transformacja prowadz�ca do uzyskania równoległego poło�enia wybranej 
prostej e wzgl�dem nowej rzutni pomocniczej πk . Rzutni� t� nale�y przyj�� równolegle 
do prostej e i jednocze�nie prostopadle do jednej z rzutni układu pierwotnego (πi, πj). 
W rzutach Monge’a realizuje si� to poprzez przyj�cie osi xjk | ej. 

T2(e) — transformacja prowadz�ca do uzyskania prostopadłego poło�enia wybranej 
prostej e wzgl�dem nowej rzutni pomocniczej πl . W przypadku gdy rozwa�ana prosta e 
ma poło�enie ogólne w układzie (πi, πj), wymaga to wprowadzenia dwu rzutni 
dodatkowych. Wprowadzenie rzutni πk wg zasady T1(e) daje nowy układ Monge’a 
(πj, πk), w którym e || πk . Nast�pn� rzutni� πl nale�y przyj�� prostopadle do prostej e 
i jednocze�nie prostopadle do πk (xkl ⊥ ek).  Je�li za� prosta e jest równoległa do jednej 
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z rzutni układu pierwotnego i nie jest prostopadła do �adnej z nich, to now� rzutni� 
pomocnicz� przyjmuje si� od razu jako prostopadł� do prostej e i jednocze�nie 
prostopadle do jednej z rzutni pierwotnych. 

T3(ϕ) — transformacja prowadz�ca do uzyskania prostopadłego poło�enia wybranej 
płaszczyzny ϕ wzgl�dem nowej rzutni pomocniczej πk , gdy w układzie rzutni (πi, πj) ϕ 
ma poło�enie ogólne. Do realizacji tego zadania wystarcza wprowadzenie jednej rzutni. 
Rzutni� t� nale�y przyj�� prostopadle do prostej zawartej w płaszczy�nie ϕ, która ma 
poło�enie szczególne w układzie (πi, πj). Gdy wybrana prosta szczególna p, p ⊂ ϕ, jest 
równoległa do πj , to xjk ⊥ pj. (Poniewa� proste szczególne płaszczyzny wyznacza si� 
z  zasady przynale�no�ci, wi�c nie ma tu zastosowania przypadek T2(p)).  

T4(ϕ) — transformacja prowadz�ca do uzyskania równoległego poło�enia wybranej 
płaszczyzny ϕ wzgl�dem nowej rzutni pomocniczej. Je�li płaszczyzna ϕ ma poło�enie 
ogólne w układzie rzutni (πi, πj), przekształcenie wymaga wprowadzenia dwóch nowych 
rzutni: pierwszej (πk) w oparciu o przekształcenie T3(ϕ), i nast�pnej (πl) równoległej do ϕ 
i jednocze�nie prostopadłej do πk . Realizuje si� to poprzez obranie osi xkl || ϕk. 
 
5.2. Tre�� problemu 

Problem I. Kraw�d� płaszczyzn i k�t 
Dany jest kartezja�ski prostok�tny, prawoskr�tny układ współrz�dnych Oxyz, 

w  którym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maj� długo�� 1 mm. Ponadto dane 
s� dwa trójk�ty: ABC i KLM. 

1. Wykre�li�  podstawowe rzuty Monge’a trójk�tów ABC i KLM, przyjmuj�c, �e 
rzutni� poziom� jest płaszczyzna π1 = {x, y}, a rzutni� pionow� — płaszczyzna π2 = {z, x}. 

Punkt O (pocz�tek układu współrz�dnych) przyj�� w punkcie pocz�tkowym Pp 
arkusza rysunkowego. Przyj�� ponadto, �e rzut osi x = x12 ma na arkuszu poło�enie 
poziome i zwrot w lew� stron�, o� y — poło�enie pionowe i zwrot „w dół”, o� z — 
poło�enie pionowe i zwrot „w gór�”. 

2. Metod� transformacji układu odniesienia wyznaczy� rzuty prostej k b�d�cej 
kraw�dzi� płaszczyzn α = {A, B, C} i β = {K, L, M} (opisa� wszystkie elementy u�yte 
w  konstrukcji). 

3. Ustali� widoczno�� układu trójk�tów ABC i KLM we wszystkich konstruowanych 
rzutach przy zało�eniu, �e oba trójk�ty s� nieprzezroczyste. 

4. Metod� transformacji układu odniesienia skonstruowa� rzut, w którym 
zachowana jest miara rozwarto�ci k�ta pomi�dzy płaszczyznami α = {A, B, C} 
i  β = {K, L, M}. 

Informacje pomocnicze: 
• wszystkie konstruowane rzuty winny by� rozł�czne! 
• kraw�dzie niewidoczne rysowa� lini� cienk� kreskow�, kraw�dzie widoczne lini� 

ci�gł� grub�, punkty oznacza� okr�gami o �rednicy 2 mm; nie zaczernia� ani nie 
przekre�la� ich wn�trz,   

• konstrukcje pomocnicze wykre�la� lini� cienk� ci�gł�, 
• punkty pomocnicze numerowa� kolejnymi liczbami, zapisuj�c je cyframi arabskimi. 
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5.3. Przykładowe rozwi	zanie 

Przykład. Zadanie P5.01. Problem I. 

Dane 

Pp (200; 120) 
  A (60; 70; 50) 

B (20; 60; 70) 
C (40; 10; 10) 
  K (70; 40; 20) 

L (10; 50; 30) 
M (30; 10; 70) 

Rozwi�zanie: 
Poniewa� płaszczyzny α = {A, B, C} i β = {K, L, M} maj� w podstawowym układzie 

rzutni Monge’a poło�enie ogólne, nale�y wprowadzi� rzutni� π3 tak, aby jedna 
z  płaszczyzn była do niej prostopadła. (Zachodzi tu przypadek T3 stosowania 
transformacji.) W prezentowanym rozwi�zaniu (rys. 5.1.) przyj�to, �e π3 ⊥ α oraz π3 ⊥ π1 
(płaszczyzny π1 i π3 tworz� nowy układ rzutni Monge’a). W tym celu wyznaczono prost� 
poziom� p = {A, 1}, gdzie 1 ∈ BC, le��c� w płaszczy�nie α i  skonstruowano o� x13 tak, by 
było x13 ⊥ pI (π3 ⊥ p). Korzystaj�c z rzutów: pierwszego i  trzeciego, wyznaczono rzuty 
pierwszy i trzeci szukanej kraw�dzi k = {2, 3} oraz rzuty odcinka  4–5, b�d�cego 
elementem wspólnym trójk�tów ABC i KLM. Nast�pnie znaleziono rzuty pionowe prostej 
k i odcinka 4–5, po czym ustalono widoczno�� układu przenikaj�cych si� figur w rzutach: 
pionowym, poziomym oraz trzecim. 

Miara rozwarto�ci k�ta pomi�dzy płaszczyznami zachowuje si� w rzucie na 
płaszczyzn� prostopadł� do kraw�dzi płaszczyzn. Poniewa� prosta k ma w układach 
rzutni  (π1, π2) oraz (π1; π3) poło�enie ogólne, w celu znalezienia rzutni prostopadłej k 
nale�y najpierw skonstruowa� rzutni� π4 || k, a nast�pnie wprowadzi� rzutni� π5 tak, by 
było π5 ⊥ k i π5 ⊥ π4) (przypadek transformacji T2(k)). W omawianym rozwi�zaniu 
przyj�to π4 ⊥ π2 (x24 || kII ). W celu znalezienia czwartego rzutu prostej k odwzorowano 
punkty 2 i 3 kraw�dzi, gdy� odcinek 2–3 jest najdłu�szy spo�ród odcinków, które mo�na 
utworzy� przyjmuj�c ko�ce w  punktach 2, 3, 4 i 5. Poniewa� w poleceniu w punkcie 4. 
tre�ci problemu jest mowa o  k�cie pomi�dzy płaszczyznami, nie ma potrzeby 
odwzorowywania wszystkich wierzchołków danych trójk�tów. Płaszczyzn� α 
wyznaczaj� bowiem jednoznacznie np. punkty 2, 3 i A, za� płaszczyzn� β — punkty 2, 3, 
L. Zatem wyznaczono czwarte rzuty jedynie tych punktów. Przyjmuj�c x45 ⊥ kIV, 
skonstruowano rzut pi�ty, w którym jest π5 ⊥ α, π5 ⊥ β i zachodzi równo�� miar 
σ(α, β) = σ(αV, βV). 
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 Rys. 5.1. Rozwi�zanie zadania P5.01 
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5.4. Zadania 

Problem I 

1. Pp = (200; 120), A = (70; 70; 10), B = (60; 10; 40), C = (10; 50; 50), K = (70; 40; 40), 
L = (10; 10; 10), M = (40; 70; 70). 

2. Pp = (200; 120), A = (40; 10; 10), B = (70; 70; 50), C = (20; 50; 70), K = (10; 30; 40), 
L = (70; 60; 10), M = (60; 10; 70). 

3. Pp = (200; 120), A = (10; 10; 20), B = (40; 70; 70), C = (70; 20; 10), K = (20; 20; 70), 
L = (40; 50; 20), M = (70; 10; 40). 

4. Pp = (200; 120), A = (70; 70; 50), B = (20; 50; 70), C = (40; 10; 20), K = (70; 60; 10), 
L = (60; 10; 70), M = (10; 30; 40). 

5. Pp = (200; 120), A = (70; 60; 10), B = (40; 10; 70), C = (10; 70; 20), K = (60; 10; 20), 
L = (40; 60; 50), M = (10; 40; 10). 

6. Pp = (200; 120), A = (10; 10; 20), B = (30; 50; 50), C = (60; 30; 10), K = (20; 60; 10), 
L = (70; 70; 30), M = (40; 10; 50). 

7. Pp = (200; 120), A = (70; 50; 70), B = (20; 70; 50), C = (40; 20; 10), K = (70; 10; 60), 
L = (60; 70; 10), M = (10; 40; 30). 

8. Pp = (200; 120), A = (70; 10; 60), B = (40; 70; 10), C = (10; 20; 70), K = (60; 20; 10), 
L = (40; 50; 60), M = (10; 10; 40). 

9. Pp = (200; 120), A = (10; 20; 10), B = (30; 50; 50), C = (60; 10; 30), K = (20; 10; 60), 
L = (70; 30; 70), M = (40; 50; 10). 

10. Pp = (200; 120), A = (70; 10; 50), B = (20; 30; 70), C = (40; 70; 20), K = (70; 20; 10), 
L = (60; 70; 70), M = (10; 50; 40). 

11. Pp = (200; 120), A = (70; 20; 10), B = (40; 70; 70), C = (10; 10; 20), K = (60; 70; 20), 
L = (40; 20; 50), M = (10; 40; 10). 

12. Pp = (200; 120), A = (70; 20; 70), B = (50; 50; 30), C = (20; 10; 50), K = (60; 10; 20), 
L = (10; 30; 10), M = (40; 50; 70). 

13. Pp = (200; 120), A = (10; 10; 30), B = (60; 30; 10), C = (40; 70; 60), K = (10; 20; 70), 
L = (20; 70; 10), M = (70; 50; 40). 

14. Pp = (200; 120), A = (10; 60; 70), B = (30; 30; 30), C = (60; 70; 50), K = (20; 70; 20), 
L = (70; 50; 10), M = (40; 30; 70). 

15. Pp = (200; 120), A = (70; 10; 30), B = (20; 30; 10), C = (40; 70; 60), K = (70; 20; 70), 
L = (60; 70; 10), M = (10; 50; 40). 

16. Pp = (200; 120), A = (70; 20; 70), B = (40; 70; 10), C = (10; 10; 60), K = (60; 70; 60), 
L = (40; 20; 30), M = (10; 40; 70). 

17. Pp = (200; 120), A = (10; 10; 50), B = (60; 30; 70), C = (40; 70; 20), K = (10; 20; 10), 
L = (20; 70; 70), M = (70; 50; 40). 

18. Pp = (200; 120), A = (10; 20; 10), B = (40; 70; 70), C = (70; 10; 20), K = (20; 70; 20), 
L = (40; 20; 50), M = (70; 40; 10). 

19. Pp = (200; 120), A = (10; 70; 30), B = (60; 50; 10), C = (40; 10; 60), K = (10; 60; 70), 
L = (20; 10; 10), M = (70; 30; 40). 

20. Pp = (200; 120), A = (10; 20; 70), B = (30; 50; 30), C = (60; 10; 50), K = (20; 10; 20), 
L = (70; 30; 10), M = (40; 50; 70). 
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21. Pp = (200; 120), A = (10; 60; 70), B = (40; 10; 10), C = (70; 70; 60), K = (20; 10; 60), 
L = (40; 60; 30), M = (70; 40; 70). 

22. Pp = (200; 120), A = (70; 70; 20), B = (50; 30; 50), C = (20; 50; 10), K = (60; 20; 10), 
L = (10; 10; 30), M = (40; 70; 50). 

23. Pp = (200; 120), A = (70; 50; 10), B = (20; 70; 30), C = (40; 20; 70), K = (70; 10; 20), 
L = (60; 70; 70), M = (10; 40; 50). 

24. Pp = (200; 120), A = (70; 10; 20), B = (40; 70; 70), C = (10; 20; 10), K = (60; 20; 70), 
L = (40; 50; 20), M = (10; 10; 40). 

25. Pp = (200; 120), A = (70; 70; 20), B = (40; 10; 70), C = (10; 60; 10), K = (60; 60; 70), 
L = (40; 30; 20), M = (10; 70; 40). 
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6. Wielo�ciany 

 
6.1. Podstawowe definicje i klasyfikacje 

W grafice in�ynierskiej pod poj�ciem wielo�cianu rozumiemy figur� geometryczn� 
(zbiór punktów przestrzeni trójwymiarowej) ograniczon� tzw. powierzchni� 
wielo�cienn�. Powierzchni� wielo�cienn� nazywamy zbiór sko�czonej liczby 
wielok�tów płaskich, spełniaj�cych nast�puj�ce warunki: 

– ka�de dwa wielok�ty maj� wspólny bok lub wierzchołek, albo nie maj� �adnego 
punktu wspólnego, 

– ka�dy bok wielok�ta jest wspólnym bokiem dokładnie dwóch wielok�tów, 
– ka�dy wierzchołek wielok�ta jest wspólnym wierzchołkiem co najmniej trzech 

wielok�tów. 
(Zakładamy, �e wielok�t płaski to zbiór punktów płaszczyzny ograniczony łaman� 
zamkni�t� zawart� w tej płaszczy�nie.) 

Wielok�ty tworz�ce powierzchni� wielo�cienn� nazywamy �cianami, ich boki — 
kraw�dziami, a ich wierzchołki — wierzchołkami wielo�cianu (powierzchni wielo-
�ciennej). Odcinki ł�cz�ce dwa wierzchołki wielo�cianu i niele��ce na jednej �cianie 
nazywamy przek�tnymi wielo�cianu. Dwie �ciany s� przyległe, gdy maj� wspóln� 
kraw�d�, przeciwległe — je�li le�� w płaszczyznach do siebie równoległych. 

Wiele cz��ci maszyn ma kształt wielo�cianów b�d� kształt, który powstał w wyniku 
geometrycznej modyfikacji takich brył. Znajomo�� podstawowych własno�ci 
wielo�cianów ułatwia projektowanie i wytwarzanie elementów maszyn.  

Istnieje wiele ró�nych klasyfikacji wielo�cianów. Do podstawowych nale�� 
klasyfikacje ze wzgl�du na liczb� �cian, wypukło�� i foremno��. Według pierwszego 
kryterium mamy podział wielo�cianów na czworo�ciany, pi�cio�ciany, sze�cio�ciany, … 
i ogólnie na n-�ciany, gdzie n jest liczb� �cian wielo�cianu. Według kryterium 
wypukło�ci wielo�ciany dziel� si� na wypukłe i wkl�słe. (Figur� geometryczn� 
nazywamy wypukł�, je�li odcinek o ko�cach nale��cych do figury jest cały w niej 
zawarty.) Wielo�ciany wkl�słe, to wielo�ciany, które nie s� wypukłe. Charakterystyczn� 
cech� wielo�cianu wypukłego jest to, �e w przestrzeni wszystkie jego punkty le�� zawsze 
po jednej stronie płaszczyzny przechodz�cej przez dowoln� jego �cian�. Kryterium 
foremno�ci pozwala podzieli� wielo�ciany na foremne, półforemne oraz nieforemne 
(patrz: rozdział 3.). 

Dla wielo�cianów wypukłych zachodzi tzw. wzór Eulera : 
w + s – k = 2, 
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gdzie w jest liczb� wierzchołków, s — liczb� �cian, za� k — liczb� kraw�dzi wielo�cianu 
wypukłego. Wzór ten jest u�yteczny przy konstruowaniu wielo�cianów opisanych 
niejawnie na podstawie zestawu pewnych cech geometrycznych. 

Wielo�ciany mo�na równie� podzieli� na ostrosłupy, graniastosłupy i wielo�ciany 
dowolne. 

Ostrosłup jest wielo�cianem, w którym mo�na wyró�ni� �cian� (podstaw�) maj�c� 
wspóln� kraw�d� z ka�d� z pozostałych �cian (bocznych), które z kolei s� trójk�tami 
posiadaj�cymi jeden wspólny wierzchołek (wierzchołek ostrosłupa). Wspólne 
kraw�dzie �cian bocznych nazywamy kraw�dziami bocznymi ostrosłupa, za� �ciany 
boczne — pobocznic�. Ostrosłup jest n-�cienny, je�li podstawa ma n boków. 

Rozró�nia si� ostrosłupy: 
– proste, których kraw�dzie boczne s� jednakowej długo�ci, 
– prawidłowe (ostrosłupy proste, których podstawy s� wielok�tami foremnymi), 
– pochyłe (ostrosłupy, które nie s� ostrosłupami prostymi). 

Podstawa ostrosłupa prostego jest wielok�tem, na którym mo�na opisa� okr�g. Rzut 
prostok�tny wierzchołka ostrosłupa na płaszczyzn� podstawy (spodek wysoko�ci) le�y 
w  �rodku tego okr�gu. 

Graniastosłup jest wielo�cianem, którego wszystkie wierzchołki le�� w dwu 
płaszczyznach do siebie równoległych, �ciany zawarte w tych płaszczyznach (podstawy) 
s� przystaj�cymi wielok�tami, które mo�na nało�y� na siebie poprzez przesuni�cie 
równoległe, a pozostałe �ciany (boczne) s� równoległobokami. Wspólne kraw�dzie �cian 
bocznych nazywamy kraw�dziami bocznymi graniastosłupa, �ciany boczne — jego 
pobocznic�. 

Rozró�nia si� graniastosłupy: 
– proste, których kraw�dzie boczne s� prostopadłe płaszczyzn podstaw, 
– prawidłowe (graniastosłupy proste, których podstawy s� wielok�tami foremnymi), 
– pochyłe (graniastosłupy, które nie s� graniastosłupami prostymi). 

Wielo�ciany nieb�d�ce graniastosłupami ani ostrosłupami s� wielo�cianami 
dowolnymi. 
 
 
6.2. Rzuty wielo�cianów 

Rzutem wielo�cianu nazywamy zbiór rzutów jego punktów. Rzutem równoległym 
wielo�cianu jest wielok�t płaski, którego brzeg nazywamy zarysem. Zarys wielo�cianu 
wypukłego jest zawsze figur� wypukł�. W celu „uplastycznienia” rysunku wyró�nia si� 
rzuty wszystkich wierzchołków i kraw�dzi wielo�cianu oraz okre�la si� w umowny 
sposób ich widoczno�� na tle widocznej dla obserwatora cz��ci jego powierzchni. 
Najcz��ciej kraw�dzie widoczne rysuje si� lini� grub� o intensywnej barwie, kraw�dzie 
niewidoczne — lini� cienk� kreskow� o mniejszej intensywno�ci zabarwienia. Je�li 
kraw�d� widoczna jednoczy si� w rzucie z  kraw�dzi� niewidoczn�, rysuje si� jedynie 
kraw�d� widoczn�. Je�li przecinaj� si� rzuty kraw�dzi widocznej i niewidocznej, to 
w  okolicy punktu przeci�cia nie rysuje si� kraw�dzi niewidocznej. Podobnie post�puje 
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si� przy analizie poło�enia dwu kraw�dzi niewidocznych. Jednocz�ce si� w rzucie 
wierzchołki opisuje si� w kolejno�ci zgodnej z ich widoczno�ci�. 

Rzuty wielo�cianów sporz�dza si� w oparciu o tzw. cechy wielo�cianów. Cechy s� to 
zwi�zki geometryczne opisuj�ce wzajemne poło�enie jego �cian, kraw�dzi oraz 
wierzchołków, okre�laj�ce ten wielo�cian w sposób jednoznaczny. Skonstruowanie 
rzutów wielo�cianu jest mo�liwe wówczas, gdy znane s� jego cechy oraz poło�enie 
w  przestrzeni wzgl�dem przyj�tego układu odniesienia (bazy). 
 
 
 
6.3. Wielo�ciany foremne 

Wielo�ciany foremne to wielo�ciany, których powierzchni� stanowi� przystaj�ce 
wielok�ty foremne, a s�siednie pary �cian tworz� jednakowe k�ty dwu�cienne. 
Wielo�ciany półforemne maj� powierzchni� zło�on� z ró�nych wielok�tów foremnych. 
Wielo�ciany nieb�d�ce foremnymi nazywamy wielo�cianami nieforemnymi. 

Istnieje pi�� wielo�cianów foremnych ró�ni�cych si� liczb� �cian: 
– czworo�cian foremny, którego powierzchni� tworz� cztery trójk�ty równoboczne, 

maj�cy 6 kraw�dzi i 4 wierzchołki  (rys. 6.3.), 
– sze�cian, którego powierzchni� tworzy sze�� kwadratów, maj�cy 12 kraw�dzi i 8 

wierzchołków, 
– o�mio�cian foremny, którego powierzchni� tworzy osiem trójk�tów 

równobocznych, maj�cy 12 kraw�dzi i 6 wierzchołków (rys. 6.5.), 
– dwunasto�cian foremny, którego powierzchni� tworzy dwana�cie pi�ciok�tów 

foremnych, maj�cy 30 kraw�dzi i 20 wierzchołków, 
– dwudziesto�cian foremny, którego powierzchni� tworzy dwadzie�cia trójk�tów 

równobocznych, maj�cy 30 kraw�dzi i 12 wierzchołków (rys. 6.1.). 
 

 

 
Rys. 6.1. Dwudziesto�cian foremny 
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Istnieje 14 ró�nych wielo�cianów półforemnych. W�ród nich jest wielo�cian 

półforemny o 32 �cianach, którego powierzchnia składa si� z dwudziestu sze�ciok�tów 
foremnych oraz dwunastu pi�ciok�tów foremnych (rys. 6.2). W oparciu o siatk� tego 
wielo�cianu (rozwini�cie powierzchni wielo�cianu na płaszczy�nie) wytwarzane s� 
zewn�trzne powłoki piłek do gry w piłk� no�n�.  
 

 

 
Rys. 6.2. Półforemny wielo�cian o 32 �cianach 
 
 
6.4. Wielo�ciany foremne – tre�� problemów 

Problem I. Czworo�cian foremny 
Dany jest kartezja�ski prostok�tny, prawoskr�tny układ współrz�dnych Oxyz,  

w którym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maj� długo�� 1 mm. Ponadto dany 
jest punkt A oraz prosta m = {M, N}. 

1. Metod� transformacji układu odniesienia skonstruowa� rzuty Monge’a 
czworo�cianu foremnego ABCD, w którym wierzchołek A jest punktem danym, 
wierzchołki B, C le�� na prostej m i gł�boko�� punktu B jest niemniejsza ni� gł�boko�� 
punktu C, za� wierzchołek D le�y (1) płaszczyzn� ϕ = {A, m}. 

Przyj��, �e rzutni� poziom� jest płaszczyzna π1 = {x, y}, rzutni� pionow� — 
płaszczyzna π2 = {z, x}. Punkt O (pocz�tek układu współrz�dnych) przyj�� w punkcie 
pocz�tkowym Pp arkusza rysunkowego. Przyj�� ponadto, �e rzut osi x = x12 ma na 
arkuszu poło�enie poziome i zwrot w lew� stron�, o� y — poło�enie pionowe i zwrot 
„w dół”, o� z — poło�enie pionowe i zwrot „w gór�”. 

2. Ustali� widoczno�� czworo�cianu foremnego ABCD we wszystkich 
konstruowanych rzutach przy zało�eniu, �e wielo�cian jest wykonany z materiału 
nieprzezroczystego. 
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Problem II. O�mio�cian foremny 
Dany jest kartezja�ski prostok�tny, prawoskr�tny układ współrz�dnych Oxyz,  

w którym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maj� długo�� 1 mm, oraz zwi�zany z 
nim układ rzutni Monge’a (π1, π2), gdzie π1 = {x, y} jest rzutni� poziom�, za� π2 = {x, z} 
— rzutni� pionow�. Ponadto dany jest punkt A oraz prosta a = {M, N}. 

1. Metod� transformacji układu odniesienia skonstruowa� rzuty Monge’a 
o�mio�cianu foremnego ABCDEF o przek�tnych AB, CD, EF, maj�c dany wierzchołek 
A i wiedz�c, �e prosta a = {M, N} jest osi� symetrii o�mio�cianu zawieraj�c� wierzchołki 
E i F, wierzchołek C ma gł�boko�� niemniejsz� ni� wierzchołek D, za� wierzchołek E 
wysoko�� niemniejsz� ni� wierzchołek F. 

Pocz�tek układu współrz�dnych (punkt O) przyj�� w punkcie pocz�tkowym Pp 
arkusza rysunkowego. Przyj�� ponadto, �e rzut osi x = x12 ma na arkuszu poło�enie 
poziome i zwrot w lew� stron�, o� y — poło�enie pionowe i zwrot „w dół”, o� z — 
poło�enie pionowe i zwrot „w gór�”. 

2. Ustali� widoczno�� o�mio�cianu foremnego we wszystkich konstruowanych 
rzutach przy zało�eniu, �e jest wykonany z materiału nieprzezroczystego. 
 
 

Informacje pomocnicze: 
• wszystkie konstruowane rzuty winny by� rozł�czne! 
• kraw�dzie niewidoczne rysowa� lini� cienk� kreskow�, kraw�dzie widoczne lini� 

ci�gł� grub�, punkty oznacza� okr�gami o �rednicy 2 mm; nie zaczernia� ani nie 
przekre�la� ich wn�trz,   

• konstrukcje pomocnicze wykre�la� lini� cienk� ci�gł�, 
• punkty pomocnicze numerowa� kolejnymi liczbami, zapisuj�c je cyframi arabskimi. 
 
 
 
6.5. Przykłady 

Przykład 1. Zadanie P6.01. Problem I. 

Dane 

Pp (150; 140) 
  

A (100; 80; 60) 
M (120; 20; 0) 
N (0; 80; 60) 
  

(1) D za ϕ 
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Rozwi�zanie: 
Z tre�ci problemu wynika, �e �ciana ABC le�y w płaszczy�nie ϕ = {A, m} i jest 

trójk�tem równobocznym, natomiast wierzchołek D le�y na prostej n prostopadłej do ϕ, 
przechodz�cej przez �rodek S okr�gu opisanego na trójk�cie ABC (patrz: rys. 6.3.). 

Rzuty zadanego czworo�cianu mo�na wi�c wykre�li� w układzie rzutni Monge’a, 
w  którym jedna z rzutni jest równoległa do płaszczyzny ϕ. W tym celu najpierw nale�y 
wprowadzi� rzutni� π3 ⊥ ϕ, a  nast�pnie rzutni� π4 || ϕ i rozpocz�� konstruowanie rzutów 
wielo�cianu w układzie rzutni (π3, π4). 

W omawianym przykładzie płaszczyzna ϕ jest równoległa do osi rzutów (prosta 
p = {A, N} jest równoległa do osi x12), co pozwala na przyj�cie zarówno π3 ⊥ π1 jak 
i  π3 ⊥ π2. Zdecydowano si� na wariant π3 ⊥ π2 (x23 ⊥ pII). O� x34 wprowadzono równolegle 
do ϕIII. Po wykre�leniu rzutów elementów danych znaleziono rzuty trzecie i czwarte 
wierzchołków B i C. �ciana ABC jest równoległa do rzutni π4, wi�c jej rzut czwarty jest 
trójk�tem równobocznym do niej przystaj�cym, co pozwala na znalezienie rzutów BIV 
i  CIV. Trzecie rzuty wierzchołków B i C znajduj� si� na mIII. Punkty B i C opisano tak, by 
było ρ(BIII, x23) ≥ ρ(CIII, x23), zgodnie z warunkiem sformułowanym w tre�ci problemu. 
 

 

 
Rys. 6.3. Idea rozwi�zania problemu I 

 
Z geometrii czworo�cianu foremnego wynika, �e DIV jednoczy si� z rzutem �rodka S 

okr�gu opisanego na trójk�cie AIVBIVCIV, za� odcinek DIIISIII ma długo�� równ� wysoko�ci 
czworo�cianu. Wysoko�� t� znaleziono wykonuj�c kład prostok�tny płaszczyzny 
ε = {C, D, S}. Zachodzi bowiem równo�� ρ(DIII, SIII) = ρ(D*, S*). Spo�ród mo�liwych 
dwóch poło�e� punktu D wzgl�dem płaszczyzny ϕ wybrano, zgodnie z tre�ci� problemu, 
poło�enie „za ϕ”, co odpowiada nierówno�ci ρ(DIII, x23) < ρ(SIII, x23). Poło�enie rzutów 
poziomych oraz pionowych wierzchołków B, C, D wynika z zasady transformacji układu 
odniesienia. Sprawdzeniem poprawno�ci wykonania konstrukcji jest przynale�no�� 
rzutów wierzchołków B i C do odpowiednich rzutów prostej m. 
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Rys. 6.4. Rozwi�zanie zadania P6.01 
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Przy ustalaniu widoczno�ci nale�y zauwa�y�, �e brzeg rzutu (zarys) wielo�cianu jest 
zawsze widoczny, a nast�pnie okre�li� widoczno�� pozostałych kraw�dzi. W omawianym 
przykładzie niewidoczne s� odcinki BIIIDIII, CIIDII i BICI (rys. 6.4.). 
 

Przykład 2. Zadanie P6.02. Problem II. 

Dane 

Pp (350; 160) 
  

A (60; 45; 30) 
M (100; 115; 50) 
N (40; 55; 70) 

 
Rozwi�zanie: 
Przek�tne o�mio�cianu foremnego s� odcinkami o równej długo�ci, parami 

prostopadłymi, przecinaj�cymi si� w jednym punkcie (�rodku symetrii o�mio�cianu) 
i  dziel�cymi si� na połowy, natomiast �ciany s� przystaj�cymi trójk�tami 
równobocznymi. Proste przechodz�ce przez przek�tne s� osiami symetrii o�mio�cianu 
foremnego. Wierzchołki o�mio�cianu niele��ce na ustalonej przek�tnej le�� w tej samej 
płaszczy�nie (prostopadłej do osi symetrii), s� równo od tej przek�tnej odległe, a ponadto 
s� równo oddalone od siebie. Rzutem prostok�tnym o�mio�cianu foremnego na 
płaszczyzn� prostopadł� do przek�tnej jest kwadrat, którego przek�tne s� dwiema 
pozostałymi przek�tnymi o�mio�cianu. 

Wykorzystuj�c t� informacj� mo�na rozwi�za� postawiony problem wprowadzaj�c 
pomocnicz� rzutni� prostopadł� do danej prostej a = {M, N}. W takim rzucie zachowa si� 
odległo�� danego wierzchołka A od prostej a, równa połowie długo�ci przek�tnych 
o�mio�cianu (rys. 6.5.). Zachodz� przy tym zale�no�ci ρ(A, B) = 2 ρ(A, 1) = 2 ρ(A, a) = 
= ρ(C, D), gdzie punkt 1 jest �rodkiem symetrii o�mio�cianu. 

Poniewa� dana w zadaniu prosta a ma poło�enie ogólne w układzie rzutni (π1, π2), 
wi�c wprowadzenie rzutni prostopadłej do a odbywa si� w dwóch etapach: najpierw 
wprowadza si� rzutni� π3 || a, a nast�pnie π4 ⊥ a. Rzutni� π3 mo�na wprowadzi� na dwa 
sposoby: przyjmuj�c o� x13 równolegle do aI lub o� x23 równolegle do aII. 
W prezentowanym rozwi�zaniu wybrano mo�liwo�� pierwsz�. Wyznaczono rzuty punktu 
A i prostej a na π3, wprowadzono o� transformacji x34 prostopadł� do aIII i znaleziono 
rzuty AIV oraz aIV

 = MIV
 = NIV. 

Konstruowanie rzutów o�mio�cianu foremnego przeprowadzono w układzie rzutni (π3, 
π4) (patrz: rys. 6.5.). Rzutem tego o�mio�cianu na rzutni� π4 jest kwadrat, którego jednym 
z wierzchołków jest punkt AIV, a pozostałymi rzuty wierzchołków B, C, D. Rzuty 
wierzchołków E i F jednocz� si� z rzutem �rodka symetrii 1 oraz rzutem prostej a. Aby 
skonstruowa� rzut o�mio�cianu na π3 wystarczy zauwa�y�, �e wierzchołki B, C, D le�� 
w płaszczy�nie ϕ prostopadłej do a, przechodz�cej przez punkt A, która jest prostopadła 
do π3. Poło�enie rzutów punktów B, C, D oraz 1 wynika z  zasady przynale�no�ci. (Opisu 
wierzchołków C i D mo�na dokona� dopiero po sporz�dzeniu ich rzutów poziomych. 
Zgodnie z tre�ci� zadania wierzchołek C ma mie� niemniejsz� gł�boko�� ni� wierzchołek 
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D, co ma miejsce, gdy ρ(CI, x12) ≥ ρ(DI, x12).) Rzuty wierzchołków E i F na rzutni� π3 
wynikaj� z zasady przynale�no�ci do prostej a oraz zale�no�ci ρ(E, ϕ) = ρ(F, ϕ) = ρ(A, a). 
Poprawny opis tych wierzchołków mo�na wykona� ju� w rzucie trzecim, gdy� 
z  nierówno�ci ρ(EIII, x13) ≥ ρ(FIII, x13) wynika, �e punkt E ma niemniejsz�  wysoko�� ni� 
punkt F. Rzutem o�mio�cianu na rzutni� π3 jest równoległobok AIIIEIIIBIIIFIII. 
Skonstruowana para rzutów pozwala na wyznaczenie rzutów podstawowych (na π1 i π2) 

 

Rys. 6.5. Idea rozwi�zania problemu II 
 

Rzuty poziomy i pionowy wierzchołków o�mio�cianu znaleziono korzystaj�c z zasady 
transformacji układu odniesienia, zasady przynale�no�ci punktów do prostej oraz 
z  symetrii �rodkowej wzgl�dem punktu 1. Rzutem poziomym o�mio�cianu jest 
równoległobok CIEIDIFI, za� rzutem pionowym — sze�ciok�t AIICIIEIIBIIDIIFII. 

Analiz� widoczno�ci o�mio�cianu mo�na rozpocz�� w dowolnym układzie rzutów 
Monge’a. W rzucie czwartym widoczny jest zarys AIVCIVBIVDIV oraz kraw�dzie EA, EB, 
EC i ED. Kraw�dzie FA, FB, FC i FD s� niewidoczne, a ich rzuty jednocz� si� z rzutami 
odpowiednich kraw�dzi wychodz�cych z wierzchołka E. Opis rzutów punktów E, N, 1, F, 
M, le��cych na prostej a, został wykonany z uwzgl�dnieniem kolejno�ci ich poło�enia 
wzgl�dem obserwatora. W rzucie trzecim widoczny jest zarys AIIIEIIIBIIIFIII oraz 
kraw�dzie BC, AC, CE, CF i ich rzuty narysowano lini� grub�. Kraw�dzie AD i BD s� 
niewidoczne, lecz ich rzuty jednocz� si� z rzutami widocznych kraw�dzi AC i BC. 
Ponadto niewidoczne s� kraw�dzie DE i DF — ich rzuty narysowano lini� kreskow�. 
Widoczno�� ustalono w oparciu o nierówno�� ρ(CIV, x34) > ρ(DIV, x34), z której wynika, �e 
�ciany ACE, ACF, BCE i BCF s� widoczne w rzucie trzecim. 
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 Rys. 6.6. Rozwi�zanie zadania P6.02 
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W rzucie pierwszym widoczne s� �ciany BCE, BDE, BCF, BDF (bo widoczny jest 
zarys CIEIDIFI, za� ρ(BIII, x13) > ρ(AIII, x13)). St�d rzuty kraw�dzi BC, BD, BE, BF, CE, CF, 
DE i DF wykre�lono lini� grub�, a rzuty kraw�dzi AC, AD, AE, AF — lini� kreskow�. 
Podobnie analizuj�c brzeg rzutu pionowego oraz wzajemne poło�enie kraw�dzi CF i AD 
ustalono, �e w rzucie pionowym widoczne s� �ciany ACF, BCF, BDF i BCE. St�d 
wynika, �e niewidoczne s� tam kraw�dzie AD, AE i DE. 
 
 
6.6. Zadania 

Problem I 

1. Pp = (400; 120), A = (130; 20; 75), M = (120; 70; 25), N = (15; 100; 75), (1) = D za ϕ. 

2. Pp = (350; 100), A = (90; 40; 80), M = (100; 70; 20), N = (10; 20; 50), (1) = D za ϕ. 

3. Pp = (150; 140), A = (20; 45; 90), M = (20; 90; 45), N = (110; 45; 90), (1) = D przed ϕ. 

4. Pp = (350; 150), A = (85; 35; 10), M = (60; 40; 55), N = (0; 90; 10), (1) = D za ϕ. 

5. Pp = (150; 180), A = (80; 120; 10), M = (80; 95; 50), N = (0; 70; 10), (1) = D przed ϕ. 

6. Pp = (350; 140), A = (30; 80; 40), M = (0; 40; 100), N = (120; 20; 40), (1) = D przed ϕ. 

7. Pp = (170; 160), A = (80; 10; 60), M = (10; 10; 30), N = (80; 80; 80), (1) = D za ϕ. 

8. Pp = (130; 120), A = (50; 70; 10), M = (100; 60; 80), N = (10; 20; 10), (1) = D przed ϕ. 

9. Pp = (160; 150), A = (90; 30; 0), M = (0; 60; 60), N = (70; 60; 60), (1) = D przed ϕ. 

10. Pp = (350; 160), A = (40; 40; 80), M = (120; 40; 20), N = (10; 90; 60), (1) = D za ϕ. 

11. Pp = (350; 120), A = (100; 0; 40), M = (100; 50; 90), N = (0; 0; 0), (1) = D przed ϕ. 

12. Pp = (150; 140), A = (30; 40; 80), M = (120; 100; 80), N = (10; 80; 20), (1) = D za ϕ. 

13. Pp = (150; 140), A = (90; 80; 55), M = (95; 115; 0), N = (20; 20; 55), (1) = D przed ϕ. 

14. Pp = (360; 80), A = (80; 60; 70), M = (70; 20; 30), N = (0; 60; 20), (1) = D za ϕ. 

15. Pp = (350; 160), A = (40; 20; 90), M = (50; 50; 40), N = (100; 20; 20), (1) = D przed ϕ. 

16. Pp = (350; 170), A = (20; 60; 20), M = (20; 90; 90), N = (90; 20; 20), (1) = D za ϕ. 

17. Pp = (150; 150), A = (40; 80; 80), M = (60; 0; 20), N = (110; 120; 80), (1) = D za ϕ. 

18. Pp = (350; 120), A = (90; 30; 70), M = (20; 30; 60), N = (100; 110; 20), (1) = D przed ϕ. 

19. Pp = (150; 130), A = (80; 80; 40), M = (110; 30; 90), N = (0; 20; 40), (1) = D za ϕ. 

20. Pp = (160; 140), A = (30; 20; 20), M = (130; 20; 70), N = (20; 70; 80), (1) = D przed ϕ. 

21. Pp = (350; 130), A = (90; 80; 40), M = (110; 20; 80), N = (0; 80; 100), (1) = D za ϕ. 

22. Pp = (350; 110), A = (60; 70; 90), M = (0; 30; 20), N = (120; 20; 90), (1) = D za ϕ. 

23. Pp = (360; 180), A = (90; 70; 30), M = (20; 90; 30), N = (60; 120; 90), (1) = D przed ϕ. 

24. Pp = (350; 120), A = (115; 20; 75), M = (105; 70; 25), N = (0; 100; 75), (1) = D za ϕ. 

25. Pp = (150; 140), A = (20; 45; 90), M = (20; 90; 45), N = (110; 45; 90), (1) = D przed ϕ. 
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Problem II 

1. Pp = (150; 150), A = (80; 10; 70), M = (100; 90; 30), N = (40; 25; 55). 
2. Pp = (150; 170), A = (20; 60; 35), M = (110; 90; 30), N = (50; 30; 60). 
3. Pp = (150; 170), A = (70; 15; 15), M = (115; 95; 35), N = (55; 25; 55). 
4. Pp = (170; 120), A = (80; 90; 60), M = (80; 10; 100), N = (20; 100; 0). 
5. Pp = (340; 180), A = (20; 110; 60), M = (60; 130; 60), N = (20; 170; 20). 
6. Pp = (150; 170), A = (30; 60; 60), M = (10; 10; 10), N = (100; 60; 60). 
7. Pp = (350; 100), A = (80; 30; 90), M = (0; 0; 130), N = (70; 70; 10). 
8. Pp = (160; 100), A = (40; 90; 70), M = (30; 40; 30), N = (80; 70; 120). 
9. Pp = (120; 200), A = (20; 70; 30), M = (10; 150; 50), N = (60; 60; 0). 

10. Pp = (140; 170), A = (60; 50; 90), M = (0; 0; 90), N = (90; 90; 0).  
11. Pp = (160; 180), A = (70; 70; 10), M = (110; 60; 60), N = (20; 10; 10). 
12. Pp = (100; 130), A = (60; 40; 10), M = (60; 10; 100), N = (0; 100; 0). 
13. Pp = (350; 180), A = (80; 70; 30), M = (100; 10; 80), N = (0; 70; 20). 
14. Pp = (140; 160), A = (100; 60; 70), M = (50; 20; 80), N = (90; 90; 10). 
15. Pp = (160; 180), A = (60; 60; 10), M = (140; 70; 0), N = (20; 0; 70). 
16. Pp = (350; 170), A = (20; 140; 70), M = (90; 160; 90), N = (0; 70; 0). 
17. Pp = (300; 90), A = (40; 50; 0), M = (120; 0; 0), N = (0; 70; 70). 
18. Pp = (160; 100), A = (70; 20; 80), M = (80; 70; 120), N = (30; 40; 30). 
19. Pp = (120; 190), A = (20; 70; 40), M = (80; 40; 0), N = (20; 140; 60). 
20. Pp = (350; 130), A = (10; 90; 100), M = (80; 120; 120), N = (10; 0; 80). 
21. Pp = (350; 140), A = (20; 90; 90), M = (0; 100; 20), N = (40; 60; 60). 
22. Pp = (350; 110), A = (30; 90; 80), M = (0; 10; 120), N = (70; 80; 0). 
23. Pp = (150; 170), A = (70; 15; 15), M = (115; 85; 35), N = (55; 25; 55).  
24. Pp = (150; 150), A = (80; 10; 70), M = (100; 90; 30), N = (40; 25; 55). 
25. Pp = (150; 170), A = (20; 60; 35), M = (110; 90; 30), N = (50; 30; 60). 
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7. Przekroje wielo�cianów wypukłych 

Zbiór punktów wspólnych bryły i płaszczyzny nazywa si� przekrojem bryły 
płaszczyzn�. Przekrój wielo�cianu jest zawart� w płaszczy�nie tn�cej figur�, której kształt 
zale�y od poło�enia płaszczyzny siecznej wzgl�dem przecinanej bryły. W przypadku 
wielo�cianów wypukłych przekrojem mo�e by�: 

– zbiór pusty (płaszczyzna tn�ca nie posiada punktów wspólnych z wielo�cianem), 
– punkt (płaszczyzna tn�ca przechodzi prze wierzchołek wielo�cianu), 
– odcinek (płaszczyzna tn�ca jest styczna do kraw�dzi wielo�cianu),  
– wielok�t wypukły, którego wierzchołkami s� punkty przebicia płaszczyzny 

siecznej przez kraw�dzie wielo�cianu.  
Praktyczne zastosowanie maj� jedynie przekroje b�d�ce wielok�tami. W wyniku takiego 
zabiegu wielo�cian wypukły zostaje rozci�ty na dwie cz��ci, w których wielok�t 
przekroju staje si� now� �cian�. 

Przekroje wielo�cianów wkl�słych stanowi� zagadnieniem zło�one, które wykracza 
poza zakres niniejszego opracowania. 
 
 
7.1. Tre�� problemów 

Problem I. Przekroje sze�cio�cianu 
W kartezja�skim prostok�tnym prawoskr�tnym układzie współrz�dnych Oxyz, 

w  którym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maj� długo�� 1 mm, dane s�: 
trójk�t prostok�tny ABC, odcinek DE oraz punkt P. 

Trójk�t ABC jest �cian�, a odcinek DE — kraw�dzi� wypukłego sze�cio�cianu 
o  trójk�tnych �cianach. Wielo�cian ten obci�to dwiema płaszczyznami przechodz�cymi 
przez punkt P: płaszczyzn� poziom� α i płaszczyzn� czołow� β. 

1. Narysowa� rysunek pogl�dowy sze�cio�cianu ABCDE. Winien by� to rzut 
równoległy na płaszczyzn� Oxz układu współrz�dnych, przy kierunku rzutowania 
k = {O, Y}, gdzie O = (0; 0; 0), Y =  (60; 90; 30). Ustali� widoczno�� bryły. 

Rysunek sporz�dzi� w podziałce 1:2. Zało�y�, �e pocz�tek układu współrz�dnych 
(punkt O) znajduje si� w punkcie pocz�tkowym Pp1 arkusza rysunkowego. O� x przyj�� 
na arkuszu poziomo i nada� jej zwrot „w lewo”, o� z przyj�� pionowo i nada� jej zwrot 
„do góry”. 

2. Skonstruowa� rzuty Monge’a w układzie rzutni (π1, π2) wielo�cianu powstałego po 
przeci�ciu sze�cio�cianu ABCDE danymi płaszczyznami i odrzuceniu cz��ci bryły 
le��cych odpowiednio nad płaszczyzn� α oraz przed płaszczyzn� β. Ustali� widoczno�� 
powstałej bryły we wszystkich rzutach. 
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Rzuty sporz�dzi� w podziałce 1:1. Przyj��, �e rzutni� poziom� jest płaszczyzna 
π1 = {x, y}, rzutni� pionow� — płaszczyzna π2 = {z, x}. Punkt O (pocz�tek układu 
współrz�dnych) przyj�� w punkcie pocz�tkowym Pp2 arkusza rysunkowego. Przyj�� 
ponadto, �e rzut osi x = x12 ma na arkuszu poło�enie poziome i zwrot w lew� stron�, o� y 
— poło�enie pionowe i zwrot „w dół”, o� z — poło�enie pionowe i zwrot „w gór�”. 

W rozwi�zaniu oznaczy� i opisa� wszystkie wierzchołki powstałego wielo�cianu; 
punkty b�d�ce ko�cami wspólnej kraw�dzi �cian przekrojów opisa� odpowiednio F oraz 
G, pozostałe wierzchołki �cian przekrojów opisa� kolejnymi liczbami arabskimi, 
w porz�dku zgodnym z kolejno�ci� poł�cze�. Opis punktów pomocniczych (tzn. punktów 
nieb�d�cych wierzchołkami ostatecznej bryły) nie jest konieczny. 

Wskazówka: Przy układaniu zada� punkty A, B, C, D, E wybierano ze zbioru 
wierzchołków, �rodków �cian i  �rodków kraw�dzi pewnego sze�cianu. 
 

Problem II. Przekrój ostrosłupa 
W kartezja�skim prostok�tnym prawoskr�tnym układzie współrz�dnych Oxyz, 

w  którym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maj� długo�� 1 mm, dany jest 
ostrosłup, którego podstaw� jest pi�ciok�t wypukły ABCDE, a wierzchołkiem punkt W. 

Ostrosłup ten rozci�to na dwie cz��ci płaszczyzn� ϕ = {K, L, M}. 
1. Metod� transformacji układu odniesienia skonstruowa� rzuty Monge’a tej cz��ci 

rozci�tego ostrosłupa, która nie zawiera wierzchołka W. 
Zało�y�, �e pocz�tek układu współrz�dnych (punkt O) znajduje si� w punkcie 

pocz�tkowym Pp arkusza rysunkowego. Przyj��, �e rzutni� poziom� jest płaszczyzna 
π1 = {x, y}, rzutni� pionow� — płaszczyzna π2 = {z, x}. Przyj�� ponadto, �e rzut osi x = x12 
ma na arkuszu poło�enie poziome i zwrot w lew� stron�, o� y — poło�enie pionowe oraz 
zwrot „w dół”, o� z — poło�enie pionowe i zwrot „w gór�”. 

2. Skonstruowa� rzut �ciany przekroju, w którym zachowane s� jej wszystkie 
wymiary. 

3. Ustali� widoczno�� powstałej bryły we wszystkich konstruowanych rzutach. 
Zakreskowa� �cian� przekroju we wszystkich rzutach, w których jest ona widoczna. 

Osie transformacji przyjmowa� w sposób zapewniaj�cy rozł�czno�� wszystkich 
rzutów. Oznaczy� i opisa� wszystkie wierzchołki �ciany przekroju; o ile nie zostały 
opisane w tre�ci problemu, opisa� je liczbami w  zapisie arabskim, zachowuj�c kolejno�� 
zgodn� z kolejno�ci� poł�cze� wierzchołków. 
 

Informacje pomocnicze: 
• kraw�dzie niewidoczne rysowa� lini� cienk� kreskow�, kraw�dzie widoczne — 

lini� ci�gł� grub�; punkty oznacza� okr�gami o �rednicy 2 mm wykre�lanymi lini� 
cienk� ci�gł�; nie zaczernia� ani nie przekre�la� ich wn�trz; konstrukcje 
pomocnicze wykre�la� lini� cienk� ci�gł�, 

• widoczn� w rzutach �cian� przekroju zakreskowa� ze stał� podziałk� kreskowania 
5 mm; zastosowa� we wszystkich rzutach ten sam k�t kreskowania równy 45° 
(ewentualnie 135°); kreskowanie wykona� lini� ci�gł� cienk�! 
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7.2. Przykłady 

Przykład 1. Zadanie P7.01. Problem I. 

Dane 

Pp1 (100; 160) 
Pp2 (340; 160) 

  A (20; 120; 0) 
B (20; 30; 0) 
C (20; 120; 90) 
D (110; 120; 0) 
E (110; 30; 90) 
  P (0; 100; 60) 

 
Rozwi�zanie: 

 

 
 

Rys. 7.1. Rysunek pogl�dowy sze�cio�cianu ABCDE 
 

Rozwi�zywanie zadania rozpoczynamy od sporz�dzenia rysunku pogl�dowego danej 
bryły, zgodnie z tre�ci� problemu i informacji pomocniczych. Najpierw znajdujemy rzuty 
równoległe wierzchołków sze�cio�cianu: A, B, C, D oraz E, a nast�pnie wykre�lamy rzuty 
kraw�dzi. Sze�cio�cian o �cianach trójk�tnych ma 9 kraw�dzi. Cztery z nich dane s� 
w tre�ci problemu — boki trójk�ta: AB, AC, BC oraz odcinek DE. Pi�� punktów mo�na 
poł�czy� parami na 10 sposobów, wi�c spo�ród pozostałych mo�liwo�ci nale�y 
wykluczy� jedn�. Poniewa� dowolny rzut równoległy wielo�cianu wypukłego jest 
wielok�tem wypukłym, wi�c na podstawie rys. 7.1. wnioskujemy, �e rzutem 
sze�cio�cianu jest czworok�t ACED, co daje nam dwie kraw�dzie sze�cio�cianu: AD i CE. 
Dalsza analiza prowadzi do wniosku, �e kraw�dzi� nie mo�e by� odcinek AE. St�d 
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otrzymujemy, �e pozostałymi kraw�dziami s� odcinki BD, BE i CD. �cianami 
wielo�cianu s� wi�c trójk�ty: ABC, ABD, ACD, CDE, BCE, BDE. Kraw�dzie AB, BC, 
BD, BE s� niewidoczne, natomiast AC, AD, CD, DE i CE s� widoczne. 

Wykorzystuj�c te informacje mo�na łatwo narysowa� rzuty Monge’a wierzchołków 
i  kraw�dzi wypukłego sze�cio�cianu ABCDE oraz rzuty płaszczyzn α i β (rys. 7.2.). 
 

 
 

Rys. 7.2. Rzuty Monge’a wierzchołków i kraw�dzi sze�cio�cianu oraz płaszczyzn tn�cych 
 

Aby skonstruowa� wielo�cian powstały w wyniku „odkrojenia” fragmentów 
sze�cio�cianu płaszczyznami α i β, mo�na wykorzysta� jedn� z dwu narzucaj�cych si� 
metod post�powania: 

Metoda pierwsza polega na skonstruowaniu oddzielnie przekroju sze�cio�cianu 
płaszczyzn� α i oddzielnie przekroju sze�cio�cianu płaszczyzn� β, a nast�pnie 
wyznaczeniu kraw�dzi wspólnej obu przekrojów i „odrzuceniu” „odkrojonych” 
fragmentów bryły. 
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Druga metoda polega na wykonaniu najpierw przekroju sze�cio�cianu jedn� 
z  płaszczyzn tn�cych (dowoln�) i „odrzuceniu” odpowiedniego fragmentu bryły, 
a nast�pnie wykonania przekroju drug� płaszczyzn� wielo�cianu obci�tego. 

W niniejszym rozwi�zaniu zastosowano drug� metod�. Najpierw wykonano przekrój 
sze�cio�cianu płaszczyzn� α. Płaszczyzna α przecina kraw�dzie AC, CD, DE, BE i BC 
sze�cio�cianu odpowiednio w punktach 1, 2, 3, 4, 5 (rys. 7.3.). Wierzchołki wielok�ta 
przekroju wyznaczono w rzucie pionowym, a nazwano w rzucie poziomym, aby 
zachowa� zgodno�� opisu i kolejno�ci poł�cze�. (Opis nale�y rozpocz�� od 
wierzchołków, które odpadn� po drugim obci�ciu.) �ciana przekroju b�dzie widoczna 
w rzucie poziomym, po umownym odrzuceniu cz��ci wielo�cianu ograniczonej 
płaszczyzn� przekroju i kraw�dzi� CE.  
 

 
 

Rys. 7.3. Przekrój sze�cio�cianu płaszczyzn� α 
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Rys. 7.4. Rozwi�zanie zadania P7.01 
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Uzyskany wielo�cian nale�y teraz przekroi� płaszczyzn� β. Płaszczyzna β przecina 
kraw�d� 1–5 w punkcie F, kraw�d� 2–3 w punkcie G, za� kraw�dzie  D–3, BD i AB 
odpowiednio w punktach 6, 7 i 8. Wierzchołki wielok�ta przekroju wyznaczono w rzucie 
poziomym, a opisano w rzucie pionowym (gdzie wida� kolejno�� poł�cze�). Aby 
odsłoni� �cian� przekroju nale�y odrzuci� cz��� wielo�cianu ograniczon� tym przekrojem 
i �cian� A–1–2–D. 

Przekrojenie wielo�cianu płaszczyzn� β spowodowało zmian� kształtu �ciany 
przekroju w płaszczy�nie α. Ostatecznie �ciana ta b�dzie pi�ciok�tem o wierzchołkach 
3, 4, 5, F, G (rys. 7.4.). 

Uwaga 1. Zadanie w cz��ci dotycz�cej przekrojów mo�na równie� rozwi�zywa� 
w  kolejno�ci odwrotnej do przedstawionej w przykładzie, tzn. najpierw dokona� 
przekroju sze�cio�cianu płaszczyzn� β, a nast�pnie płaszczyzn� α. 

Uwaga 2. Ustalenia widoczno�ci bryły, wykre�lenia kraw�dzi odpowiednimi 
rodzajami i grubo�ciami linii oraz kreskowania przekrojów nale�y dokona� dopiero po 
wyznaczeniu obu przekrojów (rys. 7.4.)! 

 
Przykład 2. Zadanie P7.02. Problem II. 

Dane 

Pp (350; 150) 
  A (90; 120; 20) 

B (110; 80; 20) 
C (90; 35; 20) 
D (50; 35; 20) 
E (30; 75; 20) 
  W (70; 80; 100) 
  K (10; 130; 20) 

L (130; 70; 20) 
M (30; 30; 100) 

 
Rozwi�zanie: 
Rozwi�zywanie zadania nale�y rozpocz�� od odwzorowania sytuacji pocz�tkowej 

zgodnie z danymi do zadania i przeprowadzenia analizy jej poło�enia. W omawianym 
przykładzie podstawa ostrosłupa (pi�ciok�t ABCDE) le�y w płaszczy�nie poziomej 
(przyjmijmy, �e jest to płaszczyzna α), wierzchołek W znajduje si� nad podstaw�, 
natomiast płaszczyzna sieczna ϕ ma poło�enie ogólne w podstawowym układzie rzutni 
Monge’a (π1, π2). Ponadto (w tym przykładzie) prosta p = {K, L} jest kraw�dzi� 
płaszczyzn α i ϕ oraz ma poło�enie poziome. 
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 Rys. 7.5. Rozwi�zanie zadania P7.02 
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W celu wyznaczenia rozwi�zania nale�y przekształci� zadany układ odniesienia tak, 
aby płaszczyzna sieczna ϕ przyj�ła poło�enie rzutuj�ce (patrz: rys. 7.5.). Wówczas 
natychmiast znajduje si� wszystkie wierzchołki wielok�ta przekroju. Tak� otrzymano 
sytuacj� w rzucie trzecim, wprowadzaj�c rzutni� π3 prostopadł� jednocze�nie do rzutni 
poziomej i prostej p = {K, L} (przyj�to o� transformacji x13 ⊥ pI ). 

W układzie rzutni (π1, π3) wyznaczono rzuty wielok�ta przekroju. Jest nim pi�ciok�t, 
gdy� płaszczyzna sieczna ϕ przecina kraw�dzie boczne CW, DW, EW, kraw�d� podstawy 
AE i przechodzi przez wierzchołek podstawy B. Rzuty pionowe wierzchołków �ciany 
przekroju skonstruowano w oparciu o warunek ich przynale�no�ci do rzutów 
odpowiednich kraw�dzi, kontroluj�c jednocze�nie zgodno�� zasady transformacji 
punktów. Opisu wierzchołków dokonano w rzucie poziomym, gdy� zachowuje on 
kolejno�� poł�cze�. Punkty wspólne płaszczyzny ϕ i kraw�dzi AE, EW, DW, CW opisano 
odpowiednio jako 1, 2, 3, 4, za� punktu B nie opisywano ju� po raz drugi. W ten sposób 
otrzymano, �e przekrojem rozwa�anego ostrosłupa płaszczyzn� ϕ jest pi�ciok�t 1–2–3–
4–B. 

Rzeczywist� wielko�� �ciany przekroju wyznaczono w rzucie czwartym, 
wprowadzaj�c rzutni� π4 prostopadł� do π3 i równoległ� do płaszczyzny ϕ (przyj�to 
x34 || ϕIII ). 

W tre�ci problemu ��da si� wykre�lenia rzutów fragmentu ostrosłupa 
niezawieraj�cego wierzchołka W. W rzucie trzecim mo�na zauwa�y�, �e „odkrojenie” 
fragmentu z wierzchołkiem ostrosłupa odsłoni �cian� przekroju zarówno w rzucie 
poziomym, jak i w pionowym. Pozwala to szybko ustali� widoczno�� konstruowanej 
bryły we wszystkich rzutach. 

W rzucie trzecim widoczne s� kraw�dzie 1–E, 1–2, 2–3, DE oraz 2–E; ich rzuty 
narysowano lini� ci�gł� grub�. Kraw�d� B–1 jest w poło�eniu rzutuj�cym, a pozostałe 
kraw�dzie bryły s� w tym rzucie niewidoczne. Lini� kreskow� narysowano jedynie rzut 
kraw�dzi 2–E, bo rzuty pozostałych kraw�dzi niewidocznych zjednoczyły si� z rzutami 
kraw�dzi widocznych. 

W rzucie poziomym widoczne s� wszystkie kraw�dzie bryły, za� w rzucie pionowym 
niewidoczne s� kraw�dzie BC, CD, DE, 3–D i 4–C, przy czym tylko dwie ostatnie nie s� 
przesłaniane przez kraw�dzie widoczne. 
�ciana przekroju jest widoczna w rzucie poziomym i w rzucie pionowym. Oba jej 

rzuty zostały wi�c zakreskowane zgodnie ze wskazówkami zawartymi w informacjach 
pomocniczych do problemu. 
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7.3. Zadania 

Problem I 

1. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (110; 120; 0), B = (20; 120; 0), C = (20; 30; 0), 
D = (110; 30; 90), E = (65; 75; 90),  P = (0; 90; 45). 

2. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (110; 120; 0), B = (110; 120; 90), C = (110; 30; 90), 
D = (20; 30; 0), E = (20; 75; 45),  P = (0; 75; 60). 

3. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (110; 120; 0), B = (20; 120; 0), C = (110; 120; 90), 
D = (65; 30; 0), E = (110; 30; 90),  P = (0; 105; 30). 

4. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (110; 120; 0), B = (20; 120; 0), C = (20; 120; 90), 
D = (20; 30; 45), E = (110; 30; 90),  P = (0; 90; 60). 

5. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (20; 120; 0), B = (110; 120; 90), C = (20; 120; 90), 
D = (110; 30; 0), E = (65; 30; 90),  P = (0; 75; 60). 

6. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (110; 120; 90), B = (20; 120; 90), C = (20; 30; 90), 
D = (110; 30; 0), E = (65; 120; 0),  P = (0; 90; 75). 

7. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (110; 30; 90), B = (20; 120; 90), C = (20; 30; 90), 
D = (110; 120; 0), E = (20; 30; 0),  P = (0; 75; 60). 

8. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (110; 120; 0), B = (110; 120; 90), C = (20; 120; 90), 
D = (20; 30; 0), E = (110; 30; 45),  P = (0; 90; 30). 

9. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (110; 120; 0), B = (20; 120; 0), C = (110; 120; 90), 
D = (110; 30; 45), E = (20; 30; 90),  P = (0; 90; 60). 

10. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (110; 120; 90), B = (110; 30; 90), C = (20; 30; 90), 
D = (110; 30; 0), E = (20; 75; 0),  P = (0; 60; 60). 

11. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (110; 120; 90), B = (110; 30; 90), C = (20; 120; 90), 
D = (110; 120; 0), E = (20; 75; 0),  P = (0; 90; 60). 

12. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (20; 120; 0), B = (20; 30; 0), C = (20; 120; 90), 
D = (110; 120; 0), E = (110; 30; 90),  P = (0; 105; 30). 

13. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (110; 120; 0), B = (20; 120; 0), C = (20; 120; 90), 
D = (20; 30; 0), E = (110; 30; 90),  P = (0; 75; 60). 

14. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (20; 120; 0), B = (110; 120; 90), C = (20; 120; 90), 
D = (110; 30; 0), E = (20; 30; 90),  P = (0; 75; 60). 

15. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (110; 120; 90), B = (20; 120; 90), C = (20; 30; 90), 
D = (110; 30; 0), E = (20; 120; 0),  P = (0; 90; 45). 

16. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (110; 30; 90), B = (20; 120; 90), C = (20; 30; 90), 
D = (20; 30; 0), E = (110; 120; 45),  P = (0; 60; 60). 

17. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (20; 120; 0), B = (20; 30; 0), C = (20; 120; 90), 
D = (110; 120; 0), E = (110; 75; 90),  P = (0; 90; 45). 

18. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (110; 120; 0), B = (110; 120; 90), C = (20; 120; 90), 
D = (65; 30; 0), E = (110; 30; 90),  P = (0; 75; 75). 

19. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (110; 120; 0), B = (20; 120; 0), C = (20; 120; 90), 
D = (20; 30; 0), E = (110; 30; 45),  P = (0; 90; 30). 

20. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (110; 120; 0), B = (20; 120; 0), C = (110; 120; 90), 
D = (110; 30; 0), E = (20; 30; 45),  P = (0; 90; 30). 
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21. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (20; 120; 0), B = (110; 120; 90), C = (20; 120; 90), 
D = (110; 30; 45), E = (20; 30; 90),  P = (0; 90; 60). 

22. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (110; 120; 90), B = (20; 120; 90), C = (20; 30; 90), 
D = (110; 30; 0), E = (20; 75; 0),  P = (0; 60; 60). 

23. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (20; 120; 0), B = (20; 30; 0), C = (20; 120; 90), 
D = (110; 75; 0), E = (110; 30; 90),  P = (0; 60; 45). 

24. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (110; 120; 0), B = (20; 120; 0), C = (20; 30; 0), 
D = (110; 30; 90), E = (65; 75; 90),  P = (0; 90; 45). 

25. Pp1 = (100; 160), Pp2 = (340; 160),  A = (110; 30; 90), B = (20; 30; 90), C = (20; 30; 0), 
D = (65; 120; 90), E = (110; 120; 0),  P = (0; 90; 45). 

 
Problem II 

1. Pp = (150; 150), A = (100; 60; 20), B = (60; 20; 20), C = (20; 60; 20), D = (20; 100; 20), 
E = (60; 100; 20), W = (60; 60; 100), K = (110; 65; 20), L = (10; 15; 20), M = (60; 110; 60). 

2. Pp = (350; 150), A = (75; 120; 20), B = (120; 75; 20), C = (120; 30; 20), D = (30; 20; 20), 
E = (30; 75; 20), W = (75; 75; 110), K = (20; 125; 20), L = (130; 75; 20), M = (30; 30; 110). 

3. Pp = (150; 150), A = (100; 20; 100), B = (60; 20; 100), C = (20; 20; 60), D = (60; 20; 20), 
E = (100; 20; 60), W = (60; 100; 60), K = (110; 20; 65), L = (10; 20; 15), M = (60; 60; 110). 

4. Pp = (150; 150), A = (100; 20; 20), B = (100; 100; 20), C = (60; 100; 20), D = (20; 60; 20), 
E = (60; 20; 20), W = (60; 60; 100), K = (110; 65; 20), L = (10; 15; 20), M = (20; 100; 90). 

5. Pp = (350; 150), A = (20; 20; 20), B = (20; 100; 20), C = (60; 100; 20), D = (100; 60; 20), 
E = (60; 20; 20), W = (60; 60; 100), K = (10; 65; 20), L = (110; 15; 20), M = (110; 100; 70). 

6. Pp = (150; 150), A = (100; 20; 20), B = (100; 20; 100), C = (60; 20; 100), D = (20; 20; 60), 
E = (60; 20; 20), W = (60; 100; 60), K = (110; 20; 65), L = (10; 20; 15), M = (10; 70; 100). 

7. Pp = (350; 150), A = (60; 100; 20), B = (100; 60; 20), C = (60; 20; 20), D = (20; 20; 20), 
E = (20; 60; 20), W = (100; 60; 100), K = (110; 55; 20), L = (10; 105; 20), M = (60; 10; 100). 

8. Pp = (350; 150), A = (60; 20; 20), B = (100; 20; 60), C = (60; 20; 90), D = (20; 20; 60), 
E = (20; 20; 20), W = (100; 100; 60), K = (110; 20; 55), L = (10; 20; 105), M = (60; 100; 10). 

9. Pp = (150; 150), A = (60; 20; 20), B = (100; 60; 20), C = (60; 100; 20), D = (20; 100; 20), 
E = (20; 60; 20), W = (100; 60; 100), K = (110; 65; 20), L = (10; 15; 20), M = (60; 110; 100). 

10. Pp = (350; 150), A = (60; 20; 20), B = (20; 20; 60), C = (60; 20; 100), D = (100; 20; 100), 
E = (100; 20; 60), W = (20; 100; 60), K = (10; 20; 65), L = (110; 20; 15), M = (60; 100; 110). 

11. Pp = (350; 150), A = (100; 100; 20), B = (100; 20; 20), C = (60; 20; 20), D = (20; 60; 20), 
E = (60; 100; 20), W = (100; 60; 100), K = (110; 50; 20), L = (50; 110; 20), M = (60; 10; 100). 

12. Pp = (150; 150), A = (20; 20; 100), B = (20; 20; 20), C = (60; 20; 20), D = (100; 20; 60), 
E = (60; 20; 100), W = (20; 100; 60), K = (70; 20; 110), L = (60; 100; 10), M = (10; 20; 50). 

13. Pp = (350; 150), A = (100; 20; 100), B = (100; 20; 20), C = (60; 20; 20), D = (20; 20; 60), 
E = (60; 20; 100), W = (100; 100; 60), K = (110; 20; 50), L = (50; 20; 110), M = (60; 100; 10). 

14. Pp = (150; 150), A = (100; 20; 20), B = (100; 100; 20), C = (60; 100; 20), D = (20; 60; 20), 
E = (60; 20; 20), W = (100; 60; 100), K = (110; 70; 20), L = (50; 10; 20), M = (60; 110; 100). 

15. Pp = (350; 150), A = (20; 20; 20), B = (20; 100; 20), C = (60; 100; 20), D = (100; 60; 20), 
E = (60; 20; 20), W = (20; 60; 100), K = (10; 70; 20), L = (70; 10; 20), M = (60; 110; 100). 

16. Pp = (150; 150), A = (100; 20; 60), B = (60; 20; 100), C = (20; 20; 60), D = (60; 20; 20), 
E = (100; 20; 20), W = (100; 100; 60), K = (110; 20; 60), L = (30; 20; 10), M = (60; 90; 110). 
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17. Pp = (150; 150), A = (100; 20; 60), B = (60; 20; 100), C = (20; 20; 100), D = (20; 20; 20), 
E = (60; 20; 20), W = (100; 100; 60), K = (110; 20; 80), L = (20; 20; 10), M = (60; 100; 110). 

18. Pp = (350; 150), A = (100; 60; 20), B = (60; 20; 20), C = (20; 20; 20), D = (20; 60; 20), 
E = (60; 100; 20), W = (100; 100; 100), K = (110; 55; 20), L = (10; 105; 20), M = (10; 10; 100). 

19. Pp = (350; 150), A = (100; 20; 60), B = (100; 20; 20), C = (60; 20; 20), D = (20; 20; 60), 
E = (60; 20; 100), W = (100; 100; 100), K = (10; 20; 105), L = (60; 100; 10), M = (110; 20; 55). 

20. Pp = (150; 150), A = (20; 60; 20), B = (20; 20; 20), C = (60; 20; 20), D = (100; 60; 20), 
E = (60; 100; 20), W = (20; 100; 100), K = (110; 105; 20), L = (10; 55; 20), M = (60; 10; 100). 

21. Pp = (150; 150), A = (20; 60; 20), B = (20; 100; 20), C = (60; 100; 20), D = (100; 60; 20), 
E = (60; 20; 20), W = (20; 20; 100), K = (110; 65; 20), L = (10; 15; 20), M = (60; 120; 100). 

22. Pp = (150; 150), A = (100; 20; 20), B = (100; 20; 60), C = (60; 20; 100), D = (20; 20; 60), 
E = (60; 20; 20), W = (100; 100; 60), K = (10; 20; 45), L = (110; 20; 95), M = (110; 80; 20). 

23. Pp = (350; 150), A = (20; 60; 20), B = (60; 100; 20), C = (100; 100; 20), D = (100; 60; 20), 
E = (60; 20; 20), W = (60; 60; 100), K = (110; 15; 20), L = (60; 110; 60), M = (10; 65; 20). 

24. Pp = (150; 150), A = (100; 20; 100), B = (60; 20; 100), C = (20; 20; 60), D = (60; 20; 20), 
E = (100; 20; 60), W = (60; 100; 60), K = (110; 20; 65), L = (10; 20; 15), M = (60; 60; 110). 

25. Pp = (150; 150), A = (100; 60; 20), B = (60; 20; 20), C = (20; 60; 20), D = (20; 100; 20), 
E = (60; 100; 20), W = (60; 60; 100), K = (110; 65; 20), L = (10; 15; 20), M = (60; 110; 60). 
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8. Powierzchnie i bryły obrotowe 

 
8.1. Powierzchnie obrotowe – podstawowe poj�cia 

Powierzchnia obrotowa powstaje w wyniku pełnego obrotu wokół ustalonej prostej 
(osi obrotu) elementu zwanego tworz�c�. Tworz�c� mo�e by� dowolna ci�gła linia 
płaska lub przestrzenna. Je�eli tworz�c� jest prosta, to tak� powierzchni� nazywa si� 
prostokre�ln�, w  innych przypadkach otrzymuje si� powierzchnie nieprostokre�lne. 

 W zale�no�ci od wzajemnego poło�enia w przestrzeni osi obrotu i tworz�cej mo�na 
wyró�ni� nast�puj�ce prostokre�lne powierzchnie obrotowe: 

– płaszczyzn� (o� obrotu i tworz�ca s� do siebie prostopadłe),  
– powierzchni� walcow� (o� obrotu i tworz�ca s� równoległe)  
– powierzchni� sto�kow� (o� obrotu i tworz�ca przecinaj� si�, tworz�c ze sob� k�t 

ró�ny od k�ta prostego),  
– hiperboloid� jednopowłokow� (o� obrotu i tworz�ca s� sko�ne i tworz� ze sob� 

k�t ró�ny od k�ta prostego).  
W wyniku obrotu odcinka wokół prostej powstaje fragment jednej z wymienionych 
powierzchni. 

Je�eli tworz�c� jest okr�g i o� obrotu le�y w płaszczy�nie okr�gu, to w zale�no�ci od 
ich wzajemnego poło�enia uzyskuje si� nast�puj�ce powierzchnie obrotowe: 

– powierzchni� pier�cieniow� zwykł� (o� obrotu nie ma z okr�giem punktów 
wspólnych),  

– powierzchni� pier�cieniow� jednobiegunow� (o� obrotu jest styczna do okr�gu),  
– powierzchni� pier�cieniow� dwubiegunow� (o� obrotu przecina okr�g w dwu 

punktach).  
Punkt przeci�cia osi obrotu i tworz�cej nazywa si� biegunem powierzchni, �rednica 
okr�gu tworz�cego jest �rednic� powierzchni. W szczególnym przypadku, gdy o� obrotu 
przechodzi przez �rodek okr�gu otrzymuje si� powierzchni� sferyczn�. (Powierzchni� 
sferyczn� mo�na otrzyma� równie� poprzez obrót połowy łuku okr�gu wokół �rednicy.) 
�rodek łuku jest wtedy �rodkiem powierzchni sferycznej. W wyniku obrotu dowolnego 
łuku okr�gu wokół osi le��cej w jego płaszczy�nie uzyskuje si� fragmenty wymienionych 
powierzchni. 

Je�eli o� obrotu nie le�y w płaszczy�nie okr�gu, uzyskuje si� przewa�nie 
powierzchnie obrotowe dowolne. Wyj�tek stanowi np. sytuacja, w której prosta 
przechodz�ca przez �rodek łuku i  prostopadła do jego płaszczyzny przecina o� obrotu. 
Otrzymuje si� wówczas fragment powierzchni sferycznej, której �rodkiem jest punkt 
przeci�cia prostych. 
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Wymienione powierzchnie stanowi� w cało�ci lub cz��ci pobocznice (powierzchnie 
boczne) takich brył obrotowych jak walec, sto�ek, kula, torus. Brył�, której pobocznic� 
stanowi powierzchnia obrotowa dowolna nazywa si� brył� obrotow� dowoln�. 
W wyniku obrotu innych krzywych ni� prosta i okr�g powstaj� przewa�nie powierzchnie 
obrotowe dowolne. 

Ka�dy punkt tworz�cej powierzchni zakre�la okr�g zwany równole�nikiem. 
W przypadku gdy tworz�c� jest odcinek (b�d� łuk okr�gu) jego ko�ce zakre�laj� 
równole�niki brze�ne. Je�eli koniec odcinka (lub łuku) nale�y do osi obrotu (jest 
biegunem), wówczas równole�nik brze�ny degeneruje si� do punktu. Równole�niki 
powierzchni nie b�d�ce brze�nymi nazywaj� si� równole�nikami po�rednimi. Punkt 
okr�gu tworz�cego powierzchni� pier�cieniow� lub sferyczn�, le��cy najdalej od osi 
obrotu zakre�la równole�nik główny (równik), a punkt jej najbli�szy zakre�la 
równole�nik szyjny. Wykre�lenie rzutów powierzchni obrotowej polega na wykre�leniu 
rzutów równole�ników brze�nych (je�li istniej�) oraz pewnej ilo�ci równole�ników 
po�rednich. W�ród równole�ników po�rednich nale�y uwzgl�dni� równole�niki główne 
i szyjne, je�li konstruowana powierzchnia je posiada. Brzegiem rzutu powierzchni 
obrotowej jest obwiednia rzutów wszystkich równole�ników. 
 
 
8.2. Przekroje powierzchni i brył obrotowych 

Je�eli powierzchnia i płaszczyzna posiadaj� co najmniej jeden punkt wspólny, to zbiór 
takich punktów nazywamy przekrojem powierzchni. Przekrój powierzchni płaszczyzn� 
prostopadł� do osi nazywa si� przekrojem poprzecznym i jest nim okr�g b�d�cy 
równole�nikiem lub okr�gi współ�rodkowe. Przekrój powierzchni płaszczyzn� 
przechodz�c� przez o� obrotu nazywa si� przekrojem wzdłu�nym. Przekrój wzdłu�ny 
jest figur� symetryczn� wzgl�dem osi obrotu. Przekrój nie b�d�cy ani wdłu�nym, ani 
poprzecznym nazywa si� przekrojem uko�nym. Przekrojami omówionych powierzchni 
obrotowych mog� by�: 

– powierzchni sto�kowej: elipsa, parabola, hiperbola, punkt (wierzchołek 
powierzchni), prosta, dwie proste przecinaj�ce si� w wierzchołku, 

– powierzchni walcowej: elipsa, prosta, para prostych równoległych,  
– hiperboloidy jednopowłokowej: elipsa, hiperbola, para przecinaj�cych si� prostych,  
– powierzchni sferycznej: okr�g lub punkt 
– powierzchni pier�cieniowych: dwa okr�gi (lub ich fragmenty), okr�g i punkt, 

punkt, krzywe stopnia drugiego lub czwartego.  
Aby skonstruowa� rzuty przekroju powierzchni lub bryły obrotowej nale�y: 

– okre�li� jaka krzywa powstaje w wyniku przekroju,  
– skonstruowa� rzuty elementów, które jednoznacznie okre�laj� t� krzyw� (o ile 

elementy takie wyst�puj�), 
– skonstruowa� rzuty punktów styczno�ci przekroju do brzegu powierzchni,  
– skonstruowa� rzuty punktów po�rednich krzywej tak, aby mo�na j� było poprawnie 

wykre�li�.  
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8.3. Tre�� problemów 

Problem I. Przekroje walca płaszczyznami rzutuj�cymi 
Dany jest kartezja�ski prostok�tny prawoskr�tny układ współrz�dnych Oxyz, 

w  którym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maj� długo�� 1 mm, oraz zwi�zany 
z nim układ rzutni Monge’a (π1, π2), gdzie π1 = {x, y} jest rzutni� poziom�, a π2 = {z, x} 
— rzutni� pionow�. Ponadto dane s�: prosta l = {P, Q}, nieprzynale�ny do niej punkt R 
oraz płaszczyzny α = {A, B, P} i β = {C, D, Q}. 

1. Wykre�li� podstawowe rzuty Monge’a bryły wypukłej ograniczonej obrotow� 
powierzchni� walcow� Σ przechodz�c� przez punkt R, której osi� obrotu jest prosta l 
oraz płaszczyznami α i β. 

Punkt O (pocz�tek układu współrz�dnych) przyj�� w punkcie pocz�tkowym Pp 
arkusza rysunkowego. Przyj�� ponadto, �e rzut osi x = x12 ma na arkuszu poło�enie 
poziome i zwrot w lew� stron�, o� y — poło�enie pionowe i zwrot „w dół”, o� z — 
poło�enie pionowe i zwrot „w gór�”. 

2. Ustali� widoczno�� bryły we wszystkich konstruowanych rzutach przy 
zało�eniu, �e jest ona nieprzezroczysta. Zakreskowa� �cian� przekroju w rzutach, 
w  których jest ona widoczna. 
 

Problem II. Przekrój sto�ka płaszczyzn� w poło�eniu ogólnym 
Dany jest kartezja�ski prostok�tny prawoskr�tny układ współrz�dnych Oxyz, 

w  którym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maj� długo�� 1 mm, oraz zwi�zany 
z nim układ rzutni Monge’a (π1, π2), gdzie π1 = {x, y} jest rzutni� poziom�, a π2 = {z, x} 
— rzutni� pionow�. Ponadto dany jest sto�ek obrotowy Σ, w którym wierzchołkiem jest 
punkt W, �rodkiem podstawy — punkt S, natomiast T jest punktem le��cym na 
powierzchni sto�ka. Sto�ek Σ rozci�to płaszczyzn� ϕ = {K, L, M}. 

1. Metod� transformacji układu odniesienia skonstruowa� rzuty Monge’a tej cz��ci 
rozci�tego sto�ka, która ma �cian� przekroju widoczn� w rzucie pionowym. 

Przyj��, �e punkt O (pocz�tek układu współrz�dnych) znajduje si� w punkcie 
pocz�tkowym Pp arkusza rysunkowego, o� x = x12 ma na arkuszu poło�enie poziome oraz 
zwrot w lew� stron�, o� y — poło�enie pionowe i zwrot „w dół”, o� z — poło�enie 
pionowe i zwrot „w gór�”.  

Wyznaczy� konstrukcyjnie wszystkie punkty charakterystyczne krzywej 
stanowi�cej brzeg �ciany przekroju: wierzchołki i punkty krzywej le��ce na tworz�cych 
sto�ka, skrajnych w poszczególnych rzutach oraz wierzchołki konstruowanej bryły (o ile 
takie punkty istniej�). 

2. Skonstruowa� rzut �ciany przekroju, w którym zachowuje ona wszystkie swoje 
wymiary. 

3. Ustali� widoczno�� powstałej bryły we wszystkich konstruowanych rzutach przy 
zało�eniu, �e jest ona nieprzezroczysta. Zakreskowa� �cian� przekroju w rzutach, 
w  których jest ona widoczna, oraz w rzucie zachowuj�cym jej miar� 
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Informacje pomocnicze: 
• kraw�dzie niewidoczne rysowa� lini� cienk� kreskow�, kraw�dzie widoczne — 

lini� ci�gł� grub�; punkty oznacza� okr�gami o �rednicy 2 mm wykre�lanymi lini� 
cienk� ci�gł�; nie zaczernia� ani nie przekre�la� ich wn�trz; konstrukcje 
pomocnicze wykre�la� lini� cienk� ci�gł�, 

• zachowa� rozł�czno�� wszystkich konstruowanych rzutów, 
• elipsy aproksymowa� owalem po uprzednim wyznaczeniu kierunków i długo�ci osi 

(rozdział 1. problem I.); nie oznacza� i nie opisywa� punktów oraz prostych 
wykorzystywanych w  konstrukcji osi elipsy oraz owalu, oznaczy� natomiast punkty 
b�d�ce ko�cami �rednic sprz��onych i osi elips, 

• opisa� punkty dane w tre�ci problemu oraz (cyframi arabskimi) punkty 
charakterystyczne krzywej stanowi�cej brzeg przekroju i wierzchołki bryły, 

• widoczn� w rzutach �cian� przekroju oraz rzut zachowuj�cy jej miar� zakreskowa� ze 
stał� podziałk� kreskowania 3 mm; zastosowa� we wszystkich rzutach ten sam k�t 
kreskowania równy 45° (ewentualnie 135°); kreskowanie wykona� lini� ci�gł� 
cienk�! 

 
 
8.4. Przykłady 

Przykład 1. Zadanie P8.01. Problem I. 

Dane 

Pp (340; 160) 
  P (190; 85; 50) 

Q (80; 30; 50) 
R (190; 85; 15) 

  A (140; 130; 100) 
B (140; 0; 100) 

  C (0; 60; 100) 
D (0; 60; 10) 

 
Rozwi�zanie: 
W pierwszej kolejno�ci nale�y wykre�li� rzuty powierzchni walcowej Σ i danych 

płaszczyzn. Do wykre�lenia rzutów powierzchni Σ potrzebna jest znajomo�� poło�enia 
osi oraz długo�ci promienia. W rozwa�anym przykładzie poło�enie osi okre�laj� punkty 
P i Q, za� długo�� promienia jest równa ρ(PII, RII) = ρ(P, R), gdy� odcinek PR — promie� 
powierzchni — ma poło�enie pionowe. Pozwala to natychmiast wykre�li� rzuty pionowe 
tworz�cych a i b, skrajnych w rzucie pionowym. Aby natomiast wyznaczy�  rzuty 
poziome tworz�cych c i d, skrajnych w rzucie poziomym, wystarczy zauwa�y�, �e s� 
oddalone od rzutu poziomego osi l o odległo�� równ� długo�ci promienia powierzchni Σ. 
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 Rys. 8.1. Rozwi�zanie zadania P8.01 
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Poniewa� z danych do zadania wynika, �e o� l jest równoległa do rzutni π1, wi�c rzuty 
poziome tworz�cych a i b jednocz� si� z rzutem poziomym osi l, za� rzuty pionowe 
tworz�cych c i d jednocz� si� z jej rzutem pionowym. Z danych do zadania wynika 
ponadto, �e płaszczyzna α = {A, B, P} jest prostopadła do π2, za� β = {C, D, Q} — 
prostopadła do π1, przy czym �adna z nich nie jest równoległa do osi l. Tym samym 
istniej� niepuste przekroje powierzchni Σ płaszczyznami α oraz β i  w obu przypadkach 
przekrojami s� elipsy. Poniewa� płaszczyzny ϕ = {c, d} i ψ = {a, b} s� do siebie 
prostopadłe, wi�c punkty przebicia płaszczyzn α i β przez tworz�ce a, b, c, d s� ko�cami 
�rednic sprz��onych elips stanowi�cych rozwa�ane przekroje powierzchni Σ. Przyjmijmy, 
�e punkty 1, 2, 3, 4 s� punktami przebicia płaszczyzny α przez tworz�ce b, a, c, d 
odpowiednio. Odcinki 1–2 i 3–4 s� �rednicami sprz��onymi elipsy powstałej w przekroju 
płaszczyzn� α. Rzutem pionowym tej elipsy jest odcinek 1II–2II, natomiast rzut poziomy 
jest elips�, której osie nale�y wyznaczy� w oparciu o znan� konstrukcj�. Maj�c kierunki 
i długo�ci osi, nale�y t� elips� aproksymowa� owalem (por. rozdział 1, problem I.). 

Analogicznie post�puje si� z przekrojem w płaszczy�nie β, z t� ró�nic�, �e w tym 
przypadku �rednice 5II–6II i 7II–8II s� do siebie prostopadłe. Oznacza to, �e s� to 
jednocze�nie osie elipsy drugiego przekroju.  

Po wyznaczeniu przekrojów powierzchni Σ płaszczyznami α i β mo�na łatwo 
narysowa� rzuty bryły, o której mowa w tre�ci problemu (rys. 8.1.). Poniewa� bryła le�y 
pod płaszczyzn� α i przed płaszczyzn� β, wi�c �ciana przekroju płaszczyzn� α jest 
widoczna w rzucie poziomym, a �ciana przekroju płaszczyzn� β jest niewidoczna 
w  rzucie pionowym. Zatem przesłoni�t� przez powierzchni� bryły połow� elipsy nale�y 
narysowa� lini� kreskow�.  
 

Przykład 2. Zadanie P8.02. Problem II. 

Dane 

Pp (350; 175) 
  W (70; 75; 90) 

S (70; 75; 10) 
T (70; 25; 10) 

  K (0; 25; 95) 
L (0; 155; 0) 
M (130; 105; 0) 

 
Rozwi�zanie: 
Rozwi�zanie nale�y rozpocz�� od wykre�lenia rzutów podstawowych sto�ka oraz 

rzutów punktów okre�laj�cych płaszczyzn� ϕ. Poniewa� zadanie nale�y rozwi�za� 
metod� transformacji układu odniesienia (patrz informacje pomocnicze), wi�c nale�y 
wprowadzi� rzutni� π3 ⊥ ϕ.  
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 Rys. 8.2. Rozwi�zanie zadania P8.02 
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W omawianym zadaniu płaszczyzna podstawy sto�ka (nazwijmy j� α) jest 
płaszczyzn� poziom�. Rzut pionowy sto�ka jest trójk�tem, za� rzut poziomy — kołem. 
W takim przypadku najwygodniej jest wprowadzi� rzutni� π3 prostopadł� do rzutni 
poziomej (rys. 8.2.). 

Z danych do zadania wynika, �e kierunek poziomy w płaszczy�nie ϕ okre�la prosta 
p = {L, M}, zatem po przyj�ciu osi transformacji x13 prostopadle do pI, trzecim rzutem 
sto�ka jest trójk�t, za� płaszczyzny ϕ — prosta. Brzegiem �ciany przekroju jest figura 
zło�ona z fragmentu elipsy (cz��� wspólna powierzchni sto�ka i płaszczyzny siecznej) 
oraz odcinka (cz��ci wspólnej płaszczyzny ϕ i podstawy sto�ka). Naturaln� wielko�� 
�ciany przekroju otrzymuje si� na rzutni π4 || ϕ, po przyj�ciu osi transformacji x34 || ϕIII. 

Aby wyznaczy� parametry elipsy, której fragment stanowi brzeg �ciany przekroju, 
szukamy kierunków i długo�ci jej osi. Dłu�sza o� elipsy zachowuje miar� w rzucie 
trzecim (odcinek 1III–2III), za� krótsza w rzucie poziomym. Krótsz� o� wyznaczamy 
prowadz�c płaszczyzn� pomocnicz� β prostopadł� do osi sto�ka, przechodz�c� przez 
�rodek Q osi 1–2. Przekrój powierzchni sto�ka t� płaszczyzn� jest okr�giem równoległym 
do π1. Punkty przeci�cia tego okr�gu z prost� prostopadł� do π3, przechodz�c� przez Q, 
wyznaczaj� ko�ce mniejszej osi elipsy (punkty 3 i 4). Rzut poziomy du�ej osi elipsy le�y 
w płaszczy�nie symetrii sto�ka równoległej do rzutni trzeciej. Te informacje wystarczaj� 
do wykre�lenia rzutów pierwszego i czwartego całej elipsy. Ko�ce fragmentu elipsy 
b�d�cego brzegiem �ciany przekroju wyznacza si� rozwa�aj�c przekrój okr�gu podstawy 
sto�ka płaszczyzn� ϕ. S� to punkty opisane na rysunku jako 7 i 8. Brzegiem rzutu 
pionowego �ciany przekroju jest elipsa, dla której odcinki 1II–2II i 3II–4II s� �rednicami 
sprz��onymi. Aby narysowa� jej rzut nale�y najpierw znale�� kierunki i długo�ci jej osi. 

Na podstawie trzeciego rzutu wnioskujemy, �e widoczn� �cian� przekroju w rzucie 
pionowym ma cz��� sto�ka, która nie zawiera wierzchołka W. Nale�y zatem narysowa� 
jej rzuty prostok�tne. Do poprawnego ich wykre�lenia potrzebna jest znajomo�� punktów 
wspólnych płaszczyzny siecznej i tworz�cych sto�ka, skrajnych w rzucie pionowym. 
Punkty te wyznacza si� w rzucie trzecim! 
 
8.5. Zadania 

Problem I 

1. Pp = (340; 120), P = (220; 50; 85), Q = (110; 50; 30), R = (110; 15; 30), A = (185; 100; 10), 
B = (185; 10; 10), C = (60; 100; 130), D = (60; 100; 0). 

2. Pp = (340; 160), P = (200; 60; 60), Q = (100; 100; 60), R = (200; 60; 95), A = (140; 10; 0), 
B = (140; 150; 0), C = (50; 50; 60), D = (50; 50; 0). 

3. Pp = (340; 120), P = (200; 60; 60), Q = (100; 60; 100), R = (100; 25; 100), A = (140; 60; 135), 
B = (140; 0; 135), C = (40; 0; 150), D = (40; 0; 10). 

4. Pp = (340; 160), P = (200; 60; 60), Q = (100; 100; 60), R = (200; 60; 95), A = (250; 110; 60), 
B = (250; 110; 0), C = (40; 150; 0), D = (40; 10; 0). 

5. Pp = (340; 120), P = (200; 60; 100), Q = (100; 60; 60), R = (100; 25; 60), A = (140; 0; 10), 
B = (140; 0; 150), C = (140; 60; 135), D = (140; 0; 135). 

6. Pp = (340; 170), P = (190; 50; 50), Q = (80; 105; 50), R = (190; 50; 15), A = (240; 130; 100), 
B = (240; 0; 100), C = (115; 30; 100), D = (115; 30; 10). 
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7. Pp = (340; 110), P = (220; 50; 105), Q = (110; 50; 50), R = (110; 15; 50), A = (185; 100; 30), 
B = (185; 10; 30), C = (60; 0; 130), D = (60; 0; 0). 

8. Pp = (340; 120), P = (220; 50; 85), Q = (110; 50; 30), R = (110; 15; 30), A = (170; 0; 130), 
B = (170; 0; 0), C = (30; 100; 60), D = (30; 10; 60). 

9. Pp = (340; 120), P = (220; 50; 30), Q = (110; 50; 85), R = (110; 15; 85), A = (300; 100; 60), 
B = (300; 10; 60), C = (60; 0; 50), D = (60; 0; 0). 

10. Pp = (340; 120), P = (200; 60; 100), Q = (100; 60; 60), R = (100; 25; 60), A = (250; 60; 50), 
B = (250; 0; 50), C = (160; 0; 150), D = (160; 0; 10). 

11. Pp = (340; 160), P = (200; 60; 60), Q = (100; 100; 60), R = (200; 60; 95), A = (260; 10; 0), 
B = (260; 150; 0), C = (60; 50; 60), D = (60; 50; 0). 

12. Pp = (340; 160), P = (200; 60; 60), Q = (100; 100; 60), R = (200; 60; 95), A = (260; 10; 0), 
B = (260; 150; 0), C = (140; 25; 60), D = (140; 25; 0). 

13. Pp = (340; 120), P = (200; 60; 100), Q = (100; 60; 60), R = (100; 25; 60), A = (140; 0; 10), 
B = (140; 0; 150), C = (50; 60; 120), D = (50; 0; 120). 

14. Pp = (340; 160), P = (200; 60; 60), Q = (100; 100; 60), R = (200; 60; 95), A = (160; 135; 60), 
B = (160; 135; 0), C = (160; 10; 0), D = (160; 150; 0). 

15. Pp = (340; 120), P = (200; 60; 60), Q = (100; 60; 100), R = (100; 25; 100), A = (140; 60; 135), 
B = (140; 0; 135), C = (160; 0; 150), D = (160; 0; 10). 

16. Pp = (340; 120), P = (220; 50; 105), Q = (110; 50; 50), R = (110; 15; 50), A = (300; 100; 75), 
B = (300; 10; 75), C = (60; 0; 130), D = (60; 0; 0). 

17. Pp = (340; 170), P = (190; 50; 50), Q = (80; 105; 50), R = (190; 50; 15), A = (140; 130; 100), 
B = (140; 0; 100), C = (115; 30; 100), D = (115; 30; 10). 

18. Pp = (340; 120), P = (220; 50; 30), Q = (110; 50; 85), R = (110; 15; 85), A = (300; 100; 60), 
B = (300; 10; 60), C = (60; 100; 50), D = (60; 100; 0). 

19. Pp = (340; 170), P = (190; 105; 50), Q = (80; 50; 50), R = (190; 105; 15), A = (155; 30; 100), 
B = (155; 30; 10), C = (30; 130; 100), D = (30; 0; 100). 

20. Pp = (340; 160), P = (200; 100; 60), Q = (100; 60; 60), R = (200; 100; 95), A = (260; 10; 0), 
B = (260; 150; 0), C = (140; 135; 60), D = (140; 135; 0). 

21. Pp = (340; 160), P = (200; 100; 60), Q = (100; 60; 60), R = (200; 100; 95), A = (260; 10; 0), 
B = (260; 150; 0), C = (50; 110; 60), D = (50; 110; 0). 

22. Pp = (340; 120), P = (200; 60; 60), Q = (100; 60; 100), R = (200; 25; 60), A = (250; 60; 110), 
B = (250; 0; 110), C = (160; 0; 150), D = (160; 0; 10). 

23. Pp = (340; 120), P = (200; 60; 60), Q = (100; 60; 100), R = (200; 25; 60), A = (250; 60; 110), 
B = (250; 0; 110), C = (40; 0; 150), D = (40; 0; 10). 

24. Pp = (340; 120), P = (200; 60; 60), Q = (100; 60; 100), R = (200; 25; 60), A = (240; 0; 10), 
B = (240; 0; 150), C = (140; 60; 25), D = (140; 0; 25). 

25. Pp = (340; 120), P = (200; 60; 60), Q = (100; 60; 100), R = (200; 25; 60), A = (140; 0; 10), 
B = (140; 0; 150), C = (140; 60; 25), D = (140; 0; 25). 

Problem II 

1. Pp = (350; 175), W = (70; 75; 90), S = (70; 75; 10), T = (70; 25; 10), K = (0; 40; 0), 
L = (0; 155; 65), M = (130; 105; 65). 

2. Pp = (350; 175), W = (70; 75; 10), S = (70; 75; 90), T = (70; 25; 90), K = (0; 25; 0), 
L = (0; 155; 95), M = (130; 105; 95). 
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3. Pp = (150; 110), W = (70; 90; 75), S = (70; 10; 75), T = (70; 10; 25), K = (0; 0; 105), 
L = (130; 0; 155), M = (130; 95; 25). 

4. Pp = (150; 100), W = (70; 90; 75), S = (70; 10; 75), T = (70; 10; 25), K = (140; 65; 170), 
L = (10; 65; 105), M = (140; 0; 40). 

5. Pp = (350; 110), W = (70; 90; 75), S = (70; 10; 75), T = (70; 10; 25), K = (0; 0; 160), 
L = (130; 0; 95), M = (0; 80; 60). 

6. Pp = (350; 110), W = (70; 90; 75), S = (70; 10; 75), T = (70; 10; 25), K = (130; 0; 125), 
L = (0; 85; 50), M = (0; 0; 160). 

7. Pp = (150; 175), W = (70; 75; 90), S = (70; 75; 10), T = (70; 25; 10), K = (10; 115; 80), 
L = (140; 40; 0), M = (140; 150; 80). 

8. Pp = (150; 175), W = (70; 75; 90), S = (70; 75; 10), T = (70; 25; 10), K = (10; 0; 60), 
L = (140; 65; 60), M = (10; 135; 0). 

9. Pp = (350; 175), W = (70; 75; 90), S = (70; 75; 10), T = (70; 25; 10), K = (0; 155; 95), 
L = (130; 105; 95), M = (0; 45; 0). 

10. Pp = (350; 175), W = (70; 75; 90), S = (70; 75; 10), T = (70; 125; 10), K = (130; 0; 60), 
L = (0; 65; 60), M = (130; 135; 0). 

11. Pp = (150; 175), W = (70; 75; 90), S = (70; 75; 10), T = (70; 125; 10), K = (140; 160; 85), 
L = (10; 95; 85), M = (140; 50; 0). 

12. Pp = (150; 175), W = (70; 75; 90), S = (70; 75; 10), T = (70; 125; 10), K = (10; 125; 0), 
L = (140; 50; 85), M = (140; 160; 0). 

13. Pp = (150; 110), W = (70; 90; 75), S = (70; 10; 75), T = (70; 10; 125), K = (10; 0; 125), 
L = (140; 85; 50), M = (140; 0; 160). 

14. Pp = (350; 110), W = (70; 90; 75), S = (70; 10; 75), T = (70; 10; 125), K = (130; 80; 115), 
L = (0; 0; 40), M = (0; 80; 150). 

15. Pp = (350; 110), W = (70; 90; 75), S = (70; 10; 75), T = (70; 10; 125), K = (0; 80; 50), 
L = (130; 0; 115), M = (0; 0; 150). 

16. Pp = (150; 110), W = (70; 90; 75), S = (70; 10; 75), T = (70; 10; 125), K = (140; 85; 160), 
L = (10; 85; 90), M = (140; 0; 50). 

17. Pp = (150; 110), W = (70; 90; 75), S = (70; 10; 75), T = (70; 10; 125), K = (140; 0; 160), 
L = (10; 0; 95), M = (140; 80; 60). 

18. Pp = (350; 110), W = (70; 90; 75), S = (70; 10; 75), T = (70; 10; 125), K = (0; 65; 170), 
L = (130; 65; 105), M = (0; 0; 40). 

19. Pp = (350; 110), W = (70; 90; 75), S = (70; 10; 75), T = (70; 10; 125), K = (130; 60; 0), 
L = (0; 60; 65), M = (130; 0; 135). 

20. Pp = (150; 110), W = (70; 90; 75), S = (70; 10; 75), T = (70; 10; 125), K = (140; 95; 155), 
L = (10; 95; 105), M = (140; 0; 45). 

21. Pp = (150; 110), W = (70; 90; 75), S = (70; 10; 75), T = (70; 10; 125), K = (140; 0; 155), 
L = (10; 0; 105), M = (140; 90; 25). 

22. Pp = (350; 175), W = (70; 75; 10), S = (70; 75; 90), T = (70; 25; 90), K = (130; 125; 100), 
L = (0; 50; 15), M = (0; 160; 100). 

23. Pp = (350; 110), W = (70; 10; 75), S = (70; 90; 75), T = (70; 90; 25), K = (130; 100; 125), 
L = (0; 15; 50), M = (0; 100; 160). 

24. Pp = (150; 175), W = (70; 75; 10), S = (70; 75; 90), T = (70; 25; 90), K = (0; 125; 100), 
L = (130; 50; 15), M = (130; 160; 100). 

25. Pp = (150; 110), W = (70; 10; 75), S = (70; 90; 75), T = (70; 90; 25), K = (0; 100; 125), 
L = (130; 15; 50), M = (130; 100; 160). 
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9. Przenikania brył 

 
9.1. Modelowanie brył 

Bryły o zło�onym kształcie geometrycznym modeluje si� poprzez kolejne 
modyfikacje brył o kształtach podstawowych (wielo�cianów, brył obrotowych itp.). Maj� 
tu zastosowanie znane z algebry zbiorów operacje sumy, ró�nicy oraz iloczynu. 
Wykonanie ka�dej z tych operacji na dowolnych bryłach wymaga rozwi�zania 
zagadnienia zwanego przenikaniem brył. Sprowadza si� ono przede wszystkim do 
wyznaczenia tzw. linii przenikania powierzchni brył modyfikowanych oraz ustalenia 
ostatecznego kształtu bryły b�d�cej wynikiem przeprowadzonej operacji. 

Lini� przenikania dwu (lub wi�cej) powierzchni nazywa si� zbiór ich punktów 
wspólnych. Zazwyczaj jest to pewna krzywa przestrzenna o skomplikowanym, 
nieelementarnym kształcie. Aby wykre�li� rzuty linii przenikania nale�y wyznaczy� 
punkty charakterystyczne jej rzutów oraz pewn� liczb� tzw. punktów po�rednich, 
a nast�pnie poł�czy� je w odpowiedniej kolejno�ci. Do punktów charakterystycznych 
rzutów linii przenikania nale��: 

– punkty styczno�ci rzutów linii przenikania i rzutów brzegów przenikaj�cych si� 
powierzchni, 

– ekstrema lokalne, punkty przegi�cia, lokalne maksimów i minima krzywizny,  
– punkty osobliwe krzywej (np. punkty jej samoprzeci�cia), 
– punkty o najwi�kszej i najmniejszej gł�boko�ci (najbli�szy i najdalszy) oraz 

punkty o najwi�kszej i najmniejszej wysoko�ci (najwy�szy i najni�szy, je�li 
zagadnienie przenikania rozwi�zuje si� metod� Monge’a. 

Punktami po�rednimi linii przenikania nazywa si� punkty, które nie s� jej punktami 
charakterystycznymi. Kolejno�� wyst�powania punktów na krzywej jest lokalnym 
niezmiennikiem rzutowania. Oznacza to, �e kolejno�� poł�cze� rzutów punktów lokalnie 
musi by� zgodna z kolejno�ci� poł�cze� tych punktów w przestrzeni. 

Punktów charakterystycznych linii przenikania nale�y poszukiwa� przede wszystkim 
w płaszczyznach symetrii poszczególnych powierzchni oraz w płaszczyznach symetrii 
zło�enia (o ile takie płaszczyzny wyst�puj�). Do wyznaczenia zarówno punktów 
charakterystycznych jak i po�rednich nale�y stosowa� typowe konstrukcje geometryczne. 
Je�li nie istnieje konstrukcja teoretycznie dokładna wyznaczania danego punktu 
charakterystycznego lub konstrukcja taka posiada zbyt du�y stopie� skomplikowania, to 
nale�y wówczas zastosowa� konstrukcj� przybli�on�, wyznaczaj�c odpowiedni� liczb� 
punktów po�rednich i na ich podstawie aproksymuj�c dany fragment krzywej. 



 90 

9.2. Przenikania brył - metody wykre�lne 

Rozwi�zanie zagadnienia przenikania brył metodami geometrii wykre�lnej polega na 
wyznaczeniu rzutów linii przenikania powierzchni b�d�cych brzegiem tych brył oraz na 
wyznaczeniu rzutów bryły wynikowej i okre�leniu jej widoczno�ci. Niezale�nie od 
rodzaju wykonywanej operacji (wyznaczenia sumy, ró�nic lub iloczynu brył) linia 
przenikania jest zawsze t� sam� krzyw�. Rodzaj operacji wpływa jedynie na jej 
widoczno�� w rzutach. 

Wykre�lne metody wyznaczania linii przenikania powierzchni brył opieraj� si� na 
tzw. uogólnionej metodzie przekrojów. Metoda ta jest konsekwencj� znanej własno�ci 
iloczynu zbiorów, która mówi, �e cz��� wpólna dwu zbiorów zawiera zawsze cz��� 
wspóln� dowolnych podzbiorów tych zbiorów. (W zapisie formalnym wymienion� 
własno�� wyra�a implikacja: je�li Γ ⊂ Ξ i ∆ ⊂ Θ, to (Γ ∩ ∆) ⊂ (Ξ ∩ Θ).) Rozwa�anymi 
podzbiorami przenikaj�cych si� powierzchni mog� by� np.: 

– przekroje płaszczyznami (tzw. metoda płaszczyzn siecznych), 
– przekroje powierzchniami sferycznymi (tzw. metoda sfer), 
– przekroje powierzchniami walcowymi. 
Najbardziej uniwersaln� jest metoda płaszczyzn siecznych. Płaszczyzny tn�ce nale�y 

tak dobiera�, aby rzutami przekrojów były proste lub okr�gi (b�d� ich fragmenty). 
Metod� przekrojów mo�na wyznacza� zarówno punkty charakterystyczne jak i punkty 
po�rednie rzutów linii przenikania. 

Warto pami�ta�, �e linie przenikania powierzchni zamkni�tych (np.: brzegów brył) 
s� zawsze krzywymi zamkni�tymi, przy czym w zale�no�ci od wzajemnego poło�enia 
przenikaj�cych si� brył, lini� mo�e stanowi� jedna krzywa zamkni�ta albo dwie i wi�cej. 
Lini� przenikania dwóch kul jest zawsze okr�g, którego rzutami (w zale�no�ci od 
poło�enia prostej ł�cz�cej ich �rodki) mog� by�: odcinek, okr�g, elipsa. Je�li rzutem linii 
przenikania jest elipsa, w celu jej wykre�lenia nale�y znale�� kierunki i długo�ci jej osi 
(lub inne parametry okre�laj�ce j� w sposób jednoznaczny). 

  W przypadku rozwi�zywania w rzutach Monge'a zagadnie� przenikania typowych 
brył obrotowych: walca, sto�ka, kuli lub torusa, których osie s� prostopadłe lub 
równoległe do rzutni, w metodzie płaszczyzn siecznych nale�y rozwa�a� płaszczyzny 
poziome lub czołowe oraz niektóre płaszczyzny poziomo i pionowo rzutuj�ce. 
Rozwi�zywanie zadania nale�y rozpoczyna� od wyznaczenia punktów 
charakterystycznych. W pierwszej kolejno�ci nale�y wyznaczy� punkty: najwy�szy, 
najni�szy, najbli�szy i najdalszy (dokonuj�c w razie potrzeby kładów prostok�tnych 
odpowiednich płaszczyzn symetrii). Płaszczyzny poziome przeprowadzone przez punkty 
najwy�szy i najni�szy oraz czołowe przechodz�ce przez punkty najbli�szy i najdalszy, 
ograniczaj� odpowiednio obszary rzutni pionowej i poziomej, w których mieszcz� si� 
rzuty linii przenikania. Tym samym ułatwiaj� wprowadzanie dalszych płaszczyzn 
potrzebnych do wyznaczania punktów  po�rednich. Nie ma jednoznacznych reguł 
okre�laj�cych zarówno liczb� koniecznych płaszczyzn pomocniczych jak te� ich 
rozmieszczenie w obszarze zawieraj�cym rzut linii przenikania. Ich liczba wystarczaj�ca 
praktycznie do okre�lenia przebiegu krzywej wynosi 5. Mo�na rozmieszcza� je 
równomiernie ze stał� podziałk�, niemniej zaleca si� „ zag�szcza� ” płaszczyzny tam, 
gdzie krzywizna linii przenikania jest wi�ksza. 
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9.3. Tre�� problemu 

Problem I. Otwór walcowy w sto�ku 
Dany jest kartezja�ski prostok�tny prawoskr�tny układ współrz�dnych Oxyz, 

w  którym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maj� długo�� 1 mm, oraz zwi�zany 
z nim układ rzutni Monge’a (π1, π2), gdzie π1 = {x, y} jest rzutni� poziom�, a π2 = {z, x} 
— rzutni� pionow�. 

Ponadto dany jest sto�ek obrotowy Σ o wierzchołku w punkcie W, �rodku podstawy 
w punkcie S, którego powierzchnia boczna przechodzi przez punkt T. W sto�ku Σ 
wykonano przelotowy otwór walcowy, w taki sposób, �e osi� otworu jest prosta 
l = {P, Q}, za� dany punkt A ∈ Σ le�y na powierzchni otworu. 

1. Skonstruowa� rzuty Monge’a sto�ka Σ z wykonanym otworem. Punkt O 
(pocz�tek układu współrz�dnych) przyj�� w punkcie pocz�tkowym Pp arkusza 
rysunkowego. Przyj�� ponadto, �e o� x = x12 ma na arkuszu poło�enie poziome i zwrot 
w lew� stron�, o� y — poło�enie pionowe i zwrot „w dół”, o� z — poło�enie pionowe 
i zwrot „w gór�”. 

2. Ustali� widoczno�� otrzymanej bryły we wszystkich konstruowanych rzutach, 
zakładaj�c, �e jest wykonana z materiału nieprzezroczystego. 
 
 

Informacje pomocnicze: 
• kraw�dzie niewidoczne rysowa� lini� cienk� kreskow�, kraw�dzie widoczne — lini� 

ci�gł� grub�; punkty oznacza� okr�gami o �rednicy 2 mm wykre�lanymi lini� cienk� 
ci�gł�; nie zaczernia� ani nie przekre�la� ich wn�trz; konstrukcje pomocnicze 
wykre�la� lini� cienk� ci�gł�, 

• zachowa� rozł�czno�� wszystkich konstruowanych rzutów, 
• oznaczy� i opisa� punkty dane w tre�ci problemu, 
• wyznaczy� konstrukcyjnie, oznaczy� i opisa� (liczbami zapisanymi cyframi 

arabskimi) punkty charakterystyczne linii przenikania powierzchni sto�ka 
i  powierzchni otworu, 

• nie opisywa� punktów po�rednich linii przenikania, 
• lini� przenikania narysowa� odr�cznie, wyznaczaj�c uprzednio odpowiedni� liczb� 

punktów po�rednich! 
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9.4. Przykładowe rozwi	zanie 

Przykład. Zadanie P9.01. Problem I. 

Dane 

Pp (240; 160) 
  W (100; 80; 95) 

S (100; 80; 20) 
T (160; 80; 20) 
  P (90; 100; 105) 

Q (90; 100; 0) 
A (120; 100; 20) 

 
Rozwi�zanie: 
W pierwszej kolejno�ci nale�y wykre�li� rzuty podstawowe sto�ka Σ oraz powierzchni 

walcowej, której fragment b�dzie powierzchni� wykonanego otworu. W omawianym 
przykładzie (rys. 9.1.) o� symetrii sto�ka oraz o� otworu s� prostymi równoległymi. W 
takim poło�eniu powierzchnia walcowa ma punkty wspólne zarówno z powierzchni� 
boczn� (pobocznic�) sto�ka jak i z jego podstaw�.  

Zbiór punktów wspólnych powierzchni nazywa si� lini� przenikania. W przyj�tej 
sytuacji linia przenikania składa si� z dwóch krzywych zamkni�tych nie posiadaj�cych 
punktów wspólnych (tzw. przenikanie zupełne): okr�gu powstałego w przekroju 
powierzchni otworu płaszczyzn� α podstawy sto�ka, oraz pewnej krzywej 
przestrzennej, le��cej na powierzchni bocznej sto�ka, przy czym w rzucie poziomym 
obie krzywe jednocz� si� z rzutem poziomym powierzchni walcowej. Rzutem pionowym 
okr�gu le��cego w płaszczy�nie podstawy jest odcinek AIIBII, natomiast okr�g ma �rodek 
w punkcie C (punkcie wspólnym osi l i  płaszczyzny α), za� odcinek AB jest jego 
�rednic� (A i B s� punktami przebicia podstawy przez tworz�ce a i b). 

Drugi fragment linii przenikania (krzywa na powierzchni sto�ka) nie jest  krzyw� 
o znanych własno�ciach. W celu jej wykre�lenia nale�y zastosowa� sposób post�powania 
przypominaj�cy procedur� badania przebiegu zmienno�ci funkcji. Nale�y wyznaczy� 
pewien zbiór punktów tak, aby mo�na było w sposób przybli�ony naszkicowa� jej kształt. 
W tym celu w pierwszej kolejno�ci wyznacza si� tzw. punkty charakterystyczne, które 
zawieraj� najwi�cej informacji o kształcie krzywej b�d� jej rzutu, natomiast pó�niej 
wykorzystuje si� tzw. punkty po�rednie (punkty, które nie s� charakterystyczne). Do 
punktów charakterystycznych zalicza si� punkty o najwi�kszej i najmniejszej 
wysoko�ci, punkty o najwi�kszej i najmniejszej gł�boko�ci, punkty styczno�ci 
krzywej do zarysów rzutów itp. W omawianym przykładzie punktami 
charakterystycznymi krzywej s� punkty najwy�szy i najni�szy, le��ce w płaszczy�nie β 
symetrii zło�enia brył, punkty styczno�ci do tworz�cych sto�ka skrajnych w rzucie 
pionowym, le��ce w równoległej do rzutni π2 płaszczy�nie γ symetrii sto�ka, punkty 
styczno�ci do tworz�cych powierzchni walcowej skrajnych w rzucie pionowym, le��ce 
w równoległej do rzutni π2 płaszczy�nie δ symetrii powierzchni walcowej. 
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Punkty linii przenikania wyznacza si� stosuj�c ró�ne warianty tzw. metody 
przekrojów. Punkty linii przenikania w płaszczy�nie β znaleziono rozwa�aj�c przekrój 
sto�ka i przekrój powierzchni walcowej. Płaszczyzna β kroi sto�ek w trójk�cie 1–2–W, 
natomiast powierzchni� walcow� — w dwóch tworz�cych, których rzuty poziome s� 
punktami przeci�cia prostej βI i okr�gu b�d�cego rzutem poziomym powierzchni 
walcowej. Punkty wspólne tych tworz�cych i trójk�ta 1–2–W wyznaczaj� punkt 
najwy�szy 3 i punkt najni�szy 4 drugiej krzywej linii przenikania. W analogiczny 
sposób znajduje si� punkty le��ce w płaszczy�nie γ. S� to punkty 5 i 6 styczno�ci linii 
przenikania do tworz�cych sto�ka, skrajnych w rzucie pionowym. Punkty te s� potrzebne, 
aby prawidłowo narysowa� rzut pionowy powstałej bryły (odcinki 5–W i 6–W znajduj� 
si� w obszarze otworu, zatem nie nale�� do ostatecznej bryły). T� sam� metod� mo�na 
znale�� punkty 7 i 8 linii przenikania w płaszczy�nie δ. Mo�na jednak zastosowa� nieco 
inne rozumowanie. Chc�c znale�� np. punkt wspólny powierzchni sto�ka i tworz�cej a, 
prowadzimy przez t� prost� pomocnicz� powierzchni� walcow� współosiow� ze 
sto�kiem. Lini� przenikania tej powierzchni z pobocznic� sto�ka jest okr�g le��cy 
w płaszczy�nie λ. Punkt 7, wspólny dla okr�gu i tworz�cej a jest punktem przebicia 
pobocznicy sto�ka przez prost� a. Podobne rozwa�ania przeprowadzone w przypadku 
tworz�cej b pozwalaj� otrzyma� punkt 8. Punkty 7 i 8 s� punktami styczno�ci linii 
przenikania z tworz�cymi powierzchni walcowej, skrajnymi w rzucie pionowym. S� one 
potrzebne do prawidłowego narysowania zarysów brzegu otworu w sto�ku (odcinki A–7 
oraz B–8). 

Punktami po�rednimi, które w pierwszej kolejno�ci nale�y wyznaczy�, to punkty 
le��ce w płaszczyznach poziomych κ, λ, µ, ν, które przechodz� przez punkty 
charakterystyczne 5, 7, 6 i 8. Punkty po�rednie wyznacza si� rozwa�aj�c przekroje 
zło�enia wymienionymi płaszczyznami. W celu dokładniejszego wykre�lenia krzywej 
nale�y wprowadzi� jeszcze kilka dodatkowych pomocniczych płaszczyzn siecznych 
(równoległych do π1) w miejscach, gdzie jest du�a krzywizna linii przenikania b�d� gdzie 
odległo�ci pomi�dzy wyznaczonymi wcze�niej kolejnymi punktami krzywej s� zbyt du�e. 

Wyznaczone punkty linii przenikania ł�czy si� zgodnie z kolejno�ci� ich 
wyst�powania na krzywej (kolejno�� ta zachowuje si� w rzucie poziomym). 

Maj�c znalezione rzuty linii przenikania, mo�na narysowa� rzuty sto�ka 
z wykonanym otworem. W rzucie poziomym widoczny jest brzeg podstawy sto�ka 
i  górna cz��� linii przenikania. W rzucie pionowym widoczny brzeg rzutu stanowi 
podstawa sto�ka, fragmenty tworz�cych i cz��� linii przenikania od punktu 5 do punktu 
6. Ponadto widoczna jest tak�e pozostała cz��� linii przenikania. Liniami niewidocznymi 
w tym rzucie s� skrajne tworz�ce otworu — odcinki 7–A i 8–B. 
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 Rys. 9.1. Rozwi�zanie zadania P9.01 
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9.5. Zadania 

Problem I 

1. Pp = (240; 160), W = (100; 80; 95), S = (100; 80; 20), T = (160; 80; 20), P = (110; 60; 105), 
Q = (110; 60; 0), A = (140; 60; 20). 

2. Pp = (240; 160), W = (100; 80; 95), S = (100; 80; 20), T = (160; 80; 20), P = (80; 150; 60), 
Q = (80; 10; 60), A = (110; 80; 70). 

3. Pp = (240; 160), W = (100; 80; 20), S = (100; 80; 95), T = (160; 80; 95), P = (80; 150; 70), 
Q = (80; 10; 70), A = (110; 80; 70). 

4. Pp = (240; 160), W = (100; 80; 95), S = (100; 80; 20), T = (160; 80; 20), P = (100; 60; 105), 
Q = (100; 60; 0), A = (130; 60; 20). 

5. Pp = (240; 160), W = (100; 80; 95), S = (100; 80; 20), T = (160; 80; 20), P = (100; 95; 105), 
Q = (100; 95; 0), A = (130; 95; 20). 

6. Pp = (240; 160), W = (100; 80; 95), S = (100; 80; 20), T = (160; 80; 20), P = (100; 105; 105), 
Q = (100; 105; 0), A = (130; 105; 20). 

7. Pp = (240; 160), W = (100; 80; 95), S = (100; 80; 20), T = (160; 80; 20), P = (95; 90; 105), 
Q = (95; 90; 0), A = (125; 90; 20). 

8. Pp = (240; 160), W = (100; 80; 95), S = (100; 80; 20), T = (160; 80; 20), P = (105; 90; 105), 
Q = (105; 90; 0), A = (135; 90; 20). 

9. Pp = (240; 160), W = (100; 80; 95), S = (100; 80; 20), T = (160; 80; 20), P = (105; 70; 105), 
Q = (105; 70; 0), A = (135; 70; 20). 

10. Pp = (240; 160), W = (100; 80; 95), S = (100; 80; 20), T = (160; 80; 20), P = (85; 50; 105), 
Q = (85; 50; 0), A = (115; 50; 20). 

11. Pp = (240; 160), W = (100; 80; 95), S = (100; 80; 20), T = (160; 80; 20), P = (115; 50; 105), 
Q = (115; 50; 0), A = (145; 50; 20). 

12. Pp = (240; 160), W = (100; 80; 95), S = (100; 80; 20), T = (160; 80; 20), P = (85; 60; 105), 
Q = (85; 60; 0), A = (115; 60; 20). 

13. Pp = (240; 160), W = (100; 80; 95), S = (100; 80; 20), T = (160; 80; 20), P = (115; 60; 105), 
Q = (115; 60; 0), A = (145; 60; 20). 

14. Pp = (240; 160), W = (100; 80; 95), S = (100; 80; 20), T = (160; 80; 20), P = (95; 60; 105), 
Q = (95; 60; 0), A = (125; 60; 20). 

15. Pp = (240; 130), W = (100; 95; 80), S = (100; 20; 80), T = (160; 20; 80), P = (100; 105; 60), 
Q = (100; 0; 60), A = (130; 20; 60). 

16. Pp = (240; 130), W = (100; 95; 80), S = (100; 20; 80), T = (160; 20; 80), P = (100; 105; 65), 
Q = (100; 0; 65), A = (130; 20; 65). 

17. Pp = (240; 130), W = (100; 95; 80), S = (100; 20; 80), T = (160; 20; 80), P = (100; 105; 55), 
Q = (100; 0; 55), A = (130; 20; 55). 

18. Pp = (240; 130), W = (100; 95; 80), S = (100; 20; 80), T = (160; 20; 80), P = (95; 105; 70), 
Q = (95; 0; 70), A = (125; 20; 70). 

19. Pp = (240; 130), W = (100; 95; 80), S = (100; 20; 80), T = (160; 20; 80), P = (105; 105; 90), 
Q = (105; 0; 90), A = (135; 20; 90). 

20. Pp = (240; 130), W = (100; 95; 80), S = (100; 20; 80), T = (160; 20; 80), P = (105; 105; 70), 
Q = (105; 0; 70), A = (135; 20; 70). 
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21. Pp = (240; 130), W = (100; 95; 80), S = (100; 20; 80), T = (160; 20; 80), P = (85; 105; 110), 
Q = (85; 0; 110), A = (115; 20; 110). 

22. Pp = (240; 130), W = (100; 95; 80), S = (100; 20; 80), T = (160; 20; 80), P = (115; 105; 50), 
Q = (115; 0; 50), A = (145; 20; 50). 

23. Pp = (240; 130), W = (100; 95; 80), S = (100; 20; 80), T = (160; 20; 80), P = (85; 105; 60), 
Q = (85; 0; 60), A = (115; 20; 60). 

24. Pp = (240; 130), W = (100; 95; 80), S = (100; 20; 80), T = (160; 20; 80), P = (115; 105; 100), 
Q = (115; 0; 100), A = (145; 20; 100). 

25. Pp = (240; 130), W = (100; 95; 80), S = (100; 20; 80), T = (160; 20; 80), P = (95; 105; 100), 
Q = (95; 0; 100), A = (125; 20; 100). 
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10. Wybór problemów 

 
10.1. Tre�� problemów 

Dany jest kartezja�ski prostok�tny, prawoskr�tny układ współrz�dnych Oxyz, 
w  którym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maj� długo�� 1 mm, oraz zwi�zany 
z nim układ rzutni Monge’a (π1, π2), gdzie π1 = {x, y} jest rzutni� poziom�, a π2 = {z, x} 
— rzutni� pionow�.  
 

Problem I. O�mio�cian foremny 
Dana jest prosta a = {M, N} i punkt A niele��cy na niej. Punkt A jest wierzchołkiem 

o�mio�cianu foremnego ABCDEF o przek�tnych AB, CD i EF. Skonstruowa� rzuty 
Monge’a tego o�mio�cianu wiedz�c, �e wierzchołki C i E le�� na prostej a. Przyj�� 
dodatkowo, �e wierzchołek C ma niemniejsz� gł�boko�� ni� wierzchołek E, a �ciana 
ACE jest widoczna w rzucie poziomym. Ustali� widoczno�� o�mio�cianu we wszystkich 
konstruowanych rzutach przy zało�eniu, �e wielo�cian jest wykonany z materiału 
nieprzezroczystego. 
 

Problem II. Sze�cian 
Dane s� punkty B, H, K i L.  Odcinek BH jest przek�tn� sze�cianu, którego �cianami 

s� kwadraty ABCD i EFGH, za� pozostałymi kraw�dziami — odcinki AE, BF, CG, DH. 
Skonstruowa� rzuty Monge’a tego sze�cianu wiedz�c, �e wierzchołek A le�y 
w płaszczy�nie α = {B, K, L}, za� wierzchołek C ma gł�boko�� niemniejsz� ni� 
wierzchołek G. Ustali� widoczno�� bryły we wszystkich konstruowanych rzutach 
przyjmuj�c, �e jest ona nieprzezroczysta. 
 

Problem III. Z geometrii czworo�cianu 
Dane niewspółpłaszczyznowe punkty A, B, C i D  s� wierzchołkami czworo�cianu. 

Metod� Monge’a skonstruowa� rzuty tego czworo�cianu, w których zachowane s�: 
a) odległo�� i k�t pomi�dzy prostymi a = {A, B} i b = {C, D}; 
b) k�t pomi�dzy płaszczyznami α = {A, B, C} i β = {B, C, D}; 
c) k�t pomi�dzy prost� a = {A, B} i płaszczyzn� β = {B, C, D}; 
d) odległo�� wierzchołka C od płaszczyzny γ = {A, B, D}. 

Ustali� widoczno�� czworo�cianu we wszystkich wykre�lonych rzutach. 
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Problem IV. Punkty przebicia sto�ka prost� 
 Dane s� niewspółliniowe punkty W, S, T oraz proste a = {K, L} i b = {M, N}. Punkt W 

jest wierzchołkiem sto�ka obrotowego Σ, punkt S — �rodkiem jego podstawy, za� T — 
punktem na jego powierzchni bocznej. Proste a i b przebijaj� ten sto�ek odpowiednio 
w punktach A, B, C, D w taki sposób, �e a ∩ Σ = {A, B}, b ∩ Σ = = {C, D}. Metod� 
Monge’a wyznaczy� punkty przebicia i ustali� widoczno�� prostych wzgl�dem sto�ka we 
wszystkich skonstruowanych rzutach. Przyj��, �e materiał sto�ka jest nieprzezroczysty. 
 

Problem V. Otwór walcowy w graniastosłupie 
Dane s� punkty A, B, C, D i T oraz prosta l = {P, Q}. W graniastosłupie, którego 

podstawami s� trójk�ty ABC i DEF, za� kraw�dziami bocznymi odcinki AD, BE i CF 
wykonano przelotowy otwór walcowy o osi l w taki sposób, �e powierzchnia otworu 
przechodzi przez punkt T. Narysowa� rzuty Monge’a bryły z wykonanym otworem, 
wyznaczaj�c uprzednio jej wszystkie wierzchołki. Ustali� widoczno�� bryły we 
wszystkich konstruowanych rzutach przy zało�eniu, �e jest ona nieprzezroczysta. 
 

Problem VI. Cz��� wspólna graniastosłupa i kuli 
Dane s� punkty S i T oraz A, B, C, D. Punkt S jest �rodkiem kuli Γ, której 

powierzchnia przechodzi przez punkt T. Graniastosłup, którego podstawami s� trójk�ty 
ABC oraz DEF, za� kraw�dziami bocznymi odcinki AD, BE, CF, wycina z kuli Γ pewien 
fragment materiału. Narysowa� rzuty Monge’a bryły stanowi�cej cz��� wspóln� kuli 
i graniastosłupa. Wyznaczy� konstrukcyjnie wszystkie wierzchołki tej bryły (o ile takie 
punkty istniej�). Ustali� widoczno�� bryły we wszystkich rzutach wiedz�c, �e jest ona 
nieprzezroczysta. 
 

Problem VII. Przekrój sze�cianu  
Punkty A, B, C s� wierzchołkami sze�cianu ABCDEFG o kraw�dziach AB, BC, CD, 

AD, AE, BF, CG, DH, EF, FG, GH, EH, w którym wierzchołek E ma wi�ksz� wysoko�� 
ni� wierzchołek A. Sze�cian ten rozci�to na dwie cz��ci płaszczyzn� ϕ = {K, L, M}. 
Narysowa� rzuty Monge’a cz��ci zawieraj�cej wierzchołek B. Ustali� widoczno�� tej 
bryły we wszystkich konstruowanych rzutach przyjmuj�c, �e jest ona nieprzezroczysta. 
 

Problem VIII. Przekroje sto�ka 
 Dany jest sto�ek obrotowy Σ o wierzchołku w punkcie W, �rodku podstawy w 

punkcie S, którego powierzchnia boczna przechodzi przez punkt T. Sto�ek rozcinamy 
płaszczyznami α = {A, B, C}, β = {B, C, D}, γ = {D, E, F}. Narysowa� rzuty Monge’a 
wypukłej cz��ci sto�ka, która zawiera punkt T. Ustali� widoczno�� bryły we wszystkich 
konstruowanych rzutach zakładaj�c, �e jest ona nieprzezroczysta. 
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Problem IX. Otwór walcowy w kuli 
Dana jest kula o �rodku w punkcie S, której powierzchnia przechodzi przez punkt T. 

W tej kuli wykonano przelotowy otwór walcowy o osi l = {P, Q} tak, �e jego 
powierzchnia przechodzi przez punkt A. Narysowa� rzuty Monge’a kuli z wykonanym 
otworem. Ustali� widoczno�� bryły we wszystkich rzutach przy zało�eniu, �e jest ona 
nieprzezroczysta. 
 

Problem X. Sfera opisana na czworo�cianie 
Dany jest czworo�cian ABCD. Metod� Monge’a skonstruowa� sfer� opisan� na tym 

czworo�cianie. Ustali� widoczno�� zakładaj�c, �e sfera jest przezroczysta, za� 
czworo�cian nie jest. 
 

Problem XI. Czworo�cian foremny i prosta 
Narysowa� rzuty Monge’a czworo�cianu foremnego ABCD, je�eli jego �ciana ABC 

le�y na rzutni π1, wierzchołek C ma wi�ksz� gł�boko�� ni� B, za� wierzchołek D ma 
dodatni� wysoko��. Wyznaczy� punkty przebicia P, Q tego czworo�cianu prost� 
a = {M, N} i okre�li� widoczno�� prostej na tle bryły. 
 

Problem XII. Sze�cian i prosta 
Narysowa� rzuty Monge’a sze�cianu ABCDEFGH, je�eli kwadrat ABCD jest jego 

�cian�, za� wierzchołki E, F, G i H maj� dodatni� wysoko��. Wyznaczy� punkty 
przebicia P, Q tego sze�cianu prost� a = {M, N} i okre�li� widoczno�� prostej na tle bryły. 
 

Problem XIII. Przebicie walca prost� 
Narysowa� rzuty Monge’a walca obrotowego, którego �rodkami podstaw s� punkty 

A i B, a punkt C le�y na jego powierzchni bocznej.  Wyznaczy� punkty przebicia P, Q 
tego walca prost� a = {M, N} i okre�li� widoczno�� prostej na tle bryły. 
 

Problem XIV. Rzuty sto�ka obrotowego 
Narysowa� rzuty Monge’a sto�ka obrotowego, którego wierzchołkiem jest punkt W,  

�rodkiem podstawy punkt S, a punkt T jest punktem le��cym na powierzchni bocznej. 
 

Problem XV. Sfera i proste 
Dana jest nieprzezroczysta sfera o �rodku S przechodz�ca przez punkt A. Sfer� t� 

przebijaj� proste a = {A, B} i b = {C, D}. Metod� Monge’a skonstruowa� punkty M, N, P, 
Q, w których proste a i b przebijaj� powierzchni� sfery. Okre�li� widoczno�� obu 
prostych na tle bryły. 
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Informacje pomocnicze: 
• pocz�tek układu współrz�dnych (punkt O) przyjmowa� w punkcie pocz�tkowym Pp 

arkusza rysunkowego; o� x = x12 ma na arkuszu poło�enie poziome i zwrot w lew� 
stron�, o� y — poło�enie pionowe i zwrot „w dół”, o� z — poło�enie pionowe i zwrot 
„w gór�”, 

• kraw�dzie niewidoczne rysowa� lini� cienk� kreskow�, kraw�dzie widoczne — 
lini� ci�gł� grub�; punkty oznacza� okr�gami o �rednicy 2 mm wykre�lanymi lini� 
cienk� ci�gł�; nie zaczernia� ani nie przekre�la� ich wn�trz; konstrukcje 
pomocnicze wykre�la� lini� cienk� ci�gł�; widoczne �ciany przekrojów kreskowa� 
lini� cienk�, stosowa� stał� podziałk� kreskowania i k�t kreskowania 45°,  

• w przypadku przecinania si� rzutów kraw�dzi widocznych i niewidocznych nale�y 
kraw�d� niewidoczn� przerwa� na długo�ci około 1,5 mm po obu stronach kraw�dzi 
widocznej,  

• zachowa� rozł�czno�� wszystkich konstruowanych rzutów! 
• oznacza� i opisywa� punkty, proste i płaszczyzny dane w tre�ci problemów,  
• wymagane elementy rozwi�zania (wierzchołki brył, punkty charakterystyczne 

krzywych, punkty przebicia itp.) wyznacza� konstrukcyjnie; opisywa� rzuty figur 
wykorzystywanych w konstrukcjach geometrycznych, w szczególno�ci rzuty 
płaszczyzn i prostych pomocniczych; rzuty płaszczyzn opisuje si� jedynie, gdy ich 
rzutami s� proste! 

• elipsy aproksymowa� owalami znajduj�c uprzednio kierunki i długo�ci osi; 
konstrukcj� owalu traktowa� jako znan� (nie opisywa� etapów po�rednich).  

 
10.2. Zadania 

Problem I 

1. Pp = (180; 140), A = (40; 60; 90), M = (100; 120; 90), N = (100; 0; 90). 
2. Pp = (180; 140), A = (90; 100; 90), M = (20; 40; 90), N = (150; 40; 90). 
3. Pp = (180; 140), A = (75; 85; 90), M = (55; 15; 90), N = (160; 75; 90). 
4. Pp = (150; 140), A = (80; 10; 85), M = (100; 90; 30), N = (40; 25; 55). 

 
Problem II 

1. Pp = (200; 140), B = (100; 60; 90), H = (100; 60; 15), K = (60; 20; 100), L = (60; 20; 0). 
2. Pp = (180; 140), B = (40; 60; 60), H = (115; 60; 60), K = (140; 20; 110), L = (140; 20; 0). 
3. Pp = (250; 140), B = (40; 60; 65), H = (115; 60; 45), K = (130; 60; 100), L = (130; 60; 0). 
4. Pp = (180; 140), B = (85; 60; 45), H = (160; 60; 65), K = (160; 100; 110), L = (160; 100; 0). 

 
Problem III 

1. Pp = (250; 170), A = (55; 10; 10), B = (40; 40; 75), C = (20; 80; 40), D = (85; 70; 40). 
2. Pp = (250; 170), A = (85; 70; 40), B = (40; 40; 75), C = (20; 80; 40), D = (55; 10; 10). 
3. Pp = (200; 150), A = (30; 40; 40), B = (30; 85; 40), C = (10; 45; 80), D = (60; 65; 90). 
4. Pp = (200; 150), A = (10; 45; 80), B = (30; 40; 40), C = (30; 85; 40), D = (60; 65; 90). 
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Problem IV 

1. Pp = (200; 140), W = (170; 60; 70), S = (60; 60; 70), T = (60; 10; 70), K = (195; 45; 90), 
L = (20; 45; 90), M = (120; 125; 120), N = (90; 60; 10). 

2. Pp = (200; 140), W = (100; 60; 80), S = (100; 60; 20), T = (140; 60; 20), K = (100; 10; 40), 
L = (100; 120; 40), M = (130; 110; 15), N = (70; 10; 90). 

3. Pp = (200; 140), W = (100; 60; 80), S = (100; 60; 20), T = (140; 60; 20), K = (85; 110; 40), 
L = (85; 5; 40), M = (150; 90; 80), N = (75; 5; 15). 

4. Pp = (200; 140), W = (100; 60; 80), S = (100; 60; 20), T = (140; 60; 20), K = (150; 45; 45), 
L = (50; 45; 45), M = (150; 75; 0), N = (50; 75; 105). 

 
Problem V 

1. Pp = (200; 130), A = (160; 20; 100), B = (30; 20; 100), C = (30; 120; 100), D = (160; 20; 20), 
P = (20; 60; 30), Q = (120; 60; 100), T = (120; 90; 100). 

2. Pp = (200; 140), A = (135; 20; 20), B = (135; 90; 20), C = (40; 90; 20), D = (135; 20; 100), 
P = (155; 70; 70), Q = (20; 70; 70), T = (135; 70; 40). 

3. Pp = (200; 140), A = (150; 100; 15), B = (150; 30; 15), C = (150; 30; 110), D = (40; 100; 15), 
P = (100; 55; 120), Q = (100; 55; 0), T = (65; 55; 110). 

4. Pp = (200; 140), A = (165; 85; 30), B = (165; 65; 80), C = (165; 15; 30), D = (85; 85; 30), 
P = (125; 55; 100), Q = (125; 55; 10), T = (125; 25; 30). 

 
Problem VI 

1. Pp = (250; 150), A = (110; 130; 95), B = (195; 130; 10), C = (60; 130; 10), D = (110; 15; 95), 
S = (120; 70; 70), T = (165; 70; 70). 

2. Pp = (340; 150), A = (50; 25; 0), B = (115; 25; 0), C = (115; 115; 0), D = (50; 25; 115), 
S = (60; 60; 60), T = (105; 60; 60). 

3. Pp = (200; 150), A = (145; 0; 110), B = (70; 0; 110), C = (70; 0; 25), D = (145; 110; 110), 
S = (80; 60; 60), T = (35; 60; 60). 

4. Pp = (200; 150), A = (115; 40; 110), B = (80; 90; 110), C = (45; 40; 110), D = (115; 40; 10), 
S = (80; 60; 60), T = (35; 60; 60). 

 


