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Od autorow

Niniejsze opracowanie jest zbiorem zadah do ¢wiczen projektowych z grafiki
inzynierskiej dla studentéw wydziatéw mechanicznych wyzszych szkét technicznych.
Jego tre$§¢ zostala dostosowana do obowigzujacego minimum programowego tego
przedmiotu i liczby godzin przewidzianych do jego realizacji. Zbiér oferuje liczbg zadan
pozwalajaca na ¢wiczenia metoda praktyczng oraz zindywidualizowanie pracy studentéw
na zajeciach. Zamierzeniem autoréw bylo bowiem opracowanie zestawu zadan do
kazdych ¢wiczen tak, aby poszczegdlne zadania miaty poréwnywalny stopien trudnosci
oraz mogty by¢ w calo$ci rozwiazywane w trakcie dwugodzinnych zajgc.

Autorzy preferuja rozwigzania zadan metoda Monge'a z uwagi na powszechnos$¢ jest
stosowania w projektowaniu czg§ci maszyn. Nie jest to jednak ograniczenie
obligatoryjne. Zadania zgromadzone w tym zbiorze mozna réwniez z powodzeniem
rozwiazywac przy pomocy rzutéw aksonometrycznych.

Zbiér zadan rozpoczyna rozdzial zatytutowany Wiadomosci wstepne, ktory zawiera
informacje dotyczace stosowanych oznaczen, sposobu zadawania sytuacji poczatkowych
oraz zalecen dotyczacych formy graficznej rozwiazan. Rozdzialy 1-9 zawieraja zwigzte
omoéwienie teorii dotyczacej poruszanej w nich tematyki, tresci probleméw, rozwiazanie
przyktadowego zadania oraz zestawy zadan do kazdego problemu. Rozdzial 10 zawiera
wybor probleméw do samodzielnego rozwigzania. Zadania umieszczone w niniejszym
zbiorze zostaly przetestowane na ¢wiczeniach projektowych, prowadzonych w latach
2002-2005 przez autor6w opracowania na Wydziale Mechanicznym Politechniki
Lubelskie;j.

Autorem rozdzialéw 1-3 jest Leszek Krzywonos, rozdziatéw 4 i 5 — Andrzej
Zniszczynski, rozdziatu 6 — Zbigniew Kudasiewicz, rozdziatu 7 — Zbigniew
Kudasiewicz 1 Pawel Drozdziel, rozdzialu 8 — Andrzej Zniszczynski i Leszek

Krzywonos, rozdzialéw 9 i 10 — Leszek Krzywonos. Opracowanie redakcyjne wykonat
Leszek Krzywonos.

Lublin, wrzesien 2005 r.






Wiadomosci wstepne

W.1. System oznaczen

W niniejszej pracy zaktada si¢, ze Czytelnik zna aksjomaty geometrii euklidesowej,
zwlaszcza te, ktére mowia o wzajemnych zwiazkach w przestrzeni tréjwymiarowe]
migdzy punktami, prostymi oraz ptaszczyznami. Inne figury (podzbiory tej przestrzeni) sa
wyrazane przy pomocy punktéw, prostych i plaszczyzn oraz relacji zachodzacych
pomigdzy nimi. Opis figur jest tworzony wedlug nastgpujacych regut:

— punkty przestrzeni euklidesowej sa opisywane duzymi literami alfabetu
tacifiskiego: A,B,C,..., cyframi 1 liczbami arabskimi pisanymi kursywa:
1,2,..,10,11,... lub liczbami rzymskimi: 111, ..., 1V,... ;

— proste opisywane sa matymi literami alfabetu tacinskiego: a, b, c,.., przy czym
litery x, y, z zarezerwowane sa do opisu osi kartezjanskiego uktadu wspoétrzednych,
osi rzutéw i osi transformacji uktadu odniesienia;

— plaszczyzny opisywane sa matymi literami alfabetu greckiego: a, B, v, ...; wyjatek
stanowia: p — miara odlegtoéci, 6 — miara rozwartosci kata; litera T zawsze
oznacza rzutnig;

— inne podzbiory przestrzeni euklidesowej (bryly, powierzchnie, figury ptaskie) sa
opisywane duzymi literami alfabetu greckiego: I, A, X, ....

Symbole €, ¢, N oznaczaja odpowiednio: relacj¢ przynaleznosci elementu do zbioru,
relacjg inkluzji (zawierania si¢), operacje mnozenia zbiorow.

Jesli dany podzbidr jest jednoznacznie wyznaczony przez inne, stosowana jest
konwencja

nazwa_podzbioru = {el_1, ...,el_n},
gdzie: el_1, ..., el_n sa nazwami obiektéw definiujacych podzbiér, badz
nazwa_podzbioru= el_IN...Nel_n,
gdzie: el_1, ..., el_n sa nazwami obiektow zawierajacych dany podzbior.

Przyklady:
a={A, B} — prosta a jest wyznaczona przez punkty A oraz B;
a={c, d} — plaszczyzny o jest okreslona przez par¢ prostych c i d;
v={1,f} — punkt 1 i prosta f wyznaczaja plaszczyzng v;
e={L 1,111} — ptaszczyzna € jest zadana tréjka punktéw I, 11, III;

2 = b N3 — punkt 2 jest punktem przebicia ptaszczyzny  prosta b.



Odcinki prostych sa opisywane przez podanie punktéw bedacych ich koncami, za$
wielokaty plaskie przez podanie wierzchotkéw w kolejnosci zgodnej z ich potaczeniami,
przy czym jesli wierzcholek jest opisany liczba arabska, jego nazweg oddziela sig
znakiem 7" .

Przyklady:

CZ — odcinek o koncach w punktach C'i Z;
3-8 — odcinek o koncach w punktach 31 8;
ABC — tréjkat o wierzchotkach A, B, C;

A-7—-12-7Z — czworokat o wierzchotkach A, 7, 12, Z.

Przy opisie wzajemnego polozenia punktéw, prostych i ptaszczyzn stosuje sig
oznaczenia: prostopadtosci figur 1, réwnolegtosci I, odlegtosci zbioréw p( -, - ), miary
rozwarto$ci kata 6( -, - ).

Przyklady:

a 1 o— prosta a jest prostopadia do ptaszczyzny o;

b |l ¢ — proste b, ¢ sa réwnolegle;

p (3,9) =50 — odlegtos¢ punktu 3 od ptaszczyzny ¢ wynosi 50 mm;
o(a, o) = 45° — kat pomigdzy prosta a i ptaszczyzna o wynosi 45°.

Oznaczenie rzutu dowolnego podzbioru sktada si¢ z nazwy tego podzbioru
utworzonej zgodnie z podanymi wczes$niej zasadami oraz goérnego indeksu (liczby
rzymskiej) informujacego o numerze rzutni. Poniewaz podstawowy uktad Monge'a
tworza wzajemnie prostopadte rzutnie 7, (pozioma) oraz m, (pionowa), to rzuty figur na
te plaszczyzny nosza odpowiednio nazwy rzutu poziomego i rzutu pionowego.

Przyklady:
A" — rzut poziomy (albo pierwszy) punktu A;
m' — rzut pionowy (albo drugi) prostej m;
of — rzut poziomy ptaszczyzny o (o0 L m,);
M"™ — trzeci rzut punktu M, bedacy obrazem tego punktu na rzutni 7;
¢! — czwarty rzut prostej e, jako jej obraz na T;
k" — piaty rzut ptaszczyzny x (k L 7s).

Pozostale oznaczenia uzyte w tekscie objasniane sa w miejscu ich wystapienia.



W.2. Uktad wspoétrzednych w przestrzeni

Do opisu potozenia figur geometrycznych w przestrzeni, w niniejszym opracowaniu
wykorzystujemy Kartezjanski prostokatny prawoskretny ukitad wspéirzednych
(rys. W.1.).

Rys. W.1. Kartezjanski prostokqtny uktad wspotrzednych

Wybierajac w przestrzeni trzy proste x,y,z przecinajace si¢ w jednym punkcie O
(zwanym punktem zerowym lub poczatkiem ukladu wspétrzednych), ustalajac na nich
pewien zwrot (zwany zwrotem dodatnim, symbolicznie zaznaczanym grotem strzatki) i
przyjmujac jednakowa jednostke dtugosci (réwna jednostce miary dtugosci w przestrzeni,
np. jednemu milimetrowi), otrzymuje si¢ z kazdej z tych prostych o$ liczbowa, zwana
osig wspolrzednych. Kartezjanski uklad wspétrzednych tworzy kazda uporzadkowana
tréjka (x,y,z) osi wspdtrzednych. (Zamiast symbolu (x,y,z) uzywa si¢ takze oznaczenia
Oxyz.) Kartezjanski uktad wspotrzednych nazywa si¢ prostokatnym, jesli osie x, y i z sa
wzajemnie prostopadle. Kazde dwie osie uktadu wyznaczaja plaszczyzny ukladu
wspotrzednych.

Majac dany kartezjanski prostokatny uktad wspéirzednych Oxyz, polozenie
w przestrzeni dowolnego punktu A mozna w sposéb jednoznaczny scharakteryzowac
poprzez podanie uporzadkowanej trojki (a.;a,;a;) jego wspotrzednych, co wyrazamy
rownoscia

A=(agay;ay).
Nalezy zauwazy¢, ze wspolrzedne punktu sa co do wartosci bezwzglednych rowne jego
odleglosciom od poszczegélnych plaszczyzn uktadu (lal=p(A4,A,,), lal=pA,A,),
lal=p(A,A,).

Kartezjanski uktad jest prawoskretny, gdy dodatnie zwroty osi uktadu spetniaja tzw.
regute Sruby prawoskretnej.



W.3. Zalecenia dotyczace formy graficznej rozwigzan

Arkusz rysunkowy

Rozwiazania zadan nalezy wykonywa¢ na arkuszach rysunkowych formatu A3,
wykorzystywanych jednostronnie w tzw. ukladzie poziomym (wymiary arkusza A3:
420 x 297 mm). Na stronie zawierajacej rozwiazanie znajduja si¢ (rys. W.2.):

e ramka rysunku,
e tabliczka informacyjna,
e tabliczka danych do zadania (tabliczka danych).

Ramka rysunku znajduje si¢ wewnatrz arkusza, jej krawedzie sa oddalone o 5 mm
od brzegéw arkusza i jest rysowana linig ciagta gruba (grubos¢ linii — 0,70 mm). Ramka
rysunku ogranicza pole rysunku — prostokat o wymiarach 410 x 287 mm.

f
Aﬂl\l | |||) /_\

e}

tabliczka
informacyjna

tabliczka
danych

297

*—):45 - —

420
— I

Rys. W.2. Arkusz rysunkowy formatu A3 do prac biezqcych

Tabliczka informacyjna (rys. W.3.) znajduje si¢ w lewym gérnym rogu arkusza,
przylegajac lewym i gérnym bokiem do ramki rysunku. Sktada si¢ z jednego (poziomego)
wiersza podzielonego na 7 pdl. Szeroko$¢ wiersza wynosi 10 mm, dlugo$¢ tabliczki —
210 mm. Szerokosci kolejnych pél wynosza odpowiednio: 10; 80; 30; 30; 20; 20 i 20
mm. Zewnetrzne krawedzie tabliczki nalezy wykresli¢ linig ciagla gruba (grubos¢ linii
— 0,70 mm). Krawedzie podziatu pél wewnatrz tabliczki nalezy wykresli¢ linig ciagla
cienka (grubos¢ linii — 0,25 mm).
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W tabliczce umieszczane sa nast¢pujace informacje:

e pole nr 1 — identyfikator studenta przydzielony przez prowadzacego ¢wiczenia,
e pole nr 2 — nazwisko i imig¢ studenta (kolejnos¢ jest istotna!),

e pole nr 3 — pelny symbol grupy dziekanskiej (np. MD 101.1a),

e pole nr 4 — data wykonania arkusza (w formacie dd.mm.rrrr),

e pole nr 5 — symbol éwiczenia (zgodnie z otrzymanym zestawem),

® pole nr 6 — numer problemu (zgodnie z otrzymanym zestawem),

e pole nr 7— numer zadania (zgodnie z otrzymanym zestawem).

1 2 brzeg arkusza 3 4 5 6 7
‘ A A A N
d . It d ‘ d d

10 80 30 30 20 | 20 | 20
(210)

Rys. W.3. Tabliczka informacyjna

-
\|w

/[ 7/
‘/
2 pI ¢
_/
= g
Vad 2
on
g
E
S
10 35
(45)

Rys. W.4. Tabliczka danych
Tabliczka danych do zadania (rys. W.4.) lezy w prawym gérnym rogu arkusza, jej

gbérny i prawy brzeg przylega do ramki rysunku. Tabliczka danych zawiera kilka lub
kilkanascie poziomych wierszy (liczba wierszy zalezy od liczby danych do zadania)
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o szerokosci 10 mm i diugosci 45 mm. Pierwszy wiersz (1) zawiera stowo ,Dane”.
W kolejnych wierszach umieszczane sa informacje definiujace temat pracy.

Wiersze zawierajace dane sa podzielone na 2 pola. Szeroko$ci tych pdl wynosza
odpowiednio 10 oraz 35 mm. W pierwszym polu (2) umieszcza si¢ nazwe punktu lub
zmiennej tekstowej definiujacej temat, zas w nastgpnym (3) — wspoétrzedne punktu badz
wartos¢ zmiennej tekstowej. W celu zachowania przejrzysto$ci, dane grupuje sie
tematycznie, rozdzielajac poszczegdlne grupy ,,pustym” wierszem bez podzialu na pola
(4). Zewnetrzne krawedzie tabliczki danych oraz dolna krawedz pierwszego wiersza
wykres$la si¢ linia ciagla gruba (0,75 mm), pozostate — linia cienka ciagta (0,25 mm).
Tabliczke danych wypetnia si¢ na ¢wiczeniach, po otrzymaniu danych do zadania.

Uklad wspélrzednych na arkuszu rysunkowym

W celu jednoznacznego zdefiniowania potozenia sytuacji poczatkowej zadan na
arkuszu rysunkowym wprowadza si¢ plaski prostokatny kartezjanski uklad
wspolrzednych rysunkowych (rys. W.5.).

Zaktadajac, ze arkusz rysunkowy jest wykorzystywany poziomo, poczatek ukladu
wspétrzednych Pb=(0;0), zwany punktem bazowym arkusza, znajduje si¢ w lewym
dolnym rogu ramki rysunku. O$§ pozioma H uktadu przebiega wzdluz poziomego boku
ramki rysunku i ma zwrot od lewej strony do prawej. O$ pionowa V przebiega wzdtuz
,,pionowego” boku ramki rysunku i ma zwrot z ,,dotu” do ,,géry”. Odcinki jednostkowe
na obu osiach sa rowne i maja dtugos¢ 1 mm.

W uktadzie wspétrzednych rysunkowych sa definiowane tzw. punkty poczatkowe
Pp, charakteryzujace potozenie na arkuszu sytuacji poczatkowych rozwiazywanych
probleméw. Przy wykre$laniu rozwigzan zadan nie nalezy zaznacza¢ ani potozenia osi H,
V, ani potozenia punktu Pb.

Pb=(0;0)

Rys. W.5. Uktad wspotrzednych rysunkowych
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Opisy odreczne

Odreczne opisy na rysunkach nalezy wykonywac¢ pismem technicznym zgodnym
znorma PN-EN ISO 3098-0: 2002. Obowiazuje pismo rodzaju B, pochyle (typ S),
o wysokosci 5§ mm. W tabliczkach rysunkowych (informacyjnej i danych) nalezy
obligatoryjnie rysowac cztery linie bazowe pisma, przestrzegajac rozmieszczenia linii w
wierszu pokazanego na rys. W.6. Sposoéb korzystania z linii bazowych przy pisaniu
pokazuje rys. W.7.

gbrny brzeg wiersza  gérna linia bazowa  gérna linia
tabliczki pisma pomocnicza

L
" Y
4

dolna linia bazowa dolna linia dolny brzeg wiersza
pisma pomocnicza tabliczki

Rys. W.6. Rozmieszczenie linii bazowych pisma w wierszu tabliczki

1,5

Rys. W.7. Sposob korzystania z linii bazowych przy pisaniu pismem technicznym

Linie rysunkowe. Wszystkie linie rysunkowe winny by¢ zgodne z norma PN-
ISO 128-24. Rzuty punktéw oznacza si¢ okregami o $rednicy 2,0 mm, kreslonymi linia
ciagla cienka. Nie nalezy przekres$la¢ ani zaczernia¢ ich wngtrz. Za rzut prostej umownie
przyjmuje si¢ fragment linii prostej, ktéry nie zaczyna sig ani nie konczy na rzucie punktu
lezacym na nie;j.

Rzuty prostych, krzywych, odcinkéw i1 brzegu bryt stanowigce rozwiazanie zadania
nalezy wykreslac:
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— linia ciagla gruba (0,70 mm), jesli te elementy sa widoczne,

— linig kreskowa cienka (0,25), gdy elementy te sa niewidoczne w danym rzucie.
Rzuty prostych i krzywych pomocniczych nalezy kresli¢ linig ciagta cienka. Linie
odnoszace sa liniami pomocniczymi. W celu poprawy czytelnosci rozwigzania odnoszaca
moze nie by¢ kreslona na pewnym odcinku swej dtugosci.

Opis konstrukeji nalezy wykonywaé pismem technicznym zgodnym z norma PN-
EN ISO 3098-0: 2002, rodzaju B, pochylym (typ S), o wysokosci 5 mm, stosujac
nastgpujace zasady:

— kazdy punkt, prosta i plaszczyzna uzyte w konstrukcji musza by¢ opisane,

— wszystkie opisy nalezy wykonywa¢ poziomo 1 umieszczaé w miejscu

zapewniajacym ich jednoznaczne odczytanie,

— c¢) wprzypadku jednoczenia si¢ rzutéw punktow, obowiazuje kolejno$¢ opisu
zgodna z ich widoczno$cia w danym rzucie oraz tzw. zapis zblokowany:
el 1=el 2=..=el_n,np: R =A" A"=B"""=5"=8"

— wprzypadku jednoczenia si¢ rzutéw innych elementéw rozwiazania w opisie
nalezy stosowaé zapis zblokowany, np:m” = o = k", przy czym o kolejnosci
zapisu decyduje kolejno$¢ wprowadzania elementéw do konstrukeji,

— zadna linia rysunkowa nie moze przekresla¢ opisu.

Kat prosty uzyty w konstrukcji nalezy oznacza¢ ¢wiartkg tuku okrggu o $rodku

w wierzchotku kata i promieniu dtugo$ci 5 + 8 mm faczacego ramiona kata oraz kropka
o $rednicy ok. 0,2 mm umieszczona centralnie wewnatrz obszaru ograniczonego tukiem
i ramionami kata.

Katy rowne nalezy oznacza¢ tukami okregéw o Srodkach w wierzchotkach katéw
1 faczacych ramiona tych katéw. Réwna liczba tukéw oznacza réwnos¢ miary katéw.

Odcinki o rownej dlugosci uzyte w konstrukcji nalezy oznacza¢ uko$nymi
kreseczkami o dtugos$ci 2 +3 mm przecinajacymi te odcinki. Réwnos$¢ liczby kresek
oznacza réwno$¢ dtugosci.

Réwnoleglosé prostych wykorzystywana w konstrukeji nalezy oznaczaé analogicznie
jak réwnos¢ dlugosci odcinkéw, przy czym jesli w jednym rysunku uzywa si¢ zaréwno
oznaczen réwno$ci odcinkéw jak i réwnolegtosci prostych, nie uzywac tej samej liczby
kresek w obu oznaczeniach.
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1. Aproksymowanie elips

1.1. Konstrukcja wyznaczania kierunkow i diugosci osi elipsy w oparciu
o dane srednice sprzezone

Zadanie:
Dany jest odcinek AB i punkt C (rys. 1.1a). Odcinek AB jest Srednica pewnej elipsy, za$
punkt C jest konicem $rednicy z nia sprzezonej. Wyznaczy¢ kierunki i dlugosci osi tej
elipsy.

Rozwigzanie:

Przez §rodek / odcinka AB prowadzimy prosta n do niego prostopadiq (rys. 1.1b). Na
prostej n odktadamy odcinek /-2, ktérego dlugos¢ jest réwna potowie dtugosci $rednicy
AB. Nastepnie prowadzimy prosta p = {C, 2} i1 znajdujemy punkt 3 — Srodek odcinka
C-2. Konstruujemy okrag I' o srodku w punkcie 3 i dlugoSci promienia réwnej p (/, 3).
Okrag I' przecina prosta p w punktach 41 5. Proste a=(/,4) i b=(l,5) sa szukanymi
kierunkami osi, za$ odcinki C-4 oraz C-5 maja dlugosci odpowiednio réwne potowom
dlugosci matej i duzej osi elipsy. Nietrudno zauwazy¢, ze zachodza takze réwnosci:
p(C,4)=p (2,5 oraz p(C,5)=p(2,4).

a)

O ™

Rys. 1.1. Konstrukcja wyznaczania kierunkow i dtugosci osi elipsy
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Uwaga: Symbolem p(A,Z) oznaczamy odleglos¢ figur A i Z. Odleglo$cia dwoch
figur geometrycznych nazywamy dlugo$é najkrotszego odcinka, ktdrego jednym
koncem jest punkt nalezacy do jednej figury, a drugim punkt nalezacy do drugiej figury,
albo kres dolny zbioru dlugosci odcinkéw o wymienionej wtasnosci.

1.2. Konstrukcja owalu

Zadanie:
Dane sa osie elipsy DE i FG, przecinajace si¢ w punkcie O (rys. 1.2a). Skonstruowaé
owal bedacy aproksymacija tej elipsy.

Rozwiazanie:

Laczymy dwa sasiednie wierzchotki elipsy (np. D i F). Przez krétsza o$ (odcinek FG)
prowadzimy prosta a (rys. 1.2b). Na tej prostej odktadamy z punktu O w strong punktu F'
odcinek O-1 o dlugosci roéwnej potowie dlugosci duzej osi elipsy. Na odcinku DF
znajdujemy punkt 2 taki, ze p(F,2)=p(F,1) (potowa réznicy dlugosci osi elipsy).
Nastgpnie wykreslamy symetralng s odcinka D-2. Prosta s przecina o$ elipsy DE
w punkcie 4, a prosta a — w punkcie 5. Punkt 6 otrzymujemy jako symetryczny do
punktu 4 wzgledem $rodka elipsy, a punkt 7 jako symetryczny do punktu 5. Zakreslamy
teraz tuk okregu o $rodku 4 i dlugo$ci promienia p (D, 4) poczawszy od punktu D do
prostej s, a dalej kreslimy tuk o $rodku w punkcie 5 i dtugosci promienia p (F,5), az do
punktu F. Otrzymujemy w ten sposob czwarta cze$¢ owalu. Pozostate fragmenty krzywej
kresli si¢ w spos6b analogiczny, wykorzystujac znalezione uprzednio punkty 6 i 7 oraz
symetri¢ 0osiowa.

Uwaga. Opisywany owal jest szczegdlnie dobra aproksymacja, gdy mata o$ elipsy jest
dtuzsza niz potowa osi duze;j.

a) b)
oF
D, (10 E D
e
a

Rys. 1.2. Konstrukcja owalu o zadanych osiach
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1.3. Tresé problemu

Problem I. Aproksymowanie elipsy

Na ptaszczyznie dany jest kartezjanski prostokatny uktad wspétrzednych Oxy,
w ktérym odcinki jednostkowe na obu osiach maja dtugos¢ 1 mm, oraz punkty A, B, C.
Odcinek AB jest $rednica elipsy zawartej w tej plaszczyznie, za$ punkt C jest koncem
$rednicy sprzezonej z AB. (Srednice sprzezona elipsy tworza $rodki cieciw réwnolegtych
do $rednicy danej.)

1. Wyznaczy¢ kierunki i dtugosci osi elipsy.

2. Wykresli¢ owal aproksymujacy dana elipsg.

Przyjaé, ze poczatek ukiadu wspétrzednych (punkt O) znajduje si¢ w punkcie
poczatkowym Pp. O$ x przyja¢ na arkuszu poziomo i nada¢ jej zwrot ,,w prawo”, o$ y
przyja¢ pionowo i nada¢ jej zwrot ,,do géry”. Oznaczy¢ i opisaé¢ punkty dane w tresci
problemu — O, A, B, C oraz konce osi elipsy (zalozy¢, ze duza osig elipsy jest odcinek
DE, za$ mata — odcinek FG).

Informacje pomocnicze:

¢ nie oznacza¢ srodkéw ,.sklejanych” tukow,

e punkty wskazane w tresci problemu oznacza¢ okrggami o $rednicy 2mm; nie
zaczernia¢ ani nie przekresla¢ ich wnetrz,

® nie opisywac punktéw pomocniczych oraz prostych uzytych w konstrukcji,

e owal aproksymujacy elipse wykresli¢ linia ciagla gruba; wszystkie konstrukcje
pomocnicze wykresla¢ linig cienkg ciagla.

1.4. Przyktadowe rozwigzanie

Przyklad. Zadanie P1.01. Problem I.

Dane
Pp | (205;145)

A (~60; 0)
B (60;0)
C (20;45)

Rozwigzanie:

Rozwiazywanie rozpoczynamy od narysowania sytuacji danej w zadaniu,
uwzgledniajac dyspozycje zamieszczone w tresci problemu (rys.1.3). Wykorzystujac
konstrukcje znajdowania kierunkéw i dlugosci osi elipsy w oparciu o dane $rednice
sprz¢zone (patrz: rozdziat 1.1.), znajdujemy osie DE i FG (rys.1.4). Nastgpnie
wykonujemy konstrukcj¢ owalu (patrz: rozdziat 1.2.). Ostateczne rozwiazanie problemu
pokazuje rys. 1.5.
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Rys. 1.3. Sytuacja poczatkowa do problemu 1

Rys. 1.4. Wyznaczanie kierunkow i dtugosci osi danej elipsy
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Rys. 1.5. Rozwiqzanie zadania P1.01
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Zadania

Problem I
Pp = (200; 150), A = (=60; 0), B = (60; 0), C = (30;-60).
Pp = (200; 150), A = (=60; 0), B = (60; 0), C = (-40; 55).
Pp = (200; 150), A = (=60; 0), B = (60; 0), C = (-35;-50).
Pp = (200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (-40;45).
Pp = (200; 150), A = (=60; 0), B = (60; 0), C = (=35; 50).
Pp = (200; 150), A = (=60; 0), B = (60; 0), C = (=40 50).
Pp = (200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (-35;45).
Pp = (200; 150), A = (=60; 0), B = (60; 0), C = (=30; 55).
Pp = (200; 150), A = (=60; 0), B = (60; 0), C = (=25; 60).
Pp = (200; 150), A = (=60; 0), B = (60; 0), C = (30; 50).

. Pp =(200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (25;55).

. Pp =(200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (30; 60).

. Pp =(200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (20; 55.

. Pp =(200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (20; 60).

. Pp =(200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (35;50).

. Pp =(200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (-35;-55).
. Pp =(200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (-30;-45).
. Pp =(200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (-30;-55).
. Pp =(200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (-30;-60).
. Pp =(200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (25;-60).
. Pp =(200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (20;-50).
. Pp =(200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (40;-50).
. Pp =(200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (20;-60).
. Pp =(200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (30;-45).
. Pp =(200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (30;-45).
. Pp =(200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (25;-50).
. Pp =(200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (35;-50).
. Pp =(200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (-35;-45).
. Pp =(200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (40;45).

. Pp =(200; 150), A = (-60; 0), B = (60; 0), C = (30;-50).



2. Rzut rownolegty

2.1. Rzut réwnolegty — definicja i podstawowe wiasnosci

Rzut réwnolegly na ptaszczyzng jest odwzorowaniem tréjwymiarowej przestrzeni
euklidesowej w pewna ptaszczyzng, zawarta w tej przestrzeni. Rzut réwnolegty definiuje
si¢ W nastgpujacy sposob.

W przestrzeni tréjwymiarowej wyrdzniona jest ptaszczyzna m, zwana plaszczyzna
rzutowania albo rzutnia, oraz prosta k (nieréwnolegta do m), ktéra wyznacza kierunek
rzutowania. Obrazem (rzutem) punktu P rozwazanej przestrzeni w rzucie rownolegtym
o kierunku k na ptaszczyzng T jest punkt P’, bedacy punktem wspdlnym rzutni T oraz
prostej [ przechodzacej przez punkt P, réwnolegtej do prostej k. Rzutem rownoleglym
dowolnej figury geometrycznej I" jest figura I, stanowiaca zbiér rzutéw wszystkich
punktéw figury I

Gdy prosta k jest prostopadta do rzutni &, to rzut réwnolegly nazywany jest wowczas
rzutem prostokatnym. Natomiast gdy prosta k nie jest prostopadta do rzutni, to rzut
nazywany jest uko$nym.

Rzut roéwnolegly posiada wiele charakterystycznych wtasno$ci utatwiajacych
znajdowanie obrazéw figur geometrycznych w tym odwzorowaniu. W szczegdlnosci
dotyczy to rzutowania prostych i okregéw. Z geometrii rzutowej" wiadomo, ze:

— rzutem prostej majacej kierunek rzutowania jest punkt, rzutem prostej

nieréwnolegtej do kierunku rzutowania jest zawsze prosta,

— rzut réwnoleglty zachowuje uporzadkowanie punktéw na prostej (jesli na prostej a
rozne punkty A, B, C lezg tak, ze punkt B znajduje si¢ pomigdzy punktami A i C, to
na rzucie prostej a rzut punktu B lezy rOwniez pomigdzy rzutami punktéw A i C),

— jesli rézne punkty A, B, C leza na prostej nieréwnoleglej do kierunku rzutowania, to
ich rzuty A", B’, C’ leza w taki sposéb, ze zachodzi rowno$¢ stosunkéw odlegtosci
P(A.B): p(B.C)=p(A".B): p(B'. C),

— rzutem prostych réwnoleglych (nier6wnolegtych do kierunku rzutowania) sa
proste rownolegle,

— rzutem figury wypuklej jest figura wypukla,

— rzutem figury plaskiej réwnolegtej do rzutni jest figura do niej przystajaca,

! Geometria rzutowa — dziat matematyki po$wiecony badaniu tych whasnosci figur geometrycznych, ktére
nie ulegaja zmianie w przeksztalceniach rzutowych.

21



— jesli figury ptaskie I' i A leza w tej samej ptaszczyznie (nierownolegtej do kierunku
rzutowania), to stosunek ich pdl powierzchni zachowuja figury I'" i A”, bedace ich
rzutami,

— rzutem okregu jest: odcinek réwny $rednicy okregu, gdy plaszczyzna okregu jest
rownolegta do kierunku rzutowania; okrag przystajacy, gdy ptaszczyzna okrggu
jest rownolegta do rzutni; zas w pozostatych przypadkach — elipsa, ktérej jedna
z osi jest rowna $rednicy okregu,

— rzutem réwnolegtym stozkowej (elipsy, paraboli lub hiperboli) jest stozkowa tego
samego typu; rzuty §rednic sprzezonych stozkowej ¥ sa §rednicami sprz¢zonymi
stozkowej X, ktdra jest jej rzutem.

2.2. Tres¢ problemu

Problem I. Rzut uko$ny ostrostupa

Dany jest kartezjanski prostokatny, prawoskretny uklad wspélrzednych Oxyz,
w ktérym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maja dtugo$¢ 1 mm. Ponadto dany
jest ostrostup, ktérego podstawa jest pigciokat ABCDE, za$ wierzchotkiem punkt S.

1. Wykresli¢ rzut réwnolegly ostrostupa ABCDES na plaszczyzng wyznaczong przez
osie x i z uktadu wspétrzednych, jesli kierunkiem rzutowania jest prosta k= {O, P}, gdzie
0=(0;0;0), P=(60;90;30).

Rzut réwnoleglty punktu O (poczatku ukiadu wspétrzednych) przyja¢ w punkcie
poczatkowym Pp arkusza rysunkowego. Przyja¢ ponadto, ze rzut osi x ma na arkuszu
polozenie poziome i zwrot w lewa strong, za$ rzut osi z ma potozenie pionowe i zwrot
»W gore”.

2. Okresli¢ widoczno$¢ wszystkich krawedzi wielo$cianu przy zalozeniu, ze bryla jest
nieprzezroczysta, a obserwator spoglada przeciwnie do zwrotu wektora OP.

Informacje pomocnicze:

e krawedzie niewidoczne wieloscianu rysowac linia cienka kreskowsa, krawedzie
widoczne — linig ciagla gruba,

e punkty oznacza¢ okregami o $rednicy 2 mm; nie zaczerniaé ani nie przekresla¢ ich
wnetrz,

¢ konstrukcje pomocnicze wykreslac linig cienka ciagla,

¢ punkty pomocnicze uzyte w konstrukcji pozostawi¢ bez opisu,

e w przypadku przecinania si¢ rzutéw krawedzi widocznych i niewidocznych nalezy
krawedz niewidoczna przerwac na diugosci okoto 1,5 mm po obu stronach krawedzi
widocznej.
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2.3. Przykiadowe rozwigzanie

Przyklad. Zadanie P2.01. Problem 1.

Dane
Pp (240; 150)

(215;130; 0)
(170; 160; 0)
(45;45;0)
(55;0;0)
(90,0,0)
(125;75;100)

Lim|Tla|s | >

Rozwigzanie:

W pierwszej kolejnosci rysujemy rzuty rownolegte osi danego uktadu wspétrzednych
Oxyz. Poniewaz rzutniq jest ptaszczyzna Oxz, wigc osie x i z sa swoimi obrazami w rzucie
rownoleglym (x=x", z=z', O=0’). Nalezy je narysowa¢ na arkuszu zgodnie
z poleceniem podanym w tresci zadania (rys.2.1.). Do wyznaczenia rzutu réwnolegtego
osi y konieczne jest znalezienie rzutu jednego jej punktu (nazwijmy go Q), ré6znego od
punktu O. Punkt Q€ y moze by¢ obrany w sposéb catkowicie dowolny, lecz w tym
przypadku najwygodniej jest rozwazy¢ punkt Q=(0;90;0). Wéwczas odcinek PQ jest
réwnolegty do rzutni i zachodzi réwno$¢ odcinkéw skierowanych (wektoréw) PQ=P’Q’.
Rzutem prostej réwnoleglej do kierunku rzutowania jest punkt, zatem
k=P =0=(0;0;0). Stad wynika, ze PQ =[-60; 0;-30] oraz Q" =(-60; 0;-30). Potozenie
punktu Q” na arkuszu znajdujemy odmierzajac jego wspoétrzedne na osiach x i z (znak
minus wskazuje, ze nalezy odmierza¢ w przeciwna strong niz zwrot osi). Punkty O i O’
wyznaczaja rzut rownolegly osi y, przy czym zwrot prostej ¥ jest taki sam jak zwrot
wektora OQ’.

W celu szybkiego znajdowania rzutéw innych punktéw lezacych na osi y
konstruujemy kat skrécen proporcjonalnych i wyznaczamy prosta y°, na ktérej
zachowana jest miara dlugosci. Wéwczas rzuty punktéw prostej y° na prosta y’
w kierunku réwnolegtym do osi z sa rzutami punktéw osi y w rzucie réwnolegtym
w kierunku k, na ptaszczyzne Oxz uktadu wspétrzednych. Prosta y° wyznaczaja punkty O
i Q° przy czym punkt Q° otrzymuje si¢ w przecigciu prostej réwnoleglej do z
przechodzacej przez Q" oraz okrggu o $rodku w punkcie O i promieniu o dtugosci 90
jednostek. (Liczba 90 bierze si¢ stad, ze przyjeliSmy Q =(0;90;0).)

Z analizy danych do zadania wynika, ze podstawa ostrostupa ABCDE lezy
w plaszczyznie Oxy ukladu wspétrzednych, a ponadto wierzchotki D i E leza na osi x.
Punkty D=D’"oraz E=FE’ znajdujemy wigc bezposrednio, odmierzajac na osi x odlegtosci
réwne wartosciom pierwszych wspoétrzgdnych. Punkty A’, B” i C" wyznaczamy budujac
odpowiednie réwnolegtoboki o bokach réwnolegtych do osi x i y'. Aby wyznaczy¢ rzut
wierzchotka ostrostupa — §’, znajdujemy rzut punktu 7=(125;75;0) i odmierzamy na
kierunku réwnolegtym do osi z warto$¢ trzeciej wspotrzednej punktu S.
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Rys. 2.1. Rozwiqzanie zadania P2.01
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(Istnieje takze nieco inny spos6b wyznaczenia punktéow A”, B’, C" i §". Aby znalez¢ np.
punkt §” wyznaczamy najpierw na osi y* odcinek o poczatku w punkcie O i dtugosci
réwnej dtugosci skrocenia wspotrzednej punktu S mierzonej na osi y. Przez koniec tego
odcinka prowadzimy prosta rownolegta do osi x i od tego punktu odmierzamy
wspotrzedna x-owa punktu S. Przez tak otrzymany punkt prowadzimy teraz prosta
réwnolegta do osi z i odmierzamy od niego wsp6trzedna z-owa punktu S.)

Majac wyznaczone rzuty wszystkich wierzchotkéw ostrostupa mozemy narysowac
jego krawedzie. Brzeg rzutu jest zawsze widoczny, dlatego rzuty krawedzi AB, AS, BC
oraz CS rysujemy linig gruba. Ponadto widoczna jest krawedz BS, zatem jej rzut rysujemy
réwniez linia gruba. Pozostate krawedzie: CD, DE, AE, ES i DS sa w tym rzucie
niewidoczne, dlatego ich rzuty rysujemy linia kreskowa.

2.4. Zadania

Problem I
1. Pp=(230; 140), A =(230; 165; 10), B=(140; 165; 10), C=(70;75; 10), D =(90; 30; 10),
E=(140;30; 10); S=(150;90; 110).

2. Pp=(230;120), A=(135;15;110), B=(215;105; 110), C=(180; 150; 110),
D=(130; 150; 110), E=(40; 15; 110); S = (130; 90; 10).

3. Pp=(230;120), A=(225;165;110), B=(120;165;110), C=(30;30; 110), D=(80;30; 110),
E=(150;75;110); S=(110;90; 10).

4. Pp=(230; 140), A=(220;75; 10), B=(235; 150; 10), C=(160; 120; 10), D=(80; 15; 10),
E=(135;0;10); S=(125;45; 110).

5. Pp=(230; 140), A =(220; 120; 10), B=(185; 150; 10), C=(100; 75; 10), D= (85;0; 10),
E=(160; 15; 10); S=(155;45; 110).

6. Pp=(230;120), A=(235;150; 110), B=(195; 180; 110), C=(125; 135; 110),
D =(80;45; 110), E=(160;60; 110); S=(135;90; 10).

7. Pp=(230;140), A=(215;135;10), B=(165;165;10), C=(40;45; 10), D=(50;0; 10),
E=(100;15; 10); S=(120;75; 110).

8. Pp=(230; 140), A =(145;30; 10), B=(190; 150; 10), C=(165; 165; 10), D=(90; 120; 10),
E=(50;0; 10); S=(130;90; 110).

9. Pp=(230; 120), A=(60;90; 110), B=(40; 15; 110), C=(120;30; 110), D=(210; 120; 110),
E=(180; 165; 110); S=(130;90; 10).

10. Pp=(230; 140), A =(80; 15; 10), B=(170; 60; 10), C=(200; 150; 10), D= (140; 165; 10),
E=(60;90; 10); S=(130;90; 110).

11. Pp=(230;120), A=(230;150;110), B=(180; 150; 110), C=(95;105; 110), D=(50; 15; 110),
E=(140;15;110); S$=(150;90; 10).

12. Pp=(230; 140), A =(230; 135; 10), B=(185; 150; 10), C=(100; 75; 10), D=(85;0; 10),
E=(175;30; 10); S=(195; 105; 110).

13. Pp=(230; 140), A =(220;75; 10), B=(235; 150; 10), C=(160; 135; 10), D=(115;30; 10),
E=(135;0;10); S=(165; 105; 110).
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,

25.

26

Pp=(230;120), A=(205;120; 110), B=(185;150; 110), C=(100;75;110), D=(85;0;110),
E=(160;15;110); S=(155;45;10).

Pp=(230;120), A=(220;75;110), B=(235;150; 110), C=(140; 120; 110), D=(80; 15; 110),
E=(135;0;110); S=(125;45;10).

Pp=(230;120), A=(215;135;110), B=(160; 165; 110), C=(40;45;110), D=(50;0; 110),
E=(100;15;110); S=(120;75;10).

Pp=(230; 140), A=(160;45;10), B=(195;165; 10), C=(105;135; 10), D=(60; 15; 10),
E=(90;0;10); S=(120;75;110).

Pp=(230; 140), A=(210; 120; 10), B=(200; 165; 10), C=(150; 150; 10), D =(35; 30; 10),
E=(105;15;10); S=(130;90; 110).

Pp=(230;120), A=(210; 120; 10), B=(200; 165; 110), C=(150; 150; 110), D=(35;30; 110),
E=(70;0;110); S=(130;90; 10).

Pp=(230;120), A=(160;45;110), B=(195;165;110), C=(105;135;110), D=(65;30;110),
E=(85;0;110); S=(135;75;10).

Pp=(240; 150), A=(35;30; 10), B=(80;0; 10), C=(205;105; 10), D=(195; 160; 10),
E=(160;160;10); S=(125;85;110).

Pp =(240;150), A=(195;155; 10), B=(95;165; 10), C=(50;30; 10), D=(60; 5; 10),
E=(85;5;10); S=(150;125;110).

Pp=(240;150), A=(55;15; 10), B=(155;35; 10), C=(200; 140; 10), D=(190; 165; 10),
E=(165;165;10); S=(100;45;110).

Pp=(230;140), A=(200;90; 10), B=(220; 165; 10), C=(140; 150; 10), D= (50; 60; 10),
E=(80;15;10); S=(130;90;110).

Pp=(230;120), A=(80; 15;110), B=(170;60; 110), C=(200; 150; 110), D=(150; 165; 110),
E=(60;90;110); S=(130;90; 10).



3. Rzuty prostokatne w ukladzie Monge’a

3.1. Uktad rzutni Monge’a

Ksztalt geometryczny dowolnego elementu maszyny badZz mechanizmu jest pewna
bryta (przestrzenna figura geometryczng). Istnieja rézne metody przedstawiania takich
obiektéw przy pomocy rysunkéw plaskich (dwuwymiarowych). Jednak kazdy opis
dwuwymiarowy prowadzi do znieksztatlcenia pierwowzoru na skutek deformacji
odlegtosci liniowej 1 miary kata. Aby istniala mozliwo$¢ jednoznacznego odczytania
pierwotnego ksztattu na podstawie rysunku plaskiego, musza one by¢ sporzadzane
wedtug Scisle okreSlonych regut. W projektowaniu czg¢s$ci maszyn wazng rol¢ odgrywa
zapis sytuacji przestrzennej metoda Monge'a. Jest to metoda wykorzystujaca rzutowanie
prostokatne na dwie rzutnie.

W przestrzeni uklad rzutni Monge'a tworza dowolne dwie wzajemnie prostopadie
ptaszczyzny m,, i T, (m,n sa numerami rzutni). Rzutnie te posiadaja wspdlng krawedz —
prosta nazywana osig rzutéw. (Moca umowy oznacza si¢ krawedz rzutni 7w, i T, przez
Xmn-) Aby uzyskaé tzw. rzuty Monge’a dowolnej figury nalezy ustali¢ jej potozenie
w przestrzeni, sporzadzi¢ rzuty prostokatne oddzielnie na kazda z rzutni, za$ uzyskany
efekt sprowadzi¢ do jednej ptaszczyzny. Realizuje si¢ to poprzez obrdcenie obu rzutni
wokot osi rzutéw do wybranego potozenia w sposéb pokazany ,,strzatkami” na rys. 3.1a.
W praktyce rzuty Monge'a sporzadza si¢ od razu na plaszczyznie rysunku w oparciu
o wlasne wyobrazenia rzutowanej sytuacji przestrzennej (rys. 3.1b).

a) b)

/ A" A" o

X mn 7 A X mn /7

\‘ T
Y A™

Am

Rys. 3.1. Uktad rzutni Monge’a (a) i rzuty Monge’a punktu (b)
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Jesli w przestrzeni wyrézniono globalny kartezjanski prostokatny prawoskretny uktad
wspotrzednych Oxyz, to jego plaszczyzny wyznaczaja podstawowy uklad rzutni
Monge’a (7, T,). Przyjmuje si¢ wowczas, ze ;= {x,y} i T = {x, z}. Osia rzutéw jest o$ x
ukladu Oxyz i tym samym x=xi, (jes$li nie budzi to nieporozumien, o rzutéw w tym
ukladzie rzutni nazywana jest krotko osig x). Ponadto przyjmuje sig, ze rzutnia 7; ma
potozenie poziome dla obserwatora, za$ rzutnia m, — czotowe (tzn. réwnolegte do
»plaszczyzny czota” obserwatora), przy czym rzutnie te nazywane sa odpowiednio
poziomg i pionowg. Rzut figury na rzutni¢ pozioma nazywa sig jej rzutem poziomym
figury, za$ rzut na rzutni¢ pionowa — rzutem pionowym.

Osie y i z uktadu globalnego wyznaczaja dodatkowo rzutni¢ trzecia s, nazywana
rzutnia boczng, przy czym uklady (m,, ;) oraz (m,, ;) sa roéwniez uktadami rzutni
Monge’a. Rzutnie m;,T,,&n; tworza tzw. rozszerzony uklad rzutni. Krawedzie tych
ptaszczyzn nazywaja si¢ osiami ukladu i (w tym przypadku) sa oznaczane: x; =x,
X13 =Y, X3 =2. Ztozenie trzech rzutni do jednej ptaszczyzny dokonuje si¢ w sposob
pokazany strzatkami na rys. 3.2a, za$ osie uktadu zajmuja wtedy polozenie pokazane na
rys. 3.2b.

a) b)

/ T

1 I
X Y
|

Rys. 3.2. Rozszerzony uktad rzutni Monge’a

W celu uzyskiwania roztacznych rzutéw na dwie i wigcej rzutni przyjgto zasade
umieszczania obiektu rzutowanego w tych oktantach przestrzeni, ktérych punkty maja
wszystkie wspotrzedne jednakowego znaku (tzn. wszystkie wspotrzedne sa dodatnie albo
wszystkie wspoétrzedne sa ujemne). Potozenie obserwatora umiejscawia sig¢ w taki sposéb,
aby wszystkie wspodtrzedne punktu wspélnego plaszczyzn obserwacji mialy wartosci
dodatnie i byly wigksze od najwigkszych warto$ci wspéirzednych punktéw figury
rzutowanej. Jesli punkty figury maja wszystkie wspéirzedne dodatnie, to po ,,ztozeniu”
rzutni do ptaszczyzny rysunku uzyskamy uktad rzutéow wedtug metody pierwszego kata
(potocznie okreslany jako uktad rzutéw metoda europejska), natomiast gdy punkty
figury maja wszystkie wspotrzedne ujemne, taka procedura pozwala otrzymaé uktad
rzutéw wedlug metody trzeciego kata (metoda amerykanska)®.

? W niniejszym opracowaniu sporzadzamy rzuty jedynie metoda europejska!
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W metodzie europejskiej o§ x; ma na arkuszu rysunkowym zawsze polozenie
poziome, rzut poziomy znajduje si¢ ,,pod” osia rzutéw, rzut pionowy — ,.-nad” osig i oba
rzuty sa roztaczne (nie maja punktéw wspdlnych). Poniewaz element rzutowany ta
metoda znajduje si¢ zawsze pomigdzy obserwatorem a rzutnig, mozna t¢ zasadg
interpretowac, ze przy sporzadzaniu rzutu poziomego obserwator patrzy na rzutowany
element ,,z gory”, za§ przy sporzadzaniu rzutu pionowego — ,z przodu”. Powstaly
w opisany spos6b uktad dwu rzutéw prostokatnych nazywa si¢ podstawowym ukladem
rzutéw Monge'a, natomiast uktad trzech rzutéw (z rzutem bocznym) jest uktadem
rozszerzonym. Poniewaz rzutnia boczna znajduje si¢ po prawej stronie obserwatora,
rzuty metoda europejska w rozszerzony uktadzie rzutéw Monge’a mozna interpretowaé
jako widoki:

— poziomy (widok z géry w kierunku osi z),

— pionowy (widok z przodu w kierunku osi y),

— boczny (widok boczny prawy w kierunku osi x).

Odlegtos¢ punktu od rzutni pionowej nazywa si¢ jego glebokoscia, odlegtos¢ punktu
od rzutni poziomej — wysokoscig, za$ odlegto$§¢ od rzutni bocznej — szerokoS$cia
punktu. Przyjmuje sig¢, ze wspoétrzedna punktu jest dodatnia jesli punkt znajduje si¢
pomigdzy obserwatorem a rozwazang rzutnia, oraz ze jest ujemna, gdy rzutnia znajduje
si¢ pomigdzy punktem iobserwatorem. Gigboko§¢ punktu mozna odczyta¢ z uktadu
rzutéw Monge’a jako odleglo$¢ rzutu poziomego punktu od osi rzutéw. Podobnie
wysoko$¢ punktu jest réwna odlegtosci od osi rzutéw rzutu pionowego tego punktu.
Pozwala to nada¢ interpretacje wspotrzednym opisujacym potozenie punktu
w globalnym uktadzie wspdtrzednych Oxyz. Glebokos$¢ punktu jest réwna wspoétrzednej
mierzonej na osi y, zas wysokos$¢ jest rowna wspotrzednej mierzonej na osi z.

2.2. Tres¢ problemu

Problem I. Rzuty prostokatne modelu

Dana jest bryla plaskoscienna (1) (patrz: rysunki w tabelach 3.1a i 3.1b), otrzymana
w wyniku ,,0brébki” szeScianu o krawedzi diugosci 90 mm. ,,Obrébka” polegata na
$cinaniu narozy, obcinaniu i wycinaniu fragmentéw bryly itp. Plaszczyzny cigé
poprowadzono w ten sposéb, ze powstala bryta ma wszystkie wierzcholki usytuowane
w wierzcholkach, $rodkach S$cian, $Srodkach krawedzi lub w $rodku symetrii
szescianu.

Ponadto dany jest kartezjanski prostokatny prawoskretny uklad wspétrzednych Oxyz
(2) (tabela 3.2), w ktérym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maja dtugo$¢ 1 mm.
Obrabiany sze$cian jest ustawiony w taki sposéb, ze wspolrzedne jego wierzchotkéw
w uktadzie (2) sa liczbami nieujemnymi, za$§ krawedzie sze$cianu sa odpowiednio
réwnolegte do osi tego uktadu.

1. Przerysowac rysunek pogladowy danej bryty (1), rysujac obok zadany uktad osi (2).
Oznaczy¢ i opisa¢ litera A wierzchotek obrabianego szes$cianu potozony najblizej
poczatku uktadu wspéirzednych (2). Oznaczy¢ ponadto wszystkie wierzchotki bryly
i opisaé je kolejnymi liczbami arabskimi w sposéb przyjety wedlug wlasnego uznania.
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(Jesli punkt A jest jednoczesnie wierzchotkiem bryty, to nie nalezy opisywaé go
ponownie — por. rys. 3.3.)

Rysunki bryt w tabelach 3.1a i 3.1b oraz rysunki uktadéw wspéirzednych w tabeli 3.2
wykonano jako rzuty rownolegte na ptaszczyzng réwnolegta do jednej ze $cian szeScianu.
Kierunek rzutowania w ukladzie wspétrzednych zwiazanym z bryta jest prosta okreslona
przez punkty (0;0;0) 1 (60; 90; 30).

Rysunek pogladowy bryty wykona¢ w podzialce 1:2, umiejscawiajac tylny dolny
prawy wierzcholek obrabianego sze$cianu w punkcie Pp; arkusza rysunkowego.

2. Skonstruowa¢ w uktadzie Monge’a rzuty prostokatne bryly (1) na rzutnie
T ={x,y}, Tm={x,z}, T;3={y,z} wyznaczone przez plaszczyzny uktadu (2). Zachowaé
uprzednio przyjety opis wierzchotkéw. Okresli¢ widoczno$¢ wszystkich krawedzi, przy
zatozeniu, ze bryta znajduje si¢ zawsze pomigdzy rzutnig a obserwatorem.

Rzuty wykona¢ w podzialce 1:1. Zatozy¢, ze poczatek ukladu wspéirzednych
znajduje si¢ w punkcie Pp, arkusza, o§ x przyja¢ na arkuszu poziomo, za$ jej zwrot —
w lewa strong.

3. Narysowaé rzut réwnoleglty bryly (1) na ptlaszczyzne m,={x,z} ukladu (2),
zaktadajac, ze kierunkiem rzutowania jest prosta k={O,P}, gdzie 0=(0;0;0),
P=(60;90;30). Okresli¢ w tym rzucie widoczno$¢ wszystkich krawedzi, zaktadajac, ze
obserwator spoglada zgodnie ze zwrotem wektora PO.

Rysunek sporzadzi¢ w podzialce 1:2, przyjmujac poczatek uktadu wspéirzednych
w punkcie Pp;. Przyja¢, ze o§ x ma potozenie poziome i zwrot ,,w lewo”, za§ o$ z ma
polozenie pionowe i zwrot ,,w gorg” arkusza.

Informacje pomocnicze:

e zatozy¢, ze ,,obrabiany” sze$cian ,,stoi” na plaszczyznie {x,y} i jest odleglty o 30 mm
od ptaszczyzny {x,z} oraz o 30 mm od plaszczyzny {y,z}, ukladu wspdirzednych (2)
(oznacza to, ze A=(30;30;0)),

e jednoczace sig rzuty wierzchotkéw bryty opisa¢ zgodnie z kolejnoscia ich widzenia
w danym rzucie, stosujac konwencje: opis_punktu_I = ... =opis_punktu_n; jesli opis
koliduje z rysunkiem, nalezy przenie$¢ opis na wolne pole arkusza i umiesci¢ nad linig
odniesienia (por. przyktadowe rozwigzanie — rys. 3.3.),

e punkty oznacza¢ okrggami o Srednicy 2,0 mm, rysowanymi linia cienka; nie
zaczernia¢ ani nie przekresla¢ wnetrz tych okregéow,

e na wszystkich rysunkach uwzglednia¢ krawedzie niewidoczne, rysujac je linia
kreskowa Sredniej grubosci, krawedzie widoczne rysowac linia gruba,

e w przypadku przecinania si¢ rzutéw krawedzi widocznych i niewidocznych nalezy
krawedZz niewidoczng przerwac na dlugosci okoto 1,5 mm po obu stronach krawedzi
widocznej,

e wprzypadku przecinania si¢ rzutow krawedzi niewidocznych nalezacych do
kierunkéw skosnych, krawedz dalsza obserwatorowi nalezy przerwa¢ na dlugo$ci
okoto 1,5 mm po obu stronach krawedzi blizszej obserwatorowi.
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Tabela 3.1a. Rysunki bryt
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Tabela 3.1b. Rysunki bryt cd.




Tabela 3.2. Uklady wspétrzednych
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3.3. Przykiadowe rozwigzanie

Przyklad. Zadanie P3.01. Problem 1.

Dane
Pp, (355;55)
Pp, (150; 160)
Pp; (245, 60)

(1) bryta nr 21
2) uktad nr 11

A (30;30;0)

Szkic rozwiazania:

Rozwiazywanie zadania nalezy rozpocza¢ od przerysowania tematu zgodnie trescia
zadania (podziatka 1:2). Wygodnie jest najpierw narysowac cienka linia sze$cian, ktéry
poddano ,,obrébce”. Szescian rysujemy w taki spos6b, aby jego tylny dolny prawy
wierzcholek znajdowal si¢ w punkcie Pp; arkusza rysunkowego. Nastgpnie nalezy
wrysowa¢ wierzchotki danej bryty, oznaczajac je okrggami o Srednicy 2,0 mm, oraz jej
krawedzie, ustalajac ich widoczno$¢ w rzucie. Przed rozpoczgciem opisywania
wierzchotkéw bryty trzeba zidentyfikowa¢ punkt A — potozony najblizej poczatku
uktadu wspétrzednych wierzchotek obrabianego sze$cianu. Jesli punkt A jest
wierzchotkiem bryly, to nie opisujemy go po raz drugi (rys. 3.3.). Pozostale wierzchotki
bryty opisujemy w dowolnej kolejnosci kolejnymi liczbami arabskimi /7,2, .... Obok
rysunku bryty umieszczamy rysunek danego ukladu wspotrzednych, pamigtajac, ze osie
tego ukladu sa réwnolegte do odpowiednich krawedzi szeScianu. Wygodnie jest umiesci¢
rysunek uktadu w poblizu wierzchotka A tak, aby mozna byto tatwiej wyobrazi¢ sobie
potozenie danej bryty wzgledem uktadzie.

Sporzadzamy teraz rzuty prostokatne bryty na odpowiednie plaszczyzny uktadu.
Najpierw odwzorowujemy osie uktadu w rzutach Monge’a, a nastgpnie wrysowujemy
rzuty prostokatne obrabianego szeScianu (rzutami szeScianu beda kwadraty o boku
dtugosci 90 mm). Utatwia to znalezienie rzutéw prostokatnych wierzchotkéw bryty. Po
znalezieniu rzutéw wierzchotkéw rysujemy rzuty krawedzi, kontrolujac prawidlowosé
rysowanych potaczen na rysunku pogladowym. Jednoczace si¢ w rzutach wierzchotki
opisujemy zgodnie z ich kolejno$cia widzenia w przestrzeni (bryta rzutowana znajduje sie
pomigdzy obserwatorem a rzutnia). Opis punktow w rzutach prostokatnych musi by¢
zgodny z opisem na rysunku pogladowym. Nastgpnie nalezy ustali¢ widocznos¢ krawedzi
bryly w rzutach prostokatnych.

W celu sporzadzenia zadanego rzutu réwnolegtego bryty odwzorowujemy osie uktadu
wspotrzednych, umieszczajac poczatek uktadu w punkcie Pp; arkusza. Nastgpnie nalezy
znalez¢ rzut réwnoleglty punktu A, pamigtajac o zachowaniu podziatki 1:2. Punkt A
bedzie w tym rzucie prawym tylnym dolnym wierzchotkiem ,,obrabianego” szeScianu.
Wrysowujac (cienkimi liniami) rzut réwnolegly tego szescianu, mozna szybko
odwzorowa¢ rzuty wierzchotkéw bryty. Identyfikacje wierzchotkéw przeprowadza sig
w oparciu o rysunek pogladowy, badZ tez rzuty prostokatne. Po znalezieniu rzutéw
wszystkich wierzchotkéw rysuje sig rzuty krawedzi i ustala ich widoczno$e.
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Rys. 3.3. Rozwiqzanie zadania P3.01




3.4. Zadania

Problem I
. Pp;=(355;55), Pp,=(150; 160), Pp;=(245;60), (1) =bryta nr 30, (2) =uktad nr 24,
A=(30;30;0).
2. Pp;=(355;55), Pp,=(150;160), Pp;=(245;60), (1) =bryta nr 29, (2) = uktad nr 18,
A=(30;30;0).
3. Pp;=(355;55), Pp,=(150;160), Pp;=(245;60), (1) =bryta nr 28, (2) =uktad nr 8,
A=(30;30;0).
4. Pp,=(355;55), Pp,=(150;160), Pp;=(245;60), (1) =bryta nr 27, (2) =uktad nr 4,
A=(30;30;0).
5. Pp,=(355;55), Pp,=(150; 160), Pp;=(245;60), (1) =bryta nr 26, (2) =uktad nr 5,
A=(30;30;0).
6. Pp;=(355;55), Pp,=(150;160), Pp;=(245;60), (1) =bryta nr 25, (2) =uktad nr 10,
A=(30;30;0).
7. Pp,=(355;55), Pp,=(150;160), Pp;=(245;60), (1)=bryta nr 24, (2) =uktad nr 12,
A=(30;30;0).
8. Pp;=(355;55), Pp,=(150;160), Pp;=(245;60), (1) =bryta nr 23, (2) =uktad nr 22,
A=(30;30;0).
9. Pp,=(355;55), Pp,=(150;160), Pp;=(245;60), (1) =bryta nr 22, (2) =uktad nr 23,
A=(30;30;0).
10. Pp;=(355;55), Pp,=(150;160), Pp;=(245;60), (1)=bryta nr 21, (2) =uktad nr 4,
A=(30;30;0).
11. Pp,=(355;55), Pp,=(150;160), Pp;=(245;60), (1) =bryta nr 20, (2) =uktad nr 5,
A=(30;30;0).
12. Pp,=(355;55), Pp,=(150;160), Pp;=(245;60), (1) =bryta nr 19, (2) =uktad nr 10,
A=(30;30;0).
13. Pp,=(355;55), Pp,=(150;160), Pp;=(245;60), (1) =bryta nr 18, (2) =uktad nr 12,
A=(30;30;0).
14. Pp;=(355;55), Pp,=(150;160), Pp;=(245;60), (1)=bryta nr 17, (2) =uktad nr 22,
A=(30;30;0).
15. Pp,=(355;55), Pp,=(150;160), Pp;=(245;60), (1) =bryta nr 16, (2) = uktad nr 23,
A=(30;30;0).
16. Pp,=(355;55), Pp,=(150;160), Pp;=(245;60), (1) =bryta nr 15, (2) =uktad nr 4,
A=(30;30;0).
17. Pp,=(355;55), Pp,=(150;160), Pp;=(245;60), (1) =bryta nr 14, (2) =uktad nr 5,
A=(30;30;0).
18. Pp;=(355;55), Pp,=(150;160), Pp;=(245;60), (1)=bryta nr 13, (2) =uktad nr 10,
A=(30;30;0).
19. Pp,=(355;55), Pp,=(150;160), Pp;=(245;60), (1) =bryta nr 12, (2) =uktad nr 12,
A=(30;30;0).

20. Pp;=(355;55), Pp,=(150;160), Pp3=(245;60), (1)=brytanr 11, (2) =uktad nr 22,
A=(30;30;0).

o
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21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Pp,=(355;55), Pp,=(150; 160), Pp;=(245;60), (1) =bryta nr 10, (2) =uktad nr 23,
A=(30;30;0).

Pp,=(355;55), Pp,=(150; 160), Pp;=(245;60), (1)=bryta nr 9, (2) =uktad nr 4,
A=(30;30;0).

Pp,=(355;55), Pp,=(150; 160), Pp;=(245;60), (1) =bryta nr 8, (2) =uktad nr 5,
A=(30;30;0).

Pp,=(355;55), Pp,=(150; 160), Pp;=(245;60), (1) =bryta nr 7, (2) =uktad nr 10,
A=(30;30;0).

Pp,=(355;55), Pp,=(150; 160), Pp3=(245;60), (1) =bryla nr 6, (2) =uktad nr 12,
A=(30;30;0).

Pp,=(355;55), Pp,=(150;160), Pp;=(245;60), (1)=bryta nr 5, (2) =uktad nr 22,
A=(30;30;0).

Pp,=(355;55), Pp,=(150; 160), Pp;=(245;60), (1) =bryta nr 4, (2) =uktad nr 23,
A=(30;30;0).

Pp,=(355;55), Pp,=(150; 160), Pp3=(245;60), (1) =bryta nr 3, (2) =uktad nr 4,
A=(30;30;0).

Pp,=(355;55), Pp,=(150; 160), Pp;=(245;60), (1) =bryla nr 2, (2) =uktad nr 5,
A=(30;30;0).

Pp,=(355;55), Pp,=(150;160), Pp;=(245;60), (1)=bryta nr 1, (2) =uktad nr 10,
A=(30;30;0).
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4. Podstawowe konstrukcje w rzutach Monge’a

4.1. Elementy wspoélne

Elementem wspélnym (iloczynem) dwoch figur geometrycznych nazywamy zbidr
punktow, ktére naleza zaréwno do jednego jak i drugiego obiektu. Element wspSlny dwu
prostych nazywa si¢ ich punktem przecigcia (o ile proste te si¢ przecinaja). Element
wspélny prostej i ptaszczyzny nosi nazwe punktu przebicia ptaszczyzny prosta
(o ile prosta nie jest réwnolegta do plaszczyzny). Elementem wspdlnym dwu ptaszczyzn
przecinajacych sig jest prosta zwana krawedzig ptaszczyzn.

Punkt przecigcia prostych jest niezmiennikiem rzutowania réwnolegtego. Oznacza
to, rzuty punktu przecigcia sa punktami przecigcia rzutéw prostych i znajdowane sa
w sposéb natychmiastowy. Jesli ptaszczyzna jest prostopadta do jednej z rzutni uktadu
Monge'a (jest rzutujaca), to jeden z rzutow punktu przebicia takiej ptaszczyzny prosta
znajduje si¢ w punkcie przecigcia rzutu prostej i tego rzutu plaszczyzny, ktéry jest prosta.
Drugi rzut punktu przebicia okre$la si¢ z warunku przynalezno$ci punktu do prostej
przebijajacej. W przypadku wyznaczania krawedzi ptaszczyzny rzutujacej i ptaszczyzny
zajmujacej dowolne (tj. potozenie nieréwnolegle ani nieprostopadie) wzgledem rzutni
uktadu Monge'a, jeden zrzutdéw szukanej prostej jednoczy si¢ z rzutem ptaszczyzny
rzutujacej, a drugi wyznacza si¢ znajdujac rzuty punktow przebicia tej ptaszczyzny
dwdéch dowolnych prostych zawartych w drugiej ptaszczyznie.

Aby wyznaczy¢ punkt przebicia ptaszczyzny & majacej potozenie dowolne prosta a
o potozeniu dowolnym nalezy zastosowac nastgpujacy algorytm postgpowania:

— przeprowadzi¢ przez prosta a dowolna ptaszczyzng rzutujaca P,

— wyznaczy¢ krawedz k ptaszczyzn avi 3,

— wyznaczy¢ punkt przecigcia prostych a i k.

Punkt przecigcia prostych a i k jest szukanym punktem przebicia.

Aby wyznaczy¢ krawedz ptaszczyzn majacych dowolne polozenie wzgledem uktadu
rzutni Monge'a wystarczy wyznaczy¢ rzuty dwoch réznych punktéw nalezacych do tej
krawedzi. Okreslenie dwu réznych punktéw prostej jest bowiem réwnowazne okresleniu
catej prostej. Kazdy punkt przebicia jednej ptaszczyzny prosta zawarta w drugiej, nalezy
jednoczesnie do obu plaszczyzn, wigc nalezy rowniez do ich krawedzi. Wybierajac dwie
dowolne proste zawarte w jednej lub drugiej ptaszczyznie i wykorzystujac podany
wczesniej algorytm, mozna okresli¢ punkty, w ktérych te proste wbijaja si¢ w druga
plaszczyzng. Znalezione punkty przebicia wyznaczaja szukana krawedz.
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4.2 Roéwnolegtosé, prostopadtosé, diugosé odcinka, ustalanie
widocznosci

Réwnoleglosé prostych jest niezmiennikiem rzutowania réwnolegtego. Oznacza to,
ze jesli w przestrzeni dwie proste sa réwnolegte, to ich rzuty sa prostymi réwnolegtymi (o
ile proste nie maja kierunku rzutowania).

Natomiast miara rozwartos$ci kata pomiedzy prostymi nie jest niezmiennikiem
rzutowania. W przypadku dowolnego potozenia prostych wzgledem rzutni, kat pomigdzy
rzutami tych prostych jest r6zny od kata pomigdzy tymi prostymi w przestrzeni. Miara
kata zachowuje si¢ wowczas, gdy obie proste sa rownolegte do rzutni. W przypadku kata
prostego warunek ten ulega ostabieniu. Kat prosty pomig¢dzy dwoma prostymi zachowany
jest, gdy jedna z prostych ma potozenie réwnolegte do rzutni.

Prosta jest prostopadla do ptaszczyzny wtedy i tylko wtedy, gdy jest prostopadta do
dwoéch prostych przecinajacych sig¢ lezacych w tej ptaszczyznie. Konstrukcja prostej
prostopadtej do plaszczyzny albo ptaszczyzny prostopadtej do prostej w rzutowaniu
metoda Monge'a jest oparta na przytoczonych wczesniej spostrzezeniach.

Aby skonstruowa¢ prosta prostopadta do plaszczyzny i przechodzaca przez dany
punkt, nalezy w ptaszczyznie wybra¢ pare prostych przecinajacych si¢: pozioma (7))
oraz czotowa (Il ;). Rzut poziomy prostej prostopadiej przechodzi przez rzut poziomy
punktu i jest prostopadly do rzutu poziomego prostej poziomej. Rzut pionowy przechodzi
przez rzut pionowy punktu i jest prostopadly do rzutu pionowego prostej czotowe;.

W celu wyznaczenia plaszczyzny prostopadlej do prostej i przechodzacej przez
zadany punkt, nalezy okresli¢ ja przy pomocy odpowiednich prostych poziome;j
i czotowej, przecinajacych si¢ w zadanym punkcie.

Miara odleglosci punktéow lezacych na jednej prostej jest zachowana w rzutach
Monge'a w przypadku, gdy prosta jest réwnolegta do jednej z rzutni uktadu. Wynika to
z wlasnoéci rzutowania réwnoleglego. Jesli prosta ma potozenie dowolne, w celu
sprowadzenia jej do potozenia réwnolegtego do wybranej rzutni nalezy wykonac¢ tzw.
klad prostokatny ptaszczyzny przechodzacej przez prosta i prostopadtej do tej rzutni.

Jesli dwa punkty leza na prostej prostopadtej do rzutni poziomej, to w rzucie
poziomym widoczny jest ten, ktéry ma wigksza wysokos¢ (lezacy wyzej). Tej informacji
nalezy szuka¢ w rzucie pionowym. Z dwu punktdéw lezacych na prostej prostopadtej do
rzutni pionowej, w rzucie pionowym widoczny jest ten, ktéry ma wigksza gtebokosé
(lezacy blizej obserwatora). Gtgbokosci tych punktéw sa zachowane w rzucie na rzutni¢
pozioma. Okreslenie widoczno$ci dwu (i wigcej) figur jest rownowazne z okre$leniem
widoczno$ci ich kazdego punktu
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4.3. Tresc¢ probleméw

Problem I. Przenikanie tréjkatow

Dany jest kartezjanski prostokatny, prawoskrg¢tny uklad wspélrzednych Oxyz,
w ktérym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maja dlugo$¢ 1 mm. Ponadto dane
sa dwa trojkaty: ABC i KLM.

1. Wykresli¢ rzuty Monge’a punktéow A, B, C i K, L, M przyjmujac, ze rzutnia
pozioma jest plaszczyzna ;= {x, y}, a rzutnia pionowa plaszczyzna m, = {z, x}.

Punkt O (poczatek uktadu wspétrzednych) przyja¢c w punkcie Pp arkusza
rysunkowego. Przyja¢ ponadto, Ze rzut osi x ma na arkuszu potozenie poziome i zwrot
w lewa strong.

2. Skonstruowa¢ rzuty Monge’a prostej k bedacej krawedzia ptaszczyzn o= {A, B, C}
i B={K,L, M} (opisa¢ wszystkie figury geometryczne uzyte w konstrukcji).

3. Ustali¢ widoczno$¢ ukladu tréjkatéw ABC i KLM przy zatozeniu, ze S$ciany
tréjkatéw sa nieprzezroczyste.

Problem II. Prostopadlos$é, punkt przebicia

W przestrzeni dany jest kartezjanski prostokatny prawoskretny uktad wspétrzednych
Oxyz, w ktérym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maja dlugo$¢ 1 mm. Ponadto
dany jest trojkat KLM oraz punkt P nie lezacy w plaszczyznie tego tréjkata. Metoda
konstrukcji podstawowych:

1. Skonstruowa¢ rzuty Monge’a na rzutnie T;={x,y} i T,={x,z} prostej a,
przechodzacej przez dany punkt, prostopadlej do ptaszczyzny tréjkata,

2. Wyznaczy¢ punkt przebicia S plaszczyzny tréjkata prosta a i okresli¢ widocznosé
prostej na tle tréjkata.

Przyjaé, ze poczatek ukladu wspétrzednych (punkt O) znajduje si¢ w punkcie
poczatkowym Pp. O$ x przyja¢ na arkuszu poziomo i nadac jej zwrot ,,w lewo”, 0§ y
przyja¢ pionowo i nada¢ jej zwrot ,,w dél”, o$ z przyja¢ pionowo i nada¢ zwrot ,.do
gory”.

Informacje pomocnicze:

e krawedzie niewidoczne rysowac linia cienkg kreskowa, krawedzie widoczne linia
ciagla gruba, punkty oznacza¢ okrggami o $rednicy 2 mm; nie zaczernia¢ ani nie
przekreslac ich wnetrz,

e punkty pomocnicze numerowac kolejnymi liczbami, zapisujac je cyframi arabskimi,

¢ konstrukcje pomocnicze wykreslac linig cienka ciagla,

e w przypadku przecinania si¢ rzutow krawedzi widocznych i niewidocznych nalezy

krawedz niewidoczna przerwac na dlugosci okoto 1,5 mm po obu stronach krawedzi
widoczne;j.
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4.4. Przyktadowe rozwigzania

Przyklad 1. Zadanie P4.01. Problem L.

Dane
Pp | (180; 140)

(80;80;70)
(10;40;90)
(50; 105 10)
(90;30;30)
(305 60; 80)
(10;70;20)

NI ES

Rozwigzanie:

W pierwszej kolejnosci nalezy nanie$¢ na arkusz rysunkowy rzuty osi uktadu
wspotrzednych, przestrzegajac dyspozycji wymiarowych zawartych w tre$ci problemu.
Nastepnie znalez¢ rzuty poziome i pionowe wierzchotkéw obu danych trojkatéw.

Jezeli dwie plaszczyzny posiadaja wspdlna krawedz k, to kazda prosta zawarta
w jednej plaszczyznie przebija druga ptaszczyzng w punkcie nalezacym do krawedzi k.
Aby wyznaczy¢ prosta k w sposob jednoznaczny, wystarczy skonstruowa¢ punkty
przebicia dwéch réznych prostych, przy czym proste te moga by¢ wybrane w sposéb
dowolny. W rozwazanym zadaniu rzuty poziome wierzchotkéw K, L, M sa wspotliniowe.
Oznacza to, ze ptaszczyzna = {K, L, M} jest plaszczyzna poziomorzutujaca (prostopadta
do rzutni poziomej). Punkty przebicia tej plaszczyzny prostymi zawartymi
w plaszczyznie o={A,B,C} mozna wigc wyznaczy¢ w sposob bezposredni z rzutu
poziomego. Rzuty poziome punktéw przebicia sa punktami przecigcia rzutéw poziomych
wybranych prostych oraz rzutu poziomego ptaszczyzny P, za$ rzuty pionowe leza
w punktach przecigcia rzutéw pionowych wybranych prostych i odpowiednich prostych
odnoszacych. W omawianym rozwigzaniu wybrano w ptaszczyznie o proste a={A, C}
1 b={A,B}. (Najwygodniej jest wykorzysta¢ proste zawierajace boki trojkata ABC.)
Prosta a przebija ptaszczyzng B w punkcie /, prosta b przebija ptaszczyzng  w punkcie
2. Prosta przebiegajaca przez punkty 7 i 2 jest poszukiwang krawedzia ptaszczyzn o i J3,
tzn. k={1,2}.

W dalszej kolejnosci nalezy ustali¢ widoczno$¢ uktadu przenikajacych si¢ tréjkatow.
W tym celu nalezy narysowac boki tréjkatow ABC i KLM oraz wyznaczy¢ fragment
krawedzi k, bedacy czgscia wspdlna tych tréjkatéw. Poszukiwana cze$¢ wspdlna jest
odcinkiem, ktérego oba rzuty leza wewnatrz rzutéw czesci wspdlne rzutéw tréjkatéw.
W danym rozwiazaniu jest to odcinek /-3.
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Rys. 4.1. Rozwiqzanie zadania P4.01

43



Przy ustalaniu widocznosci uktadu wielokatow ptaskich nalezy zauwazy¢, ze:

— punkt przebicia ptaszczyzny prosta jest punktem zmiany widocznosci prostej,

— krawedz dwoch wielokatéw jest zawsze widoczna,

— brzeg rzutu uktadu wielokatow jest zawsze widoczny,

— okreslenie w rzucie widoczno$ci jednego punktu nalezacego do czgSci wspdlnej
rzutéw obu figur, pozwala na okreSlenie widocznoSci we wszystkich pozostatych
punktach.

Widocznos¢ figur w rzucie pionowym okre$lono analizujac potozenie punktéw 4 € AC

i 5 € KL. Punkty te wyznaczaja pewna prosta celowa. Poniewaz glgbokos$¢ punktu 4 jest

wigksza o glebokosci punktu 5, wigc w rzucie pionowym widoczny jest punkt 4, a

zarazem odcinek A-/. Stad wynika, Ze niewidoczne sa: odcinek 3-5 i fragmenty

odcinkéw /-C oraz BC.
Widocznos$¢ w rzucie poziomym ustalono analogicznie, analizujac potozenie punktéw
2e€e AB,6€ KLi 7€ KM.

Przyklad 2. Zadanie P4.02. Problem II.

Dane
Pp | (205;160)
K | (110,120;0)
L | (20,30;45)
M (110;75;90)
P | (110;30;45)

Rozwigzanie:

Rozwiazywanie problemu rozpoczynamy od wyznaczenia rzutéw prostokatnych
zadanej sytuacji. Niewspoétliniowe punkty K, L, M (wierzchotki tréjkata) wyznaczaja
w przestrzeni pewng ptaszczyzng o. Aby skonstruowac rzuty prostej a, prostopadtej do o,
nalezy w tej ptaszczyznie okresli¢ kierunki prostych poziomych i czotowych. W tym celu
znalezliSmy par¢ prostych: prosta czotowa c¢= {1, M} iprosta pozioma p={2,L}
(rys. 4.2). (Uwaga: ¢ 'llp"llx.) Rzut poziomy a' szukanej prostej a (a L o) jest prosta
przechodzaca przez rzut poziomy punktu P i prostopadia do rzutu poziomego prostej p,
za$ jej rzut pionowy a” przechodzi przez rzut pionowy punktu P i jest prostopadty do ¢”.

Punkt przebicia S plaszczyzny o = {K, L, M} prosta a wyznaczyliSmy prowadzac
pomocnicza ptaszczyzng B L m;, przechodzaca przez a. Plaszczyzny o i B maja wspdlna
krawedz k, a szukany punkt przebicia S jest punktem przecigcia prostych a 1 k
(ank=S5).

Aby okresli¢ widoczno$¢ tych figur wystarczy zauwazy¢, ze punkt 2€ KM ma
wigksza glebokos$¢ niz punkt Pe a, a punkt4e LM ma wigksza wysokos¢ niz punkt
6 € a. Zatem prosta a na odcinku P" " jest niewidoczna w rzucie pionowym i na odcinku
§'6" w rzucie poziomym. Punkt przebicia S jest punktem zmiany widocznosci prostej na
tle ptaszczyzny.

44



(sviocto1n) | d

(06:5L°011)

($+:0€:02)

(0foz1:011)

(091:502)

dq

aue(

//

n

Wy =m»

[covd| o |
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4.5.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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Zadania

L=(10;80;60), M= (50; 60 10).

Problem I

. Pp=(200; 150), A =(90;70;20), B=(60;20; 90), C=(10;90; 10), K = (90; 40; 90),

Pp=(200; 150), A =(10; 10; 10), B = (60; 90; 90), C=(90; 50;20), K = (10; 70; 30),

L=(90;30;40), M =(30;60; 90).

Pp=(200; 150), A =(10;80;90), B=(90; 50; 80), C=(40;30; 10), K=(30; 90; 80),

L=(90;70;20), M=(60;10; 50).

Pp=(200; 150), A =(80;20;30), B=(50;80;90), C=(20; 10; 10), K=(90; 90; 40),

L=(10;50;80), M=(50;20;60).

L=(70;10;30), M= (10;70;90).

. Pp=(200; 150), A =(90;40;70), B=(20;20; 60), C=(50;90; 10), K =(80; 80; 20),

Pp = (200; 150), A = (90;70; 20), B = (40; 10;90), C = (20;90; 10), K = (90; 10;70),

L =(10;60;30), M = (70;90; 60).

L = (30;40;90), M = (10; 30; 20).

. Pp =(200; 150), A = (90; 10;70), B = (10; 60; 50), C = (40;90; 10), K = (90; 70; 30),

Pp = (200; 150), A = (90;20;90), B = (10; 10; 50), C = (40;90; 20), K = (90; 40; 10),

L = (50;30;90), M = (10; 20; 20).

Pp = (200; 150), A = (90; 10;80), B = (10;20; 50), C = (60; 90; 30), K = (70; 20;90),

L = (10;80;70), M = (40; 50; 10).

Pp = (200; 150), A = (20;30;20), B = (50;90;80), C = (80; 10; 10), K = (10;40; 90),

L = (90;80;50), M = (50; 60; 20).

Pp = (200; 150), A = (10;70; 40), B = (80; 60; 20), C = (505 10;90), K = (20; 20; 80),

L = (30;30; 10), M = (90; 90; 70).

Pp =(200; 150), A = (10;20;70), B = (60;90; 10), C = (80;10;90), K = (10;70; 10),

L = (90;30;60), M = (30, 60; 90).

Pp = (200; 150), A = (10;70;10),
L = (70;90;40), M = (90;20;30).
Pp = (200; 150), A = (10;90;20),
L = (50;90;30), M = (90;20;20).
Pp = (200; 150), A = (10;80; 10),
L =(90;70;80), M = (60;10;50).
Pp = (200; 150), A = (80;30;20),
L = (10;80;50), M = (50;60;20).
Pp = (200; 150), A = (90;70;40),
L =(70;30;10), M = (10;90;70).
Pp = (200; 150), A = (90;20;70),
L = (10;30;60), M = (70;60;90).
Pp = (200; 150), A = (90;70;10),
L = (30;90;40), M = (10;20;30).
Pp = (200; 150), A = (90;90;20),
L = (50;90;30), M = (10;20;20).

B = (90;50;60), C =(60;10;90), K = (10;30;70),
B = (90;50;10), C = (60;20;90), K = (10;10;40),
B = (90;50;20), C = (40;30;90), K =(30;90;20),
B = (50;90;80), C =(20;10;10), K =(90;40;90),
B = (20;60;20), C =(50;10;90), K = (80;20;80),
B = (40;90;10), C =(20;10;90), K =(90;70;10),
B = (10;50;60), C = (40;10;90), K =(90;30;70),

B =(10;50;10), C = (40;20;90), K = (90; 10;40),



21.

22,

23.

24.

25.
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Pp = (200; 150), A = (90;80;10), B = (10;50;20), C = (60;30;90), K = (70;90;20),
L = (10;70;80), M = (40; 10;50).

Pp = (200; 150), A = (20;20;30), B =(50;80;90), C = (80;10;10), K = (10;90;40),
L = (90;50;80), M = (50;20;60).

Pp = (200; 150), A = (10;40;70), B = (80;20;60), C = (50;90; 10), K = (20;80;20),
L = (30;10;30), M = (90;70; 90).

Pp = (200; 150), A = (10;70;20), B = (60;10;90), C = (80;90;10), K = (10; 10; 70),
L = (90;60;30), M = (30;90;60).

Pp = (200; 150), A = (10;10;70), B = (90;60;50), C = (60;90;10), K = (10;70;30),
L = (70;40;90), M = (90;30;20).

Problem II

Pp = (200; 150), K = (20;75;0), L = (110;30;45), M = (110; 120;90), P = (20;30; 90).
Pp = (200; 150), K = (65;120;0), L = (120;30;90), M = (20;75;90), P = (20; 30;0).
Pp = (200; 150), K = (20;30;0), L = (110; 120;45), M = (20;75;90), P = (65; 120;45).
Pp = (200; 150), K = (110; 120;0), L = (20; 120;45), M = (65;30;90), P = (20;30; 0).
Pp = (200; 150), K = (65;30;0), L = (110;75;90), M = (20; 120;90), P = (110; 120;0).
Pp = (200; 150), K = (110;30;0), L = (20;30;45), M = (65; 120;90), P = (20; 120; 0).
Pp = (200; 150), K = (20;30;0), L = (110;30;45), M = (65;120;90), P = (110; 120;0).

Pp = (200; 150), K = (65;30;0), L = (110; 120;45), M = (20; 120;90), P = (110; 30; 90).

Pp = (200; 150), K = (65;120;45), L = (110;30;90), M = (20;75;90), P = (20;30; 0).
Pp = (200; 150), K = (65;75;0), L = (20; 120;45), M = (110; 120;90), P = (20;30; 90).

. Pp =(200; 150), K = (65;120;45), L = (110;75;90), M = (20;30;90), P = (110;30;0).
. Pp =(200; 150), K = (110;30;0), L = (20;75;0), M = (65;120;45), P = (20; 30; 90).

. Pp =(200; 150), K = (110;75;0), L = (20;30;0), M = (65;120;45), P = (110;30;90).
. Pp =(200; 150), K = (65;30;0), L = (110;75;45), M = (20;75;90), P = (65; 120;0).

. Pp =(200; 150), K = (65;30;0), L = (20;75;45), M = (110;75;90), P = (65;120;0).

. Pp =(200; 150), K = (65;30;0), L = (20; 120;45), M = (110; 120;90), P = (20; 30; 90).
. Pp =(200; 150), K =(110;75;0), L = (20;30;0), M = (65;120;90), P = (110;30;90).
. Pp =(200; 150), K = (110;30;0), L = (20;75;0), M = (65;120;90), P = (20; 30; 90).

. Pp =(200; 150), K = (65;30;0), L = (110;120;90), M = (20;75;90), P = (20; 120;0).
. Pp =(200; 150), K = (65;30;45), L = (110;75;90), M = (20; 120;90), P = (110; 120;0).
. Pp =(200; 150), K = (110;120;0), L = (20; 120;45), M = (65;75;90), P = (20; 30;0).
. Pp =(200; 150), K = (110;30;0), L = (20;30;45), M = (65;75;90), P = (20; 120;0).

. Pp =(200; 150), K = (65;30;0), L = (110;120;45), M = (20;75;45), P = (65;30;90).
. Pp =(200; 150), K = (20;75;0), L = (110;75;45), M = (65;120;90), P = (65;30;90).
. Pp =(200; 150), K = (65;120;0), L = (110;30;45), M = (20;75;45), P = (65;120; 90).
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5. Transformacje uktadu odniesienia

5.1. Podstawowe zasady wprowadzania nowych rzutni

Transformacja ukladu odniesienia jest przeksztalceniem polegajacym na
wprowadzeniu do istniejacego ukladu rzutni Monge'a (7;, ;) rzutni pomocniczej T,
prostopadtej do jednej z rzutni uktadu. (Indeksy i, j, k oznaczaja numery rzutni.) Rzutnia
pomocnicza moze by¢ dowolna ptaszczyzna, ktéra w rozwazanym uktadzie jest rzutujaca.
Istnieja wigc dwie mozliwosci przyjecia nowej rzutni: T L7; lub m, Lw. O wyborze
decyduje rozplanowanie arkusza rysunkowego (rzut transformowanej sytuacji musi by¢
rozlaczny z rzutami podstawowymi i miesci¢ si¢ w kadrze rysunku). W zalezno$ci od
podjetej decyzji otrzymuje wtedy si¢ nowy uktad rzutni Monge’a (7;, ) lub (7, ).

Krawedzie pomiedzy rzutniami tworzacymi ukiady Monge’a nazywane sa osiami
transformacji i z definicji oznaczane jako Xjj = TN, gdzie i,j sa numerami rzutni.

Zasada transformacji uktadu rzutni Monge’a (m;, ;) do ukladu (m;, 7)) wyraza sig

oczywista rownoscia

P(P'.xi) =p(P", x3) =p(P. ),
majaca miejsce dla dowolnego punktu P przestrzeni tréjwymiarowej. Wynika stad
konstrukcja geometryczna pozwalajaca wyznaczy¢ rzut punktu na nowa rzutnig
w oparciu o znajomos¢ potozenia rzutéw punktu w ukladzie pierwotnym.

Liczba mozliwych transformacji dowolnego uktadu odniesienia jest nieograniczona.
Kazdy nowy uktad rzutni moze réwniez podlega¢ transformacji. W praktyce celem
przeksztalcenia jest dobranie nowego uktadu odniesienia tak, by sytuacja okreSlana
w uktadzie pierwotnym jako ogélna, stata si¢ (po jednej lub kilku transformacjach)
szczegblng, w ktore] maja zastosowanie niezmienniki rzutowania réwnoleglego
dotyczace zachowania miary dtugosci i kata.

Dobér nowych rzutni pomocniczych zalezy od postawionego zadania, niemniej
mozna wyrdézni¢ cztery podstawowe typy transformacji uktadu odniesienia.

T1(e) — transformacja prowadzaca do uzyskania réwnoleglego potozenia wybranej
prostej e wzgledem nowej rzutni pomocniczej 7, . Rzutni¢ t¢ nalezy przyja¢ réwnolegle
do prostej e i jednoczesnie prostopadle do jednej z rzutni uktadu pierwotnego (7; T)).
W rzutach Monge’a realizuje sig to poprzez przyjgcie osi x| €.

T2(e) — transformacja prowadzaca do uzyskania prostopadlego potozenia wybranej
prostej e wzgledem nowej rzutni pomocniczej T; . W przypadku gdy rozwazana prosta e
ma polozenie ogélne w ukladzie (m,m), wymaga to wprowadzenia dwu rzutni
dodatkowych. Wprowadzenie rzutni m, wg zasady T1(e) daje nowy uktad Monge’a
(m;, ), w ktorym ellm, . Nastgpna rzutni¢ 7; nalezy przyja¢ prostopadle do prostej e
i jednocze$nie prostopadle do T (x;,Le"). Jesli zas prosta e jest réwnolegta do jednej

49



z rzutni ukladu pierwotnego i nie jest prostopadta do Zadnej z nich, to nowa rzutni¢
pomocnicza przyjmuje si¢ od razu jako prostopadta do prostej e i jednoczes$nie
prostopadle do jednej z rzutni pierwotnych.

T3(¢p) — transformacja prowadzaca do uzyskania prostopadlego potozenia wybranej
plaszczyzny @ wzgledem nowej rzutni pomocniczej T , gdy w ukladzie rzutni (7, ;) @
ma potozenie ogdlne. Do realizacji tego zadania wystarcza wprowadzenie jednej rzutni.
Rzutni¢ t¢ nalezy przyja¢ prostopadle do prostej zawartej w ptaszczyznie @, ktéra ma
potozenie szczegdlne w ukladzie (m;,7;). Gdy wybrana prosta szczeg6lna p, pC @, jest
réwnolegta do m;, to xj L p. (Poniewaz proste szczegdlne plaszczyzny wyznacza sie
z zasady przynalezno$ci, wigc nie ma tu zastosowania przypadek T2(p)).

T4(p) — transformacja prowadzaca do uzyskania rownoleglego potozenia wybranej
ptaszczyzny ¢ wzgledem nowej rzutni pomocniczej. Jesli ptaszczyzna ¢ ma potozenie
ogolne w uktadzie rzutni (T, T;), przeksztalcenie wymaga wprowadzenia dwoch nowych
rzutni: pierwszej (7;) w oparciu o przeksztatcenie T3(¢), i nastgpnej (7;) réwnolegtej do @
i jednoczesnie prostopadtej do , . Realizuje sig to poprzez obranie osi xy, Il ¢.

5.2. Tres¢ problemu

Problem 1. Krawedz plaszczyzn i kat
Dany jest kartezjanski prostokatny, prawoskretny uklad wspélrzednych Oxyz,

w ktérym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maja dlugo$¢ 1 mm. Ponadto dane
sa dwa tréjkaty: ABC i KLM.

1. Wykresli¢ podstawowe rzuty Monge’a tréjkatow ABC i KLM, przyjmujac, ze
rzutnig pozioma jest ptaszczyzna m, = {x, y}, a rzutnia pionowa — plaszczyzna 7, = {z, x}.

Punkt O (poczatek uktadu wspétrzednych) przyjaé w punkcie poczatkowym Pp
arkusza rysunkowego. Przyja¢ ponadto, ze rzut osi x=x;, ma na arkuszu potozenie
poziome i zwrot w lewa strong, 0§ y — potozenie pionowe i zwrot ,,w dot”, o§ z —
polozenie pionowe i zwrot ,,w gore”.

2. Metoda transformacji ukladu odniesienia wyznaczy¢ rzuty prostej k& bedacej
krawedzia ptaszczyzn a={A,B,C} i B={K,L,M} (opisa¢ wszystkie elementy uzyte
w konstrukcji).

3. Ustali¢ widocznos¢ uktadu trojkatow ABC i KLM we wszystkich konstruowanych
rzutach przy zalozeniu, Ze oba trojkaty sa nieprzezroczyste.

4. Metoda transformacji ukladu odniesienia skonstruowa¢ rzut, w ktérym
zachowana jest miara rozwartoSci kata pomigdzy ptaszczyznami a={A,B,C}
i B={K,L,M}.

Informacje pomocnicze:

e wszystkie konstruowane rzuty winny by¢ roziaczne!

e krawedzie niewidoczne rysowac linia cienkg kreskowa, krawedzie widoczne linia
ciagla gruba, punkty oznacza¢ okrggami o $rednicy 2 mm; nie zaczernia¢ ani nie
przekresla¢ ich wnetrz,

¢ konstrukcje pomocnicze wykreslac linig cienka ciagla,

e punkty pomocnicze numerowac kolejnymi liczbami, zapisujac je cyframi arabskimi.
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5.3. Przyktadowe rozwigzanie

Przyklad. Zadanie P5.01. Problem 1.

Dane
(200; 120)

(60;70; 50)
(20; 60;70)
(40; 105 10)
(70;40,;20)
(10;50;30)
(30;10;70)

NIILIIIEIEIIS

Rozwigzanie:

Poniewaz ptaszczyzny o={A,B,C} i B={K,L,M} maja w podstawowym uktadzie
rzutni Monge’a polozenie ogdlne, nalezy wprowadzi¢ rzutni¢ m; tak, aby jedna
z ptaszczyzn byta do niej prostopadta. (Zachodzi tu przypadek T3 stosowania
transformacji.) W prezentowanym rozwiazaniu (rys. 5.1.) przyjeto, ze w3 L o oraz s L 7,
(ptaszczyzny m; i T3 tworza nowy uktad rzutni Monge’a). W tym celu wyznaczono prosta
pozioma p={A, 1}, gdzie / € BC, lezaca w plaszczyznie ot 1 skonstruowano o$ x5 tak, by
bylo x5 Lp' (m3Lp). Korzystajac z rzutéw: pierwszego i trzeciego, wyznaczono rzuty
pierwszy 1 trzeci szukanej krawedzi k={2,3} oraz rzuty odcinka 4-5, bedacego
elementem wspolnym tréjkatéw ABC i KLM. Nastgpnie znaleziono rzuty pionowe prostej
k i odcinka 4-5, po czym ustalono widoczno$¢ uktadu przenikajacych si¢ figur w rzutach:
pionowym, poziomym oraz trzecim.

Miara rozwartos$ci kata pomiedzy ptaszczyznami zachowuje si¢ w rzucie na
ptaszczyzne prostopadta do krawedzi ptaszczyzn. Poniewaz prosta k ma w uktadach
rzutni (7, T,) oraz (T;;Ts) polozenie ogdlne, w celu znalezienia rzutni prostopadlej k
nalezy najpierw skonstruowac rzutni¢ T4 llk, a nastgpnie wprowadzi¢ rzutni¢ 75 tak, by
byto ms Lk i mws L m) (przypadek transformacji T2(k)). W omawianym rozwiazaniu
przyjeto my L T, (x4 1K"). W celu znalezienia czwartego rzutu prostej k odwzorowano
punkty 2 i 3 krawedzi, gdyz odcinek 2-3 jest najdtuzszy sposréd odcinkéw, ktére mozna
utworzy¢ przyjmujac konce w punktach 2, 3, 4 1 5. Poniewaz w poleceniu w punkcie 4.
tresci problemu jest mowa o kacie pomiedzy plaszczyznami, nie ma potrzeby
odwzorowywania wszystkich wierzchotkéw danych tréjkatéw. Plaszczyzng o
wyznaczaja bowiem jednoznacznie np. punkty 2, 3 i A, za$ ptaszczyzng 3 — punkty 2, 3,
L. Zatem wyznaczono czwarte rzuty jedynie tych punktéw. Przyjmujac xs LK"Y,
skonstruowano rzut piaty, w ktéorym jest msLla, ms L i zachodzi réwno$¢ miar

o(a, B)=o(a’,B").
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Rys. 5.1. Rozwiqzanie zadania P5.01
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5.4.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Zadania

Problem I

. Pp=(200; 120), A =(70;70; 10), B=(60; 10;40), C=(10;50; 50), K = (70; 40; 40),

L=(10;10;10), M=(40;70;70).
Pp=(200; 120), A =(40; 10; 10), B=(70;70; 50), C=(20;50;70), K=(10;30; 40),
L=(70;60;10), M=(60; 10;70).
Pp=(200; 120), A=(10; 10;20), B=(40;70;70), C=(70;20; 10), K=(20;20; 70),
L=(40;50;20), M=(70; 10;40).
Pp=(200; 120), A=(70;70;50), B=(20;50;70), C=(40; 10;20), K=(70;60; 10),
L=(60;10;70), M=(10;30;40).
Pp=(200; 120), A=(70;60; 10), B=(40;10;70), C=(10;70;20), K=(60; 10; 20),
L=(40;60;50), M=(10;40; 10).
Pp=(200; 120), A=(10; 10;20), B=(30;50; 50), C=(60;30; 10), K=(20;60; 10),
L=(70;70;30), M=(40; 10; 50).
Pp=(200; 120), A =(70;50;70), B=(20;70;50), C=(40;20; 10), K=(70; 10; 60),
L=(60;70;10), M=(10;40;30).
Pp=(200; 120), A=(70; 10;60), B=(40;70; 10), C=(10;20;70), K=(60;20; 10),
L=(40;50;60), M=(10; 10; 40).
Pp=(200; 120), A=(10;20; 10), B=(30;50;50), C=(60; 10;30), K=(20; 10; 60),
L=(70;30;70), M=(40;50;10).
Pp=(200; 120), A =(70; 10;50), B=(20;30;70), C=(40;70;20), K=(70;20; 10),
L=(60;70;70), M=(10;50;40).
Pp=(200; 120), A =(70;20; 10), B=(40;70;70), C=(10;10;20), K=(60;70;20),
L=(40;20;50), M=(10;40; 10).
Pp=(200; 120), A =(70;20;70), B=(50;50;30), C=(20; 10;50), K=(60; 10;20),
L=(10;30;10), M=(40;50;70).
Pp=(200; 120), A=(10;10;30), B=(60;30; 10), C=(40; 70; 60), K=(10;20;70),
L=(20;70;10), M=(70;50;40).
Pp=(200; 120), A =(10; 60;70), B=(30;30; 30), C=(60;70;50), K=(20;70;20),
L=(70;50;10), M=(40;30;70).
Pp=(200; 120), A =(70; 10; 30), B=(20;30; 10), C=(40;70; 60), K=(70;20; 70),
L=(60;70;10), M=(10;50;40).
Pp=(200; 120), A =(70;20;70), B=(40;70; 10), C=(10; 10; 60), K=(60; 70; 60),
L=(40;20;30), M=(10;40;70).
Pp=(200; 120), A=(10;10;50), B=(60;30;70), C=(40;70;20), K=(10;20; 10),
L=(20;70;70), M=(70;50;40).
Pp=(200; 120), A =(10;20; 10), B=(40;70;70), C=(70;10;20), K=(20;70;20),
L=(40;20;50), M=(70;40; 10).
Pp=(200; 120), A=(10;70;30), B=(60;50; 10), C=(40; 10; 60), K=(10;60; 70),
L=(20;10;10), M=(70;30;40).
Pp=(200; 120), A=(10;20;70), B=(30;50; 30), C=(60; 10;50), K=(20; 10; 20),
L=(70;30;10), M=(40;50;70).
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21.

22,

23.

24.

25.
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Pp=(200; 120), A = (10;60;70), B = (40; 10; 10), C=(70;70; 60), K =(20; 10; 60),
L=(40; 60; 30), M = (70; 40; 70).
Pp=(200; 120), A = (70;70;20), B = (50; 30; 50), C=(20; 50; 10), K =(60; 20; 10),
L=(10;10; 30), M = (40;70; 50).
Pp=(200; 120), A = (70; 50; 10), B = (20; 70; 30), C = (40;20;70), K = (70; 10; 20),
L=(60;70;70), M=(10;40; 50).
Pp=(200; 120), A = (70; 10;20), B = (40; 70; 70), C=(10;20; 10), K = (60; 20; 70),
L=(40; 50; 20), M = (10; 10; 40).
Pp=(200; 120), A = (70;70;20), B = (40; 10; 70), C=(10;60; 10), K = (60; 60; 70),
L=(40;30;20), M=(10;70; 40).



6. Wielosciany

6.1. Podstawowe definicje i klasyfikacje

W grafice inzynierskiej pod pojeciem wielo§cianu rozumiemy figure geometryczng
(zbiér punktéw przestrzeni tréjwymiarowej) ograniczong tzw. powierzchnia
wieloscienng. Powierzchnia wielo$cienng nazywamy zbidr skonczonej liczby
wielokatow ptaskich, spetniajacych nastgpujace warunki:

— kazde dwa wielokaty maja wspdlny bok lub wierzchotek, albo nie maja Zadnego

punktu wspdlnego,

— kazdy bok wielokata jest wsp6lnym bokiem dokladnie dwéch wielokatow,

— kazdy wierzchotek wielokata jest wspdlnym wierzchotkiem co najmniej trzech

wielokatow.
(Zaktadamy, ze wielokat ptaski to zbiér punktéw ptaszczyzny ograniczony tamang
zamknigta zawarta w tej ptaszczyznie.)

Wielokaty tworzace powierzchni¢ wieloScienng nazywamy $cianami, ich boki —
krawedziami, a ich wierzchotki — wierzchotkami wielo$cianu (powierzchni wielo-
sciennej). Odcinki taczace dwa wierzcholki wielo$cianu i nielezace na jednej S$cianie
nazywamy przekatnymi wielo$cianu. Dwie $ciany sa przylegle, gdy maja wspdlna
krawedz, przeciwleglte — jesli leza w ptaszczyznach do siebie réwnolegtych.

Wiele czgs$ci maszyn ma ksztalt wielo$cianéw badz ksztalt, ktéry powstat w wyniku
geometrycznej modyfikacji takich bryl. Znajomo$¢ podstawowych wlasnosci
wielo$cianéw utatwia projektowanie i wytwarzanie elementéw maszyn.

Istnieje wiele réznych klasyfikacji wieloScianow. Do podstawowych naleza
klasyfikacje ze wzgledu na liczbe $cian, wypuklo$é i foremnos¢. Wedlug pierwszego
kryterium mamy podziat wielo$§cianéw na czworoS$ciany, pigcio$ciany, szeScioSciany, ...
i ogélnie na n-§ciany, gdzie n jest liczba S$cian wieloscianu. Wedtug kryterium
wypuktoéci wielo$ciany dziela si¢ na wypukle i wklesle. (Figur¢ geometryczna
nazywamy wypukla, jesli odcinek o koncach nalezacych do figury jest caly w niej
zawarty.) Wielosciany wkleste, to wielo$ciany, ktére nie sa wypukte. Charakterystyczna
cecha wielo$cianu wypuklego jest to, ze w przestrzeni wszystkie jego punkty leza zawsze
po jednej stronie plaszczyzny przechodzacej przez dowolna jego $ciang. Kryterium
foremnosci pozwala podzieli¢ wieloSciany na foremne, pétforemne oraz nieforemne
(patrz: rozdziat 3.).

Dla wielo$cianéw wypuktych zachodzi tzw. wzér Eulera:
w+s—k=2,
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gdzie w jest liczba wierzchotkéw, s — liczba $cian, za§ k — liczba krawedzi wielo$cianu
wypuktego. Wzér ten jest uzyteczny przy konstruowaniu wielo$ciandw opisanych
niejawnie na podstawie zestawu pewnych cech geometrycznych.

Wielo$ciany mozna réwniez podzieli¢ na ostrostupy, graniastostupy i wielosciany
dowolne.

Ostrostup jest wielo$cianem, w ktérym mozna wyrézni¢ $ciang (podstawe) majaca
wspolna krawedz z kazda z pozostatych $cian (bocznych), ktére z kolei sa tréjkatami
posiadajacymi jeden wspdlny wierzchotek (wierzchotek ostrostupa). Wspdlne
krawedzie $cian bocznych nazywamy krawedziami bocznymi ostrostupa, za$ $ciany
boczne — pobocznicg. Ostrostup jest n-§cienny, jesli podstawa ma n bokéw.

Rozréznia si¢ ostrostupy:

— proste, ktérych krawedzie boczne sa jednakowej diugosci,

— prawidlowe (ostrostupy proste, ktérych podstawy sa wielokatami foremnymi),

— pochyle (ostrostupy, ktére nie sg ostrostupami prostymi).

Podstawa ostrostupa prostego jest wielokatem, na ktérym mozna opisa¢ okrag. Rzut
prostokatny wierzchotka ostrostupa na plaszczyzne podstawy (spodek wysokoSci) lezy
w $rodku tego okregu.

Graniastoslup jest wielo$cianem, ktérego wszystkie wierzchotki leza w dwu
ptaszczyznach do siebie réwnolegtych, $ciany zawarte w tych ptaszczyznach (podstawy)
sa przystajacymi wielokatami, ktére mozna natozy¢ na siebie poprzez przesunigcie
réwnolegte, a pozostale sciany (boczne) sa réwnoleglobokami. Wspdlne krawedzie $cian
bocznych nazywamy krawedziami bocznymi graniastostupa, Sciany boczne — jego
pobocznica.

Rozréznia si¢ graniastostupy:

— proste, ktérych krawedzie boczne sa prostopadte ptaszczyzn podstaw,

— prawidlowe (graniastostupy proste, ktérych podstawy sa wielokatami foremnymi),

— pochyle (graniastostupy, ktore nie sa graniastostupami prostymi).

Wielosciany niebedace graniastostupami ani ostrostupami sa wieloScianami
dowolnymi.

6.2. Rzuty wieloscianéw

Rzutem wielo$cianu nazywamy zbiér rzutéw jego punktow. Rzutem réwnoleglym
wielo$cianu jest wielokat ptaski, ktérego brzeg nazywamy zarysem. Zarys wielo$cianu
wypuklego jest zawsze figura wypukla. W celu ,,uplastycznienia” rysunku wyrdznia si¢
rzuty wszystkich wierzchotkéw i krawedzi wielo$cianu oraz okre$la si¢ w umowny
sposob ich widoczno$¢ na tle widocznej dla obserwatora czg$ci jego powierzchni.
Najczesciej krawedzie widoczne rysuje sig linia gruba o intensywnej barwie, krawedzie
niewidoczne — linia cienka kreskowa o mniejszej intensywnos$ci zabarwienia. Jesli
krawedZz widoczna jednoczy si¢ w rzucie z krawedzig niewidoczna, rysuje si¢ jedynie
krawedz widoczna. Je$li przecinaja si¢ rzuty krawedzi widocznej i niewidocznej, to
w okolicy punktu przecigcia nie rysuje si¢ krawedzi niewidocznej. Podobnie postgpuje
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si¢ przy analizie potozenia dwu krawedzi niewidocznych. Jednoczace si¢ w rzucie
wierzcholki opisuje si¢ w kolejnos$ci zgodnej z ich widoczno$cia.

Rzuty wieloSciandw sporzadza si¢ w oparciu o tzw. cechy wieloscianéw. Cechy sa to
zwiazki geometryczne opisujace wzajemne polozenie jego S$cian, krawedzi oraz
wierzchotkéw, okreslajace ten wieloScian w sposéb jednoznaczny. Skonstruowanie
rzutéw wielo$cianu jest mozliwe wéwczas, gdy znane s jego cechy oraz potozenie
w przestrzeni wzgledem przyjetego uktadu odniesienia (bazy).

6.3. Wielosciany foremne

Wielosciany foremne to wielo$ciany, ktérych powierzchni¢ stanowia przystajace
wielokaty foremne, a sasiednie pary $cian tworza jednakowe katy dwuscienne.
Wielo$ciany poétforemne maja powierzchni¢ ztozona z réznych wielokatéw foremnych.
Wielo$ciany niebedace foremnymi nazywamy wielo$cianami nieforemnymi.

Istnieje pig¢ wieloscianéw foremnych rézniacych sig liczba $cian:

— czworos$cian foremny, ktérego powierzchnig tworza cztery tréjkaty réwnoboczne,

majacy 6 krawedzi i 4 wierzchotki (rys.6.3.),

— sze$cian, ktérego powierzchnig tworzy szes¢ kwadratéw, majacy 12 krawedzi i 8

wierzchotkow,

— ofSmio$cian foremny, ktérego powierzchni¢ tworzy osiem tréjkatow

réwnobocznych, majacy 12 krawedzi i 6 wierzchotkéw (rys. 6.5.),

— dwunasto$cian foremny, ktérego powierzchni¢ tworzy dwanascie pigciokatow

foremnych, majacy 30 krawedzi 1 20 wierzchotkéw,

— dwudziesto$cian foremny, ktérego powierzchni¢ tworzy dwadziescia tréjkatéw

réwnobocznych, majacy 30 krawedzi i 12 wierzchotkéw (rys. 6.1.).

Rys. 6.1. Dwudziestoscian foremny
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Istnieje 14 réznych wieloScianéw pétforemnych. Wsréd nich jest wieloScian
potforemny o 32 $cianach, ktérego powierzchnia sktada si¢ z dwudziestu szesciokatow
foremnych oraz dwunastu pigciokatéw foremnych (rys.6.2). W oparciu o siatke tego
wielo$cianu (rozwinigcie powierzchni wielo$cianu na ptaszczyznie) wytwarzane sa
zewngtrzne powtoki pitek do gry w pitkg nozna.

Rys. 6.2. Potforemny wieloscian o 32 Scianach

6.4. Wielosciany foremne — tres¢ problemow

Problem I. Czworoscian foremny

Dany jest kartezjanski prostokatny, prawoskretny uklad wspétrzednych Oxyz,

w ktérym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maja dtugo$¢ 1 mm. Ponadto dany
jest punkt A oraz prosta m={M,N}.

1. Metoda transformacji ukladu odniesienia skonstruowa¢ rzuty Monge’a
czworoScianu foremnego ABCD, w ktérym wierzchotek A jest punktem danym,
wierzchotki B, C leza na prostej m i gtebokos¢ punktu B jest niemniejsza niz gltgbokos¢
punktu C, za$ wierzcholek D lezy (1) ptaszczyzna ¢ ={A,m}.

Przyja¢, ze rzutnia pozioma jest plaszczyzna w;={x,y}, rzutnia pionowa —
ptaszczyzna m,={z,x}. Punkt O (poczatek ukladu wspoétrzednych) przyja¢ w punkcie
poczatkowym Pp arkusza rysunkowego. Przyja¢ ponadto, ze rzut osi x=x;, ma na
arkuszu potozenie poziome i zwrot w lewa strong, 0§ y — potozenie pionowe i zwrot
W dot”, o§ z — potozenie pionowe i zwrot ,,w goére”.

2. Ustali¢ widoczno$¢ czworoscianu foremnego ABCD we  wszystkich
konstruowanych rzutach przy zatozeniu, ze wieloScian jest wykonany z materiatu
nieprzezroczystego.
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Problem II. O$mios$cian foremny

Dany jest kartezjanski prostokatny, prawoskretny uklad wspétrzednych Oxyz,

w ktérym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maja dtugo$¢ 1 mm, oraz zwiazany z
nim uklad rzutni Monge’a (7, T,), gdzie ;= {x, y} jest rzutnig pozioma, zas$ T, = {x, z}
— rzutnig pionowa. Ponadto dany jest punkt A oraz prosta a={M, N}.

1. Metoda transformacji ukladu odniesienia skonstruowa¢ rzuty Monge’a
oSmio$cianu foremnego ABCDEF o przekatnych AB, CD, EF, majac dany wierzcholek
A 1 wiedzac, ze prosta a={M, N} jest osiag symetrii oSmio$cianu zawierajaca wierzchotki
E i F, wierzcholek C ma gleboko$¢ niemniejszg niz wierzchotek D, zas wierzcholek E
wysoko$¢ niemniejsza niz wierzchotek F.

Poczatek uktadu wspétrzednych (punkt O) przyja¢ w punkcie poczatkowym Pp
arkusza rysunkowego. Przyja¢ ponadto, ze rzut osi x=x;, ma na arkuszu potozenie
poziome i zwrot w lewa strong, 0§ y — potozenie pionowe i zwrot ,,w dot”, o§ z —
polozenie pionowe i zwrot ,,w gore”.

2. Ustali¢ widoczno$¢ os$mioscianu foremnego we wszystkich konstruowanych
rzutach przy zatozeniu, ze jest wykonany z materialu nieprzezroczystego.

Informacje pomocnicze:

e wszystkie konstruowane rzuty winny by¢ rozlaczne!

e krawedzie niewidoczne rysowac linia cienkg kreskowa, krawedzie widoczne linia
ciagla gruba, punkty oznacza¢ okrggami o §rednicy 2 mm; nie zaczernia¢ ani nie
przekresla¢ ich wnetrz,

¢ konstrukcje pomocnicze wykreslac linig cienka ciagla,

e punkty pomocnicze numerowac kolejnymi liczbami, zapisujac je cyframi arabskimi.

6.5. Przyktady

Przyklad 1. Zadanie P6.01. Problem L.

Dane
Pp | (150; 140)

A (100; 80; 60)
M (120;20;0)
N (0;80;60)

(H | Dzag
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Rozwiazanie:

Z tresci problemu wynika, ze Sciana ABC lezy w plaszczyznie @={A,m} 1 jest
tréjkatem réwnobocznym, natomiast wierzcholek D lezy na prostej n prostopadiej do ¢,
przechodzacej przez $rodek S okrggu opisanego na tréjkacie ABC (patrz: rys. 6.3.).

Rzuty zadanego czworo$cianu mozna wigc wykresli¢ w uktadzie rzutni Monge’a,
w ktérym jedna z rzutni jest rownolegta do plaszczyzny ¢. W tym celu najpierw nalezy
wprowadzi¢ rzutni¢ 73 L @, a nast¢pnie rzutni¢ T, 1l @ i rozpoczaé konstruowanie rzutéw
wielo$cianu w uktadzie rzutni (73, Tt4).

W omawianym przykladzie ptaszczyzna ¢ jest réwnolegta do osi rzutéw (prosta
p=1{A,N} jest réwnolegta do osi xj,), co pozwala na przyjecie zaré6wno s L7 jak
i 73 L m,. Zdecydowano si¢ na wariant 75 L 0, (x5 L p”). 0§ x34 wprowadzono rownolegle
do ¢". Po wykresleniu rzutéw elementéw danych znaleziono rzuty trzecie i czwarte
wierzchotkéw B i C. Sciana ABC jest réwnolegla do rzutni 7, wiec jej rzut czwarty jest
tréjkatem réwnobocznym do niej przystajacym, co pozwala na znalezienie rzutéw B'
i C". Trzecie rzuty wierzchotkéw B i C znajduja sie na m™. Punkty B i C opisano tak, by
byto p(BIH, X23) 2 p(Cm, X23), zgodnie z warunkiem sformutowanym w tresci problemu.

o=

Rys. 6.3. Idea rozwiqzania problemu I

Z geometrii czworoscianu foremnego wynika, ze D' jednoczy si¢ z rzutem $rodka S
okregu opisanego na tréjkacie A"'B"'C"", za$ odcinek D™'S" ma dhugo$¢ réwna wysokosci
czworo$cianu. Wysokos¢ t¢ znaleziono wykonujac ktad prostokatny ptaszczyzny
e={C,D,S}. Zachodzi bowiem réwnos¢ p(D™, S™ =p(D",S"). Sposréd mozliwych
dwéch potozen punktu D wzgledem plaszczyzny ¢ wybrano, zgodnie z treScig problemu,
polozenie ,;za ¢, co odpowiada nieréwnosci p(D",x3) < p(S™, x,3). Potozenie rzutéw
poziomych oraz pionowych wierzchotkéw B, C, D wynika z zasady transformacji uktadu
odniesienia. Sprawdzeniem poprawnos$ci wykonania konstrukcji jest przynalezno$é
rzutéw wierzchotkéw B i C do odpowiednich rzutéw prostej m.
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Przy ustalaniu widoczno$ci nalezy zauwazy¢, ze brzeg rzutu (zarys) wielo$cianu jest
zawsze widoczny, a nastgpnie okre$li¢ widoczno$¢ pozostatych krawedzi. W omawianym
przyktadzie niewidoczne sa odcinki B”'D", C"D" i B'C’ (rys. 6.4.).

Przyklad 2. Zadanie P6.02. Problem II.

Dane
Pp | (350 160)

A | (60;45;30)
M | (100;115;50)
N | (40;55;70)

Rozwigzanie:

Przekatne o$mio$cianu foremnego sa odcinkami o rownej dlugo$ci, parami
prostopadlymi, przecinajacymi si¢ w jednym punkcie ($rodku symetrii o$mioScianu)
1 dzielacymi si¢ na polowy, natomiast S$ciany sa przystajacymi trojkatami
rownobocznymi. Proste przechodzace przez przekatne sa osiami symetrii o$mioScianu
foremnego. Wierzchotki o§mioscianu nielezace na ustalonej przekatnej leza w tej samej
plaszczyznie (prostopadtej do osi symetrii), sa rowno od tej przekatnej odlegte, a ponadto
sa réwno oddalone od siebie. Rzutem prostokatnym o$mioscianu foremnego na
plaszczyzne prostopadta do przekatnej jest kwadrat, ktérego przekatne sa dwiema
pozostatymi przekatnymi o$mio$cianu.

Wykorzystujac t¢ informacj¢ mozna rozwiaza¢ postawiony problem wprowadzajac
pomocniczg rzutni¢ prostopadia do danej prostej a={M, N}. W takim rzucie zachowa si¢
odleglo$¢ danego wierzchotka A od prostej a, réwna polowie dlugosci przekatnych
osmioscianu (rys.6.5.). Zachodza przy tym zalezno$ci p(A,B)=2p(A,1)=2p(A,a)=
=p(C, D), gdzie punkt / jest Srodkiem symetrii oSmioScianu.

Poniewaz dana w zadaniu prosta @ ma polozenie ogdlne w ukladzie rzutni (7, T,),
wigc wprowadzenie rzutni prostopadtej do a odbywa si¢ w dwéch etapach: najpierw
wprowadza si¢ rzutni¢ 73 Il @, a nastepnie 74 L a. Rzutni¢ T3 mozna wprowadzi¢ na dwa
sposoby: przyjmujac 0§ x;3 réwnolegle do a' lub 0 x,; réwnolegle do d”.
W prezentowanym rozwiazaniu wybrano mozliwo$¢ pierwsza. Wyznaczono rzuty punktu
A i prostej a na ms, wprowadzono o$ transformacji xs4 prostopadta do " i znaleziono
rzuty A" oraz a’' =M"V =N".

Konstruowanie rzutéw o$§mio$cianu foremnego przeprowadzono w uktadzie rzutni (7,
Ty) (patrz: rys. 6.5.). Rzutem tego o$mio$cianu na rzutnie T, jest kwadrat, ktérego jednym
z wierzchotkéw jest punkt A", a pozostatymi rzuty wierzchotkéw B, C, D. Rzuty
wierzchotkéw E i F jednocza si¢ z rzutem $rodka symetrii / oraz rzutem prostej a. Aby
skonstruowac¢ rzut o§mio$cianu na T; wystarczy zauwazyc¢, ze wierzchotki B, C, D leza
w plaszczyznie @ prostopadtej do a, przechodzacej przez punkt A, ktéra jest prostopadta
do m;. Potozenie rzutéw punktéw B, C, D oraz I wynika z zasady przynalezno$ci. (Opisu
wierzchotkéw C 1 D mozna dokona¢ dopiero po sporzadzeniu ich rzutéw poziomych.
Zgodnie z trescia zadania wierzchotek C ma mie¢ niemniejsza gteboko$¢ niz wierzchotek
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D, co ma miejsce, gdy p(C',x12)=p(D’,x15).) Rzuty wierzchotkéw E i F na rzutni¢ T
wynikajq z zasady przynaleznos$ci do prostej a oraz zaleznosci p(E, @) =p(F,9)=p(A, a).
Poprawny opis tych wierzchotkéw mozna wykona¢ juz w rzucie trzecim, gdyz
z nierdwnosci p(E”I,xB)Zp(FHI, x13) wynika, ze punkt £ ma niemniejsza wysoko$¢ niz
punkt F. Rzutem o$mioscianu na rzutnie 73 jest réwnolegtobok A"E"B™F".
Skonstruowana para rzutéw pozwala na wyznaczenie rzutéw podstawowych (na 7, i ,)

a

Rys. 6.5. Idea rozwiqzania problemu I1

Rzuty poziomy i pionowy wierzchotkéw o$mioscianu znaleziono korzystajac z zasady
transformacji ukladu odniesienia, zasady przynaleznosci punktéw do prostej oraz
z symetrii $rodkowej wzgledem punktu /. Rzutem poziomym o$mioScianu jest
réwnolegtobok C'E'D'F', za$ rzutem pionowym — szesciokat A"C"E"B"D"F".

Analizg¢ widocznosci o$mio$cianu mozna rozpocza¢ w dowolnym uktadzie rzutéw
Monge’a. W rzucie czwartym widoczny jest zarys A"C"YB"YD" oraz krawedzie EA, EB,
EC i ED. Krawedzie FA, FB, FC i FD sa niewidoczne, a ich rzuty jednocza si¢ z rzutami
odpowiednich krawedzi wychodzacych z wierzchotka E. Opis rzutéw punktéw E, N, I, F,
M, lezacych na prostej a, zostal wykonany z uwzglednieniem kolejnosci ich potozenia
wzgledem obserwatora. W rzucie trzecim widoczny jest zarys A™E"B"F" oraz
krawedzie BC, AC, CE, CF i ich rzuty narysowano linig gruba. Krawedzie AD i BD sa
niewidoczne, lecz ich rzuty jednocza si¢ z rzutami widocznych krawedzi AC i BC.
Ponadto niewidoczne sa krawegdzie DE i DF — ich rzuty narysowano linia kreskowa.
Widoczno$é ustalono w oparciu o nieréwnosé p(C"", x34) > p(D", x34), z ktérej wynika, ze
sciany ACE, ACF, BCE i BCF sa widoczne w rzucie trzecim.
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W rzucie pierwszym widoczne sa $ciany BCE, BDE, BCF, BDF (bo widoczny jest
zarys C'E'D'F', za$ p(B", x13) > p(A™, x,3)). Stad rzuty krawedzi BC, BD, BE, BF, CE, CF,
DE i DF wykre$lono linia gruba, a rzuty krawedzi AC, AD, AE, AF — linia kreskowa.
Podobnie analizujac brzeg rzutu pionowego oraz wzajemne potozenie krawedzi CF i AD
ustalono, ze w rzucie pionowym widoczne sa $ciany ACF, BCF, BDF i BCE. Stad
wynika, ze niewidoczne sg tam krawedzie AD, AE i DE.

6.6. Zadania

Problem I
Pp=(400; 120), A=(130;20;75), M=(120;70;25), N=(15;100;75), (1)=D za @.
Pp=(350; 100), A =(90;40; 80), M =(100;70;20), N=(10;20;50), (1)=D za ¢.
Pp=(150; 140), A=(20;45;90), M =(20;90;45), N=(110;45;90), (1)=D przed o.
Pp=(350; 150), A=(85;35; 10), M =(60;40;55), N=(0;90; 10), (1)=D za o.
Pp=(150; 180), A=(80; 120; 10), M =(80;95;50), N=(0;70; 10), (1) = D przed o.
Pp=(350; 140), A =(30; 80;40), M =(0;40; 100), N=(120;20; 40), (1) =D przed o.
Pp=(170; 160), A=(80; 10; 60), M =(10; 10;30), N=(80; 80; 80), (1)=D za ©.
Pp=(130; 120), A=(50;70; 10), M =(100; 60; 80), N=(10;20; 10), (1) =D przed o.
Pp=(160; 150), A =(90;30; 0), M =(0;60; 60), N=(70; 60; 60), (1)=D przed @.
Pp=(350; 160), A =(40; 40; 80), M = (120;40;20), N=(10;90; 60), (1)=D za ¢.
. Pp=(350; 120), A=(100; 0;40), M =(100; 50;90), N=(0; 0;0), (1) =D przed ¢.
. Pp=(150; 140), A=(30;40; 80), M =(120; 100; 80), N=(10;80;20), (1)=D za ¢.
. Pp=(150; 140), A=(90; 80; 55), M=(95; 115;0), N=(20; 20; 55), (1)=D przed @.
. Pp=(360; 80), A =(80; 60;70), M =(70;20; 30), N=(0; 60;20), (1)=D za @.
. Pp=(350; 160), A =(40; 20;90), M =(50; 50; 40), N=(100; 20; 20), (1) =D przed @.
. Pp=(350; 170), A=(20; 60; 20), M =(20;90; 90), N=(90; 20; 20), (1)=D za ©.
. Pp=(150; 150), A=(40; 80; 80), M =(60;0; 20), N=(110; 120; 80), (1)=D za ¢.
. Pp=(350; 120), A=(90; 30;70), M =(20;30; 60), N=(100; 110; 20), (1) =D przed o.
. Pp=(150; 130), A=(80; 80;40), M=(110;30;90), N=(0;20;40), (1)=D za o.
. Pp=(160; 140), A=(30; 20;20), M =(130;20;70), N=(20; 70; 80), (1) =D przed ¢.
. Pp=(350; 130), A=(90; 80;40), M=(110;20; 80), N=(0; 80; 100), (1)=D za o.
. Pp=(350; 110), A=(60;70;90), M =(0;30; 20), N=(120;20;90), (1)=D za o.
. Pp=(360; 180), A=(90;70; 30), M =(20;90; 30), N=(60; 120;90), (1) =D przed ¢.
. Pp=(350; 120), A=(115;20;75), M=(105;70;25), N=(0; 100;75), (1)=D za ¢.
. Pp=(150; 140), A=(20;45;90), M=(20;90;45), N=(110;45;90), (1)=D przed ¢.
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Problem I1
Pp=(150; 150), A=(80; 10; 70), M = (1005 90; 30), N=(40; 25; 55).
Pp=(150;170), A=(20;60;35), M=(110;90; 30), N=(50; 30; 60).
Pp=(150;170), A=(70;15;15), M=(115;95;35), N=(55;25;55).
Pp=(170; 120), A =(80;90; 60), M =(80; 10; 100), N=(20; 100; 0).
Pp=(340; 180), A =(20; 110; 60), M = (60; 130; 60), N=(20; 170; 20).
Pp=(150;170), A =(30;60; 60), M=(10; 10; 10), N=(100; 60; 60).
Pp=(350;100), A =(80;30;90), M=(0; 0; 130), N=(70;70; 10).
Pp=(160; 100), A =(40;90; 70), M = (30; 40; 30), N=(80; 70; 120).
Pp=(120;200), A =(20;70;30), M=(10; 150; 50), N=(60; 60; 0).
Pp=(140; 170), A =(60; 50;90), M =(0; 0;90), N=(90; 90; 0).

. Pp=(160;180), A=(70;70; 10), M =(110; 60; 60), N=(20; 10; 10).
. Pp=(100; 130), A =(60;40; 10), M = (60; 10; 100), N=(0; 100; 0).

. Pp=(350;180), A=(80;70;30), M=(100; 10; 80), N=(0; 70; 20).

. Pp=(140;160), A=(100; 60; 70), M =(50;20; 80), N=(90; 90; 10).
. Pp=(160; 180), A =(60; 60; 10), M = (140; 70; 0), N=(20; 0; 70).

. Pp=(350;170), A=(20; 140;70), M =(90; 160; 90), N=(0; 70; 0).

. Pp=(300;90), A=(40;50;0), M=(120;0; 0), N=(0; 70; 70).

. Pp=(160;100), A=(70;20; 80), M =(80;70; 120), N=(30;40; 30).

Pp=(120;190), A=(20;70;40), M = (80; 40; 0), N=(20; 140; 60).

. Pp=(350;130), A=(10;90; 100), M =(80; 120; 120), N=(10; 0; 80).
. Pp=(350;140), A=(20;90;90), M = (0; 100; 20), N = (40; 60; 60).

. Pp=(350;110), A=(30;90; 80), M=(0; 10; 120), N=(70; 80; 0).

. Pp=(150;170), A=(70; 15;15), M=(115;85;35), N=(55;25;55).

. Pp=(150;150), A =(80; 10;70), M =(100;90; 30), N=(40; 25; 55).

. Pp=(150;170), A=(20;60;35), M=(110;90; 30), N=(50; 30; 60).



7. Przekroje wieloscianow wypuktych

Zbior punktow wspdlnych bryly i plaszczyzny nazywa si¢ przekrojem bryty
ptaszczyzna. Przekrdj wielosScianu jest zawarta w ptaszczyZnie tnacej figura, ktorej ksztatt
zalezy od potozenia plaszczyzny siecznej wzgledem przecinanej bryty. W przypadku
wielo$cianéw wypuklych przekrojem moze by¢:

— zbidr pusty (ptaszczyzna tnaca nie posiada punktow wspolnych z wielo$cianem),

— punkt (ptaszczyzna tnaca przechodzi prze wierzchotek wielo$cianu),

— odcinek (ptaszczyzna tnaca jest styczna do krawedzi wieloscianu),

— wielokat wypukly, ktérego wierzchotkami sa punkty przebicia ptaszczyzny

siecznej przez krawedzie wielo$cianu.
Praktyczne zastosowanie majq jedynie przekroje bgdace wielokatami. W wyniku takiego
zabiegu wielo$cian wypukty zostaje rozcigty na dwie czg$ci, w ktérych wielokat
przekroju staje si¢ nowa $ciana.

Przekroje wieloscianow wklestych stanowia zagadnieniem zlozone, ktére wykracza
poza zakres niniejszego opracowania.

7.1. Tres¢ problemow

Problem I. Przekroje szeScio$cianu

W  kartezjanskim prostokatnym prawoskr¢tnym uktadzie wspétrzednych Oxyz,
w ktérym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maja dlugo$¢ 1 mm, dane sa:
tréjkat prostokatny ABC, odcinek DE oraz punkt P.

Tréjkat ABC jest $ciang, a odcinek DE — krawedzia wypuklego szeScio$cianu
o tréjkatnych $cianach. Wieloécian ten obcigto dwiema ptaszczyznami przechodzacymi
przez punkt P: plaszczyzna pozioma o i plaszczyzng czotowa [3.

1. Narysowa¢ rysunek pogladowy sze$cioscianu ABCDE. Winien by¢ to rzut
réwnoleglty na ptlaszczyzne Oxz ukladu wspétrzednych, przy kierunku rzutowania
k=1{0,Y}, gdzie 0=(0;0;0), Y= (60;90; 30). Ustali¢ widoczno$¢ bryty.

Rysunek sporzadzi¢ w podzialce 1:2. Zatozy¢, ze poczatek uktadu wspéitrzednych
(punkt O) znajduje si¢ w punkcie poczatkowym Pp,; arkusza rysunkowego. O$ x przyjac
na arkuszu poziomo i nadac jej zwrot ,,w lewo”, 0§ z przyja¢ pionowo i nada¢ jej zwrot
,,do gory”.

2. Skonstruowac¢ rzuty Monge’a w uktadzie rzutni (7, ;) wielo$cianu powstatego po
przecigciu szescio$cianu ABCDE danymi plaszczyznami i odrzuceniu czg$ci bryly
lezacych odpowiednio nad ptaszczyzna a oraz przed ptaszczyzng . Ustali¢ widocznosé
powstalej bryty we wszystkich rzutach.
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Rzuty sporzadzi¢ w podziatce 1:1. Przyja¢, Zze rzutnia pozioma jest plaszczyzna
T ={x,y}, rzutnia pionowa — plaszczyzna m,={z,x}. Punkt O (poczatek uktadu
wspotrzednych) przyjaé w punkcie poczatkowym Pp, arkusza rysunkowego. Przyjac
ponadto, ze rzut osi x =x;, ma na arkuszu polozenie poziome i zwrot w lewa strong, 0§ y
— potozenie pionowe i zwrot ,,w d6t”, o§ z — potozenie pionowe i zwrot ,,w gore”.

W rozwiazaniu oznaczy¢ i opisa¢ wszystkie wierzchotki powstalego wieloscianu;
punkty bedace koncami wspdlnej krawedzi scian przekrojéw opisa¢ odpowiednio F oraz
G, pozostate wierzchotki $cian przekrojow opisa¢ kolejnymi liczbami arabskimi,
w porzadku zgodnym z kolejnos$cia potaczen. Opis punktéw pomocniczych (tzn. punktéw
niebegdacych wierzchotkami ostatecznej bryly) nie jest konieczny.

Wskazowka: Przy uktadaniu zadan punkty A, B, C, D, E wybierano ze zbioru
wierzchotkéw, srodkéw $cian i §rodkéw krawedzi pewnego szescianu.

Problem II. Przekroj ostrostupa

W  kartezjanskim prostokatnym prawoskr¢tnym uktadzie wspotrzednych Oxyz,
w ktérym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maja dlugo$¢ 1 mm, dany jest
ostrostup, ktérego podstawg jest pieciokat wypukty ABCDE, a wierzchotkiem punkt W.

Ostrostup ten rozcigto na dwie czesci plaszczyzna ¢ = {K, L, M}.

1. Metoda transformacji uktadu odniesienia skonstruowac rzuty Monge’a tej czgsci
rozcigtego ostrostupa, ktéra nie zawiera wierzchotka W.

Zatozy¢, ze poczatek ukladu wspdtrzednych (punkt O) znajduje si¢ w punkcie
poczatkowym Pp arkusza rysunkowego. Przyjaé, ze rzutnig pozioma jest ptaszczyzna
7, ={x,y}, rzutnig pionowa — plaszczyzna 1, = {z,x}. Przyja¢ ponadto, ze rzut 0si x=x1,
ma na arkuszu potozenie poziome i zwrot w lewa strong, o§ y — potozenie pionowe oraz
zwrot ,,w dot”, 0§ z — polozenie pionowe i zwrot ,,w gorg”.

2. Skonstruowa¢ rzut $ciany przekroju, w ktérym zachowane sa jej wszystkie
wymiary.

3. Ustali¢ widoczno$é powstatej bryly we wszystkich konstruowanych rzutach.
Zakreskowa¢ Sciang przekroju we wszystkich rzutach, w ktérych jest ona widoczna.

Osie transformacji przyjmowaé w sposob zapewniajacy rozigcznosé wszystkich
rzutow. Oznaczy¢ i opisa¢ wszystkie wierzcholki $ciany przekroju; o ile nie zostaty
opisane w tresci problemu, opisa¢ je liczbami w zapisie arabskim, zachowujac kolejnos¢
zgodna z kolejnos$cig potaczen wierzchotkéw.

Informacje pomocnicze:

e Kkrawedzie niewidoczne rysowac linia cienka kreskowa, krawedzie widoczne —
linig ciagla gruba; punkty oznacza¢ okrggami o $rednicy 2 mm wykre$lanymi linia
cienka ciagla; nie zaczernia¢ ani nie przekresla¢ ich wnetrz; konstrukcje
pomocnicze wykreslac¢ linig cienka ciagla,

e widoczng w rzutach $ciang przekroju zakreskowaé ze stala podziatka kreskowania
Smm; zastosowal we wszystkich rzutach ten sam kat kreskowania réwny 45°
(ewentualnie 135°); kreskowanie wykonac linig ciggla cienka!
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7.2. Przyktady

Przyklad 1. Zadanie P7.01. Problem L.

Dane
Ppy | (100; 160)
Pp, | (340; 160)
A (20: 120; 0)
B (20: 30;0)
C | (20;120:90)
D | (110;120;0)
E | (110;30;90)
P | (0;100;60)
Rozwigzanie:
zZ ‘ 0
y/
E
\N
N C
N
N
N
N
< N L/
\
B0
S AN

D AN
Rys. 7.1. Rysunek pogladowy szescioscianu ABCDE

Rozwiazywanie zadania rozpoczynamy od sporzadzenia rysunku pogladowego danej
bryty, zgodnie z trescig problemu i informacji pomocniczych. Najpierw znajdujemy rzuty
réwnolegte wierzchotkéw szeécios$cianu: A, B, C, D oraz E, a nastgpnie wykre§lamy rzuty
krawedzi. Szescio$cian o $cianach tréjkatnych ma 9 krawedzi. Cztery z nich dane sa
w tresci problemu — boki tréjkata: AB, AC, BC oraz odcinek DE. Pig¢ punktéw mozna
polaczy¢ parami na 10 sposobdéw, wigc sposrdd pozostatych mozliwosci nalezy
wykluczy¢ jedna. Poniewaz dowolny rzut réwnolegly wieloScianu wypuklego jest
wielokatem wypuklym, wigc na podstawie rys.7.1. wnioskujemy, ze rzutem
sze$cioscianu jest czworokat ACED, co daje nam dwie krawedzie sze$cioscianu: AD i CE.
Dalsza analiza prowadzi do wniosku, Zze krawedzia nie moze by¢ odcinek AE. Stad
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otrzymujemy, ze pozostatymi krawedziami sa odcinki BD, BE i CD. Scianami
wielo$cianu sg wigc tréjkaty: ABC, ABD, ACD, CDE, BCE, BDE. Krawegdzie AB, BC,
BD, BE sa niewidoczne, natomiast AC, AD, CD, DE i1 CE sa widoczne.

Wykorzystujac te informacje mozna fatwo narysowaé¢ rzuty Monge’a wierzchotkéw
i krawedzi wypuklego szescioscianu ABCDE oraz rzuty ptaszczyzn avi B (rys.7.2.).

[
E" c” z
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o—
SE 3 O <>0
DH AH:BII
E' B’
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B! P
Ic/ \O
I 1
D C'=4 ‘ y

Rys. 7.2. Rzuty Monge’a wierzchotkow i krawedzi szescioscianu oraz plaszczyzn tnqcych

Aby skonstruowa¢ wieloscian powstaty w wyniku ,,odkrojenia” fragmentow
sze$cioscianu ptaszczyznami o i B, mozna wykorzysta¢ jedna z dwu narzucajacych sig
metod postgpowania:

Metoda pierwsza polega na skonstruowaniu oddzielnie przekroju sze$cioScianu
plaszczyzna o i oddzielnie przekroju sze$cio$cianu ptaszczyzna [, a nastgpnie
wyznaczeniu krawedzi wspolnej obu przekrojow i ,,odrzuceniu” ,,0odkrojonych”
fragmentéw bryty.
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Druga metoda polega na wykonaniu najpierw przekroju szescioScianu jedna
z plaszczyzn tnacych (dowolng) i ,,0drzuceniu” odpowiedniego fragmentu bryly,
a nastgpnie wykonania przekroju druga ptaszczyzna wielo$cianu obcigtego.

W niniejszym rozwiazaniu zastosowano druga metod¢. Najpierw wykonano przekréj
sze$cio$cianu ptaszczyzna o. Plaszczyzna o przecina krawedzie AC, CD, DE, BE i BC
sze$cio$cianu odpowiednio w punktach 1, 2, 3, 4,5 (rys.7.3.). Wierzcholki wielokata
przekroju wyznaczono w rzucie pionowym, a nazwano w rzucie poziomym, aby
zachowa¢ zgodno$¢ opisu i kolejnosci potaczen. (Opis nalezy rozpoczaé od
wierzchotkéw, ktére odpadna po drugim obcieciu.) Sciana przekroju bedzie widoczna
w rzucie poziomym, po umownym odrzuceniu czg$ci wielo§cianu ograniczonej
ptaszczyzna przekroju i krawedzia CE.

z
I I
o P
()
X5 10
i
1
i3 vy
y

Rys. 7.3. Przekrdj szescioscianu plaszczyzng o
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Rys. 7.4. Rozwiqzanie zadania P7.01
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Uzyskany wielo$cian nalezy teraz przekroi¢ plaszczyzna P. Plaszczyzna B przecina
krawedz I-5 w punkcie F, krawedz 2-3 w punkcie G, za$ krawedzie D-3, BD i AB
odpowiednio w punktach 6, 7 i 8. Wierzchotki wielokata przekroju wyznaczono w rzucie
poziomym, aopisano w rzucie pionowym (gdzie wida¢ kolejno$¢ potaczen). Aby
odstoni¢ $ciang przekroju nalezy odrzuci¢ czgs$¢ wielo$cianu ograniczong tym przekrojem
i $§ciang A—1-2-D.

Przekrojenie wielo$cianu ptaszczyzna B spowodowalo zmiang ksztaltu S$ciany
przekroju w plaszczyznie o.. Ostatecznie $ciana ta begdzie pigciokatem o wierzchotkach
3,4,5,F, G (rys. 7.4.).

Uwaga 1. Zadanie w cz¢dci dotyczacej przekrojow mozna réwniez rozwiazywac
w kolejnosci odwrotnej do przedstawionej w przyktadzie, tzn. najpierw dokonaé
przekroju szescio$cianu ptaszczyzna [, a nast¢pnie ptaszczyzng o.

Uwaga 2. Ustalenia widoczno$ci bryty, wykreslenia krawegdzi odpowiednimi
rodzajami i grubo$ciami linii oraz kreskowania przekrojéw nalezy dokona¢ dopiero po
wyznaczeniu obu przekrojow (rys.7.4.)!

Przyklad 2. Zadanie P7.02. Problem IIL.

Dane
Pp | (350, 150)

(90; 120, 20)
(110; 80;20)
(90;35;20)
(50;35;20)
(30;75;20)

| (70;80;100)

(10; 130; 20)
(130;70; 20)
(30;30; 100)

NEIEIEHEIEIRICIE

Rozwiazanie:

Rozwiazywanie zadania nalezy rozpocza¢ od odwzorowania sytuacji poczatkowe;j
zgodnie z danymi do zadania i przeprowadzenia analizy jej potozenia. W omawianym
przyktadzie podstawa ostrostupa (pigciokat ABCDE) lezy w plaszczyznie poziomej
(przyjmijmy, ze jest to plaszczyzna o), wierzchotek W znajduje si¢ mad podstawa,
natomiast ptaszczyzna sieczna ¢ ma potozenie ogélne w podstawowym uktadzie rzutni
Monge’a (m;, ;). Ponadto (w tym przykladzie) prosta p={K,L} jest krawedzia
ptaszczyzn o i @ oraz ma potozenie poziome.
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Rys. 7.5. Rozwiqzanie zadania P7.02
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W celu wyznaczenia rozwiazania nalezy przeksztatci¢ zadany ukfad odniesienia tak,
aby plaszczyzna sieczna @ przyjeta potozenie rzutujace (patrz: rys.7.5.). Wowczas
natychmiast znajduje si¢ wszystkie wierzchotki wielokata przekroju. Taka otrzymano
sytuacje w rzucie trzecim, wprowadzajac rzutni¢ T; prostopadta jednocze$nie do rzutni
poziomej i prostej p={K, L} (przyjeto o$ transformacji x;3 L p").

W uktadzie rzutni (7, ;) wyznaczono rzuty wielokata przekroju. Jest nim pigciokat,
gdyz ptaszczyzna sieczna @ przecina krawedzie boczne CW, DW, EW, krawedz podstawy
AE i przechodzi przez wierzchotek podstawy B. Rzuty pionowe wierzchotkéw Sciany
przekroju skonstruowano w oparciu o warunek ich przynaleznosci do rzutéw
odpowiednich krawedzi, kontrolujac jednocze$nie zgodno$¢ zasady transformacji
punktéw. Opisu wierzchotkéw dokonano w rzucie poziomym, gdyz zachowuje on
kolejnos¢ potaczen. Punkty wspdlne ptaszczyzny ¢ i krawedzi AE, EW, DW, CW opisano
odpowiednio jako /,2,3,4, za§ punktu B nie opisywano juz po raz drugi. W ten sposob
otrzymano, ze przekrojem rozwazanego ostrostupa ptaszczyzna @ jest pigciokat /—2—3—
4-B.

Rzeczywista wielko§¢ Sciany przekroju wyznaczono w rzucie czwartym,
wprowadzajac rzutni¢ T, prostopadta do m; i réwnolegta do ptaszczyzny ¢ (przyjeto
xall@™).

W  tre$ci problemu zZada si¢ wykre$lenia rzutéw fragmentu ostrostupa
niezawierajacego wierzchotka W. W rzucie trzecim mozna zauwazy¢, ze ,,odkrojenie”
fragmentu z wierzchotkiem ostrostupa odstoni $ciang przekroju zaréwno w rzucie
poziomym, jak i w pionowym. Pozwala to szybko ustali¢ widoczno$¢ konstruowanej
bryty we wszystkich rzutach.

W rzucie trzecim widoczne sa krawedzie [-E, -2, 2-3, DE oraz 2—FE; ich rzuty
narysowano linia ciagta gruba. Krawedz B—/ jest w polozeniu rzutujacym, a pozostale
krawedzie bryty sa w tym rzucie niewidoczne. Linia kreskowa narysowano jedynie rzut
krawedzi 2—E, bo rzuty pozostatych krawedzi niewidocznych zjednoczyty si¢ z rzutami
krawedzi widocznych.

W rzucie poziomym widoczne sg wszystkie krawedzie bryty, zas w rzucie pionowym
niewidoczne sa krawedzie BC, CD, DE, 3-D i 4-C, przy czym tylko dwie ostatnie nie sa
przestaniane przez krawedzie widoczne.

Sciana przekroju jest widoczna w rzucie poziomym i w rzucie pionowym. Oba jej
rzuty zostaty wigc zakreskowane zgodnie ze wskazowkami zawartymi w informacjach
pomocniczych do problemu.
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Zadania

Problem I

. Pp, =(100; 160), Pp, = (340; 160), A = (110;120;0), B = (20; 120;0), C = (20; 30;0),

D = (110;30;90), E = (65;75;90), P = (0;90;45).
Pp, = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (110; 120;0), B = (110; 120;90), C = (110; 30; 90),
D = (20;30;0), E = (20;75;45), P = (0;75;60).

Pp; = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (110;120;0), B = (20; 120;0), C = (110; 120; 90),
D = (65;30;0), E = (110;30;90), P = (0; 105; 30).

Pp; = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (110;120;0), B = (20; 120;0), C = (20; 120; 90),
D = (20;30;45), E = (110;30;90), P = (0;90; 60).

. Pp, = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (20; 120;0), B = (110; 120;90), C = (20; 120;90),

D = (110;30;0), E = (65;30;90), P = (0;75;60).
Pp, = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (110; 120;90), B = (20; 120;90), C = (20; 30; 90),
D = (110;30;0), E = (65; 120;0), P = (0;90;75).

Pp; = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (110;30;90), B = (20; 120;90), C = (20; 30; 90),
D = (110 120;0), E = (20;30;0), P = (0;75; 60).

Pp; = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (110;120;0), B = (110; 120;90), C = (20; 120; 90),
D = (20;30;0), E = (110;30;45), P = (0;90;30).

Pp, = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (110; 120;0), B = (20; 120;0), C = (110; 120; 90),
D = (110;30;45), E = (20;30;90), P = (0;90; 60).

Pp, = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (110; 120;90), B = (110; 30;90), C = (20; 30; 90),
D = (110;30;0), E = (20;75;0), P = (0;60; 60).

Pp; = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (110;120;90), B = (110;30;90), C = (20; 120; 90),
D = (110 120;0), E = (20;75;0), P = (0;90; 60).

Pp, = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (20;120;0), B = (20;30;0), C = (20; 120; 90),

D = (110;120;0), E = (110;30;90), P = (0; 105;30).

Pp, = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (110; 120;0), B = (20; 120;0), C = (20; 120;90),
D = (20;30;0), E = (110;30;90), P = (0;75;60).

Pp, = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (20;120;0), B = (110; 120;90), C = (20; 120; 90),
D = (110;30;0), E = (20;30;90), P = (0;75; 60).

Pp; = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (110;120;90), B = (20; 120;90), C = (20; 30; 90),
D = (110;30;0), E = (20; 120;0), P = (0;90; 45).

Pp; = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (110;30;90), B = (20; 120; 90), C = (20; 30; 90),
D = (20;30;0), E = (110; 120;45), P = (0;60; 60).

Pp, = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (20;120;0), B = (20; 30;0), C = (20; 120; 90),

D = (110;120;0), E = (110;75;90), P = (0;90;45).

Pp, = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (110;120;0), B = (110; 120;90), C = (20; 120; 90),
D = (65;30;0), E = (110;30;90), P = (0;75;75).

Pp; = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (110;120;0), B = (20; 120;0), C = (20; 120; 90),
D = (20;30;0), E = (110;30;45), P = (0;90; 30).

Pp; = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (110;120;0), B = (20; 120;0), C = (110; 120; 90),
D = (110;30;0), E = (20;30;45), P = (0;90;30).
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13.

14.

15.

16.

Pp, = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (20;120;0), B = (110; 120;90), C = (20; 120; 90),
D = (110;30;45), E = (20;30;90), P = (0;90;60).

Pp, = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (110; 120;90), B = (20; 120; 90), C = (20; 30; 90),
D = (110;30;0), E = (20;75;0), P = (0;60; 60).

Pp, = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (20;120;0), B = (20; 30;0), C = (20; 120; 90),
D = (110;75;0), E = (110;30;90), P = (0;60;45).

Pp; = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (110;120;0), B = (20; 120:0), C = (20;30;0),
D = (110;30;90), E = (65;75;90), P = (0;90; 45).

Pp, = (100; 160), Pp, = (340; 160), A = (110;30;90), B = (20;30;90), C = (20; 30;0),
D = (65;120;90), E = (110; 120;0), P = (0;90;45).

Problem II

. Pp=(150; 150), A =(100; 60; 20), B = (60; 20; 20), C = (20; 60;20), D = (20; 100; 20),

E=(60; 100;20), W= (60; 60; 100), K= (110; 65; 20), L= (10; 15; 20), M= (60; 110; 60).

Pp=(350; 150), A =(75; 120;20), B=(120;75; 20), C=(120;30; 20), D = (30; 20; 20),
E=(30;75;20), W=(75;75; 110), K = (20; 125;20), L=(130;75; 20), M =(30; 30; 110).
Pp=(150; 150), A = (100;20; 100), B=(60;20; 100), C = (20; 20; 60), D = (60; 20; 20),
E=(100;20; 60), W= (60; 100; 60), K= (110; 20; 65), L= (10;20; 15), M= (60; 60; 110).
Pp=(150; 150), A =(100;20; 20), B=(100; 100; 20), C = (60; 100; 20), D = (20; 60; 20),
E=(60;20; 20), W= (60; 60; 100), K = (110; 65; 20), L= (10; 15;20), M = (20; 100; 90).
Pp=(350; 150), A = (20; 20; 20), B = (20; 100; 20), C=(60; 100;20), D= (100; 60;20),
E=(60;20; 20), W= (60; 60; 100), K = (10; 65; 20), L=(110; 15;20), M= (110; 100; 70).

Pp=(150; 150), A =(100; 20; 20), B=(100; 20; 100), C = (60;20; 100), D = (20; 20; 60),
E=(60;20;20), W= (60; 100; 60), K= (110;20; 65), L= (10; 20; 15), M=(10;70; 100).
Pp=(350; 150), A = (60; 100; 20), B=(100; 60; 20), C = (60; 20; 20), D = (20; 20; 20),
E=(20;60;20), W= (100; 60; 100), K =(110; 55; 20), L=(10; 105;20), M = (60; 10; 100).
Pp=(350; 150), A = (60;20; 20), B = (100; 20; 60), C=(60;20;90), D = (20; 20; 60),
E=(20;20;20), W= (100; 100; 60), K = (110;20;55), L= (10;20; 105), M = (60; 100; 10).
Pp=(150; 150), A = (60; 20; 20), B = (100; 60; 20), C=(60; 100;20), D= (20; 100;20),
E=(20;60; 20), W= (100; 60; 100), K = (110; 65;20), L=(10; 15;20), M= (60; 110; 100).

Pp=(350; 150), A = (60; 20; 20), B = (20; 20; 60), C=(60; 20; 100), D = (100; 20; 100),
E=(100;20;60), W= (20; 100; 60), K = (10;20; 65), L= (110;20; 15), M= (60; 100; 110).

Pp=(350; 150), A =(100; 100; 20), B=(100; 20; 20), C=(60;20; 20), D = (20; 60; 20),
E=(60;100;20), W=(100;60; 100), K=(110;50;20), L=(50; 1105 20), M = (60; 10; 100).

Pp=(150; 150), A = (20; 20; 100), B=(20; 20; 20), C=(60; 20; 20), D = (100; 20; 60),
E=(60;20; 100), W=(20; 100; 60), K = (70; 20; 110), L= (60; 100; 10), M = (10; 20; 50).

Pp=(350; 150), A =(100; 20; 100), B =(100; 20;20), C = (60;20; 20), D = (20; 20; 60),
E=(60;20; 100), W= (100; 100; 60), K = (110; 20; 50), L=(50; 20; 110), M = (60; 100; 10).

Pp=(150; 150), A = (100;20; 20), B=(100; 100; 20), C = (60; 100; 20), D = (20; 60; 20),
E=(60;20;20), W= (100; 60; 100), K = (110; 70; 20), L= (50; 10; 20), M= (60; 110; 100).

Pp=(350; 150), A =(20;20; 20), B=(20; 100;20), C=(60; 100; 20), D =(100; 60; 20),
E=(60;20;20), W=(20;60; 100), K=(10;70;20), L=(70;10;20), M = (60; 110; 100).

Pp=(150; 150), A = (100; 20; 60), B = (60; 20; 100), C=(20; 20; 60), D = (60; 20; 20),
E=(100;20; 20), W=(100; 100; 60), K = (110;20; 60), L= (30; 20; 10), M = (60; 90; 110).
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Pp=(150; 150), A =(100;20; 60), B=(60;20; 100), C=(20;20; 100), D =(20; 20;20),
E=(60;20;20), W=(100; 100;60), K=(110;20;80), L=(20;20; 10), M =(60; 100; 110).
Pp=(350; 150), A =(100; 60; 20), B=(60; 20;20), C=(20;20;20), D=(20; 60; 20),
E=(60;100;20), W=(100; 100; 100), K=(110;55;20), L=(10; 105;20), M=(10; 10; 100).
Pp=(350; 150), A=(100; 20; 60), B=(100; 20;20), C=(60;20;20), D =(20; 20; 60),
E=(60;20; 100), W=(100; 100; 100), K=(10;20; 105), L=(60; 100; 10), M=(110;20;55).
Pp=(150; 150), A =(20; 60; 20), B=(20;20;20), C=(60;20;20), D=(100;60;20),
E=(60;100;20), W=(20; 100; 100), K=(110; 105;20), L=(10;55;20), M =(60; 10; 100).
Pp=(150; 150), A =(20; 60; 20), B=(20; 100; 20), C=(60; 100;20), D =(100; 60; 20),
E=(60;20;20), W=(20;20; 100), K=(110;65;20), L=(10; 15;20), M =(60; 120; 100).
Pp=(150; 150), A=(100;20;20), B=(100;20; 60), C=(60;20; 100), D =(20; 20; 60),
E=(60;20;20), W=(100; 100;60), K=(10;20;45), L=(110;20;95), M =(110; 80; 20).
Pp=(350; 150), A=(20;60;20), B=(60; 100; 20), C=(100; 100; 20), D =(100; 60; 20),
E=(60;20;20), W=(60; 60; 100), K=(110; 15;20), L=(60; 110; 60), M =(10;65; 20).
Pp=(150; 150), A=(100;20; 100), B=(60;20; 100), C=(20;20;60), D= (60; 20;20),
E=(100;20;60), W=(60; 100;60), K=(110;20;65), L=(10;20; 15), M =(60;60; 110).
Pp=(150; 150), A =(100; 60;20), B=(60; 20;20), C=(20; 60; 20), D =(20; 100; 20),
E=(60;100;20), W=(60;60; 100), K=(110; 65;20), L=(10; 15;20), M =(60; 110; 60).



8. Powierzchnie i bryly obrotowe

8.1. Powierzchnie obrotowe — podstawowe pojecia

Powierzchnia obrotowa powstaje w wyniku petnego obrotu wokét ustalonej prostej
(osi obrotu) elementu zwanego tworzacg. Tworzaca moze by¢ dowolna ciagta linia
ptaska lub przestrzenna. Jezeli tworzaca jest prosta, to taka powierzchni¢ nazywa si¢
prostokreslng, w innych przypadkach otrzymuje si¢ powierzchnie nieprostokresine.

W zalezno$ci od wzajemnego potozenia w przestrzeni osi obrotu i tworzacej mozna
wyr6znic nastgpujace prostokreslne powierzchnie obrotowe:

— plaszczyzng (0§ obrotu i tworzaca sa do siebie prostopadte),

— powierzchni¢ walcowa (0$ obrotu i tworzaca sa rownolegte)

— powierzchni¢ stozkowa (0§ obrotu i tworzaca przecinaja sig, tworzac ze soba kat

r6zny od kata prostego),

— hiperboloide jednopowlokowa (0§ obrotu i tworzaca sa skosne i tworza ze soba

kat r6zny od kata prostego).
W wyniku obrotu odcinka wokot prostej powstaje fragment jednej z wymienionych
powierzchni.

Jezeli tworzaca jest okrag i 0§ obrotu lezy w ptaszczyznie okregu, to w zalezno$ci od
ich wzajemnego polozenia uzyskuje si¢ nastgpujace powierzchnie obrotowe:

— powierzchni¢ pierscieniowa zwyklg (o§ obrotu nie ma z okrggiem punktéw

wspélnych),

— powierzchnig pierscieniowa jednobiegunowa (0$ obrotu jest styczna do okregu),

— powierzchni¢ pierscieniowa dwubiegunowa (o$ obrotu przecina okrag w dwu

punktach).

Punkt przecigcia osi obrotu i tworzacej nazywa si¢ biegunem powierzchni, srednica
okregu tworzacego jest Srednica powierzchni. W szczegélnym przypadku, gdy o$ obrotu
przechodzi przez $rodek okrggu otrzymuje si¢ powierzchnie¢ sferyczna. (Powierzchnig
sferyczna mozna otrzymac réwniez poprzez obrét potowy tuku okregu wokét srednicy.)
Srodek tuku jest wtedy §rodkiem powierzchni sferycznej. W wyniku obrotu dowolnego
tuku okregu wokot osi lezacej w jego plaszczyznie uzyskuje sie fragmenty wymienionych
powierzchni.

Jezeli o$ obrotu nie lezy w plaszczyznie okregu, uzyskuje si¢ przewaznie
powierzchnie obrotowe dowolne. Wyjatek stanowi np. sytuacja, w ktorej prosta
przechodzaca przez $rodek tuku i prostopadia do jego ptaszczyzny przecina o$ obrotu.
Otrzymuje si¢ wowczas fragment powierzchni sferycznej, ktérej srodkiem jest punkt
przecigcia prostych.
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Wymienione powierzchnie stanowia w catosci lub czgsci pobocznice (powierzchnie
boczne) takich bryl obrotowych jak walec, stozek, kula, torus. Brylg, ktérej pobocznicg
stanowi powierzchnia obrotowa dowolna nazywa si¢ bryla obrotowa dowolna.
W wyniku obrotu innych krzywych niz prosta i okrag powstaja przewaznie powierzchnie
obrotowe dowolne.

Kazdy punkt tworzacej powierzchni zakresla okrag zwany réwnoleznikiem.
W przypadku gdy tworzaca jest odcinek (badZz tuk okregu) jego konce zakre$laja
réownolezniki brzezne. Jezeli koniec odcinka (lub tuku) nalezy do osi obrotu (jest
biegunem), woéwczas réwnoleznik brzezny degeneruje si¢ do punktu. Réwnolezniki
powierzchni nie bedace brzeznymi nazywaja si¢ réwnoleznikami posrednimi. Punkt
okrggu tworzacego powierzchnig pierScieniowa lub sferyczna, lezacy najdalej od osi
obrotu zakre$la réwnoleznik gléwny (réwnik), a punkt jej najblizszy zakresla
réwnoleznik szyjny. Wykreslenie rzutéw powierzchni obrotowej polega na wykresleniu
rzutéw réwnoleznikéw brzeznych (jesli istnieja) oraz pewnej ilosci réwnoleznikéw
posrednich. Wéréd réwnoleznikow posrednich nalezy uwzgledni¢ réwnolezniki giéwne
i szyjne, jesli konstruowana powierzchnia je posiada. Brzegiem rzutu powierzchni
obrotowej jest obwiednia rzutéw wszystkich rownoleznikow.

8.2. Przekroje powierzchni i bryt obrotowych

Jezeli powierzchnia i ptaszczyzna posiadaja co najmniej jeden punkt wspdlny, to zbidr
takich punktéw nazywamy przekrojem powierzchni. Przekrdj powierzchni ptaszczyzna
prostopadta do osi nazywa si¢ przekrojem poprzecznym ijest nim okrag bedacy
réwnoleznikiem lub okregi wspétsrodkowe. Przekréj powierzchni plaszczyzna
przechodzaca przez o$ obrotu nazywa si¢ przekrojem wzdluznym. Przekrdj wzdluzny
jest figura symetryczna wzgledem osi obrotu. Przekrdj nie bedacy ani wdluznym, ani
poprzecznym nazywa si¢ przekrojem uko$nym. Przekrojami oméwionych powierzchni
obrotowych moga by¢:

— powierzchni stozkowej: elipsa, parabola, hiperbola, punkt (wierzchotek

powierzchni), prosta, dwie proste przecinajace si¢ w wierzchotku,

— powierzchni walcowej: elipsa, prosta, para prostych réwnolegtych,

— hiperboloidy jednopowtokowe;j: elipsa, hiperbola, para przecinajacych si¢ prostych,

— powierzchni sferycznej: okrag lub punkt

— powierzchni pierscieniowych: dwa okregi (lub ich fragmenty), okrag i punkt,

punkt, krzywe stopnia drugiego lub czwartego.
Aby skonstruowac rzuty przekroju powierzchni lub bryly obrotowej nalezy:

— okresli¢ jaka krzywa powstaje w wyniku przekroju,

— skonstruowaé¢ rzuty elementéw, ktére jednoznacznie okreslaja ta krzywa (o ile

elementy takie wystgpuja),

— skonstruowa¢ rzuty punktéw stycznosci przekroju do brzegu powierzchni,

— skonstruowac rzuty punktéw posrednich krzywej tak, aby mozna ja byto poprawnie

wykreslic.

80



8.3. Tres¢ probleméw

Problem I. Przekroje walca ptaszczyznami rzutujacymi

Dany jest kartezjanski prostokatny prawoskrgtny uklad wspétrzednych Oxyz,
w ktérym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maja dtugo$¢ 1 mm, oraz zwiazany
z nim uklad rzutni Monge’a (7,, T,), gdzie ;= {x, y} jest rzutnia pozioma, a T, = {z, x}
— rzutnig pionowa. Ponadto dane sa: prosta /= {P, O}, nieprzynalezny do niej punkt R
oraz plaszcezyzny oo={A,B,P}iB={C,D, Q}.

1. Wykresli¢ podstawowe rzuty Monge’a bryly wypuklej ograniczonej obrotowa
powierzchnig walcowa ¥ przechodzaca przez punkt R, ktérej osia obrotu jest prosta /
oraz ptaszczyznami o i B.

Punkt O (poczatek uktadu wspétrzednych) przyjaé w punkcie poczatkowym Pp
arkusza rysunkowego. Przyja¢ ponadto, Ze rzut osi x=x;; ma na arkuszu potozenie
poziome i zwrot w lewa strong, 0§ y — potozenie pionowe i zwrot ,,w dot”, o§ z —
potozenie pionowe i zwrot ,,w gorg”.

2. Ustali¢ widoczno$§¢ bryty we wszystkich konstruowanych rzutach przy
zatozeniu, ze jest ona nieprzezroczysta. Zakreskowaé S$ciang przekroju w rzutach,
w ktérych jest ona widoczna.

Problem II. Przekrdj stozka plaszczyzna w polozeniu ogélnym

Dany jest Kkartezjanski prostokatny prawoskretny uklad wspoétrzednych Oxyz,
w ktérym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maja dtugo$¢ 1 mm, oraz zwiazany
z nim uklad rzutni Monge’a (7T, T,), gdzie 7; = {x, y} jest rzutnia pozioma, a T, = {z, x}
— rzutnig pionowa. Ponadto dany jest stozek obrotowy X, w ktérym wierzchotkiem jest
punkt W, Srodkiem podstawy — punkt S, natomiast 7 jest punktem lezacym na
powierzchni stozka. Stozek X rozcigto ptaszczyzna ¢ = {K, L, M}.

1. Metoda transformacji ukladu odniesienia skonstruowac¢ rzuty Monge’a tej czgsci
rozcigtego stozka, ktéra ma $ciane przekroju widoczng w rzucie pionowym.

Przyja¢, ze punkt O (poczatek uktadu wspdirzednych) znajduje si¢ w punkcie
poczatkowym Pp arkusza rysunkowego, 0§ x=x;, ma na arkuszu potozenie poziome oraz
zwrot w lewa strong, o§ y — potozenie pionowe i zwrot ,,w dot”, o§ z — potozenie
pionowe i zwrot ,,w g6r¢”.

Wyznaczy¢  konstrukcyjnie  wszystkie punkty charakterystyczne krzywej
stanowigcej brzeg $ciany przekroju: wierzchotki i punkty krzywej lezace na tworzacych
stozka, skrajnych w poszczegdlnych rzutach oraz wierzchotki konstruowanej bryty (o ile
takie punkty istniejq).

2. Skonstruowaé rzut §ciany przekroju, w ktérym zachowuje ona wszystkie swoje
wymiary.

3. Ustali¢ widoczno$¢ powstatej bryly we wszystkich konstruowanych rzutach przy
zatozeniu, ze jest ona nieprzezroczysta. Zakreskowaé $ciang przekroju w rzutach,
w ktorych jest ona widoczna, oraz w rzucie zachowujacym jej miarg
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Informacje pomocnicze:

e Kkrawedzie niewidoczne rysowac linig cienka kreskowa, krawedzie widoczne —
linig ciagla grubg; punkty oznacza¢ okrggami o $rednicy 2 mm wykre$lanymi linia
cienka ciagla; nie zaczernia¢ ani nie przekresla¢ ich wnetrz; konstrukcje
pomocnicze wykresla¢ linig cienka ciagla,

e zachowaé rozlacznosé¢ wszystkich konstruowanych rzutow,

e elipsy aproksymowa¢ owalem po uprzednim wyznaczeniu kierunkéw i dlugosci osi
(rozdzial 1. problem I.); nie oznacza¢ i nie opisywaé¢ punktéw oraz prostych
wykorzystywanych w konstrukcji osi elipsy oraz owalu, oznaczy¢ natomiast punkty
bedace koncami Srednic sprze¢zonych i osi elips,

e opisa¢ punkty dane w treSci problemu oraz (cyframi arabskimi) punkty
charakterystyczne krzywej stanowiacej brzeg przekroju i wierzcholki bryly,

e widoczna w rzutach $ciang przekroju oraz rzut zachowujacy jej miare zakreskowac ze
stalg podziatka kreskowania 3 mm; zastosowa¢ we wszystkich rzutach ten sam kat
kreskowania réwny 45° (ewentualnie 135°); kreskowanie wykonaé linig ciagla
cienka!

8.4. Przyktady

Przyklad 1. Zadanie P8.01. Problem 1.

Dane
Pp | (340; 160)
(190; 85; 50)
(80; 30; 50)
(190;85; 15)
(140; 130; 100)
(140; 0; 100)
(0; 60; 100)
(0; 60; 10)

SlAl(w|>]|= Q|

Rozwiazanie:

W pierwsze] kolejnosci nalezy wykreSli¢ rzuty powierzchni walcowej X i danych
ptaszczyzn. Do wykreSlenia rzutéw powierzchni X potrzebna jest znajomo$¢ polozenia
osi oraz dlugo$ci promienia. W rozwazanym przyktadzie potozenie osi okre$laja punkty
P i Q, za$ dtugo$é promienia jest rtéwna p(P", R")=p(P, R), gdyz odcinek PR — promien
powierzchni — ma potozenie pionowe. Pozwala to natychmiast wykresli¢ rzuty pionowe
tworzacych a i b, skrajnych w rzucie pionowym. Aby natomiast wyznaczy¢ rzuty
poziome tworzacych c i d, skrajnych w rzucie poziomym, wystarczy zauwazy¢, ze sa
oddalone od rzutu poziomego osi / o odlegtos¢ rowna dlugosci promienia powierzchni X.
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83




Poniewaz z danych do zadania wynika, ze 0§ [ jest rownolegta do rzutni 7t;, wigc rzuty
poziome tworzacych a i b jednocza si¢ z rzutem poziomym osi [, za§ rzuty pionowe
tworzacych ¢ i d jednocza si¢ z jej rzutem pionowym. Z danych do zadania wynika
ponadto, ze plaszczyzna o={A,B,P} jest prostopadta do m,, za§ B={C,D,Q} —
prostopadta do m;, przy czym zadna z nich nie jest réwnolegta do osi . Tym samym
istnieja niepuste przekroje powierzchni ¥ ptaszczyznami o oraz i w obu przypadkach
przekrojami sa elipsy. Poniewaz plaszczyzny ¢={c,d} iwy={a,b} sa do siebie
prostopadte, wigc punkty przebicia ptaszczyzn o i B przez tworzace a, b, ¢, d sa koncami
srednic sprz¢zonych elips stanowiacych rozwazane przekroje powierzchni X. Przyjmijmy,
ze punkty I, 2, 3, 4 sa punktami przebicia plaszczyzny o przez tworzace b, a, ¢, d
odpowiednio. Odcinki /-2 i 3—4 sa $rednicami sprz¢zonymi elipsy powstatej w przekroju
ptaszczyzna o. Rzutem pionowym tej elipsy jest odcinek 7”-2", natomiast rzut poziomy
jest elipsa, ktérej osie nalezy wyznaczy¢ w oparciu o znana konstrukcje. Majac kierunki
i dlugosci osi, nalezy teg elips¢ aproksymowac¢ owalem (por. rozdziat 1, problem I.).

Analogicznie postgpuje si¢ z przekrojem w plaszczyznie P, z ta réznica, ze w tym
przypadku $rednice 5"-6" i 7"-8" sa do siebie prostopadle. Oznacza to, ze sa to
jednoczes$nie osie elipsy drugiego przekroju.

Po wyznaczeniu przekrojéw powierzchni ¥ plaszczyznami o i B mozna tatwo
narysowac rzuty bryly, o ktérej mowa w treéci problemu (rys. 8.1.). Poniewaz bryta lezy
pod plaszczyzna o i przed ptaszczyzna P, wigc $ciana przekroju ptaszczyzna o jest
widoczna w rzucie poziomym, a S$ciana przekroju ptaszczyzna B jest niewidoczna
w rzucie pionowym. Zatem przestoni¢ta przez powierzchni¢ bryty potowe elipsy nalezy
narysowac linig kreskowa.

Przyklad 2. Zadanie P8.02. Problem II.

Dane
Pp | (350;175)
W | (70;75;90)
s | (70,75;10)
T | (70:25:10)
K (0;25;95)
L (0; 155;0)
M | (130;105;0)

Rozwigzanie:

Rozwiazanie nalezy rozpocza¢ od wykreslenia rzutéw podstawowych stozka oraz
rzutow punktéw okreSlajacych plaszczyzng¢ ¢. Poniewaz zadanie nalezy rozwiazad
metoda transformacji uktadu odniesienia (patrz informacje pomocnicze), wigc nalezy
wprowadzi¢ rzutni¢ 73 L @.
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W omawianym zadaniu plaszczyzna podstawy stozka (nazwijmy ja o) jest
ptaszczyzna pozioma. Rzut pionowy stozka jest tréjkatem, za$ rzut poziomy — kotem.
W takim przypadku najwygodniej jest wprowadzi¢ rzutni¢ 7; prostopadia do rzutni
poziomej (rys. 8.2.).

Z danych do zadania wynika, ze kierunek poziomy w plaszczyznie ¢ okresla prosta
p={L,M}, zatem po przyjeciu osi transformacji x,3 prostopadle do p', trzecim rzutem
stozka jest tréjkat, za$ ptaszczyzny ¢ prosta. Brzegiem S$ciany przekroju jest figura
ztozona z fragmentu elipsy (czes¢ wspdlna powierzchni stozka i plaszczyzny siecznej)
oraz odcinka (czgsci wspdlnej ptaszczyzny ¢ ipodstawy stozka). Naturalna wielkosé
Sciany przekroju otrzymuje si¢ na rzutni 7, Il @, po przyjeciu osi transformaciji xs4 Il @™

Aby wyznaczy¢ parametry elipsy, ktérej fragment stanowi brzeg Sciany przekroju,
szukamy kierunkéw i diugosci jej osi. Diuzsza o$ elipsy zachowuje miar¢ w rzucie
trzecim (odcinek 1""-2"), za§ krétsza w rzucie poziomym. Krétsza o§ wyznaczamy
prowadzac plaszczyzne pomocnicza [ prostopadta do osi stozka, przechodzaca przez
srodek Q osi /-2. Przekrdj powierzchni stozka ta ptaszczyzna jest okrggiem réwnoleglym
do m,. Punkty przecigcia tego okregu z prosta prostopadia do s, przechodzaca przez Q,
wyznaczaja konce mniejszej osi elipsy (punkty 3 i 4). Rzut poziomy duzej osi elipsy lezy
w plaszczyznie symetrii stozka réwnolegtej do rzutni trzeciej. Te informacje wystarczaja
do wykreslenia rzutow pierwszego i czwartego catej elipsy. Konce fragmentu elipsy
bedacego brzegiem $ciany przekroju wyznacza si¢ rozwazajac przekroj okregu podstawy
stozka ptaszczyzna @. Sa to punkty opisane na rysunku jako 7 i 8. Brzegiem rzutu
pionowego $ciany przekroju jest elipsa, dla ktérej odcinki 7"-2" i 3"—4" sa $rednicami
sprz¢zonymi. Aby narysowac jej rzut nalezy najpierw znalez¢ kierunki i dlugosci jej osi.

Na podstawie trzeciego rzutu wnioskujemy, ze widoczna $ciang przekroju w rzucie
pionowym ma czg$¢ stozka, ktéra nie zawiera wierzchotka W. Nalezy zatem narysowaé
jej rzuty prostokatne. Do poprawnego ich wykreslenia potrzebna jest znajomo$¢ punktéw
wspolnych ptaszczyzny siecznej i tworzacych stozka, skrajnych w rzucie pionowym.
Punkty te wyznacza si¢ w rzucie trzecim!

8.5. Zadania

Problem I
1. Pp=(340; 120), P=(220;50;85), 0 =(110;50;30), R=(110; 15;30), A =(185; 100; 10),
B=(185;10;10), C=(60; 100; 130), D =(60; 100;0).

2. Pp=(340; 160), P = (200; 60; 60), Q = (100; 100; 60), R = (200; 60;95), A = (140; 10; 0),
B=(140; 150;0), C=(50;50; 60), D = (50; 50; 0).

3. Pp=(340; 120), P =(200; 60; 60), Q = (100; 60; 100), R = (100;25; 100), A = (140; 60; 135),
B=(140;0; 135), C=(40;0; 150), D= (40; 0; 10).

4. Pp=(340; 160), P=(200; 60; 60), Q =(100; 100; 60), R =(200; 60; 95), A = (250; 110; 60),
B=(250;110;0), C=(40; 150;0), D= (40; 10;0).

5. Pp=(340; 120), P=(200; 60; 100), 0 = (100; 60; 60), R = (100; 25; 60), A = (140; 0; 10),
B=(140; 0; 150), C=(140;60; 135), D = (140; 0; 135).

6. Pp=(340; 170), P=(190;50;50), Q = (80; 105; 50), R = (190; 50; 15), A = (240; 130; 100),
B=(240;0; 100), C=(115;30; 100), D =(115;30; 10).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

Pp=(340; 110), P=(220;50; 105), Q=(110;50;50), R=(110; 15;50), A=(185; 100; 30),
B=(185;10;30), C=(60;0;130), D=(60;0;0).

Pp=(340; 120), P=(220; 50; 85), 0 =(110; 50; 30), R=(110; 15; 30), A = (170; 0; 130),
B=(170;0;0), C=(30; 100;60), D = (30; 10; 60).

Pp=(340; 120), P=(220; 50;30), 0= (110; 50; 85), R=(110; 15; 85), A = (300; 100; 60),
B=(300; 10; 60), C=(60; 0; 50), D = (60;0;0).

Pp=(340; 120), P=(200; 60; 100), Q= (100; 60; 60), R = (100; 25; 60), A = (250; 60; 50),
B=(250;0;50), C=(160;0; 150), D=(160;0; 10).

Pp=(340; 160), P =(200; 60; 60), 0 =(100; 100; 60), R =(200; 60; 95), A =(260; 10; 0),
B=(260;150;0), C=(60;50;60), D =(60;50;0).

Pp=(340; 160), P =(200; 60; 60), O =(100; 100; 60), R=(200; 60;95), A =(260; 10; 0),
B=(260;150;0), C=(140;25;60), D=(140;25;0).

Pp=(340; 120), P=(200; 60; 100), Q= (100; 60; 60), R = (100; 25; 60), A = (140; 0; 10),
B=(140;0; 150), C=(50; 60; 120), D=(50; 0; 120).

Pp=(340; 160), P=(200; 60; 60), Q = (100; 100; 60), R = (200; 60; 95), A = (160; 135; 60),
B=(160; 135;0), C=(160; 10;0), D= (160; 150; 0).

Pp=(340; 120), P=(200; 60; 60), Q0 =(100; 60; 100), R=(100;25; 100), A = (140; 60; 135),
B=(140;0; 135), C=(160;0; 150), D=(160; 0; 10).

Pp=(340; 120), P=(220;50; 105), 0=(110;50; 50), R=(110; 15;50), A =(300; 100; 75),
B=(300;10;75), C=(60;0;130), D=(60;0;0).

Pp=(340; 170), P=(190; 50; 50), Q = (80; 105; 50), R = (190; 50; 15), A = (140; 130; 100),
B=(140;0; 100), C=(115;30; 100), D = (115;30; 10).

Pp=(340; 120), P=(220; 50;30), Q= (110; 50;85), R=(110; 15;85), A = (300; 100; 60),
B=(300; 10; 60), C=(60; 100; 50), D =(60; 100; 0).

Pp=(340; 170), P=(190; 105; 50), O =(80;50; 50), R=(190; 105; 15), A=(155;30; 100),
B=(155;30;10), C=(30; 130; 100), D =(30; 0; 100).

Pp=(340; 160), P=(200; 100; 60), Q= (100; 60; 60), R = (200; 100; 95), A = (260; 10; 0),
B=(260; 150;0), C=(140; 135;60), D=(140; 135;0).

Pp=(340; 160), P=(200; 100; 60), Q= (100; 60; 60), R = (200; 100; 95), A = (260; 10; 0),
B=(260; 150;0), C=(50; 110;60), D=(50; 110;0).

Pp=(340; 120), P=(200; 60; 60), Q = (100; 60; 100), R = (200; 25; 60), A = (250; 60; 110),
B=(250;0; 110), C=(160;0; 150), D=(160; 0; 10).

Pp=(340; 120), P=(200; 60; 60), Q = (100; 60; 100), R = (200; 25; 60), A = (250; 60; 110),
B=(250;0; 110), C=(40;0; 150), D= (40; 0; 10).

Pp=(340; 120), P=(200; 60; 60), Q = (100; 60; 100), R = (200; 25; 60), A = (240; 0; 10),
B=(240;0; 150), C=(140; 60;25), D = (140; 0; 25).

Pp=(340; 120), P=(200; 60; 60), Q =(100; 60; 100), R =(200; 25; 60), A =(140;0; 10),
B=(140;0; 150), C=(140;60;25), D=(140;0;25).

Problem II

. Pp=(350; 175), W=(70;75;90), S=(70;75; 10), T=(70;25; 10), K=(0;40; 0),

L=(0;155;65), M=(130; 105; 65).

Pp=(350; 175), W=(70;75;10), S=(70;75;90), T=(70;25;90), K=(0;25;0),
L=(0;155;95), M=(130; 105;95).

87



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.
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Pp=(150;110), W=(70;90;75), S=(70; 10;75), T=(70; 10; 25), K=(0;0; 105),
L=(130;0; 155), M=(130,95;25).

Pp=(150;100), W=(70;90;75), S=(70;10;75), T=(70; 10;25), K=(140; 65; 170),
L=(10;65;105), M=(140; 0; 40).

Pp=(350; 110), W=(70;90;75), S=(70; 10;75), T=(70; 10;25), K=(0; 0; 160),
L=(130;0;95), M=(0;80; 60).

Pp=(350; 110), W=(70;90;75), S=(70;10;75), T=(70;10;25), K=(130; 0; 125),
L=1(0;85;50), M=(0;0;160).

Pp=(150;175), W=(70;75;90), S=(70;75;10), T=(70;25; 10), K=(10; 115; 80),
L=(140;40;0), M =(140; 150; 80).

Pp=(150;175), W=(70;75;90), S=(70;75;10), T=(70;25;10), K=(10;0; 60),
L=(140;65;60), M=(10;135;0).

Pp=(350; 175), W=(70;75;90), S=(70;75;10), T=(70;25; 10), K=(0; 155;95),
L=(130;105;95), M=(0;45;0).

Pp=(350; 175), W=(70;75;90), S=(70;75;10), T=(70; 125; 10), K=(130;0; 60),
L=1(0;65;60), M=(130;135;0).

Pp=(150;175), W=(70;75;90), S=(70;75;10), T=(70; 125; 10), K= (140; 160; 85),
L=(10;95;85), M=(140;50;0).

Pp=(150;175), W=(70;75;90), S=(70;75;10), T=(70; 125; 10), K=(10; 125;0),
L=1(140;50;85), M=(140; 160; 0).

Pp=(150;110), W=(70;90;75), S=(70; 10;75), T=(70; 10; 125), K=(10; 0; 125),
L=(140;85;50), M=(140;0; 160).

Pp=(350; 110), W=(70;90;75), S=(70;10;75), T=(70;10; 125), K=(130;80; 115),
L=1(0;0;40), M=(0;80; 150).

Pp=(350; 110), W=(70;90;75), S=(70; 10;75), T=(70; 10; 125), K=(0; 80; 50),
L=(130;0;115), M=(0;0; 150).

Pp=(150;110), W=(70;90;75), S=(70; 10;75), T=(70; 10; 125), K= (140; 85; 160),
L=1(10;85;90), M =(140;0; 50).

Pp=(150;110), W=(70;90;75), S=(70; 10;75), T=(70; 10; 125), K= (140;0; 160),
L=(10;0;95), M=(140; 80; 60).

Pp=(350; 110), W=(70;90;75), S=(70;10;75), T=(70; 10; 125), K=(0;65;170),
L=(130;65;105), M=(0;0;40).

Pp=(350; 110), W=(70;90;75), S=(70;10;75), T=(70; 10; 125), K= (130; 60; 0),
L=(0;60;65), M=(130;0; 135).

Pp=(150;110), W=(70;90;75), S=(70; 10;75), T=(70; 10; 125), K=(140;95; 155),
L=(10;95;105), M=(140;0; 45).

Pp=(150;110), W=(70;90;75), S=(70; 10;75), T=(70; 10; 125), K=(140;0; 155),
L=(10;0;105), M=(140;90;25).

Pp=(350;175), W=(70;75;10), S=(70;75;90), T=(70;25;90), K=(130; 125; 100),
L=1(0;50;15), M=(0; 160; 100).

Pp=(350;110), W=(70; 10;75), S=(70;90;75), T=(70;90;25), K=(130; 100; 125),
L=(0;15;50), M=(0;100; 160).

Pp=(150;175), W=(70;75;10), S=(70;75;90), T=(70;25;90), K=(0; 125; 100),
L=(130;50;15), M=(130; 160; 100).

Pp=(150;110), W=(70; 10;75), S=(70;90;75), T=(70;90;25), K=(0; 100; 125),
L=(130;15;50), M=(130; 100; 160).



9. Przenikania bryt

9.1. Modelowanie bryt

Bryly o zlozonym ksztalcie geometrycznym modeluje si¢ poprzez kolejne
modyfikacje bryt o ksztattach podstawowych (wielo$cianéw, bryt obrotowych itp.). Maja
tu zastosowanie znane z algebry zbioréw operacje sumy, réznicy oraz iloczynu.
Wykonanie kazdej z tych operacji na dowolnych brylach wymaga rozwiazania
zagadnienia zwanego przenikaniem bryl. Sprowadza si¢ ono przede wszystkim do
wyznaczenia tzw. linii przenikania powierzchni bryt modyfikowanych oraz ustalenia
ostatecznego ksztattu bryty bedacej wynikiem przeprowadzonej operacji.

Linia przenikania dwu (lub wigcej) powierzchni nazywa si¢ zbiér ich punktéw
wspllnych. Zazwyczaj jest to pewna krzywa przestrzenna o skomplikowanym,
nieelementarnym ksztatcie. Aby wykresli¢ rzuty linii przenikania nalezy wyznaczy¢
punkty charakterystyczne jej rzutéw oraz pewna liczbe tzw. punktow posrednich,
a nastgpnie potaczy¢ je w odpowiedniej kolejnosci. Do punktéw charakterystycznych
rzutéw linii przenikania naleza:

— punkty stycznosci rzutéw linii przenikania i rzutéw brzegdéw przenikajacych sie

powierzchni,

— ekstrema lokalne, punkty przegigcia, lokalne maksiméw i minima krzywizny,

— punkty osobliwe krzywej (np. punkty jej samoprzecigcia),

— punkty o najwigkszej i najmniejszej gigbokosci (najblizszy i najdalszy) oraz
punkty o najwigkszej inajmniejszej wysokoSci (nmajwyzszy i najnizszy, jesli
zagadnienie przenikania rozwiazuje si¢ metoda Monge’a.

Punktami posrednimi linii przenikania nazywa si¢ punkty, ktére nie sa jej punktami
charakterystycznymi. Kolejnos¢ wystgpowania punktéow na krzywej jest lokalnym
niezmiennikiem rzutowania. Oznacza to, ze kolejnos$¢ potaczen rzutéw punktéow lokalnie
musi by¢ zgodna z kolejnos$cia potaczen tych punktéw w przestrzeni.

Punktéw charakterystycznych linii przenikania nalezy poszukiwaé przede wszystkim
w plaszczyznach symetrii poszczegdlnych powierzchni oraz w plaszczyznach symetrii
ztozenia (o ile takie ptaszczyzny wystgpuja). Do wyznaczenia zaréwno punktéw
charakterystycznych jak i posrednich nalezy stosowac¢ typowe konstrukcje geometryczne.
Jesli nie istnieje konstrukcja teoretycznie doktadna wyznaczania danego punktu
charakterystycznego lub konstrukcja taka posiada zbyt duzy stopien skomplikowania, to
nalezy wéwczas zastosowacé konstrukcj¢ przyblizona, wyznaczajac odpowiednia liczbg
punktéw posrednich i na ich podstawie aproksymujac dany fragment krzywe;j.
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9.2. Przenikania bryt - metody wykresine

Rozwigzanie zagadnienia przenikania bryt metodami geometrii wykre$lnej polega na
wyznaczeniu rzutow linii przenikania powierzchni bgdacych brzegiem tych bryt oraz na
wyznaczeniu rzutéw bryly wynikowej i okresleniu jej widocznoS$ci. Niezaleznie od
rodzaju wykonywanej operacji (wyznaczenia sumy, réznic lub iloczynu bryt) linia
przenikania jest zawsze ta sama krzywa. Rodzaj operacji wptywa jedynie na jej
widocznos¢ w rzutach.

Wykres$lne metody wyznaczania linii przenikania powierzchni bryl opieraja si¢ na
tzw. uogolnionej metodzie przekrojéow. Metoda ta jest konsekwencja znanej wtasnosci
iloczynu zbioréw, ktéra moéwi, ze czes¢ wpolna dwu zbioréw zawiera zawsze czesc
wspolng dowolnych podzbiorow tych zbioréw. (W zapisie formalnym wymieniona
wlasno$¢ wyraza implikacja: jeSli I'cE i AcO, to I'MA)c(ENO).) Rozwazanymi
podzbiorami przenikajacych si¢ powierzchni moga by¢ np.:

— przekroje plaszczyznami (tzw. metoda ptaszczyzn siecznych),

— przekroje powierzchniami sferycznymi (tzw. metoda sfer),

— przekroje powierzchniami walcowymi.

Najbardziej uniwersalng jest metoda plaszczyzn siecznych. Ptaszczyzny tnace nalezy
tak dobiera¢, aby rzutami przekrojéw byly proste lub okregi (badz ich fragmenty).
Metoda przekrojow mozna wyznacza¢ zaréwno punkty charakterystyczne jak i punkty
posrednie rzutéw linii przenikania.

Warto pamigtaé, ze linie przenikania powierzchni zamknigtych (np.: brzegéw bryt)
sa zawsze krzywymi zamknigtymi, przy czym w zalezno$ci od wzajemnego potozenia
przenikajacych si¢ bryl, lini¢ moze stanowi¢ jedna krzywa zamknigta albo dwie i wigce;.
Linia przenikania dwéch kul jest zawsze okrag, ktérego rzutami (w zaleznosci od
polozenia prostej taczacej ich $rodki) moga by¢: odcinek, okrag, elipsa. Jesli rzutem linii
przenikania jest elipsa, w celu jej wykreslenia nalezy znalez¢ kierunki i dtugosci jej osi
(lub inne parametry okreslajace ja w sposob jednoznaczny).

W przypadku rozwiazywania w rzutach Monge'a zagadnien przenikania typowych
bryt obrotowych: walca, stozka, kuli lub torusa, ktérych osie sa prostopadie lub
rownolegte do rzutni, w metodzie ptaszczyzn siecznych nalezy rozwazaé ptaszczyzny
poziome lub czotowe oraz niektére ptaszczyzny poziomo 1 pionowo rzutujace.
Rozwiazywanie  zadania  nalezy  rozpoczyna¢ od  wyznaczenia  punktéw
charakterystycznych. W pierwszej kolejnosci nalezy wyznaczy¢ punkty: najwyzszy,
najnizszy, najblizszy i najdalszy (dokonujac w razie potrzeby ktadéw prostokatnych
odpowiednich ptaszczyzn symetrii). Plaszczyzny poziome przeprowadzone przez punkty
najwyzszy i najnizszy oraz czotowe przechodzace przez punkty najblizszy i najdalszy,
ograniczaja odpowiednio obszary rzutni pionowej i poziomej, w ktérych mieszcza si¢
rzuty linii przenikania. Tym samym ulatwiaja wprowadzanie dalszych ptaszczyzn
potrzebnych do wyznaczania punktéw posrednich. Nie ma jednoznacznych regut
okre$lajacych zaréwno liczbg koniecznych ptaszczyzn pomocniczych jak tez ich
rozmieszczenie w obszarze zawierajacym rzut linii przenikania. Ich liczba wystarczajaca
praktycznie do okreslenia przebiegu krzywej wynosi 5. Mozna rozmieszczaé je
rOwnomiernie ze stala podziatka, niemniej zaleca si¢ ,, zaggszcza¢ ” plaszczyzny tam,
gdzie krzywizna linii przenikania jest wigksza.
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9.3. Tres¢ problemu

Problem I. Otwér walcowy w stozku

Dany jest kartezjanski prostokatny prawoskrgtny uklad wspétrzednych Oxyz,
w ktérym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maja dtugo$¢ 1 mm, oraz zwiazany
z nim uklad rzutni Monge’a (7,, T,), gdzie ;= {x, y} jest rzutnia pozioma, a T, = {z, x}
— rzutnig pionowa.

Ponadto dany jest stozek obrotowy X o wierzchotku w punkcie W, srodku podstawy
w punkcie S, ktérego powierzchnia boczna przechodzi przez punkt 7. W stozku X
wykonano przelotowy otwér walcowy, w taki sposéb, Ze osia otworu jest prosta
[={P, Q}, za$ dany punkt A € X lezy na powierzchni otworu.

1. Skonstruowaé¢ rzuty Monge’a stozka ¥ z wykonanym otworem. Punkt O
(poczatek ukladu wspétrzednych) przyjaé w punkcie poczatkowym Pp arkusza
rysunkowego. Przyja¢ ponadto, Zze o§ x=x;, ma na arkuszu potozenie poziome i zwrot
w lewa strong, 0§ y — potozenie pionowe i zwrot ,,w dot”, o§ z — potozenie pionowe
izwrot ,,w gorg”.

2. Ustali¢ widoczno$¢ otrzymanej bryly we wszystkich konstruowanych rzutach,
zaktadajac, ze jest wykonana z materiatu nieprzezroczystego.

Informacje pomocnicze:

e krawedzie niewidoczne rysowac linia cienkg kreskowa, krawedzie widoczne — linia
ciagla grubg; punkty oznacza¢ okregami o srednicy 2 mm wykre§lanymi linia cienka
ciagta; nie zaczernia¢ ani nie przekresla¢ ich wnetrz; konstrukcje pomocnicze
wykresla¢ linig cienka ciagla,

e zachowaé rozlacznosé¢ wszystkich konstruowanych rzutéw,

e oznaczy¢ i opisa¢ punkty dane w tresci problemu,

e wyznaczy¢ konstrukcyjnie, oznaczy¢ i opisa¢ (liczbami zapisanymi cyframi
arabskimi) punkty charakterystyczne linii przenikania powierzchni stozka
1 powierzchni otworu,

® nie opisywac¢ punktéw posrednich linii przenikania,

e lini¢ przenikania narysowa¢ odrgcznie, wyznaczajac uprzednio odpowiednia liczbe
punktéw posrednich!
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9.4. Przyktadowe rozwigzanie

Przyklad. Zadanie P9.01. Problem 1.

Dane
Pp | (240; 160)

(100; 80;95)
(100; 80;20)
(160; 80;20)
(90; 100; 105)
(90; 100; 0)
(120; 100; 20)

> (x| [=]w|=

Rozwigzanie:

W pierwszej kolejnosci nalezy wykresli¢ rzuty podstawowe stozka X oraz powierzchni
walcowej, ktorej fragment bedzie powierzchnia wykonanego otworu. W omawianym
przyktadzie (rys.9.1.) o$ symetrii stozka oraz o$ otworu sa prostymi réwnolegtymi. W
takim potozeniu powierzchnia walcowa ma punkty wspdélne zaréwno z powierzchnia
boczna (pobocznicg) stozka jak i z jego podstawa.

Zbiér punktéw wspdlnych powierzchni nazywa si¢ linig przenikania. W przyjetej
sytuacji linia przenikania sktada si¢ z dwéch krzywych zamknigtych nie posiadajacych
punktéw wspdlnych (tzw. przenikanie zupeine): okregu powstalego w przekroju
powierzchni otworu plaszczyzna o podstawy stozka, oraz pewnej krzywej
przestrzennej, lezacej na powierzchni bocznej stozka, przy czym w rzucie poziomym
obie krzywe jednocza si¢ z rzutem poziomym powierzchni walcowej. Rzutem pionowym
okregu lezacego w plaszczyznie podstawy jest odcinek A”B”, natomiast okrag ma $rodek
w punkcie C (punkcie wspélnym osi [ i ptaszczyzny «), za§ odcinek AB jest jego
srednica (A i B sa punktami przebicia podstawy przez tworzace a i b).

Drugi fragment linii przenikania (krzywa na powierzchni stozka) nie jest krzywa
o znanych wiasnosciach. W celu jej wykreslenia nalezy zastosowac sposob postgpowania
przypominajacy procedure badania przebiegu zmiennosci funkcji. Nalezy wyznaczy¢
pewien zbior punktéw tak, aby mozna byto w sposéb przyblizony naszkicowac jej ksztatt.
W tym celu w pierwszej kolejnosci wyznacza si¢ tzw. punkty charakterystyczne, ktore
zawieraja najwigcej informacji o ksztalcie krzywej badz jej rzutu, natomiast pézniej
wykorzystuje si¢ tzw. punkty poSrednie (punkty, ktére nie sa charakterystyczne). Do
punktéw charakterystycznych zalicza si¢ punkty o najwigkszej inajmniejszej
wysokoS$ci, punkty o najwiekszej i najmniejszej glebokos$ci, punkty stycznosci
krzywej do zaryséow rzutow itp. W omawianym przyktadzie punktami
charakterystycznymi krzywej sa punkty najwyzszy i najnizszy, lezace w ptaszczyznie 3
symetrii ztozenia bryl, punkty stycznosci do tworzacych stozka skrajnych w rzucie
pionowym, lezace w réwnolegtej do rzutni T, ptaszczyznie y symetrii stozka, punkty
stycznos$ci do tworzacych powierzchni walcowej skrajnych w rzucie pionowym, lezace
w réwnolegtej do rzutni T, ptaszczyznie 8 symetrii powierzchni walcowe;j.
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Punkty linii przenikania wyznacza si¢ stosujac rézne warianty tzw. metody
przekrojow. Punkty linii przenikania w ptaszczyznie B znaleziono rozwazajac przekrdj
stozka i przekrdj powierzchni walcowej. Ptaszczyzna P kroi stozek w tréjkacie 1-2-W,
natomiast powierzchni¢ walcowa — w dwoch tworzacych, ktérych rzuty poziome sa
punktami przecigcia prostej B’ i okregu bedacego rzutem poziomym powierzchni
walcowej. Punkty wspélne tych tworzacych itréjkata /-2-W wyznaczaja punkt
najwyzszy 3 i punkt najnizszy 4 drugiej krzywej linii przenikania. W analogiczny
sposob znajduje si¢ punkty lezace w plaszczyznie Y. Sa to punkty 5 i 6 stycznoéci linii
przenikania do tworzacych stozka, skrajnych w rzucie pionowym. Punkty te sa potrzebne,
aby prawidlowo narysowac rzut pionowy powstatej brylty (odcinki 5-W i 6—W znajduja
si¢ w obszarze otworu, zatem nie naleza do ostatecznej bryly). Ta sama metoda mozna
znalez¢ punkty 7 i 8 linii przenikania w ptaszczyznie 8. Mozna jednak zastosowac nieco
inne rozumowanie. Chcac znalez¢ np. punkt wspélny powierzchni stozka i tworzacej a,
prowadzimy przez t¢ prosta pomocnicza powierzchni¢ walcowa wspdlosiowa ze
stozkiem. Linia przenikania tej powierzchni z pobocznica stozka jest okrag lezacy
w plaszczyznie A. Punkt 7, wspdlny dla okrggu i tworzacej a jest punktem przebicia
pobocznicy stozka przez prosta a. Podobne rozwazania przeprowadzone w przypadku
tworzacej b pozwalaja otrzymaé punkt 8. Punkty 7 i 8§ sa punktami stycznosci linii
przenikania z tworzacymi powierzchni walcowej, skrajnymi w rzucie pionowym. Sa one
potrzebne do prawidlowego narysowania zaryséw brzegu otworu w stozku (odcinki A—7
oraz B-8).

Punktami posrednimi, ktére w pierwszej kolejnoSci nalezy wyznaczy¢, to punkty
lezace w plaszczyznach poziomych k, A, W, v, ktére przechodza przez punkty
charakterystyczne 5, 7, 6 i 8. Punkty posrednie wyznacza si¢ rozwazajac przekroje
ztozenia wymienionymi plaszczyznami. W celu doktadniejszego wykreslenia krzywe;j
nalezy wprowadzi¢ jeszcze kilka dodatkowych pomocniczych plaszczyzn siecznych
(réwnolegtych do ;) w miejscach, gdzie jest duza krzywizna linii przenikania badz gdzie
odlegtosci pomiedzy wyznaczonymi wczesniej kolejnymi punktami krzywej sa zbyt duze.

Wyznaczone punkty linii przenikania taczy si¢ zgodnie z kolejnoscia ich
wystgpowania na krzywej (kolejno$¢ ta zachowuje si¢ w rzucie poziomym).

Majac znalezione rzuty linii przenikania, mozna narysowaé rzuty stozka
z wykonanym otworem. W rzucie poziomym widoczny jest brzeg podstawy stozka
1 gérna czes¢ linii przenikania. W rzucie pionowym widoczny brzeg rzutu stanowi
podstawa stozka, fragmenty tworzacych i cze$¢ linii przenikania od punktu 5 do punktu
6. Ponadto widoczna jest takze pozostata czg$¢ linii przenikania. Liniami niewidocznymi
w tym rzucie sg skrajne tworzace otworu — odcinki 7-A 1 8-B.
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Rys. 9.1. Rozwiqzanie zadania P9.01

94



9.5.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Zadania

0=(110;60;0), A = (140; 60; 20).

Problem I

. Pp=(240; 160), W= (100; 80;95), S = (100; 80; 20), T=(160; 80; 20), P=(110; 60; 105),

Pp=(240; 160), W= (100;80;95), S = (100; 80; 20), T= (160; 80; 20), P = (80; 150; 60),

0=(80;10;60), A=(110;80;70).

Pp=(240; 160), W=(100; 80; 20), §=(100; 80; 95), T=(160; 80; 95), P=(80; 150; 70),

0=(80;10;70), A=(110;80;70).

Pp=(240; 160), W=(100; 80; 95), S =(100; 80; 20), T'=(160; 80; 20), P =(100; 60; 105),

0=(100;60;0), A=(130;60;20).

Pp=(240; 160), W=(100; 80; 95), S =(100; 80; 20), T=(160; 80; 20), P = (100; 95; 105),

0=(100;95;0), A =(130;95; 20).

Pp=(240; 160), W= (100; 80;95), S = (100; 80; 20), T=(160; 80; 20), P = (100; 105; 105),

0=(100; 105;0), A=(130; 105; 20).

Pp=(240; 160), W=(100; 80;95), §=(100; 80; 20), T=(160; 80; 20), P=(95;90; 105),

0=(95;90;0), A=(125;90; 20).

Pp=(240; 160), W=(100; 80; 95), S =(100; 80; 20), T'=(160; 80; 20), P =(105;90; 105),

0=(105;90;0), A = (135;90; 20).

Pp=(240; 160), W=(100; 80; 95), S =(100; 80; 20), T=(160; 80; 20), P = (105; 70; 105),

0=(105;70;0), A =(135;70; 20).

Pp=(240; 160), W= (100;80;95), S = (100; 80; 20), T= (160; 80; 20), P = (85; 50; 105),

0=(85;50;0), A=(115;50;20).

Pp=(240; 160), W=(100; 80;95), §=(100; 80; 20), T=(160; 80; 20), P=(115;50; 105),

0=(115;50;0), A=(145;50;20).

Pp=(240; 160), W=(100; 80;95), S =(100; 80; 20), T=(160; 80; 20), P =(85;60; 105),

0=(85;60;0), A=(115;60; 20).

Pp=(240; 160), W=(100; 80; 95), S =(100; 80; 20), T=(160; 80; 20), P = (115; 60; 105),

0=(115;60;0), A =(145; 60; 20).

Pp=(240; 160), W= (100;80;95), S = (100; 80; 20), T= (160; 80; 20), P = (95; 60; 105),

0=(95;60;0), A=(125;60; 20).

Pp=(240; 130), W=(100; 95; 80), S=(100;20; 80), T=(160;20; 80), P=(100; 105; 60),

0 =(100;0; 60), A=(130;20; 60).

Pp=(240; 130), W=(100; 95; 80), S =(100; 20; 80), T'=(160; 20; 80), P =(100; 105; 65),

0=(100;0;65), A=(130;20;65).

Pp=(240; 130), W=(100;95; 80), S=(100; 20; 80), T=(160; 20; 80), P = (100; 105; 55),

0=(100;0; 55), A =(130; 20; 55).

Pp=(240; 130), W= (100;95; 80), S = (100;20; 80), T= (160; 20; 80), P = (95; 105; 70),

0=(95;0;70), A=(125;20;70).

Pp=(240; 130), W=(100; 95; 80), S=(100;20; 80), T=(160;20; 80), P=(105; 105; 90),

0=(105;0;90), A=(135;20;90).

Pp=(240; 130), W=(100; 95; 80), S=(100; 20; 80), T'=(160; 20; 80), P =(105; 105; 70),

0=(105;0;70), A = (135;20; 70).
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21.

22,

23.

24.

25.
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Pp=(240; 130), W= (100;95; 80), S=(100;20; 80), T=(160; 20; 80), P=(85; 105; 110),
0=(85;0;110), A=(115;20; 110).

Pp=(240; 130), W= (100;95; 80), S=(100; 20; 80), T'=(160; 20; 80), P=(115; 105; 50),
0=(115;0;50), A =(145;20; 50).

Pp=(240; 130), W=(100; 95; 80), S = (100; 20; 80), 7= (160; 20; 80), P = (85; 105; 60),
0=(85;0;60), A=(115;20; 60).

Pp=(240; 130), W= (100; 95; 80), S = (100; 20; 80), T= (160;20; 80), P=(115; 105; 100),
0=(115;0; 100), A = (145; 20; 100).

Pp=(240; 130), W= (100;95; 80), S=(100; 20; 80), T=(160; 20; 80), P=(95; 105; 100),
0=(95;0; 100), A = (125; 20; 100).



10. Wybor problemow

10.1. Tres¢ problemow

Dany jest kartezjanski prostokatny, prawoskretny uklad wspélrzednych Oxyz,
w ktérym odcinki jednostkowe na wszystkich osiach maja dtugo$¢ 1 mm, oraz zwiazany
z nim uklad rzutni Monge’a (7T, T,), gdzie 7, = {x, y} jest rzutnia pozioma, a T, = {z, x}
— rzutnig pionowa.

Problem I. O§mioscian foremny

Dana jest prosta a={M, N} i punkt A nielezacy na niej. Punkt A jest wierzchotkiem
osmio$cianu foremnego ABCDEF o przekatnych AB, CD i EF. Skonstruowaé rzuty
Monge’a tego o$mioscianu wiedzac, ze wierzchotki C i E leza na prostej a. Przyjacé
dodatkowo, ze wierzchotek C ma niemniejsza gleboko$é niz wierzchotek E, a $ciana
ACE jest widoczna w rzucie poziomym. Ustali¢ widoczno$¢ osmio$cianu we wszystkich
konstruowanych rzutach przy zalozeniu, ze wieloscian jest wykonany z materiatu
nieprzezroczystego.

Problem II. Szescian

Dane sa punkty B, H, Ki L. Odcinek BH jest przekatng szeScianu, ktérego $cianami
sa kwadraty ABCD i EFGH, za$ pozostalymi krawedziami — odcinki AE, BF, CG, DH.
Skonstruowa¢ rzuty Monge’a tego szeScianu wiedzac, ze wierzchotek A lezy
w plaszczyznie o={B,K,L}, za$ wierzchotek C ma gleboko$¢ niemniejsza niz
wierzchotek G. Ustali¢ widoczno$¢ bryty we wszystkich konstruowanych rzutach
przyjmujac, ze jest ona nieprzezroczysta.

Problem III. Z geometrii czworo$cianu

Dane niewspoétplaszczyznowe punkty A, B, C i D sa wierzchotkami czworo$cianu.
Metoda Monge’a skonstruowac rzuty tego czworo$cianu, w ktérych zachowane sa:

a) odlegtos¢ 1 kat pomigdzy prostymi a={A,B}ib={C,D};

b) kat pomiedzy ptaszczyznami o= {A,B,C}ip={B,C,D};

¢) kat pomiedzy prosta a={A, B} i ptaszczyzna p={B, C,D};

d) odlegtos¢ wierzchotka C od ptaszczyzny y={A, B, D}.
Ustali¢ widocznos$¢ czworoscianu we wszystkich wykreslonych rzutach.
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Problem IV. Punkty przebicia stozka prosta

Dane sa niewspoétliniowe punkty W, S, T oraz proste a={K,L} i b={M,N}. Punkt W
jest wierzchotkiem stozka obrotowego X, punkt S — $rodkiem jego podstawy, zas T —
punktem na jego powierzchni bocznej. Proste aib przebijaja ten stozek odpowiednio
w punktach A, B, C,D w taki sposéb, ze anX={A,B}, bnX= ={C,D}. Metoda
Monge’a wyznaczy¢ punkty przebicia i ustali¢ widocznos$¢ prostych wzgledem stozka we
wszystkich skonstruowanych rzutach. Przyja¢, ze material stozka jest nieprzezroczysty.

Problem V. Otwoér walcowy w graniastostupie

Dane sa punkty A, B,C,D i T oraz prosta [={P,Q}. W graniastostupie, ktérego
podstawami sa tréjkaty ABC i DEF, za$ krawedziami bocznymi odcinki AD, BE i CF
wykonano przelotowy otwdr walcowy o osi [ w taki sposéb, ze powierzchnia otworu
przechodzi przez punkt 7. Narysowaé rzuty Monge’a bryly z wykonanym otworem,
wyznaczajac uprzednio jej wszystkie wierzcholki. Ustali¢ widoczno$¢ bryly we
wszystkich konstruowanych rzutach przy zalozeniu, Ze jest ona nieprzezroczysta.

Problem VI. Cze$¢ wspdlna graniastostupa i kuli

Dane sa punkty S i T oraz A, B, C,D. Punkt S jest $Srodkiem kuli I, ktorej
powierzchnia przechodzi przez punkt 7. Graniastostup, ktérego podstawami sa tréjkaty
ABC oraz DEF, za$ krawedziami bocznymi odcinki AD, BE, CF, wycina z kuli I" pewien
fragment materiatu. Narysowa¢ rzuty Monge’a bryly stanowiacej czgs¢ wspdlna kuli
i graniastostupa. Wyznaczy¢ konstrukcyjnie wszystkie wierzcholki tej bryty (o ile takie
punkty istnieja). Ustali¢ widoczno$¢ bryly we wszystkich rzutach wiedzac, ze jest ona
nieprzezroczysta.

Problem VII. Przekroj szeScianu

Punkty A, B, C sa wierzchotkami sze$cianu ABCDEFG o krawedziach AB, BC, CD,
AD, AE, BF, CG, DH, EF, FG, GH, EH, w ktérym wierzcholek E ma wigksza wysokos¢é
niz wierzcholek A. Sze$cian ten rozcigto na dwie czeSci plaszczyzna @ ={K,L,M}.
Narysowa¢ rzuty Monge’a czgSci zawierajacej wierzchotek B. Ustali¢ widoczno$¢ tej
bryty we wszystkich konstruowanych rzutach przyjmujac, ze jest ona nieprzezroczysta.

Problem VIII. Przekroje stozka

Dany jest stozek obrotowy X o wierzchotku w punkcie W, $rodku podstawy w
punkcie S, ktérego powierzchnia boczna przechodzi przez punkt 7. Stozek rozcinamy
plaszczyznami o={A,B,C}, B={B,C,D}, y={D,E,F}. Narysowa¢ rzuty Monge’a
wypuktej czesci stozka, ktéra zawiera punkt 7. Ustali¢ widoczno$¢ bryty we wszystkich
konstruowanych rzutach zaktadajac, ze jest ona nieprzezroczysta.
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Problem IX. Otwoér walcowy w kuli

Dana jest kula o $rodku w punkcie S, ktérej powierzchnia przechodzi przez punkt 7.
W tej kuli wykonano przelotowy otwor walcowy o osi [={P,Q} tak, ze jego
powierzchnia przechodzi przez punkt A. Narysowaé rzuty Monge’a kuli z wykonanym
otworem. Ustali¢ widoczno$¢ bryty we wszystkich rzutach przy zalozeniu, Ze jest ona
nieprzezroczysta.

Problem X. Sfera opisana na czworos$cianie

Dany jest czworo$cian ABCD. Metoda Monge’a skonstruowa¢ sfer¢ opisana na tym
czworo$cianie. Ustali¢ widoczno§¢ zaktadajac, ze sfera jest przezroczysta, zas
czworoS$cian nie jest.

Problem XI. Czworo$cian foremny i prosta

Narysowa¢ rzuty Monge’a czworo$cianu foremnego ABCD, jezeli jego $ciana ABC
lezy na rzutni m;, wierzchotek C ma wigksza giebokos¢ niz B, za§ wierzchotek D ma
dodatnia wysoko$¢. Wyznaczy¢ punkty przebicia P, Q tego czworoscianu prosta
a={M,N} i okresli¢ widocznos$¢ prostej na tle bryty.

Problem XII. Sze$cian i prosta

Narysowa¢ rzuty Monge’a sze$cianu ABCDEFGH, jezeli kwadrat ABCD jest jego
Sciang, za$ wierzchotki E, F, G i H maja dodatnia wysoko$¢. Wyznaczy¢ punkty
przebicia P, Q tego szeScianu prosta a = {M, N} i okre$li¢ widoczno$¢ prostej na tle bryty.

Problem XIII. Przebicie walca prosta

Narysowac¢ rzuty Monge’a walca obrotowego, ktérego $rodkami podstaw sg punkty
A1 B, a punkt C lezy na jego powierzchni bocznej. Wyznaczy¢ punkty przebicia P, O
tego walca prosta a={M, N} i okre$li¢ widoczno$¢ prostej na tle bryty.

Problem XIV. Rzuty stozka obrotowego

Narysowa¢ rzuty Monge’a stozka obrotowego, ktérego wierzchotkiem jest punkt W,
srodkiem podstawy punkt S, a punkt 7 jest punktem lezacym na powierzchni bocznej.

Problem XV. Sfera i proste

Dana jest nieprzezroczysta sfera o $rodku S przechodzaca przez punkt A. Sferg ta
przebijaja proste a={A,B} i b={C,D}. Metoda Monge’a skonstruowac punkty M, N, P,
O, w ktérych proste a i b przebijaja powierzchnig sfery. Okresli¢ widocznos¢ obu
prostych na tle bryty.
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Informacje pomocnicze:

poczatek ukladu wspétrzednych (punkt O) przyjmowaé w punkcie poczatkowym Pp
arkusza rysunkowego; o$ x=xj; ma na arkuszu polozenie poziome i zwrot w lewa
strong, 0o$ y — potozenie pionowe i zwrot ,,w dol”, o§ z — potozenie pionowe i zwrot
»W g0r¢”,

krawedzie niewidoczne rysowac linig cienka kreskowsa, krawedzie widoczne —
linig ciagla gruba; punkty oznacza¢ okrggami o $rednicy 2 mm wykre$lanymi linia
cienka ciagla; nie zaczernia¢ ani nie przekresla¢ ich wnetrz; Kkonstrukcje
pomocnicze wykresla¢ linig cienka ciagla; widoczne $ciany przekrojéw kreskowaé
linig cienka, stosowac statg podziatke kreskowania i kat kreskowania 45°,

w przypadku przecinania si¢ rzutéw krawedzi widocznych i niewidocznych nalezy
krawedz niewidoczna przerwac na diugosci okoto 1,5 mm po obu stronach krawedzi
widocznej,

zachowac¢ rozlacznos¢ wszystkich konstruowanych rzutéw!

oznaczac i opisywac¢ punkty, proste i plaszczyzny dane w tresci problemow,
wymagane elementy rozwigzania (wierzcholki bryl, punkty charakterystyczne
krzywych, punkty przebicia itp.) wyznacza¢ konstrukcyjnie; opisywac rzuty figur
wykorzystywanych w konstrukcjach geometrycznych, w szczegdlnosci rzuty
ptaszczyzn i prostych pomocniczych; rzuty plaszczyzn opisuje si¢ jedynie, gdy ich
rzutami sa proste!

elipsy aproksymowaé owalami znajdujac uprzednio kierunki i dtugosci osi;
konstrukcj¢ owalu traktowaé jako znang (nie opisywac etapow posrednich).

10.2. Zadania

Wb Eal A LA .

A s

Problem I

Pp=(180; 140), A = (40;60; 90), M =(100; 120; 90), N=(100; 0; 90).
Pp=(180; 140), A =(90; 100; 90), M = (20; 40; 90), N=(150; 40; 90).
Pp=(180; 140), A =(75;85;90), M =(55; 15;90), N=(160;75; 90).
Pp=(150; 140), A =(80; 10; 85), M =(100; 90; 30), N = (40; 25; 55).

Problem II
Pp=(200; 140), B=(100; 60;90), H=(100; 60; 15), K =(60; 20; 100), L= (60; 20; 0).
Pp=(180; 140), B=(40; 60;60), H=(115; 60; 60), K=(140;20; 110), L=(140;20; 0).
Pp=(250; 140), B=(40; 60, 65), H=(115;60;45), K=(130;60; 100), L=(130; 60; 0).
Pp=(180; 140), B=(85;60;45), H=(160;60;65), K=(160; 100; 110), L= (160; 100; 0).

Problem III

Pp=(250; 170), A= (55; 10; 10), B=(40; 40;75), C=(20; 80; 40), D = (85; 70; 40).
Pp=(250; 170), A = (85;70; 40), B=(40; 40;75), C=(20; 80;40), D=(55; 10; 10).
Pp=(200; 150), A = (30; 40; 40), B=(30; 85;40), C=(10;45;80), D = (60; 65; 90).
Pp=(200; 150), A = (10;45; 80), B=(30; 40; 40), C=(30; 85;40), D = (60; 65; 90).
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Problem IV

. Pp=(200; 140), W=(170; 60;70), S =(60; 60; 70), T=(60; 10; 70), K=(195;45;90),
L=(20;45;90), M =(120; 125; 120), N = (90; 60; 10).

. Pp=(200; 140), W=(100; 60; 80), S = (100; 60; 20), T=(140; 60; 20), K = (100; 10; 40),
L=(100; 120; 40), M= (130; 110; 15), N=(70; 10; 90).

. Pp=(200; 140), W= (100; 60; 80), S = (100; 60; 20), T=(140; 60; 20), K = (85; 110; 40),
L=(85;5;40), M=(150;90;80), N=(75;5; 15).

. Pp=(200; 140), W=(100; 60; 80), S=(100; 60; 20), T=(140; 60; 20), K=(150;45;45),
L=(50;45;45), M=(150;75;0), N=(50;75; 105).

Problem V

. Pp=(200; 130), A = (160; 20; 100), B = (30; 20; 100), C=(30; 120; 100), D = (160; 20; 20),
P=(20;60;30), Q=(120;60; 100), T=(120;90; 100).

. Pp=(200; 140), A = (135;20; 20), B=(135;90; 20), C=(40;90; 20), D = (135;20; 100),
P=(155;70;70), Q=(20;70;70), T=(135;70;40).

. Pp=(200; 140), A =(150; 100; 15), B=(150;30; 15), C=(150;30; 110), D =(40; 100; 15),
P=(100;55; 120), Q.= (100; 55; 0), T=(65;55; 110).

. Pp=(200; 140), A = (165;85; 30), B=(165; 65; 80), C=(165; 15;30), D=(85;85; 30),
P=(125;55;100), 0 =(125;55; 10), T=(125;25; 30).

Problem VI

. Pp=(250;150), A=(110;130;95), B=(195;130;10), C=(60; 130; 10), D=(110; 15;95),
S§=(120;70;70), T=(165;70;70).

. Pp=(340;150), A=(50;25;0), B=(115;25;0), C=(115;115;0), D=(50;25;115),
S=(60; 60;60), T=(105;60; 60).

. Pp=(200;150), A=(145;0;110), B=(70;0; 110), C=(70;0;25), D=(145;110; 110),
S§=(80;60;60), T=(35;60;60).

. Pp=(200;150), A=(115;40; 110), B=(80;90; 110), C=(45;40; 110), D = (115;40; 10),
S=(80; 60; 60), T=(35; 60; 60).
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