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Ogólne wzory Clerc'a i CIaperyon'a.
Napisał L. Karasińshi.

1, Biorę pod uwagę belkę poziomą, pierwotnie
prostą, wspartą na podporach. Środek jej skrajnego
przekroju prawego stanowi początek osi spółrzęd-
nych. Dodatnia oś X pokrywa się z osią belki, do-
datnia oś Y leży pod osią X. W głównej płaszczyźnie
XY bezwładności belki tkwią jednoimienne osie
główne wszystkich przekrojów poprzecznych, Leżą
w niej również zewnętrzne siły pionowe, pary sił
skupionych momentów zewnętrznych oraz pionowe
warstwy ciągłych obciążeń belki. Pod jarzmem tego
płaskiego obciążenia, pierwotnie prosta oś belki staje
się odkształconą. Odciętej X przynależy ugięcie y i
kąt y' pochylenia stycznej odkształconej ku osi Xr

Kierunek wzrostu momentów gnących obieram
sprzeczny z kierunkiem osi X. Momenty lewoskrętne
znakuję dodatnio. Równanie:

M
y"= El

wektorem M oznacza bieżący moment gnący, / —
zmienny moment bezwładności bieżącego przekroju
względem osi prostopadłej do* I i f, daje wprost
bezpośrednio:

o
MxdxMdx

Spółrzędne x0) ya, yo
r oraz Xv yv ?// dwóch j a k i c h -

k o l w i e k p u n k t ó w odkształconej czynią zado ść
powyższym równaniom. Wyrugowanie stałych cał-
kowanie daje t r z y w z o r y p o d s t a w o w e :

Vi' — I
Mdx
~ET

fMdz
£C„ El

Xi

f Mxdx
X , El

i Vi j/o i r
ll~~ x 1 — x0 "*" xy — x0 J

M (x — a;0) dx

Ostatni nosi miano wzoru. C1 e r c'a.
2. Idąc w kierunku wzrostu momentów, wy-

odrębniam na odkształconej kolejne trzy jakiekolwiek
punkty: n — \tn,n-\-\,o spółrzędnych:
x„-1} yn-i, y'n-i; xn, yn, y'n\ a?n+i, yn+i, y'n+y.
Odcinek (n—1, n) nazywam p r z ę s ł e m n, odci-
nek (n, n-\-l) — p r z ę s ł e m n-f-1 i oznaczam
przez:
l„, inĄ-i — długość przęsła n i nĄ-\,
Mn—\ Mn, Mn+t — momenty gnące tuż przed pun-

ktami: n — l, n, n-f-1.
X — odciętą punktu bieżącego odkształconej,
z — poziomą odległość punktu bieżącego odkształ-

conej przęsła n od punktu n—1,
u — poziomą odległość punktu bieżącego odkształ-

conej przęsła n -\-1 od punktu n -\-1,
M—- bieżący mpment gnący, tuż przed punktem

o odciętej X.

W tem znakowaniu otrzymam ze wzorów pier-
wszego i trzeciego:

h
= / Mdx

El
_ / Udz

El.

_ y„ — ?/„_, , 1 /
~ x„ xn-1 ' xn X„-x J

Xn

• M(X — i ,_]) dx
El

X n—i

In

Mzdz
In U El,

_ Vn — Vn+i
X„ XnĄ-\ +• — Xn+1J

Xn
M[X — (

Ł«+l

•y-H
In+1

Mudu

ponieważ niewątpliwie:

El

n—j 'Jjfi — bn

dla przęseł tl i W-j-1.
Moment bieżący przęsła n będzie:

M = Mn_Ł 4" {Mn — i¥„_

Ten wzór daje bezpośrednio dla przęsła ?i-j-l:

M=Mn+1 + [Mn — Mn+l) mn+i.
W obu powyższych wzorach oznaczyłem przez:
mn — moment gnący, jakiby panował przekroju

bieżącym przęsła n, gdyby to przęsło
wyciąć z belki i, nie zmieniając jego ob-
ciążenia zewnętrznego, ustawić końcami
na podporach przegubowej i posuwnej,

wi„-)-i — moment gnący, jakiby panował w prze-
kroju bieżącym przęsła w-}~l.» gdyby to
przęsło wyciąć z belki i, nie zmieniając
jego obciążenia zewnętrznego, ustawić
końcami na podporach: przegubowej i po-
suwnej. Podstawienie da ogólne wzory:

Mn 'i / SL z \ dz

In
m„dz
El

(1)

V'n
In

z\zdz'_
1 ljEI~

Mn f Z'aZ I r

~~1JJ El " In)
1 } m„zdz (2)

y'n = — yn+l i M n+l /
'n + l ł n + l J

u \udu
' ' I 1 I TJlł"
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J J ET TL,

/„a 1 1
udu . . . (3)

Mn•+2

£i .' W EI
( ^ i n ~ r l ] | n~vi

które można nazwać w z o r a m i Clerc'a, c„ ln-\-i cn+i L+i L+iJ El
Ostatnie dwa dają bezpośrednio ogólny wzór . n , . .

Pl „--„'-. orazwzor Clapeyrona, zwany wzorem o pięciu
. , momentach;

In
n_Mn-lf EI n-t\ fl" _ z

Zn . I J l fc
fi

E [
4- -1- »»„ zdz 1(J_.

1 fmn+luc
ln+J El

udu
(4)

i_/J_4. i.) LM

T" C Z C \ Z Z f J
I

W ten sposób prosty, zupełnie niezależny od roz-
patrywania podpór, a więc drogą naturalną wypro-
wadzone wzory stanowią ogólne rozwiązanie zagad-
nienia belek prostych zginanych płasko,

3. W szczególnym wypadku p r z e g u b o w e g o
podparcia punktów n — 1, n, n -J- 1, ze wzorów dla
M„, M'n+i otrzymamy ogólny wzór

1 Cmn+l udu __

n n

gdzie oznaczono przez:
Vn — odpór pionowy w punkcie n, podpartym

przegubowo,
vn — sumę odporów pionowych, jakieby pano-

wały w punktach n przęseł n, n -j- 1, gdyby te przę-
sła powycinać z belki i poustawiać końcami na
podporach; przegubowej i posuwnej.

4. Dla przegubowych podpór wzorowo spręży-
s t y c h : V — — c u
gdzie c„ oznacza odpowiedni spółczynnik sprężystości.
Po powstawieniu we wzory powyższe, otrzymamy:
w z o r y C l e r c ' a:

U' — — M»~2 -M"~l '\ fL &\ ZdS

u

5. Określone w punkcie pierwszym obciążenie
płaskie nie da odporów poziomych, zatem w założe-
niu podpór n ieprzegubowych wzorowo sprę-
żystych, należy w punktach podparcia przewi-
dzieć:

F„ — odpór pionowy w punkcie n oraz
•N„ — moment sprzeciwu w punkcie n, podpar-

tym na podporze bezprzegubowej, wzorowo spręży-
stej, przyczem

' n — "n Vn i •"n = = cn V n t

gdzie przez c„, 3„ odznaczyłem odpowiednie spół-
czynniki sprężystości.

Zatem moment bieżący przęsła n:
M = i l f B _ l + J V + ( # # # ) f

Ten wzór da dla przęsła 71 -f- 1:

nfi
Po podstawieniu, otrzymam kolejno następujące

wzory:

N„ [ 1 /?/ z

__L_ + i_/J i Ml
cn_, /„ ^ C n \i„ T i„+l j \

ln

n zdz

d z
U) El

m„ dz

_L i^! •+

(8)

ln+i

Cn—i 'n—i ln

1 I r M„+i I /* w , w d u _ M n — i F /*H z \ z d z 1 / 1 1 \
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1 1 Mn\\ lrz*dz< l , + -A—1—- ^" + 1,
— TT" r~\i~ ~wr~^ r~r cn + 1 / n + 1 j c„+1i„+li„+a

Cn In I In 1. In J Łl Cn—\ ln In

—1 -
C„ In J

L U _ , 1 }mn+,vdu_
Cn-iłn Cnl„\ + 1 I ' pr = 0u łW.

Ar

iii! »n_t . vn Wzory powyższe rozwiązują zagadnienie. Ze
c n inL + i c„—1ln c„ l„ wzoru ósmego wyznaczą sie^momenty Nn w zależ-

ln ności od momentów M„, jako że dla podpory w osta-
-L f m" z<*z (Q\ tniej w kierunku wzrostu momentów:
W E l ••••'•• 19J M

jyn jjfn_ Można również korzystając ze wzoru (8) wy-
V'n = 5 — = j i h razić momenty A^n_2. N„-lt N„+t wzorów (9), (10)

j " " " " + 1 przez Nn . Po wyrugowaniu Nn ze wzorów (9) i (10)
. . _ . ^ + 1 J > J * , * otrzymamy wzór o pięciu momentach, który tu po-

„MJL [_L f u d u | ł _ 1 _j L_ 4 . mijam, jako zbyt długi.
ln+i Un+i J El cn \ In t i + i ' Po podstawieniu tych wartości Nn we wzór jede-

nasty, zawierający rekordową liczbę dziewięciu mo-
" + 1 mentów, otrzymamy, po uwzględnieniu warunków

b h kłd kh
mentów, otrzymamy, po uwzględnieniu warunków

_j L_ 1 i "*"+i | Cn _ u \ u ^ brzegowych, układ równań, z których wyznacza się
cn+i inĄ-i J /n+i U 'n+i' ̂  wszystkie momenty Mn.0 6. W szczególnym wypadku szyny, jako nieskoń-
1 ( 1 • )1 | "̂n+2 czenie długiej belki o stałym przekroju, wspartej na

c„ ln+i c„^.l\l„^-1 ln+iu cn+t ln+i L+2 podporach o stałem rozstawieniu Z i jednakowych
ln+[ spółczynnikach c, 3 wszystkich podpór, otrzymamy,

Nn-t , Nn \ 1 fu2du , 1 , stosując wzór ósmy i jedenasty: ^
' c„/„/n+1

 + 7 n ^ r n ^ : J El ^"^Zl+7^
on

Cn+. L+i ] Cn+Jn+Jn+1 C 7n + 1 4-Mn + 2-|-iVn-2+(m —3) A^n-t-f (2/H+3) 7Vn —
Mn+1+

' " + 1 6mf / '

Cn+i Żn+L 'n+1 J El ' ' ' O

[ f
U

l
i

L ( i + i ) I / i + J \ 1 + W tych wzorach m =
c n -i \ln~i Inl cn\-'n Łf j ' ] Rozwiązanie tego zagadnienia podałem w Nr. 10 P, T.

ln in, 7. Twierdzenia o pracy sprężystej również mo-
\ i fz2dz 1 f <<2 dii 1 głyby dać wszystkie wyżej podane wzory z pewnemi

-\-M„ \-j-Y I —pj r i2 I WT r ^ / I T jednak zastrzeżeniami, które w istocie swej są zbę-
t ln ,1 Jul i n-ł-i J -Ci t-n—i Ln •% • i • t * . . . t , w / •o u dne, jak widać z niniejszych rozważań, W ten spo-

1 / 1 . 1 \ 2 . 1 | i sób Merten (Gandawa) wyprowadził w roku 1905
c „ \ h ~"~ lnix.il c n + 1 P n + 1 I ~>~ wzów Clapeyrona w najogólniejszej postaci, jaką mu

nadał Clerc już znacznie wcześniej.
' + W założeniu podpór wzorowo sprężystych prze-

h
„ , + , t ,. . W założeniu podpór wzorowo sprężystych pr

J_ M*+t T ( 1 L * _ _L J_ + JL _ gubowych, oznaczamy:
ln+i \j ln+i I El cn \L lnĄ-\ i H= [praca sprężysta naprężeń całej belki ] —

°
Chcąc otrzymać wzory L,lapeyrona, mezawie-

„ _ '" , rające y„f, stosujemy twierdzenie Menabrea:

n^L-Jn^ I [ J U /„ ) £7 0 .
1 1 /,! i \i Wzory Clerc'a dla yn' można otrzymać z łatwo-

i —I-;—\--, )|-f- ścią, biorąc H dla jednego przęsła. Drugie twierdze-
Cn-t/n cn\/„ /,,+t/j Castiglianoda a #

} l Q m j / »

, ivn r i rw2dM , l /l , i \ , . ,, , M \ .. . . ,, .
+ -» - j — | —£^ 1 T ^ T - j — I -r ponieważ ?/„ iest niewątpliwie posunięciem uogohuo-

Zn+jL/n+iJ £7 cn\ln k+i I nej $iły i»f „,


