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■ =  0 (31)

9) W yżej wspomnianą granicę otrzymujemy oczywiście, 
kładąc R = 0

we wzorze (5), co daje
^  _l JL 
T  H  J s

równanie prostej, zwanej linią obojętną danego pola.
Z  samego kształtu równania (31) wyciągamy 
Wniosek XX. L in ia  obojętna nie może przechodzic przez  

środek sprężystości danego pola.
10) Linia obojętna przecina osie współrzędnych w punk

tach:

^  ( - * « ) .  ^  (°> -  s , ) •

z czego wypływa, że, jeśli naprzykład
i  >  0, tj >  0, 

t. j. jeżeli punkt Q leży w pierwszym kącie, to linia^ obojętna 
przecina ujemną oś Z -ów  i ujemną oś F-ów. W ogóle mamy;

Wniosek XXI. L in ia  obojętna przecina boki kąta osi współ
rzędnych wierzchołkowo przeciwległego kątowi tychże osi, w któ
rym leży środek naprężeń.

11) Poprzedni wniosek traci zupełnie swą wartość w e- 
dy, gdy środek naprężeń leży na jednej z głównych osi ez- 
władności.

Kładąc w równaniu (31)
4 = 0,

lub też
7) =  0,

otrzymujem y odpowiednio

5 + 4  =  ° ......................(32)
lub też

^  _i_ JL _  0 ...................... (33)
V  +  S

równania linii obojętnych dla tych wypadków.
A  więc możemy w ypow iedzieć:
Wniosek XXII. L in ia  obojętna jest prostopadła do głównej 

osi bezwładności, gdy na tej osi leży środek naprężeń.
Wniosek ten wypływa również bezpośrednio z wniosku 

(XVI), bo linia obojętna należy też do układu prostych (27).
12) Z samego kształtu wzoru (5) wypływa, że napręże

nie, powstające w danym punkcie M  danego pola S  pod w pły
wem siły P , działającej na nasze pole w danym jego punkcie Q 
a prostopadłej do pola 8, nie różni się od naprężenia, powsta
jącego w Q pod wpływem tejże siły P , gdy ją  zmusimy do 
działania na nasze pole w punkcie M . Stąd:

Wniosek XXIII. Pom iędzy siłą zewnętrzną , prostopadłą do 
danego poła a działającą w danym środku naprężeń , z jednej, 
a naprężeniem , dzięki tej sile powstającem w danym punkcie, 
z drugiej strony— zachodzi wzajemność, polegająca na tem, że 
skoro zamienimy role owych punktów, naprężenie pozostanie 
bez zmiany.

13) W yobraźmy sobie płaszczyznę, przechodzącą przez 
środek sprężystości danego pola i przez kresę wyobrażającą 
daną siłę P. Oczywiście płaszczyzna ta będzie prostopadła 
do płaszczyzny danego pola. Nazwijmy ją „płaszczyzną  
siły  P “ .

Płaszczyzna siły przecina się z płaszczyzną
X O Y

naszego pola S  wzdłuż prostej
F  F  ,

na której, oczywiście, leży punkt
Q (6, ri),

a którą „osią siły  P “ zwać będziemy.

Przez środek sprężystości naszego pola przeprowadzamy 
prostą X r X '
należącą do układu prostych (27), t. j. równoległą do linii 
obojętnej Z 0 Z 0

naszego pola. Obie te proste tworzą z główną osią bezwład
ności O X  naszego pola kąt

\dY-\ 
a =  arc tg | ^ J  ,

przyczem wartość pochodnej otrzymujemy różniczkując rów
nanie (27) prostych układu (27) lub, co na jedno wychodzi, 
równanie linii obojętnej (31):

d Y  7]- 4 - —  =  o 
V ^ d X  H

(34)

Oznaczmy przez

kąt, jaki tworzy promień wodzący
O Q,

a co za tem idzie i prosta Y ' Y '  z osią współrzędnych OX. 
Oczywiście mamy

tg P  =  f ,
a przeto równanie (34) da nam :

f f - f t g a t g p 7 = 0 , ........................... (35)
co dowodzi, że prosta X '  X '  i oś siły P  — to dwie sprzężone 
średnice elipsy bezwładności danego pola S. Stąd:

Wniosek XXIV. Oś danej normalnej s iły , działającej na 
dane pole i prosta równoległa do lin ii obojętnej, a przechodząca 
przez środek sprężystości tego pola , stanowią parę sprzężonych  
średnic elipsy bezwładności danego pola.

Stąd łatwy sposób budowania osi obojętnej, gdy mamy 
dany środek naprężeń, a co za tem idzie i oś siły P. Sposób 
ten podany był w końcu poprzedniego paragrafu wraz z do
wodzeniem.

§ 3. Również odnalezienie środka naprężeń, przyna
leżnego do danej linii obojętnej, nie nasuwa żadnych trudno
ści, zważywszy, że prosta owa przecina osie współrzędnych 
w punktach:

OA —  1 ,  O B =  (rys. 9).
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pozostającego pod wpływem siły normalnej, działającej w pew
nym jego punkcie, oraz przez

a
kąt nachylenia prostej X 0 X 0 ku głównej osi bezwładności

0 X
naszego pola.

Chcemy na mocy tych danych określić położenie środka 
naprężeń. Q (£, ij),
przynależnego do danej linii obojętnej.

W eźmy na danej linii obojętnej dowolny punkt 
M  (x, y),

równanie prostej X 0X 0 przez ten punkt przechodzącej będzie:
( Y — y ) — m (X  — x ) ........................... (36)

czyli
Xm  —  Y - f  (y  —  mx) =  0 ,. . . . (36)

gdzie
m =  tg  a . ...................................... (37)

Rys. 9.

(w danym wypadku zupełnie wszystko jedno, czy odkładamy 
OH. czy też OH') jako też i odcinek

0 0  = — 0 0 '  =  1.
Prowadząc dalej prostą

A H
przez punkty A  i H  (lub prostą

A H '
przez punkty A  i H '), a następnie prostą

F O
(lub też prostą

przechodzącą przez punkt O (lub Cr'), a prostopadłą do pro
stej A H  (lub A H '), otrzymujemy z podobnych trójkątów :

A 0  F  O co \ O A  H  (lub A 0  F  O' <x> A 0  A  H ') 
proporcyę: 
—  O F : OH = 0 0 :  0 A (lub: -  O F : OH' =  0 0 ' :  OA), 
skąd:

0 F = - Z  0 0 = - T LA O ^ i- 
W  podobny sposób otrzymujemy rzędną

V
odkładając odcinki

0 0  =  —  O C  =  OD =  — OD' =  1 ,

na osi OX\ niech prosta
B C  (lub BC ') 

przechodzi przez punkty B  i C  (lub C"), a prosta 
E D  (lub E D ')  

niechaj przechodzi przez punkt D  (lub D '), będąc prostopadłą 
do prostej B C  (lub BC'). Z  podobnych trójkątów

A O E D  ^  A OCB  (lub A O E D ' oo A 0C 'B ) 
otrzymujemy zupełnie tak, jak poprzednio:

H
0 E = Z  —  s .  O B =  71 ’

Część trzecia. Teorya analityczna rdzenia pola.

§ 1. Oznaczmy (rys. 10) przez

linię obojętną danego pola

Rys. 10.

Równanie (36) różni się kształtem jedynie od równania

z T +  r ff-t4  =  ° .............. (38)
danej linii obojętnej, a więc współczynniki obu tych równań 
czynić winny zadość równaniom :

wi __ 1 __y  ytix (39)
i  ~  J 9_  __ i ___’
V  H  S  

z których otrzymujemy wzory:
=  ......  ............................(40)

S (y —  xm)

n =  ........................... (41)
1 S (y — xm)

określające położenie środka naprężeń, przynależnego do danej 
linii obojętnej.

Ponieważ pomiędzy współrzędnemi obranego punktu M
i współrzędnemi jakiegokolwiek innego punktu

M 1(x 1, y } )
leżącego również na danej osi obojętnej, zachodzi związek : 

y x — m x1 =  y  — m x,
przeto możemy wypowiedzieć następujące

Twierdzenie / .  Współrzędne środka naprężeń , przynależ
nego do danej Unii obojętnej, mogą być wijrażone w funkcyi  
współrzędnych jakiegokolwiek punktu , leżącego na tej prostej, 
oraz współczynnika kątowego danej linii obojętnej.

§ 2. Przeprowadźmy przez środek sprężystości danego 
pola dwie proste: 
prostą j t

równoległą do danej linii obojętnej
x 0z 0,

oraz prostą y ,  y ,

przechodzącą przez świeżo znaleziony środek naprężeń Q.

A by znaleźć naprzykład odciętą 

środka naprężeń
Q (6, ''])>

odkładamy na osi g y

odcinek
0 1 1 =  —  OH' =  -£
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Kąt, jaki promień wodzący
OQ

(a co za tem idzie i prosta Y ' Y ') tworzy z dodatnią osią 0 X , 
oznaczamy przez

przyczem oczyw iście:

. . . . .  (42) 
a więc na mocy równań (39) będziemy mieli

H  +  tg a tg p V =  0 , ...................... (43)
co dowodzi, że proste X ' X ' i Y '  Y ' stanowią parę sprzężo
nych średnic centralnej elipsy bezwładności naszego pola.

. .. T*  (ordzenie II. Środek naprężeń, przynależny do danej 
lin ii obojętnej, leży na średnicy, sprzężonej ze średnicą central
nej elipsy bezwładności danego pola , równoległą do danej lin ii 
obojętnej 

S 3.

wtedy, oczywiście, równanie (36) posiada kształt 
X  —  x , (m =  oo) . .

i zamiast (38) mamy tu równania:
JL _  0  * 
j  

v

§ 3. Gdy dana linia obojętna jest równoległa do osi

H

(44)

(45)

8
skąd otrzymujemy bezpośrednio wzory:

4 _ _ . 7  

ę S x  ’ (46)

(47)^ ~  ° ’
określające położenie środka naprężeń dla danego poszczegól 
nego wypadku, kiedy

m =  o o .
W yniki powyższe (46), (47) można również otrzymać 

kładąc we wzorach (40, (41):
m =  oo,

bowiem w tedy:
, __I" Fm 1 ( V  ) V
'  ~  L S T * /^  r

E .
wypukłą krzywą

ciągłą, bez punktów szczególnych, stanowiącą obwód naszego 
pola 8.

/

f
............. (

/>

\ y .
JZ- o ^ ---

Fcj:

1 y

0 = 0

/)=

< ( y — x m )  J m —  oo

—  H
H * - ) L

S x ’
m = o o

)]m =  oo ̂ Ls (y  —  xm)
a więc wzory (40), (41) nie tracą swej wartości i w danym 
wypadku, t. j. przy m nieskończenie wielkiem.

Teraz, kiedyśmy już dowiedli zupełnej ogólności w zo
rów (40), (41), przypuśćmy, że nieskończenie wielka ilość 
liftu obojętnych przechodzi przez dany punkt

_  ,  . ,  . .  m  (x > y)-
Każdej z tych linii obojętnych, a raczej każdej poszczegól

nej wartości współczynnika m we wzorach (40) i (41). odpowia
da pewien określony środek naprężeń; zespół tych wszystkich 
punktów tworzy miejsce geometryczne środków naprężeń, 
odpowiadających różnym wartościom kątowego współczyn
nika m.

Z łatwością znajdziemy równanie tego geometrycznego 
miejsca, rugując m z równań (40), (41). Tą drogą otrzymuje
m y równanie prostej

H x  I
'V y \

(49)

T -1"  r f  "h =  ......................... (48 )
tworzącej kąt

T =  arc tg | 
z osią dodatnich X -ów .

Twierdzenie III. Nieskończonej ilości lin ii obojętnych, prze
chodzących przez dany punkt pola, odpowiada nieskończona 
ilość środków naprężeń, tworzących linię prostą , czyli geome
tryczne ' miejsce środków naprężeń, odpowiadających różnym  
wartościom współczynnika kątowego poszczególnych linii obo
jętnych, przechodzących przez dany punkt.

§ 4. Niech równanie
P ( x , y )  =  0 .................................(50)

wyznacza w układzie osi współrzędnych (rys. 11)
OX, O Y,

będących głównemi osiami bezwładności danego pola
S ,

Rys. 11.

Przypuśćmy, że dana linia obojętna

jest styczną obwodu K  w pewnym jego punkcie
M  (x, y).

W  danym wypadku współrzędne środka naprężeń
Q & *]),

przynależnego do linii obojętnej X 0X 0, będą:

ł _  V
S ( y -  xy>) ............................(o l)

^ —  s  ( y — x y r) ’ ......................... (-52')
przyczem, oczywiście, tutaj współczynnik kątowy danej linii 
obojętnej

; dym =  tg  a = * y  = - s ~ , ...................... (53)
określi się z równania

dP (x, y) dP (x, y )

a a :  + y  & T ~  ~  5 ■ ■ • • ( 5 4 )

a więc ostatecznie będziemy mieli w zory :
dP (x , y )

g __ V  dx 1
8  SP(X, y) 

dy
y -\ -x

czyli

3P  (x, y )\ 
dx 

S P jx Ly ) ; 
dy

dP (x, y)

i  =  — dx

i zupełnie tak samo

*1 =

V
8  ~  dP (x, y) SPT^jy) 

dx ~ J dy

(55)

d P  (x , y )
dyH

8  x dP fo y) |_.. 3P  (X, V)’
d x  ~t_2/ d y

(56)

_ Rozpatrzmy teraz układ linii obojętnych, tworzących 
roj stycznych obwodu danego pola. Każdą z prostych te°-o 
układu w zupełności określają współrzędne

x , y
punktu styczności M , oraz współczynnik kątowy, t. j. war
tość pochodnej

d P

y  —  —
d x
dP
dy
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w tym punkcie; a do każdej linii obojętnej— stycznej obwodu 
przynależy pewien określony środek naprężeń. G-eometrycz- 
nem miejscem wszystkich tych środków naprężeń będzie 
krzywa, rdzeniem  danego pola zwana.

Równanie rdzenia wyznaczymy, wyrażając z równań 
(55) i (56) zmienne

a s ,  y
•w funkcyi ,

 ̂1
t. j. znajdując zależności

*  =  <P (e,iij),........................... ... (57)
y  =  (j) ($, 7j)..................................... (58)

i podstawiając je w  równanie (50); tą drogą otrzymujemy 
równanie

P  (cp, 40 =  o,
czyli równanie

F  (i, ij) =  0 ..................................(59)
rdzenia danego pola.

Tutaj nastręcza się pytanie, czy rdzeń istnieje zawsze 
dla danego obwodu pola; inaczej mówiąc, czy zawsze otrzy
mać możemy jego równanie (59). Z łatwością zauważyć mo
żemy, że równanie (59) zawsze wyznaczyć można, gdy zmien
ne x , y  w funkcyi zmiennych 4,  ̂ wyrazić się dadzą, innemi 
słowy, równanie (59) wyznaczyć można tylko wtedy, gdy wy
znacznik funkcyjny

26 
dy

J  =
dx

h
dx

h .
dy

(60)

nie jest zerem w ogólności.
Na mocy wzorów (55) i 56) otrzymujemy, 

częściowo po x  i po y
3ę 97]

Sx dy 3y 2x

różniczkując

j  _  3£_ dy

o dP dP d2P d2P IdPV2 d2P  idP\
h v a dx dy dxdy dx2 [dy] ~ dy2 \dxj
s 2 I dP

+ «ss

3P\3
T  3x z y )

Pozatem mamy:
dP

+  * ' 5 f  =  ° .
d2P

+  ? /

dP
dx

dP d2P  d2P

d y + 2y 'd x ry +  y ,2 dr/ =  0'
skąd

y   ̂ 3x d y  dx dy
a więc ostatecznie wyznacznik:

0

d2P  dP dP

7 H V  „

J  —  S2 y

d2P  ldP\9 
dx2 \dy

H V

_ d 2P  [dP\2 
dy2 \dxj ’

y
dP ĆJf\° 

+ ! /d
S2 (:y — xy'Y (61)dP\3

dy
Ponieważ w ogólności

y "  t  ° >
ani też, co wypływa z określenia funkcyi P ,

d P  n^— =4= 0,dy
przeto rdzeń, przynależny do danego obwodu, istnieje zawsze.

Twierdzenie IV. Układowi lin ii obojętnych,, tworzących rój 
stycznych obtvodu danego pola, zawsze odpowiada pewna ściśle 
określona równaniem (59) krzyw a , tak zw any rdzeń danego 
pola , czyli geometryczne miejsce środków naprężeń , przynależ
nych do poszczególnych lin ii obojętnych — stycznych do obwo
du danego pola.

W yznacznik funkcyjny J  jest zerem tylko jedynie 
w tym poszczególnym wypadku, gdy stale

wtedy bowiem oczywiście i
J =  0.

Jest to wypadek linii prostej
y  —  ax b,

stanowiącej część obwodu danego pola; rdzeń, przynależny 
do takiego obwodu, redukuje się, jak wiadomo, do punktu 
pojedyńczego.

§ 5. W eźm y pod uwagę jakikolwiek punkt
Q (6, kj)

rdzenia danego pola, przynależny do linii obojętnej —  stycz
nej do obwodu danego pola, przechodzącej przez pewien 
ściśle określony punkt

M  (x, y)
obwodu, sprzężony z punktem Q (lub przynależny do Q). 
Oznaczmy przez
kąt, jaki tworzy z osią dodatnich X -ów  styczna rdzenia, prze
chodząca przez punkt Q; różniczkując (51) i (52), znajdziemy 

,, V  yy '' dx
di  —  o-.—1-------- TToS [y  —  x y  ) 2 
^ __ H  x y "  dx

gdzie

a stąd

S (y  —  x y ')2 

d2y
y  = d x2

df\
7]' =  =  tg (O = (62).

H x
d i —  y y '

Twierdzenie V. W spółczynnik kątowy stycznej rdzenia  
danego pola, przechodzącej przez dany środek naprężeń , jest 
funkcyą współrzędnych punktu sprzężonego.

§ 6. Oznaczmy przez

kąt, jaki promień wodzący
0

O M
tworzy z osią dodatnich X-ów; na mocy równania (62) bę
dziemy mieli

Z f - j - F t g w t g S ^ O , ...................... (63)
co dowodzi, że promień wodzący O M  leży na średnicy elipsy 
centralnej naszego pola, sprzężonej ze średnicą, równoległą do 
stycznej rdzenia pola

Twierdzenie VI. S t y c z n a  r d z e n i a  p o l a , p r z e c h o d z ą c a  
p r z e z  d a n y  ś r o d e k  n a p r ę ż e ń , j e s t  r ó w n o le g ła  d o  ś r e d n i c y  c e n 
t r a ln e j  e l ip s y  b e z w ła d n o ś c i  d a n e g o  p o l a , s p r z ę ż o n e j  z e  ś r e d n ic ą ,  
p r z e c in a ją c ą  o b w ó d  teg o  p o la  w  p u n k c i e  s p r z ę ż o n y m .

§ 7. Dzieląc równania (51) i 52) będziemy mieli:
, d y  H i

» = s  =  t g “  =  - F v  ■ • - - (64)
co nam pozwala wypowiedzieć

Twierdzenie VII. W spółczynnik kątowy stycznej obwodu 
danego pola jest funkcyą współrzędnych środka naprężeń , przy
należnego do danej stycznej.

§ 8 . Biorąc pod uwagę, że:

t g f  =  f .
mamy z równania (64)

- f f - f - t g a t g P 7 = 0 , ...................... (65)
co daje :

T wierdzenie V III. Styczna obwodu jest równoległa do śred
n icy  centralnej elipsy bezwładności danego pola, sprzężonej ze 
średnicą przechodzącą przez przynależny do danej stycznej śro 
dek naprężeń.

§ 9. Równanie (63), porównane z (65), daje 
tg  « tg  p =  tg to tg  e,

skąd

tg® t g p ’ ............................( }
a zatem

Twierdzenie IX . W spółczynniki kątowe stycznych obwodu 
oraz rdzenia danego pola mają się do siebie, jak styczne kątów 
biegunowych punktów , przez które przechodzą owe styczne.

(C. d. n.) L . S. Karasiński.


