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Ogolne roOwnanie pieciu momentow.

Napisat L. Karasiniski.

1. Biore pod uwage belke, pierwotnie prosta,
poziomo wsparta na podporach. Ze $rodka K jej
skrajnego przekroju prawego wyprowadzam o$ X na
lewo, ¥ — w do6l. Punkty podparcia 4, (=0, 1,2,..w)
nieodksztalconej X znakuje kolejno, po-
czawszy od skrajnego lewego do. Wszystkie podpo-
ry sa poziomo ruchome, a wiec tozyskowe lub
posuwne, jedna tylko nie ma posuwu poziomego,
ze wzgledu na konieczno$é unieruchomienia belki, —
jest przeto stata lubprzegubowa. (Technik,
1926. Statyka, str. 197—199).

W gléwnej plaszczyznie XY bezwladnoéci belki
lezy jej obciazenie zewnetrzne pionowe: sity piono-

we, pary sil skupionych momentéw zewnetrznych,

oraz pionowe warstwy obciagzen ciagtych., Momenty
lewoskretne i sily, jednozwrotne z osig ¥, uwazam
za dodatnie., Kierunek wzrostu momentéw gnacych
i sif tnacych belki obieram sprzeczny z kierunkiem
osi X, Sily osiowe wszedzie sa réwne zeru: belka
zgina sie plasko, nie mimosrodkowo. Wymiary po-
ziome moga by¢ uwazane za niezmienne przy tem
odksztalceniu, zawartem w granicach praktycznie
dopuszczalnych., Nadto — odpér poziomy owej je-
dynej podpory staltej lub przegubowej ma warto$é
zerowa, wszystkie podpory przeto mozna rozpatry-
waé jako posuwne, lub lozyskowe.

Odcinek odksztalconej zawarty pomiedzy dwo-
ma sasiedniemi punktami podparcia 4,—, 4. przy-
nalezy przestu (n) belki Odleglosé pozioma
A, 4 — oznaczam przez l. Gdy belka wystaje
poza podpory skrajne — lewy odcinek, wystajacy
poza 4,, nazywam wspornikiem lewym, pra-
wy, wystajacy poza Ay — wspornikiem pra-
wym.

Moment gnacy (loco citato) tuz przed 4, nazy-
wam momentem odporowym M, sile tnaca tuz przed
An—sila tnaca @n Pionowy odpér podpory 4.
oznaczam przez V,, moment sprzeciwu podpory 4,
przez Nn. Zatem tuz za punktem 4, bedziemy mieli
muoment gnacy M, -+ N, i sile tnaca @n ~ V. Rzedne
odksztalconej oznaczam przez ¥, odchylenia jej sty-
cznych od nieodksztalconej X — przez 4. W punk-
cie podparcia 4, znakuje odpowiednio %,, %'». Pod-
pore 4;, lozyskowa, niesprezysta cechuja wartoéci
yi=1"1=0, tego rodzaju podpora moze byé przeto
tylko skrajna, albowiem przy i=1,2,.., w—1
belka rozpada si¢ na dwie belki: %- przestows oraz
w — 1%~ przestowa. Dla niesprezystej podpory 4; po-
suwnej: =0, Odpory M., V, podp6r sprezystych
moga byé zawsze wyrazone w zaleznosci od ¥, ¥'n.
Zaleznoéci te beda linjowe dla podpér wzorowo
sprezystych: tozyskowej 4, przynaleza:

, Vn:_cn Yn, an’_'an yln,
posuwnej:
Vnz_"cn yn,Nn=9n=0-
Podpore loiyskowa niesprezysta cechuja wartosci:
Cn = 9, =C0, posuwng za$§ niesprezysta: ¢, = o
N" — Bn ::0‘

2. Pierwotny uklad Clapeyron'a 3w -}- 3 niewia-
domych dla belki prostej, w — przeslowej, plasko
zginanej, obejmuje:
w-+1 momentéw M,, w-+1 odchylen %'., oraz
w1 sit tnacych @, lub, co na jedno wychodzi, ty-
luz odporéw pionowych V., W najogélniejszym wy-
padku belki, opartej na w -1 podporach lozysko-

~O

wych, wzorowo sprezystych, uktad Clapeyron'a da
sie zastapié¢ uktadem:
w -1 momentéw M, w -1 odchylen y's, oraz
w -1 rzednych ¥x.
Te niewiadome nalezy wyznaczyé z réwnan statyki
i wytrzymalosci. Zacznijmy od réwnar statyki.
W przeéle pierwszem:
M, = M,~+ N, +[V,-+ wypadkowa obciazenia ze-
wnetrznego wspornika lewego] I, - [moment obcia-
zenia zewnetrznego pierwszego przesta wzgledem 4.
Stad bezposrednio:

"M, M, N,
VO-_-—-—"Zl——l—f— ll +Uo, .. (a’]

gdzie ¥, oznacza sume odporéw pionowych, jakieby
panowaly w punktach 4, lewego wspornika i przesta
pierwszego, gdyby te odcinki belki powycinaé i, nie
zmieniajac ich obcigzeni zewnetrznych, — wspornik
lewy osadzi¢ w 4, na podporze stalej, a przeslo (1)
ustawi¢ koncami na podporach: przegubowej i po-
suwnej. Z kolei;

M,=M.—y -+ No—y + [@n—y +Va—1] ln+ [moment
obcigzenia zewnetrznego przesta () wzgledem A4,].
Moty = Mu—+ Not [@n—y + Vooy + Va |- wypad-
kowa obciazenia zewnetrznego przesla (n)] lny, -
~+[moment obciazenia zewnetrznego przesia (n-+1)
wzgledem Any4].

Stad bezpoérednio dlan=1,2,.... w—1:

_Iﬂ’n.l_l __1_ 1 Mn+1
Vn—— ln - ( ln E—}j;) ”+ er+1 +
Noy Noo .
_}_ i P ln-}-l + Vny o« + + . . [b)

gdzie vn 0znacza sume odporéw pionowych, jakieby
panowaly w punktach A,, przgsel (n) i (n—-1),
gdyby te przesta powycinaé z belki, i, nie zmienia-
jaclich obciazen zewnetrznych, poustawiaé koficami

na podporach: przeguboweji posuwnej. Réwnanie

- statyki dla sit pionowych daje, po uwzglednieniu

réwnar (a) i (8):

sz Mw Nw—l

My—s
lw /w + lw —4‘ Uw., . (C]

gdzie v, oznacza sumeg odporé6w pionowych, jakie-
by panowaly w punktach 4, przesta (w) i wspor-
nika prawego, gdyby te odcinki powycinaé z belki,
i, nie zmieniajac ich obciazen zewnetrznych, wspor-
nik prawy usadzi¢ w 4, na podporze stalej, a prze-
sto (w) ustawi¢ koficami na podporach: przegubowej
i posuwnej.

Drugie réwnanie statyki, réwnanie momentéw,
da bezposrednio:

Mi==# , . . & « 4 (d

My+4+Ny=—M,, . . . . [0

gdzie M; oznacza moment obciazenia zewnetrznego

wspornika lewego wzgledem punktu 4,, a M, —

moment obcigzenia zewngtrznego wspornika pra-
wego wzgledem punktu 4,,.

. Rownania wytrzymaloéciowe Clerc'a obu ro-
dzajow (P. T. 1927, str. 329, kolumna druga, wzor
drugi i trzeci od géry) nalezy wypisaé dla w przesel
belki, poczem, korzystajacz (a), (8), (¢) oraz ze wzo-
row: Vy=-—c, Yyo—wyrazié ¥, w zaleznoéci od U, i
N,. Po podstawieniu tych wartoéci we wzory Clerc'a
i uwzglednieniu réwnan N,=—2, ¥/'», otrzymamy.
2w réwnari o 2w -2 niewiadomych M, i Nu.
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Powyisze wzory uzalezniaja poszczegdlne Nn od M.

4, Rugu]qc zwyklem obustronnem dzieleniem
N. (n=1, 2, . w—1) ze wzoréw.(g) (7), (4), (7)
otrzymamy W — 1 réwnarfi o w —+1 n1ew1adomych M,
Sa to najogélniejsze réwnania piegciu
momentéw. Mozna z nich wyznaczy¢ wszystkie
niewiadome M,, nalezy jednak dodatkowo uwzgle-
dnié¢ zaleinosé (d) oraz réwnanie,jakie otrzymamy,
rugujac N» z réwnat (8) i (k). W szczegdlnym
wypadku podpory 4, (lub A.) stalej lub lozysko-
wej niesprezystej, naleiy zalozy¢ N,=0 (lub N, =0),
a nadto pominaé réwnanie (d) lub (e).

Ogélne réwnanie pigciu momentéw oddaje cen-
ne ustugi w wypadku podpér wzorowo sprezystych
Iozyskowych i posuwnych Wyplywa zen bezposre-
dpio wzér Pearson'a w zatozeniu zerowych warto-
$ci wszystkich 3., to jest w zalozeniu podpér posu-
wnych wzorowo sprezystych. W zalozeniu wszy-
stkich 8,=0 oraz ¢, =00, og6lne réwnanie pigciu
momentéw staje sie réwnaniem Clapeyron'a, dla
podpér posuwnych niesprezystych, uszeregowanych
na jednym poziomie,
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W  szczegblnym wypadku réwnych przeset
i jednakowych spotczynnikéw sprezystosci podpér,
bedziemy mieli: ln =1, cn =¢, 8, =23 przy n = 0,1, 2..,
w, a przeto ogélne réwnanie pigciu momentow:
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Kolejnos¢ obliczeri jest zawsze ta sama we
wszystkich wypadkach. Z ogélnych réwnan pieciu
momentéw, oraz dodatkowych (d), (¢) i (k) wyzna-
czymy momenty odporowe M, zwykla droga roz-
wigzywania réwnan linjowych, lub tez, przy zna-
cznej liczbie przesel— sposobami, zapozyczonemi
z teorji réwnan réznicowych. Po podstawieniu otrzy-
manych M, we wzory (7, (g), (A) i (k) wyznaczymy
momenty sprzeciwu N, a nastepnie odpory piono-
we V. ze wzoréw (a), () i [¢). Stad bezposrednio
w ogélnym wypadku:

= Va — N".
y,,-—-—goraz yn-—-——-a—n

Sity tnace otrzymamy droga sumowania obcig-
zedl i odporéw pionowych. Przy wyznaczaniu mo-
mentéw gnacych skorzystamy z uogélnionego wzoru
Bresse'a:

M:M"_1+Nﬂ—1+(Ml_Mn—l_‘ n—l];lz‘—i—mn
(P. T. 1927 str. 330).

Wreszcie ze wzoréw Clerc'a lub Clapeyron'a
otrzymamy rzedne ¥ i odchylenia %' odksztalconej
przesta (n) w poziomej odleglosci € od punktu pod-
parcia A,_1. W tym celu wyodrebniamy przesta {e)
i (ln—-€). Dwa wzory Clerc'a:

g e =1 —¥ 1 Mede
y= e eJ EI —
0
In—e
w¥=—th 1 (Mudy
Tl —e L,,—e.} EI

0
wypisane dla tych dwéch przesel pomocniczych da-
dza szukane ¥, ¥". Te same niewiadome odksztal-
conej lewego wspornika, przynalezne poziomej odle-

gloéci e od punktu podparcia 4,, wyznacza sie ze’

wzoréw Clerc’a:
, —1 1 ?Mzdz
Y, Y—Y / s

e e.) EI
(4]
Y=Y 1 [ Mudu
y = e e EI
0

wypisanych dla przesta (¢). Podobny uktad réwnan
otrzymamy réwniez i dla prawego wspornika.

W powyzszych rozwazaniach zawarte jest cal-
kowite rozwiazanie zagadnienia belek prostych, pta-
sko zginanych,

5. Wypadek réinych pierwotnych pozioméw
punktéw podparcia belki prostej wymaga szczego-
towego omowienia. Wezmy pod uwage uktad punk-
tow A, podpér, uszeregowanych mniej wigcej po-
ziomo w pionowej plaszczyznie. Nieobcigzona i nie-
wazka belka prosta, poziomo opuszczana, oprze sie
na punkcie podparcia najwyzszym, pochyli si¢ i we-
sprze na jednym z pozostalych. Zatem pod jarzmem
pionowego obciazenia plaskiego pocznie wyginaé
sie mimo$§rodkowo. Zginanie plaskie, nie mimoéro-
dkowe, wyklucza wszelkie pietwotne pochylenia bel-
ki prostej; zalézmy przeto, ze w ukladzie punktéw
4, przynajmniej dwa punkty leza na najwyiszym
poziomie. Przez te punkty przejdzie nieodksztalcona
X belki, Punkty pozostale leze¢ bedq w odlegto-
§ciach pionowych pierwotnych (¥i), od osi X. Sto-
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pniowe wyginanie belki pionowem obciazeniem plas-
kiem, lacznie ze sprezystemi odksztalceniami owych
najwyzszych podpér,— wlaczy kolejno coraz to inne
punkty do gromady punktow istotnego podparcia,
poczem ustali si¢ rownowaga catego ukladu, pewna
cze$¢ jednak punktéw A, moie w tem nie wziaé
udziatu.

Nalezy przeto rozrézniaé podpory obustronnego
i jednostronnego dzialania pionowego. Te ostatnie
moga tylko wej§¢ do gromady owych nieistotnych
podpér ukladu,

Nadto podpory lozyskowe istotne moga mieé pier-
wotne odchylenia (¥'s), od poziomu, zatem w najogol-
niejszym wypadku ostateczna rzedna odksztalconej:

v,

Yo = [Yn)o — c—

a. ostatecznie odchylenie jef stycznei od poziomu:

I L
Chcac przeto uwzglednié pierwotne wartosci rze-
dnych i odchylefi odksztalconej na podporach, na-
lezy we wzorach Clerc’a drugiego rodzaju (f), (9), (7)
dodaé z prawej strony wyrazy:
(ynTyn-f—l _y,n) ,
) -1 0
a we wzorach Clerc'a pierwszego rodzaju (%), (7), (k)

wyrazy:
'yn ) = yn )l
( In yJ

rébwniez z prawej strony.

y
0

Podpory jednostronnego dzialania daja odpory
wylacznie tylko jednego znaku, zatem po otrzyma-
niu Mn, Na, V. nalezy wszystkie podpory przyna-
lezne odporom znaku odwrotnego pominagé, a wszy-
stkie rachunki rozpoczaé na nowo.

Prosty przyktad najlepiej to uwypukli. Belka
pozioma o stalym przekroju opiera sie koncami
na odporach niesprezystych, przegubowej i posu-
wnej, Pionowa 0§ sity zewngtrznej P dzieli ja na
dwie polowy I Na tej osi, w odlegloéci f od nie-
odksztalconej X lezy pod’ belks trzecia niesprgzy-
sta podpora posuwna jednostronnego dzialania. Jej
odpé6r pionowy V moze by¢ tylko ujemny. Wzér
Clapeyron'a wypisany dla obu przesel I da:

6 EI [:lf +:;I] —2(+ )M,
Nadto ze wzoru (), po uwzglednieniu war’cos’ci
srodkowego momentu gnacego M, otrzymamy:

, 1,1 6 EI

= — | | M —P =

g (l i -z)“ F="5
Zatem podpora érodkowa bedzie istotna, gdy V<< 0,
co odpowiada warunkowi: '

Pl
< gEr
staje sie zbedna natychmiast, gdy:

PP
&
Ten sam wynik otrzymamy réwniez i dla pod-
pory §rodkowej jednostronnego dzialania, wzorowo
sprezystej. '

f—P.




