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Tom XLYII.

9) Wyzej wspomniang granice otrzymujemy oczywiscie,

ktadac R=0

we wzorze (5), co daje
n 1JLe O (31)
T HJs

rownanie prostej, zwanej linig obojetng danego pola.

Z samego ksztattu réwnania (31) wyciggamy

Whiosek XX. Linia obojetna nie moze przechodzic przez
srodek sprezystosci danego pola.

10) Linia obojetna przecina osie wspdtrzednych w punk-

tach:
N T ) N> - s,) e
z czego wyptywa, ze, jesli naprzykiad
i > 0, > 0,

t. j. jezeli punkt Q lezy w pierwszym kacie, to linia™ obojetna
przecina ujemng 0$ Z-6w i ujemng 08§ F-6w. Wogble mamy;

Whiosek XXI. Linia obojetna przecina boki kata osi wspoé#t-
rzednych wierzchotkowo przeciwlegtego katowi tychze osi, w kt6-
rym lezy $rodek naprezen.

11) Poprzedni wniosek traci zupetnie swa wartos¢ w e-
dy, gdy srodek naprezen lezy na jednej z gtdwnych osi ez-
wiadnosci.

Ktadac w réwnaniu (31)

lub tez
7= 0,
otrzymujemy odpowiednio
5+ 4 =° e, ®
lub tez
L T | O (33)
V +7°S

réwnania linii obojetnych dla tych wypadkow.

A wiec mozemy wypowiedziec¢:

Whiosek XXII. Linia obojetna jest prostopadta do gtéwnej
osi bezwtadnos$ci, gdy na tej osi lezy Srodek naprezen.

Whniosek ten wyptywa réwniez bezposrednio z wniosku
(XV1), bo linia obojetna nalezy tez do ukiadu prostych (27).

12) Z samego ksztattu wzoru (5) wyptywa, ze napreze-
nie, powstajgce w danym punkcie M danego pola S pod wpty-
wem sity P, dzialajgcej na nasze pole w danym jego punkcie Q
a prostopaditej do pola 8, nie rézni sie od naprezenia, powsta-
jacego w Q pod wptywem tejze sity P, gdy ja zmusimy do
dziatania na nasze pole w punkcie M. Stad:

Whiosek XXIIl. Pomiedzy sitg zewnetrzna, prostopadta do
danego pota a dziatajgcg w danym Srodku naprezen, z jednej,
a naprezeniem, dzieki tej sile powstajagcem w danym punkcie,
z drugiej strony—zachodzi wzajemno$¢, polegajgca na tem, ze
skoro zamienimy role owych punktéw, naprezenie pozostanie
bez zmiany.

13) Wyobrazmy sobie ptaszczyzne,
Ssrodek sprezystosci danego pola i przez krese wyobrazajgca
dang site P. Oczywiscie pltaszczyzna ta bedzie prostopadia
do ptaszczyzny danego pola. Nazwijmy ja ,ptaszczyzna
sity P “.

Ptaszczyzna sity przecina sie z ptaszczyznag

X0Y
naszego pola S wzdtuz prostej

F F
na ktorej, oczywiscie, lezy punkt

Q (6, ri),
a ktorg ,osig sity P “ zwac bedziemy.

przechodzacg przez

1

Przez Srodek sprezystosci naszego pola przeprowadzamy
prosta X rx'

nalezaca do ukiadu prostych (27), t. j. rownolegta do linii
obojetnej 7020

naszego pola. Obie te proste tworzg z gtéwng osig bezwtad-

nosci OX naszego pola kat
\dY-\

a= arctg |~J ,

przyczem warto$¢ pochodnej otrzymujemy rézniczkujac row-
nanie (27) prostych ukfadu (27) lub, co na jedno wychodzi,
réwnanie linii obojetnej (31):
_4.9Y 7
vAadX H
Oznaczmy przez

(34)

kat, jaki tworzy promien wodzacy

oQ,
a co za tem idzie i prosta Y'Y' z osig wspoOtrzednych OX.
Oczywiscie mamy

tgP =
a przeto rownanie (34) da nam :
ff-ftgatgp7=0,

co dowodzi, ze prosta X' X' i 0$ sity P — to dwie sprzezone
Srednice elipsy bezwtadnosci danego pola S. Stad:

Whiosek XXIV. 0$ danej normalnej sity, dziatajacej na
dane pole i prosta réwnolegta do linii obojetnej, a przechodzaca
przez $rodek sprezystosci tego pola, stanowig pare sprzezonych
Srednic elipsy bezwtadnosci danego pola.

Stad tatwy sposob budowania osi obojetnej, gdy mamy
dany S$rodek naprezen, a co zatem idzie i 0$ sity P. Sposob
ten podany byt w kohcu poprzedniego paragrafu wraz z do-
wodzeniem.

§ 3. Rowniez odnalezienie Srodka naprezen, przyna-
leznego do danej linii obojetnej, nie nasuwa zadnych trudno-
Sci, zwazywszy, ze prosta owa przecina osie wspotrzednych
w punktach:

f,

OA — 1, OB = (rys. 9).



Aby znalez¢é naprzyktad odcietg

srodka naprezen

_ Q (6 >
odktadamy na osi gy
odcinek
011= — OH'= -£
Rys. 9.

(w danym wypadku zupetnie wszystko jedno, czy odktadamy
OH. czy tez OH") jako tez i odcinek

00 = — 00' = 1.
Prowadzgc dalej prostg
AH
przez punkty A i H (lub prostg
AH'
przez punkty A i H'), a nastepnie prostg
FO

(lub tez prosta

przechodzaca przez punkt O (lub Cr), a prostopadtg do pro-

stej AH (lub AH'), otrzymujemy z podobnych trdjkatéw :
AOF O co\ OAH (lub AOFO' <« A0AHY

proporcye:

— OF: OH=00:

skad:

0A (lub: - OF:OH'= 00°":

OF= - Z 00=-T LAO™i-
W podobny spos6b otrzymujemy rzedng
\Y
odktadajac odcinki

00 = — OC = OoOb= — OD'= 1,
na osi OX\ niech prosta

BC (lub BC")
przechodzi przez punkty B i C (lub C"), a prosta

ED (lub ED")

niechaj przechodzi przez punkt D (lub D'), bedac prostopadta
do prostej BC (lub BC'). Z podobnych tréjkatow
A OED ~ A OCB (lub A OED' 0o A 0C'B)
otrzymujemy zupeinie tak, jak poprzednio:
H
0E=Z — s. OB = 7

Czed¢ trzecia. Teorya analityczna rdzenia pola.

§ 1. Oznaczmy (rys. 10) przez

linie obojetng danego pola
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pozostajgcego pod wptywem sity normalnej, dziatajacej w pew-
nym jego punkcie, oraz przez
a
kat nachylenia prostej X0X 0 ku gtdwnej osi bezwtadnosci
0X
naszego pola.
Chcemy na mocy tych danych okresli¢ potozenie srodka
naprezen. Q (£ i),
przynaleznego do danej linii obojetnej.
Wezmy na danej linii obojetnej dowolny punkt

M (X, y),
réwnanie prostej X 0X 0 przez ten punkt przechodzacej bedzie:
(Y —y)— M (X — X) e (36)
czyli
Xm— Y-f (y— mx)= 0,. (36)
gdzie
M = 10 @ v (37)
Rys. 10.

Roéwnanie (36) rozni sie ksztattem jedynie od réwnania

zT+rff-t4=" ............. (€3]
danej linii obojetnej, a wiec wspdtczynniki obu tych réwnan
czyni¢ winny zado$¢ réwnaniom:

wi 1_y  ytix (39)
OA), i ~ J9 N
\Y% H S
z ktorych otrzymujemy wzory:

T it e (40)

S (y — xm)
N = (41)

1 S (y—xm)

okreslajgce potozenie Srodka naprezen, przynaleznego do danej
linii obojetnej.

Poniewaz pomiedzy wspo6trzednemi obranego punktu M
i wspotrzednemi jakiegokolwiek innego punktu

M1(xLy})
lezgcego rowniez na danej osi obojetnej, zachodzi zwigzek :
yXx— mxl= y — mx,

przeto mozemy wypowiedzie¢ nastepujace

Twierdzenie /. Wsp6trzedne S$rodka naprezen, przynalez-
nego do danej Unii obojetnej, moga by¢ wijrazone w funkcyi
wspotrzednych jakiegokolwiek punktu, lezacego na tej prostej,
oraz wspotczynnika katowego danej linii obojetnej.

8§ 2. Przeprowadzmy przez srodek sprezystosci danego
pola dwie proste:

prosta jt

réwnolegtg do danej linii obojetnej
x 0z 0,

oraz prosta y, Y,

przechodzaca przez Swiezo znaleziony $rodek naprezen Q.
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Kat, jaki promien wodzacy

0Q
(a co za tem idzie i prosta Y' Y') tworzy z dodatnig osig 0X,
oznaczamy przez

przyczem oczywiscie:
(42)
a wiec na mocy rownan (39) bedziemy mieli
H+ tgatgpVv= 0 ,
co dowodzi, ze proste X'X'i Y'Y' stanowig pare sprzezo-
nych $rednic centralnej elipsy bezwtadnosci naszego pola.
T*(ordzenie Il. Srodek naprezen, przynalezny do danej
linii obojetnej, lezy na Srednicy, sprzezonej ze $rednicg central-
nej elipsy bezwtadnosci danego pola, rdwnolegtg do danej linii
obojetnej
8§ 3. Gdy dana linia obojetna jest réwnolegta do osi

wtedy, oczywiscie, rownanie (36) posiada ksztatt

X — X, (m = o00) (44)
i zamiast (38) mamy tu réwnania:
*
J_J L_ o (45)
Vv H 8
skad otrzymujemy bezposrednio wzory:
:?7 ©sx (46)
A~ oo (47)

okreslajace potozenie $rodka naprezen dla danego poszczeg6l
nego wypadku, kiedy
m = o00.
Wyniki powyzsze (46), (47) mozna rowniez otrzymad
ktadac we wzorach (40, (41):
m = o0,
bowiem wtedy:
, _r Fm 1 ( Y, ) Y,

'~ LSTyYxmyJm — 00 "
H * ) beoo
—H

N Ls (y— xm)Im = oo
a wiec wzory (40), (41) nie tracg swej wartosci i w danym
wypadku, t. j. przy m nieskohczenie wielkiem.

Teraz, kiedySmy juz dowiedli zupelnej ogélnosci wzo-
row (40), (41), przypusémy, ze nieskoniczenie wielka ilo$¢
liftu obojetnych przechodzi przez dany punkt

. , . m (X>

Kazdej z tych linii obojetrgycﬁ/? araczej kazdej poszczego6l-
nej wartosci wspotczynnika m we wzorach (40) i (41). odpowia-
da pewien okreslony srodek naprezen; zespo6t tych wszystkich
punktéw tworzy miejsce geometryczne $rodkéw naprezen,
odpowiadajgcych réznym wartosciom katowego wspétczyn-
nika m.

Z tatwoscia znajdziemy réwnanie tego geometrycznego
miejsca, rugujgc m z réwnan (40), (41). Tg drogg otrzymuje-
my réwnanie prostej

T -1"rf"h = (48)
tworzacej kat
Hxl
T= arctg | N (49)
z osig dodatnich X-ow. y
Twierdzenie Ill. Nieskonczonej ilosci linii obojetnych, prze-

chodzacych przez dany punkt pola, odpowiada nieskoriczona
ilos¢ Srodkdéw naprezen, tworzacych lini¢ prosta, czyli geome-
tryczne "'miejsce Srodkéw naprezen, odpowiadajgcych réznym
wartosciom wspoétczynnika katowego poszczegdlnych linii obo-
jetnych, przechodzacych przez dany punkt.
§ 4. Niech réwnanie
P(x,y)= 0
wyznacza w ukladzie osi wspoétrzednych (rys. 11)
OoX, OV,
bedacych gtdwnemi osiami bezwtadnosci danego pola
S,
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wypukitg krzywag e

ciagta, bez punktéw szczegdlnych, stanowigca obwdd naszego
pola 8.

/>
f
............. ( \
o nN—
Fcj: 0=0
N=
ly
Rys. 11
Przypusémy, ze dana linia obojetna
jest styczng obwodu K w pewnym jego punkcie
M (X, ).
W danym wypadku wspoétrzedne srodka naprezen
Q &%),
przynaleznego do linii obojetnej X0XO0, beda:
t_
S (Y = XY>) e (ol)
N— S (Y— XYD ' e, 529

przyczem, oczywiscie, tutaj wspoétczynnik katowy danej linii
obojetnej

m = tga=*y;=-(ij ) e e (53)
okresli sie z rownania
dP (x,y) dP (x, y)
aa: + y & T - - 5 n . . (54)
a wiec ostatecznie bedziemy mieli wzory:
dP(x,y)
g__ \% dx 1
8 SP(X,y) 3P (x, YN\
dy ) dx
y SPjxLy);
dy
czyli
dP (x,y)
P = \ dx
8 ~dP(x,y) SPTAjy) (55)
dx ~J dy
i zupetnie tak samo
dP (x,y)
*1 H dy
= 56
8 x dp foy) L. XV (56)
dx ~t_2/ dy

_ Rozpatrzmy teraz uktad linii obojetnych, tworzacych
roj stycznych obwodu danego pola. Kazdg z prostych te°-o
uktadu w zupetnosci okreslajg wspo6trzedne

X,y
punktu stycznosci M, oraz wspotczynnik kagtowy, t.j. war-
tos¢ pochodnej
dp

dx
y— —dp
dy
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w tym punkcie; a do kazdej linii obojetnej—stycznej obwodu
przynalezy pewien okreslony $rodek naprezen. G-eometrycz-
nem miejscem wszystkich tych $rodkéw naprezen bedzie
krzywa, rdzeniem danego pola zwana.

Réwnanie rdzenia wyznaczymy,
(55) i (56) zmienne

wyrazajac z rownan

s, Yy
«w funkcyi ,
~1
t. j. znajdujac zaleznosci
* = <P(€,0H]), e (57)
Y= 0@ 70, (58)

i podstawiajac je w rownanie (50); ta drogg otrzymujemy
réwnanie

P @ 4= o
czyli réwnanie

F (,i)= 0
rdzenia danego pola.

Tutaj nastrecza sie pytanie, czy rdzen istnieje zawsze
dla danego obwodu pola; inaczej moéwiac, czy zawsze otrzy-
mac¢ mozemy jego réwnanie (59). Z tatwoscig zauwazy¢ mo-
zemy, ze réwnanie (59) zawsze wyznaczy¢ mozna, gdy zmien-
ne x,y w funkcyi zmiennych 4, ~ wyrazi¢ sie dadzg, innemi
stowy, réwnanie (59) wyznaczy¢ mozna tylko wtedy, gdy wy-
znacznik funkcyjny

26
dx dy
J= (60)
h h.
dx dy

nie jest zerem w ogo6lnosci.
Na mocy wzorow (55) i 56) otrzymujemy,
czesciowo po x i poy

rézniczkujac

i _ 3£ dy 3e 97]
Sx dy 3y 2x
o dP dP dz2r d2P 1dP\2 d2P idP\
h vadx dy dxdy dx2[dy] ~ dy2 \dxj
s2 I dP 3P\3
T 3x +e zy)
Pozatem mamy:
dpP dP
dx + *'5f= °.
dr dpP d>r d2rP
i dy+ 2y'dxry + y,2dr/ = 0
skad
d2P dP dP d2P 1dP\9_d 2P [dP\2
y N 3xdy dx dy dx2 \dy dy2 \dxj ’
a wiec ostatecznie wyznacznik:
T ) e e @
y dP GBA3 S2 (y —xy'Y
+1/d

Poniewaz w ogdlnosci
.
ani tez, co wyptywa z okreslenia funkcyi P,

dP
v 20,

przeto rdzen, przynalezny do danego obwodu, istnieje zawsze.

Twierdzenie IV. Uktadowi linii obojetnych,, tworzacych rdj
stycznych obtvodu danego pola, zawsze odpowiada pewna Scisle
okres$lona réwnaniem (59) krzywa, tak zwany rdzen danego
pola, czyli geometryczne miejsce sSrodkéw naprezen, przynalez-
nych do poszczeg6lnych linii obojetnych — stycznych do obwo-
du danego pola.

Wyznacznik funkcyjny J jest zerem tylko jedynie
w tym poszczeg6lnym wypadku, gdy stale
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wtedy bowiem oczywiscie i
J= 0.
Jest to wypadek linii prostej
y — ax b,
stanowigcej cze$¢ obwodu danego pola; rdzen, przynalezny

do takiego obwodu, redukuje sie, jak wiadomo, do punktu
pojedynczego.
§ 5. Wezmy pod uwage jakikolwiek punkt

Q
rdzenia danego pola, przynalgzny do linii obojetnej — stycz-
nej do obwodu danego pola, przechodzgacej przez pewien
scisle okreslony punkt

M (X, y)
obwodu, sprzezony z punktem Q (lub przynalezny do Q).
Oznaczmy przez

kat, jaki tworzy z osig dodatnich X-60w styczna rdzenia, prze-
chodzgca przez punkt Q; rézniczkujac (51) i (52), znajdziemy

g \Y )iy" dx
T ey 8
no H xy" dx
S (y — xy")2
gdzie
dy
Y = dx2
a stad
df\ Hx
7T= = tg ©O= , (62).
di — yy

Twierdzenie V. Wspdiczynnik katowy stycznej rdzenia
danego pola, przechodzacej przez dany $rodek naprezen, jest
funkcyg wspétrzednych punktu sprzezonego.

§ 6. Oznaczmy przez

0
kat, jaki promien wodzacy

oM
tworzy z osig dodatnich X-6w; na mocy réwnania (62) be-
dziemy mieli

Zf-j-FtgwtgS™ 0O, i, (63)

co dowodzi, ze promien wodzacy OM lezy na S$rednicy elipsy
centralnej naszego pola, sprzezonej ze $rednicg, rownolegtag do
stycznej rdzenia pola

Twierdzenie VL. pola, przechodzaca
przez dany $rodek naprezen, jest réwnolegta do Srednicy cen-
tralnej elipsy bezwtadnos$ci danego pola, sprzezonej ze $Srednica,
przecinajaca obwdéd tego pola w punkcie sprzezonym.

§ 7. Dzielgc rownania (51) i 52) bedziemy mieli:

dy H i

tg*“ =
co nam pozwala wypowiedzie¢
Twierdzenie VII. Wspoétczynnik katowy stycznej obwodu
danego pola jest funkcya wspoétrzednych srodka naprezen, przy-
naleznego do danej stycznej.
§ 8. Biorac pod uwage, ze:

Styczna rdzenia

» = S = -F v o e - -

(64)

tgf = f
mamy z réwnania (64)
-ff-f-tgatgP 7=0, o (65)
co daje :

Twierdzenie VIII. Styczna obwodu jest rownolegta do Sred-
nicy centralnej elipsy bezwtadnosci danego pola, sprzezonej ze
$rednicg przechodzaca przez przynalezny do danej stycznej $ro-
dek naprezen.

§ 9. Rdwnanie (63), poréwnane z (65), daje

tg « tg p= tg Dtg €
skad

tg®
a zatem
Twierdzenie IX. Wspoétczynniki kgatowe stycznych obwodu
oraz rdzenia danego pola maja sie do siebie, jak styczne katow
biegunowych punktéw, przez ktére przechodzg owe styczne.
(C. d. n) L. S. Karasinski.



