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Prof. Leon Karasinski.

621.791.5:625.143

Plaskie odksztalcenia szyny, jako belki, zwigzanej
z podporami sprezystymi, rownoodleglymi s

Wracam do swych rozwazan (J. B. 1937 str. 7)
i, wzorem prac poprzednich, daje tu réwnolegle
rozwiniecie, wtraciwszy miedzy szyne i podloze —
posredniczace podkiady. To utrudnienie, wiodace
do uciazliwszych wzoréw, jest moze zbedne przy
obciazeniach pionowych ze wzgledu mna stosunko-
wo niewielkie réznice wynikéw. Staje sie jednak
koniecznym dla obciazen plaskich ukosnych, pro-
wadzi bowiem blizej do istoty zjawisk.

Przedzieranie sie przez gestwiny wzoréw zmusi
mie nieraz do skrotéw na rzecz domyslnosci. Nie
bede si¢ powtarzal w okresleniach. Czesciowo zmie-
nie znakowanie.

1. W jednolite sprezyste podloze wilaczam
prosty cigg rownoodleglych jednakowych podkla-
déw o plaskich gornych scianach, lezacych w jed-
nym poziomie tuz nad podlozem. Ciezar wlasny
wgniecie te belki stalego przekroju nieco glebiej,
tworzac plaska podstawe wazkich podpér sprezy-
stych dla szyny — prostej belki niezmiennego
przekroju —— niewazkiej.

Jej podluznej osi X poziomej (rys. 1) nadaje
zwrot (x) — wlewo, osiom Y, Z — zwroty: (y) —
wdét i /z) — naprzaod.

(W)

Podluzna os podkladu zerowego, réwnolegla do
osi Z, przecina sie z osig Y. Dalsze podklady obu-
stronne oznaczam biezacymi liczbami, od tego ze-
rowego poczawszy. Ich osie podluzne leza w tych
samych odleglosciach poziomych. maja staly roz-
staw £ .W rzucie na o X daja punkty podparcia —
lewe i prawe w stosunku do zerowego.

Lewy punkt podparcia n ma wigc odcieta nh,
prawy — odcieta: — nh, przy zerowych rzednych.
Przeslem — nazywam odcinek belki pomiedzy sa-
siednimi punktami podparcia.

Pod jarzmem ciezaru wlasnego szyny, plaskie-
go obciazenia, jednostajnego nagrzania, lub ozie-
bienia jej tworzywa, pierwotna o$ podtuzna szyny

staje sie odksztalcona — krzywa, prawie zawsze
lezaca w plaszczyznie XY. W lewym punkcie pod-
parcia n pojawia si¢ przyrost u, pierwotnej odcie-
tej nh — poziomy, pionowy y, — pierwotnej rzed-
nej zerowej i pochylenie y', ku osi X — miej-
scowej stycznej odksztalconej. Te znikome przy-
rosty rodza odpory sprzeciwéw: poziomego i pio-
nowego —

Un:'_kunyyn:'_qyn
cbu — w kg, a nadto — moment sprzeciwu odpo-
rowego:
On == = dy,n

w cm kg, Wobec jednolitosci podloza i jednako-
wych podkladéw spétczynmiki: k&, ¢, d — poziome-
go, pionowego i obrotowego sprzeciwu podpér spre-
zystych sa niezmienne dla wszystkich punktow
podparcia. Pierwsze dwa maja wymiar kgicm,
ostatni zas: cm kg.

Plaskie obciazenie szyny, pierwotnie poziomej,
zawarte w plaszczyznie gléwnej XY tej belki sta-
tego przekroju, sklada sie z pionowej sily jedno-
stkowej p jej ciezaru wlasnego w kg/cm, a nadto
ze skupionych sit w kg — pionowych P, pozio-
wych H, oraz — prostopadlych do tej ptaszczyzny
skupionych momentéw K w cm kg.

To obciazenie, przy obranym zwrocie (w) —
prawym, da wypadkowe biezace tuz przed punk-
tem podparcia n (x. , y») odksztalconej: silte
osiowa S, pozioma, sile poprzeczna Q, pionowa
i moment gnacy M., rownolegly do osi Z. Tuz za
tym punktem bede mial wypadkowe:

Sn+Un:Sn_kun
Qn + Vo = Qn — qyn
M, 4+ On = M, — dys
Z pierwszego wzoru uzyskam dalsze dla sit osio-
wych, zalozywszy, ze w dwoch sasiednich prze-
slach: (n+1, n), (n, n—1) niema obciazen pozio-
mych. W tym zalozeniu:
Sn+1 2k Un+1 = 5 S, +Un — 7 i
Nadto, przy jednostajnym przyroscie f, dodat-
nim, lub ujemnym pierwotnej temperatury {,, sta-
tej dla obu tych przesel, poczatkowa diugos¢ jed-
nego z nich, dajmy na to, drugiego:

Xpn — Xp—-1 — h

wzrosnie o f ¢ h, za tym, w mysl wzoru (2, str. 8):

Up — Up—1 — {Sn + Un} + fih

h
EF



Inaczej jeszcze:

— ku, + kup—y = — 2iS8,—y — flthk

1 ostatecznie:
Ui — Upy = —2i 8,y — fthk
gdzie dla skrécenia wprowadzilem oznaczenie:

hk
2EF

i =
Zatem dla pierwszego przesla:
Upyy — U = —21i 8, — fthk
i, po odjeciu:
Upiy — 2Un + Uny = 2i(Sa—1— Sn) =2i U,
Réwnanie réznicowe:
Upn — 214 U+ Uiy =0
ma ogbélna calke:
U= Aa+Bb" . . . . . . (1)

przy czym podstawy a, b, jako pierwiastki réwna-
nia :

22—2(1+i)z+1=0

sa rowne:
a=1+i—yV 02+ ist
b= ——14ity 2+ Pi\1
a

Wobec tego:

— kuy, = U = Aa" + Bb* . . . (2)

@ Agr - 1—b

1
S» = — EFit |-
& 2i 2i

Bb" (3)

gdzie stale A, B nalezy okresli¢ z warunkéw kre-
sowych — na obu koncach szyny i w punktach
przylozenia skupionych sit osiowych H. Cala trud-
dnosé polega na wlasciwej ocenie odporowego dzia-
lania zlacz. Stad — koniecznosé poparcia wynikow
doswiadczeniem.

Znéw zalozywszy, ze w przesle (n, n—1) niema
obcigzen poziomych, biezacym punktem B (x, y)
odksztalconej (rys. 2) dziele to przesto na dwa
podprzesta: (n, B), (B, n—1) poziomych dlugosci:

V=X, — x, W=x— Xay = h— 0} 053
W tym punkcie B styczna odksztalconej tworzy
z osig X znikomy kat y’, wychodze przeto z przy-

blizonego réownania rézniczkowego (3, str. 8) od-
ksztalconej:

Ely' =M+ £
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gdzie dla skrécenia wprowadzilem oznaczenie:

7 =l
g

Zwrotem (w) zmierzam od punktu podparcia n
ku B i sprowadzam do tego srodka obciazenie zew-
netrzne podprzesia (n, B). To mi da wypadkowe
tuz przed B: sile poprzeczng pionowa V i mo-
ment Z — poziomy. Stad — wypadkowe biezace
tuz przed punktem B: sila poprzeczna

Q=Q + Y.+ pv +V

i moment gnacy:
M=Mn+ On - (Sn+ Un)(}’n —}’)+
+ @+ ¥a) o+ o 42

Dla koricowego punktu przesla, przy v row-
nym h:

Qn—l = Qn + Yn + Ph + Vn—l . (4)
Mn_1= Mn + On - Sn—l (yn 1 yn—l) +

e Q. 45V R4l %—ph2+zn_1 )
a przeto, po wyrugowaniu skladowych pionowych:
M= Sily — 3 % =y |+

+ (M, 4+ 0,) %Jr MH%* %pvw—{— W ©)

gdzie oznaczylem przez:

W = Zl= Zneyert
h

— moment gnacy tuz przed biezacym punktem B
przesla (n, n—I) niewazkiego, wycietego z belki
i podpartego izostatycznie koricami na podporach:
przegubowej i posuwnej — z zachowaniem miej-
scowego obciazenia zewngtrznego. Jest to (6) —
wzoér Bresse’a uogélniony.

Zatem rownanie rézniczkowe odksztalconej:

, e I
Ely" — S,-1y=R = [— Sa—t (ya w+ Y1 v)+

+(Mn + On)ll)"l‘ M,,__1 U] —17 puw + W + 18
da mi ogolna catke:

- 1 Elp
= Ae™ -+ Be™™ — — —=) . . .
y e e 5 (R + ~ \’ (7)

skad bezposrednio :
RI

I — Amx_Bmx____
y'=m [Ae e™] T
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przy czym:

T= S, =8, + Un, m= l/-ETI

N
R = T [T (yn —= yn—t) + Ma 4~ On —
1

Mo plo—w) W
o czym z latwoscig mozna sig przekonaé przez pod-
stawienie, zwazywszy, zZe:

v=—1w =1 W' =0 R =p.

Site osiowa S, wyznacze tu ze wzoru (3). Sta-
le catkowania A, B otrzymam, wypisawszy wzér
(7) dla punktéw podparcia: n, n—1 przesta, gdzie
v rowne jest zeru i h. Podstawienie wszystkich

tych wartosci da mi ze wzoru (7) dwa nowe, réz-
niacz sie budowa wzory:

On — dy’n o B o 6 o o, (9]
On = = dy’nwl [‘0]
Jezeli w dwéch sasiednich przestach: (n + 1, n).

(r, n — 1) niema obcigzen poziomych, to niewat-
pliwie, wedlug wzoru (5):

My — Mn+l ‘]1" On+l — &, (yn+l — yn) '{“
1.,
+ (Qnir+ Yar) h *F*zf pht - Z,

a nadto bezposrednio:

Mn—l - Mn+l '}— On+l e Sn (yn—|—l = ynfl) n
— Un (yn = yn1) 5 (Qup1 + Yoger) 2h==O; —+-
IC v g o gl R e et

Stad po wyrugowaniu:
Qn+l + Yn—l-l

i uwzglednieniu zaleznosci:

Un = Sn—l == Sn, Yn == =" Q4¥n
otrzymam ostatecznie wzér:
Mupy — 2M, + Ma—y + Ong1 — On —

—Sn Vnt1 +(qh—i—S" >[_S"“‘) Ya— Snkl Yn—1—
—pht 4 Zy — 2oy — V,h=0 (1)

2. Zatem, wyodrebniwszy m przesel, kolej-
nych co do zwrotu (w), wypisze dla nich (m—1)
zaleznosci (11), wiazacych (m + 1) rzednych y
ich punktéw podparcia, tylez momentow M tuz
przed owymi punktami oraz m momentéw sprze-
ciwu 0. Wyplywa to wprost z samego ksztaltu za-
leznosci (11).

Te same niewiadome, w ogélnej liczbie (3 m+2)
wejda do wzoréw (9), wypisanych dla m poczat-
kowych punktéw wyedrebionych przesel, a nadto
réowniez i do wzoréw (10}, wypisanych dla (m—1)

koricowych punktow tychze przesel, z wylaczeniem
ostatniego, a to dla uniknigcia wprowadzenia je-
szcze jednego momentu sprzeciwu O,., na razie

zbednego, bo nie wchodzacego do pozostalych
WZOorow.
Ogotem wiec mam réwnan (3 m — 2). Chce

z nich wyznaczyé m momentéw sprzeciwu O oraz——
(m + 1) rzednych y wszystkich punktéw podpar-
cia wyodrebionych przesel, lub — tylez momen-
tow M. Pozoslanie mi wobec tego jeszcze

(3m —2)—m —{(m + 1) = m—3

rownan dla (m + 1) niewiadomych momentow M,
lub tyluz rzednych y.

Zatem przy czterech wyodrgbnionych przestach
otrzymam ta droga tylko jedno rownanie, wiazace
pie¢ niewiadomych momentéw M, lub rzednych y.
Biore wiec cztery przesia pomiedzy kolejnymi co
do zwrotu (w) punkiami podparcia:

VYnto, ¥Yntl, Yn, Yn-1, Yn—2

Dla poczatkowych ich punktéw:

Ynio, Ynt1, Yn, ¥Yn—1

wypisze cztery rownania (9), dla koncowych zas:

Ynil, ¥Yn, Yn—t

trzy réwnania (10). Lacznie wigc z trzema zalez-
nosciami (11) bede mia} dziesieé¢ réwnan. Wyrugo-
wawszy z nich cztery momenty:

On+2, On+l ’ On 9 On—l

a z pozostalych szesciu rownan — pieé¢ rzednych
y, lub tylez momentéw M, otrzymam jedno liniowe
rownanie pieciu momentow:

M""“l’ M"'Hl M, » M"—-ly Mn—-2

lub — jedno liniowe réwnanie pieciu rzednych y,
a z niego, mnozeniem przez — ¢ jedno réwnanie
pieciu odporow:

Yn+2, Yl'l+ly Yn, Yn—l, Yn—g

réwniez liniowe.

Moge dorzucié jeszcze jedno réwnanie (10), wy-
pisane dla ostatniego punktu podparcia y. ,. To,
jedenaste réwnanie wprowadzi nowa niewiado-
ma — moment sprzeciwu O,—,. Zatem, wyrugo-
wawszy pieé rzednych y i tylez momentow M otrzy-
mam jedno réwnanie pieciu momentéw sprzeciwu:

On+2 s O"+l ) O" ’ On—l ’ O"'”z

Moge wreszcie wypisaé dla poczatkowych punk-
téow podparcia:

Yrtos Ynt1, Yn, Yn-1
wyodrebnionych przeset po cztery zaleznosci (4),

(5) i tylez wzoréw (9), a nadto — jeszcze cztery
wzory (10) dla koncowych punktow:

VYnt+1s Yny Yn—1y Yn—2



tychze przesel. Po wyrugowaniu z tych szesnastu
réwnan pieciu momentéw sprzeciwu O, tyluz rzed-
nych y i tyluz momentéw M otrzymam jedno réw-
nanie pieciu sil poprzecznych:

Qn+:v Qn—H, Q ’ Qn—l, Qn—2

Wszystkie te drogi sa pokrewne: prowadza do
roznicowych réwnan czwartego rzedu, liniowych,—
z gmatwajacymi wyrazami. Catkowanie ich jest
dos¢ latwe, a okreslanie stalych calkowania — na-
der uciazliwe. Najprosciej wiedzie do celu réwna-
nie pigciu rzednych y lub pieciu momentow M ze
wzgledu na dos¢ tatwe dalsze rugi niewiadomych:
O, Q. Ni¢ przewodnia wskazuja prawie zawsze
warunki kresowe, cho¢ same sa niekiedy zgota nie-
pewne, a nawet, o ile tycza zlacz — wprost wat-
pliwe.

Poza tym — wszystkie wzory (4—11) oparte sa
na domniemanej statosci rozstawu h wszystkich
punktéow podparcia, a ten zalezy nie tyle od wy-
miaréw podkladu, ile raczej od polozenia osi od-
poru poprzecznego, moze i niezbyt pionowego. Za-
lezy wiec od nieréwnesci gérnej powierzchni pod-
ktadu, od jej wychylenia sie z poziomu, od przy-
legania szyny, od miejscowych réznic sprezystosci
drewna, a nadto od nieréwnomiernego podbicia
i réznolitosci samego podtoza, niekiedy dosé znacz-
nej.
Z tym wszystkim lacza sie jeszcze i zastrzeze-
nia co do istolnej wielkosci sit osiowych S. Tu znéw
wchodza w gre niedoktadnosci wykonania szyny,
wady jej tworzywa, zuzycie zewnetrzne, krzywiz-
ny wrodzone i nabyte, niestarannie ufozenie i zwia-
zanie z podktadami, rychlo sig starzejace. Poza tym —
wszelkie nieprzewidziane uskoki obcigzen, uderze-
nia, niejednostajnosé¢ wplywéw cieplnych i zalez-
nos$é¢ od poziomych odporéw U, a wiec i od czynni-
kow, juz poprzednio zaznaczonych.

Odchylenia te sa jednak zwykle niezbyt znacz-
ne wobec rozbieznosci przyczyn i stracania sie
wplywéw obosiecznego. Stad — szeroka moznosé
wprowadzania $rednich: przy obciazeniach piono-
wych nieosiowych — wystarcza zalozenie samego
podioza, zwiazanego z szyna wprost, bez posred-
nictwa podkladow.

Ostre réznice wprowadza obcigzenie osiowe, tu
bowiem, de zczepnosci dolnej scianki podkladu
z podlozeni dotacza si¢ jego sprzeciw na bocznej —-
podluznej i moment tego sprzeciwu.

Poza tym przy wszelkich obciazeniach plaskich
pochylanie si¢ szyny o znikomy kat y’ w punkcie
podparcia zmusza podktad do czesciowego wtor-
nego obrotu, zaleinego od sztywnosci polaczen.
Stad — dalsze Zrédio momentéw sprzeciwu obro-
towego.

Moznaby wprawdzie, kosztem prostoty wzo-
réw, rozciagna¢ odporowe wlasnosci podtoza i na
ten sprzeciw; ta droga jednak uzyskane wyniki nie
okupia powaznych trudnosci. Sa zbyt sztywne. Zre-
szta, obciazenia poziome szyny, wobec pionowych
sg wprost znikowe i snadnie moga by¢ pominiete,
z wyjatkiem — sit osiowych przy gwaltownym,
naglym hamowaniu. O tym juz pisalem dwukrot-
nie.

3. Poza tym jest jedno jeszcze zagadnienie,
warte szerszego ujecia i zachodu. To — zesowanie
szyny, zwiazanej z podporami sprezystymi, réwno-
odleglymi. Ich zageszczenie az do ciaglego podto-
za mija sie z celem, zbyt bowiem zweza wzory.
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Chwiejnosé warunkéw kresowych na zlaczach
da sie tu zastapi¢ zlem mniejszym: obustronnym
przediuzaniem szyny poza wszelka miare. Tak po-
mysiana bezkresna belke wiaze poziomo z podpo-
rami.

Dodatni przyrost osiowy ¢ stalej temperatury
pierwotnej f, tworzywa szyny wzbudza w niej
sily osiowe $ciskajace dodatnie:

S.=—EFfi= S (12)
stale na calej dlugosci. Wyplywa to wprost ze
wzoru (3) po zmianie znaku i uwzglednieniu zero-
wej wartosci stalych: A, B, koniecznej wobec zu-
pelnie dowolnego wyboru zerowego podkladu.

Stad na mocy wzoréw (1), (2) — zerowosé po-
ziomych odpordéw i posuwoéw.

U.—=0 (13)

u, = 0 . (14)
wszystkich punktéw podparcia. Za tym, jak po-
przednio, przy obcigzeniu tylko ciezarem wiasnym
p szyny, przy zwrocie (w) prawym:
inZQ:+Yn+ph (15)
Mn 1 :Mn + On ‘}— S(yn e yn—l) "“
1
"{" (Ql + Yn) h +

- ph? 16
=i (16)

Rownanie rézniczkowe odksztalconej:
I 1
Ely" + Sy = = [S(ve w + yo1v)

(M= e E A A ] = e % Vil
daje tu:

y = A Sin. mx + B Cos. mx +1§[R _ AEIp].

S

Stale calkowania okresle tu z warunkéw na
kresach przesta, gdzie:

X=Xn, Y=Y, 0=0, w=—h
X = Xn-y, Y=Yn-1, U=h, w =0

i ostatecznie bede miatl:

YA Y10 | Mooy [L_ Stncwy el
h S h Sin. mh
__{_—Mn"‘i_on [E_Sin.mw]__pvw +
S _ h Sin. mh 28
e E”L)l [1—&&’2" o S-ii_"’fff]. (1)
S S Sin. mh
’ Yn — Yn— M., Cos. mv
= 0 1 — mh
Z h Sh [ s Sin. mh | +
M.+ O, Cos. mw p(v—uw)
T mp =2 T e i o
T TR ]+ 2s
Elp m Cos. mv — Cos. mw
@ o | m oo = b
T S S Sin. mh gy
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przy czym:

S
El

Za tym na kresach przesta:

h

hyn:_ d On:yn—yn—l—

—b (M, + On) 4- Mo+ G.

!

. h
hyn—-l =i - —d‘ Ot — Vn=—Yn=1 o8

ST o B =R G
— ¥Yn—1 — Yn—-2 — b(M"—'l + On—l) + CM"—Z + G'

i ostaterznie:
On =5 a(yn —m yn—l) —abM,, "[_aCMn__l +aG o A (19]

CMn+1 = - 2an + CMn—l + Con S = bon - &

— Yn+1 + 2yn — ¥Yn—1 + 2G =0 [20]

gdzie dla skrocenia uzylem oznaczer:

o
bd —h

B —;-[mh Conmli—= 1% 0,

e e - 2

S Sin. mh
Elp \ mh 1— Cos. mh
G=(L—— ooma
( S ) S Sin. mh i
ph? ph? Elp )
L (B = L e ¢ PR LR
5 s o5s G s

Poza tym, jak poprzednio, mam dla sasiednich
przesel: (n + 1, n), (n,n— 1):
Mnty — 2M, "l_ Mp—y + On—y — Onfl‘
~+ Synt1 + (gh — 2S) yn -} Syny — ph* =0 (21)
4. Wzory (20), (21) wypisuje dla czterech,
kolejnych co do zwrotu (w) przeset: (n+2, nt+1),
(n+1, n), (n, n—1), (n—1, n—2) i, po uwzglednie-
niu zaleznosci (19) mam uklad szesciu réwnar:
gMuy, — (e + 8) Moy + e Mn+
~+ Fynse + (gh — 28) yoyy + fya —ph* + O

gMuy, — (e 8) Mo+ e My +

+ FYurs + (gh — 2f) yo 4 Fyn—y — ph* = O
gM,— (e +8) Moy -+ eMiy +

~+Ffya - (gh —21) yn—y 4 Fyny — ph*=0 (22)
c8Muys + i Moy + cg Mn —

—eynts + (e + &) ynps — gy +H=0

cg Mag, + i Mn -+ cg Moy —
_ey"+1+(e+g)yn—gy,,_1—{—[-1=o

c8Mn+ iMiy + c8 Min —
_eyn+(e+§)Yn—1 —gyn—2+H:O
gdzie uzylem skracajacych oznaczen:
e=1—ac,f=a+S,g=1—ab
(23)
i=ab’+act—2b,H=[2—a(b—c)1G
Réwnania ukladu (22) mnoze przez:
Cg, i;‘—'g’_g:e + gy_e

i, po dodaniu wszystkich szesciu mam rownanie
pieciu rzednych:

Yotz + Kyng1+ 2Lyn + Kyny a2 42j=0 (24)

przy czym: ol
i (ah—2D cg+fi=(e+ o)
g (e+cf)
[ - (gh—20) i+-2cfg+2 (e + eg + &)
2g (e +cf)
j=— A’—{—_z‘i ph?
2g (e £ cf)
Stad, mnozeniem przez ¢ — otrzymam réwna-

nie pieciu odporow:
Yuis—+ KYnii +2LYy + KY ooy Yo +2P=0 (25)

gdzie: .
S s BREE e

“2g(etep”
Z kolei réwnania uktadu (22) mnoze przez:
e, —(et+ g) gt qgh— 251

i, po dodaniu wszystkich szesciu, mam réwnanie
pieciu momentow:

Moy -KMus+2L Mo t-KMo M, —+2N=0 (26)
<rzy czym: .

= L ghilb e St

28 (e + cf) 28 (e + cf)

Dalej po uwzglednieniu zaleznosci:

abd —ah=d, —a L
d

_2—a(b—¢)

=1—ab=g
wzér (18), wypisany dla kresow przesta (n, n—1),

da mi dwa podstawowe wzory:

80, = a(y,— y—t) + aG —
— ab(M, + On) 4 acM,_,

gOn—1:a(yn-—yn—1)—aG'—“
—aC(Mn+On) + abM"—l



skad bezposrednio:

cg 0, — bg0,—;, = — a(b—c) (Yo — Yn—1) —
—a(b®—c2) Mo, +alb+¢)G

bg0, — cg0,—, = a(b—c) (yn — Yn—1) —
—a(b®—¢) (M,+ On) 4 a(b+ ¢)G.
Dolne wskazniki przedostatniego wzoru pod-

wyzszam o jednosé, dodaje dori wzér ostatni i mam
po zebraniu wyrazéw:

cgOnty + i0n + ¢gO0nry +
4+ a(b—c) (Yot —Ya—1) =0

Poza tym odejmowaniem i dodawaniem otrzy-
mam z podstawowych wzorow:

8(0, — 0,—) = 2aG —
—a(b—c) (Mn~On+ Mny)

8(0, + On—y) = 2a (yo — yn—y) —
—a(b+c) (M, + On — M,y).

inaczej jeszcze:

eon_ gOn—l :2aG—
—a(b—c) (M. + M)

(1 +ac) O, + g0n—y =2a(yn — Y1) —
—afbc) (My— M._,)

Ostatni wzor, po uwzglednieniu zaleznosci (21)
i tatwych do sprawdzenia réwnosci:

2+ (b+c)S=(b+c)ft+ e+ g
(b+c) (qh—2S)=(b+c) (¢gh—2f)—2 (e + g)

da mi:

Rynts + (qh — 2k)yn + kya-y =
= — IO,y -+ lOn—y — ph?

gdzie oznaczylem przez:

k:f+e+g i
b+ec alb+ c)

Mam wiec uklad pieciu réwnan:

RYnts + (gh — 2k) Yt ~+ ky. —
— 1043 + 10, — phy = 0
kyn = (qh — 2k) Yn—y + Ryn—2—
— 10, + 10,_, — ph* =0

c80n+ts + i0nyy + cg0n +

- alb—c) (yars— yo) =0

c80n 1 + i On + cg0n—y +
+ a(b — ¢) (Yaty — ya—1) =0
cg0n + i10n—y + cg0n—y +
+ab — ¢) (ya— yno) = 0
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Mnoze te rownania przez:
—a(b—c)a(b—c) bk gh—2FkFE

Po dodaniu wszystkich pieciu i uwzglednieniu za-
leznosci:

b—c
k == f
ck + b e+c
(gh —2k)cg + ki = (qh—2f) cg + fi— (e+ g)
b—c
h—2k)i + 2cgk — 2 =
(q )i+ 2¢cg g T

= (qh— 2f) i + 2cfg + 2 (e + eg + &)

otrzymalem ostatecznie réwnanie pigciu momen-
tow sprzeciwu:

Onyz -+ KOpyy+2L0, + KOn 4+ 0r=0 . . (27)
bez wolnego wyrazu,

Chcac znalezé ostatnie rownanie tego ksztaltu,
wychodze ze wzoru (16) i mam na mocy zaleznosci
(15), (19):

M — eMu + F(yn— yno) -+
=2 op i M = % phEl—=

Ten wynik mnoze przez q; z przeinaczonego
wzoru (15) podstawiam

g¥a = Qn— Qu— -+ Ph

To samo robie z czwartym i piatym rownaniem

(22). Stad uklad:

fQnts + (qh — 2F) Qut + 15, ==
1 .,
-+ 8qM iy — eqM nyy + agG — -~ ph* = 0

an-{»l + (qh i Zf) Qn + an—l *{_
-+ ggMny, — eqM, -+ agG — % ph* =0

an - *‘ (qh 2f) Q"——l *}— an—'l >}7
+8qM. — eqM . + aqG — é- ph* = 0

eOnty — (2¢ + 8) Onyy + (e + 28) On — g Ony —
— cgqMny, — iqMnyy — cggM, — qH = 0

€Onty — (2¢ +g) O, + (e + 28) Opey — 0n—y —
—c8qM ny1 — igM , — cggM 41 — qgH =0

Réwnania te mnoze przez:
cg, i, cg, 8, —e

i, po dodaniu ich wszystkich, mam réwnanie pieciu
sil poprzecznych:

Qnp2+ KQni1+2LQn+ KQr—1+Qn—+2R=0 (28)
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przy czym:

i-+2cg .

R:. — h-
4g (e - cf) i

poniewaz:

a(i+ 2cg) gG + (e —g) g H =
= (a(i+2cg) + (e—g)[2—a(b—c)])qG = 0.

5. Wzory (24—28) maja ten sam ksztal row-
nania réznicowego:

Xoh bt KX F2EX - K fr s Xl b2 ==0 | (29)

Zalozenie stalosci obciazenia bezkresnej szyny
i jednostajnosci nagrzania przy niezmiennym
podlozu i jednakowych réwnoodleglych podkla-
dach czyni zupelnie dowolnym wybor podktadu
zerowego. Wobec tego catka réwnania (29) nie mo-
ze mie¢ wyrazéw, zaleznych od n. Sprowadza sie
wiec do wolnego wyrazu:

Xn = V
czynigcego zado$é zalezinosci:
(1 K+&L)V - W=:0

skad bezposrednio:

Ve W 2fef ) W
1--K+L i+2cg qh
o czym z tatwoscia mozna si¢ przekona¢ przez pod-
stawienie.

Za tym w mysl wzoroéw, poprzednio otrzyma-
nych:

st B I =g
q

Yn:'_'ph, Qn: :

h,
5

h* Elp

an = — — ————L:
2S(b—¢) i S

r Elp  »oh Cis mh

» - — £,
S 2m 2

//-'S =
S = EFfi, :l/ =

Posrodku przesta, na mocy zaleznosci (6), (17),
(18): !

-

— L.

Tng

h* 4 h
ye = + P | =
q 8S mh 4

e v =

h
2m Sin

{utaj wiec odksztalcona zaklesa najnizej. Wszyst-
kie punkty podparcia leza mna poziomie najwyz-

szym. Odksztatlcong szyny stanowi ciag jednako-
wych falowarn znikomej rozwartosci pionowej. Od-
ksztalcona jest niemal prosta.

Dopiero przy znaczniejszym jednostajnym na-
grzaniu, bez innej zreszta wyrazZnej przyczyny, mo-
ze zaj$¢ zesowanie, wyrdiniajace sie przerostami
owych rozwartosci i réznicami diugosci fal, wykra-
czajacych poza przeslta. Czy mozliwosé tej odreb-
nosci miejscowej kryje si¢ w moich wzorach?

Bezkresna wazka belke stalego przekroju po-
ziomo zwiazano z jednakowymi réwnoodleghymi
podporami, tkwiagcymi w niezmiennym sprezystym
podtozu. Po jednostajnym mnagrzaniu belka ulegla
zesowaniu na !acznej dtugosci n przesel, kolejnych
co do zwrotu (w), poczawszy od punktu podpar-
cia m. Obustronnie jednak poza tym przedziatlem
odksztalcona jej pozostala niemal prosta, zlozona
z powtarzajacych sie falowan nieznacznej rozwar-
tosci pionowej.

Nie dziala tu zaden inny wyrazny czynnik od-
ksztalcajacy, précz niezmiennego ciezaru wlasne-
go szyny i jednostajnego przyrostu osiowego f jej
stalej temperatury £, pierwotnej. Mogly wiec dzia-
ta¢ tylko znikome, nieuchwytne bodzZce, umiej-
scowione na dlugosci [ owych n przesel: drobne,
nieuniknione wahania tego obciaZenia, nagrzania,
lub — nader slabe odchylenia ich wypadkowych
biezacych, powstate z matych roéznic wymiaréw
i wlasnosci tworzyw. A madto jeszcze — nieprze-
widziane, znikome obcigzenia i drgania.

Laczny wptyw tych slabych czynnikéw nie mo-
ze odbi¢ sie na budowie wzoréw (29), ich spotczyn-
nikach i wolnych wyrazach. Zalezne odex przyro-
sty, poprzenoszone na prawg strone tych wzor¢w,
nie usuwaja zera, sa bowiem znikome. Inaczej mé-
wiac lewa strona wzoru (29) jest scislej réwna ze-
ru poza przedzialem zesowania.

Za tym nazewnatrz i na rubiezach tego prze-
dziatu:

XX:V:X’(I

-m-—+n, m >i
wewnatrz zas, na calej dlugosci I:
Xi= Ae" -+ Be=" + Ce* + De~5 - V
(m-+4n>i>m)

taki bowiem ksztatt ma ogdlna catka rownania roéz-
nicowego (29), a jej wyrazy zmienne — wewnatrz
przedzialu zaleza od polozenia podpory, nie sa
wiec zerami, jak poza przedzialem zesowania,
gdzie wybor zerowego podkiadu jest nadal zupel-
nie dowolny ze wzgledu na $cislejsza jednostaj-
nosé obciazenia i nagrzania.

W obec tej swobody prowadze o§ Y przez po-
czatkowy punkt podparcia dlugosci I. Przekracza-
jac zwrotem (w) jej korcowy punkt podparcia n
stosuje wzory (29) czterokrotnie i mam:

(1-K+42L-1-K) X -+ Xo—y +-2W==0
(14-K4-2L) X+ KX, -, +Xo-ot-2W=0
(1K) X-}-2LXp—, + KXo— g4 Xuy -4 2W=0
X+ KXy +-2LXn ot KXn—yt-Xn- y+-2W=0
skad, na mocy zaleznosci:

X+ KX+2LX + KX+ X +2W=0



mam uktad réwnan warunkowych:

Xn——l—XZO, Xn—z_XZO,

Xn—3—X:0, Xnﬂi-—X:O

Ta sama droga dla poczatkowego puktu pod-
parcia dlugosci ! otrzymam nowy uktad:

MWl = 2= 0. X, —X=0.

X, —X =0, X, —X=20.

Oba uktady liniowe, jednorodne co do statych
catkowania: A, B, C, D, maja wspélny wyznacznik:

03’ b3’ (.‘3 d3

P ’ —
a?, b2, 2, d?
a,b,c,d
1,1,1,1

={(a—b)la—c)(a—d)(b—c)(b—d)(c—d)=
= (a¥== 1) (c? =1} [(a —= c}{aé — ) P (ac)=}

zalezny tylko od potegowych spétczynnikéw: r, s

catki ogélnej réwnania réznicowego (29). Uzytem -

tu upraszczajacych oznaczen:

1

al=—"eo% b—eo¢ "= q ! = —
aQ

- 1 1

(_‘:es, d:esz(_‘ = .
€.

Za tym przy F réznym od zera oba uklady da-
dza zerowe: A, B, C, D, a nadto:

Xn—l = M = Xn»ﬁl — DG — S
X_1:X3:X2:X1:X
— warto$ci, obustronnie uszczuplajace dlugosé [
o cztery przesta, co niewatpliwie przeczy zalozeniu.

Stad wniosek o mozliwosci zesowania tylko przy F
réwnym zeru, a wiec przy jednej z réwnosci:

ad=1c=1a=ca =1
6. Podstawy potegowe a, ¢, ogélnej catki
rownania (29):
X, = Aa" + Ba "+ Cc" 4- Dc"+-V . (30)

sa pierwiastkami réwnania:

'8 Ky + 2L + K2+ 1 =0,
Wynika to wprost z podstawienia i wyréwnania
mnoznikéw, Za tym, jesli zachodzi jedna z dwéch
rownosci:

T = ==, @ ===

to z ostatniego rownania:

1+t K+ L=0.
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Stad przy gornych znakach bede mial:
i+2g=—1[2—a(b—c)l(b—c)=20
a przy dolnych:

(qgh—4f) (i —2cg) + 4 (e + gf =
=[2—a(b+7¢c)l [8—(b+c)(qgh—4S)] = 0.

Oba pierwsze mnozniki sa zawsze dodatnie.
Latwo to stwierdzi¢, zwazywszy, ze:
bt+c<0
i wobec tego:
o (b+c)d — 2h
2—albFc)=-— — >0
f / bd — h

Poza tym mnoznik:

8 —(b-c) (qh—45)=

e[ g

Sin. mh
:8[ qh _( gh 1)-mh~Ctg mh 1
45 4S5 2 2

jest zawsze dodatni, o czym z latwoscig przekonaé
sie mozna mnozeniem widocznych nieréwnosci:

4S 4S

mh Ctg mh <1

2 2

Ostatni mnoznik:
b— o mh  Cos. mh— 1 =
S Sin. mh

daje site osiowa:

S = 4 ‘x-‘“'I'

h?

wybaczajaca jedno z przesel niewazkiej belki,

a wigc — nieistotna.
Za tym mozliwos¢ zesowania zalezy tylko od
pozostatych réwnosci:

a=¢c¢ a =1

Podstawy:
a al, ¢ ct

czynia zado$é réwnaniu:
5 1 1
2t LKt L) =0
2® 7

Podstawienie:
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da mi to samo przeinaczone rownanie: lub tez:
22+ KZ+2(L—1)=20 K< — 4
a jego pierwiastki : to podstawy obie sa rzeczywiste, a ogolna catka
réwnania roznicowego: (29):
1 1 =
P:—2K+2P/K_8&—” X, = (A + By)u"+ (C+Dn)ur+V . (32
q i , Gdy znow réownoczesnie
RE=—1=Ki— — /KQ—S(L—l_)
2 2 | L<3 K =8(L—1)<16
dadza dwa nowe réwnania: 4>K>—4
i 2o =) — obie podstawy sa zespolone:

Otrzymam z nich szukane podstawy: C +iSi
— Cos. v =1 Sin. v

1 _
2 l/ u—l:_lK;?_}il/8(3_L):

4

i i‘L]/Rz—l = Cos. v &~ i Sin. v
2 2

skad bezposrednio mam:

a z owych dwéch warunkowych réwnosci:
a=cac = 1

Cos.v:——l-/K
4

rzez podstawienie — wypadkowa: . i
5 L 2 Sin.v:]/l—Cos.zv:—l—]/Sﬁ—L)

Pr= R
2 a przeto catka ogélna réwnania réznicowego (29):
lub jeszcze inaczej: X7="(A+ Bn)'Sin.vn+(C+Dn) Cos.'vn+-V (33)
K*=8(L—1). . . . (31} co tatwo sprawdzi¢ przez podstawienie i nalezyty

wybér statych catkowania.

Stad w ogélnym przypadku: Poza tym taczna mozliwosé réwnosci:

a:c:—iKtiw/W—gz Lt —
4 ; e moge z gory wylfll'lczyé wobec poprzednio juz roz-
A R ]/8 VL 8= patrzonej wartosci:
i ! - E+L+1=0
gl el == 71; K+ % I/K2 = LSS Za tym w szczegélnym przypadku, gdy réwno-
o -2 1 l/g 7 3) - czeénie:
4 4 L=3K=14¢
a w szczeg6lnym: ogblna caltka réwnania réznicowego:
a=al=c=cl= =1 Xtz + 4Xop1 + 6X, + 4Xoi 4 X2 + 2W =0
gdy: ma ksztalt:

L=3K="T¢ 1
= [A+Bnt-Cn - Dl (— 1P — =W . (34)

Za tym, jezeli rownoczesnie:

L>3 K =8(L—1)> 16 co latwo stwierdzié¢ wprost podstawieniem.
7. Zerowa warto§é wyznacznika F odpowiada
przy wszelkich: wyréznikowi:

K >4 R=K*—8(L—1)=0

e e S M e - it



Podstawienie i zebranie wyrazéw da mi:
[K: —8(L—1)] g (e + cff =
= [qhcg — F (i + 2 cg) + (e — gF) —
— 4 qghg [e(i + 2cg) + c(e—g)] =0
Stad, wobec:
i+2cg=—(b—c)[2—a(b—c)]
f=a+ S e—g=a(b—c)
bede mial przeinaczona te sama zaleznos¢:

[qghcg + 2 (b —c)(a+ S)—a S (b—cfl* +
+ 4 ghg(b—c)[2—a(b+c)] =0

a nadto, po uwzglednieniu:

g=——"  S=mEJ
bd — h
mh Cos. mh — 1
b—c=—"-—"—
S Sin. mh
b i == 1 [mh Cos. mh - 1 —ZJ
S Sin. mh
i wprowadzeniu stalych podparcia (P. T. 1927.
str. 331):
3
qhis iy = dh
6EJ 2EJ

belki stalego przekroju na sprezystych podporach,
otrzymam ostatecznie:

- 6v 1__:Sin. mh.
| m2h?

mh

Sin.mh _
mh

}_

)—{—Zw

N (Cormrrth e A SOT e o et
| mihi
. 483:’ [CosumbE=1) Sinnmbl—sD. (35)
m

— wzér dla sily osiowej, dajacej pionowe zesowa-
nie szyny.
Poza tym jeszcze, wobec:
e+g=2—a(b+c)let+tcf=1+¢cS
i—2cg=—(b+c)[2-—a(b+c)]

bede mial dalsze dwa wzory dla:

T 6v Sin. mh) 2w

m?® h? =

— 2 (Cos. mh + 1) =v — 2w —

+2 5§V
i=l

mh

Sl e
| (2i12) (2i+3) (2i+1)!

oraz dla:
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[y =200 i ohs, mk) —SmbSindl
m* h?
6v | Sin. mh 2w .,
— Cos. mh —— Sin. mh +-
+m3h2l mh Pt mh U
-+ 2 Cos. mh = . vw 20w+ w+ 1)+
. 3vw 3v (mh)*
=T 2,y (Z3)f ———t——4t -+2'+1}———
F256 [(2i+3)(2i+4) 2i+3 T @iy
i=1
Te zaleznosci ujmuja zesowanie szyny, jako

prostej belki statego przekroju, zwiazanej z pod-
porami sprezystymi, réwnoodlegtymi. Réwnanie
(35) daje sile osiowa S,, esujaca, wogole nizsza od
tej z prostego wzoru, opartego na zalozeniu za-
slepczego, sprezystego podloza szyny. Nie ma
w lym nic dziwnego, jako, Ze to uproszczenie wpro-
wadza nieistniejaca ciagla wiezbe pomiedzy pod-
kladami — stezajaca.

Glebsze roznice leza w szerszym wyodrebnie-
niu sprezystych sprzeciwow podioza, spéiczynni-
kow podparcia. Stad — wieksza gibkos¢ wzoréw,
ale zarazem i znaczniejsze trudnosci w roztrzasa-
niu wynikéw. Staje mi tu na przeszkodzie brak pei-
nych danych co do wprowadzonego spétczynnika d.
Z prostych rozwazar wynika jego ksztalt:

3 3
d =i r—lk+i~s}7q

gdzie przez: {, r, s oznaczylem dlugos¢, grubosé
i szerokosé¢ podkiadu: i, j — stale doswiadczalne,
zaleine gléwnie od przyczepnosci podloza.

Badania czysto pracowniane nic tu nie dadza —
konieczne sa prébne odcinki toru. Tylko ta droga
mozna otrzyma¢ istotne wartosci dla i, j, @ nadto —
stwiedzi¢, jaka najmniejsza ilo$¢ przesel moze mie¢
przedzial zesowania?

Zwrotna budowa rownania réznicowego (29)
z gory wyklucza dlugosé tego przedzialu, zlozona
tylko z dwoch sasiednich przesel. Latwo to pojag,
zwazywszy, ze wyrazy wyznacznika F nie moga
mieé¢ szczegdlnych wartosci zerowych.

Przy piecioprzeslowym zesowaniu na diugosci:

!l = 5h

oba uklady kresowych réwnan warunkowych tacza
si¢ w jeden:

X, —X=0X.—X=0
X.—X=0X,—X=0

o wyznaczniku F.
Pierwsze rownanie odpada, gdy:

Il =+4¢h

a przeto, rozumujac, jak w ogélnym przypadkuy,
z latwoscia stwierdze mozliwo$é zesowania przy
jednej z czterech stalych: A, B, C, D, rownej ze-
ru i przy macierzy ukladu:

az’ a—x’ Cll’ C—:}l
la", (et () &
al dal e sl
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rzedu drugiego — o wszystkich wyznacznikach
trzeciego stopnia zerowych, inaczej bowiem uktad
trzech liniowych, jednorodnych co do: A, B, C, D
réwnarn warunkowych:

X, —X=0X,—X=0X,—X=0

dalby zerowe wartosci dla tych niewiadomych,
sprowadzajac dlugos$é ! zesowania — do zera.
Stad — prosty wniosek o koniecznosci jednej

z dwébch réwnosci:
a=c,a —1

lub, co na jedno wychodzi, — o zerowej wartosci
wyréznika:

R I (Ll )

prowadzacej do réwnania (35).
W razie tréjprzestowego zesowania, gdy:

l=3h

— uklad sktada si¢ tylko z dwéch réwnan warun-
kowych:
X, —X=0X,—X =0

liniowych, jednorodnych wzgledem: A, B, C, D,
za tym, przy dwoéch z tych stalych réwnych zeru,
macierz ukladu

winna da¢ zerowy wyznacznik drugiego stopnia,
przynalezny dwum pozostalym. Wymoég ten —
zmierza zndéw do réwnania (35), nalezy bowiem i tu
odrzuci¢ réwnosci:

ad =1 c¢ =1
dajace sile, wybaczajaca
a wiec — nieistotna,

Dalej ta droga juz p6j$é nie mozna, wobec roz-
nych od zera:

jedno z trzech przesel,

a al c c!

Najmniejsza diugosé przedzialu zesowania
moglaby objaé trzy, kolejne co do zwrotu (w)
przesla.

Rozwiazanie rownania (35), dosé zmudne, tatwo
da si¢ ujaé¢ i udostepni¢ w postaci wykresu, wyra-

Zajacego zaleznos¢ mh od stalych podparcia: v, w.
Ten sam wykres, poszerzony, nada sie i przy zeso-
waniu poziomym.

Ze wzorow trzeba jednak bedzie poskresla¢ wy-
razy, zalezne od ciezaru wlasnego p szyny, i, za-
miast mnajwickszego momentu bezwladnosci I —
bra¢ wszedzie najmniejszy — wzgledem osi glow-
nej ¥ — pionowej. Nadto — spétczynniki q, d —
sprezystego sprzeciwu pionowego i obrotowego
wzgledem osi Z poziomej — zastapi¢ spétczynni-
kami: b, g sprezystego sprzeciwu poziomego, pro-
stopadlego do osi podluznej szyny i — obrotowe-
go — w plaszczyznie poziome;j.

Pierwszy — ma wymiar kg/cm i wiaze sie z od-
porem

B, = — bz,

poziowym bocznym sprezystej podpory n. Drugi,
wymiaru cm. kg, daje pionowy moment sprzeciwu
odporowego tejze podpory:

Cn = = gz,n

W tych wzorach z, oznacza rzedna poziomego
rzutu odksztalconej szyny — poziomy posuw jej
punktu n podparcia, z’» — pochylenie ku osi X —
poziomego rzutu jej stycznej w tym punkcie.

Stad — nowe state podparcia:

bh3 gh
v = , W= ==
6EJ, 2EJn

i nowe spolczynniki w réwnaniu (35) dla sil osio-
wych, esujacych poziomo, wogéle nizszych od esu-
jacych pionowo, a wigc grozniejszych, Wartosci
b, g nalezy okresla¢ doswiadczalnie na prébnych
odcinkach toru,

Pierwszy — spoétczynnik b bocznego poziomego
sprzeciwu sprezystej podpory stanowi jej ceche
pierwotna. Drugi — spétczynnik g sprzeciwu obro-
towego sprezystej podpory w plaszczyznie pozio-
mej, w pierwszej mierze zalezy od tegosci zwia-
zania szyny z podkladem, — nastepnie — od sztyw-
nosci samego podkladu, a wigc — od spétczynnika
sprezystosci podluznej jego tworzywa i od gléwne-
go momentu bezwladnosci jego stalego przekroju —
wzgledem osi pionowej. Nadto zalezy jeszcze, i to
w sposob nader zawily, od 2 — spélczynnika sprze-
ciwu osiowego sprezystej podpory.

RESUME. Voir (p. 7) la publication antérieure, concernant le rail, lié a l'assise élastique.

1. Le rail — poutre droite, liée aux appuis élastiques, équidistants.

Ses déformations, dues

aux changements de le température. Sollicitation extérieure plane et I'équation d'équarrissage. Les

équations d'équilibre.

2. Les équations de cinq ordonnées des appuis élastiques et de leurs réactions verticales,
moments fléchissants, moments résistants et des efforts tranchants. L’influence des variations locales

de la charge et de la température,

3. Le serpentement thermique du rail, lié aux appuis élastiques, équidistants. L'effort longitudinal
et la déformation axiale—nulle. L’élastique du rail. Relations entre les résultantes de la charge extérieure.
4. Les équations définitives de cing ordonnées des appuis élastiques et de leurs réactions

verticales, moments fléchissants, moments résistants et des efforts tranchants.

termes invariants.

Détermination de leurs

5. Définition du serpentement. Sa longueur locale. L’intégrale des équations (29) aux differences
finies et ses constantes. Conditions aux extrémités de la longueur totale du serpentement. Le déterminant F.
6. Analyse de trois formes distinctes de l'élastique correspondant a la valeur nulle de F. Le
discriminant (31) et les inégalités secondaires. Cas spécial du flambement d’une seule lravée entre deux

appuis consécutifs.

7. L'équation finale (35) du serpentement et les valeurs de ses deux termes.

La plus petite

longueur totale du serpentement. Les coelficients des appuis élastiques et la différence entre le serpen-

tement vertical et borizontal.



