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Wielosprqiysie pOd'Oie S ZY N Y s w—

(Dokoriczenie)

8. Wspolczynniki: p, R wielosprezystego po-
dloza moge okresla¢ liczbowo z pomoca wzorow:
(24), (25). W tym celu bezkresna wazka belke wia-
ze z wielosprezystym podlozem i na wykresie za-
znaczam jej os pozioma, jako podstawe. Po obcia-
zeniu sita pionowa V pojedyriczego jarzma, wykre-
slam odksztalcona na tymze wykresie.

Dosé zmierzyé pole A pomiedzy ta podstawa
i krzywa, zawarte, aby po uwzglednieniu catek: .

2 w? Se‘"”‘Sin. nx dx —

= — e~ "% [m Sin. nx + n Cos. nx] + C

2 w? S e — ™ Cos. nx dx =
= e~ "™ [n Sin. nx — m Cos, nx]+ C

otrzymaé p z zaleznosci:

wiVren
= Se"’""[mSin.nx~}—
pmnJo
' Vv
—FnCos.nxJ dx:'p .. . 27

Mozna korzystaé z niej réwniez i przy obcigze--
niu, ztozonym z wielu sit pionowych skupionych V;
nalezy jednak wtedy braé ich wypadkowg V. Wy-
nika to wprost z samego liniowego ksztaltu tej za-
leznosci i ma swa donioslosé, poniewaz obciazenia
doswiadczalne sa zawsze gromadne.

Liczbowe okreslanie wspotczynnika R wymaga
nadto pomiaru rzednej Y pod silg V pojedynczego
jarzma odksztalcajacego. Po ustaleniu wartosci p

bede mial bowiem, na mocy wzoréw (20}, (26):
3 w* V
m=w }1-4c= 2pY

1 ostatecznie:

el
T 4p Y = )

Przy obciazeniach gromadnych, z wielu piono-
wych sil ztozonych — nalezy uzyé ogélnie znanych
sposobéw wyréwnawezych, aby z pomiaréw u rzed-
nych y: pod tyluz pionowymi sitami V; — wyzna-
czyé R na mocy u zaleznosci:

Elp

w2

yi = Lsyl;e_’"’,-,-[mSin.nl,-,-—{—
=1

2pmn
Y

+ n Cos.nl,-,-], l,-i>- 0,l; =0,
f=1,2...u

gdzie /;; oznacza pozioma odleglosé silty V; od sity

Vi,

Do tego samego celu lepiej nadaja sig¢ zreszta
wzery, pokrewne (27), obejmujace te, lub inne od-
cinki pola A.

Zupelnie tak samo, lecz przy obciazeniach po-
ziomych, nalezy okresla¢ liczbowo wspotczynniki
v, T tegoz w1elosprezystego pod%oza, konieczne do
wyznaczania najmniejszej sily osiowej S, esujacej
poziomo poprzecznie.

Uzywanie do tych celow moich wzoréw (24),
(25), znacznie mniej sztywnych od dawnych, przy-
naleznych szczegélnej zerowej wartosci wspoltczyn-
nika R powinno daé lepsze ilosciowe czynniki,
zwlaszcza, ze wzor (27) zgola od R nie zalezy i to
samo pole A moze mie¢ wigksze, lub mniejsze wy-
goérowania, przy réznych wartosciach R.

Dalej i$¢ po tej drodze juz nie mozna. Nie ma
podstawy do dalszych rozwinieé rzednych y. Jesli
wiec po rzetelnym ustaleniu wartosci p, R, trwa na-
dal jeszcze ro6znica w ustosunkowaniu skrajnych
rzednych, to w niej nalezy doszukiwaé sie odchy-
len udarowych, pochodzacych od szybkosci ruchuy,
lub zmiennosci obciazenia.

Chce te wp%ywy z dostatecznym przyblizeniem
oceni¢ i ujaé we wzory. W tym celu ustréj sprezy-
sty bezkresnej prostej belki stalego przekroju,
zwiazanej z ciaglym, wielosprezystym podlozem,
cbdarzam zastepcza masa d na jednostke dlugosci
pierwotnej osi X belki. Ta jednostkowa masa d ma
wymiar [kg sek.’/cm?].

Scislej méwiac, bezkresna zastepcza belke owa
odrywam od podloza, obcigzam wzamian wielo-
sprezystymi jego sprzeciwami, pozbawiam ciezaru
wlasnego i nasycam — ciagla masa jednostkowa d,
wierzac, ze drgania takich dwoéch réwnolegltych
uktadéw dosé beda zblizone do istotnych pionowych
drgan toru.

Poza tym na odksztalconej, w punkcie przylo-
Zenia nacisku pionowego V kota, skupiam zastepcza
mase r, przemieszczajaca sie po nie] bez tarcia
z poziomg szybkoscia s cm/sek posuwu. Ta rucho-
ma, skupiona masa zastepcza ma wymiar [kg
sek®’/cm]. Obdarzam ja dostateczna przyczepnoscia,
by mogla braé¢ udzial w drganiach, nie odrywajac
sie od pionowo drgajacej belki.

9. Zalozenie jednakowych mas réwnoodle-
g%ych skupionych w punktach podparcia bezkres-
nej belki byloby tu bez watpienia stuszniejsze. Kto-
by jednak chciat mu sprosta¢, temu zgéry wyrazam
najglebsze wspolczucie na wltasnym doswiadczeniu
oparte.

Prostota wzoréw jest czynnikiem doniostym,
zwlaszcza iz uprzednie wyrzeczenie sie posrednic-
twa podkladéw na korzysé¢ zastepczego wielospre-
zystego podloza upowaznia ba,dz -co-badz do wtér-
nego odstepstwa — porzucenia skupierni miejsco-
wych na rzecz jednestajnego roztozenia mas wzdtuz
zastepczego ustroju bezkresne] belki,

Ostatnie zatozenie — ugieé¢ sprezystych linio-
wych wzgledem sil odksztatcajacych da mi dla le-
wej czesci owego ustroju belki, nadal jeszcze bez-
xresnej, cho¢ juz niewazkiej — w obszarze jej od-
cietych dodatnich:



v=—ze— mx Sin nx + Cos. nx (28)
n
a dla prawej — w obszarze odcigtych ujemnych:
D= 72 5 [ — Sin. nx + Cos. r.x} . . (29
n

W obu wzorach przez v oznaczyiem bleza,CP
ugiecie, bezposrednio zalezne od zmiennej x i pc-
érednio od czasu f — przez ugizgcie z na osi ¥ pod
sitg uogolmonq pionowg Z — odksztaica]qca,, uda-
rowa, lub zmienna. To zalozenie wiec wprowadza
podoblenstwo ugie¢ v, pochodza,cych od silty Z —
do ugieé y — spod jarzma staltej, niezmiennej sily
V, na tejze osi Y lezace;j.

Wobec tozsamosci obustronnych odksztalco-
nych, ograniczam si¢ do jednej z nich — lewej, i po
przerdézniczkowaniu wzgledem x:

” 1 ;
vV— — 2zw’e "™ —— Sin. rx
n
m .
V' =2zwre ™ | — Sin. rx — Cos. nx
n

mam energie potencjalng ustroju bezkresnej belki:

= \gEl ) B e PR e

m
n

—=in \[4Elw ( Sin. nx —
Jo \

1
w o &
— Cos. nx)®* + 4 R —S8in.” nx +

n'.,
m .. 5
-+ p ( Sin. nx |- Cos. nx)? ] dx
. n

Poza tym ze wzorow (18), (19):
R=2EJ (m —n?),4EJw!=p
4Rm' =2p (m®> — n?)

a nadto jeszcze:

mx Sin® nx dx —

- 1 |, n Sin. 2nx — m Cos. 2 nx
— '— lo 2 mx — e L
2m 4 w?

2\e 2™ Cos’nxdx —
B =l 1 n Sin.2nx —m Cos. 2nx
r 2m 4 w?

ostatecznie wiec:

e 1 m
o= A 2 _ __)
n? ‘m (2m 4 w? iy
. 1 1 m \
+ - = e — —
y (2m +4w-)+(m (2"1 4w‘-’)]

= | Y e )

4mn®*w?

-t ) o — ) | =

T2 .. (30)
o
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Rézniczkowanie wzgledem czasu f da mi
dv dz

: m .
-—=ze -~ ™| —Sin. nx+Cos.nx]. — = 7
o,

di dit

a przeto energia kinetyczna ustroju bezkresne;j

belki:

n

= ( Sin. nx -
4+ Cos. nx)? dx -+ ; rz®

skad, wobec:

2 & e 2™ Sin. nx Cos. nx dx =

m Sin. 2nx -+ n Cos. 2nx

—_ _e—2mx
4w
bede mial ostatecznie:
K:lrz3+ : zdl _(1— m‘)ﬂ—
2 2 n®> \2m 4 w?
m n 1l m 22 d
2 — — ) | = m? (m® -
i n 4w3+(2m+4w3>] 8mn'3w2[

—{-—n'—m]+2m n*-+-n? (m* +n2+m]
22 d N

= — (5m*- == — =
8m ( e gE 8 m w?

z-[+d( +7] 6o

Wyraz’nie sie tu zaznacza zaleznos$é K od masy
ruchomej r, a nadto — od skupionej w punkcie
przylozenia sily Z zastepczej masy:

e:d[l + "f} .. (32)

2m w*

t2w) i =

ustroju bezkresnej belki. Wobec tego wszystkiego
zwykle rézniczkowanie da mi tu:

d [ ;eK] 9K, @aP
di 0z Jz

o2

(e—{-—r] - +2B0 -2z .. .. @33

)

znane rownanie Langrange a.

10. Catka tego réwnania ruchu (33) zalezy od
rodzaju zmiennosci Z. Stata skladows tej sﬂy ozna-
czam przez V, przez G — okresowo zmienna, lub
wogéle zalezna od czasu; trzecia sktadowa pocho-
dzi od przeciwdziatania zastepczej ruchome] masy
r, skuplone] w punkc1e przylozema owej sity Z.

miejscowienie osi Y nie wplywa na biezace
wlasnosci  bezwladnosciowe, czy sprezystosciowe
ustroju bezkresne] belki, moge wiec site Z unieru-
chomi¢ wraz z osig Y uwzgledniwszy odksztalcaja-
ce dzialanie pozbawionej ruchu masy r,

Z gory przy tym wylaczam okresy rozruchu
i hamowania; poziome przyspieszenia na prostym
torze pomijam, jako znikome i bez wplywu na ugie-
cia pionowe. Ze stala przeto pozioma szybkoscia s
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wspina sie masa r po tuku odksztalconej, wklestym
tu wzglede osi X.

Wywiera wigc pionowy dodatkowy nacisk:
2 zrsw’
jako ze miejscowa krzywizna owego luku:
oy =— 2 71}
Ostatecznie mam sile pionowa:

Z=V+ G (t)+ 2zrs?uw?

oraz réwnanie ruchu:

(e — 1) i -+ 2 l—’ﬂ——rs'“’wz]z:
dt? w?
= V== GI(1) (34)
Z
Jego catka ogélna
1 Vv
= b S T e [f
te==in.J
- S'G S, 4T W\l (35)
0
gdzie oznaczylem przez:
g Ty [T
. pm —rs’w
= 2 36
' I/ (e + r) w? 424

w ostatnim jej wyrazie czas ! gra role zmiennej

wtraconej i niezaleznej od zmiennej caltkowania u.
Latwo sprawdzié, ze catka (35) czyni zado$s

ré6wnaniu rézniczkowemu (34), tu bowiem:

o =jA Cos. (jt +a +
dt
{ ! .
-+ e+rSoG (u) Cos. j(t — u) du.
d’z ;I
Tt —=—j*A Sin. (jt 4+ a) +

1

et+r

Pierwszy wyraz prawej czeéci wzoru (35) daje
drgania wlasne ustroju bezkresnej belki, odpowia-
dajace zerowym skladowym: V, G oraz szybkosci
s — réwnej zeru, Ich okres:

T:—Zﬂ]/(e+r] s

2pm

-+ [G (1) — S G (u) Sin. j (t — u) du]
. o

(37)

_zaleiy od skupionej masy r, drgajacej wraz z ustro-
jem,

Okres drgan wlasnych ustroju bezkresnej belki,
bez owej masy r:

T(,:z:l/ = :2nl/d- (1+w' ) . (38)
2pm 2p 2 m?

zalezy od jednostkowej masy d tego ustroju i od
wspoiczynnikéw p, R wielosprezystego podloza.
Drugi wyraz catki (35), zawierajacy V przera-
sta wszelkg miare, gdy j dazy do zera. Stad —-
niebezpieczna dla toru stala szybkosé:

— TR T RIS
SO—V r wt r

poziomego posuwu masy r.

Ostatni wreszcie wyraz tejze catki daje drgania
ustroju bezkresnej belki, pochodzace od sily wy-
muszajacej G. Okresowo zmienng sile G z pomoca
analizy harmonicznej roztoze na sktadowe ogélne-
go ksztattu:

(39)

h Sin. ( bt + 1),

Kazda z tych skladowych moze mieé swoj
odrebny okres zmiennosci w czasie:

727:
k

TE—
kazdej z nich, na mocy wzoru:

\)G[u] Sin. j (1 — u) du =

= hg Sin. (kt + 1) Sin. j (t — u) du =

— h‘k [l' Sin (ku - 1) Cos. j (t — u) +
e
~+ k Cos (ku + ) Sin. j (t — u)] -+ C.

odpowiada zlozony wyraz calki:

h [ :
” =y Sin. ket - 0 —=
(G o1 Y o el <
= §iny lyCos |71 = k Cos. L. Sin. ji]
)
Wystepujgq tu mnozniki: j, k zmiennej f a nadio,
w mianowniku — réznica ich kwadratow, skad —-

mozliwo$é nadmiernego wzrostu tego wyrazu przy
k zblizonym do j, stanowigca istote oddzwieku
sprezystego w stosunku do tej skladowej okresowo
zmiennej sily G, wywolujacej drgania ustroju bez-
kresnej belki.

11. Zastepcza masa e ustroju bezkresnej belki,
skupiona w punkcie przylozenia sily Z moze byé
okreslona posrednio przy udarowej prébie. Wyma-
ga to podwdjnego pomiaru ugieé. Ustroj bezkresnej
belki stopniowo w tym celu obcigzam ciezarem ga,
skupionym na osi Y. Z pomoca samopiszacych przy-
rzadéw mierze ugiecia ¥y w dowolnych punktach.

Nastepnie mase a podnosze do wysokosci & po-
nad pierwotna o§ belki, puszczam, by mogla swo-
bodnie spas¢ na nig i z wykreséw samopiszacych
przyrzadow znajduje¢ ugiecia v udarowe w tych
samych punktach. Wyréwnanie ilorazéw vy da
mi wspolczynnik udarowy u, a przezer — e,

Istotnie, na mocy wzoréw (24), (25), (26) ugie-
cia y beda tu liniowo zalezne od:

g a w?

2pn_1_' B Lma(40)

z():



a przeto, w mysl wzorow (28), (29):
v z
T T )
& Zo

Swobodnie spadajgca masa a uderza skupiona
zastepcza mase¢ e ustroju bezkresnej belki z korico-
wa szybkoscia:

b=y 2gh

a przeto poczatkowa szybkosé obu tych mas zia-
czonych:

ab
a -+ e
Ich poczatkowa energia kinetyczna:
1 ab
2 a —{— e

wraz z energia spadku z istotniej, bo nie zastepczej
masy a:

g az

da przyrost energii potencjalnej ustroju bezkres-
nej belki:
=1 = 8- g a <
2 2 Zo

jako ze w obszarze ugieé sprezystych, liniowo zalez-
nych od sil odksztalcajacych:

Zo ga

1 7 1  a®b?
—ga— —gaz — — =0
2 2o 2 a-te
inaczej jeszcze
2
Zi ——=D i 7= o bl
(a4 e) g
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i ostatecznie:
-

poniewaz z jest wieksze od z,.
Podstawienie (41) da mi tu na mocy (40):

1+‘/1+(

skad wypadkowa zalezno§é dla skupionej na osi ¥
zastepczej masy:

(42)

4 phm

a -t e g wt 34

s 4p_hm -

u(u—2) g w?

(44)

ustroju bezkresnej belki.

Ocena ruchomej masy r jest iatw1ejsza, choé
i tu lezy trudno$é¢ w potraceniu wplywu sprezystych
polaczen két z nadwoziem. Przy skrajnym nacisku
na o§, dochodzacym do 20 tonn, ze wzoru (39)
otrzymam niebezpieczna dla naszych toréow sta-
ta szybkos¢ 135 km/godz, obnizajaca sie¢ do
128 km/godz dla malych wartosci wspolczynnika R.
Wynik az nazbyt wiarogodny — mimo wyraznej
przesady w ocenie ruchomej masy r.

We wzorach tu wyprowadzonych nie uwzgled-
nitem upornosci odksztalcer, rosngcej niewatpli-
wie wraz z poziomg szybkosci s posuwu ruchome;j
masy 7. Nadto odrazu juz zgéry pominalem wpltyw
jednostajnego podparcia podkladami, a zwlaszcza—
oddzialywanie ich zageszczen pod zlaczami szyn,
dajgce miejscowe przyrosty sprezystych sprzeci-
woéw podloza — przy naglych spadkach sztywno-
$ci samych szyn na stykach i udarowych zrédlach,
kryjacych sie w tych przerwach ciaglosei.

Te sprzeczne, czesciowo réwnowazace sie od-
dzialtywania przynaleza wylacznie juz tylko oce-
nie doswiadczalnej, na $cistych mozliwie mnaj-
prostszych wzorach opartej. Do takowych — wie-
dzie zatozenie wielosprezystego podloza bezkresnej
zastepczej belki stalego przekroju. Ta droga otrzy-
mane wzory sa niewatpliwie $cislejsze, a przy tym
mniej sztywne od stosowanych dotychczas.

RESUME. Voir les publications antérieures, concernani le rail, lié a 'assise élastique (p. 7) et

aux appuis élestiques équidistants (p. 130).

1. Force verticale, sollicitant le rail lié aux appuis.

leur forme bien compltquee

2. L’assise multélastique obviant a cet inconvénient.

loute la longueur infinie du rail.

3. La torsion du rail, lié a lassise multelasitque

Les relations fondamentales.
4. La sollicilalion exlérieure du rail,
moment fléchissant, L'équation d’équarrissage.

Les relations, peu maniabiles @ cause de
Les réactions uniformément reparties sur

Le moment tordant et l'angle de {torsion.

Ses composantes; la force axiale, Ueffort iranchant et le

5. Le serpentement thérmique du rail, lié a U'assise multélastique. La force axiale critique et la

valeur des coefficients v. T.

6. La force verticale agissanl sur le rail lié a l'assise multélastique. L'intégrale de I'équation

d’équarrissage el ses constantes.

7. L'équation de l'élastique et le cas special de l'assise élastique correspondant a la valeur

nulle du coefficient R.
8. Détermination des coefficients

p. R. de l'assise muliélastique.

La masse fictive d uniformé-

ment repartie sur toute la longueur du rail et la masse mobile r.

9. Sollicitation dynamique.
périodiques. L'équation de Lagrange.

10. L'intégrale de l'équation du mouvement.

translation et aux forces periodiques.

17. La déformation du rail aprés la chuie d’'une masse pesante.

masse fictive d. Va vitesse dangereuse.

L'influence de la vitesse du mouvement sur le rail et des forces

Les oscillations du rail, dues a la vitesse de

La valeur numérique de la



