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Plaskie lodkszialcenia szyny, jako belki na spre-

iysiym pOleiU - ! ' ]

W latach 1922—23 na zyczenie Czcigodnego
Prof. Dr. A. Wasiutyriskiego opracowalem calo-
ksztalt wytrzymatosciowych zagadnien szyny, jako

belki prostej stalego przekroju, lezacej na sprezy-

stym podtozu, lub na sprezystych podporach, réw-
noodlegtych.

Znaczna pomoca w pracy byly mi wzory Cla-
peyron’a i Clerc-Bresse’a, juz bowiem podczas
wstepnych rozwazan przekonalem sie o stusznosci
tych wzoréw w zastosowaniu do jakichkolwiek
trzech punktéw odksztatconej, z tym, jedynym zre-
szta zastrzezeniem, aby pomiedzy mimi nie bylo
zadnych punktéw podparcia.

Odrazu wzory te mogly byé po raz pierwszy
uzyte do wyznaczania odksztatconych. To spostrze-
zenie, tak proste, a przez lat przeszlo siedemdzie-
siat, od czasu pojawienia sie pierwowzoru Clapey-
ronowskiego zgola nieznane, — podalem do wia-
domosci w Przegladzie Technicznym (P. T.) z r.
1923 str. 380:

nZastosowanie wzoréw Clerc’'a i Clapeyron'a
do wyznaczania strzatek ugiecia belek prostych.

Dalsze wyniki, uogélnione i poszerzone na bel-
ki zmiennego przekroju oglaszalem czesciowo,
w miare potrzeby i moznosci. Pierwsza prace —
zwigzla wzmianke na str. 716 rocznika 1926:

»Dluga belka na podporach sprezystych, réw-
noodlegtych” wydrukowal ,P. T.” po kilkomie-
siecznej zwloce od chwili dostarczenia rekopisu.
W roku 1927 w tymze ,,P. T.” umiescilem:

wWzory Clerc'a i Clapeyron'a* na str. 212,

1+Ogolne wzory Clerc'a i Clapeyron'a’’ na str. 329

oraz ,,Ogélne réwnanie pieciu momentéw' na
str. 626,

— prace w przewazajacej mierze poSwiecone za-
gadnieniom szyny, jako belki na sprezystych pod-
porach réwnoodlegtych. Inne, szczuplejsze opraco-
wanie zawarlem w ustgpach rozdziatéw: VIII, IX
i X trzeciego wydania z r. 1930, W. T-mej , Wy-
trzymatosé Tworzyw”. Najogélniejsze wyniki z te-
go zakresu krotko ujatem w T., polskim ,, Techni-
ku", wydanie drugie z r. 1936, dziat III, rozdzial E.
Uzupetnienia podalem w P. T. z r. 1934:

wZginanie mimosrodkowe plaskie i wybaczanie
pretéow o stalym przekroju”, str. 542 oraz:

wWzory Clerc'a i Clapeyron'a dla belek pro-
stych zginanych" str, 658.

alsze rozwiniecia ukazalty sie w P. T. z r.
1935 na str. 489:

wOdksztalcenia plaskich ustrojow pretowych™
oraz w tymze P. T. r. 1936 na str. 77:

Odksztatcenia przestrzennych ustrojéw preto-
wych”,

Poza tym w wydawnictwie ,Katedra i Labora-
torium Wytrzymatosci Tworzyw Politechniki War-
szawskiej”, Czes¢ II z 1933 r. na str. 1 umiescitem:

..Obciazenie osiowe belki, lezacej na podporach
sprezystych, réwnoodleglych”.

awP. T zr 1935 na str, 202:

»Obciazenie osiowe belki, zwiazanej z podlo-
ze sprezystym''.

Obecnie — chce daé zarys ujecia innych od-
ksztalcen szyny, jako belki na sprezystym podlozu,
by, po tym wstepie — przejsé do rozwazan osta-
tecznych. To zalozenie uproszczonego podparcia,

- obywajace si¢ bez posrednictwa podkladéw, wy-

starcza dzi§ — w naszych warunkach, W innych —
moze jutro juz okaze sie wlasciwszem zalozenie
sprezystych podpor — rownoodleglych.

1. Belka statego przekroju F lezy osig podtuz-
na X na sprezystym podlozu poziomo. Posrodku,
(Rys. 1) w potowie dlugosci 2 L belki prowadze
o$ Y pionowo w dét. Osi X nadaje zwrot (x) —
w lewo.

Przy obciazeniu ptaskim, zawartym w plaszczy-
Znie gléwnej XY belki, na odksztalcona, lezaca
rowniez prawie zawsze w tej plaszczyZnie dziala-
ja sity skupione: pionowe P i poziome H, dzialaja
sity jednostkowe: pionowe ¢ i poziome %, a nad-
to — prostopadle do plaszczyzny XY momenty: sku-
pione K i jednostkowe m. Sily warstwowe ciagle:
g9, k — w KG. na jednostke dlugosci pierwotnej osi
X belki, a moment warstwowy m — KG.

W plaszczyznie XY leza jednoimienne osie
gléwne najmniejszych momentéw J wszystkich po-
przecznych przekrojéow belki. Osie najwigkszych
momentéw [ tworza plaszczyzne pozioma XZ. Os Z
ma zwrot (z) naprzéd dla widzacego zwrot (x) osi
X w lewo.

Odcieta x cechuje punkt biezacy B pierwotnej
osi X belki, dodatnim przyrostem dx — jej sasied-
ni punkt C. Pod jarzmem ptlaskiego obciazenia
punkt B staje sie punktem:

B (x + u y)

biezacym odksztalconej, — punkt C — jej sasied-
nim punktem:

C(x+ dx +u+duy+ dy)

Przy odksztalceniach nieznacznych mozna po-
mijaé u wobec x oraz du — wobec dx, a nadto —
kat pochylenia ku osi X biezacej stycznej odksztal-
conej — mierzyé pochodna y’. Miejscowa krzywiz-
ne odksztalconej — druga pochodna y”.

Znikome posuwy u, y rodza sprzeciwy jednost-
kowe:

— hu, — py

sprezystego podloza, — oba w KG na jednostke
dlugosci pierwotnej osi X belki: Spétczynniki A, p
osiowego i pionowego sprzeciwu sprezystego pod-
loza maja wymiar KG/cm®,

Przy posuwaniu sie zwrotem (x) wzdluz pier-
wotnej osi X belki w lewo — odciete rosna, w pra-
wo, zwrotem (— x) — maleja. Sunac po odksztal-




conej zwrotem (w) od jednego z jej koncowych
punktéw, spotykam po drodze kolejne skladowe
obcigzenia.

Przy odksztalceniach nieznacznych, odciete
przekroczonych punktéw na odksztalconej, w za-
leznosci od obranego zwrotu (w) stale rosna, lub
wcigz maleja: zwroty: (w), (x) sa zgodne, lub
sprzeczne.
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Od zwrotu (w) zaleza biezace wypadkowe ob-
ciazenia. Przy zwrotach: (w), (x) zgodnych — da-
ze z prawego korca odksztatconej ku B’ i sprowa-
dzam do tego $rodka wszystkie kolejno mijane po
drodze skladowe obcigzenia tej, prawej czesci bel-
ki, az do punktu B’ — wylacznie.

Przy zwrotach (w), (x) sprzecznych — zmie-
rzam od lewego konca odksztatconej ku C’ i spro-
wadzam do tego srodka obcigzenie lewej czesci az
do punktu C° — wylacznie. To sprowadzenie da
mi dla srodka C’ wypadkowe biezace: site osiowa S,
rownolegla do pierwotnej osi X belki, sile poprzecz-
na Q, do tej osi prostopadla i moment gnacy M
o parze sil, lezacych w plaszczyinie XY.

Dodatnie sa przy tym sprowadzaniu sily i sprze-
ciwy, jednozwrotne z osiami: X, ¥ — réznozwrot-
ne za§ — ujemne. Dodatnie sa momenty lewo-
skretne,. o skrecie pary sit — sprzecznym ruchowi
na zegarowej tarczy — dla widzacego lewy zwrot
(x) osi X.

Owe: S, Q, M — w stosunku do zwrotu (w) sa
biezacymi wypadkowymi fuz przed S$rodkiem C’.
Wypadkowe fuz za nim otrzymam po dodaniu sku-
pionych w punkcie C’, skfadowych obciazenia belki,
a wiec w postaci sum:

SEREE= O (2 Bk

gdzie wystepuja skonczone réznice w poréwnaniu
do: S, Q, M. :

2. Zakladam, ze w punkcie C’ i dalej na od-
ksztalconej, az pod sasiedni punkt B’ niema sku-
pionych skladowych obciazenia i ze w tym malym
przedziale brak warstwowych uskokéw w rozkla-
dzie jednostkowych obciazern belki i sprzeciwow
podloza.

W tym zalozeniu miejscowej ciaglosci obcigze-
nia, siegajacej az pod punkt B’, znikomy posuw
zwrotem (w) da nieco rézniace sie wypadkowe tuz
_przed srodkiem B':

S+dS =S8 —(k— hu) dx
¢ HQ = Os =gyl
M+ dM = M — (Q + m)dx + Sdy

tu bowiem, wobec obranej sprzecznosci zwrotéw
(w), (x) — dlugostki: dx, dy nalezy braé ze zna-
kami ujemnymi. Stad po skréceniu i pominieciu
momentu ‘jednostkowego m, obcego obcigzeniu szy-
ny:

S =hu—%k Q =py—gq
M= Sy —Q (1)

Odksztatcenia zaleza od obciazenia belki i od
nagrzania jej tworzywa. Przez f oznaczam jego
spolczynnik rozszerzalnosci cieplnej wzgledem
podloza, sredni w przedziale odchylen od pierwot-
nej temperatury f,.

Po jednostajnym nagrzaniu catej belki do tem-
peratury:

L =1t + 1

osiowe wydluzenie jednostkowe ujawni przyrost ff
i bedzie:

S
(R i — F—{—ﬂ. S om o= (2)

Tu E oznacza spéiczynnik sprezystosci podiuz-
nej tworzywa, sredni w przedziale £

Bezposrednie dzialanie promieni stonecznych
przy niewatpliwej réznicy promieniowania w gor-
nej i dolnej czesciach szyny, odchyla ich tempe-
ratury od sredniej #, niezmiennej wzdluz osi X
pierwotnej, lezacej mniej wiecej posrodku grubo-
sci g belki.

Zalozenie liniowego rozktadu temperatur w po-
faci g, pomiedzy skrajnymi:

1

Tatll = i

1
t+2 2

u gory i dotu — da wyraz dodatkowy w réwnaniu
odksztalconej:

u__,]w_ L

zalezny od réznicy temperatur gérnej i dolnej czzsci
belki. To samo w szerszym ujeciu dalem w P. T.
z r. 1935 na str. 492

3. Z pierwszego wzoru (1), na mocy zalezno-
§ci (2) mam réwnanie rézniczkowe:

n [ e — h_
S"— o S---G,o—]/EF L@

jednorodne, z gmatwajacym wyrazem:
G = fht — F
Podstawieniem szeregu:

S=R+£G+ £G" + £, G +...

z latwoscig pozbede si¢ G po wyréwnaniu spél-



czynikéw tego wyrazu i jego parzystych pochod-
nych. Stad bezposrednio:

ht, + EF = 0, hi, = EFL,y ,n = 1, 2,...
a nadto calka jednorodnego réwnania:

R = Ae* -+ Be—*

1 ostatecznie:

EF
S = Ae** + Be—°* — EFfi 4 E |
BER
ZR (= S

Sprawdzanie zbieznosci jest zbedne, gdy szereg
urywa sie na kilku wyrazach. Obcigzenie jednostkowe
osiowe k szyny wystepuje tylko na spadkach i, ja-
ko sktadowa jej ciezaru wlasnego ma wartosé sta-
ta nieznaczna. Zatem dla szyny:

S = Ae** 4 Be—* — EF/t

[Ae®* — Be—ex]. ©)

hu = o

Catka rownania (4) jest niewatpliwie stuszna
tylko w przedziale miejscowej ciaglosci obciazenia
osiowego, obwarowanej brakiem skupionych sit po-
ziomych i zmian w rozkladzie osiowych obciazen
jednostkowych, lub sprzeciwéw podtoza. Na rubie-
zach moga jednak byé przerwy ciaglosci:

W poczatkowym punkcie przedzialu moze byé
uczepiona sila pozioma H, moze si¢ tu przerywaé,
lub przeinaczaé zmiennosé osiowego jednostkowego
obciazenia. Trzeba wiec 6w punkt przekroczyé
zwrotem (w) i pod S rozumieé wypadkows sile osio-
wa tuz za poczatkowym punktem przedziatu,

W sasiednim, lewym wzgledem tego punktu
przedziale — stuszna jest caltka (S) az do rubiezy.
Daje posuw osiowy (u), nalezy przeto zapewnié
ciaglos¢ przejscia, czynigc dla punktu granicznego
tych dwoch przedzialow:

(S)+ H =S, (u) =u

Stad dwa réwnania liniowe, stuzace do wyzna-
czania 4, B.

Ich wyznacznik:

P, = h
Vi=lEge ]/EF

jest rozny od zera, zawsze wiec moge te stale uza-
lezni¢ od stalych przedzialu poprzedniego.

Gdy koniec belki lezy swobodnie na sprezystem
podlozu, jego sila osiowa S ma wartosé zerowa.
Zapora pionowa, dosunieta do swobodnego korica
belki i tam ustalona, sprowadza, gdy sztywna, kori-
cowy posuw osiowy u do zera; gdy sprezysta —
daje koricowa sile osiowa:

S=—ju
w zaleznosci od spétczynnika j oporu sprezystego
wymiaru KG/cm.

Przez X oznaczam odcieta zapory, przez L od-
cigtqg korica belki. Jezeli dla bezwzglednych war-

tosci:
| X—L | |ul

to zapora nie dziala na belke: koricowa sita osiowa
ma warto§¢ zerowa. Przy nier6wnosci odwrotnej
natomiast:

S=j(X—L—u)

Zawsze wigc jedna z tych zaleznosci koricowych
stuszna jest na rubiezy belki, moge przeto stala B,
pierwszego przedzialu uzaleznié liniowo od drugiej
stalej A,. W nastepnym przedziale, wobec nieze-
rowego V — obie stale —od tejze A, i tak ko-
lejno dalej az do przedziatu ostatniego, gdzie znéw
stuszna jest jedna z zaleznosci koricowych. Otrzy-
mam z niej A, i — wstecz — wszystkie stale. Ta
droga nigdy nie zawodzi.

4, Z réwnania (3) i dwéch ostatnich zaleznosci

(1) mam:
Ely”" — Sy = —Q (6)
Ely” —Sy” — Sy + py = ¢q

ogolne réwnania rézniczkowe wyzszych rzedéw dla
odksztatconej belki o stalym przekroju, ptasko na
sprezystym podlozu obciazone;j.

szczegolnym przypadku sily osiowej S sta-
fej, chce ja mieé zawsze dodatnia w ostatnim
réwnaniu. W prowadzam przeto podwéjny znak:

1 i__ 2a " + cy= _i
? Y EJ

gorny — dla sily osiowej S dodatniej, sciskajacei,
dolny — dla tejze sily S dodatniej, rozciagajace;.
Tutaj wiec:

S . P

> >0
2EJ EJ

Obcigzenie jednostkowe pionowe ¢ szyny, jako
skladowa jej cigezaru wlasnego ma wartoéé stala.
Wobec tego ogélna catka réwnania (6):

= Aerx_!__ Be—rx _+_ Cesx + De—sx + q
p

gdzie spotczynniki potegowe:

o Sy

s B 'I/¢a—|—],—/a2—;_

jako pierwiastki réwnania:

Z2x* 2az+ c=0.

Calka ta stuszna jest w przedziale miejscowej
ciaglosci obcigzenia, obwarowanej staloscia sily
osiowej, brakiem skupionych skladnikéw obciaze-
nia i zmian warstwowych. Na rubiezach moga jed-
nak zachodzi¢ przerwy ciaglosci.

W poczatkowym punkcie przedzialu moga wiec
dziala¢ skupione sktadowe: H, P, K; moga sie
rwa¢é, lub przeinaczaé warstwy jednostkowych ob-
cigZen belki i sprzeciwow podloza. Trzeba wiec 6w
punkt przekroczyé zwrotem (w) i pod S, Q, M —



rozumieé¢ wypadkowe tuz za tym poczatkowym
punktem,

W sasiednim, lewym przedziale stuszna jest
calka (y) az do rubiezy, dajaca (Q), (M)} w mysl
réwnania (3) i pierwszego (6). Nalezy wiec za-
pewnié¢ cigglos¢ przejscia, czyniac dla graniczne-
go punktu tych dwoch przedzialéw:

(QQ +P=Q, (M)+K=M
(¥) =y vr=>
Inaczej jeszcze, na mocy tychze réwnan (3), (6):
QP ;
L] o )
T el
M)+K__ o 1
o yh—F r
Stad — cztery zaleznosci, liniowe wzgledem

stalych: A, B, C, D. Wyznacznik tego uktadu:

r® + 2ar, — r® ¥ 2ar, s® + 2as, —— s* - 2as
e .t 2 T —
r ; , S ,— S
1 ! 1 , 1 , 1
r3, —rd 3 —§? r, —r, s, —S
=|r2% s sP|2a|rz g2 sl
r, —r, s —§s* B, =1r, 1S, —S
Lo il 44 4| 1, & Uy

=W = 4 sr (s — r*)A

zalezy tylko od pierwiastkéow r, s, a przeto jego
zerowa, tozsamosciowa wartosé stanowi o miejsco-
wej rownowadze watpliwej przy danym obcigzeniu
belki.

W ogolnym przypadku niezerowego W moge
powyznacza¢ state: A, B, C, D dla wszystkich kolej-
nych przedzialéw w liniowej zaleznosci od statych:
A, B, C, D, — pierwszego, te zas nastepnie
okresli¢ z warunkéw czolowych, przyczem znéw
moze zaj$é szczegdlny przypadek watpliwej réw-
nowagi, tym razem juz dla calej belki.

5. Przy wartosci wyréznika

U=a—¢c<0
sily osiowe S sg zawarte w granicach:

2VEJp >8>0
a nadto:

r:l/—?a——i]c~—a”=

= ]/; (|' c + a — i l//; (b c &= a

s:]/z;c-{—irc':a'-'_—_

J3WeFati) s0cxa

I

Tu, wobec niewatpliwej zaleznosci
c— a* = (fc — a (c4+a >0
wprowadzam oznaczenia:

5 %5 : ,/1_”‘— )
m=] ;0e—a,n=) 5 0cta . O
i mam dla sily osiowej S dodatniej, $ciskajacej:
r=m-—in SsS=m-+in
a przeto:

y = [A Sin. nx + B Cos. nx] e™

4 [C Sin, nx 4~ D Cos. nx] e~ + Z . (8)

Dla sity § dodatniej, rozciagajace;j:
r=n—im, s=n+im
i wobec tego:
y = [A Sin. mx + B Cos. mx] e™ |-
LA cust e 4o DYES riod =Tk ;’; . ®)
Natomiast, przy wartosci wyréznika:
U=a—c>0
sily osiowe sa wogdle wieksze, jako, ze
S > 2V EJp

Tu wiec oznaczam:

u == l/ai——j a’— ¢
v = ’l/a—{-laz-—é

i mam dla sily osiowej S dodatniej, $ciskajacej:

(9)

r=iv, s=iu
a przeto:

y = A Sin. vx -+ B Cos. vx +

s T R D C e Z (10)
Dla sity osiowej S dodatniej, rozciagajacej:
r = u, IS R==—aaD).
a wiec:
y = A Sih. ux -+ B Coh. ux -
+ C Sik. vx + D Coh. vx + -;'; (10)



Wreszcie w szczegolnym przypadku wyréznika:

U ="

= b= ()
sila osiowa:
S=2VEJp

Tutaj:

4
B =
a:|'c:'w'-',w:]/c::'|/£]. (11)
a przeto dla sily osiowej S dodatniej sciskajacej:
y = (A 4 Bx) Sin. wx +

4+ (C + Dx) Cos. wx +% (12)

a dla sily osiowej S dodatniej, rozciagajacej:
y = (A + Bx) Sih. wx

S N ST T % (12)

Wobec niewielkiej wartosci spéiczynnika h
sprzeciwu osiowego sprezystego podloza szyny,
zmienno$é sily osiowej S jest powolna, mozna wiec
z dostateczna $cistoscig stosowaé wzory tu wypro-
wadzone, podzieliwszy odksztalcong na polacie
tak, aby w kazdej z nich sila osiowa malo réznita
sie od stalej.

6. Przy doswiadczalnym okreslaniu spéiczyn-
nika sprzeciwu osiowego h sprezystego podloza
nieraz trudno uniknaé momentu obcigzenia. Chce
go uwzgledni¢. Belka (Rys. 2) nieskonczona obu-
stronnie, pokrywa cala os X. Obciazenie jej stano-
wi moment K, skupiony w punkcie zerowej odcie-
tej x.

Wobec niewatpliwego braku sil osiowych wy-
roznik U jest ujemny, a przeto, wedtug (7):

m=n :]4/;(_::]4/1

4EJ

Odksztalcona da wzér (8), lub (8).

Oba korice belki ging w nieskonczonosci, co,
przy odcietych ujemnych wymaga zerowych war-
tosci C i D dla odksztalconej prawego przedzialu
wazkiej belki:

y = [A Sin mx - B Cos mx] e™ —- =2
p

y=m[(A+ B)Cos.mx + (A— B) Sin mx] e™
y’ =2 m? [A cos. mx — B Sin. mx] e™

y"=2m![(A—B)Cos mx — (A+B) Sinmx] e™

a przy odcietych dodatnich — zerowej wartosci A,

— we wzorach dla odksztalconej lewego prze-
dziatu tejze wazkiej belki:

(v) = [C Sin. mx + D Cos mx] e—"”—{——g—
p

(y')=m[(C—D)Cos mx —(C+D) Sin. mx] e
(v’') = 2m* [D Sin.mx — C Cos. mx] e—™

(v’)=2m[(C + D) Cos. mx +
+ (C — D) Sin mx] e—m=

Pomiedzy przedzialami, przy zerowej odcietej x:

(M) + K =M,
(y) =y,

(Q)=Q
(v) =y

a przeto:

—2m* EIC + K =2m* EIA

C+D=A—B, C=D —AE N} D=8
skad:
ANE=C = K——,B:D:O
4m*EJ
i ostatecznie:
= Ke—-—mx . q
[y] —L;;n_l_EJ Sm mx + ~p—
Kemx \ q
— Si e
Y 4m2EJ o *—p

dla lewego i prawego przedzialu tej wazkiej belki.

Dla belki (Rys. 3) nieskoriczonej jednostronnie,
pokrywajacej ujemna os X — state C, D maja war-
tosci zerowe. Dla poczatkowego punktu, obciazo-
nego skupionym momentem K, przy zerowej od-
cietej x:

Ely' = K,— Q = Ely” =0
a przeto mam:

K = 2m* EIA, A—B=0

1 ostatecznie:

K emx

e (Sin mx -+ Cos mx) + Z

dla tej wazkiej belki.

7. Belka stalego przekroju (Rys. 1), dowolnej
diugosci 2 L, pozioma swobodnie lezy na sprezystym
podlozu. Obciazenie cigzarem wlasnym gq. I tu, wo-

bec braku osiowych, odksztalcona otrzymam ze
wzoru (8).

Ma ona dawaé rzedne y niezaleznje od znaku
odcietych x, zatem nalezy uczyni¢ we wzorze:

C=—A D=B
skad, po zebraniu wyrazow:

y=2A Sihmx Sinmx |+ 2B Cohmeosmx—{——q—
p

Yy =2m(A + B) Sih. mx Cos.mx +
+ 2m (A — B) Coh.mx Sin.mx



y' = — 4 m* B Sih. mx Sin.mx +
4+ 4 m* A Coh.mx Cos.mx

y’' =4 m (A — B) Sih.mx Cos.mx
—4m* (A + B) Coh mx Sin.mx.

Na obu koricach belki niema sit poprzecznych,
ani momentoéw gnacych, zatem odcigtej L przyna-
leza zerowe wartosci y”, y'” w dwoch ostatnich
réwnaniach. Wyznacznik tego uktadu réwnan linio-
wych jednorodnych:

—rr;f[SithL+Sin2mL]

jest rozny od zera, zatem, wobec braku wolnych
wyrazéow A, B maja wartoséi zerowe i ostatecznie:

y= i

p
wynik — od L niezalezny, a wigc stuszny i dla bel-
ki nieskoriczonej — obustronnie, lub jednostronnie.
Wazka belka statego przekroju, swobodnie na
sprezystym podtozu lezaca — nie ugina sie, lecz

wgniata w podtoze.

8. Wazka belka (Rys. 1) stalego przekroju
swobodnie lezy na sprezystym podlozu, Ma dtu-
gos¢ 2L przy pierwotnej stalej temperaturze f,
tworzywa. Jednostajny na calej dlugosci przyrost
t daje zerowe sily osiowe na koricach belki:

S, = Ae°l-|- Be—°L — EFf1
,= AeL | Be’l — EFf1
skad bezposrednio:

SO 7 1 O
2 Coh. oL

1 ostatecznie:

S=EF/i
/ Coh.oL

o f'l/ EF Sih. ox
h Coh.oL

Posrodku belki sila osiowa ma wartosé skrajna:

i)

Coh. oL

Coh.ox 1-|

o= EFft [

a posuw— zerowa.

belki:

Skrajne posuwy na korcach

Ug== iftVE: lah.oL

Jezeli w odleglosciach X,, X,, czyniacych za-
dosé¢ nieréwnosciom:

| Xi — L|<<lus|,[Xo~+ L|<|us|

ustalono zapory pionowe, to pod ich naciskiem po-
jawia si¢ korncowe sily osiowe:

S;=ji (X, — L —u,)= Ae°l |- Be=L — EF/1
Sy=j5 (Xo-+L —u,) = Ael -+ Be*" — EFf1

Ten uklad, wobec niezerowego wyznacznika da sta-
te A, B.

W szczegolnym przypadku belki nieskoriczone]
obustronnie, wobec nieograniczonego wzrastania
odcietych dodatnich i ujemnych ze wzorow (5)

mam:
S = — EFft u=e=90
oraz naprezenie osiowe:
N = — Eflt

stale dla catej belki, nie siegajace w zwyklych
warunkach granicy podatnosci jej tworzywa.

9. A jednak czasem, podczas letnich upatéw
pojawia si¢ zesowanie szyny pionowe, lub poziome.
Czy to zjawisko miesci sie we wzorach? Wazka
belka, nieskorniczona obustronnie lezy na sprezy-
stym podlozu. Ma temperature pierwotng f, —
stala na catej dlugosci.

Zakladam, Ze pod dzialaniem przyrostu ¢, da-
jacego stalq sile osiowa S dodatnia, sciskajaca, lub
rozciagajaca, — belka ulegla zesowaniu w prze-
dziale skoniczonej dlugosci /, pomiedzy skrajnymi
odcietymi:

x, =1+ x, ) =
i ze obustronnie, poza tym przedzialem zachowala
swa pierwotna postaé prostego preta.

Zatem dla odcietych przedzialu:

y == Aer.r __{__ Be—r.r _+_ Cesx __{__ De—sx __{__ i
p

dla pozostatych zas, wiekszych od x, i mniejszych
od x.:

)=
P

.

Na obu rubiezach, wobec braku miejscowych
obciazen skupionych i zmian warstwowych:

(QJ=Q (M)= XN,
(y)=y  (y)=y
a przeto, wobec:
WS = (v =y ) =0
w obu koricowch punktach przedziatu :

y” £ 2ay =0, y =0

Stad dwa uklady réwnan liniowych, jednorod-
nych wzgledem stalych przedziatu:

"L =0,[y,=0,[y), =0, [yl, — Z —0



y"e=0,1y"L=0,Iyh=0,[y}— %:0

o wspélnym wyznaczniku:
W = 2sr (s>— 1

Zatem przy W réznym od zera oba uklady da-
ja zerowe wartosci statych A, B, C, D przedzialy,
niezaleznie od jego rozciaglosci / i umiejscowienia
x. Belka pozostaje prosta na calej dlugosci.

Moze wiec uledz zesowaniu tylko przy W zero-
wem, ta warto§é bowiem wyznacznika daje stale:
A, B, C, D w postaci nieoznaczonej. W tym szcze-
golnym przypadku réwnosci pierwiastkéow: r, s,
ogélna calka réwnania rézniczkowego (6) od-
ksztaltowanej:

y=(A + Cx) e+ (B+Dx) e
P

czyni mu zado$é niezaleznie od wartosci stalych cal-
kowania.

Rysujac przeto obraz zmiennosci rzednych y
w przedziale /, nie wyznacza im wielkosci, wobec
nieoznaczonych A, B, C, D. Mimo to jednak ozna-
ke przejscia z poczatkowej rubiezy przedziatu / na
koricowa — stanowié nadal winien powrét do tych
samych miejscowych wzglednych odksztatcen, obcia-
zen i sprzeciwéw podloza.

Stad prosty wniosek: uktad réownan liniowych,
jednorodnych wzgledem stalych przedziatu I:

[¥"]e—=[y"], =0, [y"]. — [¥']. =0
[}"]: — [y']l = 0, [y]g = [y]1 = 0

- powinien spelnia¢ sie niezaleznie od wartosci tych
stalych przedzialu: A, B, C, D, co niewatpliwie
wymaga zerowosci wyznacznika *) tego ukladu:

=—16s (e — 1) (e~ 1)2=

= —64s! [1 -—-;—(e”—i— e—"]]z

Zatem przy sile osiowej S dodatniej, rozcigga-
jacej, oba rowne pierwiastki: s, r sa rzeczywiste
i zerowos¢ wyznacznika V daje koniecznag zalez-
nos¢:

15 (e!+e*) = Cohsl=1

mozliwa tylko przy dlugosci ! przedzialu, réwnej
zeru. Stad — prosty wniosek, ze jednostajny spa-

*) Wyznacznik ten ma posta¢ pierwotna:

1, 1, b+ mrx , d -+ nrx

1—1, b+ m (ex+1),—d+n (— rx+41)
1, 1,b -+ m(x-+4+2, d4+n( rx—2)
1,—1, b+ m (rx+3),—d+n (— rx+3)

m n s?

Przy oznaczeniach:
e!'—1=m,e'—1=n

sle’="0,sle=—d

dek temperatury tworzywa nie moze da¢ zesowa-
nia szyny.
Jednostajne natomiast nagrzanie daje sile osio-
wag stala:
S, = EFit

dodatnia $ciskajaca. Pozatem, przy réwnosci pier-
wiastkow: r, s ta sita osiowa ma szczeg6lng wartosé:

So:—2]”EJp

powodujaca zesowanie belki przy dodatnim przy-
roscie

p I A
t= =1/ L,
fF E

pierwotnej jednostajnej temperatury jej tworzywa.
Oba pierwiastki sa tu réwne:

r:s:]/—«a:il/a

a wiec zerowo$¢ wyznacznika V moze zajs$é tylko
przy:

1 =

ey (e+ es)=Cosl} a=1

skad bezposrednio:

lya=2k=, a= So :]/p
2EJ EJ

1 ostatecznie:

lo:2kt]

przyczym najmniejsza dlugosé l, przedzialu zeso-
wania daje 2 réwne jednosci.

10. Przyczyny powstawania zesowan sa dosé
przejrzyste, lecz nieuchwytne. W duzej mierze
dzialaja tu drobne krzywizny pierwotnej osi po-
dtuznej szyny, jej cigzarowe zwisania miedzy pod-
ktadami, niestaranne uktadanie i niejednakowe osia-
danie podtoza, badz co badz mato jednolitego, choé
nad podziw pewnego.

W gestwe odchylen statych, lub z czasem rosna-
cych — wdziera sie zZmudna nastepczosé obcia-
Zen, z calemi hurmami drgan ostabiajacych, spre-
zysta niestrudzona gra odksztalcen, niewystarczal-
no$¢ przerw wypoczynkowych i posepna, tajemna
praca zmian wewnetrznych, niszczacych, przy te-
giej, wytrwalej pomocy uskokéw cieplnych. :

Chcie¢ to przewidzie¢, ujaé wyrazem wzoru —
prozny trud! i beznadziejno$é wynikéw, zaskakiwa-
nych coraz to z innej strony. Mozna powiedzieé¢
tylko jedno: pod zerami obu uktadéw zaleznosci
konicowych przedziatu czai sie wieloraka cizba zni-
komych odchylen, nieuchwytnych przyrostéw rzed-
nych, pochyleri osi, lekkich obciazern pasozytnych
i wahan sprzeciwow podloza,

Wszystko to wyréwnane zerami, Sily osiowe
rosng wraz z nagrzaniem. Roéwnoczesnie maleje
roznica pierwiastkow: r, s. Dazy do zera wyznacz-
nik W i, przy sile osiowej dosé bliskiej szczegélnej
warto$ci S —. wkracza w dziedzine wielkosci po-
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krytych zerami prawych stron obu ukladéw koi-
cowych zaleznosci przedzmlu

W granicy wyréwnywa sie stosunek W do tych
wielkosci niedozerowych, wypetniajacych coraz to
inny stup wyznacznika. Slowem — stale ogélnej
catki przedzialu. od niedawna nieoznaczone, poczy-
naja sie stawaé¢. Sama catka przemlema SWGj
ksztalt, tracac czesé zaleznosci od swej podstawy
e dotychczasowe] Pojawia sie w me] na chwile
zmienna niezalezna w mnoznikach i szybko ginie
w nowej postaci, rozpadajacej si¢ na wstawy i do-
stawy kotowe.

Ta droga wyprowadzone wzory, w mysl poczy-
nionych zalozen dotycza zesowania pionowego. Do-
stosowanie do poziomego nie streczy trudnosci.
Trzeba zamiast najwickszego I — braé¢ w nich naj-
mniejszy moment bezwladnosci J przekroju wzgle-
dem pionowej osi Y, a na miejsce spétczynnika
sprzeciwu pionowego p — podstawia¢ spolczynmk
b sprzeciwu poprzecznego tegoz podloza réwniez
wymiaru KGfem?, lecz znacznie mniejszy liczbowo.

Stad wniosek, ze zesowanie poziome, w plasz-

czyznie podloza zachodzi przy mniejszym przy-

roscie
= 2‘] / Iy
fF E

pierwotnej jednostajnej temperatury szyny. Nato-
miast najmniejsza diugosé zesowania:

4 — F
e 2E_l/ EJn
b

Zesowanie poziome czestsze ma byé. Naprze-
kor temu dziala niejednostajnosé dziatania pro-
mieni sfonecznych, z lekka zwypuklajaca szyne po-
miedzy podkiadami. Przeciwdzialajac zwisaniu, nie
przewaza jednak mozliwosci na strone zesowan
pionowych, rzadziej pojawiajacych sie jakoby w na-
szych warunkach.

RESUME. Préface: rappel des publications antérieures, concernant le rail—poutre droite, posée
sur l'assise élastique, ou—sur les appuis élastiques équidistants.

1. Exposé du probléeme.
Le moment fléchissant M.

2. Relations (1). Déformations, dues aux changements de la tempéraiure.

L’équation d’équarrissage (3).

Charges uniformément réparties, I'effort longitudinal S et tranchani Q.

La dilatation (2).

3. L’équation différentielle (4) et son intégrale donnant (5) — I'effort longitudinal S ef la déforma-
tion axiale ,,u” du rail echauffé ou refroidi. Conditions aux exirémités.

4, Les équations différentielles (6) de I'élastique du rail fléchi.

Cas d'équilibre ambigu local ou tolal de la poutre.

Leur intégrale el ses constantes.

5. Trois formes distincles de I'slastique correspondant a la valeur positive, négative ou nulle du

discriminant U.
6. Exemple d’'une poutre pesante,
au milieu de sa longueur ou a la section d’aval.
7. Aulre exemple:

trés longue, sollicitée par un seul moment extérieur, agissant

Poutre pesante, posée sur [l'assise élastique continue, ne fléchil pas, mais

s’enfonce uniformément sous la charge de son propre poids.

8. L’effort longitudinal et I'allongement thérmique du rail, li¢c a son assise élastique.

aux extrémités. Cas d’'une longueur infinie.

Conditions

9. Serpentement thérmique du rail. La fempéralure critique el la longueur locale du serpentement.

10. Causes latentes du serpentement et [l'impossibilité de leur mise en équations.

verlical et transversal.

Serpentement
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jest w calosci na budowe polskich okretow
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