ROZDZIAE VI,

BIEGUNOWE PUNKTOW NA PROSTES I BIEGUNY PROSTYCH, PRAECHODZA-

CYCH PRZEZ TEN SAM PUNKT. — CZWOROKAT WPISANY I CZWOROBOK OPI-

SANY, — PUNK/TY §PRZEZONE 1 PROSTE SPRZEZONE. — SREDNIOE SPRZEZONE
ELIPSY I HIPERBOLIL.

BIEGUNOWE PUNKTOW NA PROSTEJ I BIEGUNY PROSTYCH, PRZE-
CHODZACYCH PRZEZ TEN SAM PUNKT.

- 17, Niech punkt P (fig. 36, 37) i prosta p beda dla siebie biegu-
nem i biegunows wzgledem danego przecigeia stozkowego.

a. Na prostéj p (fig. 36) obie-
rzmy jakikolwiek punkt R i po-

Fig. 36.

prowadZmy przez obrany punkt
prosty, ktéra przecina przecigcie
stozkowe np. w punktach A i B.
Proste PA i PB przecinajg prze-
ciecie stozkowe jeszeze w punktach
odpowiednio C' i D, a prostg p
w punktach odpowiednio K i L.
Poniewaz prosta p jest biegunows

b. Przezpunkt P (fig. 37) po-
prowadzmy jakakolwiek prosta 7,

Fig. 37.

a przez punkt S, na przecigciu si¢
jéj z p, prosty, ktora przecina prze-
cigeie stozkowe np. w punktach A
i D. Proste PA i PD przecinajg
przecigeie stozkowe jeszcze w pun-
ktach odpowiednio B i C, a prosty p
w punktach odpowiednio K i L.
Poniewaz punkt P jest biegunem
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punktu P, przeto (us. 98)

(CAPK)=—1, (DBPL)=-—1,
a wiec peki promieni
R(CAPK), R(DBPL)

sg, harmoniczne. W tych dwu pe-
kach oba promienie drugich par
i drugie promienie piérwszych par
sg tymi samymi prostymi, a wige
i pozostale promienie RC i RD
przedstawiajg jedng prosty (us. 25),
t. j. prosta CD jest cigeiwg, prze-
chodzgeq przez punkt R. Jezeli
zatym cztéry punkty A, B, CiD
bedziemy uwazali jako wiérzcholki
czworokgta zupelnego (us. 31), to
punkty P i R bedg dwema punkta-
mi przekgtnymi; trzeci S bedaie na
przecigein sig bokéw AD i BC.
Przez punkty S i P poprowadsmy
prosta, », a punkty, w ktérych ta
prosta » przecina boki AB i UB, na-
zwijmy odpowiednio N i M. Na
mocy wlasnoéei czworokgta zupel-
nego, na kazdym z bokéw ABiCD
punkt przekgtny R i punkty prze-
cigeia, sig kazdego z tych bokow
z prosty, laczgeq punkty przekgtne
P i8S, tworzg odpowiednio parg
punktéw, harmonicznie sprzezong
z parg wiérzcholkéw, lezgeych na
tym boku (us. 32, f),

(ABRN)=—1, (CDRM)=-—1,
t. j. cigeiwy AB i CD przecigcia
stozkowego sg przez punkt R i pun-
kty N'i M podzielone harmonicznie.
A wige punkty M i N znajdujg si¢
na biegunowéj punktu R (us. 98),

czyli prosta » jest biegunowsg pun-'

ktu R. Punkt R byl obrany na

prostéj p, praeto (us. 98)
(CAPK)=—1, (BDPL)=-—1,
a wige peki promieni
S(CAPK), S(BDPL)

s harmoniczne. W tych dwu pe-
kach oba promienie drugich par
i drugie promienie piérwszych par
$a, tymi samymi prostymi, a wice
i pozostale promienie SC i SB
przedstawiajy jedng prosty (us. 25),
t. j. prosta BC jest cieciwg, prze-
chodzgog przez punkt S. Jezeli
zatym cztéry punkty A, B, CiD
bedziemy uwazali jako wiérzcholki
czworokgta zupelnego (us. 31), to.
punkty P iS bedg dwoma punkta-
mi przekatnymi; trzeci bedzie na
przecigein sig bokéw AB i CD.
Ow trzeci punkt przekatny nazwij-
my R, a punkty, w ktérych pro-
sta  przecina owe boki AB i CD,
nazwijmy odpowiednio N i M. Na
moey wilasnosei czworoksgta zupel-
nego, na kazdym z bokéw AB i CD
punkt przekgtny R i punkty prze-
cigein sie kazdego z tych bokéw
z prosta, Iaczgeq punkty przeckgtne
P i85, tworzg odpowiednio pare
punktéw, harmonicznie sprzgzong,
z parg wictrzcholkéw, lezgeych na
tym boku (us. 32, f),
(ABRN)=—1, (CDRM)=-—1,.
t. j. cigeiwy AB i CD przecigeia
stozkowego sg, przez punkt R i pun-
kty N i M podzielone harmonicznie.
A wige punkty M i N znajdujg sig
na biegunowéj punktu R (us. 98),
czyli punkt R jest biegunem pro-
stéj ».  Prosta » hyla poprowadzo-
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prostéj p, biegunowéj punktu P,
a prosta », jak przyjeliSmy, prze-
chodzi przez punkt P, A wige, bie-
gunowa punktu, leégeego na pewnéj
prostéj, praechodzi przez biegun té)
Prosté].

[MozZna Iatwo wprost okazag,
e punkt przekatny S (fig. 36), lezy
‘na prosté] p. Wedlug us. 32, f,
(CBTS)=—1; nadto, jak wiemy,

(CAPK)=—1. Pegki przeto pro-
mieni
R(CBTS) i R(CAPK)

sg harmoniczne. Gdy za$ trzy od-
powiednie ich promienie sg tymi
samymi prostymi, to i czwarte RS
i RK, czyli prosta p, sg jedng pro-
stq, t. j. punkt S leZy na prostéj p.]
118. a. Poniewaz biegunowa
punktu, lezgcego na pewnéj prostéj,
przechodzi przez biegun téj prostéj,
wige, oczywiscie, biegunowa. punkitu
preecigeia sig dwu prostych z sobg,
preechodzi przez bieguny tych pro-
stych. ' ' '

na przez punkt P, biegun prostéj p.
Okazemy, Ze punkt R lezy na pro-
stéj p. Jak juZ wiemy, .

(CAPK)=—1, (BARN)=—1;
peki przeto promieni
S(CAPK) i S(BARN)

sg harmoniczne. Oba za§ tu pro-
mienie piérwszych par i piérwsze
promienie drugich par sg tymi
samymi prostymi, a wige i pozo-
stale promienie, SK (ezyli pro-
sta p) i SR, przedstawiajg jedne
prost¢, t. j. punkt R znajduje
sig ma prostéj p. A wige, Die-
gum  prostéj, przechodzgeéi prazez
pewien punkt, lezy na biegunowdj
tego punkitu.

b. PoniewaZz biegun prostéj,
przechodzgeéj przez pewien punkt,
lezy na biegunowéj tego punktu,
wiee, oczywiScie, biegum prostéj,
lgczqedl dwa punkty, smajdwje sig
na praecigeiu sig biequnowych tych
punkiow.

Z tych wlasnosci moZnaby, jako bezpoSrednie nastepstwa, wypro-

wadzi¢ niektére z dowiedzionych juz powyzéj wlasnosei, mianowicie:
ze punkt, znajdujacy sig w obszarze zewngtrznym przecigeia stozkowego,
i odpowiadajaca mu cigeiwa stycznosci sg dla siebie biegunem i bieguno-
w3, (us. 100); Ze punkty na kierownicy sg biegunami prostych, przecho-
dzgeych przez ognisko, i nawzajem (us. 102); Ze styczne w punktach,
w ktérych te proste przecinajg przecigeie stozkowe, przecinajy, sig z sobg
na kierownicy (us. 104). —

PoprowadZmy prostg g, réwnolegla do jednéj z asymptot hiperboli.
Punkt przecigeia sig téj asymptoty z prostg p znajduje si¢ w nieskoficzo-
noSei; a wiee, na biegunowéj tego punktu, przechodzgcéj przez Srodek hi-
perboli, znajduje sig biegun prostéj g, ktory nazwijmy P, jakotéZ biegun
owéj asymptoty, ktéry, jako biegun stycznéj do hiperboli, jest jéj pun-
ktem stycznoSci (us. 99). Owa wige biegunowa, jako majgca dwa punkty
($rodek i punkt w nieskoficzonoSci) spélne z asymptotq, jest taz samg
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asymptotg. A wigc punkt P, biegun prostéj p, lezy na asymptocie,
t. j. bieguny, wagledem hiperboli, prostych, réwnoleglych do jéj asymptoty,
lezg na téjze asymplocie.

— Objasnié, dlaczego, gdy poprowadzimy stycing do hiperboli
w punkcie kotcowym cigeiwy, réwnolegléj do asymptoty, to ona spotyka tg
asymptote w punkcie, ktdry jest biegunem owéj cigciny.

119. Wypewiedziane na poczatku tego ustgpu wlasnofei moZemy
uogdlnié, moéwige, Ze:

a. Gdy prosta obraca sig oko- l b, Gdy punkt poruszq sig po
2o punkitu, jéj biegun porusza sig po | prostéj, jego biegunowa obraca sig
biegunowéj owego punkiu. ‘ okolo bieguna owéj prosté).

— Objasni¢, dlaczego ecigeiwy stycenosci wszystkich tych par sty-
cznych do danego przecigeia stoskowego, ktore moina wyprowadzi¢ z vo-
inych punktéw na prostéj, praechodzq przez ten sam punkt, biegun téj
prostéj.

120. Widzielismy w us. 98-ym, Ze cigciwa przecigeia stoikowego
jest praez jakikolwiek punkt na niéj ¢ praez biegunowq tego punktu podzie-
lona harmonicanie.  Wlasnoci téj odpowié nastgpujaca: jakakolwick pro-
sta, przeckodz@ca przes punkt praecigeia sig dwuw stycanych do praecigeia
stoskowego, tworzy # prosty, przechodzqiq praez tenie punkt i przez biegun
tamtéj prostéj, parg promiens, harmonicanie spragiong z parg owych sty-
cemych. WlasnoSci té] mozZemy teraz dowiéS¢ przy pomocy tego, cosmy
okazali w us. 117, b. Jakoz, zwazmy, Ze biegun prostéj p (fig. 88), prze-
chodzgcéj przez punkt A, punkt prze-
cigeia sig z sobg stycznych AB i AC,
lezy na biegunowéj punktu A, t. j. na
cigeiwie stycznoéei BC (us. 100). Jezeli
wige biegunem prostéj p jest punkt P,
to, jak wiemy, (BCPD)=—1, a wigc
pek promieni A(BCPD) jest harmoni-
czny, c. n. d. — Aby wyslowienie tyl-
koco dowiedzionéj wlasnosei uczynié
wigeéj odpowiednim wystowieniu wla-
snofci, przytoczonéj na poczatku tego
ustepu, mozemy jg tak wyrazié: dwie
stycane do przecigeia stoskowego sq przez
Jakakolwick prostq, przechodzqeq przez
punkt ich przecigcia sig, i praez biegun téj prosté) oddzielone harmonicznie.

121. Poprowadzmy styczng do hiperboli, nie asymptote. Punkty
przecigeia sig jéj z asymptotami nazwijmy A i B (fig. 89), a przez punkt

Fg. s8.
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jéj styeznosei C i przez $rodek S poprowadZmy prosts.

Ta prosta SC

i prosta, przechodzgea przez punkt S i biegun prostéj SC, tworzg pare,

harmonicznie sprzezong z asymptotami (us.
120). Biegun prostéj SC lezy na przecieciu
si¢ biegunowéj punktu C, t. j. prostéj AB,
z biegunowsg punktu 8§, t. j. z prosta, pao; jest
on wige punktem w nieskoficzono§ei na pro-
sté) AC. A wigc promien tego peku, prze-
chodzgey przez biegun prostéj SC, jest ré-
wnolegly do prostéj AB, wskutek czego
punkt C jest Srodkiem odcinka AB (us. 24),
t. j. odcinel: stycendj do hiperboli, zwwarty
mdagdey asymptotams, jest w punlicic stycinosei

podzielony na polowsy.

Tig. 44.

CZWOROKAT WPISANY I CZWOROBOK OPISANY.

122, a. Obierzmy jakiekol-
wiek cztéry punkty A, B, Ci D
(fig. 40) na danym przecigcin stoz-

e

|

o v i

\.“'1!] it

\l lll!

A1

Al
Fig. 40,

kowym. Mozemy je uwazaé jako

b. Poprowadimy jakiekol-
wiek cztéry styczne ¢, 0, ¢ 1 d
(fig. 41) do danego przecigcia stoz-

Fig., 41.

kowego. Mozemy je uwazaé jako.
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wiérzeholki *) czworokgta zupelne-
go ABCD (us. 31); jego punkty
przekgtne nazwijmy R, SiT. Na
mocy wiasnofei czworokgta zupel-
nego, na kaidym z jego szeSciu
" bokéw punkt przekgtny i punkt
przecigeia si¢ tego boku z prosty,
Yqczacq dwa pozostate punkty prze-
katne, tworza pare punktdw, har-
monicznie sprzezong z pargy wiérz-
cholkéw, lezgeych na tym boku
(us. 32, f). A =zatym, na kto-
rychkolwiek dwu przeciwleglych
bokach, np. na bokach AC i BD,
punkt ich przecigeia sig, t. j. punkt
przekatny T, i odpowiednie punkty
przecigeia sig ich z prostg RS,
tworzg parg punktéw, harmonicznie
sprzeZong z pary odpowiednio pun-
ktow A i C i punktéw B i D,
Cigciwy przeto AC i BD przecig-
cia stozkowego sa przez punkt T
i przez prosta RS, ktérg nazwijmy
t, t. j. przez prosta, przechodzs-
cy przez drugie punkty podzialu
tych cigeiw, podzielone harmoni-
cznie; zatym punkt T i prosta ¢ sg
dla siebie - biegunem i biegunowsa
(us. 98). Taksamo moZemy oka-
zat, ze punkt przekatny R i prosta
r, ze punkt przekgtny S i prosta s
sa dla siebie odpowiednio biegunem
i biegunows. A wigec, w czworo-
Lgeie zupelnym, wpisanym w pree-
cigcie stozkowe, kazdy punkt prazeke-
iny 4 prosta, przechodzqea przez po-

boki caworoboku zupeluego abed
(us. 381); jego proste pruzekgtne
nazwijmy #, s i £ Na mocy
wlasno§ci ezworoboku zupelnego.
w kaizdym z jego szeSciu wibrz-
cholkéw przekatna i prosta, Ig-
czgca ten wiérzeholek z punktem
przeciecia sig dwu pozostalych prze-
katnych, tworzg pare promieni, har-
monieznie sprzezong z pary bokow,
przechodzgeych przez ten wiérz-
cholek (us. 32, ¢). A zatym, w kté-
rychkolwiek dwu przeciwleglych
wiérzcholkach, np. w (ac) i w (bd),
prosta, je Iaczgea, t. j. przeks-
tna ¢, 1 odpowiednie proste, 1g-
czgee je z punktem (rs), tworzgy
par¢ promieni, harmonicznie sprze-
zong z parg odpowiednio sty-
cznych @ i ¢ i stycznych & i d.
Styczne przeto wic oraz bid do
przecigeia stozkowego sg przez pro-
st ¢ i przez punkt (»s), ktéry na-
zwijmy T, t. . przez punkt przecie-
cia si¢ drugich promieni, oddzielajg-
cych styczne, oddzielone harmoni-
cznie; zatym prosta ¢ i punkt T' sy
dla siebie biegunowg 1 biegunem
(us. 120). Taksamo mozemy oka-
zat, ze przekatna ¢ i punkt R,
oraz, %e przekatna s i punkt S
sg, dla siebie odpowiednio bieguno-
wa, 1 biegunem. A wige, w czworo-
bolw zupelnym, opisanym ne praze-
cigerw stozkowym, Lazde prackatng
o punkt praecigeia sig dwn pozo-

*) Wprawdzie w us, 117-ym mielidmy juz czworokat zupelny, wpisany w praeciceie

stozkowe, tak iz tam moglidmy wyprowadzié te wnioski, do ktdrych tu dojdziemy.

Robimy

to jednak dopicro teraz dlatego, aby jednocze$nic rozwazaé ezworobok zupelny, opisany na

prezecieciu stezkowym,
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zostale dwa punkty preekgine, sq [ stadyeh  przekatnych sq dla  sie-

dla siebie biegunem 4 biequnowq.
123. a. Stycane w wiérzchol-
kach A, B, Ci D (fig. 42) czworoks-

| bie biegunowq 1 biegunem.

b. Punkty styeznosei bokéw
a b, ¢ i d (fig. 42) czworobo-

Fig. 42,

ta wpisanego w dane przecigcie
stozkowe, t. j. proste a, b, ¢ i d,
tworzg, czworobok opisany na tymze
przecigcin  stozkowym, w ktérym
pary wiérzcholkéw przeciwleglych
sq: punkt (ab), czyli G, i punkt (ed),
czyli H; punkt (b¢), czyli I, 1 punkt
(da), czyli K; punkt (ac), czyli L,
i punkt (4d), czyli M.—Wiérzchol-
ki przeciwlegte jednéj pary, np. G-
i H, sa biegunami cigeiw styczno-
gei, t. j. prostych odpowiednio g
ih, czyli bokéw AB i CD czworo-
kata wpisanego, przecinajacych sig
w punkcie przekatnym R; przeto
biegunowa punktu R przechodzi
przez te wiérzcholki G- i H (us. 118,
a), t. j. te wiérzcholki przeciwlegle
G 1 H czworohoku opisanego leza

ku opisanego na danym przecieciu
stozkowym, t. j. punkty A, B, C
i D, tworzg czworokat wpisany
w przecigeie stozkowe, w ktérym
trzy pary bokéw przeciwleglych
sa: prosta AB, czyli g, i prosta CD,
czyli h; prosta BC, czyli 4, i prosta
DA, cayli k; prosta AC, czyli I,
i prosta BD, eczyli m. — Boki
przeciwlegle jednéj pary, np. g
i h, sa, jako cieciwy stycznoSei,
biegunowymi punktéw odpowiednio
G i H, czyli wiérzcholkéw (ab)
i (ed) czworoboku opisanego, le-
zgeych na przekatné) »; przeto
biegun prostéj » jest na przecie-
ciu sig bokéw g 1 I (us. 118,
b), t. j. te Dboki przeciwlegle ¢
i I czworokgta wpisanego przecina-



90 PRZECIECIA STOZEOWE.

na téjze prostéj, na ktéréj sig znaj-
dujg pozostale punkty przekgtne
S 1T caworokgta wpisanego (us.
122, @). Ze za§ prosta GH — na-
zwijmy jg r — jest przekatng cawo-
roboku opisanego, przeto moze-
my jeszcze powiedziél, Ze prze-
katna » czworoboku zupelnego opi-
sanego abed przechodzi przez pun-
kty przekgtne S i T caworoky-
ta zupelnego wpisanego ABCD.
Taksamo, rozwazajae pary wiérz-
cholkéw przeciwleglych I 1 K,
oraz L i M, moZemy okazaé, Ze
kazda z przekatnych s i ¢ czwo-
roboku zupelnego opisanego prze-
chodzi przez dwa punkty przeks-
tne czworokyta zupelnego wpisane-
. go, mianowicie s przez TiR, a ¢
przez R i 8. — Wskutek tego,
kazdy z punktéw przekgtnych czwo-
rokgta zupelnego wpisanego ABCD
jest ;jednoczesnie punktem przecie-
cia si¢ dwu z przekatnych czworo-
boku zupelnego opisanego abed. —
‘Wiemy za$§, Ze na kazdéj przeks-
tnéj czworoboku zupelnego punkty
przecigeia sig jéj z pozostalymi
przekatnymi tworzg pare, harmoni-
cznie sprzeZong z parg wibrzchol-
k6w, przez ktore ta przekgtna prze-
chodzi (us. 82, a). Jest wigec np.
para punktéw T iS harmonicznie
sprzezona z parsy punktéw G i H.
Punkty T18 sa punktami przeciecia
sig¢ dwu par bokéw przeciwleglych
czworokata (pojedynczego) ACBD,
a punkty G i H sg punktami prze-
cigeia si¢ odpowiednich par sty-
cznych w jego wiérzcholkach prze-
ciwleglych: A i B, CiD. Podo-

ja sie¢ z sobg w tymze punkcie, w kto-
rym sig przecinajg pozostale przekg-
tne s i ¢ czworoboku opisanego (us.
122, b). Ze za$ punkt (gh) — na-
zwijmy go R—jest punktem przekg-
tnym czworokata wpisanego, przeto
mozemy jeszcze powiedziéé, Zze punkt.
przekatny R czworokata zupelnego
wpisanego ABCD jest w punkcie
przeciecia sig przckatnych si¢ czwo-
rohoku zupelnego opisanego abed.
Taksamo, rozwazajgc pary bokdéw
przeciwleglych 4 i %, oraz ¢ i m,
mozemy okazaé, ze kazdy z punktéw
przekgtnych S 1T czworokata zu-
pelnego wpisanego jest w punkeie
przecigcia sig¢ dwu przekatnych
czworoboku zupelnego opisanego,
mianowicie 8 w punkcie (), a T
w punkcie (rs). — Wskutek te-
go, kazda z przekatnych czwo-
roboku zupelnego opisanego abed
przechodzi jednoczesnie przez dwa
punkty przekatne czworoboku zu-
pelnego  wpisanego ABCD. —
Wiemy za$, ze w kazdym punkcie
przekgtnym czworokgta zupelnego
proste, lgezace go z pozostakymi
punktami przekgtnymi, tworzg pare,
harmonicznie sprzezong z parg bo-
kow, ktore sig w tym punkeie prze-
cinajg (us. 32, b). Jest wige np.
para prostych ¢ i s harmonicznie
sprzgzona z parg prostych g i h.
Proste ¢ 1 s lacza z sobg dwie
pary wiérzchotkow przeciwleglych
czworoboku (pojedyficzego) acbd,
a proste g i h sy prostymi, lg-
czgcymi punkty stycznosei odpo-
wiednich par jego bokéw prze-
ciwleglych: a i b, ¢ i d. Podo-
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bnie co do punktéw R, T, I, K
i co do punktéw R, S, L, M
wezworokatach odpowiednio ACDB
i ABCD. — A wiee, w eczworokg-
cic zupelnym, wpisanym w priecig-
cie stozhowe, kaide para punktéw
praecigcia sig bokow przeciwleglych
Jjest harmonicanie sprzgéona 5 parg
punkitéw preecigeia sig z sobg ka-
Zdych dww styeznych w odpowiednich
widrzchothach przeciwleglych.

bnie co do prostych », ¢ i, k
i co do prostych #», s, I, m
w ezworobokach odpowiednio acdb
i abed. — A wiee, w coworobo-
kuw zupetnym, opisanym na przecig-
ciw stockowym, kazda para prostych,
tgczacych wiéracholli przeciwlegle,
jest harmonicenie sprzgdona z parg,
prostych, tgczqcych z sebg kazide
dwa punkty stycanodel odpowiednich
bokow przeciwlegtych.

Dowiedliémy tu, Ze szeregi punktéw (RSLM), (STGH), (TRIK)

i peki promieni (rslm), (stgh), (trik) sy harmoniczne.

Zauwazmy, e

punkty ktéregokolwiek z tych szeregbw i promienie odpowiedniego z tych
pekéw, np. punkty R, S, L, M i proste 7, s, [, m sy tu dla siebie odpo-
wiednio biegunami i biegunowymi. A wige: biegunowe punktéw tych
szeregéw harmonicznych przedstawiajs peki harmoniczne, a bieguny
promieni tych pekiw harmonicznych przedstawiajg szeregi harmoniczne.
Takiz zwigzek zachodzi na fig. 38-8j (prosta AP jest biegunowsg punktu
Dj; us. 118, a) miedzy punktami szeregu harmonicznego (BCDP) i odpo--
wiednimi promieniami pgkn harmonicznego A(BCPD).

124. Okazemy, ze tylkoco zaznaczone wlasnoSci biegunowych pun-
ktéw wymienionych powyzéj szeregébw harmonicznych i biegunéw pro-
mieni wymienionych powyZéj pgkéw harmonicznych sg ogdlne.

Majgc dane jakiekolwiek przecigcie stozkowe L, na jego cigciwie,
przechodzgeéj przez ognisko O réwnolegle do kierownicy, jako na §redni-
cy, zakré§lmy koto K. Ono jest harmonicznie pokrewne z Li; ognisko
owo jest §rodkiem, a odpowiadajgca mu kierownica linija Srednig tego
pokrewiefistwa (us. 49). ‘Wezmy

jakikolwiek szereg punktdw har-
moniczny, (ABCD). Punkty pokre-
wne z punktami A, B, C, D ozna-
czmy przez A, B,, C,, D,. One
tworzg, réwniez szereg harmoniczny
(us. 36, I). [Podstawg szeregu
(A,B,C,D,) nazwijmy p, a jéj bie-
gun wzgledem K nazwijmy P.
Biegunowe punktéw A,, B,, C,, D,
wzgledem K — nazwijmy je odpo-
wiednio a,, by, ¢,, d, — przechodzy
przez punkt P (us. 119, b), a sg

jakikolwiek pek promieni har-
moniczny, (abed). Proste pokre-
wne z prostymi a«, b, ¢, d ozna-
czmy przez ey, b, ¢, ¢;. One
tworzqg réwniez pek harmoniczny
(us. 85, m). Wiérzcholek peku
(a;b,c,d,) nazwijmy P, a jego bie-
gunowg, wzgledem K nazwijmy p.
Bieguny prostych a,, b,, ¢, d,
wzgledem K — nazwijmy je odpo-
wiednio A, B, C;, D, — znajdujg
sie na prostéj p (us. 119, a) i na
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prostopadle (us. 95) do promie-
ni peku (us. 21) harmonicznego
O(A,B,C,D)). Wskutek tego, ka-
zde dwa z promieni peku (a,b,0,d,)
tworza =z sobg takiez same
katy, jak odpowiednie promienie
tego peku O(A,B,C,D,), tak iz
te dwa peki do siebie pray-
statby mogly; przeto pek pro-
mieni (@;b,¢,d;) jest harmoniezny.
7Z vprostymi a,, b, ¢, dy, jako
z biegunowymi wzgledem K punktow
A,, B, C,, D,, sa pokrewne biegu-
nowe wzgledem L. punktéw pokre-
wnych A, B, C, D (us. 98); nazwij-
my je odpowiednio a, b, ¢, d. Po-
niewaz za$, jak widzieliémy, pek
promieni (a,b,¢,d,) jest harmo-
niczny, zatym (us. 35, m) pek pro-

mieni (wbed) jest réwniez harmo-
niczny, c. n. d. |

PRZECLIZCIA STOZKOWE.

prostopadlych (us. 95) z O na
promienie peku  harmohicznego
(abyeidy). Wskutek tego, kazde
dwa z promieni pgku O(A,B,C,D,)
tworza z soba takiez same katy,
jak odpowiednie promienie tego pe-
ku (aybyeqdy); jest zatym pek pro-
mieni O(A,B,C,D,) harmoniczny,
a przeto (us. 23) szereg pun-
ktow (A, B,C,D,) jest harmoniczny.
Z punktami A,, B,, C,, D,, jako
z biegunami wzgledem K prostych
@y by €y dy, 83 pokrewne biegu-
ny wzgledem L prostych pokre-
wnych a, b, ¢, d (us. 98); nazwij-
my je odpowiednio A, B, C, D. Po-
niewaz za§, jak widzieliémy, szereg
punktéw (A,B,C,D,) jest harmo-
niczny, zatym (us. 35, I) szereg
punktéw (ABCD) jest rowniez har-
moniczny, ¢, n. d.

Mozemy wiece powiedziéé ogélnie, Ze:

a. biegunowe punktow szeregu
harmonicznego  przedstawiajg pelk
promieni harmoniceny.

125. Tak np. wiemy, ze gdy

b.  bieguny promient pelu hor-
monicznego  preedstawiajg  szereg
punkiiee harmoniezny.
cztéry punkty na kole sg takie, iz

proste, laczace je z pewnym punktem na kole, tworzg pek promieni har-
moniczny, to proste, laczace owe cztéry punkty z jakimkolwiek innym
punktem na kole, przedstawiaja réwniez pek promieni harmoniczny
(us. 28). Niech takimi cztérema stalymi punktami na kole (fig. 43) be-
dg punkty A, B, CiD,
t.j. niech proste, Iaczace je
z pewnym punktem E na
kole, tworza pek promieni
harmoniczny E(ABCD).
Biegunowymi punktéw A,
B, C, DiE sy styczne
w tych punktach, t. j. od-
powiednio proste a, b, ¢
. d i e, biegunami za$ pro-
stych EA, EB, EC i ED

Fig. 43,
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sq punkty odpowiednio A', B, C'i D' (us. 100); te przeto punkty, jako
bieguny promieni pegku harmonicznego, przedstawiajs (us. 124, b) szereg
punktéw harmoniezny, (A'B'C'D') =—1. Widwezas atoli jakgkolwiek
inny, styezng ¢ do kola, ktéréj punkt stycznosei nazwijmy B, tez same
crtéry styezne stale: a, b, ¢ i d przecinajg w punktach, tworzacych sze-
reg punktéw réwniez harmoniczny, (A"B"C'D")=—1; te bowiém
punkty: A", B", C" i D" sy biegunami promieni peku harmonicznego
J'(ABCD). A zatym, jeeli poprowadzimy cztéry styczne do kola takie,
id punlty prizecigcia sig ich ¢ pewng styceng tworza szeveg punktiw har-
monieczny, to odpowlednie punkty przeciecia sie owych catérvech stycznyeh
z jakalkolwick styczng do Lol przedstawiajg réwnies szereg punktéw har-
moniczny. Ta wlasno§é styeamych do kola odpowiada wlasno$ei pun-
ktéw na kole, wypowiedzianéj w us. 28-ym.

PUNKTY SPRZEZONE I PROSTE SPRZE,ZONE'. SREDNICE SPRZEZONE
ELIPSY I HIPERBOLL :

126. Dwa punkty, z ktérych kazdy lezy mna biegunowé) punktu
pozostalego, nazywajg si¢ punktami sprzezonymi wzglegdem
przecigcia stozkowego danego; dwie proste, z ktérych kazda prze-
chodzi przez biegun prostéj pozostaléj, nazywajy si¢ prostymi sprze-
zonymi *) wzgledem przecigeia stozkowego danego. Tak
np. na fig. 42-6j punkty S i T, punkty R i &, punkty K i A, proste s ¢,
proste i g, proste % i a sy sprzeZone; podobnie np. ognisko przecigcia.
stozkowego 1 jakikolwiek punkt na kierownicy, odpowiadajacéj temu
ognisku, sg punktami sprzezonymi, a jakiekolwiek dwie proste, przecho-
dzgce przez ognisko, do siebie prostopadle, sa prostymi sprz¢Zzonymi

(us. 102).
Z tego, cofmy mowili w us. 117-ym, wynika, Ze:
a.  z punbtem danym sq sprzg- | b. z prostq dang Sq sprzgio-

gome punlity, lezace na biegunowdj | ne proste, przechodzqcee przez bicgun
punktu danego, czyli: bieguny pro-| prostéj danéj, cayli: biegunowe pun-
stych, przechodzacych przes punkt | ktéw, znajdujacych sig na prosiij
dany. danéj.

Oczywiscie, ze (us. 98, 120):

e, para punktow sprzezonych d. para prostych sprzgionych
i dwa punkty, w ktérych prosta, la- | ¢ dwie styczne, wyprowadzone & pun-

¥y Albo: promieniami sprzesonymi,
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Ftu preecigeia sig tych prostych sprzg-
sonych do przecigeia  stoékowego,
tworzg pek promient harmoniczny.

coqea te punkty spregéone, przecina
przecigeie stodkowe, tworaq szereg
punktiw harmoniczny.

Uwaga. Z dwu prostych sprzgéonych praynajmniéj jedna przecing
preecigeie stodkowe, gdyi jezeli jedna z nich nie spotyka przecigeia stoz-
kowego, to jéj biegun lezy wewnatrz tego przecigeia stozkowego (us. 96,
99); mogg jednak obie przecinaé przecigcie stozkowe (np. na fig. 42-&j

proste » i s).

127. «. Jezeli, majgc punkt R,
na jego biegunowéj r obierzemy ja-
kikolwiek punkt N, to jego biegu-
nowa s przechodzi przez punkt R
(us. 117, a); biegunowa za§ pun-
ktu przecigeia sig¢ prostych # i s,
ktéry nazwijmy T, przechodzi
przez punkty R i S (us. 118, a).
Trzy wige te punkty R, SiT sg ta-
kie, iz biegunowa ktéregokolwiek
z nich przechodzi przez dwa pozo-
stale, czyli ktérykolwiek z nich jest
sprzezony z kazdym z pozostalych.
O takich trzech punktach méwimy,
iz one tworzg tréjke punktéw
sprzezonych wzgledem prze-
ciecia stozkowego danego. Ta-
kie trojki punktéw sprzeZonych
przedstawiajg np. na fig. 42-6j:
punkty R, SiT; punkty K, Si (ks),
i it id.

Juz z tego, cofmy okazali w us.

punkty przekgtne czworokgte
zupelnego, wpisaneqo w preeciecie
stozkowe, tworzq tréjke punktéw

spraezonych.
Trojkat,” ktérego wiérzcholki

b. Jezeli, majge prostg o,
przez jéj biegun R poprowadzimy
jakakolwiek prostg s, to jéj bie-
gun S znajduje si¢ na prostéj r
(us. 117, b); biegun zad prostéj, prze-
chodzgeéj przez punkty R i S, ktorg
nazwijmy ¢, znajduje si¢ na prze-
cigeiu sig prostych » i s (us. 118, b).
Trzy te proste r, si¢ sg takie, iz
biegun ktéréjkolwiek z nich znajdu-
je si¢ na przecigeiu si¢ dwu pozosta-
tych, czyli ktérakolwiek z nich jest
sprzgzona z kazdg z pozostalych,
O takich trzech prostych méwimy,
iz one tworzg tréjke prostych *)
sprzezonych wzgledem prze-
ciecia stozkowego danego. Ta-
kie tréjki prostych sprzgZonych
przedstawiajg np. na fig. 42-6j:
proste », s i ¢; proste %, s i K8,
it d
122-ym, wynika Ze:

proste przekgtne czworoboku
zupelnego, opisanego na przecigciu
stogkowym, tworzq tréjke bokéw
spragionych.
tworzg tréjke punktéw sprzezo-

nych, czyli trjkat, ktérego boki tworzg tréjke prostych sprzezonych,
nazywa si¢ tréojkatem biegunowym **) wzgledem przecigcia

*) Albo: tréjke promieni.

-~

**) Albo: tréjkatem z sobs samym sprzeZony m.
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stozkowego danego. Z bokéw tréjkata biegunowego dwa preecinajy
przecigeie stozkowe, a pozostaly go nie spotyka. Boki bowiém tréjlkata
biegunowego s po dwa sprzgZone; a wige, wedlug uwagi na koiicu ustepu
poprzedzajacego, dwa z bokéw trojkata, ktére nazwijmy », s, £, np. boki
r1s, przecinajg przecigcie stoZkowe. Bieguny przeto tych bokéw, t. j.
wiérzcholki przeciwlegle odpowiednio R i 8, znajduja sig zewngtrz prze-
cigeia stozkowego (us. 96, 99). Wskutek tego, Ze bok r, jako cieciwa prze-
cigeia stozkowego, jest przez wiéracholek S i jego biegunows s, przecina-
jacy sig z tym bokiem » w trzecim wiérzcholku T, podzielony harmoni-
cznie (us. 98), i poniewaZ na cigeiwie » punkt S znajduje sig zewnatrz
przecigeia stozkowego, — 6w punkt T znajduje sie w jego obszarze
wewnetrznym, t. j. jego biegunowa ¢ nie spotyka danego przecigeia stoz-
kowego.

128. Jak wiemy, biegun Srednicy przecigcia stozkowego znajduje
sig w nieskonczonoéei (us. 99), a kierunek, w ktérym si¢ ten biegun znaj-
duje, wskazuje styczna do przecigeia stozkowego w punkecie koficowym
grednicy (us. 100). A wige ta styczna i kazda prosta, do niéj réwnole-
gla, przechodza przez biegun owéj §rednicy (us. 6), t.j.. styczna do praze-
cigeia stozkowego w punkcie kovicowym jego Sredwicy i wszysthie proste, do
1éj stycandy rownolegle, sq spragdone z owgq Srednicq.

Jezeli prosta, sprzezona z pewng Srednicg przecigcia stozkowegu,
przecina je, to ona jest jego cieciwg sprzezong ze Srednicy.
Cigeiwy przecigcia stozkowego, sprzgéone £ pewnq Sredwicq, Sq przez te
$redmice podgielone na polowy, gdyz przechodzy przez jéj biegun, ktérym
jest punkt w nieskoficzonodei (us. 99, 19). — OczywiScie, Ze dwie cigciwy
przecigeia stozkowego, do siebie réwnolegle, wyznaczajg §rednice z nimi
sprzezong. Na mocy tego latwo, majge dane przecigeie stoskowe wyzna-
cayé jego $rodel; przy pomocy wykréslenia dwu jakichkolwiek érednic. —

W elipsie © w hiperboli istniejg dwie stycane, sprzedone z pewng Sre-
dnicg. W paraboli, ze wzgledu na to, Ze jeden punkt koficowy kazdéj
érednicy znajduje si¢ w nieskonczonoSci, styczna w tym punkcie, jako
przechodzgca przez drugi punkt w nieskoficzono$ei, biegun érednicy, jest
cala w nieskoticzonogel, t. j. w paraboli jedng styceng, sprzgéong ze Sre-
dnicg, jest prosfa w nieskoriczonodci (sprzgzona z kaidg érednicy), a wige
MOENA WYZNAcs _}8 tylko jedng styceng do paraboli, sprzgiong z pewnq jéj
Srednicq.

129. Z tych wlasnoéci cigeiw i stycznych, sprzezonych ze Srednicg,
wynika latwy sposob wykréslenia do danego przecigeia stozkowego stycandj,
réwnolegléj do prostéj daméj. Mianowicie, poprowadziwszy jakakolwiek
cieciwe, nie $rednice, réwnolegly do prosté] danéj, a nastepnie Srednice,
przechodzgeq przez Srodek té) cigciwy, w jéj punkeie konicowym wykré-
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limy réwnolegly do prostéj danéj, ktora bedzie styczng zgdang.. Sty-
eznych, réwnolegtych do prostéj damdj, moine poprowadzié: do elipsy
zawsze dwie, do hiperboli conajwigeé) dwie (po jednéj wrazie, gdy dana
prosta jest réwnolegla do asymptoty *), gdyz wtedy cieciwa réwnolegla,
ktorg mamy dzieli¢ na polowy, jest nieskoiczenie wielka; us. 118). do
paraboli conajwigeé) jedng (Zadnéj wrazie, gdy dana prosta ma kierunek
$rednic paraboli). (Por. us. 1001 128.)

130. Posréd cieciw, sprzezonych z pewng §rednicg elipsy Iub hi-
perboli, jest jedna, przechodzgca przez Srodek, a wiec takze Srednica.
Przedstawia zatym ona, wraz z tamtg érednicg, odpowiednio pare¢ §re-
dnic sprzezonych elipsy, lub pare §rednic sprzgzonych
hiperboli. [Jako §rednicg paraboli, sprzezong z ktérakolwiek z jéj
Srednic (ktore wszystkie sg do siebie réwnolegle; us. 70), moznaby przy-
jat prostg w nieskoriczonodci (por. us. 128).]

Poniewaz z dwu §rednic sprzezonych kazda przechodzi przez bie-
gun pozostaléj, a bieguny te sa punktami w nieskoficzonoSci, przeto
w elipsie ¢ w hiperboli parva Srednic spragionych ¢ prosta w nieskoriczonosci
przedstawiajg trojlat biegunowy.

Wedlug tego, coSmy wyzéj méwili (us. 128), 2z dwu Srednic sprzgio-
nwych elipsy lub hiperboli kaida jest migjscem gicometrycznym Srodkiw cig-
ciw, rownoleglych do Sredwicy pozostalé], © jest réwnolegla do stycznych
w jéj punktach kovicowych. Aby wige, majgc dang elipse b hiperbole,
wylréslic $rednicg, spragéong z dang Sr edmcg, naleay poprowadzié cigei-
weg, rownolegly do dandj, a przez §rodek téj cigciwy i przez $rodek danéj
$rednicy poprowadzona prosta bedzie zgdang Srednicy.

7Z téjze wlasnosei Srednic sprzezonych wynika Tatwy sposow wykid-
Slenia do dandj elipsy ub do dandj hiperboli stycanéy we wskasanym pun-
Lcie *¥). Poprowadziwszy przez punkt dany érednicg i wyznaczywszy &re-
dnice sprz¢zong z tamtg, do téj ostatniéj przez punkt wskazany poprowa-
dzimy réwnolegla, ktora bedzie styczny zadana. —

Poniewaz styczne w punktach koicowych osi wielkiéj w elipsie, lub
poprzecznéj w hiperboli (ktéreto osi sg érednicami), t. j. w wiérzcholkach
gléownych, sq prostopadle do tych osi (us. 55, 81), zatym §rednice, sprze-
Zone z tymi osiami, sg réwniez do nich prostopadte. Sa wiec nimi: o$

*)  Por. takze us, 131.

Ky Aby, majac dang parabole i wskazany na niéj punkt, wykrédlié styezna
w Ly punlcie, poprowadzimy jakiekolwiek dwie cigeiwy do siebie rdwnolegle; prosta, fa-
czaca ich frodki, wskaze kierunck osi (us. 128, 70), Nastgpnie, poprowadziwszy przez jaki-
kolwiek punkt na paraboli prosty o kierunku prostopadlym do kiernnku osi, i wyznaczywszy
érodek odeinka té] prostopndleg, przedstawiajacego cigeiwe pavaboli, mozemy Iatwo wykri-
lic 08 paraboli i wyznaezyé jé) widrzcholek gléwny, o tymsamym to m(ifmlta sprowadzic do
rozwazanego w us, 106-ym.



SREDNICE SPRZEZONE ELIPSY I HIPERBOLI, — 132, 97

mala w elipsie (us. 57) i 0§ sprzgiona w hiperboli (us. 91). W elipsic
osi wielka @ mata, a w hiperboli 0si poprzecana i sprzgiona przedstawiajq
parg Srednic sprzeionych. Teg parg érednic nazywamy Srednicami
glownymi, albotéz osiami gléwnymi odpowiednio elipsy i hi-
perboli. — :

131. PoprowadZmy w jakimkolwiek punkcie A (fig. 44) na hiper-
boli do niéj stycang i poprowadzmy dwie Srednice, jedng AB przez punkt
stycznoéei, drugg CD, réwnolegly do té)
stycznéj; one przedstawiajg pare Srednic
sprzezonych (us. 128, 130). Punkty przecie-
cia sig téj stycznéj zasymptotaminazwijmy
E i F; odcinki AE i AF sa réwne (us.
121), a wige pgk promieni S(EFAC) jest
harmoniczny, t. j. dwie Srednice sprzezo-
ne hiperboli przedstawiajg parg promient,
harmowicznie Sprzeiong 2 asymplolai.
‘Wskutek tego, z dwu Srednic sprzezonych
jedna przechodzi w tych katach wiérzchol-
kiem przeciwleglych, utworzonych przez Fig. 44.
asymptoty (us. 22), w ktérych niéma pun-
ktéw na hiperboli (us. 77), t. j. jedna z dwu Srednic sprzezonych hiperboli
praecina ja, a druge jéj nie spotyka. Za jé dlugo§é przyjmuje sig dln-
gosé odeinka stycznéj, réwnoleglé) do téj Srednicy, zawartego miedzy
asymptotami (por. us. 91, 121), t. j. odcinka EF, tak iz SC=SD = AE.

Z tego, 7e para Srednic sprzezonych i asymptoty tworza pek har-
moniczny, wynika, iz, wmiare tego, jak jedna ze §rednic sprzg¢Zonych
hiperboli zbliza sig do jednéj z asymptot (por. us. 88), druga réwniez
zdaza do téjze asymptoty, tak iz, gdy jedna zejdzie sig razem z asym-
ptota, to 1 druga jednocze$nie z nimi razem sig zejdzie (us. 22). Wsku-
tek tego, kaida z asymptot hiperboli moina wwaiaé jako pare Srednic
spragionych. —

W hiperboli r6wnobocznéj asymptoty sg do siebie prostopadle
(us. 85). Jukiekolwiek przeto dwie $rednice sprzgZone hiperboli réwno-
bocznéj tworzg z asymptotami pek promieni harmoniczny, w ktérym dwa
promienie jednéj pary sa do siebie prostopadle; a wiee (us. 27, a), asym-
ploty hiperboli réunobocznéj sq dwusieczanymi katéw whworzonyeh pries
Jakakolwiek pare Srednic sprzegonych. d

132. Majac jakakolwiek cigciwe GH (Iub G'H') hiperboli (fig. 44),
zauwazmy, Ze $rednica, sprzezona z tg cigciwa, dzieli ja w punkeie I na
polowy; jest wiee GT=TH. Z tego za§, Ze pek S(KLDA) jest har-
moniczny, wynika, iz KI=TL. A zatym GK =LH, t. j. odcinki

Bibl mat,-fiz, 8 11TV, ki
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prostéj, przecinajqed) hiperbolg, zawarte migdzy hiperbolq @ asymplotami,
sq sobie rowne.

7 téj wlasnoSel wynika latwy sposib wyznaczenia punktdéw na hi-
perboli, gdy sa dane: asymptoty i jeden punkt na hiperboli. —

133. Majac érednice AB (fig. 45) elipsy, albo hiperboli, polaczmy
jéj punkty koncowe z jakimkolwiek punktem C na krzywéj prostymi AC

Fig. 45.

i BC i poprowadzmy przez érodek cigeiwy AC $rednicg DE, a nadto §re-
dnicg F'G, rownolegly do AC, a wiec sprzgzong ze §rednicg DE. Punkty
przeciecia si¢ promieni peku harmonicznego S(ACDG) z prosta, BC two-
rzg szereg harmoniczny, t. j. cieciwa BC jest przez punkt przecigeia sig
j6j ze érednicqg ED.i przez jego biegunowg (przechodzgeq przez punkt H)
podzielona harmonicznie (us. 98). Lecz biegunowe punktéw na prosté;
ED sg rownolegle do prostéj SG (us. 119, b); a wige punkt na ED, kto-
rego hiegunowa przecina cigciwg BC w punkcie H, jest biegunem prosté;
F@, czyli jest punktem w nieskoficzonoéei. Cigciwa zatym CB jest ré-
wunolegla do Srednicy DE. A wige, cigeiwy, {gczqee ktdrykolwick punkt
na elipsie lub na hiperboli z punktami Lovicowymi jakiéjkolwick $rednicy,
sq réwnolegle do dwu Srednic spreezonych, Takie dwie cigeiwy nazywamy
cigciwami dopelniajgecymi sie.

134, Wystawmy sobie, Ze caworobok acbd (fig. 42), opisany na
elipsie lub na hiperboli, jest réwnoleglobokiem (fig. 46); wowezas wiérz-

Fig. 46.

cholki G i H (fig. 42), oraz przekatna » znajdujg sie w nieskoticzonoSei,
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a punkt przecigeia sie przekgtnych si¢, t.j. punkt R, jako biegun prostéj »,
jest érodkiem odpowiednio elipsy lub hiperboli. Wskutek tego, przekatne
s i t, spragione z sobg (us. 126), sy érednicami sprzezonymi (us. 130).
Zatym, preekgtne réwnolegloboku, opisanego ne elipsie lub na hiperboli,
majq kierunclk $rednic spragéonych. JeZeli te przekatne réwnolegloboku
opisanego majg kierunek osi gféwnych, to ten ré6wnoleglobok jest rombem.
Punkt spotkania sig prostych AD i BC (t. j. punkt S; fig. 42) znaj-
duje sig na przecigein sig prostéj w nieskonczonoSei » ze §rednicg ¢, punkt
za$ spotkania sig prostych ACiBD na przecigciu sig téjze prostéj » ze
Srednicy s; a wige boki réwnoleglobolku, wpisanego w elipse lub w hiperbo-
le, sq réwnolegle do Srednic sprzgzonyeh. Nadto, punkt przecigcia sie
prostych AB i CD znajduje sig w punkcie R (por. fig. 42), t. j. prze-
Latne rownoleglobolu, wpisancgo w elipsg b w hiperbole, sq Sredwica-
mi. — Z zestawienia z sobg tych wlasnoSei réwnolegloboku wpisanego
w elipsg lub w hiperbol¢ wynika, jako bezposredni wniosek, to, czego§my
wprost dowiedli w us. 133-ym. — ZauwaZymy tu jeszcze, Ze §rednice AB
i CD réwnolegloboku wpisanego niekoniecznie sg z sobg sprzgZone *);
widoczne to jest np. na fig. 46-6] prawéj, na ktéréj srednica AB przecina
sig ze stycznymi, przechodzacymi przez punkty kofcowe srednicy CD.
135. W us, 111-ym widzieliémy, Ze kgt pod ktérym z ogniska jest
widoezny odeinek jakiéjkolwiek stycznéj do przecigcia stozkowego, zawar-
ty migedzy dwiema stalymi stycznymi, jest réwny polowie kgta, utworzo-
nego przez proste, Iaczgee punkty stycznoSei stycznych stalych z tym
ogniskiem, uwazanego w strong owego odeinka. Jezeli wige owym prze-
cigeiem stozkowym jest hiperbola, a stycznymi stalymi jéj asymptoty, to,
oznaczywszy przez k kat miedzy asym-
ptotami, w ktérym przypada galgz
hiperboli, odcinek CD -(fig. 47) jakiéj-
kolwiek styeznéj widzimy z ogniska O

0 I
pod katem 389 , z ogniska zas§ O,

2
pod k@tem % (por. uwage w us. 103).

A wiee, suma kqtéw, pod jakimi jest wi-
docany 2 obu ognisk liperboli odeinek
Jakiéikolwiek do mié) styeznéj, zawarty
wmigdzy asymplotami, jest réwna dww
katom prostym.

Fig, 47.

*) Nie zmieniajge bowiém np. styczaych a i b, mozemy zastapié styczne e i d przez
jakiekolwiek, do siebie réwnolegle, t, j. przy staléj tu érednicy AB érednica CD bedzie co- |
raz inna.



100 PRZECIHCIA STOZEOWE.

‘Wskutek tego, mozna przez punkty C, O, D i O, poprowadzié¢ kolo;
jego $rodek znajduje si¢ widocznie na osi sprz¢Zonéj, wzglgdem ktoré)
asymptoty sg symetrycznie polozone. Jezeli wige odpowiadajgcy pun-
ktowi D punkt na drugiéj asymptocie (t.j. jeden z punktéw przecigcia
sig jéj z kolem) nazwiemy E, to SD=SE. Poniewaz za§ SC.SE =
— S0 . 80, = S0? zatym

SO. SD = S0%,

t. j. odleglosé srodlke hiperboli od ogniska jest Srednig gicometryczng odle-
glodci $rodka od punktéow przecigeia sig jakiéikolwick stycanéj z asym-
ptotami.

Poprowadimy inng styczng do hiperboli, ktéré) punkty przecigeia
sig z asymptotami nazwijmy C'i D'. Tréjkaty CSD i ¢'SD' majg spél-
ny kat; pola wigc ich sg proporcyjonalne wzgledem iloczynéw z ramion
tego kata, t. j.

ACSD: AC'SD' = (CS.8D): (C'S. 8D").
Lecz CS.SD =(C'S. SD' = S0% zatym
ACSD = AQ'SD,

t. j. pole trijlata, utworzonego przes jalkakolwick stycing do hiperboli
i przez asymptoty, jest stale.

136, Przez jakikolwiek punkt A na hiperboli (fig. 48) popro-
wadzmy Srednicg AB i styczng EF. Styczna EF jest prostg sprzeZong
ze Srednicy AB (us. 128), a Srednica CD, po-
prowadzona réwnolegle do téjze stycznéj, jest.
frednicy, sprzezony, ze Srednica AB (us. 130).
Odcinek CD, réwny odcinkowi stycznéj w A
lub w B, zawartemu mig¢dzy asymptotami,
przedstawia wielkosé téj $rednicy (us. 131).
Jezell przez drugi punkt koficowy Srednicy
AB, t. j. przez punkt B, poprowadzimy sty-
czng GH, a punkty przeciecia sig jéj z asym-
ptotami, G i H, polgczymy prostymi odpo-
wiednio z punktami przecigcia sie stycznéj
w A z asymptotami, t. j. z punktami E i I,

to otrzymamy réwnoleglobok EGHE, ktdrego boki sy réwnolegle do Sre-
dnie sprzezonych AB i CD i im réwne. Pole tego rownolegloboku jest
cztéry razy wigksze od pola tréjkata GSH. — Wezmy inng pare Srednic
sprzezonych, A'B' i C'D’; w punktach koncowych téj z nieh, ktora spoty-
ka hiperbole, poprowadzmy styczne, a odpowiednie punkty przecigcia sig
~ich z asymptotami: E' z G', F' z H' polaczymy prestymi; pole réwnole~

Fig. 48,
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globoku E'G'H'F', majacego boki réwnolegle do &rednic sprzezonych
A'B'i C'D' i im r6wne, jest podobnie cztéry razy wigksze niz trojkata
G'SH'. — Wieny za$, ze tréjkaty GSH i G'SH' sy, rownowaine; a wiec,
rownolegloboki EGHF i E'G'H'F' sy takZe réwnowazne. A zatym, pole
réwnoleglobolkw, ktérego boki sq réwnolegle do $rednic spregéonych hiper-
boli i im réwne, jest stade. Jednym z takich réwnoleglobokéw jest pro-
stokat (w hiperboli réwnobocznéj kwadrat), ktérego boki sg réwne osiom
gtownym i do nich réwnolegle; przeto pole kazdego z owych réwnoleglo-
bokéw jest réwne iloczynowi osi gtownych hiperboli. ZauwaZymy jeszcze,
ze w kazdym réwnolegloboku, majacym boki rownolegle do Srednic sprzg-
zonych hiperboli i przechodzgce przez punkty koficowe tych srednic, prze-
kagtnymi sg asymptoty.

Ozworokat ACBD (fig. 48), ktérego przekatnymi sq §rednice sprze-
zone, jest — jak to latwo objasni¢ — réwnoleglobokiem, majgcym boki
réwnolegle odpowiednio do prostych FG i EH, a pole réwne polowie
pola réwnolegloboku EGHEF. A wigc, pole réwnoleglobolu, ktérego prze-
Latnymi sq Srednice sprzeione hiperboli, jest stale, mianowicie rdwne po-
dowie iloczynu osi glownyceh hiperboli, a boki kazdego takiego r6wnoleglo-
boku sg réwnolegle do asymptot. — .

137. PoprowadZmy w elipsie dwie pary Srednic sprzgZonych, jedng
AB i CD (fig. 49), drugg A'B'i C'D'. Polgczmy z sobg prostymi pun-
kty: Az (0 iA'zC. Przez punkt I, §ro-
dek cigciwy AC', poprowadizmy érednice
KL, oraz poprowadzmy grednice MN, r6-
wnolegla do cigciwy AC'. Pek promieni
S(AC'KM) jest harmoniczny, a wigc bie-
guny prostyeh AB, C'D’', KL i MN przed-
stawiaja szereg punktéw harmoniczny (us.
124). Zmwazmy, e bieguny tych prostych,
§rednic, znajdujg si¢ w kierunkach odpo-
sviednich $rednic, z nimi sprzeZonych (us.
130), t. j. na prostych odpowiednio CD,
A'B', MN i K1, ktore wszystkie przecho-
dzg przez tenze punkt S. Pe¢k wiee S(CA'MK), jako utworzony przez
promienie, przechodzace przez punkty szeregu harmonicznego, jest har-
moniczny (us. 21). Wskutek tego, prosta A'C przecina promienie tego
peku w punktach, tworzacych szereg harmoniczny. Oznaczywszy wige
przez O punkt przecigcia sig prostych KL i A'C, widzimy, Ze punkt
spotkania si¢ prostych A'C i MN tworzy z punktem O pare, harmoni-
cznie sprzezong z parg punktéw A' i C, t.j. cigciwa A'C jest przez punkt
przecigcia sie jéj ze Srednicg MN i przez jego biegunows (przechodzgcs,
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przez punkt O) podzielona harmonieznie (us. 98). Lecz biegunowe pun-
ktéw na prostéj MN sy réwnolegle do prosté) KL (us. 119, b); a wige
punkt na prostéj MN, ktérego biegunowa przecina cigeiwg A'C w pun-
keie O, jest biegunem prostéj KL, czyli jest punktem w nieskoticzonoei.
Clieciwa zatym A'C jest réwnolegla do cigeiwy AC'.

Poniewaz cieciwa A'C, na mocy tego, cosmy tylkoco dowiedli, jest
sprzeZona ze §vednicg KL, przeto A'O = OC. ZLatwo juz okazaé, Ze, je-
zeli punkty spotkania sig prostéj AC' z prostymi SA' i SC nazwiemy od-
powiednio P i R, to AP=CR, AR = C'P, a nastgpnie, Ze trojkaty
ASR i C'SP sg réwnowazne, oraz z¢ tréjkaty A'C'P i ACR. sg takie
réwnowazne, Wskutek za$ tego, trojkaty ACS i A'C'S sg réwnowaszne.

Tréjkat ACS ma pole cztéry razy mniejsze od pola réwnoleglo-
boku ACBD (fig. 50), ktorego przekatnymi sy Srednice sprzezone AB
i CD. Podobnie pole réwnolegloboku
A'C'B'D!, ktérego przekgtnymi sg Sre-
dnice sprzgzone A'B' i (D', ma pole
cztéry razy wigksze od pola trdjkata
A'C'S.  Za réwnowaZnofcig wige tréj-
katow ACS 1 A'C'S idzie réwnowazno$é
réwnoleglobokéw ACBD i A'C'B'D,
t. J. pole réwnolegloboku, kidrego prze-
katnyme sq Srednice sprzedone elipsy,
‘jest state. Jednym z takich réwnole-

Fig. 50. globokéw jest romb, ktérego przekgtny-
mi sg osi gléwne; przeto pole kazdego
z owych réwnoleglobokéw jest réwne polowie iloczynu osi gléwnych elipsy.

Styczne do elipsy w punktach koficowych érednicy sg réwnolegle do
érednicy sprzgzonéj (us. 130); caworokat zatym EGHE (fig. 50), utwo-
rzony przez styczne w punktach koficowych §rednicy AB i $rednicy CD,
jest réwnoleglobokiem, ktérego hoki sg réwnolegle do tych §rednic i im
réwne, Pole takiego réwnolegloboku jest widocznie dwa vazy wigksze od
pola réwnolegloboku, ktorego przekgtnymi sg §rednice sprzeZone, a wiec
takze pole rownolegloboku, kidrego boki sq réwnolegle do Srednic sprzezo-
nych elipsy i im rowne, jest stale; jest ono réwne iloceynowi osi glownych
clipsy. .

138. Cwiozenia.

[Wykona¢ wykréélenia, wzmiankowane w us, 128, 129, 130 i 182.]

19, Dlaczego proste, z sobg sprzgzone wzgledem przecigeia stozkowego,
przechodzace przez jego ognisko, sy do siebie prostopadle?

,2%  Dlaczego, jezeli dla kazdego z cztérech punktéw na prostéj, two-
vzacych szereg harmoniczny, wyznaczymy na innéj, dowolnie wzigtéj prostéj,
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punkt sprzezony wzglgdem danego przecigeia stozkowego, to owe eztéry pun-
kty przedstawiy szereg harmonicany?

3%  Dla danego punktu wyznaczyé kierunek jego biegunowéj wzglgdem
danego przecigeia stozkowego i wykréglié te biegunown, — Znalééé biegun da-
néj prostéj wzgledem danego przecigeia stozkowego,

4% Okazaé, #e prosta, przechodzgea przez punkt, leZgcy zewngirz
przecigcin stozkowego, 1 przez $rodek cigeiwy stycznosei, odpowiadajyeéj temn
punktowi, jest sprzezona z ows cigeiwa.

0% DPrzez kazdy z dwu punktéw, w ktérych dwie styczne do przecigeia
stozkowego, do siebie rdwnolegle, przecina styczna dowolna, i przez srodek
przecigein stozkowego poprowadZmy proste; oklazué, ze te proste przedstawiajg
parg érednic sprzgionych.

69, Punkty koxcowe drednicy przecigeia stozkowego sg A 1B, zas C
jest punktem na $rednicy, sprzezondj ze érednicy AB; proste CA i CB przeci-
najg przecigeie stozkowe jeszeze w punktach odpowiednio D i E; okazaé (przy
pomocy wlasnodei czworokgta zupelnego), Ze cigeiwa DE jest réwnolegla do
Srednicy AB, oraz, Ze cigeiwy AR i BD przecinajy sig z soby w punkcie, leiq-
cym na téjze grednicy, co punkt C, i sprz¢zonym z punktem C.




