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BIEGUN I BIEGUNOWA.

95. Widzieliśmy w us. 37-ym, że: jeżeli w jednym z dwu pun-
któw, dzielących harmonicznie średnicę koła, wystawimy do niej prosto-
padłą, to każda cięciwa koła, przechodząca przez drugi z owych dwu
punktów, będzie przez ten punkt i przez owę prostopadłą do średnicy po-
dzielona harmonicznie.

Opierając się na tym, że dla trzech punktów, z których pewne dwa
mają przedstawiać jedne parę, można znalóść jeden tylko czwarty punkt
harmoniczny (us. 18), możemy przytoczoną powyżej własność wyrazić ina-
czej. "Wyobraźmy sobie, że przez pewien dowolnie'obrany punkt P pro-
wadzimy różne proste, spotykające koło dane, a na każdej takiej prostej
dla trzech punktów: dwu punktów, w których ta prosta przecina kołOj
jako mających przedstawiać jedne parę, i trzeciego, punktu P, wyznaczać
będziemy czwarty punkt harmoniczny. "Wszystkie tak wyznaczone pun-
kty znajdą się na pewnej prostej p, prostopadłej do tej średnicy koła,
która przechodzi przez punkt P. Możemy więc powiedzieć, że miejscem
gieomctrycznyni punktu na prostej, przechodzącej przez punkt stały P
i spotykającej koło, tworzącego z tym punktem P parę, harmonicznie sprzę-
żonej, s parą punktów, w których ta prosta przecina koło, jest pewna pro-
sta, prostopadła do średnicy koła, przechodzącej przez punkt P.

Tak z sobą względem koła danego związane punkt P i prostą p na-
zywamy: punkt P — b i e g u n e m p r o s t e j p względem k o ł a ; pro-
stą 4)— biegunową p u n k t u P względem koła. Możemy zatym.
powyższą własność tak jeszcze wysłowić: wszystkie ei§ciivy Jcoła, przecho-
dzące przez ten sam punM, są przez ten punkt i przez jego biegunoioą po-
dzielone harmonicsnie, a wszczególności: cięciwa koła jest przez jakikol-
wiek punfet na niej *) i przez jego biegunową podzielona harmonicsnie.

*) Choćby zewnątrz odcinka, stanowiącego właściwą cięciwę koła (ns. 37, uwaga).

Bibl. mat.-Cz., S. Ul, T. V. 5
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96. Ponieważ punkt P i punkt przecięcia się jego biegunowej p
względem koła danego ze średnicą tego koła, przechodzącą przez punkt P
(jak wiemy, prostopadle do biegunowej), tworzą parę punktów, harmoni-
cznie sprzężoną z parą punktów końcowych tćj średnicy, przeto (us. 13):

punkt i jego biegunowa znajdu-
ją, się po tej samej stronie środka
koła; biegunowa punktu, leżącego
zewnątrz koła, przecina je; winiarę,
jak punkt, leżący zewnątrz koła,
przybliża się do środka koła, jego
biegunowa oddala się od środka ko-
ła; biegunowa punktu na kole prge-
chodssi przezeń i jest styczną do koła
iv tym punkcie; biegunowa punktu,
leżącego wewnątrz koła, nio spotyka
go; winiarę, jak punkt, leżący we-
wnątrz koła. przybliża się do środka
koła, jego.biegunowa oddala się od
środka koła; biegunową środka koła
jest prosta iv nieskończoności, a bie-
gunową punJetu w nieskończoności
jest średnica koła.

prosta i jej biegun znajdują
się po tej samej stronie środka
koła; biegun prostej, nie spotykają-
cej koła, leży wewnątrz koła; winia-
rę, jak prosta, nie spotykająca ko-
ła, przybliża się do środka koła, jej
biegun oddala .się od środka ko-
ła; biegun stycznej do hoła znajduje
się na niej i jest jej punktem sty-
cmości do hola; biegun prostej, prze-
cinającej koło, leży zewnątrz nie-
go; wmiarę, jak prosta, przecinają-
ca koło, przybliża się do środka
koła, jej biegun oddala się od środ-
ka koła; biegunem średnicy koła
jest punkt w nieskończoności, a bie-
gunem prostej w nieskończoności
jest środek koła.

97. Wracając jeszcze do tego, cośmy mówili w us. 39-ym, możemy
teraz zauważyć, że, gdy koło jest harmonicznie pokrewne z samym sobą,
to oś tego pokrewieństwa jest względem owego koła biegunową punktu,
będącego środkiem pokrewieństwa, i, nawzajem, środek pokrewieństwa
jest względem owego koła biegunem prostej, będącej osią pokrewieństwa.

"W przypadku, kiedy środek pokrewieństwa leży zewnątrz koła, po-
krewnego z samym sobą, oś pokrewieństwa przechodzi przez punkty sty-
czności obu tych stycznych do owego koła, które można poprowadzić ze
środka pokrewieństwa, t. j . oś jest cięciwą styczności, odpowiadającą
środkowi pokrewieństwa (us. 40). A więc:

b. biegunem cięciwy koła jest
punkt, dla którego ona jest odpowia-
dającą cięciwą styczności.

a. biegunową punJetu, leżącego
zewnątrz kota, jest cięciwa styczno-
ści, odpowiadająca temu punktowi.

98. Mając dane jakiekolwiek przecięcie stożkowe, na jego cięciwie,
przechodzącej przez ognisko równolegle do kierownicy, jako na średnicy,
zakreślmy koło. To koło jest harmonicznie pokrewne z danym przecię-
ciem stożkowym; ognisko owo jest środkiem, a odpowiadająca mu kiero-
wnica liniją średnią tego pokrewieństwa (us. 49). Oczywiście, wyznaczenie
osi tego pokrewieństwa nie przedstawia trudności. Mówiąc nadal w tym
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ustępie jednocześnie o przecięciu stożkowym, i o kole, rozumieć będziemy
koło, harmonicznie pokrewne z tym przecięciem stożkowym.

Obierzmy jakikolwiek punkt P1 i -wyznaczmy liarmonicznie z nim
pokrewny punkt P. Z każdą, cięciw*!, koła, przechodzącą przez punkt P,
jest pokrewna cięciwa przecięcia stożkowego (us. 47), przechodząca przez
punkt P' (us. 35, b). Punkty, w których prosta, przechodząca przez
punkt P, przecina koło, są pokrewne z punktami, w których z tamtą, po-
krewna prosta, przechodząca przez punkt P', przecina przecięcie stożkowe
(us. 47, a).- Na każdej cięciwie koła, przechodzącej przez punkt P, dla
trzech punktów: pary punktów, spólnych z kołem, i punktu P wyznaczmy
czwarty punkt harmoniczny. Z tymi ostatnimi «czwartymi» punktami
są pokrewne punkty na odpowiednich cięciwach pokrewnych (us. 35, a)
przecięcia stożkowego, przechodzących przez punkt P'; każdy z nich two-
rzy z punktem P' parę, liarmonicznie pokrewną z parą punktów na odpo-
wiedniej mu cięciwie, spólnych z przecięciem stożkowym (us. 35,1). A gdy
owe czwarte punkty na cięciwach koła, przechodzących przez punkt P,
leżą na jednej prostej (us. 95), którą nazwijmy p, to i tylkoco -wzmianko-
wane z tamtymi pokrewne punkty na cięciwach przecięcia stożkowego,
przechodzących przez punkt P', leżą na jednej prostej—nazwijmy j % j?' —
pokrewnej z prostą p (us. 35, a). A więc miejscem gieometrycznym pun-
htu na prostej, przechodzącej przez punkt stały P' i spotykającej przecięcie
stożkowe, tworzącego z tym punktem P' par§, harmonicznie sprzężoną
e parą punktóiu, tv których ta prosta przecina przecięcie stożkowe, jest pe-
wna prosta.

Widzimy zatym, że ta prosta p' i punkt P' są tak z sobą związane
-względem danego przecięcia stożkowego, jak prosta p z punktem P wzglę-
dem koła. Dlatego również punkt P' nazywamy biegunem proste j
p' względem przecięcia stożkowego, a prostą p' biegunową
punktu P' względem przecięcia stożkowego. Możemy zatym
powyższą własność tak jeszcze wysłowić: wszystkie cięciwy przecięcia
•sto&ltoiyego, przechodzące przez ten sam punkt, są, przez ten punkt i przez
jego biegunową podzielone harmonicznie *), a wszczególności: cięciwa
przecięcia stożkowego jest przez jakikolwiek punkt na niej i przez jego iie-
gunoicą podzielona liarmonicsnic.

Z tego, cośmy tu mówili, wynika jeszcze, ze: jeżeli środek pokre-
wieństwa znajduje się w środku koła, a punkt P i prosta jp względem tego

*) Uwaga. Z togo wprost wynika, że: jtseli punkt i prostą, będące dla siebie bie-
gunem i biegunową u:zględem danego przecięcia stożkowego, przyjmiemy odpotolednio ja-
ko środek i oś pokreicieństioa harmonicznego, to dane przecięcie stożkowe jest samo s sobą
harmonicznie pokrewne. ('Por. us. 39, 40 i 97.)
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koła są dla siebie biegunem i biegunową, to harmonicznie z punktem P
pokrewny punkt P', a z prostą p pokrewna prosta p' są, dla siebie biegu-
nom i biegunowa względem przecięcia stożkowego, harmonicznie z owym
kołem pokrewnego.

— Objaśnić, dlaczego względem danego przecięcia stożkowego pe-
wnemu punktowi odpowiada jedna tylko biegunowa i, nawzajem, pewnej
prostej jeden tylko biegun.

99. Opierając się na ogólnych zasadach pokrewieństwa harmoni-
cznego (us. 34—36) i korzystając 7. wypowiedzianych w US. 47-ym niektó-
rych wniosków z owych zasad, łatwo objaśnić, że wszystko, cośmy w us.
96-ym i 97-ym mówili o biegunie prostej i biegunowej punktu względem
koła, stosuje się wprost odpoAviednio do bieguna prostej i do biegunowej
punktu względem przecięcia stożkowego. A więc, wszczególności, styczna
do przecięcia stożkowego i jej punkt styczności są, dla siebie biegunową
i biegunem. Tak np. biegunem prostej p-^ względem paraboli jest punkt
Poo na paraboli (us. 65); biegunem każdej asymptoty hiperboli jest punkt.
w nieskończoności na tejże asymptocie (us. 75). —

Prosta w nieskończoności jest względem przecięcia stożkowego bie-
gunową punktu, w którym wszystkie przezeń przechodzące cięciwy dzielą
się na połowy (us. 19). Stąd wypada ogólnie, że przecięcia stożkoioe ma-
ją środek (por. us. 56, 70, 82). A więc, prosta w nieskończoności i środek
przecięcia stożkowego są dla siebie biegimoiuą i biegunem. Odpowiednio,
średnica przecięcia stoślcoioego i pewien punkt %v nieskończoności są dla
siebie biegunową i biegunem. •—• W przypadku, gdy przecięcie stożkowe
jest jiarabolą, punkt przecięcia się prostej p^ z osią schodzi się razem
z jednym z jej punktów końcowych, t. j , z punktem P ^ na paraboli;
a więc punkt, tworzący z punktem na prostej p^ parę, harmonicznie
sprzężoną z parą, punktów końcowych osi paraboli, również znajdzie się
w punkcie P N na paraboli (us. 13). Czyli, punkt, odpowiadający środ-
kowi elipsy i hiperboli, i dlatego nazywany środkiem paraboli, jest pun-
ktem Px na paraboli. "Wszystkie przechodzące przezeń cięciwy paraboli,
a więc równoległe do jej osi, są jakby średnicami paraboli (por. us. 70).
.Biegunami średnic paraboli są, według tego, cośmy powyżej powiedzieli,
punkty w nieskończoności. —

100. Odpowiednio do, tego, cośmy wypowiedzieli w us. 97-ym,
punkt, znajdujący się w obszarze zewnętrznym (us. 47, 78) przecięcia stoż-
kowego, i odpowiadająca mu cięcuoa styczności są dla siebie biegunem
i biegunową.—Wszczególności, biegunem średnicy przecięcia stożkowego
jest punkt przecięcia się z sobą stycznych w punktach końcowych tej śre-
dnicy. Lecz, jak widzieliśmy (us. 96, 99), biegunem średnicy jest pe-
wien punkt w nieskończoności. Zatym ogólnie, styczne do przecięcia
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stożkowego iv punktach hoiicowych jego średnicy są do siebie równolegle,
a pwnkt w nieskończoności, znajdujący się xv kierunku tych stycznych, jest
biegunem owej średnicy. W paraboli jeden punkt końcowy średnicy jest
w nieskończoności (us. 70); stycznaw nim przechodzi prócz tego przez punkt
w nieskończoności, w którym się spotyka ze styczną w drugim punkcie
końcowym średnicy; a więc, przechodząc przez dwa punkty w nieskończo-
ności, cała znajduje się w nieskończoności. Za,tyrn, jedną se stycznych do
paraboli w pttnMaeh końcowy cli jej średnicy jest prosta p*o, a punM
w nieskończoności, znajdujący si§ w Icierunku stycznej w drugim punkcie
końcowym średnicy, jest biegunem tej średnicy. •— Z tego wogóle wynika
(objaśnić, dlaczego?), że w pewnym Jdcrunlcu można poproivadzić do elipsy
i do hiperboli diuie, do paraboli saś jedne tyllio styczną.

OGNISKA. KIEROWNICE. STYCZNE.

101. Mając dane jakiekolwiek przecięcie stożkowe L (fig. 28), na
jego cięciwie, przechodzącej przez ognisko O równolegle do kierownicy,
jako na średnicy, zakreślmy koło K.
Jest ono harmonicznie pokrewne z L^
środkiem pokrewieństwa jest punkt
O, a kierownica Je liniją średnią. Jak
wiemy, prosta px jest względem K
biegunową jego środka O (us. 96).
Z prostą, £>CVJ jest pokrewna kierowni-
ca Je, a punkt O, ognisko, jako śro-
dek pokrewieństwa, jest sam z sobą
pokrewny (us. 35, o, c). A więc,
ognisko O i kierownica Je są dla sie-
bie biegunem i biegunową względem
L (us. 98), t. j . ognisJco prsecigcia stoślcowego i odpowiadająca temu ogni-
sJcu Jcieroiunka są dla siebie biegunem i biegunową względem tego przecię-
cia stożJcowego.

102. PoproAvadźmy jakąkolwiek średnicę AB koła K. Ta pro-
s ta— nazwijmy ją p—jest prostopadła do średnicy koła, przechodzącej
przez jej biegun względem tego koła (us. 95), który, jako biegun średni-
cy, znajduje się w nieskończoności (us. 96). A więc biegun P prostej p
względem K znajduje się w nieskończoności w kierunku prostej OP'.
Z prostą p, jako przechodzącą przez środek pokrewieństwa O, jest ona
sama pokrewna, a z punktem w nieskończoności w kierunku prostej OPr

jest pokrewny punkt P' na linii średniej (us. 35, d, n; 34, a). A więc

Fig. 28.
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prosta p i punkt P' są, dla siebie biegunową i biegunem względem L
(us. 98), t. j .

a. biegun prostej, przechodzą-
cej przez ognisko przecięcia stożko-
wego, znajduje się na kierownicy, od-
poiviadającej temu ognisku, w pun-
kcie, w którym ją przecina prostopa-
dła do ową proste w tymże ognisku.

b. biegunowa punktu, leżącego
na kierownicy przecięcia stożkowego,
przechodzi przez ognislco, odpowia-
dające tej kierownicy, prostopadle
do prostej, łączącej ów punkt 0 tym-
że ognislciem.

103. Poprowadźmy dwie jakiekolwiek styczne do koła K; punkty
ich styczności, A i O (fig. 28), oraz punkt przecięcia się tych stycznych,
D, połączmy ze środkiem koła. Prosta OD dzieli kąt AOC na połowy.—
Ze stycznymi do K są pokrewne styczne do L (us. 36, b), a z punktami
styczności stycznych do K są pokrewne punkty styczności pokrewnych sty-
cznych do L (us. 36, a; 34, a; 35, a), każda zaś z prostych, przechodzących
przez punkt O, jest sama z sobą pokrewna (us. 35, c). A więc prosta
OD1 dzieli ką,t A'OC na połowy, t. j . kąt, utworzony w ognisku przez
proste, łączące to ognislco z punktami styczności divu który chlcolwieh sty- ,
cznych, jest przez prostą, łączącą ognisko z punktem przecięcia się tych
stycznych, podzielony na połowy *).

104. Zauważmy, że styczna do K, AD (fig. 28), jako prostopadła
do średnicy p, przechodzącej przez punkt styczności A, jest równoległa
do średnicy OP', przechodzącej przez biegun prostej p względem K, któ-
ry się znajduje w nieskończoności (us. 96); a więc, styczna AD przecho-
dzi (us. 6) przez biegun prostej p względem K.. Wskutek tego, pokrewna
z nią styczna A'D' do L przechodzi przez pokrewny z biegunem prostej p
względem K punkt P', który jest biegunem względem L tejże prostej p
(us. 102), przechodzącej przez punkt styczności A'. A wigc, styczna do
przecięcia stożkowego przechodzi prses punkt na kieroiunicy, który jest bie-
gunem cięciwy, przechodzącej przez punht styczności i przez ognisko, odpo-
wiadające owej kierownicy *•).

t) Uwaga. Jeżeli D'A' i D'C są stycznymi do różnych gałęzi hiperboli, to prosta
OD' dzieli kąt, spełniający kąt A'0C. Jeżeli jednak wówczas prostą, łączącą ognisko O
z punktem styczności na gałęzi dalszćj od tego ogniska O,, uwzględnimy w należytym kie-
runku (us. 79), t. j . od punktu O przez punkt w nieskończoności do owego punktu styczno-
ści, to •własność powyżej wypowiedziana przedstawi się jako ogólna*

**) ponieważ aaś prosta, łąezącn ów punkt na kierownicy z odpowiadającym jej
ogniskiem, j ent prostopadła do tej cięciwy (us. 102), przeto łatwo sprawdzić na odpowiednim
rysunku, iż własności, którąśmy przyjęli za określenie przecięcia stożkowego, t-j. własności;
stosunek odległości jakiegokolwiek punktu na przecięciu stożkowym od ogniska i od kiero-
wnicy, odpowiadającej temu ognisku, przedstawia liczbę stałą (us. ii), odpowiada własność:
stosunek wstaw ka,t<5w, utworzonych przez styczną do przecięcia stożkowego, jednego z pro-
stą, łączącą ognisko z punktem przecięcia się stycznej' z kierownicą, odpowiadająca, temu
ognisku, a drugiego z tąż kieierownicą, przedstawia liczbę stałą.]
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Z zestawienia tej własności z własnością w us. 102, a. wynika łatwy
sposób wykreślania stycznej do przecięcia stożkowego we wskazanym na
nim punkcie, gdy ognisko i odpowiadająca mu kierownica są znane.

—- Objaśnić, dlaczego punkty przecięcia si§ s sobą każdej pary sty-
cznych w punktach końcowych cięciwy, przechodzącej przez ognisko, leżą
na kierownicy, odpowiadającej temu ognisku.

105. Przez punkt B na elipsie albo na hiperboli (fig. 29), których
ogniska są O i O,, poprowadźmy styczną. Punkty przecięcia się stycznej

l"ig. 29.

z kierownicami k i hl} t. j . punkty C i Ci, są biegunami prostych odpo-
wiednio BO i BO t (us. 104), do których proste odpowiednio CO i CjOt
są prostopadłe (us. 102). Poprowadźmy jeszcze przez punkt B równole-
głą do 0 0 ! , która przetnie kierownice w punktach D i D , . Mamy tu
(por. lis. 59, 87)

B O _ _ H V a BO _BD _BC
BD ~ BD, ' ą BO, ~ B D , ~ B C , ;

trójkąty zatym BOC i BOjC, są podobne, a wsz.czególności kąty CBO
i C,BOi są równe. A więc, w elipsie i w hiperboli proste, łączące punkt
styczności stycznej z ogniskami, tworzą se styczną kąty równe.

Ta styczna jest w hiperboli dwusieczną kąta OBO,, a w elipsie jest
dwusieczną kąta, spełniającego kąt OBO,. Prostopadła zaś do stycznej.
w punkcie styczności, prosta BE, tak zwana n o r m a l n a w punkcie B,
jest w elipsie dwusieczną kąta OBO,, a w hiperboli jest dwusieczną kąta,
spełniającego kąt OBO!. Możemy więc powiedzieć:*w elipsie i tu hiper-
boli styczna i normalna są dwusiecznymi kątów spełniających się, utwo-
rzonych przez proste, łączące punki styczności a ogniskami.
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Fig. 30.

Na tej własności opióra się sposób wykreślenia stycznej do elipsy,
albo do hiperboli, we wskazanym na niej punkcie, gdy jej ogniska są gna-
ne: dwusieczna kąta, utworzonego przez proste, łączące punkt wskazany
z ogniskami, jest normalną w elipsie, a styczną w hiperboli.

106. Przez punkt B na paraboli (fig. 30), której ogniskiem jest
punkt O, poprowadźmy do niej styczną. Punkt przecięcia się stycznej

z kierownicą k, t. j . punkt C,
jest biegunem prostej BO (us.
104), do której prosta 0 0 jest
prostopadła (us. 102). Popro-
wadźmy przez punkt B równo-
ległą do osi, która przetnie
kierownicę w punkcie D. Ma-
my tu DB = BO (us. 64); za-
tym trójkąty prostokątne BOC
i BDC są równe, a wszczególno-
ści kąty OBO i CBD są równe.
A więc, iv paraboli proste, %mj-
prowadzone z punktu styczności
stycznej: jedna do ogniska, dru-

ga róionolegle do osi, tworzą se styczną kąty równe, czyli, stycsna do paraboli
tworsy s prostą, łączącą punkt styesności z ogniskiem, i n os-ią kąty równe.

Poprowadźmy normalną w punkcie B, prostą BN. Ona, jako pro-
stopadła do dwusiecznej kąta DBO, jest dwusieczną kąta OBF, spełnia-
jącego kąt DBO. W paraboli stycsna i normalna są dtvusiec0nymi kątów
spełniających się, utworzonych przez proste, wy'chodzące 0 punktu styesno-
ści stycznej: jedng do ogniska, drugą równolegle do osi.

Ponieważ styczna i normalna w pewnym punkcie B są dwusieczny-
mi kątów przyległych OBD i OBF, przeto pęk promieni B(INOF) jest
harmoniczny (us. 27). Wskutek tego, te promienie wyznaczają na osi
paraboli szereg punktów harmoniczny; a, gdy promień BF jest równole-
gły do osi, zatym 0M = 0 N (us. 24). Gdybyśmy na prostej MN, jako
na średnicy, nakreślili koło, to ono przeszłoby przez punkt B, wierzcho-
łek kąta prostego MBN; jest więc

OB = OM = ON,

t. j . punkt styczności stycznej do paraboli i punkty przecięcia się s osią
stycznej i normalnej są jednakowo oddalone od ogniska.

Z tej własnośei i z poprzedzającej wynikają odpowiednie sposoby
wykreślenia stycznej do paraboli we wskazanym na, niej punkcie, gdy jej
ognisko i kierunek ośi są znane.—
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Wierzchołek główny paraboli nazwijmy A (na rysunku nie można
było tej litery zmieścić) i spuśćmy z punktu B prostą BK prostopadłą
na oś; jest więc HK = DB. Lecz D B = B 0 = M 0 . Zatym HK—MO.
Odjąwszy od tych odcinków odcinki'Odpowiednio HA —AO (us. 69),
otrzymamy

AK nr. MA,
t. j . odcinali osi paraboli, set/warty między punktem, w Mórym styesna do
paraboli przecina oś, i spodkiem prostopadMj, spussczonSj na nią z punktu
styczności stycznej, jest przez ivierzchołek główny paraboli podzielony na
połowy.

Z tej własności wynika sposób wylcreślenia stycznej do paraboli we
wskazanym na niej punkcie, gdy jej wierzchołek główny i Merunelc osi są
znane. —

Jak wiadomo, punkt przecięcia się pary stycznych w punktach koń-
cowych cięciwy BB,, przechodzącej przez ognisko, znajduje się na kiero-
wnicy (us. 104); a więc prosta BiC jest styczną do paraboli w punkcie B,.
Z równości trójkątów OBO i CBD wynika, że kąty DOB i BOO są ró-
wne. Podobnie więc kąty OOB! i BiOH s% równe. Zatym styczne CB
i OBi są dwusiecznymi kątów przyległych DGO i OCH; są więc do siebie
prostopadłe. A więc, każde dwie styczne do paraboli, przecinające si§
& sobą na kierownicy, są do siebie prostopadle, a nadto (us. 27, b), dwie
styczne do paraboli, poprowadzone z punktu na kierownicy, prosta, łącząca
ten punkt z ogniskiem, i kierownica tworzą pęk promieni harmoniczny.

107. Przez punkt B na elipsie, albo na hiperboli (fig. 31), której
ogniska są O i O(, poprowadźmy styczną do tej linii, prostą BO. Z ogni-

1'ig. 31.

ska O spuśćmy prostopadłą na styczną, która przetnie się ze styczną
w punkcie D, a z prostą BO t w punkcie E. Styczna BD jest dwusieczną
kąta OBE (us. 105); trójkąty więc ODB i BDE są. równe. Wskutek te-
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go,- EB = OB i w elipsie EO t — BO t + BO = AAj (us. 60), w hiperboli
zaś EO, = BO — BO, = AA, (us. 88). Połączmy punkt D ze środkiem
8 liniją prostą; ponieważ DO = -jr EO, przeto z podobieństwa trójkątów

DOS i EOO, wynika, że D 8 = | - 1 O 1 =- |AA,. Jest więc DS = SA.
Stosuje się to także do spodka D, prostopadłej, spuszczonej z drugiego
ogniska na styczną. A więc, w elipsie i w hiperboli spodki prostopadłych,
spuszczonych s ognisk na styczne, leżą na hole spółśrodkoicym, przecho-
dzącym przez wierzchołki główne, a nadto, punkty symetryczne z jednym
ogniskiem względem stycznych leżą na hole, zakreślonym z drugiego ogni-
slca, jako środka, promieniem równym osi wielkiej w elipsie, a osi poprze-
cznej iv hiperboli.

Na tych własnościach opiera się sposób wykreślenia stycznych czyta
do elipsy, ceytes d,o hiperboli, z punktu, leżącego zewnątrz tych Mnij, gdy
są znane ich ogniska i długość osi tuielkiej w elipsie, a poprzecznej w hiper-
boli. Mając np. wykreślić styczne, przechodzące przez punkt C (fig. 31),
zakreślamy jedno koło z punktu O, jako środka, promieniem CO, a dru-
gie z drugiego ogniska O,, jako środka, promieniem AA'; dwa te koła'
przetną się z sobą w punktach E i E'. Obie proste, łączące punkt O ze
środkami odcinków OE i OE', t. j . proste OD i OD', są stycznymi żąda-
nymi, punkty zaś w których te styczne OD i OD' przecinają proste odpo-
wiednio O t E i O tE' są ich punktami styczności.

Możemy, opierając się również na uzasadnionych tu własnościach,
rozwiązać takie zadanie: do elipsy lub do hiperboli, gdy są znane ich
ogniska i długość osi wielkiej iv elipsie, a poprzecznej w hiperboli, popro-
wadzić styesne, równoległe do prostej danej. Przez jedno ognisko O po-
prowadzimy prostopadłą do danej prostej, a z drugiego ogniska O1; jako
środka, zakreślimy koło promieniem AAU przecinające ow'ę prostopadłą
w punktach ¥ i F \ Obie proste (por. us. 100), z których jedna przecho-
dzi przez środek odcinka OF, a druga przez środek odcinka OF', równo-
legle do danej prostej, są stycznymi żądanymi, a ich punkty styczności
są punktami przecięcia się z prostymi O t F i O,F'.

108. Ponieważ styczna IB (fig. 30) do paraboli jest dwusieczną
kąta DBO (us. 106) i odcinki DB i BO są równe, przeto punkty O i D
są symetrycznie położone względem stycznej IB, a więc odcinki DGr i OGr
są równe, a prosta DO jest prostopadła *) do stycznej IB. Poprowadźmy

*) Prosta zaś, łącząca punkt styczności stycznej z punktem na kierownicy, symetry-
cznym z ogniskiem względem tej stycznej, jest równoległa do osi (dlaczego?). — Cztźry pun-
kty: punkt styczności stycznej, punkt jej przecięcia się z osią, ognisko i punkt, symetryczny
z ogniskiem względem tej stycznej, są wiźrzchołkami romba.
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styczna, w wierzchołku głównym paraboli; ta styczna jest do osi prosto-

padła (us. 68), a więc równoległa do UD. A gdy AO = ^-HQ (us. 69),

zatym ta styczna przecina odcinek DO w jego środku, t. j . przechodzi
przez punkt (x. W paraboli spodki prostopadłych, spusgcgonyeh s ogni-
ska na styczne, leżą na stycznej w wierzchołku głównym, a nadto, punkty
symetryczne z ogniskiem względem stycznych leżą na kierownicy.

Aby loylcrćślić styczne do paraboli z punktu, leżącego zewnątrz tej
linii, gdy jej ognisko i wierzchołek główny są snane •— np. z punktu I
(fig. 30) — przez punkt H, znajdujący się na przedłużeniu osi, w tej sa-
mej odległości od wierzchołka głównego A, co ognisko O, poprowadzimy
prostopadłą, do osi, a z punktu I, jako środka, promieniem 10 zakreśli-
my koło, które owg prostopadłą przetnie w punktach D i D r; obie proste,
łączące punkt I ze środkami odcinków OD i OD', są stycznymi żądanymi.
Punkty ich styczności znajdują się na przecięciu się odpowiednich równo-
ległych do osi, przechodzących przez wyznaczone tu punkty D i D'.

Aby do paraboli, której ognisko i wierzchołek główny są znane, po-
prowadzić styczną, równoległą do prostej danej, spuścimy z ogniska pro-
stopadłą na daną prostą, a prosta, przechodząca przez punkt przecięcia
się owej prostopadłej ze styczną w wierzchołku głównym równolegle do
danej prostej, jest styczną żądaną (jedyną możliwą, us. 100); jej punkt
styczności łatwo znajduje się na jej przecięciu się z równoległą do osi,
przechodzącą przez punkt symetryczny z ogniskiem względem tej stycznśj.

109. Poprowadźmy dwie styczne do elipsy, albo do hiperboli;
punkty ich styczności nazwijmy B i C (fig. 31), a punkt ich przecięcia się

4"„v

\ ,

Fig. 32.

oznaczmy przez D. Połączmy punkt D z ogniskiem O i O! i wyznaczmy
punkt E, symetryczny z punktem O względem stycznej DO, oraz punkt
F, symetryczny z punktem O, względem stycznej DB. Odcinki OF
i O,E, jako równe AA, (us. 107), są sobie równe; nadto 0 D = D E 7
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Fig. 33.

0,D = DF; trójkąty przeto ODF i O,DE są równe. Z tego wynika, że
kąty ODF i O,DE są równe, że więc i kąty ODE i O tDF, a także i ich
połowy, t. j . kąty ODO i 0,1X13 są równe. A zatym, w elipsie i %v hiper-
boli proste, lącsącc punki przecięcia się d-wu stycsnych 0 ogniskami, twór są
s tymi stycznymi Icąfy równe,

110. Poprowadźmy dwie styczne do paraboli, których punkty sty-
czności są w B i O (fig. 33), punktem zaś ich przecięcia się jest punkt D.

Przez punkt D poprowadźmy pro-
stą D E , równoległą do osi, i prostą
przez ognisko O, z którego spuśćmy
prostopadłe: O F na styczną D B
i OG na styczną DC. Spodki
tych prostopadłych, t. j . punkty
F i G, znajdą się na stycznej
w wierzchołku głównym (us. 108),
która jest prostopadła do osi (us.
68). N a odcinku OD, jako na śre-
dnicy, zakreślmy koło; ono przej-
dzie przez punkty F i G. To koło
przetnie prostą D E , równoległą
do osi, w punkcie H, a prosta OH,

jako tworząca kąt prosty z prostą D E , jest równoległa do prostej F G .
Wskutek tego, łuki H F i GO, jako zawarte między cięciwami równole-
głymi, są równe, a więc kąty H D F i G D O są sobie równe. A zatym,
w paraboli prosta, tycząca punU przecięcia się dum stycsnych z ogniskiem,
i prosta, prscchodgąca prees tenśe punkt równolegle do o.si, twór są s tymi
stycznymi kąty równe.

111. Mając dwie stałe styczne do
danego przecięcia stożkowego, których
punkty styczności niech będą B i C
(fig. 34), poprowadźmy jakąkolwiek in-
ną styczną do tegoż przecięcia stożko-
wego. Punkt jej styczności nazwijmy D.
a punkty spotkania się jej ze stycznymi
stałymi E i F . J a k wiemy (us. 103),
kąty B O E i E Ó D są sobie równe, jako-
też kąt D O F jest równy kątowi FOO,
Wskutek tego, kąt E O F , pod którym
z ogniska O widzimy odcinek E F sty-
cznej, zawarty między stycznymi sta-

34. łymi, jest stale równy połowie kąta,
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BOD + DOG, utworzonego przez promienie OB i OC, uważanego od
strony owej stycznej EJ1. A więc, odcinek każdej stycznej do przecięcia
stożkowego, ograniczony punktami przecięcia sig jej 0 dwiema stałymi do-
niego stycznymi, jest z jego ogniska widoczny wciąg pod kątem równym
połowią kąta, utworzonego przez proste, łączące to ognisko z punktami sty-
czności stycznych stałych, uważanego od strony widzianej stycznej.—Przy
pewnych stycznych stałych, kąt, pod którym widzimy z ogniska inne sty-
czne, może mieć w elipsie dwie wartości spełniające się (jak to łatwo,
okazać), zależnie od tego, czy owa styczna, na którą, z ogniska patrzymy,,
jest po tej samej, stronie owego ogniska, co punkt przecięcia się z sobą,
stycznych stałych, czyteż po innej stronie. •—• Wrazie, gdy mamy styczne
do różnych gałęzi hiperboli, należy mieć na względzie to, cośmy zastrze-
gli w uwadze do us. 102-go, t. j . trzeba rozważać te odcinki prostych, łą-
czących ognisko z punktami styczności stycznych, które się znajdują
w obszarze wewnętrznym hiperboli.

Z powyższej własności wynika w szczególnym przypadku, że w eli-
psie i iv hiperboli odcinek każdej stycznej, ograniczony przez styczne
w wierzchołkach głównych, jest s ogniska toidoczny icciąż pod Jcątem
prostym.

OSI W ELIPSIE I W HIPERBOLI. MIMOŚRÓD.

112. Jakeśmy widzieli w us. 107-ym, w elipsie i ~w hiperboli spodki
prostopadłych, spuszczonych z ognisk na styczne, znajdują się na kole
spółśrodkowym, przechodzącym przez wierzchołki główne. Tak np.
spodki prostopadłych OD i OjD, (fig. 31) na tę sarnę styczną w B leżą
na owym kole o średnicy AA,. Łatwo uzasadnić, że O,K = OD. Wie-
my zaś, że O,K . OiD, = OiA . OjA,, a więc

(1) OD.O,D, = O 1A.O IA 1.

Ponieważ iloczyn 0 ^ . OtAt jest niezależny od położenia stycznej, prze-
to ta równość nam wskazuje, iż iloczyn OD . 0 |D[, t. j . pole prostokąta
wystawionego na odległościach ognisk od stycznej, ma dla wszystkich
stycznych pewną tę sarnę wartość — jest stałe. Zbadajmy, czy tej -war-
tości stałej nie moźnaby bliżej określić.

Dla stycznej w B odległości OD i O,Dj są różne. Kiedyby one
hyły sobie równe? —"W elipsie one będą równe wtedy, kiedy styczna jest
równoległa do osi wielkiej AA^ Natenczas będą one równe długości
prostopadłej ze środka elipsy na tę styczną, którejto prostopadłej spodek
hę,dzie punktem styczności, t. j . będą równe połowie osi małej elipsy
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(us. 57), a więc wartość iloczynu OD . C^D, jest w elipsie równa kwadra-
towi połowy osi małej. — W hiperboli odległości obu ognisk od stycznej
będą oczywiście wtedy równe, kiedy styczna przechodzi przez środek
(us. 82), t. j . , kiedy jest asytnptotą (us. 83); są, one wtedy równe połowie
osi sprzężonej hiperboli (us. 91, uwaga), a więc wartość iloczynu
OD . O j Ą jest w hiperboli równa kwadratowi połowy osi sprzężonej.

Powiemy więc ogólnie: w elipsie i iv hiperboli pole prostokąta, wy-
stawionego na odległościach ognisk od stycsny, jest stałe, rótonoważne
w elipsie kwadratowi na połowie osi małej, w hiperboli saś kwadratowi na
połowie osi sprzężonej. —

N a mocy tej własności, według (1), iloczyn O, A . 0 ^ równy
jest kwadratowi osi małej w elipsie, a osi sprzężonej w hiperboli;
a więc, w elipsie połowa długości osi małej, a w hiperboli polowa długości
osi sprzężonej jest średnią gicometryc&ncy odległości jednego z ognisk od
ioierscJwłkótti głównych.

113. Mając elipsę, albo hiperbolę, poprowadźmy kierownicę h
(fig. 35), odpowiadającą ognisku O, cięciwę P P ' , prostopadłą do osi AA t

•>. \

Fig. 35.

w ognisku, której więc długość przedstawia podwójny parametr (us. 50),
oraz w elipsie oś małą JSBt (us. 57), a w hiperboli oś sprzężoną BBX

(us. 92). Zgodnie & określeniem przecięcia stożkowego (us. 44), mamy
tu (us. 50):

• AO _ A^O _ OP
AC ~~ A, O ~ OU '

skąd

Z proporcji zaś - ^ - = -j±-~ wynika (z podwójnego znaku górny od

się do elipsy, dolny do hiperboli)

nosi
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AC + AO _ A|C + (A,Og= 00)
AC ~~ A,C

czyli
0 0 _ 2A,0 =p 0 0
AC ~ A,0

skąd
00 . (AtO ± AO) = 2A0 . A,0.

Podstawmy w obu stronach tej równości zamiast AO i AtC wypisane po-
wyżej ich wyrażenia; po podzieleniu obu stron przez spoiny czynnik i po
pomnożeniu ich przez OP, otrzymamy

OP . (A, O ± AO) = 2A0 . A, O,
czyli

OP.AA, — 2 A 0 . A . 0 .
Zważmy, że AO . AiO s= SBa (us. 112); a więc

Jest,przeto 20P . AA, r=(2SB)'2r= BB,2, czyli
2OP:EB 1 =BB I : AA,.

A zatym, w cli/psie długość osi małej jest średnią gieometrycsną długości
osi wielldej i podwójnego parametru; odpowiednio: w hiperboli długość osi
sprzężonej jest średnią gieometrycisną długości osi popreecenej i podwójne-
go parametru. W paraboli zaś, jak wiemy (us. 69), parametr wyraża
podwójną odległość wierzchołka głównego od ogniska. —

"W us. 61-yni i 93-im wprowadziliśmy oznaczenia: AA t r=2a,
BB, —2&. Jeżeli jeszcze długość odcinka OP, przedstawiającą i)ara-
nietr, nazwiemy p, to, zamiast OP . AA, = 2 . SB2, będziemy mogli na-
pisać p . 2 a = 2 . h2, czyli p . a = b%, skąd

Tento wzór służy zwykle do wyrażenia związku między parametrem
elipsy lub hiperboli i połowami osi tych linij.

114. Ponieważ kierownica jest biegunową ogniska (us. 101), przeto
(us. 98) odcinek AA t (fig. 35) jest przez punkty O i O podzielony har-
monicznie, a więc

CS.OS^AS2, czyli §g = ^ ,
.skąd

,. ., AS—OS OS „ . . , .. OS —AS OSdla ehpsy: c g ^ ^ g =JBi dla lnperboh = \
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jest więc ogólnie
AO__ OS
AO ~~ AS *

AO
A że stosunek -T7Y> j a^° stosunek odległości punktu na przecięciu stoż-

J\.VJ

kowym od ogniska i od kierownicy, jest stały dla wszystkich punktów te-
go przecięcia stożkowego (tis. 44), a nadto jest równy stosunkowi para-
metru przecięcia stożkowego do odległości ogniska od kierownicy (us. 50),
przeto, gdy M jest jakimkolwiek punktem na elipsie lub na hiperboli,
mamy

MO __ OP _ 0 8
MD ~ 0 0 ~" AS '

T. j . liczba stała, właściwa oddzielnej elipsie lub hiperboli, przedstawiona
przes stosunek odległości jakiegokolwiek na niej punktu od ogniska i od
kierownicy, odpowiadającej temu ognisku, lubteż przes stosunek parametru
do odległości ogniska od odpowiadającej mu kierownicy, jest róionież przed-
stawiona przez stosunek odleghści ogniska od środka do połowy długości
osi wielkiej iv elipsie, a poprzecznej w hiperboli.

Liczbę, którą w elipsie lub w hiperboli wyraża stosunek odległości
środka od ogniska i od wierzchołka głównego, nazywamy *) mimośro-
dem odpowiednio elipsy lub hiperboli. Z każdego z powyższych dwu in-
nych, wyrażeń tej liczby wprost (według określenia; us. 51, 73) wynika, że
mimośród elipsy jest mniejszy od jedności, a mimośród hiperboli jest większy
od jedności. Ponieważ każdemu z owych dwu innych wyrażeń mimośrodu.
elipsy lub hiperboli odpowiada w paraboli stosunek przedstawiający je-
dność (us. 64), przeto mówimy także, źe mimośród paraboli jest jednością.

Według oznaczeń, wprowadzonych w us. 61-ym i 93-im, jest
OS = c, zaś AS = a i SB = 5; a więc, gdy mimośród nazwiemy er

,. . . - , . , ., MO OP c ,.
w elipsie i w hiperboli - ^ = ^ = - = e, czyli

(2) w elipsie e = , AV hiperboli e =

W hiperboli równobocznej jest e = V 2 (por. us. 93).
115. Przecięcia stożkowe, których mimośród przedstawia tgż sarnę •

liczbę, nazywają się p o d o b n y m i. Z tego, cośmy tylkoco mówili o war-
tościach, jakie może mieć mimośród, wynika, źe tylko elipsa z elipsą, ahi-

*) Niekiedy «mimośrodem» nazywają w elipsie i w hiperboli odległość środka od
ogniska; wtedy stosunek tej odległości do odległości środka od wierzchołka głównego nazy-
wają «mimośrodem liczebnym*.
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perbola z hiperbolą, mogą, być podobne, a nadto, że wszijstkie parabole są,
podobne. — Z wyrażeń (2) dla miniośrodii e wynika, że jeżeli dwie elipsy
lub dwie hiperbole są, podobne i a i b mają, w jednej wartości odpowie-
dnio a, i &j, a w drugiej wartości «2 i b2, zaś at: a2 — w, czyli ffj = a2m,
to, aby e zachowywało tę same wartość, winno być bt = J2?w, czyli
bt: b2 = łw. Jest więc wtedy

a, ł ,

A więc, w elipsach podobnych i to JdperbolacJi podobnych stosuneh odpo-
wiednich osi jest stały.

Jeżeli dwu hiperbolom podobnym nadamy takie położenie, iż ich
środki zejdą się- z sobą razem, a osi poprzeczne będą, miały ten sam
kierunek, to wówczas z podobieństwa trójkątów prostokątnych SAI
(%. 27) i odpowiedniego 8AT, w których ramiona kątów prostych są,
proporcyjonalne (por. us. 91), wynika, iź wówczas ich asymptoty schodzą
się z sobą, razem. A zatym, Icąt saioarty między asymptotami hiperboli
jest tenie sam dla lissystlricli hiperbol podobnych.

116. ĆWICZENIA.
[Wykonać wykreślenia, wzmiankowane w us. 104, 105, 106, 107 i 108,

mając tylko te dane, które s% tom wyraźnie wskazane.]
1°. Wiedząc, że z trzech danych punktów na prostej dwa sq, ogni-

skami, ti trzeci wierzchołkiem głównym odpowiednio (zależnie od położe-
nia ostatniego punktu względem dwu poprzednich) albo elipsy, albo hi-
perboli,

1) poprowadzić dwie styczne, do siebie prostopadle;
2) dwie styczne, tworz%ce z sobą kąt dowolnie dany;
3) wyznaczyć kilka punktów na tej krzywej.
2°. Mając dane ognisko i wierzchołek główny paraboli,
1) poprowadzić dwie styczne, do siebie prostopadłe;
2) dwie styczne, tworzące z sobą kąt dowolnie dany;
3) wyznaczyć kilka punktów na tej paraboli.
3°. Jeżeli wierzchołek kąta prostego opisuje koło, a jedno jego ra-

mię wciąż przechodzi przez punkt stały (dwa przypadki: punkt stały znaj-
duje się albo wewnątrz, alboteż zewnątrz owego koła), to jakiej linii dotyka
drugie ramię kąta i czym są dla niej ten punkt stały i długość średnicy owe-
go koła?

4°. Jeżeli wierzchołek kąta prostego porusza się po prostej, a jedno
jego ramię wciąż przechodzi przez punkt stały, to jakiej linii dotyka drugie
ramię kata i czym są dla niej ten punkt stały i owa prosta?

Btbl. m<it.-llss., S. III, T. V, 0
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5°. Własność ogólną ustępu 111-go sprawdzić na hiperboli w przy-
padku, kiedy dwie styczne Htałe są stycznymi do jednej gałęzi, a z jedne-
go lub z drugiego ogniska patrzymy się na odcinek stycznej do drugiej ga-
łęzi, oraz w przypadku, kiedy styczne stałe są, stycznymi do różnych gałęzi
hiperboli.

6°. Jeżeli punkt D na fig. 33-ej, t. j . punkt przecięcia się dwu sty-
cznych do paraboli, znajduje się na, kierownicy, to jakie wówczas położenie
względem stycznej w wierzchołku głównym zajmuje środek koła, zakreślo-
nego na odcinku OD, jako na średnicy, oraz jakim, wskutek tego, jest kąt
FDG?


