ROZDZIAE VIII

PREZECILCIE STOZKOWE, JAKO OPISANE PRZEZ WIERZCHOLEK PEEKD HARMO-

NICZNEGO, LUB 0BWIEDZIONE PRZEZ PODSTAWE SZEREGU HARMONICZNEGO,

JAKO LINIJA HARMONICZNIE POKREWNA % PRZECIECIEM STOZKU\VY.\I, JAKO

DIEGUNOWO WZAJEMNA 2 PRZBOIFCIEM STOZKOW Y WZGLEDEM I‘REEC]ECI&
STOZKOWEGO, — ZASADA DWOISTOSCI.

PRZECIECIE STOZKOWE POWSTAJE WSKUTEK PEWNEGO RUCHU
WIERZCHOEKA PEKU HARMONICZNEGO LUB PODSTAWY SZEREGU
HARMONICZNEGO.

148.

Korzystajac z wnioskéw, wyprowadzonych w us. 145-ym

z twierdzen Pascal'a i Brianchon’a, dowiedziemy tu waZnych wlasnosci
. charakterystycznych jakiegokolwiek przecigcia stozkowego.

@ Gdy mamy cztéry punkty:
A, B, CiD, z ktérych Zadne trzy
nie leza na jednéj prostéj (zreszta
jakiekolwiek), to, zgrupowawszy te
punkty w dwie pary, np. A i B,
(¢ i D, mozemy zawsze wyzna-
czy¢ taki punkt H, iz pek pro-
mieni E(ABCD) jest harmoniczny.
Poprowadziwszy bowiém prosty
AB, a przez punkt C jakgkolwiek
prostg, ktoéra niech przecina prostg
AB w punkeie C', moZemy na pro-
stéj AB wyznaczyt taki punkt D',
izby szereg punktéw (ABC'D') byl
harmoniczny. PoprowadZmy naste-
puie prostg D'D i oznaczmy punkt
J€j przecigeia si¢ z prosty CC' przez
E. Pgk promieni E(ABC'D"),
czyli E(ABCD), jest widocznie
harmoniczny (us. 21).

Te pig¢ punktow: A, B, C, D
i E wyznaczajy pewne przeciecie

h. Gdy mamy cztéry proste:
a, by ¢ 1 d, z ktérych zadne trzy nie
przechodzg, przez jeden punkt (zre-
szty jakiekolwiek), to, zgrupowawszy
te proste w dwie parvy, np. @ i b,
¢ id, mozemy zawsze wyznaczyé
taka prosta e, iz szereg punktdw
((ea)(eb)(ec)(ed)) jest harmoniczny.
Wymaczywszy bowiém punkt («b),
a na prostéj ¢ jakikolwiek punkt;
ktory niech lgczy z punktem (ab)
prosta ¢', mozemy przez punkt
(ab) poprowadzié taks prosty '
izby pek promient (abe'd’) byl
harmoniczny. Wyznaczmy naste-
pnie punkt (d'd) i oznaczmy prosty,
faczacy go z punktem (e¢') przez e
Szereg punktow ((ea)(eb)(ec')(ed')).
cayli ((ea)(eb)(ec)(ed)), jest wido-
cznie harmoniczny (us. 23).

Te pigé prostych: a, b, ¢,
i ¢ wyznaczaja pewne przecigeio
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stozkowe (us. 145, a); nazwijmy
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Na harmonicznie z Li pokre-
wnym kole K, ktérego §rednicg, jest
cigciwa przeciecia stozkowego I,
przechodzaca przez ognisko rowno-
legle do kierownicy (us. 49), pun-
kty A,, B,,C,, D, i E,, harmoni-
cznie pokrewne z owymi punktami
A,B,C, DiEnaL, s takie (us.
36, a; 35, m), iz pek E,(A,B,C,D,)
jest harmoniczny. Wtedy jednak
proste, Igczace jakikolwiek punkt
na K odpowiednio 2z punktami
A, B, C, i D, tworza pek har-
moniczny (us. 28); a wige tak-
7e proste, Iaczgee jakikolwiek
punkt na I, odpowiednio z pun-
ktami A, B, C i D przedsta-
wiajg roéwniez pek harmoniczny
(us. 35, m).—Przypusémy, Ze istnie-
je punkt ¥, nie lezgey na L, taki,
iz pek F(ABCD) jest harmoni-
czny. Punkt przecigcia sig prosté;
FA z L, ktéry nazwijmy G, polg-
czmy prostymi z punktami B, CiD.
Poniewaz punkt G znajduje sie
na L, zatym, wedlug powyiszego,
pek G(ABCD) jest harmoniczny.
W tych dwu pekach harmoni-
cznych

F(ABCD) i G(ABCD)
promienie FA i GA sy taz sa-
my prosta FG, Poprowadzmy pro-
stg BC (fig. 58); punkt jéj przecig-
cia sig z owy, prosta FG nazwijmy
A'; a punkty przecigcia sig jéj
z prostymi FD i GD nazwijmy
odpowiednio D' i D". Na prostéj
BC mieliby$§my szeregi harmoniczne

(A'BCD") i (A'BCD")
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stozkowe (us. 145, b); nazwijmy
je L.

Do harmonicznie z L pokrewne-
go kola K, ktérego &rednicg jest
cigeiwa przecigeia stozkowego 1,
przechodzgea przez ognisko réwno-
legle do kierownicy (us. 49), styczne
a, by, ¢, d; 1e, harmonicznie po-
krewne z owymi stycznymi a, b, c,
di e do L, sy takie (us. 36, b; 35, 1),
iz szereg ((eyay)(e,by)(ese,)(e1d1))
jest harmoniczny, Wtedy jednak
punkty przecigcia sig jakiéjkolwiek
stycznéj do K odpowiednio ze sty-
czuymi a,, by, ¢, 1 d, tworza szereg
harmoniczny (us. 125); a wiee takze
punkty przeciecia sie jakiéjkolwiek
stycznéj do L odpowiednio ze sty-
cznymi a, b, ¢ i d przedstawiajg
réwniez szereg harmoniczny (us.
35, 1). — Przypustmy, ze istnieje
prosta f, niestyczna do L, taka, iz
szereg ((fa)(f0)(fe)(fa)) jest harmo-
niczny. Ze styczng, wyprowadzong
z punktu (fa) do L, ktérg nazwijmy
g, przecinajg sie styezne b, ¢ i d.
Poniewaz prosta ¢ jest styczna do
L, zatym, yedlug powyiszego, sze-
reg ((ga)(gg( 9¢)(9)) jest harmoni-
czuny. W tych dwu szeregach har-
monicznych - -

(o)) (rd)) 1 ((9a)(9b)(ge)(94))
punkty (fa) i (ga) sa tymze samym
punktem (fg). Wyznaczmy punkt
(be) (fig. 59); prosty, laczgey go
z owym punktem (fy), nazwijmy o,
a proste, laczace go z punktami
(fd) i (gd), nazwijmy odpowiednio
d'id'. W wiérzcholku (b¢) mie-
liby$my peki harmoniczne
(a'bed') i (a'bed");
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a wiec punkty D'i D" bylyby jednym
punktem (us. 18), wskutek czego

Fig. 58, -

- Jin i s b NA »
ten punkt priecigeia “sig prostych
FD i GD, t. j. punkt D, znajdo-
walby sig na prostéj BCO, co sig
‘sprzeciwia  zalozeniu. — Widzimy
-wiee, Ze wiérzcholki wszystkich pe-
kéw harmonieznych, ktérych pro-
mienie przechodzg odpowiednio
przez stale punkty A, B, C, D
(z ktorych Zadne. trzy nie leig
‘na jednéj prostéj), nalezg do te-
-goz samego przecigeia stozkowe-
go L. : '

Widzielismy za$, Ze jakikol-
wiek punkt na L. moZe byé wibrz-
cholkiem takiego peku. MoZzemy
wige powiedziét: poruszajgcy sig
widracholek  pekw  harmonicznego
promieni, praechodzqeych przez od-
powiednie em catéry punkty stale,
# ktorych zadne tray wie leég na téj
saméj prostéj, opisuje przecigeie stoi-
kowe; ono przechodzi przez owe
cztéry punkty stale.

PREECIFCIA §rOZHOWE.

a wige proste d' 1 d" bylyby je-
dng prostg (us. 25), wskutek cze-

Fig. 59.

go ta prosta, Igczgea punkty (fd)
i (gd), t. j. prosta d, przechodzi-
taby przez punkt ' (b¢), co. sig
sprzeciwia zaloZenin. — Widzimy
wiee, Ze podstawy wszystkich sze-
reg6w harmonicznych, ktérych pun-
kty sa na przecigciu sig z odpowie-
dnimi stafymi stycznymi a, b, ¢, &
(z ktorych Zzadne trzy nie przechodzsy
przez ten sam punkt), sy stycznymi
do tegoz samego przecigcia stozko-
wego L.

Widzielismy za$, ze jakakol-
wiek styczna do L moze byé pod-
stawg takiego szeregu. MoZemy
wiec powiedziét: porusdajaca Sig
podstawa  szeregu  harmonicznego
punktow preecigeia sig jéj & odpo-
wiednime im cztérema prostymi sta-
tymi, & ktorych zZadne trzy wie proe-
chodzg przes ten sam punkt, dotyka

praecigcia stoikowego; do niego su
styczne owe cztéry proste stale.
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LINIJA HARMONICZNIE POKREWNA Z PRZECIECIEM STOZKOWYM,

149. Gdy, majge jakiekolwiek przecigeie stozkowe L, jakiekolwiek
punkt i prostg, bedgce dla siebie biegunem i biegunows wzgledem L,
przyjmiemy odpowiednio za $rodek i o§ pokrewienstwa harmonicznego,
to, jak wiemy, linijg harmonicznie pokrewng z przecigciem stozkowym L,
jest ono samo (us. 98, uwaga).

Jakg bedzie linija harmonicznie pokrewna z L wrazie, kiedy Srodek
i 0§ pokrewiefstwa nie sg dla siebie biegunem i biegunowg wzgledem L,
t. j. sa jakimikolwick punktem i prosta?

Niech jakikolwiek punkt H i jakakolwiek prosta /& beda odpowie-
dnio Srodkiem i osig pokrewieiistwa harmonicznego, i niech begdzie dane
przecigeie stozkowe L. Gdy punkt poruszajacy si¢ opisuje przecigcie
stozkowe L, to pokrewny z nim punkt opisuje pewng linija, 1, harmoni-
cznie pokrewng z Li (us. 36). — Obrawszy na L jakiekolwiek trzy punkty
A, BiC, polgezmy je prostymi z jakimkolwiek punktem E na L, a dla
trzech prostych EA , EB, EC wykréslmy take prosty d, izby pek pro-
mieni (BA)(EB)(E()d) byl harmoniczny. Gdy punkt przecigeia sig
prostéj d z L nazwiemy D, to ten pek harmoniczny bedziemy mogli wy-
razi¢: E(ABCD). Z punktami A, B,C, D i E na L, z ktérych wige
zadne trzy nie lezg na jednéj prostéj (us. 47, @), sg harmonicznie po-
krewne punkty odpowiednio A', B!, C', D'i E'na 1/, z ktérych réwniez
zadne trzy nie lezg na jednéj prostéj (us. 35, @), a pgk promieni
E'(A'B'C'D)') jest harmoniczny (us. 85, ¢, m). Przecigeie stozkowe L mo-
zemy uwazat jako opisane przez poruszajgcy sig punkt E, wiérzcholek
peku harmonicznego promieni, przechodzgeych odpowiednio przez stale
punkty A, B, CiD na L. Kazdemu poloZeniu punktu E na L odpo-
wié poloZenie punktu E' na L' i w kazdym z tych polozef punkt E'
bedzie wiérzcholkiem peku harmonicznego promieni, przechodzacych od-
powiednio przez stale punkty A/, B, C' i D' na L' (us. 35, m, b).
A wige linjja L' moZe by¢ uwaZana, jako opisana przez poruszajacy
sie punkt E', wiérzcholek peku harmonicznego promieni, przechodzacych
odpowiednio przez stale punkty A', B!, C'i D', z ktérych zadne trzy nie
lezg na jednéj linii; jest zatym ona przecigciem stozkowym (us. 148, a).—
Podobnie mogliby$my tego dowiésé, opiérajac sig na wlasnosci, okazané)
w us, 148, D, o

Widzimy wige, %e, wogble, linija, harmonicznie pokrewna z praecig-
ciem stozlowym, jest przecigciem stoz‘kqum.

150. Dla przykladu, wyznaczmy przecigeie stoZkowe, harmoni-
cznie pokrewne z elipsg, gdy $rodek pokrewiefistwa jest w jednym
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punkcie koncowym ktoréjkolwiek z osi gléwnych elipsy, a 0§ pokre-
wienistwa jest prostopadla do téjZe osi elipsy i przechodzi przez drugi
jéj punkt koficowy.

Wezmy elipsg E, ktoréj o§ wielka AA, (fig. 60), a mala BB,
i niech wiérzcholek ghﬁwn; A Dbedzie swdklem, a prostopadla i do AA,
w A, osiyg pokrewiei-
stwa.  Wedlug ogél-
nych zasad pokrewieﬁ-
stwa  harmonicznego
(us. 34— 36), oraz na
mMocy Wzajemnego po-
lozenia punktoéw szere-
gu harmonicznego (us.
13, 19), wniesiemy, Zec
z punktami na B z pra-
wéj strony prostéj BB,
linii éredniéj tego po-
krewiefistwa, sg sprze-
zone punkty na prze-
: cigein stozkowym (us.
149), pokrewnym z E, znajdujyce sig z prawéj stvony prostéj A, a z pun-
ktami na B z lewéj strony prostéj BB, sa pokrewne punkty z lewéj stro-
ny prostopadléj w A do AA,, 1w obie strony to przecigcie stozkowe roz-
ciaga si¢ de nieskoinczono$ci. Jest wige ono hiperbolg (us. 74); nazwijmy
ja H. XKazdy z punktéw A i A,, jako $rodek i punkt na osi pokrewien-
stwa, jest pokrewny sam z sobg; a wige te punkty lezg na H., Poniewaz
E jest linijg symetryczng wzgledem pmstéj AA', przechodzacé] przez
ognisko prostopadle do kierownicy, wiee i H Jjest linijg symetryczng
wazgledem téjze prostéj (takie samo objagnienie, jak w us. 48-ym). Gdy
za$ hiperbola H jest linijg symetryczng wzgledem prostéj AA,, przecho-
dzgcéj przez dwa na niéj lezgce punkty A i A, to odcinek AA, jest jéj
osig poprzeczng (us. 81), a punkt S jéj érodkiem. Z punktami B i-B, na
B sg sprzezone punkty w nieskonczono$ei na H. A wige proste, przecho-
dzgce przez punkt S réwnolegle do prostych AB i AB,, sa asymptotami
H (us. 92). Z réwnosci trojkatéw: ASB iutworzonego przez proste b, SA,
1 asymptote wynika, Zze o§ mala BB, elipsy jest osig sprzezong hiperboli
H (us. 91). A wige, z elipsy E jest tu sprzeZona spolérodkowa hiperbola
H, kt6éréj of poprzeczna jest spolna z osiy wielks, a of sprzgZona z osig
maly elipsy, i ktéréj asymptoty sa réwnolegle do prostych, laczacych
punkty koficowe réZnych osi elipsy.

Podobnie okazaé moina, %e w pokrewiefistwie lharmonicznym, kto-

Tig. 60
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rego Srodek jest w B, 0§ &' prostopadla do BB, w B,, przecigciem stoz-
kowym, pokrewnym z I, jest hiperbola H', spétérodkowa z E, ktéréj oé
poprzeczna jest spélna z osig maly, a o sprzezona z osig wielkg elipsy,
i ktéréj asymptoty sa réwnolegle do tychZe prostych, przechodzgcych
przez punkty koiicowe réznych osi elipsy.

Te wige dwie hiperbole H i H' sg, jak widzimy, spolérodkowe, ma-
ja spolne asymptoty, i 0§ poprzeczna jednéj jest osig sprzezong drugiéj,
i nawzajem. A nadto, z uwagi, ze kaida para Srednic sprz¢zonych hi-
perboli przedstawia parg promieni, harmonicznie sprzezong z asymptota-
mi (us. 181), z dwu Srednic sprzezonych hiperboli H ta Srednica, ktéra
Jéj nie przecina, jest $rednicg hiperboli H', przecinajaca ja, i nawzajem
(us. 25, uwaga). Kazda z takich dwu hiperbél H i H' nazywa sig wzgle-
dem pozostaléj hiperboly sprzgzony.

LINIJA BIEGUNOWO WZAJEMNA 7Z PRZECIECIEM STOZKOWYM
WZGLEDEM PRZECIECIA STOZKOWEGO.

151. Wrzgledem danego przecigeia stozkowego I kazdemu punkto-
wi odpowiada jedna prosta, jako biegunowa tego punktu (us. 98). — Gdy
punkt biezgey P opisuje pewnsg krzyws M, to jego biegunowa p wzgle-
dem I, zmieniajac odpowiednio swe polozenia, «obwodzi» pewns inng
krzywg M' tak, iz kazdemu poloZeniu punktu biezgcego P na M odpowia-
da pewne poloZenie stycznéj biezgeéj p do M'. — Gdy weZmiemy dwa
jakiekolwiek punkty P, i P, na M, to ich biegunowe p, i p, sg styczanymi
do M', a biegunem prostéj, przechodzgcéj pruez punkty P, i P,, jest punkt
przecigcia sig prostych py i p, (us. 118, b). Jezeli punkt P, bedzie coraz
blizéj przystgpowal do punktu P,, to i punkt przecigeia sig prostych
p, 1 p, bedzie coraz blizszy punktu stycznoSei styeznéj py do M'. Gdy
przeto punkt P, zejdzie si¢ razem z punktem P, to owa prosta, przecho-
dzagea przez punkty P, i P,, stanie si¢ styczng p' do M w P, punkt za$
przecigeia sig prostych p, i p, zejdzie sig razem z punktem stycznoSei P'
stycznéj p, do M'.  Ale w kazdym polozeniu prostéj p, punkt (p,p,) jest
wzgledem I, biegunem odpowiedniéj prostéj PyP,, a wigc i punkt P' na
M’ jest biegunem stycznéj p' do M, t. j. kazdéj stycznéj do M odpowiada,
jako biegun wzgledem I, punkt na M'. — Gdy wigc pewien punkt bie-
zacy opisuje krzywa M, a jego biegunowa wzglgdem I jednoczenie
obwodzi krzywg M, to nawzajem, gdy pewna prosta biezgea obwodzi
krzywg M, jéj biegun jednocze$nie opisuje krzywg M'.

Takie dwie krzywe, jak tu M i M, posiadajgce t¢ wlasnosé, iz pun-
ktowi na jednéj z nich odpowiada, jako biegunowa wzgledem I, styczna
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do pozostald), nazywajs sie dlatego dwiema krzywymi biegunowo
wzajemnymi wzgledem przecigeia stozkowego I, ktére, w takim ra-
zie, jest kierownica,.

152. Jezeli krzywa M jest przecieciem stozkowym, to jaksg
linijg, jest jéj biegunowo wzajemna M' wzgledem przecigeia stozko-
wego Li? !

Na przecigeiu stozZkowym M wyznaczmy (podobnie, jak w us.
149-ym) takie cztéry punkty A, B, C i D, izby proste, lgczgce je
z pewnym punktem E na M (a tymsamym i z kazdym innym na M;
us. 148, a), tworzyly pek promieni E(ABCD) harmoniczny. Biegunowe
tych punktéw A, B, C, D'i E wzgledem L oznaczmy odpowiednio przez
a, b, ¢, d 1 e; one bedg stycznymi do linii M', jako do biegunowo- wzaje-
mnéj z M wzgledem L (us. 151), i gdy Zadne trzy z punktéw A, B, CiD
nie lezg na jednéj prostéj, to, odpowiednio, Zadne trzy z prostych @, b, ¢
i d nie przechodzg, przez jeden punkt (us. 119, a). Bieguny prostych EA ,
EB, EC, BD, jako przechodzgcych przez punkt E, znajdujg si¢ na pro-
stéj e, w punktach w ktérych jg przecinajg odpowiednio proste a, b, ¢, d
(us. 119, a@; 118, 8). A gdy proste EA, EB, EC i ED przedstawiajs,
pek promieni E(ABOD) harmoniezny, to ich bieguny, punkty (ea), (eb),
(ec) i (ed), przedstawiajy szereg punktow ((ea)(eb)(ec)(ed)) réwniez har-
‘moniczny (us. 124, b). A wigc styczng e do linii M' styczne do téjze linii
a, b, ¢ i d przecinajy w punktach, przedstawiajgcych szereg harmoni-
czny. — Zwazmy, ze, gdy punkt E opisuje przecigcie stozkowe M, proste,
laczace kaZde jego poloZenie odpowiednio z tymi stalymi punktami
A, B, C i D, wecigZz tworzg pek promieni harmoniczny, Kazdemu zas
poloZeniu punktu E na M odpowiada inne poloZenie jego biegunowdj,
stycznéj e do M', owym za$§ prostym, lgczgeym kaZde poloZenie pun-
ktu B ze stalymi punktami A, B, C i D na M, odpowiadaja, jako.
bieguny, punkty przecigeia sig odpowiedniéj stycznéj e do M' ze sta-
tymi do M' stycznymi a, b, ¢ i d. Przeto w kaZdym polozeniu sty-
cznéj e do M' punkty przecigcia sig¢ j&j odpowiednio ze stycznymi , b, ¢
id do M' przedstawiajg szereg harmoniczny punktéw, — Widzimy wiec,
7e krzywa M' jest taks, iz pewne cztéry do niéj styczne stale a, b, cid
przecinajg kazdg styczng do téj linii w punktach, przedstawiajacych
odpowiednio szereg harmoniczny, tak iz krzywg M' mozemy uwazaé, jako.
obwiedziong przez poruszajgca sie podstawe szeregu harmonicznego.
punktéw przecigeia si¢ jéj z odpowiednimi cztérema prostymi statymi,
z ktérych Zadne trzy nie przechodzg przez ten sam punkt. A zatym
krzywa M’ jest przecigeiem stozkowym (us. 148, b). — Taksamo mo-
glibySmy tego dowiésé, wychodzgc z wlasnoSci us. 148, h. przecigeia.
stozkowego M.
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Mozemy wige powiedziét, ze linijg, biegunowo wsajemng 2 przecig-
ciem stozkowym wzgledem prazecigeia stoskowego, jest przecigeie stodkowe ™).

153. RozwaZmy tu, jako przyklad, przecigcie stozkowe M', biegu-
nowo wzajemne z kotem M wzgledem kola L. — Tu mogg zajs¢ nastepu-~
jace trzy przypadki:

1) Srodek kola-kierownicy L lezy zewnatrz kota M. W takim
razie ze Srodka kola L. moZna poprowadzié dwie rdzne styczne do kola
M, ktorych bieguny, bedgce punktami na przecigeiu stozkowym M', leZg
jednoczeénie na biegunowéj (us. 118, @) Srodka kola L wzgledem tegoz
kola L, t. j. na prosté] w nieskofczonosci (us. 96). A wigc, prosta
w nieskonczonosci ma dwa rézne punkty spélne z przecigeiem stozkowym
M'; jest przeto ono hiperbolg (us. 74), a jéj asymptoty sq biegunowymi
wzglgdem L punktéw stycznoéci owych dwu stycznych ze Srodka kola L
do kola M.

2) Przez §rodek kola-kierownicy Li przechodzi kolo M. Wowczas
ten $rodek kola L. jest punktem stycznodei stycznéj do kola M, a wigc
biegun jéj wzgledem L, bedacy punktem w nieskoficzono$ci (us. 96),
lezy na przecigein stozkowym M, t. j. ono ma jeden (oddzielny) punkt
w nieskoficzonoéei, jest parabolg (us. 65).

8) Srodek kola-kierownicy L lezy wewngtrz kola M. Wtedy ze
érodka kola L nie moZna poprowadzié stycanych do kola M, a wige na
biegunowéj srodka kola L wzgledem tegoz kofa M, t. j. na prostéj w nie-
skoficzonoéci, niéma punktéw naM'. Zatym przeci¢cie stozkowe M' jest
elipsa (us. 52), a styczne do kola L. w punktach przecigcia siy jego
z kolem M sg stycznymi do elipsy M'. —

Gdy kolo M jest spolérodkowe z kolem-kierownicg 1., to przecig-
ciem stozkowym M' jest kolo spélérodkowe z kolami I, i M. T je-
zeli -promienie k6t L, M i M' nazwiemy odpowiednio 1, m i m', to
(us. 95) m' = 1% :m.

ZASADA DWOISTOSCL
154. Weiggu tego wykladu zauwazy¢ mogliémy, iz rézne wlasno-

§ei odpowiadaly sobie po dwie w ten sposob, iz tam, gdzie w wyslowieniu
jednéj wystgpuje punkt, to w wystowieniu drugiéj prosta; gdzie w jednéj:

*)  [Moznaby takze tego inaczéj dowiééé, opiérajuc sig na wlasnobei, zaznaczondj
w ostatnim odsylaczu na str. 70-6j — jezeli, ograniczajac sig do rozwazania tylko szeregiéw
punktdw i pekdw promieni harmonicznych (a chodby nawet nwzgledniajac jeszcze szeregi
punktdw i peki promieni, tworzace inwolucyje), wprowadziliby$my do wykladu funkeyje
trygonometryczne, |
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prosta przechodzgea przez dwa punkty, to w drugiéj: punkt przecigeia
sig dwu prostych; gdzie w jednéj: szereg punktéw harmoniczny, to w dru-
giéj: pek promieni harmoniczny; gdzie w jednéj: punkt poruszajacy si¢
po prostéj, to w drugiéj: prosta obracajgca sig okolo punktu; gdzie
w jednéj: punkt lezgcy na przecigein stozkowym, to w drugiéj prosta.
styczna do przeciecia stozkowego, i t. d. Taka wazajemna odpowie-
dnio$é dwu twierdzen, 1 wogoéle, dwu postepowai, stanowi tak zwang
zasade dwoisto§ci. .

- Ze wzajemnéj zaleino§ci biegunéw i biegunowych wzglgdem prze-
ciecia stozkowego, wynika, iZ kazda wlasno§é, udowodniona np. wzgle-
dem punktéw, moze byé odrazu, bez osobnego dowodu, odniesiona odpo-
wiednio do prostych, to jest moze by¢ oparta na prostym tak zwanym
podwojenin wyslowienia té wlasnoSci. — Z wielu innymi, ponad
wylozone w té ksiaice, wielce zajmujacymi i donioslego znaczenia za-
stosowaniami téj zasady dwoistosei, nietylko dla punktéw i prostych
na plaszczyZnie, spotkal sig mozna, studyjujac systematycany wyklad
«Gricometryi syntetycanéj».

e ettt T Rt T N




DODATEK.

(Zub, str. 87.)

Plaszczyzna praecina stozek kolowy prosty wedlug linii, ktéra
Jest miejscein gicometrycenym takiego punkiu, ié stesunek jego odle-
glosci od stalego punktu i od staléj prostéj jest staly.

Wezmy stozek kolowy prosty, w obie strony nieograniczony (maja-
cy wige dwie powloki niecograniczone), ktérego wiérzcholkiem jest punkt
W (fig. 61 — 63), a osig prosta BC. Wpiszmy w ten stozek dwie kule,
ktorych érodki sg w punktach K i K' — nazwijmy te kule odpowiednio
kulami K 1 K' — oraz poprowadzmy plaszezyzne S, styczng jednoczeénie
do obu tych kul, a przecinajgcq stozek; linijg *), wedlug kt6réj plaszczy-
za S przecina stoZek, nazwijmy P. Moga tu byé¢ trzy przypadki:
a) albo obie kule sg wpisane w te same powloke stozka, a Zadna z nich
nie znajduje sie w nieskoficzonosci; b) albo jedna z tych kul jest z zako-
zenia w nieskoficzonoSci; ¢) alboté’ kazda z tych kul jest wpisana w inng
powloke stozka, a Zadna z nich nie znajduje si¢ w nieskoriczonoéci.

a) Obie kule K i K' s3 wpisane w tg same powloke stozka i zadna
znich nie znajduje sie w nieskoficzonodei (fig. 61). ‘W tym przypadku
widocznie plaszezyzna S preecina wszystkie ticorzqee stoéka.  Jest ona
prostopadla do plaszezyzny, wyznaczonéj przez promienie kul K i K,
idgee do punktéw stycznodei, ktére nazwijmy odpowiednio O i O,.
Niech ta ostatnia plaszczyzna (wyznaczona przez promienie KO i K'O,),
bedzie plaszezyzng rysunku, Srednice kol stycznodei kul K i K' ze
stozkiem, znajdujace sig w plaszezyznie rysunku, nazwijmy odpowiednio
DE i FG. Aby zbadaé, jaka jest-w tym prazypadku linija P, wyznaczmy
naprzod linijg przecigcia sie plaszezyzny S z plaszezyzng kola styezno$ci
kuli K; te prosta nazwijmy % Oble te plaszezyzny sg prostopadle do
plaszezyzny rysunku, wskutek czego prosta & jest prostopadla do pro-
stych DE i 00,. Poprowadsmy jeszcze: jakakolwiek tworzgeg stozka
HI, ktoréj punkt stycznodei do K nazwijmy I, a punkt przecigcia sig z S

*) Na fig. 61 — 63 prowadzi¢ bedziemy plaszezyzng S prostopadle do plaszczyzny
rysmiku (bedzie to bowiém z innych wzgleddw najdogodnidj); wskutek tego linija P wyda-
waéby sie winna na tyeh figurach jako linija prosta. Naturalnie, Ze, dla ocalenia przedsta-
wienin szezegildw na rysunku, wykroczymy przeciw écistodei: jakby przechylimy te plasz-
cLyzne,
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oznaczmy przez Li; przez punkt L réwnolegly do OO,, ktéra niech przc-
cina prosta % s punkcie M; przez wiérzchotek W réwnolegly do OO,

Tig. 61.

(a tymsamym i do LM), przecinajgcs sie z plaszezyzng DEI w punkcie
N; nakoniec (na plaszezyZznie, wyznaczenéj przez proste WN i LM)
prosta NM. Poniewaz ta ostatnia prosta lezy jednoeze§nie na plaszezy-
Znie kola stycznesci kuli K, przeto przechedzi przez punkt I. Z podo-
biefstwa tréjkatéw LIM i WIN wynika, iz

LI-LM=—WI:WN.

"W téj propercyi, z uwagi, ze odcinki stycznyeh do kuli, wychodzacych
2 jednego punktu, zawarte miedzy tym punktem a punktami stycznoéei,
64 rowne, mozemy zamiast odcinka LI wzigt odcinek LLO. Czyniae to,
miéé bedziemy A
LO:ILM="WI: WN.

Gdybysmy, zamiast tworzgced] IL, wzieli inng tworzacy, I'LY, to odeinki
stycznyeh 'WI'i W'I' bylyby réwne, nastepnik za§ WN pozostalby tenze
sam. A wigc warto§¢ stosunku LO: LM jest niezaleZna od poloZenia
punktu L na linii P, t.j. dla jakicgokelwiek punktu na linii P, wedlug
ktoréj plaseczyzma S praccina stosek, stosunek jego odleglosei od stalego
wunktv QO i od staldj prostéj I jest staly; punkt wige O jest ogniskiem,
A prosta % kierownicy tego *) przeciecia stozkowego, (us. 44). ZwaZmy

#*) LOALO; =LI4LR =1IR (wiclkoéé stala; por. us. 68),
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jeszeze, ze tu, pray kazdym poloZeniu plaszczyzny S, jako przecinajgcé)
wezystkie tworzgce, jest WI—=WE < WN (odcinka réwnolegléj do
- prostéj OO,); przeto

LO

M <1,

t. j. preecigeie stoskowe P jest elipsq (us. 51). Jezeli kule K i K' sg do sie-
bie styczne, to elipsa P jest kolem; oba jego ogniska schodzg si¢ z sobg razem
w punkeie stycznosei kul, a obie plaszezyzny kél o érednicach DE i FG sg ré-
wnolegle do plaszczyzny 8, t. j. obie kierownice sg na plaszezyznie S (us. 7)
prostg w nieskoficzonodci (por, us, 62), Jezeli kula K', woigz malejgc, stanie sig
nakoniec punktem, to elipsa P stanie sig podwdinym odcinkiem ograniczonym WG;
jéj ogniska bedg w punktach W i G, odpowiednimi zad kierownicami beda
prostopadle w tychze punktach (us. 101, 13). Jezeli obie kule K i K' staja
sig punktami, to elipsa P staje sig punktem W. — Jezeli punkt W, wiérzcholek
stozka, oddali sig do nieskoriczonodei, to bgdziemy mieli przypadek szczegdlny
stozka, walec (nieograniczony), ktérego prazecigeia plaszczyzug 8 (jak tego
latwo, w podobny sposéb, jak dla stozka, wprost dowiééé mozna) sg wogdle
elipsami; jezeli wtedy kule K i K' sg do siebie styczne, to i tu elipsa P staje
sig kolem. — Majge w ten walec nieograniczony wpisane kule K i K' do siebie
styczne i oznaczywszy punkt przecigeia sig plaszezyzny 8 z tworzaes waleca BG
przez A, (jest wige punkt A, punktem na kole P), przypuéémy, ze of walca
oddala sig do nieskoriczonosci. Wtedy: walec staje sig dwiema pla-
szczyznami: plaszezyzng, przechodzacy przez prostg EG, i plaszezyzng
w nieskoriczonodel; kule K i K' rozciggaja sig w obie strony od plaszezyzny 8
do nieskoriczonosci; nakoniec kolo P staje sig dwiema prostymi, z kidrych jedna
w nieskoriczonodci, druga zad (nieograniczona) przechodzi, wedlug naszéj tu umo-
wy, przez punkt A, (por. us. 41, 5°).

b) Jedna z kul K i XK', wpisanych w stozek, jest w nieskonczono-
dci.  Jezeli wystawimy sobie, ze kula K' na fig. 61-éj oddalila si¢ do
nieskoriczonosci, to wowczas punkt, w ktérym dotyka sie jéj plaszczyzna
S, t.j. punkt O,, znajduje si¢ w nieskofnczonosci, jak réwniez i punkt
przecigcia sig prostych OO, 1 WE. Te zatym dwie proste sg do siebie
réwnolegle (us. 6), wskutek czego plaszczyzna S nie przecina jedynie
tworzacé] WE (fig. 62). Mozemy wige powiedzié¢, ze mamy tu do
rozwaZenia przypadek, kiedy plaszciyzna S jest réwnolegla do jedndy
tworzqeé) stoska. Punkt, w ktérym plaszczyzna S dotyka kuli K, na-
zwijmy O. Niech ten punkt O i owa tworzgca WE, do ktéréj plaszczy-
zna 8 jest réwnolegla, bedg w plaszezyinie rysunku. Aby zbada¢, jaksa
w tym przypadku jest linija P, wyznaczmy naprzéd linijg przecigeia sig
plaszczyzny S z plasscayzng kola o érednicy DE (ta §rednica w plaszczy-
Znie rysunku), wedlug ktorego kula K dotyka sig stozka; te prosty na-
zwijmy k. Obie te plaszezyzny sy prostopadle do plaszezyzny rysunku,
wskutek czego prosta & jest prostopadla do DE i do prostéj, przechodzg-
¢&j przez punkt O rownolegle do WE. PoprowadZiny jeszcze: jakakol-
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wiek tworzaca, inng niz WE, np. tworzgeq HI, ktoréj punkt stycanosei
do K nazwijmy I, a punkt przecigcia si¢ z S oznaczmy przez Li; przez

Fig, 62.

®

punkt L réwnolegly do WE, ktéra niech przecina prosta % w punkcie
M; nakoniec (na plaszezyinie, wyznaczonéj przez proste WE i LM)
prosta EM. Poniewaz ta ostatnia prosta leZy jednocze§nie na plaszezy-
snie kola stycznoei kuli K, przeto przechodzi przez punkt I.  Z podo-
biehstwa trojkatéw LIM i WIE wynika, i%

LI:IM=WI:WE.

W t&j proporeyi, zamiast odeinka stycznéj LI, moZemy wziaé na stycandj
z tegos punktu Li odeinek LO. Czynige to, miéé bedziemy

TLO:IM =WI: WE.

Gdyby$my, zamiast tworzgeéj LI, wzigli inng, L'T', to odeinki WI i WI'
bylyby rowne. A wige wartosé stosunku LO : LM jest niezalezna od
polozenia punktu L na linii P, t. j. dla jakiegokolicick punktu na lindi P,
wedtug ktoréj plasaceyana S preccina stozek, stosunel jego odleglosci od
stalego punftu O @ od staléy prostéj I jest staly; punkt wice O jest ogni-
skiem, a prosta & kierownicy tego przecigeia stozkowego. Zwazmy je-
szeze, %e tu, przy kazdym poloZeniu plaszezyzny S, jako réwnolegléj do
pewnéj jednéj kierownicy WE stozka, jest WI= WE; praeto

LO 1
LM — ™!

t. j. praecigeie s‘toz.-’uowc P Jest paraboly (us. 64). Jezeli kula K ataJe 8ig
punktem, to parabola P staje 8ig podwdjaym odcinkiem, rw jednym kierunku nieogra-
niczonym, t. j. od punktu W 'do nieskonczonodei; jéj ognisko jest w punkcie W,
a kierownicy prostopadlaw W.do WE,— Jeieli wiérzcholek stozka, punkt W
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oddal sig do nieskoiiczonodei, to stozek stanic sig walecem; o przecigein go
plaszezyzng 8, styczng do kuli K, a réwnolegly do jego tworzneéj, moze
hyé wogodle mown tylko w takim razie, kiedy i kula K znajdzie sig w nieskoni-
czonofci. Wéwezas bowiém jakakolwiek plaszezyzna, przechodzgen w skoii-
czonéj odleglodei, rownolegla do osi walea, moze byé uwazana za styczng do
kuli w nieskoniczonodei, wpisandj w ten walec (us. 6). Wskutek tego, w tym
razie parabola P staje sie parg prost Jch rdwnoleglych, w obie strony nieograniczonych
(pary bworzacych walca); ogniska’ jéj, a wige i kierownice (us, 101) sg pun-
ktem i prosty w nieslkoriczonosei (us. 4, 7, 13). — Jezeli kgt migdzy tworznca
a osig stozka, weigz sig powickszajae, atmne sig nakonice prostym, to bedzie-
my mieli przypadek szezegélny stoika, plaszcezyzneg (nieograniczong)
okolo punktu W. Wowezas kula K rozcigga sie od téj plaszczyzny do nie-
skoliczonoéel, a jezeli moze byi, mowa o przecigcin owéj plaszezyzny p}nsnz;-
zng 8, stycanq, do téj kuli K i do kuli, ktéra caln jest w nieskoriczonodei (t. j.
0 111111, do ktoréj zdgza parabola P wmiarg, jok kgt migdzy osig a tworzq,eq,
stozka, powigkszajac sig, zdaza do prostego), to tylko (us. 7) o podwdjndj prostéj
w nieskoftezonvdci,

¢) Kaida z knl K i K' jest wpisana w inng powloke stozka
i adna z nich nie znajduje sig w nieskofczonogei (fig. 63). Plaszezyzna S
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Fig. 63,

jest prostopadla do pluszezyzny, wyznaczonéj przez promienie kul K i K/,
idgee do punktdw stycznoSei, ktére nazwijmy odpowicdnio O i O,. Te
ostatnig plaszezyzng przyjmijmy za plaszczyzng rysunku. Przez wiérz-
cholek W mozemy poprowadzié plaszczyzne réwnolegly do plaszezyzny
S; na tak poprowadzonéj plaszezyznie znajduja, sie dwie jedyne tworzgcee
stozka, ktorych plaszezyzna S nie przecina. MoZemy wiec powiedziéc,
7e mamy tu do rozwazenia przypadek, kiedy plaszczyena S jest réwnole-
gla do dww tworzacych stoka. Linijg przecigein si¢ plaszezyzny S
z plaszezyzng kola stycznoSei kuli K nazwijmy %, a §rednicg owego kola
Bibl mat=fiz,, 2101, T. V., i
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w plaszezyinie rysunku DE; prosta % jest prostopadia tak do DE, jak
i do 00,. PoprowadZmy jeszcze: tworzges stozka, nie réwnolegly do
plaszezyzny S, np. HI, kt6réj punkt stycznosci do K oznaczmy przez I,
a punkt spotkania sig z S przez Lj przez punkt L poprowadZmy réwno-
legly do OO0,, ktéra niech przocina prosty % w M; przez wiérzcholek W
réwnolegla do OO, (a wiecido LM), kt6éréj punkt przecigeia sig z pla-
szezyzng, DIE nazwijmy N; nakoniec wyznaczmy prosty NIM, linijg
przecigeia sig dwu plaszezyzn, jednéj DEL, a drugiéj wyznaczonéj przez
proste WN i LM. Z podobiefistwa trdjkatéw LIM i WIN mamy

LI:LM="WI: WN.
Lecz LI = LOj; zatym
LO : LM =WI: WN.

Poprzednik drugiego stosunku mialby te same wartosé, a nastepnik po-
zostalby bez zmiany, wrazie, gdyby$my zamiast tworzyedj LL wzigli inng;
a wiec warto§é stosunkn LO : LM nie zalezy od poloZenia punktu L
na P, t. j. dla jakicgokolwick puniitu na linii P, wedlug ktiréj plaszezyzna
S przecina stozek, stosunels jego odleglosci od statego punlidu O @ od staléj
prostéj I jest stady; punkt wige O jest ogniskiem, a prosta % kierownicg *)
tego przeciecia stozkowego. Zwazmy jeszcze, Ze tu, przy wszystkich po-
Tozeniach plaszezyzny S, rdownolegléj do pewnych dwu tworzgeych, jest
WI=WE > WN (odcinka réwnolegléj do prostéj O0,); przeto

LO
=1

t. j. preecigeie stockowe P jest hiperbolg (us. 73). Jezeli jedna z kul K i K/,
np. kula K, weigz malejae, stanie sig nakoniec punktem, to hiperbola I stanie
gig podwdinym nieskosiczenie wielkim odcinkiem od punktu W przez punkt w nie-
skoriezonodei (us. 19; str, 4, ) do punktu ¥; ogniska bgdg w punktach Wi I,
a kierownice w tych punktach prostopadle do WF. Jezeli obie kule KiK',
weigz jednoczednie ;malejae, stang sig nakoniec punktami, to hiperbola P sta-
nie si¢ dwiema prostymi nieograniczonymi i przecinajocymi sig (dwiema tworzgcymi
stozka, do ktérych plaszezyzna S, jako przechodzgen przez nie, moze byé
uwazana za réwnolegly); oba ogniska sg w punkcie W, a kierownicami dwu-
sieczna kata migdzy tymi prostymi, nie przypadajgca wewngtrz stozka. [Wi-
docznie te dwie proste sg réwnoleglte do asymptot wszystkich tych hiperbél,
ktére powstaja wskutek przecigeia stozka plaszezyznami S, réwnoleglymi do
owych dwu prostych|. Nakoniec, jezeli przypudeimy, Ze dopiéro wtedy, kiedy
Jjuz mamy przypadek szczegdlny hiperboli P, wzmiankowany powyzéj podwdj-
ny nieskoniczenie wielki odcinek od W przez nieskoriczonoéé do F, kula K,
skolei malejaec, staje sig punktem, to wéwezas miéé bedziemy podwdjng prosta
nieograniczong.

*) L0, — LO=LR — LL =1IR (wiclkoé¢ stala; por. us. 88),
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Uwaga. Przyjeliémy na poczgtku, i plaszcayzna S, przecinajaca
stozek, jest jednoczesnie styczna do dwu kul, wpisanych w ten stozek;
nie zmniejsza to bynajmniéj ogélnosci powyZszego rozumowania. Jakoz,
przyjmijmy tylko, Ze plaszezyzna 8 przecina stoZek; wtedy ona: a) albo
przecina wszystkie tworzgcee stozka; ) albo jest réwnolegla do jednéj
z nich; ¢) albotéZ, nakoniec, jest réwnolegla do dwu z nich. Niech pla-
szezyzna rysunkn przechodzi przez of stozka i niech do niéj hedzie pro-
stopadla plaszezyzna S, Na plaszezyfnie rysunku wezmy tréjkat, utwo-
rzony przez dwie tworzgce i przez prosta, wedlug ktéréj z tq plaszezyzng
przecina sig plaszezyzna S, t. j. @) tréjkat 'WAA,; b) trojkat o jednym
witrzcholkn w nieskonczono§el w kierunku prostych WE i AO, a o prze-
ciwleglym boku WA; ¢) tr6jkat WAA,. W te tréjkaty wpiszmy:
a) jedno kolo wewnetrznie, a drugie zewngtrznie i styczne do odcinka
AA,; D) jedno kolo wewnetrznie, a drugie zewnetrznie i styczne do od-
cinka od A przez O do nieskoficzonosei; ¢) oba kola zewnetrznie, jedno
styczne do odcinka WA, drugie do odcinka WA, Jezeli te tréjkaty,
wraz z tak wpisanymi w nie kolami, dokonajg obrotu okolo osi BC, to
powstang powyZéj rozwazane przypadki dwu kul wpisanych w stozek,
a stycznych do plaszezyzny S.
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