POCZATKOWY WYKEAD SYNTETYCZNY
WEASNOSCI

PRZEGIEC STOZKOWYCH.

ROZDZIAY 1.

SZERLEG PUNKTUW‘ — OKRESLENIE POLOZENIA PUNKTU BZEREGU. — PUNK'T
W NIESKONCZONOSCL NA PROSTHJ. — PROSTA W NIESKORCZONOSCI.

SZEREG PUNKTOW,

1. Zbiér punktow, lezgcych na jednéj linii prostéj, nazywamy
szeregiem prostolinijowym punktdéw, albo, krécéj, szere-
giom punktéw. Prostg, na kt6réj ten szereg punktow lezy, nazywa-
my podstaws szervegu. Cuzgsé za§ podstawy szeregu, ograniczong
ktdrymikolwiek dwoma jego punktami, nazywamy odecinkiem podsta-
wy, albo odeinkiom prostéj, bedacéj podstaws szeregu. Czesto jednalk,
zamiast méwic: odeinek podstawy, odeinek prostéj, méwimy przez skré-
cenie: odeinek.

2, Alzeby, majae dany szereg punktéw, mée dokladnie wyznaczyé
polozenio pewnego z tych punktéw, byloby, jak wiemy, najproéeiéj, jeden
z punktow tego szeregu prazyjaé jako staly i wymierzyé odleglode od nie-
go (od tego punktu stalego) do owego punktu, ktérego poloZzenie cheemy
okréslic.  Odleglo$e te naleZzaloby przyjmowaé juito jako dodatng, juztéz
jako ujemmy, zaleinie od tego, czy dw punkt lezy po téj stronie punktu
stalego, w ktdrg kierunek prayjmujemy jako dodatny, czytéZ po innéj stro-
nie punktu stalego.

Talkie jednak wyznaczanie poloZenia punktu jest niedogodne z tego
wzgledu, ze odleglodé jego od punktu stalego (ezyli diugosé odeinka mie-
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2 PRZECIECIA STOZKOWE,

dzy tymi punktami zawartego) wyrazona wtedy bedzie pray pomocy pe-
wnéj dlugosei, przyjetéj za jednostke.

Przedstawimy inny spostb wyznaczania poloZenia punktu na pro-
stéj, zupelnie niezaleZny od jakiéjkolwick jednostki linijowéj.

OKRESLENIE POEOZENIA PUNKTU SZEREGU.,

3. Zamiast jednego, wybicrzmy na podstawie szeregu dwa punkty
stale, np. A i B (fig. 1). Wrazigwszy pod uwage jakikolwiek punkt pod-
stawy — nazwijmy go ¢ —, wprowadzmy rozwazanie stosunku dlugosei
odeinkow AC i BC, t. j. stosunku

A0

BC* _
Jakgkolwiek jednostks mierzyé bedziemy dlugosci odcinkéw AC i BC,
stosunek %% przedstawiaé bedzie liczbe oderwang, od owéj jednostki nie-

zaleZng. Liczba ta moZe by¢ dodatng lub ujemng, gdyz kazdy z odcin-
kow AC i BC jest juzto dodatny, juztéZ ujemny, zaleinie od tego, czy ta-
ki kierunek od punktu stalego (A lub B) do punktu C jest tym kierun-
kiem, Iktéry uméwiliSémy sig przyjmowac jako dodatny, czytéz jest wazgle-
dem niego wprost przeciwny.

Majge odeinek podstawy szeregu, ograniczony ktérymikolwick dwo-
ma jego punktami, np. punktami C; i C; (fig. 1), mozemy go rozwazaé

G G & G
Fig, 1.

w dwu kierunkach: w jednym od C, do C,, co bedziemy oznaczali CyC,
(kladge punkt poezgtkowy naprzéd), a w drugim od C, do C,, co wy-
padnie odpowiednio oznaczyé C,Cy. Umbwmy sig, aby kierunek: od pun-
ktu poczgtkowego wprawo, t. j. taki kierunck, jaki ma odeinek C,C,, albo
np. odeinek AC,, przyjmowac nadal jako dodatny. Wskutek takiéj umo-
wy, kierunek odcinka C,C;, albo np. kierunek odecinka C,B, jest ujemny.’
Widoczna, Ze np. C,C,=—0(,C,, a — C,C, = C,C,. —

2% AC s i :
Wrdoémy do stosunku BO* (Oczywiscie, ze w wyrazie stosunku,

wyznaczajacego polozenie punktu, nastepstwo liter nie mozZe byt dowolnie
zinieniane.)
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Jezeli punkt C zajmuje poloZenie C,, to odeinki AC, i BC, sy oba
ujemne, a odeinek AC, jest krétszy od odeinka BC,. Toz samo sig sto-
suje do kazdego innego poloZenia punktu C z lewéj strony punktu A.
A wige: w kazdym polozeniu punktu C z lewéj strony punktu A stosunek

%g przedstawia liczbg dodatng, mniejszq od jednosci. — Dwu takim pun-

ktom, np. C; i C.,, odpowiadajg stosunki

ACQ, . AC,
BC, ' BGC,
Licez
AC, —AC, GC,A AC, _ CA _ GG, —1—0,,
‘B0, — —B0,~ C,B' BOC, bB OG0B "

Wiemy za§, Ze jezeli do licznika i do mianownika utamka wlasciwego do-
damy ten sam skladnik (jak tu C,C,), to warto§é ulamka sig powigkszy
(«Arytmetyka», § 17, us. 16); zatym
AC; _ AC,
BC, ~ B,

Wmiare wige tego, jak punkt C, znajdujac sig weigZ z lewéj strony pun-

ktu A, od tego punktu si¢ oddala, stosunek o (Ja.k widzieliémy, weigz

dodatny i mniejszy od 1) stale wzrasta. A gcly plzypuéclmy, ze punkt C
znajdzie sig z lewédj strony punktu A w odlegloei wigkszéj od jaklkolwiek
wielkiéj oznaczonéj, czyli — jak si¢ méwi — w odleglo§ei nieskoriczenie
wielkiéj, albo: w nieskoriczonogei, to wtedy nie bedzie mozna ocenié rézni-

2 : . AC
cy migdzy 1-cig a stosunkiem —— BOS
C znajdzie sig, z lewéj strony punktu A, w nieskoficzono§es, to stosunek

mozemy wigc sig wyrazié, ze gdy punkt
AC
BC
przedstawia licsbg +-1. Wmiarg za§, jak punkt C od poloZenia w nie-
skoficzono$ei, z lewéj strony punktu A, zajmuje poloZenia coraz bliZsze

punktu A, stosunek Ag przedstawia, poczynajge od + 1, coraz mniejsze

liezby (dodatne). A gdy punkt C znajdzie si¢ w punkcie A, to diugoéé
odcinka, bedgcego poprzednikiem, bedzie réwna zeru, dlugosé zag odein-
ka, bedacego mastepnikiem, od zera r6ina, tak iz wtedy ten stosunek
pr zedstawi lics zbg zero.

Gdy punkt C znajduje si¢ migdzy punktami A i B, to odeinek AC
jest dodatny, odeinek za§ BC ujemny; stosunek przeto ‘%—g przedstawia

w tym przedziale liczbe ujemng. Bezwzgledna jéj wartosé od zera (gdy



4 PRZECIHCIA STOZKOWE.

punkt C jest w punkcie A) weigz wzrasta, a mianowicie: wmiarg jak

punkt C przyjmuje rézne polozenia od punktu A do punktu Cy, dziely-
1

cego odcinek AB na polowy, stosunek %—% przedstawia liczby od O do

— 1; wmiare za$ jak punkt C prayjmuje r6zne poloZenia od tego punkiu

C, do punktu B, stosunek -‘%—g przedstawia liczby od — 1 do — ov.

Gdy punkt O znajduje si¢ z prawéj strony punktu B, to oba wyrazy
stosunku %T(-OJ sq dodatne, stosunek przedstawia liczbg dodatng wighszq od
jJednosci, a wmiarg tego, jak punkt C zmienia swe poloZenie od punktu B
wprawo do nieskoniczonoSci, stosunek ten przedstawia coraz mniejsze li-
czby od oo do -1, tak iz przedstawia on liczbg + 1, gdy punkt C
znajdzie sig w nieskonczonoéci z prawéj strony punktu B.

4, Widzielismy, %e stosunelk %g przedstawia liczbe -+ 1 tak wte-

dy, kiedy punkt O na prostéj, bedacéj podstawsa szeregu, znajduje sig
w nieskoriczono§ei po prawéj stronie odeinka AB, jak i wtedy, kiedy sig
znajduje po lewéj jego stromie. Aby téj liczbie odpowiadal jeden tylko
punkt na prostéj, nalezy prayjaé, iz oba owe poloZenia punktu C w nie-
skoficzonosei odpowiadajg jednemn punktowi na prostéj, t. j. iz (nieogra-
niczona w obu kierunkach) lintja prosta, preechodzqea w skoviczondj odle-
glosei, posiada jeden tylko punkt w nieskoviczonodei *). '

5. Podobnie przyjmiemy, Ze warto§ei - oo 1 — oo, jakie przedsta-
wia stosunelk %—g wtedy, kiedy punkt C zajmuje stanowisko w punkeie 13
(piérwszy, gdy punkt C dochodzi do poloZenia w B, dazae z prawdj stro-
ny, a drugg, gdy punkt C zdgial do tegoz poloZenia z lewéj strony), s
wladeiwie, joko odpowiadajgee jednemu punktowi, jedns wartodeig: nie-
skoficzenie wielky. Gdy wige idsie o liczbg, majacy w powyZszy (us. )
sposob odpowiadaé poloZeniu punktu, to pray jé wartodei nieskonczenie

#) 7 tego wynika, ze nalezy odpowiednio prayjad, iz:

a. Jeden punkt na prostéj nie dzieli jéj nn dwie czeded,

b, Dwa punkty nn prostéj dziely ja na dwa (tylko) odeinki; jeZeli oba te punkty
sq w odleglodei skoficzondj, to na jednym odeinku znajduje sig punkt w nieskofczonodei
i ten odeinek jest nieskoficzenie wielki; jezeli zaé jeden z owych punktdw jest w nieskoficzo-
nofei, to oba odeinki s nieskofiezenic wielkie,

c. Gdy dane sg trzy punkty na prostéj, to mozna po nidj od jednego ktorego-
kolwiek z tych punktdw przejié do ktdregokolwiek z dwu pozostalych, nie praechodzge pracz
trzeei » tyeh punktdw.

(Wogdle, prosta nieogranigzona jest jnkby okiegiem-koln o nicskoficzenie wielkim
promiening odeinek prostdj, znajdujacy sip w odleglosci skonezondj, jest jakby pewnym lu-
kiem tego kola.)
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wielkiéj nie mamyco tu zwazaé na znak téj wartoSei — ktéry w bada-
niach innego rodzaju miéwa odpowiednig waznosé.

Gdy to przyjmiemy, to juz wdéwczas polozeniu kazdego punktu na
prostéj, przedstawiajacéj podstawe szeregu, odpowiada jedna tylko war-
to§¢ stosunku odleglo$ei owego punktu od dwu punktéw stalych na téj
prostéj i, nawzajem, pewna warto§é tego stosunku odpowiada jednemi
tylko punktowi na owéj prostéj. Innymi slowy: przy danych ne prostéy
dwu punlitach stalych A i B, polozenie jakiegokolwick punktu C na téj pro-

1

sté] moze byé dokladnic okiéslone zapomocg stosunlu ng

Okrédlajac w taki sposéb polozenie punktu zapomocs stosunku diu-
goSel dwu odeinkdw, wyrazamy je liczbg oderwang (dodatng, lub ujemns),
niezalezng od tego, jaka jednostky diugo§é owych odeinkéw byla wymie-
rzana — co jest wielce dogodne tak podezas przeprowadzania rozumowar,
jak i w wyslowieniu prawd wywiedzionych.

PUNKTY W NIESKONCZONOSCL PROSTA W NIESKONCZONOSCI.

6. Zamiast tego, aby méwié, Ze proste do siebie réwnolegle, prze-
dluzane, z sobg sie nie spotykaja, méwi sig: jakkolwiek daleko przediu-
zyliby$my proste, do siebie réwnolegle, to punkt ich przecigcia znajduje
sie na wigkszéj jeszcze odleglosei, albo: punkt przeciecia sig prostyeh, do
siebie réwnoleglych, znajduje sig w nieskoficzonoéci. Gdy uméwimy sig
w taki wlasnie spos6b wyrazaé sig o prostych, do siebie réwnoleglych, to,
na zasadzie tego, Ze prosta posiada jeden tylko punkt w nieskoficzono$ci
(us. 4), bedziemy mogli powiedziéd, Ze: jakiekolwick dwie proste, na jedndéj
plaszezyinie ledqee, praceinaja sig w jednym punkeie (tylko), czyli: posia-
dajq jeden punlkt spdlny.

Z tego wynika, Ze wszysthkie proste, do sicbic réwnolegle, przechodzg
preez ten sam punkt w nieskoriczonosct.

Punkt w nieskoficzonoSei na pewnéj prostéj bedziemy oznaczali:
Pu.

7. Dwie proste nieréwnolegle (na jednéj plaszezyznie lezgce) prae-
cinajg sig w punkcie, lezgeym w odleglodci skoficzonéj. Punlt w nieskori-
czonoSci na jednéj z tych prostych jest rézny od punktun w nieskoiiczono-
$ci na drugiéj z nich (inaczéj bowiém te proste mialyby drugi punkt spél-
ny, 6w punkt w nieskoficzonosei). Prosta, laczaca takie dwa punkty
w nieskoficzonodci, nie moze przechodzi¢ w odlegloei skoificzonéj, gdyZ
w takim razie mialaby tylko jeden punkt w nieskoficzonodei (us. 4). Jest
wiee cala w nieskoficzonoSei.
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Jezeli wezmiemy pod uwage kilka prostych, z ktérych kazde dwie
przecinajy sie z sobg w odlegloSei skoficzondj, to kazda prosta, Iyczgca
punkty w nieskoficzonodci ktérychkolwiek dwu z danych prostych, znaj-
duje sig w nieskoficzonoSci — a wszystkie sg jedng prostq w nieskoriczono-
s¢i. W takim bowiém tylko razie, jakakolwiek linija prosta, przecho-
dzaca w skoficzonéj odleglosci, ma jeden tylko punkt w nieskoticzonoSei
(us. 4): punkt spotkania si¢ z owg, jedyng prosty w nieskoriczonoSci.

A wige, chociaz prowadzac na plaszezyinie proste coraz w innym
kierunku, miéé bedziemy w kierunkach tych prostych coraz inne punkty
w nieskonczonoSei, t. j. miét bedziemy na plaszczyZznie nieskoficzenie wie-
le punktéw w nieskoficzonoSci, to jednak z tego, cosmy wyzéj tylkoco tu
powiedzieli, wynika, Ze na plaszcayinic wsaysthic punkty w nieskortczonoser
leza na jednéj prosié, prosté) w nieskoriezonodcei.

Prosty w nieskoriczonogei oznaczaé bedziemy: p.




