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51. Jezeli punkty na praecigciu stokowym sq blizsze ogniska niz
kierownicy, czyli, jezeli stosunck parametru przecigeia stozkowego do odle-
glodci ogniska od Fierownicy przedstawia liczbg, mmicjszq od jednosei, to
wowezas przecigeie stozkowe nazywa sig elipsg. Wtedy kierownica,
czyli linija §rednia pokrewienstwa harmonicznego, jest cala zewnatrz
kola, harmonicznie pokrewnego z takim przecigciem stozkowym, t. j.
z elipsg, ' )

52. Poniewaz prosta I, (fig. 18) nie spotyka kola, przeto wszystkie
punkty na elipsie sg po téj saméj stronie prostéj I, co punkt H (us. 13),
a wige elipsa znajduje sig po téj saméj stronie kierownicy, co ognisko.

Fig. 18.

7Z tego, %e prosta I, nie spotyka kola, wynika jeszcze, Ze z prosty I,
harmonicznie pokrewna prosta p~ (us. 35, 0) nie spotyka harmonicznie
z tym kolem pokrewnéj elipsy, a wigc elipsa nie rozcigga sig do nieskori-
czonodei, czyli: wymiary elipsy sq skonczone.
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53. Wyznaczajge punkty harmonicznie pokrewne z oddzielnymi
punktami na kole, przekonamy sig, e gdy punkt A opisuje kolo, np.
w kierunku strzalki, to punkt z nim pokrewny A' opisuje jednoczesnie
elipsg w kiernnku, wskazanym strzalks, tak iz odpowiadajg (zob. us. 49)

punktom na kole: B, P', C, P, B
punkty na elipsie: B', P, C', P', B/,

a np. cigciwie kolta EF odpowiada cigciwa elipsy E'F'.

54. Zauwazmy, Ze we wszystkich tych polozeniach, odpowiadajq-
cych sobie, punkty A i A" tworzg pare, harmonicznie sprzgZong z parg
punktéw: niezmiennym H i poruszajacym si¢ po osi 2 punktem D; nadto
odleglo§t punktu A od punktu H pozostaje taz sama, tak iz na réinych
prostych DH punkt A zajmuje weigZ toZ samo polozenie wzgledem pun-
ktu H. Gdy punkt A porusza sig¢ po kole od punktu B do punktu P,
to z punktéw H i D jednéj pary punkt H jest staly, punkt zas D weigz
sig oddala od punktu H, z punktiw za§ A i A' drugiéj pary punkt A
pozostaje w téj saméj odleglosei od H, a wige (us. 14) drugi punkt téj
pary, t. j. punkt A', przesuwa si¢ w tym samym kierunku, co punkt D,
czyli: punkt A' (znajdujacy sig po innéj stronie punktu H, niz punkt D)
weigZz sig do punktu H zbliza, dgZac od poloZenia w B' do P. (Gidy na-
stepnie punkt A porusza sig¢ po kole od P' do C, wéwezas punkt D jest
coraz blizszy punktu H, a wiec i punkt A' (znajdujacy sie po téj saméj
stronie punktu H, co punkt D), weigz do punktu H sig zbliZa, porusza-
jac sig od punktu P do C'. Zupelnie taksamo, gdy punkt A od punktu
B przez P dgzy do C, punkt A', poruszajac sie od punktu B' przez P’ do
(', weig? sig zbliza do ogniska H. Punkty przeto B'i C' na elipsie sa
odpowiednio najdalszym i najblizszym na niéj punktami od ogniska H.
Sg, one pokrewne z punktami B i C na kole, najblizszym i najdalszym na
nim punktami od osi k, a tymsamym od kierownicy 7,. Jest wige prosta
BC prostopadly do kierowniey i na niéj (us. 35, d, ¢) znajdujg sie punkty
B'iC' na elipsie. A zatym, prosta, preechodzqca przez ognisko prosto-
padle do Lierownicy, przecina elipse w punktach, & kitérych jeden jest naj-
daléj, a drugi najblizéj ogniska.

55. Tepunkty B'i (', t. j. punkty przeciecia sig¢ prostéj, przecho-
dzgceéj przez ognisko H prostopadle do kierownicy, z elipsq, nazywamy
wiérzchotkami gl6wnymi elipsy; odcinek za§ t&j prostéj, za-
warty migdzy punktami przeciecia si¢ jéj z elipsa, t. j. migdzy wiérzchol-
kami gt6wnymi elipsy, nazywamy osig wielky elipsy.

Zgodnie z tym, coSmy méwili w us. 48-ym, elipsa jest linijg syme-
tryczneyg wzgledem o0si wielkiéy.
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Z tego, ze elipsa jest symetryczna wzgledem osi wielkiéj, wynika
bezpoérednio, iz stycane do elipsy w wiérzcholkach gliwnych sq prostopa-
dle do ost wiellié).

56. Punkt przecigcia sig przedluZenia osi wielkiéj z kierownicy
nazwijmy J (fig. 18), a dla trzech punktéw: B, C i J znajdZmy czwarty
punkt taki, izby on z punktem J przedstawial pare, harmonicanie sprze-
zong z pary punktéw B i C. Ow punkt *) nazwijmy K. Poniewaz
(BCJK) = —1, przeto punkty, harmonicznie pokrewne z punktami B,
C, J i K, utworzg szereg harmoniczny (us. 35,1). Z punktami B i C sg
pokrewne punkty B'i (', wiérzcholki glowne elipsy, z punktem J, jako
lezgcym na I, jest pokrewny punkt P, (us. 35, #). Jezeli wige punkt,
pokrewny z punktem K, jeszcze niewyznaczony, nazwiemy S, to

(B0PeS) = —1,

a przeto punkt S dzieli odeinek B'C' na polowy (us. 19). Z punktem
wige K jest harmonicznie pokrewny punkt S, §rodek osi wielkié]
elipsy. KazZda wige prosta, przechodzgca przez punkt K, jest harmo-
nicznie_pokrewna z odpowiednig prosts, przechodzacs przez punkt S
(us. 35, b).

Jezeli punkt K przyjmiemy za §rodek nowego pokrewiefistwa har-
monicznego, a prostg I, za- jego 0§, to, z uwagi, ze (BCJK)—=—1, pun-
kty B i C, koficowe $rednicy kola, beda tu z sobg pokrewne, z czego wno-
simy, Ze w tym pokrewiefstwie pomocniczym kolo dane jest samo z sobg
harmonicznie pokrewne (us. 39). Punkty przeto koiicowe ktéréjkolwiek
cigeiwy, przechodzgeéj przez punkt K, sg z sobg, harmonicznie pokrewne
(us. 37) wzglgdem Srodka pokrewiefistwa K i osi .

Z tego wynika, ze na jakiéjkolwiek prostéj, przechodzacéj przez
punkt K, punkt przecigcia sig jéj z prostq, I; i punkt K tworzg parg, har-
monicznie sprzezong z parg punktow, w ktérych owa prosta przecina lko-
To. Z tg prosty, jak widzieliémy, jest harmonicznie pokrewna (wzglgdem
Srodka H i osi &) pewna prosta, przechodzgea przez punkt S, a z prostg
l; prosta pe. A wige, punkt przecigcia sig owéj prostéj, przechodzgceé)
przez punkt S, z prosty peo, t. j. punkt P, i punkt S tworzg pare, har-
monicznie sprzezong z parg punktéw, w ktérych owa prosta przecina
elipse (us. 35, #); jest przeto punkt S takze érodkiem odeinka téj prostéj,
zawartego migdzy punktami przecigcia sig jéj z elipsg. ToZ samo moZna
powiedziéé o kazdéj prostéj, praechodzqedj przez punkt S, gdyz harmoni-
cznie z nig pokrewna prosta przechodzi przez punkt K. A zatym, Srodek

*)  Ten punkt lezy na przecieein si@ podstawy BC % prosta, laczaca punkty styezno-
dei stycznyceh do koln, ktdre z punkm J wyprowadzi¢ mozna (us. 40).
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osi wiellidy clipsy jest zarazem $rodlicm odeinka ka2déj prosté), praczen
przechodzqcd], sawartego miedzy punktami przecigcia sig jéj # elipsq, tak
17 elipsa jest wagledem tego punliu linigjg symetrycang.

Punkt ten nazywamy §rodkiem elipsy. Cligeciwe za§, przezei
przechodzgcs, t. j. odeinek jakiéjkolwiek prostéj, przechodzacéj przez
érodek, ograniczony punktami przecigocia sig jéj z elipsg, nazywamy §re-
dnicg elipsy. BSrednice elipsy sg pokrewne z cigeiwami kola, przecho-
dzgcymi przez punkt K (fig. 18).

57. Poprowadzmy cigeiwg kola, przechodzacy przez punkt K pro-
stopadle do jego érednicy BC, t. j. cigciwg LM; jéj punkty koncowe Li
1 M sg w jednakowé) odlegloéei tak od srodka pokrewienstwa H, jak iod
osi /v, a przeto i od linii /,, A wige harmonicznie z tymi punktami po-
krewne punkty L' i M', punkty konicowe §rednicy elipsy L'M', pokrewnéj
z cigeiwg kola LM, sy rdwniez w jednakowéj odleglosci od linii I, (us.
16), a zatym i od osi , a tymsamym lezg na prostéj réwnolegléj do kie-
rownicy, czyli na prostopadléj do osi wielkiéj elipsy. A wige z cigeiwg
kota, przechodzgces przez punkt K prostopadle do osi wielkiéj elipsy, jest
pokrewna §rednica elipsy, réwniez prostopadia do osi wielkigj elipsy. Te
$rednicg nazywamy osig malg elipsy. '

Jezeli linija jest symetryczna jednocze$nie wzgledem prosté]
i wzgledem punktu (oczywiscie na téj prostéj), to jest takze symetryczna
wzgledem prostéj, prostopadié) w owym punkeie (§rodku symetryi) do
owéj prostéj (osi symetryi). Poniewaz za$ elipsa jest symetryczng wzgle-
dem osi wielkiéj (ns. 55) i wzgledem érodka (us. 56), przeto elipsa jest li-
nijg symetryceng wegledem osi maléy.

Z tego bezpoérednio wynika, Ze styczne do elipsy w punktach Loti-
cowych o0si malé] sq réunolegle do osi wielkiéj (jako prostopadle do osi
maléj). :

58, Poprowadimy cigciwg kola, np. EF (fig. 19), nie przechodzg-
cg przez punkt K, harmonicznie pokrewny ze &rodkiem S. Z nig jest
pokrewna cigciwa elipsy E'F,
Przez punkt K poprowadzmy

h L — prostg, przecinajacy cigciwe EF

i w punkcie G i luk, przez nig

L ;.;: . podparty, w punkcie J. Po-
ATy /

krewna z nig, prosta przechodzi
o przez punkt S; punkt przecigeia

v sig j&j z cigeiwy E'F' nazwijmy

G, a z lukiem elipsy, przez t¢

cigciwg podpartym, nazwijmy

Fig. 19. J'. ZwaZmy, Ze kolo i elipsa
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nie przecinajg, sie z prostg I,, przeto (us. 19; 35, uwaga) oba odpowiadajgce
sobie odeinki KJ i SJ' sg skoficzone. Wskutek tego, gdy punkt, poru-
szajgey si¢ po prosté] KJ od punktu K weiaZ ku punktowi J, naprzéd
napotyka punkt G na cigciwie, a pézniéj punkt J na Iuku kola, to wow-
czas z nim pokrewny punkt, poruszajgc sig jednoczeSnie po prostéj SJ',
pokrewnéj z prosta KJ (us. 35, ¢), naprzéd napotyka punkt G' na cigei-
wie (us. 35, f). a p6iniéj punkt J' na luku elipsy. Ma to réwnieZ miej-
sce dla jakiegokolwiek innego punktu na cigeiwie E'F' i dla odpowiada-
jacego (t. j. lezacego na té&j saméj prostéj, przechodzacéj przez punkt S)
punkiu na luku elipsy E'F'. A wigc, patrzge sie ze $rodka S, mamy Iuk
E'F poza cigeiwg E'F'.  Toz samo stosuje sie do jakiegokolwiek innego
Tuku elipsy i podpiérajacéj go cigeiwy, wrazie gdy ta ostatnia nie prze-
chodzi przez punkt S. A wige elipsa zwraca swq strong wklgstq ku Srod-
kowi.

59. Na osi wielkiéj AA' (fig. 20) elipsy wyznaczmy punkt O, be-
dacy w té) saméj odleglosei od jé &rodka S, co ognisko O, i poprowa-
dzmy do niéj prostopadly
w téj samé) odleglosei od

érodka S, co kierownica k, |k B k
prostg %,. Poniewaz elipsa ™ g
jestlinijg symetryczng wzgle-

dem osi maléj BB, (us. 57), > v. 0, \4

przeto stosunek odlegloéci F = £ B,
jakiegokolwiek (us. 44) pun- \y / "
ktu na elipsie od punktu B~ o~ 1
0, i od prostéj %, przedsta- \—"/
wia fg samg lezbg, co sto-
sunek odleglosei jakiegokol-
wiek punktu na elipsie od Fig. 20,
ogniska O i od kierownicy .
A wiee, mozna punkt O, przyjat jako ognisko, a prosta %, jako odpowie-
dniy, kierownicg elipsy, czyli: elipsa posiada dwa ogniska © dwie odpowia-
dajace im kierounice.

60. Dla jakiegokolwiek punktu C (fig. 20) na elipsie, a wszczegdl-
noéei i dla jednego z wiérzchotkéw gléwnych, np. A, jest (us. 59)

CO _ 00, AO_ A,
CD — CDh,’ AE™— AE’
skad (AO = 0,A,, us. 57)
CO+4CO,,__CO AA,_AO
DD, T~ CD’ EE, AE’
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A ze DD, = EE, i, wedlug okréélenia przecigcia stozkowego (us. 44),
cO AO
CD — AR’ zatym

OO + CO‘ — AA; 3

t. j. swma odlegloéci jakiegokolwiek punkiu na elipsie od ognisk jest stata
1 réwna déugoser osi wielkié).

61. Dlugost osi wielkiéj elipsy, t.j. dlugoéé odcinka A A, (fig. 20),
zwykle sig oznacza przez 2a, a diugosé osi maléj, t. j. odcinka BB, przez
2b. Zwazmy, ze OB+ O,B=2a (us. 60); lecz OB=0,B, a wige
OB —ua. Z trojkata za§ prostokgtnego OBS mamy OS* = OB* — BS?,
czyli OS* =a? —12 Odcinek OS przedstawia odlegloéé ogniska
od érodka; oznacza sie jg zwykle liters ¢; jest wige w elipsie
e=}"a>—0% Odleglo§t ognisk elipsy jest mniejsza od osi wielkiéj.

Stosunek réznicy migdzy diugoSciami osi wielkiéj i osi maléj do’

a—1b ; ; :
, nazywa si¢ splaszeczeniem

dlugoéci osi wielkiéj, t. j. stosunek

elipsy. Im elipsa jest blizsza kola (us. 62), tym jéj splaszczenie jest
mniejsze; splaszezenie kola jest réwne zeru. '

62. Przypuémy, ze o$ h (fig. 18) oddalita si¢ od kola danego,
a tymsamym i od érodka pokrewiefstwa H. Wtedy w polozeniu punktu
A, pokrewnego z punktem A , innego niz punkt P lub P', zajdzie zmia-
na odpowiednia. Mianowicie punkt A', oile jest pokrewny z punktami
na luku kola PCP', znajduje sig po innéj stronie punktu H, niz oddala-
jacy si¢ punkt D, wskutek czego (us. 14) punkt A' zbliZy sig do punktu
H. Gdy za$ punkt A' jest pokrewny z punktami na luku kola PBP',
wowezas, jako znajdujacy si¢ po té) saméj stronie punktu H, co punkt
D, réwniez od punktu H si¢ oddali. Widzimy wige, Ze, wskutek oddale-
nia sig osi &, a tymsamym, wskutek oddalenia sig kierownicy od odpowia-
dajaeego §éj ogniska, punkty ne clipsic zblidajg sig kuw punktom ne kole,
Etorego $redmieq jest cigciwa elipsy, preechodzqea przez owo ognisko, rd-
wnolegle do kierownicy (us. 43 i 49). (dy za$, wskutek oddalenia sig kie-
rownicy od ogniska H, punkt B' zblizyl si¢ do punktu H, to, widocznie,
§rodek elipsy i drugie jéj ognisko jednoczesnie réwniez zblizyly sig do
ogniska H.

Gdy of h oddali si¢ do nieskoficzono§ei, to punkt A’, pokrewny
z punktem A na kole, znajdowaé sig bedzie w takiéj samdj, jak punkt A,
odlegloéci od punktu H (us. 19); a wiee punkt A' opisze toz samo kolo,
t. j. elipsa stanie sig kolem, harmonicznie pokrewnym z samym sobg
(por. us. 89), a j& Srodek i drugie ognisko zejdg sig razem ze Srodkiem
kola. ZauwaZywszy jeszcze, ze gdy o§ h jest prosts w nieskoficzonogei
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to wtedy prosta /; jest réwniez nieskoficzenie odlegla, mozemy powiedziéé,
iz kolo jest preypadkiem szezegdlnym elipsy; wiedy ogniska jéj schodzq sig
z sobq, razem, « obie kierownice sq prosty w nieskovczonodcl.

63. CwicznNia.

‘1% Dlaczego pgk promieni J(GKLM) (fig. 18) jest harmoniczny?

29, Jakie proste tworzg pgle harmoniczny promieni, pokrewnych z pro-
mieniami pgku J(GEKLM), i gdzie jego wiérzcholek?

3% Dlaczego clipsa jest zawarta migdzy prostymi, pokrewnymi ze sty-
cznymi do kola w punktach B i C?

4%, Dlaczego elipsa jest zawarty migdzy prostymi, pokrewnymi z pro-
mieniami JL i JM pgku, wzmiankowanego pod 197 (Zob, us. 22; 35, 2).

5%, Juka figura jest harmonicznie pokrewna z prostokatem, wewngtrz
ktorego, wedlug 3° 1 49, jest zawarta elipsa?

69 Jakimi s wzgledem siobie cigeiwy elipsy, pokrewne =z cigeiwami
kota, przechodzycymi przez punkt J (fig. 18), lub przez inny punkt na pro-
stéj JG?

7% Wyznaczyé érednice elipsy, pokrewne z dwiema cigeiwami kola,
prostopadlymi do siebie, a innymi od BC i LM.

89, Wyznaczyé éreduice elipsy, ktoraby wraz ze sredmicy, réwnolegly
do cigeiwy E'F' (fig. 18), przedstawiala parg érednic elipsy, pokrewnych z pa-
ry cigeiw kola, do siebie prostopadlych,

99, Dlaczego $reduica elipsy jest réwnolegla do érednicy kola, przeci=
najacéj sig na prosté] I, # cigeiwg kola, pokrewng z owsg érednicq elipsy?

109 Nie korzystajge = tego, Ze elipsa jest linijg symetryczng wzgle-
dem grodka, dowiésé, Ze elipsa jest linijg symetryczng wzglgdem osi maléj.
(Zob. us, 27, a, b; us. 85, m.)

11°, Dowiééé wprost, ze elipsa zwraca swg strong wklgsly ku ognisku,
(Zob, us. 14.)

12°,  Aby, majae dane ogniska O i O, elipsy i dang dlugosé 2a jéj osi
wielkiéj, wigkszg od dlugodei odeinka 00,, wyznaczyé kilka punktéw na téj
elipsie, promieniami r i », kazdorazowo takimi, izby » +4-r = 2a, zakréglamy
kola z punktéw odpowiedvio O i O, lubtéz z punktéw odpowiednio O, i O,
jako érodkéw, a kaide dwa punkty przecigeia sig takich kél bedg punktami
zgdanymi na elipsie, Jakiemu tu jeszcze warunkowi zadogé czynié winna ré-

Znica r— oy, jezell » > »?

KSZTAET PARABOLL

64, Jezeli punlity na preecigein stozkowym s¢ jednakowo odlegle od
ogniska i od ierownicy, czyli, jezeli stosunel parametru preecigeia stoiko-
wego do odleglosci ogniska od kierownicy przedstawia jedno$é, to wowezas

Bib), mat.-fiz,, S 111, V. &
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przecigeie stozkowe nazywa sig paraboly. Wtedy kierownica, czyli li-
nija érednia pokrewiefistwa harmonicznego, jest styczng do kola, harmo-
nicznie pokrewnego z takim przecigeiem stozkowym, t. j. z parabolg.

65. Poniewaz prosta I (fig. 21) jest styczng do kola, przeto wszy-
stkie punkty na paraboli sa po téj saméj stronie prostéj I, co punkt H

!
L L
.
o |/ \c
B
f/ E
o ==
A=
P‘\
/ S
o o
Fig 21.

(us. 13), a wiec parabola snajduje sig po téj saméj stronie kierownicy, co
ognisko. i

© Z tego, %e prosta I, jest styczna do kola, wynika jeszcze, Ze harmo-
nicznie z prosty 7, pokrewna prosta pe (us. 35, o) jest stycang do para-
boli (us. 36, b); a wigc, prosta w nieskoniczonoéei jest styceng do paraboli.
Punkt stycznosei t&) prostéj jest harmonicznie pokrewny z punktem B na
kole i lezy w nieskoficzonosei (us. 19). Styczna za§ do linii krzywéj
w punkeie nieskoficzenie odleglym nazywa sig jéj asymptota; mozemy
przeto powiedziéé, Ze parabola posiada asymptote, prostg w nieskoriczono-
$ci. 'Widocznie wige, parabola rozcigga sie do nieshosiczonodcei.

66. Wyznaczajae punkty harmonicznie pokrewne z punktami na
kole, spostrzeiemy, ze gdy punkt A opisuje kolo, to punkt A' opisuje je-
dnocze$nie parabolg—w kierunkach wskazanych strzalkami, tak iz odpo-
wiadajg (zob. us. 49)

punktom na kole C, P, B, P!, C
punkty na paraboli ¢!, P!, P, P, C
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-~ 67. Gdy punkt A porusza sig po kole od punktu C przez P do B,
wéwezas punkt D dla polozefi punktu A od C do P weig# sig oddala od
punktu H, dla poloZen za$§ punktu A od P do B weig# sig zbliza do pun-
ktu H. Punkt wige (us. 14) A, znajdujge sig naprzéd po téj saméj stro-
nie punktu H, co punkt D, a nastgpnie, po przejsciu punktu A przez
punkt P, po innéj stronie punktu H, niz punkt D, wecigz si¢ od ogniska,
H oddala, dazge po paraboli od C' przez P' do Poy. Gdy daléj punkt A
dazy po kole od B przez P' do C, punkt A', dgzac od Pu przez P do (!,
weigz sig zbliZa do ogniska H. NajbliZszym wige ogniska jest punkt C'
na paraboli; jest on pokrewny z najdalszym od osi &, a wige i od pro-
stéj l;, punktem C na kole. Punkt za§ P~ na paraboli jest pokrewny
z punktem B na kole, punktem stycznoci kierownicy I,, A wige prosta
BO jest prostopadla do kierownicy, i na niéj (us. 85, d, ¢) znajduje si¢
tak punkt C' jak i punkt Py, na paraboli. Zatym, prosta, przechodzgca
prees ognisko prostopadle do Kierowniey, przecina parabolg w punkcie, kité-
ry jest najblizéj ogniska, ¢ na nidj lesdy punkt Poy na paraboli.

68. Ow punkt C', punkt przecigcia si@ z parabolg prostéj, prze-
chodzgceéj przez ognisko prostopadle do kierownicy, nazywamy wiérz-
cholkiem glé6wnym paraboli; odcinek za§ téj prostéj od wiérz-
cholka paraboli przez ognisko do meskoﬁczonoécl nazywamy osig pa-
raboli.

Zgodnie z tym, cofmy méwili w art. 48-ym, parabola jest linijg sy-
melyycang wagledem osi.

Z tego bezpofrednio wynika, Ze stycena do paraboh w wiéracholku
gléwnym jest prostopadta do ost.

69. Poniewai wiérzcholek gléwny paraboli, t. j. punkt C', znajdu-
je sig na prostopadléj HB z ogniska H na kierownicg 7,, przeto odcinki
C'H i BO', przedstawiajace jego odleglodci odpowiednio od ogniska i od

kierownicy, sg (us. 64) sobie réwne, tak iz C'H = % BH. Ze za$ BH,

jako promie danego kola, przedstawia parametr paraboli (us. 50), za-
tym odleglosé wiéracholla gltéwnego paraboli od ogniska réwna sig polowie
parametru.

70. Wystawmy sobie, Ze na fig. 18-j prosta I, (a tymsamym je-
dnoczeénie i prosta k) staje si¢ coraz bliZzszg kola, harmonicznie pokre-
wnego z odpowiednig, coraz inng, elipsg. Wtedy punkt J staje si¢ coraz
blizszym punktu B i odpowiednio punkt K, taki, iz (CBJK)=—1
(us. 56), staje sie réwniez (us. 13) coraz blizszym tego punktu B. Jedno-
czefnie z odpowiednich punktéw, harmonicznie pokrewnych z punktami
¢, B, I, K, t. j. z punktéw C',. B!, Ps, S (us. 56, fig. 18), punkty B', Pe
i S stajg sig coraz siebie blizsze, t. j. punkty B'i S coraz wigcéj sig odda-
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laja. Gdy wiee, jak na fig. 21-éj punkt J zejdzie sig razem z punktem B,
to zejdzie sig z nimi razem talkze punkt K (us. 13), a jednocze$nie punkty
B' i S znajda sig oba w nieskoficzono$ei razem z punktem Po. A wige
w paraboli punkt S, odpowiadajacy Srodkowi osi wielkiéj elipsy, i dlatego
jakby érodek osi paraboli, znajduje si¢ od wiérzcholka gléwnego
w odlegloscl wigkszéj od jakiéjkolwiek wielkiéj oznaczonéj. Dlatego mé-
wi sie, e érodek osi paraboli znajduje si¢ w odleglodci nieskoficzenie
wielkiéj od wiérzcholka. — Przez punkt B poprowadimy jakglkolwiek
cigciwe kola, np. BE (fig. 21). Z punktem I jest pokrewny punkt E' na
paraboli, a z punktem B punkt P, ktory jest takie nieskoriczenie odle-
glym érodkiem osi paraboli. Z cigeiwg, wige BE kola jest harmonicznie
pokrewna cigeiwa paraboli, przechodzgca przez punkt E' i przecinajaca
sig z osig paraboli w jéj nieskoriczenie odleglym §rodku, a wige réwnole-
gla do osi paraboli (us. 6). Punkt przeto P na osi paraboli, bedacy,
-wedlug powyzszego, Srodkiem téj osi, moze by¢ réwnie dobrze Srodkiem
kazdéj cigeiwy paraboli, réwnolegléj do osi, a tymsamym, jakby §rod-
kiem paraboli, a kazda z owych cigeiw, rownoleglych do osi, jalby
§rednicg paraboli. Dlatego moéwi sig, ze Srodel paraboli snajduje
sie w Fierunkw jéj 0si w odleglosci nieskoticzenie wiellié) od ogniske, wsku-
tek czego Srednice paraboli sq »réwnolegle do osi *).
71. Poprowadimy jakgkolwiek cigciwg kola, np. EF. (fig. 22).
Z nig jest pokrewna cigciwa paraboli E'F'. - Poprowadzmy prostopadls
do $rednicy kola BC, prosta L.J, przecinajgca jego cigciwg EF w pun-
kecie G, a luk, przez nig podparty, w punkecie J. Pokrewna z nig prosta
przechodzi przez punkt G', lezgey na cigeiwie E'F', pokrewny z pun-
ktem G- (us. 85, b, f), réwniez prostopadle do osi paraboli (us. 34, b);
punkt jéj przecigcia sig z fukiem paraboli E'F' nazwijmy J', a 2z jéj osia
L'. Poniewaz te proste LJ i L'J' nie spotykajg prostéj I, przeto skon-
czonemu odcinkowi jednéj odpowiada skoficzony odcinek drugiéj (us. 19;
35, uwaga). ‘Wskutek tego, gdy punkt, poruszajacy sie po prostéj LJ od
punktu L weigZ ku punktowi J, naprzod napotyka punkt G- na cigciwie,
a p6zniéj punkt J na tuku kola, to wowczas harmonicznie z nim pokre-
wny punkt, poruszajgc sig jednoczesnie po prostéj L'J', harmonicznie
z prosty, LiJ pokrewnéj (us. 35, a), naprzéd napotyka punkt G' na cigci-

*)  Uwaga, Majac wzglad na to, Ze w jakkolwick wielkidj oznaeczonéj odleglosci
niéma jeszeze érodka paraboli, méwi sig takze, ze «parabols nie ma drodkax, czyli, Ze «pa-
rabola jest przecigeiem stozkowym bez srodka». Zgodnie jednak z tym, zedmy sig umdwili
wyraZad o prostych, do siebie rdwnoleglych, iz onc spotykaja sig z soba w nieskoficzonobei
(us. 6), ze wzglpdu na wlasnodei cigeiw parnboli, réwnoleglych do osi (. j. jéj drednic), od-
powindajace wlasnosciom drednic innych przecigé stozkowyceh (por, us. 128, 120), wypadnie
nam tu nadal preyjaé istnienie drodka paraboli w nieskoficzonodei,
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wie (us. 35, f), a péiniéj punkt J' na luku paraholi. Ma to rdwnieZ

—

Fig. 22.

miejsce i t. d. (jak w us. 58-ym). A wige, parabola zwraca swq strone
whlgsle ku osi.

72. Cwiczpsia.

1°,  Dlaczego parabola jest zawarta miedzy styczna do niéj w punkeie
C' (fig. 21) i prosty p~o?

29, Jaka jest figura harmonicznie pokrewna z kwadratem opisanym na
kole, a ktérego bok przechodzi przez punkt P? !

39, Jakimi wzglgdem siebie sy cigeiwy paraboli, pokrewne z cigeiwami
kola, przechodzacymi przez punkt F (g. 21)?

49, Wyznaczyé &rednicg paraboli, pokrewna z tg cigeiwg kola, ktéra
Jaut prostopadla do jednéj z jego eigeiw, przechodzgeych przez punkt I (ﬁg 21).

59, Dowiédé wprost, ze parabola zwraca swa strong wklgsla ku ognisku,

69  Aby, mgjac dane ognisko O i kierownicg % paraboli, wyznaczy¢ kil-
ka punktéw na téj paraboli, z téj saméj strony prostéj k, po ktéréj znajduje
sig punkt O, poprowadzimy réwnolegle do prostéj & w odleglodeiach #, o', "'
it, d. od ki wyznaczymy punkty przecigcia sig tych prostych z kolami, zakré-
§lonymi z punktu O, jako érudka,‘ promieniami odpowiednio 7, ¢, #'' 1 t. d.
Kazde dwa takie punkty sg punktami sgdanymi, Jaka jest najmniejsza mozli-
wa wielkogé +?
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KSZTAET HIPERBOLIL

73. Jezeli punkty nma przecigeiu stogkowym sq dalsze od ogniska
iz od kierownicy, czyli, jeieli stosunel parametru przecigeia stozkowego
do odleglodci ogniska od kierownicy przedstawia licsbg wighszq od jednosed,
to wowezas przecigeio stozkowe nazywa sig hiperbolg. Wtedy kiero-
wnica, czyli linija $rednia pokrewienistwa harmonicznego, przecina kolo,
harmonicznie pokrewne z takim przecigciem stozkowym, t. j. z hiperbols.

Uwaga. Co sig za§ tyezy osi tego pokrewiefistwa, to ona moZe sig
znajdowad albo zewnatrz kola, albo byt do niego styezng, albotéz takze
je przecinaé; powtérzenie rozumowania na rysunkach, odpowiadajgeych
dwu pod tym wzgledem innym przypadkom, niz ten, ktory tu uwidoczni-
my, pozostawia si¢ czytelnikowi.

74. Poniewaz prosta [, (fig. 23) przecina kolo, przeto punkty na
hiperholi znajdujg sig juzto po jednéj, juztéz po drugiéj stronie prostéj I,

Fig. 23,

mianowicie po té&) saméj, po jakiéj znajdujg si¢ pokrewne z nimi punkty
na kole (us. 13), a wige keperbola snajduje sig po obw stronach kierownicy.

Z tego, e prosta I, przecina kolo, wynika jeszcze, iz harmonicznie
z prosty, I, pokrewna prosta p. (us. 85, 0) przecina harmonicznie z tym
kolem sprzgzong hiperbolg (us. 47, a), a wige prosta w nieskorczonosci ma
dwa punkty spélne s hiperbolg. "Widocznie przeto, hiperbola rozeigga sig
do nieskoriczonodei.

75. Oznaczmy punkty spélue kierownicy i kola przez B i F.
Kazdy z tych punktéw z odpowiednim mu punktem harmonicznie pokre-
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wnym znajduje sig na prostéj, przechodzaceéj przez rodek pokrewiefistwa,
t.j. przez punkt H (us. 34 ,a). Z punktem przeto E jest pokrewny punkt.
w nieskoficzonofci na prostéj EH (us. 4); nazwijmy go Eo. Odpowie-
dnio punkt pokrewny z punktem F, czyli punkt w nieskoficzonodci na
prostéj FH, nazwijmy Fu,.

PoniewaZ punkty K i Ey sq 2z sobg pokrewne, piérwszy z nich jest
na kole, drugi na hiperboli, z tym kolem harmonicznie pokrewnéj, przeto
z0 styczng do kola w punkcie E jest pokrewna styczna do hiperboli
w punkcie Eeo (us. 47, ¢). Te za§ dwie proste, dlatego, e sg z sobg
harmonicznie pokrewne, przecinajy sie z sobg na osi % (us. 34, b). - Gdy
wige przez punkt E poprowadzimy styczng do kola, a przez punkt G,
w ktrym si¢ ana z osig A przecina, poprowadzimy prosta, przechodzges
przez punkt Eo, t. j. réwnolegly do prosté) EH (us. 6), to ta prosta
E bedzie styezng do hiperboli w punkeie En; begdzieto wige asympto-
ta (us. 65) hiperboli. Taksamo mozemy wyznaczyé styczng do hiperboli
w punkecie F, czyli drugg jéj asymptote, r6zng od poprzedniéj (dlacze-
go?). A wiee, hiperbola posiada dwie asymptoty. One przecinajg sig
z sobg w punkcie (S), lezgeym na prostéj, przechodzaceéj przez ognisko
prostopadle do kierownicy (dlaczego?).

76. Wyznaczajge punkty harmonicznie pokrewne z punktami na
kole, przekonamy sie, ze gdy punkt A opisuje kolo np. w kierunku strzal-
ki, to pokrewny z nim punkt A' opisuje jednoczesnie hiperbolg w kierun-
ku wskazanym na rysunku strzalkami, tak iz odpowiadaja (zob. us. 49)

punktom na kole B, ¥, P, C, P, E, B
punkty na hiperbholi B, Fn, P, C', P, Es, B

77. Wezmy pod uwage styczne do kola, pokrewne z asymptotami
hiperboli. Punkty na ich odcinkach KE i KF, réwnie jak na fuku ko-
la EBF, znajduja.sie po lewéj stronie (gdy, jak na naszéj figurze, o§ 7
jost z lewéj strony Srodka pokrewiehstwa H) prostéj Is; a wige, pokrewne
z nimi punkty znajdujg sig po lewéj stronie prostéj I,, po przeciwnéj za$
(niz tamte punkty) stronie prostéj h (us. 18). A gdy na odpowiednich
prostych, przechodzacych przez punkt H, punkty na odcinkach EXK
i FK sy bliZzsze *) osi h niZ punkty na luku kola EBF, przeto pokrewne
z nimi punkty na lewych odcinkach asymptot EoyS'1 FooS sg blizsze *¥)
osi J niz punkty na czgéci hiperboli’ ExB'Foy (us. 13), t. j. cala ta czgsé

*) W przypadku, gdy of h przecina kolo (por, us. 73, uwaga), punkty owe, po le-
wéj stronie osi A wtedy bedgce, sy dalsze.

#*)  QOdpowiednio (w owym przypadku) punkty, bedgee wtedy po prawéj stronie osi £,
s dalsze.
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hiperboli ExB'Foo jest zawarta wewngtrz kata EoSFe, utworzonego
przez odeinki EnS 1 FooS, praypadajace po lewdj stronie punktu S. —
Poprowadzmy z punktu H réwnolegle do owych stycznych KE i KF,
ktore przetng koto odpowiednio w punktach *) B, i F|. PoniewaZna od-
powiednich prostych, przechodzgcych przez punkt H, punkty na lukach
kola EPE, i FP'F, sg blizsze punktu H niz punkty na odpowiednich od-
cinkach stycznych: od E wprawo do nieskoficzonosei i od F wprawo do
nieskoniczonoéei, przeto pokrewne z nimi punkty na czgSciach hiperboli
EPE, i FLPE,' s blizsze punktu H niz punkty na odpowiednich od-
cinkach asymptot, przypadajgcych po prawéj stronie prostéj I,. Proste
za§, przechodzace przez punkt H, przecinajace Iuk kola E,CF,, bedacy
po prawéj stronie kierownicy poza punktem H, spotykaja odpowiednie
odeinki styeznych do kola, t. j. odeinki: od nieskoficzono$el przez G- do
K i od nieskoficzonosei przez G, do K, po przeciwnéj stronie kierownicy;
a wigc (us. 138), punkty na czesei hiperboli E,/C'F)', jako znajdujace sie
miedzy kierownicg a punktem H, sg bliZsze punktu H niZ odpowiednie
punkty (t. j. legce na owych prostych, przechodzacych przez punkt H)
na odcinkach asymptot po przeciwnéj stronmie kierownicy [miedzy kiero-
wnicg, (us. 85, 0) a punktem S]. A wige cala czgsé hiperboli FuooC'BEay
lezy wewnatrz kata FSEL, utworzonego przez odeinki asymptot, prze-
cinajace kierownicg. — MoZemy wige powiedziéé, Ze czgsé hiperboli
FoU'Ex lezy w ofworse tego kgta FoaoSEas, utworzonego przez asymptoty,
w Fktorego otworze znajduje sig ognisko H; pozostala zas cze$é hiperboli
ExB'Fo lezy w otworze kata ESFo, utworzonego preez asymploty,
2 tamtym kgtem wiérzcholliiem preeciwleglego **).

78. Hiperbola, jak kazde przecigcie stozkowe, jest linijg ciagly
i zamknigty (us. 42). Punkty np. H i C znajdujg sie w jéj obszarze we-
wnetranym (us. 47), tak iz przez nie nie moZna poprowadzit stycznéj do
hiperboli. Takie za§ punkty, jak np. D, S, G, N. nalezg do obszaru ze-
wngtrznego hiperboli i z nich moZna po dwie styczne do hiperboli popro-
wadzié.

Chociaz hiperbola jest linijy ciggls zamknigts, to jednak méwi sig,
ze hiperbole skladajg dwie galezi, rozumiejac przez oddzielng galgs
hiperboli kazda z dwu jé czeSci, ograniczonych dwoma jéj punktami
w nieskoficzonofei.  Jedng wiec galaz hiperboli stanowi czest FasO'E,
a drugg czgét BB Fo, z ktérych piérwsza jest pokrewna z lukiem kola

*) Niech czytelnik oznaczy te punkty E;i I i znajdzie pokrewne z nimi punkty
E," i ', — Dlaerego proste HE,' i HF,' przecinnja sig z asymptotami odpowiednio SEa
i BFeo na kicrownicy?
*¥)  Moznaby téj wlasnodei dowiddé przy pomocy obrotu prostdj okolo punktu K od
polozenia KT przez KBC do polozenia KF — jak mianowicie?
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FCE, a druga z Iukiem EBF. Zauwazyt tu jeszcze nalezy, Ze cze&t
FooP galezi FooC'Ey jest pokrewna z lukiem kola FP', czesé PC'P' z tu-
kiem P'CP, czest nakoniec P'Ey, z tukiem PE.

79. Z cigeiwg kola, Igczgeq z sobg ktérekolwiek dwa punkty na
luku EBF, lub Igczacy z sobg ktérekolwiek dwa punkty na luku ECF,
jest pokrewna cigeiwa hiperboli, bedaca odecinkiem skoficzonym prostéj,
przechodzacéj przez punkty na hiperboli, pokrewne z owymi punktami
na kole (us. 35, ¢), ograniczonym przez te punkty (us. 19); znajduje sig
przeto ona w obszarze wewngtrznym hiperboli (us. 78). Ze skoficzonym
za§ odcinkiem prostéj, aczgceéj ktérykolwiek punkt na luku EBE z kt6-
rymkolwiek na Iuku ECF, jako przecingjacym sig z prosty I, jest wlagei-
wie (us. 35, n) pokrewny nieskoficzenie wielki odcinek prostéj, idgey od
punktu na jednéj galezi hiperboli, pokrewnego z jednym punktem kofi-
cowym takiéj cigciwy kola, przez Po (us. 19; us. 35, uwaga) do punktu
na drugiéj galezi, pokrewnego z drugim punktem koficowym owéj cigeiwy
kola; ten odcinek znajduje sig té% w obszarze wewnetrznym hiperboli.
Zamiast niego jednak, uwaza sig wtedy za cigciwe hiperboli 6w wlaénie
odcinek skoficzony t&j prostéj, zawarty miedzy wzmiankowanymi punkta-
mi na galeziach hiperboli, a wige znajdujacy sie w jéj obszarze zewne-
trznym. Tak w tym przypadku pojmowang «cigciwe» hiperboli nazywat
nawet (us. 35, @) bedziemy pokrewng 'z cigeiwg kola, lgczacg punkty
pokrewne z punktami koficowymi takiéj cigeiwy hiperboli.

80. Gdy punkt A porusza si¢ po kole od punktu F do punktu P/,
wowezas punkt D weigZ sig oddala od punktu H ; punkt wiec (us. 14) A',
znajdujacy si¢ po innéj stronie punktu H, niz punkt D, weigi sig zbliza
do punktu H, dgzge od punktu Fes do punktu P. Gdy punkt A porusza
sig daléj od P' do C, punkt D staje sig coraz bliZzszym punktu H, a wigc
punkt A', znajdujgcy si¢ po téj saméj stronie punktu H, co punkt D,
réwnieZ coraz sig zbliZa do punktu H, przechodzac od punktu P do pun-
ktu ¢'. Gdy za§ punkt A porusza si¢ w dalszym ciggu od punktu C
przez P do E, to podobnie objaénié mozna, Ze punkt A', idge od punktu
O przez P' do En, weigz sig oddala od ogniska H. — Gdy nastgpnie
punkt A porusza sig od punktu E do punktu B, to punkt D jest coraz
blizszy punktu H; przeto i punkt A', znajdujgcy sig po téj saméj stronie
punktu H, co punkt D, staje si¢ coraz blizszym punktu H, dgzac od
punktu Eo do punktu B'. Odpowiednio nakoniec, gdy punkt A prze-
chodzi od punktu B do F, punkt A’, dgzgc od punktu B' do Fu, weigz
gie oddala od ogniska H. — Widzimy z tego, Ze na hiperboli najblizsze
ogniska sg: punkt C' na galgzi FoO'E~ i punkt B' na galgzi EoB'Fas.
Punkty te sg pokrewne z punktami B i C na kole, najdalszymi od kiero-
wnicy punktami na dwu lukach kola, podpartych przez jéj odcinek EF,
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cieciwe tego kota. Jest wige prosta BC prostopadla do kierownicy i na
niéj (us. 35, d, ¢) znajdujg, sig punkty B'i C' na hiperboli. A zatym,
prosta, przechodzqca przez ognisko prostopadle do Lierownicy, praecina
obie galezi hiperboli w punkiach, najblizszych na nich od ogniska.

81. Te punkty, w ktorych prosta, przechodzaca przez ognisko pro-
stopadle do kierowniecy, przecina galezi hiperboli w punktach najbliZszych
na nich od ogniska, t. j. punkty B'iC', nazywamy wiérzcholkami glé-
wnymi hiperboli; odcinek za§ téj prostéj, zawarty miedzy wiérzchol-
kami gléwnymi hiperboli, nazywamy osig poprzeczng hiperboli

Zgodnie z tym, co§my méwili w us. 48-ym, hiperbola jest linijg sy-
metrycing wzgledem oSt popreecand).

Z tego wynika bezposrednio, Ze stycene do hiperboli w wiérzchothach
gléwnych sq prostopadle do osi popraccandj.

82. Punkt przecigcia sig osi poprzecznéj z kierownica nazwijmy T
(fig. 23), a dla trzech punktéw B, Ci I wyznaczmy czwarty punkt taki,
iZby on z punktem I przedstawial pare, harmonicznie sprzezong z parg,
punktéw BiC. Owym czwartym punktem jest punkt spotkania sie sty-
cznych do kola w punktach E i F (us. 40); nazwaliémy go juz K. Po-
niewaz (BCIK) = — 1, przeto punkty, harmonicznie pokrewne z pun-
ktami B, C, I i K, utworzy szereg harmoniczny punktéw (us. 35, ).
Z punktami B, C iI sg pokrewne punkty B', (' i Py, z punktem za§ K
jest pokrewny punkt S (us. 75), w kbtérym sig asymptoty-hiperboli z sobs
przecinajg, (us. 35, f). Jest wige

(B'0PS) =—1,

a wigc (us. 19) punkt, harmonicznie pokrewny z punktem K, jest §rod-
kiem osi poprzecznéj hiperboli. Wszelka wigc prosta, harmoni-
cznie pokrewna z prostg, przechodzges przez punkt K, przechodzi przez
punkt 8 (us. 35, D).

Przyjmijmy punkt K i prostg I, za §rodek i 0§ nowego pokrewieii-
stwa harmonicznego. Jak widzielismy, jest (BOIK) = — 1, t. j. punkty
koficowe $rednicy kola BC sg wtedy z soba pokrewne, a wige, w tym po-
krewiefistwie pomocniczym, kolo dane jest samo z sobg harmonicznie po-
krewne (us. 39). Wskutek tego, punkty spélne z kolem ktéréjkolwiek
cigeiwy, przechodzgcéj przez punkt K (us. 87, uwaga), sg z sobg harmo-
nieznie pokrewne wzgledem érodka K i osi 7,.

Z tego wynika, Zo na jakiéjkolwiek prostéj, przechodzacéj przez
punkt K, a spotykajacéj koto, punkt przecigcia sig jéj z prostg I, i punkt
K tworzg parg, harmonicznie sprzgizong z pary punktéw, w ktérych ta
prosta przecina kolo, Z tg prosts, jak widzielimy, jest harmonicznie
pokrewna (wzglgdem §rodka H i osi &) pewna prosta, spotykajaca hiper-
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bolg (us. 47, a) i przechodzgca przez punkt S, a z prostg I, prosta peo.
A wiee, punkt przecigeia sig owéj prostéj, przechodzacéj przez punkt S,
z prosty peo, t. j. punkt Pu, i punkt S tworzg pare, harmonicznie sprze-
zong z parg punktow, w ktérych ta prosta przecina hiperbole (us. 85, I);
jest przeto punkt S takZe érodkiem odcinka t& prostéj, zawartego mie-
dzy punktami przecigcia sig¢ jéj z hiperbola. A zatym, $rodelk osi poprze-
candj hiperboli jest zarazem $rodliem odcinka kaidéj prosté), praezer prac-
chodzqcedj, a spotykajgcd hiperbolg, zawartego migdzy punktami preecigcia
sig jéj 2 hiperbolg, tak i% hiperbola jest wagledem tego pumktu linijg syme-
tryceng. Punkt ten nazywamy §rodkiem hiperboli. Cigeciwe zas,
przezefi przechodzacs (us. 79), t. j. odeinek jakiéjkolwiek prostéj, przezen
przechodzgeéj, a spotykajacéj hiperbolg, ograniczony punktami przecigeia
sig j&j z hiperbolg, nazywamy §rednicg hiperboli; odeinek wige np.
MR (fig. 23) jest érednicg hiperboli.

83. 'Widzieliémy tu, Ze asymptoty hiperboli przecinajq sig # sobq
w jéj Srodlw. 7 tego wynika, Ze styczne do hiperboli, wyprowadzone ze
srodka, sq jéj asymptotama.

Zauwazmy jeszcze, %e §rednica hiperboli laczy z sobg punkty, ca
r6inych jéj galeziach bedgce. Kaida za$ asymptota, jako styczna do hi-
perboli, posiada z hiperbolg dwa punkty spélne, schodzace sig z sobg ra-
zem, ktore sg jednoczesnie punktami na obu galgziach hiperboli (us. 78,
76); a wige Laidg asymplote kiperboli moéna wwaiéaé jako jéj Srednicg.

84. Poprowadimy cigeiwg kola BC (fig. 24), nie przechodzacs

P= ".'.

Fig. 24.

przez punkt K, harmonicznie pokrewny ze Srodkiem 8, i taks, iZby jéj
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punkty koficowe B i C byly po téj saméj stronie kierownicy I;, co §rodek
S. Z nig jest pokrewna cigeiwa B'C' hiperboli. Przez punkt K popro-
wadzmy prosty, przecinajaeg cigciwg BC w punkcie E i luk, przez nig
podparty, w punkcie D. Pokrewna z nig prosta, przechodzgca przez
punkt S, niech przecina cigeiwg B'C' w punkeie E' i Iuk, przez nig pod-
party, w punkcie D'. Gidy punkt porusza si¢ po prostéj KE od punktu K
weigz ku punktowi B, to wiéwezas pokrewny z nim punkt, poruszajgcy
sie¢ po prosté) SE, harmonicznie pokrewnéj z prosta KE, réwniez przebie-
ga odcinek skoficzony (us. 19; 35, uwaga), tak iz oba te punkty, porusza-
jac sig po odpowiednich prostych, naprzéd napotykaja punkty na Iukach,
a p6zniéj punkty mna podpiérajacych je cieciwach (us. 85, a). Jest wige
punkt D' blizszy érodka S, niz punkt E'. Ma to réwniez miejsce dla ja-
kiegokolwiek innego punktu na Iuku hiperboli B'C' i odpowiedniego pun-
ktu na podpiérajacé] go cigeiwie, tak iz, patrzge sie ze §rodka S, mamy
cigciwg B'C' poza Iukiem B'C'. Toz samo stosuje sig do jakiegokolwick
luku téj gatezi i podpiérajacéj go cieciwy. A wige, galaz hiperboli, znaj-
dujaca sig po téj saméj stronie prostéj I,, co rodek, jest wypukla wzgle-
dem grodka. — Poniewaz hiperbola jest linijg symetryczna. wzgledem
§rodka, przeto i druga jéj galgZ jest rowniez wypukla wzgledem &rodka.
[Mogliby§émy tego wprost dowiésé, podobnie jak poprzednio; nalezatoby
tylko zwazaé na to, Ze, gdy punkt przebiega odcinek skonczony KJI, to
przechodzi przez punkt na prostéj 7,, a wigc pokrewny z nim punkt prze-
biega jednoczesnie odeinek nieskoticzenie wielki SPaoJ'T' (us. 19; 35, uwa-
ga).] — A wige, hiperbola zwraca swaq strong wypulkly ku $rodkowi.
85. W przypadku szczegdlnym, kiedy §rodek hiperboli znaj-
dzie sig na osi pokrewiefistwa h (fig. 25), zejdzie si¢ z nim réwnieZ pokrewny
z punktem S punkt K
.+ (us. 13; us. 35, ¢), t. j.
punkt przecigcia sie
z sobg, styeznych do ko-
la w punktach, w kto-
rych kierownica prze-
cina kolo. Poniewaz
jest (NHEE ) =—1
(fig. 28, 25), przeto,
w naszym przypadku
(fig. 25), para promieni
h i B'C i para KE
i SE tworzg pek pro-
mieni harmoniczny (us.
Fig 25, 21), Promienie piérw-

W ‘]‘g\_%___,,a
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sz6j pary sg do siebie prostopadle; zatym promiett B'C' dzieli kgt migdzy
promieniami drugiéj pary na polowy (us. 27, @), a wigc punkt prazecigcia
sig asymptoty SEq z prosty I, jest taksamo oddalony od prostéj B'C', jak
punkt K na kierownicy, t. j. asymptota SE przechodzi przez punkt F,
czyli schodzi sig razem ze styczny do kola KF. Podobnie asymptota SF.,
schodzi sig razem ze styczng do kola KB, Réwnoleglobok, utworzony
przez asymptoty i przez proste HE 1 HF (us. 75), jest tu kwadratem;
przeto kat ESF, czyli kat, utworzony przez asymptoty, jest prosty.

Hiperbola, ktéré] asymptoty sa do siebie prostopadlie, nazywa sig
hiperbolg ré6wnoboczng.

86. Poniewaz hiperbola jest linijg symetryczng jednoczesnie wzgle-
dem osi poprzecznéj (us. 81) i wzgledem §rodka (us. 82), zatym hiperbola
gest Vindje symetrycang wzgledem prostopaddés w srodku do osi popreecandy.
Ta prostopadla, jako przechodzaca w kacie przyleglym z kazdym z kytow
wiérzcholldem przeciwleglych, utworzonych przez asymptoty i obejmuja-
cych galezi hiperboli (us. 77), nie spotyka hiperboli.

— Objasni¢, dlaczego:

a. 08§ poprzecena hiperboli © prostopadia do niéj w jéj Srodlu sg
dwusiccanymi kaqtow migdzy asymptotami. Te wige cztéry proste *)
tworzg pek promieni harmoniczny (us, 27, b).

b. W kazdym przypadku **) hiperbola jest symetrycsma tylko
wzgledem dww prostych: osi popraecenéi 4 prostopadléj do nid) w jéj
$rodku. :
87. Na osi poprzecznéj hiperboli AA, (fig: 26) wyznaczmy punkt
0,, bedgey w t6j saméj odleglosei od jéj srodka S, co ognisko O, i popro-
wadzmy do miéj prostopadly, w téj sa-
méj odleglo§ci od srodka S, co kiero- . /
waica i, prosta %,. Poniewa? hiperbola 2 R
jest linija symetryczngy wzglgdem pro-
stopadléj w érodku S do osi poprzecznéj
AA, (us. 86), przeto stosunek odleglo-
§ci jakiegokolwiek punktu na hiperboli 415 s Bl &
od punktu O, i od prostéj &, przedsta- '
wia, g samg liczbg, co stosunek odlego- Y i
gei jakiegokolwiek punktu na hiperboli / J k \
od ogniska O i od kierownicy £. A wige
mozna punkt O, przyjat jako ognisko, Fig. 26.

#) TPor. us. 131.
#)  Nidma tu wige, pod tym wzglgdem, takicgo praypadku szezegdlnego, jaki co do
elipsy przedstawia kolo.
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a prostg &, jako odpowiednig kierownicg hiperboli, ezyli: hiperbola posia-
da dwa ogniska 1 dwic odpowiadajgce im kierownice.

88. Dla jakiegokolwick punktu C (fig. 26) na hiperboli, a wszcze-
gblnosei 1 dla jednego z wiérzcholkéw gltéwnych, np. A,, jest (us. 87)

CO 00, A0 __ A0,
0D~ 0D, AE AR’

skad

CO—CO, - CO AA_AO
DD — 0D’ EE— AB’
D, D=EE i, wedlug okré§lenia przecigein stozkowego (us. 44),
=22 satym 00— 00, =A,A. Gdyby punkt O byl na ing;
gadezi hiperboli, to byloby CO,— CO = A;A. A wigc ogélnie
£ (C0—CO,)=A,A,
t. j. réinica odlegloSci jakiegokolwiek punktu ne hiperboli od ogwisk jest
stata i réwna dlugodci osi popraecend;.
89. Wszczegblnosei, réznica odleglosei kazdego z dwu punktéw
w nieskoficzonoéci na hiperboli (us. 74) od jéj ognisk, czyli réznica odle-
gloSci punktu stycznosci asynmiptoty hiperboli (us. 75) od jéj ognisk jest
réwna dlugosci osi poprzecznéj. Proste, gczgce taki punkt z ogniskami,
sg do siebie i do asymptoty, przezen przechodzacéj, réwnolegle (us. 6).
Gdy wige z ognisk O i O, (fig. 27) poprowadzimy réwnoleglte do asympto-
ty np. SFw, i z ogniska
np. O spuécimy prostopa-
dlg OG na owg réwnole-
gla, przechodzgey przez
drugie ognisko O,, to od-
cinek O,G=A, A, a wige
odcinek SH = SA, t.j.
(us. 81, 86) spodki prosto-
padlych z ognisk na asym-
ptoty hiperboli sq w téj sa-
méj odlegloser od Srodka,
co wiéracholli gléwne.
90. Poprowadzmy
Fig. 27. w wiérzcholku A (fig. 27)
styczng do hiperboli, kté-
ra sig z asymptotg przecina w punkcie I. Trojkaty prostokgtne ISA
i OHS majg spilny kgt S i odpowiednie boki SA i HS réwne, a wigc
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przeciwprostokatne sg rowne, 8T =80, t. . (us. 81, 86) punkty spotkania
sig stycznych do hiperboli w jéj wiéracholkach glownych z asymptotami sq
w té saméj odleglosci od $rodka, co ogniska.

91, Na prostopadléj do osi poprzecznéj hiperboli w jéj érodku,
ktora jest jedng z dwu osi symetryi hiperboli i nie spotyka hiperboli
(us. 86), oddzielmy w obie strony od érodka czeSei SB = SB,, réwne od-
cinkowi stycznéj do hiperboli w wiérzcholku gléwnym, zawartemu migdzy
wiérzcholkiem i punktem spotkania sig z asymptota, t. j. odeinkowi AT *).
Dlugo§é tego odcinka BB, na prostopadléj w srodku do osi poprzecznéj,
réwna dlugosei odcinka styeznéj w wiérzeholku gléwnym, zawartego mig-
dzy asymptotami, nazywa si¢ osig sprzgzong *¥) hiperboli.

‘Wrazie, kiedy asymptoty sa do siebie prostopadle, trijkat STA jest
réwnoramienny, a wige SA = Al =SB, czyi A;A —=DBB,;. A wiec
{us. 85), w hiperboli réwnobocanéj 0si poprzecena 4 spraeiona sq jednalowé)
deugosct.

92. Zauwazmy jeszcze, Ze tr6jkaty BSA i SIA (fig. 27) sg réwne;
zatym kat BAS jest réwny mniejszemu z katéw, jaki tworzy ktorakol-
wiek (us. 86, @) z asymptot z osig poprzeczny. A wigc, prosta, faczgca
widracholel glowny hiperboli z punktem Lovicowym osi sprzgzondj, jest r6-
wnolegla do asymptoty.

93. Dlugost osi poprzecznéj hiperboli, t. j. diugo§é odcinka AA,,
zwykle oznacza si¢ przez 2@, a diugoéé osi sprzgzonéj, t. j. odcinka BB,
przez 2b. W tréjkacie prostokgtnym SAT jest SA —a, Al=8B =1,
przeciwprostokatna za$ SI jest réwna odcinkowi SO (us. 90), przedsta-
wiajgcemu odlegloéé ogniska od §érodka. Oznacza sig ja zwykle
liters, ¢; jest wige w hiperboli ¢ = |/a%+ 0% W hiperboli odleglosé
ognisk jest wigksza od osi poprzeczngj. — W hiperboli réwnobocznéj
a=1" (us. 91), a wigc c=a }/2.

94. COwiczeNia.

19, Poprowadzié styczne do hiperboli w punktach P i P' (fig. 23).

29, Jakiemu z «czworobokéw pojedyiiczych» (us. 31) na fig. 13-éj od-
powiada figura, harmonicznie pokrewna z kwadratem, opisanym na kole (fig.
28), a ktérego bok przechodzi przez punkt P? Jakie figury odpowiadajg po-
dobnie innym czworobokom pojedyiiczym na fig. 13-éj?

39, Okazaé wprost, ze galaz hiperboli, blizsza ogniska H, zwraca ku
siemu swy strong wklgsla, a dalsza zwraca ku niemu swg strong wypukla,

*) Por, us, 181, q

Uwaga. Jest zatym dlugodé SB takze réwna OIL, t. j. odleglodei ogniska od
asymptoty.

#¥) Por, us, 130, 131 i 150.
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49, Dlaczego obie styczne, jukie mozna poprowadzié do hiperboli
z punktéw jéj obszaru zewngtrznego, snajdujacych sig w otworach tych kygtow
migdzy asymptotami, w ktorych lezy galgzi hiperboli, sy styeznymi do jednéj
galezi, zad z innych punktéw sg stycznymi do réznych galgzi hiperboli?

59, Dane sy dwa ogniska 04 O, hiperboli, oraz warunek, iz dlugo$é
jéi osi poprzecznéj jest réwna dlugodei boku kwadratu, ktérego przekytna
— 00,. Jakato bgdzie hiperbola?

69 Wypowiedziéé i uzasadnié wlasnodei hiperboli, analogiczne z wla-
snofciami elipsy, wskazanymi w us. 63-im pod 6°, 7¢ 8% 901 12° a w osta-
tniéj wyznaczyé warunek, ktéremu zadosé czyni suma r--ry,



