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ROZDZIALE 1. POJECIA WSTEPNE. . . . « +« « v « « .+ . . 8lr.1—4%

1. Buzereg punktdw., — 2. Zwykle wyznaczanie poloZenia punktiu na
prostéj. — 8. Wyznaczenie polozenia punktu na prostéj przy pomoey stosunku
jego odleglodei od dwu stalych na nidj punktéw. — 4. Nalezy przyjaé mna
prostéj jeden punks w nieskofiezonodei, — 5. TLiczba oderwana, ktory przed-
stawia stosunck odleglodei punktn na prostéj od dwu na niej punkuiw stalych,
dokladnie okrééla polozenie tego punktu.

6. Proste do siebie réwnelegle przechodza przez ten sam punkt w nie-
skofezonodei, — 7. Na plaszezyinic nalezy przyjaé jedyng prostg w nieskofi-
czonodei,

ROZDZIAL 1I. SZEREG PUNKTOW HARMONICZNY I PEK PROMIENI

IARMONICZNY. CZWOROBOK ZUPEENY I CZWOROKAT ZUYEE-
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8, Podzinl danego odcinka wewngtrznie i zewngtrznie w tym samym
stosunku, — 9. Jest to 1. z, podzint harmoniczny odeinka. — 10, Dwie pary
punktéw harmonicznie z soby wzajemnio sprzeione, — 11. Symbol szeregn
punktdw harmonicznego. — 12, Zadanie: dla trzech punktdw znalé8 cawarty
harmoniczny. — 13. Polozenie punktiw jednéj pary wzgledem punktéw dru-
giéj. — 14, Gdy jeden punkt kazdéj z dwu par punktdw, harmonicznie sprze
Zonych, pozostaje niczmiennym, to, wskutek przesunigeis si¢ jednego z poso-
stalych punktéw, drugi z nich przesnwa sig w tymze kierunku, — 15, Przy
danym szeregu harmonicznym punktéw, drednin harmoniczua dwu odein-
kéw, — 16. Przy danym szeregv harmonicznym punktdw, érednia gieometry-
cznn dwu odeinkdw. — 17, Inne rozwiszanie zadania us, 12-go, — 18, Dla
danyeh dwn punktéw jednéj pary i punktu drugiéj moina znaléséé jeden tylko
punkt szeregu harmonicznego. — 19, Przypadek, kiedy punkt jednéj pary jest
w 4redku odeinka migdzy punktami drugiéj.

20. Pgk promieni. — 21, Pgk promieni harmoniczny; dwie pary. —

‘22. Polozenie promieni jednéj pary wrgledem promieni drugidj. — 23. To-

przeczna przecina promienie pekn harmonicznego w punktach, tworzacyeh
szereg harmoniczny. — 24, Poprzeczna réwnoleghn do jednego » promieni pe-
ku harmonicznego, — 25, Zadanie: dla trzech promieni znalésé ezwarty har-
moniczny. Dla danyeh dwu promieni jednéj pary i promienia drugiéj mozna
znaldéé jeden tylko promien pekun harmonicznego. — 26, Szezegdlny pek har-
moniczny promieni do siebie réwnoleglych, — 27. Szezegélny pek promieni:
dwa ramiona kata, jego dwusicezna i dwusieczna kgta przyleglego. Inmc
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rozwigzanie zadania us, 25-go. — 28. Wtlasnosé cstérech punktdw na kole,
przez ktdre przechodzg promienie pglu harmonicznego, majacego swéj wirz-
cholck na tymze kole.

29, Rozwigzanic zadafi us, 12-go i 25-go zapomocs linijalu, — 30, Za-
znaczenic wlasnodei punktdw i prostych na figurze, sluzaedj do takiego roz-
wigzania tych zadafi, — 31. Caworobok zupelny i ezworokat zupelny, — 82,
Ich wilasnodei harmonicane.

33, Cwiczenia.

ROZDZIAYL TII, POKREWIENSTWO HARMONICZNE., KOLO HARMO-
NICZNIE POKREWNE 7 SAMYM SOBA. PRZECIECIE STOZKO-
WE WOGOLE, JAKO LINIJA HARMONICZNIE POKREWNA Z KO-
BHEM . o o oomoonow = 0w e s g om e w el omom e e cBWN 28—dY

34. Zwigzek migdzy punktami i migdzy prostymi na plaszezyznic
wzglodem staléj prostéj (osi) i stalego punktu (§rodka), zwany pokrewiefi-
stwem harmonicznym. — 35, Wlasnoéei punktGw harm, pokrewnych i pro-
stych harm, pokrewnych, Tinija srednia pokrewienistwa harm. — 36, Powsta-
wanie figury harm. pokrewndéj z dang.

37. Gdy punkty koficowe Srednicy kola prostopadléj do osi pokrewier-
stwa sg z sobg pokrewne, to punkty koficowe kazddj cigeiwy, praechodzacd]
przez frodek pokrewiefistwa, sa z sobg pokrewne. — 38, Uogdlnicnic téj wla-
snofel kola. — 89. Przypadek, kiedy kolo jest harm. pokrewne z snmym so-
by, — 40. Gdy érodek pokrewiefistwa jest w punkeie zewngtrz kols, z samym
soba pokrewnege, to osia jest odpowiadajaca temu punktowl cigciwa sty-
eznosei,

41. Cwiczenia.

42, Gdy érodek pokrewicfistwa jest w drodku kola, to z tym kolem
Jjest harmonicznie pokrewne miejsce takiego punktu, iz stosunck jego odleglo-
dci od érodka i od linii drednidj jest staly. To micjsce gicometryczne punkin
jest linija krayws, ciggly, zamkniety, sichie samdj nie przecinajaca. — 43, Na-
wzajem, linija harm, pokrewns z tym micjscom gicometrycznym punktu, przy
szczegdélnym polosenin osi i drodka pokrewichstwa, jest kolo. — 44. To micj-
sce gicometryczne punktu nazywa sig przecigeiem stozkowym. Jego ognisko
i kierownica. Promiefi wodzgey, — 45, Zadanie: majae ognisko i kierownicy
przecigeia stozkowego nakrédlié do niego styczna we wskazanym punkeie. —
46. Liczba, ktdéra przedstawin stosunck odleglofci punktn na przecigeiu stoz-
kowym od ogniska i od kierownicy, moze byé mnicjsza od 1, rdwna 1, lub
wigksza od 1. — 47, Pruecigeie stozkowe jest krzywa regdu 2-go i klasy 2-6j.
Obszar zewngtrzny i wewngtrzny przecigeia stozkowego. — 48. Przecigeie stoz-
kowe jest linija symetryczna wzgledem prostopadiéj z ogniska na kierowni-
©g. — 49, Przecigeie stozkowe harm, pokrewne z kolem przechodzi przez pun-
kty koficowe érednicy koln, réwnolegtéj do kierownicy. — 50. Parametr prze-
cigein stozkowego. Stosunck odleglodci punktu na przccigeiu stozkowym od
ogniska i od kierownicy jest réwny stosunkowi parametru do odleglodei ogni-
ska od kicrownicy.

ROZDZIAL IV, KSZTALT ODDZIELNYCH PRZECIEC STOZKOWYCH. str. 45 —64

51. Przypadek, kiedy przecigcic stozkowe jest clipsg, — 52, Elipsa
znajduje sig po téj saméj stronie kierownicy, co ognisko, Wymiary elipsy sa
skoficzone. — 53. Wyznaczenie punktGw na elipsie. — 54, Punkty na clipsic
najdalszy i najbliZezy ogniska, — 55. Widrzcholki gléwne i o8 wiclka elipsy.
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Tilipsa jest liniju symetryczng wzgledem osi wiclkidj. Styczne w wiérzehol-
kach gldwnych. — 56, Xlipsa jest linijg symetwryczng wzgledem drodka osi
wiclki¢j. Srodek i drednice elipsy. — 57. O mala clipsy. Ilipsa jest linijy
symetryczng wzgledem osi matéj. Styczne w punktach koficowyeh osi maléj.—
58. Elipsa zwraca swg strone wklesly ku érodkowi. — 59. Elipsa posiada dwa
ogniska i dwie odpowindajace im kicrownice. — 60, Suma odleglodei punktu
na elipsie od ognisk jest stala i réwna dingodcei osi wielkiéj. — 61. Odleglodé
ogniskn elipsy od érodka, Splaszczenie elipsy, — 62, Kolo jako praypadek
szezegblny clipsy.

63, Cwiczenia,

G4, Przypadek, kiedy przecigeie stoikowe jest paraboly, — 65, Para-
bola znajduje sig po téj samdj stronie kierownicy, co ognisko, Asymptota.
Parabola posiada asymptote, prosts w nieskoficzonodei, — 66. Wyznaczenie
punktéw na paraboli.— 67. Punkt na paraboli najblizszy ognicka i kierunek,
w jakim sig znajduje punkt w nieskoficzonodei na paraboli. — 68. Wiérzcho-
lek gliwny i o8 paraboli. Tarabola jest linijg symetryezng wzglodem osi.
Stycznn w widrzeholku gldwnym, — 69. Odleglosé widrzcholka gldwnego pa-
raboli od ogniska réwna sig polowie parametru. — 70, Srodkiem paraboli jest
punkt w nieskoficzonodei, Srednice paraboli. — 71, Parabola zwraca swa
strong wklesly ku osi,

72, Owiczenia,

72. Praypadek, kiedy przecigeie stozkowe jest hiperbola. — 74. Hiper-
lola znajduje sie po obu stronach kierownicy., Prosta w nieskoficzonofei ma
dwa rizne punkiy spdlne z hiperbola, — 76, Dwie asymptoty hiperboli, — 76.
Wyznaezenie punktéw na hiperboli.—77. Hiperbola znajduje sig w otworach
dwn katdw wiérzcholkiem przeciwleglych, utworzonyeh przez asymptoty. —
78. Dwie galgzi hiperboli, — 79, Jako cigeiwe hiperboli, Igczacs punkty na
rinych galgziach hiperboli, przyjmuje sie odeinek prostéj, przez te punkty
przechodzged, znajlujacy sie w obszarze zewngtrznym hiperboli. — 80. Pun-
kty na rdinych galgziach hiperboli najbliZzsze ogniska, — 81, Wiérzcholki
gléwne i 08 poprzeczna hiperboli., Hiperbola jest linijp symetryczng wzgle-
tem osi poprzecznéj. Styezne w wiérzcholkach gléwnych., — 82, Hiperbola
jost linijp symetrycang wzgledem érodka osi poprzecznéj. Srodek i frednice
hiperboli, — 83, Asymptoty hiperboli przechodzg przcs drodek., Asymptoty
hiperboli mozna uwazad jako érednice. — 84. Hiperbola zwraca swa strong
wypukly ku drodkowi., — 85. Praypadek szczegélny, kiedy asymptoty hiper-
boli sg do siebie prostopadle: hiperbola réwnoboczna, — 86, Hiperbola jest
linijg symetryczng wezgledem prostopadléj w érodku do osi poprzeczndj, 06
poprzeczna i ta prostopadla s dwusiceznymi kgtéw migdzy asymptotami, —
87. Hiperbola posiada dwa ogniska i dwie odpowiadajgce im kierownice. —
88. Réznica odleglodci punktu na hiperboli od ognisk jest stala i réwna diu-
gofici osi poprzecznéj, — 89, Bpodki prestopadlych z ognisk hiperboli na
asyniploty sa taksamo oddalone od érodka, jak wiérzcholki gldwne. — 90.
Punkty, w ktérych styczne w wiérzeholkach gléwnych do hiperboli spotykajg
asymptoty, 54 taksamo oddalone od érodka, jak ogniska, — 91. O8 sprzezona
hiperboli, — 02. Prosta, laczgea wiérscholek gléwny hiperboli z punktem
koficowym osi sprzgzondj, jest réwnolegla do asymptoty. — 93. Odleglodé
ogniska hiperboli od drodka,

04, (wiczenin.
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ROZDZIAEL V. BIEGUN I BIEGUNOWA. OGNISKA I KIEROWNICE. STY.

CZNE, OSI W ELIPSIE I W HIPERBOLI, MIMOSROD. . . str. 6h— 82

95. Biegun prostéj i biegunowa punktu wzgledem kola. Cigciwa jest
przez jakikolwiek punkt na niéj i przez jego biegunows podzielona harmoni-
cznie. — 96. Biegunowa punktu na kole i biegun styeznéj do kola, Biegu-
nowa érodka i biegun érednicy kola, Biegunowa punktn w nieskoficzonosei
i biegnn prostéj w nieskoficzonodei wzgledem kola. — 97. Biegunows punktu
zewnatrz kola i biegun cieciwy kola, — 98. Biegun prostdj i biegunowa pun-
ktu wzgledem przecigein stozkowego., Cieciwn jest przez jakikolwiek punks
na niéj i przez jego biegnnows podzieclona harmonicznie. Przecigeie stozko-
we harmoniczuie pokrewne z somym soba. — 99, Punkt na przecieciu stozko-
wym i siyczna w tym punkcie sa biegunem i biegunown. Przecigeia stozkowe
maja frodek, Prosta w nieskoficzonodei i érodek, oraz érednica i punkt w nie-
skoficzonodci sa bivgunows i biegunem,—100. Punkt zewnairz i odpowiadaja-
ca mu cigeiwa stycznodei sa biegunem i biegunowa. Styczne w punktach korico-
wyeh érednicy sa réwnolegle, Kierunek, w jakim sig znajduje biegun érednicy.

101. Ognisko i odpowiadajgen mu kicrownica sa biegunem i bieguno-
wa, — 102, Bicguny prostych, przechodzacych przez ognisko, i biegnnowe
punktéw, lezacyeh na kierownicy, — 103. Kat miedzy prostymi, laczgeymi
ognisko z punktami stycznodei dwu styeznych, — 104, Punkt przeciecia sig sty-
cznych # kiercwnicg jest biegunem prostéj, laczaedj punkt stycznodei z ogni-
skiem, [Wynikajaca stad wlasnodé ogdlna przecigein stozkowego,] Kréélenie
styezn¢j w punkcie wskazanym. — 105, Katy miedzy prostymi, Fgezacymi
punkt stycznodei stycznéj do elipsy lub do hiperboli z ogniskiem. Krdélenie
styczndj w punkeie wskazanym, — 106, Katy miedzy prostymi, wychodzacymi
z punktu stycznosei stycznéj do paraboli, jedng do ogniska, druga rownolegle
do osi, Trzy odeinki migdzy ogniskiem a: punktem stycznodei, punktem prze-
cigcia sig osi ze styczng, punktem przeciecia sig osi z normalnn, Dwa odeinki
osi migdzy wiérzeholkiem gliwnym a: punktem przecigeia sigstyezndj, spodkiem
prostopadi¢j z punktu stycznoéei, Kréélenie styezndj w punkeie wskazanym,
Styczne, spotykajace sig na kierownicy, tworza kat prosty. — 107, Spodki pro-
stopadlych = ognisk elipsy lub hiperboli na styezne, Kréélemic styeundj
z punktu danego zewnatrz, i styeznédj, réwnolegléj do prostdj dancj, — 108,
Spodki prostopadlych z ogniska paraboli na styezme, Kréélenie styczndj
z punktu danego zewnatrz, i styeznéj, réwnolegléj do prostéj danéj. — 109,
Katy migdzy dwiemsa styeznymi do elipsy lub do hiperboli a prostymi, Incza-
cymi punkt ich przecigcia sig z ogniskami. — 110, Katy miedzy stycznymi do
paraboli a prostymi, wychodzacymi z punktu ich przeciecia sig, jedna do ogni-
ska, druga réwnolegle do osi, — 111, Kat, pod ktdérym z ogniska jest widoczny
odeinek stycznédj, zawarty miedzy punktami przecigeia sie jéj z dwiema sty-
cznymi stalymi,

112. Polowa osi maléj w elipsie, a sprzezondj w hiperboli jest érednin
gicometfryezng odleglodei ognisk od styezndj i érednia gieometryezng odleglo-
fol jednego z ognisk od widracholldw gtéwnych. — 118, Zwiazek migdzy pa
rametrem elipsy i hiperboli & dlugobciami ich osi. — 114, Inne wyrazenie li-
czby, okréélajacsj, wedlug us, 44-go i 50-go, oddzielne elipsy i hiperbole, Mi-
moérdd elipsy i hiperboli. Mimofrgd paraboli. — 115, Przeciecia stozkowe
podobne,  Kat migdzy asymptotami w hiperbolach podobnyeh,

116, Cwiczenia,
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ROZDZIAK VI. BIEGUNOWE PUNEKTOW NA PROSTEJ 1 BIEGUNY

PROSTYCH, PRZECHODZACYCH PRZEZ TEN SAM PUNKT. CZWO-
ROKAT WPISANY I CZWOROBOK OPISANY., PUNKTY SPRZEZO-
NE I PROSTE SPRZEZONE, SREDNICE SPRZEZONE ELIPSY L HI-
PERBOLI, + s 3 w4 e s o+ o e » w s s o = 8. B3

117, Biegunowa punktu na prostéj przechodzi przez jéj biegun; biegun
prostdj, przechodzacdj przes pewien punkt lezy najego biegunowdj. — 118.
Biegunown punktu przecigein sig dwu prostyeh; biegun prostéj, Inezgedj dwa
punkty. Bieguny réwnoleglych do asymptoty hiperboli lezg na téj asympto-
cie, — 119. Biegun prostéj, obracajgeéj sig okolo punktu; biegunowa punktu,
poruszajacego sig po prostéj. — 120, Prosta, przechodzaea przez punkt prze-
cigein sig dwu stycznych, i jéj biegun oddzielajs te styczne harmonicznie. —
121. Odeinek stycznéj do hiperboli, zawarty migdsy asymptotami.

122, Punkt przekatny czworokata zupelnego wpisanego jest biegunem
prostdj, loczncéj pozostale punkty przekatne; przekatna ezworobokn zupelne-
go opisanego jest biegunown punktu przeciecia sie pozostalych przckgtnych,—
123, Szezegdlne wlasnodei harmoniczne czworoksta zupelnego wpisanego
i cazworoboku zupelnego opisanego, — 124, Biegunowe pnnktdw szeregu har-
monicznego tworzy pek harmoniczny; bieguny promieni pgkn harmonicznego
tworzn szereg harmoniczny, — 125, Wlasnofei eztérech styeznych do kola,
ktire przecinaja inna styczna do tegoz kola w punktach, tworzgcyeh szereg
harmoniczny.

126. Punkty sprzezone i proste sprzgzone wzglgdem przecigeia stozko-
wego, — 127, Trdjka punktdw sprzezonyeh i tréjka prostych sprzezonych
wagledem przecigeia stozkowego, Trdjkat biegunowy wzgledem przecigeia
stozkowego; dwa jego boki przecinajn a trzeei nie spotyka przecigein stoiko~”
wego. — 128, Btyczne i cigeiwy sprzezone ze érednica, Cigeiwy sprzegzonce ze
grednicy sy przez nin podzielone na polowy, Wyznaczenie Srodka przecigein
stozkowego. — 129, Kréélenic stycundj, rdwnolegléj do prostéj danéj. Tlodé
styeznych do przecigein stozkowego, rdwnoleglych do prostéj dandj, — 130.
Para $rednic sprzezonych elipsy lub hiperboli. Knzda jest micjscem 4rodkdw
cigeiw, rawnoleglych do drugiéj. Krédlenie stycznéj we wskazanym punkeie,
Osi gldwne przedstawiajn parg érednic sprzezonych, — 131. Dwie érednicu
sprzgzone hiperboli i asymptoty przedstawinjn pek harmoniczny, Jedna z dwu
frednic sprzezonych hiperboli przecina ja, a druga jéj nie spotyka. Kazda
asymptota hiperboli przedstawia parg drednic spragzonmych. Asymptoty hip.
réwnoboczndj sy dwusiceznymi kotéw mipdzy Srednicami spragionymi, — 132.
Odcinki prostéj migdzy hiperbola i asymptotami sa réwne, — 133, Cigeiwy do-
pelniajgee sig elipsy lub hiperboli. — 184, Przekatne réwnoleglobokn, opisa-
nego na elipsie lub hiperboli, maja kierunek drednic sprzgzonych. Boki zd-
wnolegloboku wpisanego sa réwnolegle do érednie sprzgionych, n jego prze-
kotne sg drednicami, — 135, Suma katéw, pod jakimi z obu ognisk hiperboli
jest widoezny odecinek stycznéj migdzy asymptotami stanowi dwa katy proste,
Odlegloéé érodka od ogniska jest rednia gieometryezng odleglodei drodka od
punktdw przecigeia sie stycznéj z asymptotami, Pole trdjkatn migdzy styczna
a asymptotawi jest stale, — 136, Rdwnoleglobok na drednicach sprzgzonych
hiperholi jest réwnowazny prostokatowi nn osiach gldwnych; jego polows jest
pole réwnolegtoboku, ktérego przekatne sa érednicami sprzezomymi hiper-
boli. — 137, Pole réwnolegloboky, kiirego prackatne sa drednienmi spragzo-

XI

— 103
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nymi elipsy, jest vdwne polowie pola prostokata na osiach gléwnych, Rowno-
leglobok na érednicach sprzezonych clipsy jest rdwnowazny prostokatowi na
osiach gléwnych.

138, Cwiczenia,

ROZDZIAE VII, SRODKI PODOBIENSTWA DWU KOL I 08I PODOBIEN-
STWA TRZECH KOL. TWIERDZENIA PASCAL'A 1 BRIANCHON'A
DLA KOEA I DLA PRZECIECIA STOZKOWEGO. . . . . str, 104

139, Srodki podobiefistwa dwu kél, wewngtrzny i zewngtrzny. — 140,
Osi podobiefstwa trzech kdl, Szedé érodkiw podobienstwa kazdych dwu
z trzech kol lein po frzy na cztérech prostych. — 141, Przypadek, kiedy
z trzech kél jedno jest jednoczednie styezne do obu pozostalych.—142, Twier-
dzenie Paseal’n dla kola, — 148, Twierdzenie Brianchon’a dla kola,

144, Twierdzenia Pascal’n i Brianchon’a dla przecigcia stozkowego, —
145. Pigd punktow lub pigt stycznych wyznacza przceigeie stozkowe, — 146,
Przypadki szezegdlne.

147, COwiczenin, (Wskazéwki: do 5-go: wysokodei tréjkata, opisane-
o na paraboli, przecinaja sie z soba na kierownicy; do 6-go: hiperbola ré-
wnoboczna przechodzi przez punkt przecigeia sig z sobn wysokodel tréjkata,
W nig wpisanego.)

ROZDZIAL VIII. POWSTAWANIE ORGANICZNE PRZECIECIA STOZKO-
WEGO. ZASADA DWOISTOSCI. . . . . . . . . . . &t 116

148, Widrzcholek peku harmonicznego promieni, przechodzgeych
przez punkty stale, opisuje przecigeie stoZkowe; podstawa szeregu harmoni-
cznego punktéw przecigeia sie jéj z prostymi stalymi dotyka przeciecia stoz-
kowego.

149. Linija, harmonicznic pokrewna z przecigeiem stozkowym, jest
przecigeiem stozkowym, — 150, Przyklad: linije harmonicznie pokrewne
z elipsy, przy szezegllnym poloZeniu érodka i osi pokrewiefistwa, Hiperbole
sprzgone.

151, Dwie krzywe biegunowo wzajemne wzglodem przecigcia stozko-
wego. — 152. Biegunowo wzajemna z przecigciem stozkowym wzgledem prze-
cigeia stozkowego jest przecigeiem stoZzkowym, — 153, Przyklad: biegunowo
wzajemne z kolem wzgledem kola,

154, Zasada dwoistodci,

DODATEK.
Plaszezyzna przecina stozek kolowy prosty wedlug linii, ktira jest
miejscem gieometrycznym takiego punktu, iz stosunek jego odleglodei od sta-
tego punktu i od stalcj prostéj jeststaly . . . . . . . . . str. 125
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— 151
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