ROZDZIAL III.

POKREWIENSTWO HARMONICZNE., — KOO HARMONICZNIE POKREWNE Z 8A-
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POKREWIENSTWO HARMONICZNE.

34. Obierzmy jakakolwiek prosts 2 (fig. 15) i jakikolwiek punkt

H, zewngtrz prostéj 1, — jako stale.

i punkt H wyznaczongj,
poprowadzmy przez punkt H ja-
kgkolwiek prosty p; dla jakiegokol-

Na plaszezyZnie, przez prosty

obierzmy na prostéj 7 jakikol-
wiek punkt P; dla jakiéjkolwiek pro-

Tig. 15,

wiek punktu B, leZgcego na prostéj
p, mozna, jak wiemy, znalé$¢ inny
punkt C taki, izby te dwa punkty,
Bi C, przedstawialy pare, harmo-
nicznie sprzgzong z parg punktéw,
utworzong przez staly punkt H

stéj b, przechodzgey przez punkt P,
mozna, jak wiemy, znalésé inng pro-
sty ¢ takg, iZzby te dwa promienie,
b1i ¢, przedstawialy pare, harmoni-
eznie sprzezong z parg promieni,
utworzong, przez staly prosty L
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i przez punkt przecigeia sig prostéj
» (podstawy szeregu) ze staly pro-
sty h. .

i przez prosta, laczacg punkt P
(wiérzcholek peku) ze stalym pun-
ktem H.

Taki zwigzek, istniejacy wzgledem staléj prostéj i stalego punktu
miedzy punktami i miedzy prostymi na plaszczyinie, nazywa si¢ pokre-
wienstwem harmonicznym wzglgdem téj prostéj i tego punktu.
Owe prostg staly nazywaé bedziemy osig, a 6w punkt staly Srodkiem
pokrewienstwa harmonicznego. Dwa punkty, przedstawiajgee pare, har-
monicznie sprz¢zong z parg punktéw: Srodkiem i punktem przecigeia sig
podstawy tego szeregu z osig pokrewienstwa, nazywaé bedziemy pun-
ktami harmonicznie pokrewnymi z sobg; dwie proste przed-
stawiajgee pare promieni, harmonicznie sprzezong z parg: osig i prosta,
Inczgey wiérzcholek tego peku ze §rodkiem pokrewiefistwa, nazywaé be-
dziemy prostymi harmonicznie pokrewnymi z sobg Tak
up. poniewaz jest (HABC)=—1, przeto punkty BiC sg tu z sobg
harmonicznie pokrewne; poniewaz pek (habe) jest harmoniczny, przeto

proste b i ¢ sg tu harmonicznie z soby, pokrewne. — Oczywidcie, %e:

a. Dwa punkty, z sobq harmo-
nicenie pokrewne, leiq na prostéj,
preechodeqedj przez Srodels pokre-
wiensiwe.

35. Objasni¢, dlaczego:

. Jedely punkt D porusza sig
po prostéj by to harmonicznie polre-
wny & nim punkt B porusza sig po
prosté) ¢, harmowicenic polrewnéj
2 tamiq prostg b, tak iz poruszajace
si¢ punkty D i B napotykaja jedno-
czeénie rézne pary pokrewnych z so-
ba punktéw, a pokrewne z sobg
punkty, lezgee na prostych b1 e,
nastepujy po sobie w tym samym
porzadlu,

c. Tal: srodels pokrewiciitiva,
Jak i Lazdy punkt, leégey na osi po-
Lrewienstwa, jest sam & sobg harmo-
nicznic pokrewny.

e. Prosta, praechodzqea przez
Jakiekolwiek: dwa punlty, jest har-
monicinie pokrewna & prostq, pric-

b. Duwie proste, z sobg harmo-
nicznie polkrewne, przecinajq Sie 2 So-
ba w punkcie, leégeym ne 0si polre-
wienstwa.

b. Jezeli prosta b obraca sig
okolo punktu D, to harmonicenie po-
kerewna & nig prosta ¢ obraca sig oko-
{o punfitu B, harmonicanie pokrewne-
go 2 tamtym punktem D, tak iZ obra-
cajace sie promienie H1¢ napotykaja,
jednoczeénie r6zne pary pokrewnych
z sobg, promieni, a pokrewne z sobg,
promienie, przechodzgce przez pun-
kty T i D, nastepujg po sobie w tym
samym porzgdku, )

d. Tal 0§ polrewieiistwa, jalk
1 kazda prosta, przechodzqea przes
$rodelk pokrewienstwa, jest sama & so-
bg harmonicenic pokrewna.

fo Punlit praeciecia sig jalich-
Lolwiel: dww prostych, jest harmoni-
canie polrewny & punlitem praecigcic
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chodzqeq przez dwa punkty, & tam-
tymi harmoniczwic pokrewne.

g. Proste, tgczqee dwa punkty,

harmonicenie z sobg pokrewne. g litd-
rymhkolwiek punktem, ledqeym na osi
pokrewienstwa, sq & sobg harmoni-
cznie polrewne.

9. Trzy punkty, harmonicenic
pokrewne z brzema punkiams, nie le-
Zaeymi na jednéj prostéj, nie leiqg na
Jednéj prostéy.

l. Punlity, harmonicznie po-
krewne z punktami szeregu harmo-

nicznego, tworsq szereg punkiéw
harmoniczny.
n,  Punkt, harmonicznic po-

lrerwny 2 punkitem w nieskoriczonoset
(us. 4, 6), znajduje sig od $rodka
i 0d osi polrewienstwa w odleglodei
Jednalowé) i, oczywi§cie, nawzajem,

PRZECIECIA STOZKOWE,

sig dww prostych, # tamtymi harmo-
nicznie pokrewnych.

h. Punkty praecigeia sig dwu
prostych, harmonicenic 2 sobg polre-
wnych, & ktéralolwick prostq, prze-
chodzaeqprzez $rodek pokrewieristwa,
sa & sobg harmonicanie pokrewne.

k. Trey proste, harmonicznie
polrewne g trzema prostyms, nie prac-
chodzqeymi przez jeden punkt, nie
precchodzg prees jeden punlt.

. Proste, harmonicznie po-
lerewne z promientami pelw harmo-
niczmego, tworzg pek promient har-
MONICZNY.

0. Prosta, harmonicanie po-
krewna 2 prosta w nicskoticzonosei
(us. 7), znajduje sig od $rodka i od
o0si pokrewieristwa w odlegloser je-
dnakowdj i, oczywiScie, nawzajem.

Te prosta, znajdujgeq sig od srodka i od osi pokrewiefistwa w odle-

glodel jednakowéj (wskutek wige tego, réwnolegly do osi) nazwiemy lini-
ja $rednig pokrewiefistwa harmonicznego; oznaczaé jg bedziemy: I;.

Uwaga. JeZeli punkt D (us. @), poruszajgcy si¢ po prostéj b, spo-
tyka prostg I, to wtedy harmonicznie z nim pokrewny punkt D, porusza-
jacy si¢ po prostéj ¢, harmonicznie pokrewnédj z prosty 6, znajduje sig je-

dnoczeénie w nieskoficzono§ei (por. us. 19).
36, Jezeli, przy danych: osi i §rodku pokrewienstwa harmoni-

cznego,

a. punkt, poruszajgey sie, opi-
suje pewng figure, to inny, z nim po-
krewny, punkt, opisuje jednoczeénie
figurg taksa, iz kazdy punkt na nigj

. jest pokrewny z odpowiednim pun-
ktem na tamtéj figurze, czyli: opi-
‘suje figurgharmonicznie po-
krewny z tamta ~ Najprostszy
-przyklad tego mieliémy w us. 85, «.

b. prosta, posuwajgca sig, weidz
dotyka pewnéj figury, to inna, z nig
pokrewna, prosta, weigz dotyka je-
dnoczeénie figury takiéj,izkazdasty-
czna do niéj jest pokrewna z odpowie-
dnig styezng do tamtéj figury, czyli:
dotyka figury harmoniczniepo-
krewnéj =z tamtg. Najprostszy

“przyldad tego mieliémy w us. 35, b.

Kazdg, wige ﬁ_sg;prg;f inng niz prosta, albo punkt, lub zbiér kilku oddziel-
nych prostych, albo kilkt oddzieliych piuktéw: hiarmonicznie pokrewny z"dd-
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ng, mozva jednoczesnie rozwazaé, albo jako powstalg wskutek ruchu punktu,
harmenieznie pokrewnego z punktem, cpisujpeym figure dang, albotéz jako
powstalg wskutek ruchu prostéj, harmonicznie pokrewnéj z prosty, dotykaja-
¢ figury danéj, Mozemy przeto réwnie dobrze wprowadzaé albo jeden, albo-
téz drugi z tych sposobéw powstawania figury, harmonicznie pokrewnéj z da-
ng.  Od jednego z nich latwo przejéé do drugiego; gdy bowiém mamy punkt
na figurze danéj i styezng do nigj w tym punkcie, to:

prosta, laczgea punkt, harmoni- | punkt przecigeia sig prostéj, har-
cznie pokrewny z punktem danym, | monicznie pokrewnéj ze styczng dang,
z punktem przecigeia sig stycznéj da- | z prosta, lgezacy punkt dany ze rod-
néj z osiy (us. 34, D) jest styczng do | kiew (us. 34, @), jest punktem na fi-
figury, harmonicznie pokrewnéjzdang, | gurze, harmonicznie pokrewnéj z dang,.

KOLO HARMONICZNIE POKREWNE Z SAMYM SOBA.

37. é‘rednicg AB (fig, 16) kola danego podzielmy wewnetrznie
i zewnetrznie w tym samym dowolnym stosunku (us. 8); punkty Ci H

TFig, 16,

niech beda punktami takiego podzialu *). Mamy przeto (ABCH)=—1.
Przyjmijmy jeden z tych punktéw C i H, np. punkt H, za $rodek pokre-
wiefistwa harmonicznego, a prosta h, prostopadls do érednicy AB w dru-
gim punkeie podzialu, t. j. w punkeie C, za of tegoz pokrewiefistwa; pun-
kty przeto A i B sy z sobg harmonicznie pokrewne — Przez §rodek po-

#) Tor, us, 8, uwaga,
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krewienistwa H poprowadzmy jakakolwiek prosta, przscinajacg kolo *),
nicch D i B bedg punktami, w ktérych ona przecina kolo, zag§ F niech
bedzie punktem jéj przecigcia sig z osig 2. Z jednego z punktéw D i E,
np. z punktu B, poprowadzmy proste, praechodzgcee przez punkty A, B
i C. Poniewaz pek E(ABCH) jest harmoniczny, a promienie EA i EB
sq do siebie prostopadle, zatym promieii EA dzieli kat migdzy promie-
niami BH i EC na polowy (us. 27, a). Wskutek tego, Iuk DA jest
rowny lukowi AG, a tymsamym katy DCA i ACG sq sobie rowne, tak iz
pek C(HFED), w ktérym promienie CH i CF' sy do siebie prostopadle,
jest harmoniczny (us. 27, b), a wice (HFED) =—1, t. j. punkty kofico-
we cieciwy ED sq harmonicznie sprz¢zone z parg punktéw: ze Srodkiem
pokrewienstwa H i z punktem przecigeia si¢ téj cigciwy **) z osig Iy
czyli: punkty koficowe cigciwy ED sy z soby harmonicznie pokrewne.
Gidy za$ prosta ED byla jakakolwiek prosta, przechodzycs przez §rodek
pokrewienstwa, praecinajgceg kolo, przeto: jezeli w jednym z dww punktow,
dzielgeych harmownicenie Srednicg kola, wystawimy do niéj prostopadiy, te
prostg przygmiemy za 08, drugt zas z tyeh punktéw za Srodel: pokrewieni-
stwa harmonzcznego, to punkty koiicowe kaiddj cigeiwy tego kola, przecho-
dzqed) przez $rodels pokrewievistwa, sq¢ z sobg pokrewne. Albo, inmymi
stowy: jezeli punkty kovicowe Sredwicy kola, do ktéréj os pokrewierstwa
larmonicznego jest prostopadia, sq z sobq polkrewne, to punkty kovicowe
kazddj cigciwy tego kota, preechodeqeéi praes $rodel polkrewieristwa, sq
| & s0bqg polirewne **¥),

38. Jakakolwiek cigeiwg ED (fig. 16) kola danego, inng niz Sre-
dnica, podzielmy wewnetrznie i zewnetrznie w tym samym dowolnym sto-
sunku w punktach H i F'; jeden z tych punktéw, np. punkt H, przyjmij-
my za Srodek pokrewienstwa harmonicznego, a prosty %, przechodzges
przez drugi punkt F i prostopadly do érednicy AB tego kola, przecho-
dzacéj przez Srodek pokrewienstwa H, przyjmijmy za of tego pokrewiefi-
stwa. Punkty przeto D i E sg z sobg harmonicznie pokrewne. Poniewaz
pek C(HFED) jest harmoniczny, a promienie CH i CF do siebie prosto-
padle, przeto kgt GCH jest réwny katowi HCD, a wige i kgty CEA
i AEH sg sobie réwne. Gdy za$ nadto promienie EA i EB sy do siebie
prostopadle, zatym pek E(ABCH) jest harmoniczny 1 (ABCH) = — 1,

*) W badaniach tego rodzaju, jakie sy przedmiotem niniejszego wykladu, uiywa
sie stale «kolo» w znaczeniu: okrag kola.
¥y Uwaga, Mowi sip niekiedy, przez skrdeenie: cigeiwa, zamiast: prosta, ktéréj
odeinkiem jest eigeiwa (jakby tu, wladeiwie miwiae, wyrazié sig nalezalo ze wzgledu na 1(‘:.-
wia fig. 16-ta). Miwige tak, ocazywidcie, nie mamy wtedy na mysli diugosei odeinkn prostcj
migdzy punktami, spélnymi téj prostéj i kola, leez wogdle tg prosta,
*#¥#4)  Por, us. 95,
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t. j. punkty koficowe $vednicy AB sg z sobg pokrewne. Na mocy za$§ po-
wyzéj dowiedzionego (us. 37), punkty koficowe jakiéjkolwiek cigeiwy tego
kola, przechodzacéj przez §rodek pokrewienstwa, sa z sobg pokrewne.
Mozemy wige powiedziéé ogblniéj, niz powyzéj: jeieli z jednego z dwu
punktow, dziclgeych harmonicznie cigeiwe Tola, spuscimy prostopadly na
srednicg, preechodzqeq pracz drugi & tych punkidw, a te prostopadiy 7 dw-
drugi punkt prayjmiemy odpowiednio 2a 0f & za $rodelk polrewienstwa har-
monicanego, to punkty koicowe kazddj cigciwy tego kola, przechodzgceéj
przez $rodels pokrewieristwa, sq 2 sobg pokreiwne.

39. Z tego, ze tu punkty koiicowe kazdéj cigciwy, przechodzgcé;
przez punkt H, sg z sobg harmonicznie pokrewne, wprost wynika, Ze gdy
punkt D porusza sig po tym kole, to, przy kazdym jego poloZeniu, drugi
punkt przecigcia sig odpowiedniéj prosté) DH z kolem wyznaczy odpo-
wiednie polozenie punktu I, harmonicznie pokrewnego z punktem D.
Innymi stowy: gdy punkt D opisuje kolo, to harmonicznie z nim pokre-
wny punkt K opisuje toz samo kolo. Czyli (us. 36, @): figura, harmoni-
cznie pokrewng z naszym kolem, jest ono samo, A wiee, ogdlnie,

Jezele 08 pokrewieristwa harmonicanego ma Fierunel prostopaddy do
Sredwicy kola, przechodzqcé] przes Srodel pokrewieiistwa, @ punkty kov-
cowe jedndj cigciwy, przechodzqed) przez Srodels polrewienstwa, sq 2 so-
bg polrewne, to wowezas to Tolo jest swmo # sobg harmonicanic pokre-
awne ),

40. Gdy punkt B (fig. 16 prawa) porusza si¢ po kole od punktu B
np. ku punktowi I, to kolejne poloZenia punktu E, jako coraz bliZsze
punktu H, bedg tu coraz bliZsze odpowiednich poloZen punktu F na osi;
wskutek tego (us. 13), pokrewny z nim punkt D bedzie réwniez kaZdora-
20wo coraz bliZszy owego poloZenia punktu F. I gdy punkt E razem sig
zejdzie z punktem I, to zejdzie sig z nimi réwniez punkt D (us. 13), tak
i% oba punkty B i D, wogdle punkty przecigcia sig cigeiwy, przechodzgcéj
przez frodek pokrewiefistwa H, zejdg sig z sobg razem, czyli stang sig
jednym **) punktem I, a prosta HI bedzie styczng. ToZ samo co do
styczndj HK 1 jéj punktu stycznofei K. Zatym, oba punkty stycznoSei
stycznych, ktore do tego kola moina wyprowadzi¢ z punktu H, lezg na
osi pokrewienstwa h. Cieciwe, faczacq z sobg punkty stycznosei stycznych
do krzywéj, ktore z pewnego punktu mozna wyprowadzié, nazywamy
cieciwa stycznodeci, odpowiadajacg owemu punktowi. Mozemy wige
powiedziéé: jegeli $rodek pokrewieiistwa harmonicanego ledy zownatrs kola,

*#)  Por, us. 97.
#F) Mogna wiee punkt styeznodel prostéj, styeznéj do kola, przyjmowné juko dwa
punkty, schodzace sig z soba razem, eayli jako «punkt podwdjnys,

Riul, mat.-fz., S, 01TV, 3
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2 sobg samym pokrewnego, to osiq jest cigciwa stycznosce, odporiadajgca
drodkowt pokrewieristwea *). :

Z tego jeszcze wynika, ze: gdy przez punkty kovicowe jakiéjlolwick
cigciwy lola poprowadzimy styceme do niego, tg eigeiwg przyjmiemy za oS,
a punkt spothania sig stycenych za $rodek pokrewicristwa harmonicanego,
to lolo bedzie harmonicznic pokrewne z samym sobg.

41. CwiczENIa.

19, Gdyly érodek pokrewiefistwa harmonicznego byl w drodku kola,
a punkty koncowe érednicy mialy byé z soby pokrewne, to osig bylaby prosta
Por A wigc: kolo, ktdrego drodek jest w érodku pokrewieristwa harmonicznego, jest
wtedy pokrewne samo z soba, kiedy osiy pokrewietistwa jest prosta w nieskoriczonoder *¥),

20, Dlaczego trzy proste: AD, BE i CF (fig. 16), i, wogéle, trzy pro-
ste: jedna lgeziea dwa ktérekolwick polozenia punktu D, druga lgczgea dwa
odpowiednie polozenia puoktu E, i trzecia CF przecinajg sig z soby w jednym
punkeie? Dlaczego kazde takie trzy proste z prosty, laczges 6w punkt ich
spotkania si¢ z punktem I, tworzg pgk harmoniczny?

80, Dlaczego dlugoéé promienia kola, z samym sobg barmonieznie pos
krewnego, jest érednig gieometryczng odleglosei osi i srodka pokrewienstwa
od érodka tego kola?

49 Dlaczego kolo, samo z sobg harmonicznie pokrewne, nie przecina
prostéj 7, (fig. 16)?

59, Czym sig staje kolo, samo z sobg harmonicznie pokrewne, styczne
de prostéj 7,?

PRZECIECIE STOZKOWE WOGOLE, JAKO LINIJA HARMOKICZNIE
POKREWNA Z KOLEM.

42. Przyjmijmy, e &rodek pokrewiefistwa harmonicznego jest
w érodku kola danego; szukajmy figury pokrewnéj z tym kolem (us. 36).

Niech punkt H bedzie srodkiem pokrewiefstwa harmonicznego
i zarazem Srodkiem kola (fig. 17), a osig niech bedzie np. prosta k. Przez
punkt dowolny A ma kole poprowadZmy prostyg AH, przecinajacy sig
z osig w punkeie B, i wyznaczmy taki punkt A', izby (HBAA')=—1;
jest wige punkt A' pokrewny z punktem A i jest punktem na figurze, po-
krewnéj z kolem danym. Podobnie dla kazdego innego punktu na kole
mozemy znalésé odpowiedni punkt na figurze, harmonicznie pokrewné]
z tym kolem. Miejsce wige gieometryczne tak wyznaczonego punktu A

*) Por, us, 97.
#%)  Tor, us, 95 i 96, a takie us, 62.
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przedstawi figure, harmonicznie pokrewng z kolem danym.— Popro-
wadZmy prostg l;, ktéra podstawe szeregu przecina w punkcie S. Ponie-
waz punkt S dzieli na polowy od- ;
cinek miedzy punktami pary H
i B, sprzezonéj z parg A i A,
przeto (us. 16)

SH*=SA.SA!, ezyli
skad *)

SA'—SH _SA' ayli HA'_ SA'
SH—SA ~— SH'“"AH ~SH"
Spuéciwszy z punktéw H i A' pro- B .
stopadle na I, mozemy do osta- / i ~.F
tniéj proporcyi, zamiast stosunku

[}

SA'_SH |\
SH™SA’

)
l

/s
o
y &
/ /
7
\
N

, wprowadzi¢ stosunek ]3

SH H'
Al 1

Czynige to, otrzymamy lj[&H =

%ﬁ’ Sk&d Fig. 17,

HA' AH
@ DA = OH"

Tu oba wyrazy drugiego stosunku: AH, promien kola, i CH, polowa
odlegloSei érodka od osi, pozostajg niezmienne dla kazdego punktu A na
kole i odpowiedniego A' na figurze harmonicznie pokrewnéj z kolem.
A zatym, dla kaZdego punktu A' na figurze, harmonicznie pokrewnéj
z kolem, stosuneck

!
@ e

t. j. stosunek odlegloci kazdego punktu A' od &rodka pokrewiefistwa
harmonicznego i od linii §redniéj, przedstawia liczbe stalg. —

Jezeli punkt A na kole, wyszedszy z pewnego poloZenia, opisuje je
(raz) czyto w jednym, czytéz w drugim kierunku, to dochodzi do swego
poloZenia poczgtkowego, nie doznajac przerwy i raz tylko przechodzgc
przez kazde stanowisko. — Gdyby punkt pokrewny A!, opisujacy jedno-

*) Przy takim polozeniu osi A, przy ktérym prostn ls przecina kolo dane w dwu
punktach, wrazie, kiedy punkt A znajduje sig po téjze stronie prostéj ls, po ktoréj przypada
08 h, nalezy tu wprowadzié tylko take zmiane: zamiast rézpic wyrszéw kazdego stosunku
brad ich sumy.
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cze$nie (us. 36, @) miejsce gieometryczne, pokrewne z tym kolem, dozna-
wal przerwy, to wtedy*odpowiednie dwa kolejne stanowiska punktu A',
w pewnéj oznaczonéj odlegloSci od siebie bedace, bytyby pokrewne z dwo-
ma «sgsiednimi» stanowiskami punktu A na kole. Wéwezas dla wszyst-
kich punkt6w posrednich na prostéj, laczacéj owe dwa stanowiska pun-
ktu A', nie byloby odpowiednich punktéw pokrewnych (us. 35, @) na po-
krewnéj prostéj (us. 33, e), przechodzgeéj przez dwa sasiednie stanowiska
punktu A, co byé nie moze (us. 18). Niéma zatym na prostéj, przecho-
dzacéj przez owe dwa stanowiska punktu A, poSrednich migdzy nimi
punktdw, t. j. punkty, odpowiadajg.ce owym dwu stanowiskom punktu A’
sa sgsiednimi punktami na prostéj, przez nie praechodzgceéj, a wige i na
tym Tiejseu gieometrycznym, pokrewnym z kolem. Nasze przeto migjsce
gieometryezne nie doznaje przerwy, czyli, jak sie mowi, jest «ciagle», —
Podobniez, gdyby podezas takiego obiegu punkt A' dwa lab wigeéj razy
przechodzil przez toz samo stanowisko, to temu stanowisku odpowiada-
Toby dwa lub wigcéj réznych stanowisk punktu A, t.j. z jednym pun-
ktem na miejscu gieometrycznym, opisywanym przez punkt A', byloby
pokrewnych kilka punktéw na kole, co byt nie moze (us. 18), cazyli: to
miejsce gieometryczne siebie nie przecina. — Widzimy wiec, Ze, podobnie
jak kolo (us. 35, @), micjsce gicometrycene punktu A' jest Unijqg krzywa,
ciggla, zambnigtq, sicbie saméj nie przecinajqeg.

Ze wzglgdu na stalg warto$é stosunku (2) dla kazdego puuktu
miejsca gieometrycznego punktu A', mozemy powiedziéé:

Gdy Srodek polrewieistwa harmonicznego anajduje sig w $rodku lo-
ta, to linija kreywa, z tym kolem harmonicznic polrewna, jest micjscem
gieometryeanym takicgo punkitu, 14 stosunck jego odlegloSci od $rodlka po-
krewienstwa 4 od linii $redniéj preedstawia liczbe stalq.

43. Dowiedziemy, Ze, nawzajem:

Gidy dana linija jest micjscem gicometrycznym takicgo punktu, 13
stosunclk jego odleglosci od punkiu stalego @ od prostéj staléj jest stady,
& gy preyjmaugemy ow punkt stady za $vodel: pokrewieristwa harmonicsne-
g0, @ sa o8 takq prosta, i3 owa prosta stala jest linijq $redniq polkrewien-
stwa, 1o linija, harmonieznie pokrewna 2 linija dang, jest kolo, ktdrego sro-
dek: znajduge sie w srodku pokrewieristwa.

Niech bedzie H (fig. 17) punktem stalym, a Z, prosty stalg, zas A’
punktem na linii danéj, z ktérego prostopadta na prostg [, spotyka ja
w punkcie D. Wedlug zaloZenia, dla wszelkich punktéw A' na téj linii,
stosunek -

(8 i
- DA’



PRZECIFCOIE STOZKOWE JAKO LINIJA HARM, POKREWNA Z KOBEM. -- 44, 37

jest pewng liezbg stalg., Z punktu H spu$émy prostopadly na I, na niéj
oddzielmy od C czg¢éé, rowng HC, i przez jéj koniec poprowadZzmy réwno-
legly do I,; te prosty h mamy przyjat za of, a punkt H za §rodek pokre-
wieistwa. Znalazszy-punkt A, pokrewny z punktem A', wyznaczymy
miejsce gieometryczne takiego punktu A. Poniewaz (HBA'A)=——1
i punkt przecigcia si¢ podstawy tego szeregu z prostg I,, t. j. punkt S,
dzieli na polowy odcinek zawarty miedzy punktami H i B, przetoi t. d.
(jak w us. 42). Dochodzimy tg drogg do proporcyi

HA' AH
4) DA = CH'
Poniewaz, wedlug zalozenia, stosunek (3) jest staly, przeto takie, we-
dlug (4), stosunck %}}[ przedstawia liczbe stalg. Atoli nastepnik tego
stosunku, dlugo$é odcinka CH, jako odleglosé punktu statego od pro-
stéj staléj, jest staly, a wige: poprzednik AH jest staly, t.j. wszystkie
punkty A, harmonicznie pokrewne z punktami A' na linii danéj, znajdu-
ja sie w téj saméj odlegloSci od punktu statego H, Srodka pokrewienstwa
harmonicznego, ¢. n. d. [Wynika to zresztg wprost z té) uwagi, Ze gdy
punkt A' tworzy z punktem A pare, harmonicznie sprzg¢zong z parg
punktéow: H i B, to dla punktéw: H i B jednéj pary i trzeciego A'
czwartym punktem harmonicznym moze byé tylko punkt A (us..18).
Jezeli praeto miejsce gicometryczne punktu A' jest harmonicznie sprzg-
zone z miejscem gieometryeznym punktu A, to, nawzajem, miejsce gieo-
metryezne punktu A jest harmonicznie sprzgZone z miejscem gieome-
tryeznym punktu A'.]

44. 'WidzieliSmy (us. 42), Ze: kolo dane, w ktérego érodku przyj-
mujemy §rodek pokrewienstwa harmonicznego, i dana o§ tego pokrewieri-
stwa wyznaczajg, jako harmonicznie z tym kolem pokrewng, (jedne, us.
18) linijg krzywsg, ktéra jest miejscem gicometrycznym takiego punktu,
iz stosunek jego odlegloéei od $rodka i od linii éredniéj pokrewienistwa
jest staly.

Micjsce gicometrycene toliego punktu, 12 stosunek jego odleglodci od
punktw stalego *) © od staléj prostéj jest staly, nazywa sig przecigciem
stozkowym **). Ow staly punkt nazywa si¢ ogniskiem, owa za§
stala prosta kierownicg przecigcia stozkowego. DMozemy wiec powie-
dziée, Ze (us. 42): -

#)  Ta odleglosé owego punktu micjsea gleomenyeznego od punktu stalego nazywa
sie promieniem wodzacym punktu miejsen gieometryczuego,
##)  Usprawiedliwienie téj nnzwy w Dodatku (na kofien ksiazki).
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Linijg harmonicznic pokrewng z kolem, w ktdrego Srodku enajduje
sig $rodek polrewienstwa, jest przecigcie stokowe; lierownicq jego jest li-
nija $rednia, ogniskiem zas — Srodek tego pokrewieristwa.

45, Zadanie. Majgc dane Lierownicg © ognisko przecigcia stoilo-
wego, a nadto wskazany punkt, do niego nalezqcy, poprowadzié styceng do
oweqo przecigeia stockowego w punlcie danym. Niech punkt H (fig. 17)
bedzie ogniskiem, prosta CD kierownicy przecigeia stozkowego, a A'
punktem na tym przecigein stozkowym. Spusémy z H prostopadls na
CD, przedluzmy ja tak, izby to przediuZenie bylo réwne CH, a przez
punkt koficowy poprowadzmy réwnolegly do CD, prostg h. Na prosté]
A'H, przecinajacéj si¢ z h w B, wyznaczmy taki punkt A, izby
(HBA'A)=—1. Przez punkt A poprowadZmy prostopadly do BA',
a punkt przecigcia sig té prostéj z & polgezmy z punktem A'. Ta prosta
bedzie zadang styczng. Dlaczego?

46, Na fig. 17-¢j moglismy uwzglednié tylko pewne jedno poloZe-
nie osi pokrewienstwa harmonicznego wzgledem lkola danego; od tego po-
lozenia, czyli od odleglosci osi od $rodka kola danego zaleiy widocanie
wiclko$é liczby, praedstawioné) przes stosunel (2), odpowiadajgey przecig-
cin stozlowemu, harmonicznie pokrewnemu z kolem danym, 1, oczywiscie,
nawzajem.

Zaleznie przeto od poloZenia osi pokrewienstwa harmonicznego
wzgledem kola danego,

a) albo linija §rednia lezy cala zownatrz kola, i wtedy AH<<CH,
a wigc, wedlug (1), stosunek (2) przedstawia liczbe mniejszg od 1;

0) albo linija Srednia jest styczna do kola, i wtedy AH=CH,
a wigc stosunek (2) przedstawia 1;

¢) albotéz linija érednia przecina kolo w dwu punktach, i wtedy
AH > CH, a wigc stosunek (2) przedstawia liczbg wigksza od 1.

Te wige przypadki zalezg od tego, czy promien kola, dla ktdrego
wyznaczamy przecigeie stozkowe, jako linijg harmonicznie z tym kolem
pokrewng, jest odpowiednio muiejszy, czy réwny, czytéz wigkszy od odle-
gloSci Srodka od linii 8redniéj pokrewienstwa (czyli od odleglosci ogniska,
od kierownicy). _

Kazdy z tych przypadkéw nalezy rozwazyé oddzielnie, aby wykryé
ksztalt odpowiednich przecieé stozkowych.

47. Uprzednio jednak wyprowadzimy kilka spoéréd wlasnosei
ogblnych, spélnych wszystkim przecigeiom stozkowym.

a. Prosta moze posiadaé zko- b. Przez punkt moZna popro-
lem spélne albo dwa punkty, albo | wadzi¢ do kola albo dwie styczne,
jeden (ezyli dwa, schodzgce sig zso- | albo jedne (czyli dwie, schodzgcesig
bg razem), albo Zadnego. Zwaimy, | z soba razem), albo Zadnéj. Zwaz-
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ze punkt spélny danego kola i da- | my, Ze styczna do danego kola,
néj prostéj jest harmonicznie po- | przechodzgea przez punkt dany, jest
krewny tak z punktem, leZgecym na | harmonicznie pokrewna tak z prosts,
prostéj, harmonicznie pokrewnéj | przechodzacy przez punkt, harmoni-
z prosty dang (us. 35, @), jak | cznie pokrewny z punktem danym
1 z punktem, nalezgcym do przecig- | (us.35,d),jak ize styczng do przecig-
cia stozkowego, harmonicznie pokre- | ciastozkowego,harmonicznie pokre-
wnego z kolem danym (us. 36, a). | wnego z kolem danym (us. 36, ).
Ow wige punkt pokrewny jest pun- | Owa wige prosﬁa. pokrewna jost sty-
ktem spélnym tego przecigeia stoi- | czng do tego przecigeia stozkowego
kowego 1 prostéj, pokrewnéj z pro- | i przechodzi przez punkt, pokrewny
sty dang (us. 18). I nawzajem. | z punktem danym (us. 25). I na-
Zaleznie przeto od tego, ile pewna | wzajem. Zaleznie przeto od tego, ile
prosta posiada punktéw spdlnych | z pewnego punktu moZna poprowa-
z kolem, prosta, z tamtg, pokrewna, | dzi¢ stycanych do kola, z punktu,
ma z przecigeiem stozkowym, po- | z tamtym pokrewnego, mozna do
krewnym z kolem, punktéw spdl- | przecigeia stozkowego, pokrewnego
nych albo dwa, albo jeden, albotéz | zkolem,poprowadziéstycanych albo

zadnego. dwie, albo jedng, albotéZ zadnéj.
Z tego wynika, Ze prosta mo- Z tego wynika, e z punktu mo-

Ze miéé # praecigeiem stozkowym | éna poprowadszié do przecigeia stoz-
conajwigedj dwa punkty spolne. — | kowego conajwigeéj dwie stycene. —
Méwimy, Ze pewna linija- krzywa | Méwimy, ze pewna linija krzywa
jest 2-go, 3-go 1t.d. «rzgdus, za- | jest 2-6j, 3-8 it. d. «klasy», zale-
leznie od tego, czy prosta moze | Znie od tego, czy z punktu moina.
miéé conajwigcéj odpowiednio 2, 3 | do niéj conajwiecéj odpowiednio 2,
it. d. punkty z nig spélne. Zatym | 31it. d. styczne poprowadzié. Za-
przecigeie stodhowe jest kraywq rzg- | tym preecigeie stozkowe jest krzywg
du 2-go. klasy 2-€j.

7 tego, ze przeciecie stozkowe jest linijg, ciagly, zamknigtg, siebie
saméj nie przecinajgcs (us. 42), wynika, e ono, podobnie jak kolo, posia-
da «obszar wewnetrznys, przez nie zewszgd ograniczony i nigdzie przez
nie nieprzeciety. I jak z punktu, lezacego wewnatrz kola, nie moina
do niego poprowadzié stycznéj, taksamo, wedlug b., do przecigeia stoéko-
wego # dadnego punktu jego obszaru wewnglrznego nie moéna poprowadzié
stycendj. — Roéwniei: prsez punkt na prsecigeiu stozkowym moéna popro-
wadzié jedng styceng, a 6w punkt jest jéj punktem stycsnosci; do przecigcia
stozlowego moina z punktu jego obszarw zewngtranego poprowadzié dwie
styczne. [ZauwaZmy, Ze tu przypadek punktu na przecigeiu stozkowym
mozna podciggnaé pod przypadek punktu zewngtrznego, jeZeli przyjmie--
my, ze: przez punkt na przecigciu stozkowym przechodzg dwie styczne,.
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razem sie z soba schodzgee. Odpowiednio, mozZna przypadek stycznéj do
przecigcia stozkowego podeiggnaé pod przypadek cigeiwy (por. us, 40)
i powiedziéé, ze: styczna dotyka sig przecigeia stoZkowego w dwu pun-
ktach, razem si¢ z sobg *) schodzgcych]. _

Odcinek prostéj, przecinajacéj przeciecie stozkowe, zawarty migdzy
dwoma spdlnymi punktami tych linij (us. @), jest pokrewny z odpowie-
dnig cieciwg kola, harmonicznie pokrewnego z tym przecigeiem stozko-
wym (us. 35, ¢). Ten odcinek nazwiemy podobnie ¢igciwg przecigeia
stozkowego. Do niéj stosuje si¢g réwniez uwaga, zrobiona w us. 37-ym
o cigeiwie kola. Zgodnie z takim pojmowaniem niekiedy wyrazef: cie-
ciwa kola, cigeiwa przeciecia stozkowego, mozemy np. ogdlnie powiedziét,
Ze: cieciwa kola i harmonicznie z nig pokrewna cigeiwa przeciecia stoz-
kowego przoecinaja sie z sobg na osi pokrewienistwa, i t. p.

48.  Dla jakiegokolwiek punktu A (fig. 17) na kole, innego niz
punkty przecigcia si¢ z tym kolem prostéj CH, prostopadléj ze $rodka
na of, istnieje punkt ¥, znajdujacy si¢ w takiéj saméj, jak punkt A,
poregloéei od téj prostéj CH. Wtedy prosta OH jest dwusieczng kata,
zawartego miedzy prostymi HA i HE. — Jezeli wyznaczymy punkt E',
harmonicznie pokrewny z punktem E, a punkt przecigeia sig prostych
EE' i [, nazwiemy S, to punkty A'i E' na przecigciu stozkowym zadosé
czynig zwigzkom (por. us. 42):

SH*=SA.SA'; SH*=S8,E.S,E.
Poniewaz tu SH =8,H, SA =S,E, przeto
SA' =8B!, a wige takze HA' = HE'

Sa wigc te punkty A’ i E' jednakowo oddalone od ogniska H. — Zwaz-
my jeszcze, Ze prosta CH jest dwusiecang kata A’HE', tak iz tr6jlaty,
ktéreby powstaly, gdyby$my z punktéw A'i E' spuseili prostopadle na
prosta CH., bylyby sobie réwne, wskutek czego te prostopadle przedsta-
wialyby jedng prosta A'E', podzielona w punkeie prazceizcia sig z prosty
CH na polowy. Te wige punkty A'i E' sg symetrycznie poloZone wzgle-
dem prostéj CH.

Podobnie dla kaZdego innego punktu A’ na przecieciu stozkowym,
lezacego zewnatrz prostéj CH, moZemy na nim wyznaczyé odpowiedni
punkt E', symetryczny z punktem A' wzgledem téj prostéj CH. A wiee,
praecigeie stozkowe jest linijq symetrycang wagledem prostéj, preechodzg-
céj praez ogmisko prostopadle do kierownicy.

*) W takim znaczeniu uzyliémy w tym ustgpie wyrazefi w nawiasach pod a, i pod'b.



PRZECIECIE §TOZKOWE JAKO LINIJA HARM. POKREWNA Z KOREM, — 50, 41

49. Przez érodek pokrewiefistwa harmonicznego H (fig. 17) po-
prowadzmy réwnolegle do osi prosts PP'. Punkt jéj spotkania sig z osig
lezy w nieskoficzono$ci; przeto punkt H dzieli odcinek, zawarty migdzy
punktem P na kole i punktem z nim pokrewnym, na polowy (us. 19).
‘Wiskutek tego, punkt P', drugi punkt koficowy téj érednicy kola, jest
wlagnie-owym punktem, pokrewnym z punktem P, tak iz punkt P’ na
kole jest jednocze$nie punktem na tymze, co punkt A, przecigeiu stozko-
wym. Podobniez punkt P na kole jest jednocze$nie punktem na tymze
przecieciu stozkowym. — Zwazmy, Ze ta wlasno§é jest widocznie niezale-
zna od odlegloci osi od $érodka pokrewienstwa harmonicznego (us. 46).
A wige, preecigeie stoskowe, harmonicenie pokrewne z olem, praechodsi
przeg oba punlty koncowe jego $rednicy, riwnoleglés do osi pokrewieristwa.

Z tego wynika, Ze gdy przez ognisko przecigcia stozkowego popro-
wadzimy cigeiwg réwnolegle do kierownicy, to kolo, zakréslone na niéj,
jako na §rednicy, bedzie harmonicznie sprzeZone z tym przecigciem stoz-
kowym (us. 43) wzgledem Srodka pokrewiefstwa w ognisku i osi tak po-
Yozonéj, iz kierownica jest linijg Srednig pokrewienstwa. A wiee,

Kolo, ktdrego Sredmicq jest eigeiwa przecigcia stozkowego, preechodzq-
ca praes ognisko réwnolegle do jego kierownicy, jest harmonicznie pokre-
wne z tym praecigeiem stogkowym; ognisko jest Srodfiem, a kierownica li-
nij $rednig tego polrewienstwa.

50. Dlugost odcinka PP' (fig. 17), zawartego migdzy punktami
spblnymi przecigeia stozkowego i kola, harmonicznie z nim pokrewnego,
nazywa sig podwoéjnym parametrem przeciecia stozkowego. A za-
tym, parametyr przecigeia stogkowego jestlo polowa diugosct jego cigciwy,
przechodzged) praes ognisko rownolegle do Lierownicy. —

Stosunck odleglosei ktoregokolwiek punktu na przecigein stozko-
wym od jego ogniska i od kierownicy, dla oddzielnego przecigcia stozko-
wego staly (us. 44), jest réwny, wediug zwigzku (1) w us. 42-im, stosun-
kowi %:g (fig. 17), t. j. stosunkowi dlugoSci promienia kola, harmoni-
cznie pokrewnego z przecigeiem stozkowym, do odleglodci linii éredniéj
od §rodka pokrewiefstwa. Dlugosé promienia kola, harmonicznie po-
krewnego z przecigeiem stozkowym, jest jego parametrem, linija $rednia
jest kierownicg, a §rodek ogniskiem przecigeia stozkowego. Przeto licebg,
wladciwg przecigein stoikowemu, kidrg przedstawia stosunek odleglodcr
Ltoregololwiel: na nim punktu od ogniska ¢ od Lierownicy, prredstawia
takze stosumclk parametru do odleglodci ogniska od kierownicy.

Uwaga. UfzyliSmy tu wyraZenia «liczba, wlasciwa przecigeiu stoz-
kowemu», Qczywidcie, Ze rozumiét to nalezy (por. us. 46) tak, iz przy
pewndj oznaczonéj odleglosci ogniska od kierownicy, kazdéj oddzielng;
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liczbie takiéj odpowiada jedno przeciecie stozkowe, i nawzajem. Innymi
slowy: przy pewnéj oznaczonéj odleglosci ogniska od kierownicy, kazda
oddzielna warto§¢ parametru wyznacza jedno przecigcie stozkowe (us. 42,
44); 1 nawzajem, kaidemu oddzielnemu przecigcin stozkowemu odpowia-
da jedna warto$¢ parametru (us. 43, 49). —

Jak juz widzieliSmy (us. 46), liczba, wlaSciwa przecigein stozkowe-
mu, moze byé¢ albo mniejsza od 1, albo réwna 1, albotéz wigksza od 1.
Rozwazymy pokolei te trzy przypadki.




