
ROZDZIAŁ VIII.
PRZECIĘCIU STOŻKOWE, JAKO OPISANE PRZEZ WIERZCHOŁEK PĘKU HARMO-
NICZNEGO, LUB OBWIEDZIONE PRZEZ PODSTAWĘ SZEREGU HAEMONICZNEGO,.
JAKO L1NIJA HARMON1CZNIE POKREWNA Z PRZECIĘCIEM STOŻKOWYM, JAKO
BIEGUNOWO WZAJEMNA Z PBZEOIĘCIKM STOŻKOWYM WZGLĘDEM PRZECIĘCIA

STOŻKOWEGO. — ZASADA DWOISTOŚCI.

PRZECIĘCIE STOŻKOWE POWSTAJE WSKUTEK PEWNEGO RUCHU
WIERZCHOŁKA PĘKU HAEMONICZNEGO LUB PODSTAWY SZEREGU

HARMONICZNEGO.

148. Korzystając z wniosków, wyprowadzonych w ns. 145-ym
z twierdzeń Pascal'a i Brianchon'a, dowiedziemy tu ważnych własności
charakterystycznych jakiegokolwiek przecięcia stożkowego.

b. Gdy mamy cztery proste:
a, b, ci d, z których żadne trzy nie
przechodzą przez jeden punkt (zre-
sztąjakiekolwiek), to, zgrupowawszy
te proste w dwie pary, np. a i b,
c i d, możemy zawsze wyznaczyć
taką prostą e, iż szereg punktów
{(ea)(eb)(cc)(ed)) jest harmoniczny.
Wyznaczywszy bowiem punkt (ab),
a na prostej c jakikolwiek punkt
który niech łączy z punktem (ab)
prosta c', możemy przez punkt
(ab) poprowadzić taką prostą d"
iżby pęk promieni (abc'd') był
harmoniczny. Wyznaczmy nastę-
pnie punkt (d'd) i oznaczmy prostą,
łączącą go z punktem (cc') przez e„
Szereg punktów ((ca)(cb)(ec')(ed'))y

czyli ((ea)(eb)(ce)(nd)}, jest wido-
cznie harmoniczny (us. 23)..

Te pięć prostych:- a, b, c, d
i e wyznaczają pewne przecięcia

u. Grdy mamy cztery punkty:
A, B, C i D, 7. których żadne trzy
nie leżą na jednej prostej (zresztą
jakiekolwiek), to, zgrupowawszy te
punkty w dwie pary, np. A i B,
C i I), możemy zawsze wyzna-
czyć taki punkt E, iż pęk pro-
mieni E(ABCD) jest harmoniczny.
Poprowadziwszy bowiem prostą
AB, a przez punkt O jakąkolwiek
prostą, która niech przecina prostą
AB w punkcie C , możemy na pro-
stej AB wyznaczyć taki punkt D r,
iżby szereg punktów (ABCD1) był
harmoniczny. Poprowadźmy nastę-
pnie prostą D'D i oznaczmy punkt
jej przecięcia się z prostą CC przez
E . Pęk promieni E(ABO'D'),
czyli E(ABCD), jest widocznie
harmoniczny (us. 21).

Te pięć punktów: A, B, O, D
i E wyznaczają pewne przecięcie
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stożkowe (us. 145, a); nazwijmy
..śV" v je.L.
%w.. Na liarinoniczoie z L pokre-

wnym kole K, którego średnicą, jest
cięciwa przecięcia stożkowego L,
przechodząca przez ognisko równo-
legle do kierownicy (us. 49), pun-
kty A,, B,, C,, D, i Ej, harmoni-
cznie pokrewne z owymi punktami
A, B, O, D i E na L , są takie (us.
36, a; 35, on), iż pęk B,,(A1B1G1D ])
jest harmoniczny. Wtedy jednak
proste, łączące jakikolwiek punkt
na K odpowiednio z punktami
A,, B,, O, i D | , tworzą pęk har-
moniczny (us. 28); a więc tak-
że proste, łączące jakikolwiek
punkt na L odpowiednio z pun-
ktami A , B, O i D przedsta-
wiają również pęk harmoniczny
(us. 35, on).—Przypuśćmy, że istnie-
je punkt E, nie leżący na L, taki,
iż pęk F(ABCD) jest harmoni-
czny. Punkt przecięcia się prostej
F A z L, który nazwijmy G, połą-
czmy prostymi z punktami B, O i D.
Ponieważ punkt Gr znajduje się
na L, zatym, według powyższego,
pęk G(ABOD) jest harmoniczny.
W tych dwu pękach harmoni-
cznych

F(ABOD) i G(ABCD)
promienie F A i G-A są tąź sa-
mą prostą F G . Poprowadźmy pro-
stą BO (fig. 58); punkt jej przecię-
cia się z ową prostą ITG- nazwijmy
A', a punkty przecięcia się jej
z prostymi P D i GD nazwijmy
odpowiednio D' i D". Na prostej
BC mielibyśmy szeregi harmoniczne

(A'BCD r) i (A'BOD");

stożkowe (us. 145, Z>); nazwijmy
je L.

Do harmonicznie z L pokrewne-
go koła K, którego średnicą jest
cięciwa przecięcia stożkowego L,
przechodząca przez ognisko równo-
legle do kierownicy (us. 49), styczne
«,, bt) c,, dt i gj, harmonicznie po-
krewne z owymi stycznymi a, b, c,
d i e do L, są takie (us. 36, b; 35,1),

iż szereg (.(eiai)(eibi)(e}clX^))
jest harmoniczny. Wtedy jednak
punkty przecięcia się jakiejkolwiek
stycznej' do K odpowiednio ze -sty-
czirymi a u hlt ct i d{ tworzą szereg
harmoniczny (us. 125); a więc także
punkty przecięcia się jakiejkolwiek
stycznej do L odpowiednio ze sty-
cznymi a, b, c i d przedstawiają
również szereg harmoniczny (us.
35, 1). — Przypuśćmy, że istnieje
prosta /, niestyczna do L, taka, iź
szereg {(fa)(fb)(fc)(fd)) jest harmo-
niczny. Ze styczną, wyprowadzoną,
z punktu (/a) do L, którą nazwijmy
g, przecinają się styczne b, c i d.
Ponieważ prosta g jest styczną do
L, zatym, według powyższego, sze-
reg {(ga)(gb)(gc)(gd)) jest harmoni-
czny. W tych dwu szeregach har-
monicznych

i {(ga)(gb)(gc)(gd)-)
punkty (Ja) i (ga) są tymże samym
punktem (fg). Wyznaczmy punkt
(bc) (fig. 59); prostą, łączącą go
z owym punktem (fg), nazwijmy a't
a proste, łączące go z punktami
(fd) i (gd), nazwijmy odpowiednio
dl i d". W wierzchołku (bc) mie-
lihyśmy pęki harmoniczne

(a!bcd<) i (a'bod");
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a więc punkty D' i T>" byłyby jednym
punktem (us. 18), wskutek czego

teii punkt przecięcia się, prostych
FD i GD, Ł j . punkt D, znajdo-
wałby się na prostej BC, co się
sprzeciwia założeniu. — Widzimy

-więc, że wierzchołki wszystkich pę-
ków harmonicznych, których pro-
mienie przechodzą odpowiednio
przez stałe punkty A, B, 0, D
(z których żadne trzy nie leżą

•na jednej prostej), należą, do te-
goż samego przecięcia stożkowe-
go L.

Widzieliśmy zaś, źe jakikol-
wiek punkt na L może być wierz-
chołkiem takiego pęku. Możemy
więc powiedzieć: poruszający się
wierzchołek p§Jcu harmonicznego
promieni, przechodzących prses od-
powiednie im cztery punkty stałe,
s których sądne trzy nie lesą na tej
samej prostej, opisuje przecięcie stoż-
kowe; ono przechodzi przez owe
cztery punkty stałe.

a więc proste (V i d" byłyby je-
dną, prostą (us. 25), wskutek cze>-

Fig. 50.

.:.
i

go ta prosta, łącząca punkty (fd)
i (gd), t. j . prosta d, przechodzi-
łaby przez punkt (bc), co • się
sprzeciwia założeniu. — "Widzimy
więc, że podstawy wszystkich sze-
regów harmonicznych, których pun-
kty są na przecięciu się z odpowie-
dnimi stałymi stycznymi a, o, c, d'
(z których żadne trzy nie przechodzą!
przez ten sam punkt), są stycznymi
do tegoż samego przecięcia stożko-
wego L.

Widzieliśmy zaś, że jakakol-
wiek styczna do L może być pod-
stawą, takiego szeregu. Możemy
więc powiedzieć: poruszająca się
podstawa szeregu harmonicznego'
punktów przecięcia się jej z odpo-
wiednimi im czterema prostymi sta-
łymi, z Mórych żadne trzy nie prze-
chodzą przez ten sam punkt, dotyka
przecięcia stożkowego; do niego s%
styczne owe cztery proste stałe.
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LINIJA HARMONICZNIE POKREWNA Z PRZECIĘCIEM STOŻKOWYM.

.149. Gdy, mając jakiekolwiek przecięcie stożkowe L, jakiekolwiek
punkt i prostą, będące dla siebie biegunem i biegunową względem L,
przyjmiemy odpowiednio za środek i oś pokrewieństwa harmonicznego,
to, jak wiemy, liniją harmonicznie pokrewną z przecięciem stożkowym L,
jest ono samo (us. 98, uwaga).

Jaką będzie liniją harmonicznie pokrewna z L wrazie, kiedy środek
i oś pokrewieństwa nie są dla siebie biegunem i biegunową względem L,
t. j . są jakimikolwiek punktem i prostą?

Niech jakikolwiek punkt H i jakakolwiek prosta li będą odpowie-
dnio środkiem i osią pokrewieństwa harmonicznego, i niech będzie dane
przecięcie stożkowe L . Gdy punkt poruszający się opisuje przecięcie
stożkowe L, to pokrewny z nim punkt opisuje pewną liniją IV, harmoni-
cznie pokrewną z L (us. 36). — Obrawszy na L jakiekolwiek trzy punkty
A, JB i C, połączmy je prostymi z jakimkolwiek punktem E na L, a dla
trzech prostych EA, EB, EC wykreślmy taką prostą d, iżby pęk pro-
mieni ((EA)(EB)(E(T)d) był harmoniczny. Gdy punkt przecięcia się
prostej d z L nazwiemy D, to ten pęk harmoniczny będziemy mogli wy-
razić: E(ABOD). Z .punktami A, B, C, D i E na L, z których więe
żadne trzy nie leżą na jednej prostej (us. 47, ci), są harmonicznie po-
krewne punkty odpowiednio A', B\ C, D1 i E1 na L', z których również
żadne trzy nie leżą na jednej prostej (us. 35, i), a pęk promieni
E ^ A ^ C D ' ) jest harmoniczny (us. 35, e, TO). Przecięcie stożkowe L mo-
żemy uważać jako opisane przez poruszający się punkt E, wierzchołek
pęku harmonicznego promieni, przechodzących odpowiednio przez stałe
punkty A, B, C i D na L. Każdemu położeniu punktu E na L odpo-
wie położenie punktu E' na L' i w każdym z tych położeń punkt E'
będzie wierzchołkiem pęku harmonicznego promieni, przechodzących od-
powiednio przez stałe punkty A', B', C i D' na L' (us. 35, m, b).
A więc liniją L1 może być uważana, jako opisana przez poruszający
się punkt E', wierzchołek pęku harmonicznego promieni, przechodzących
odpowiednio przez stałe punkty A', B', C i D1, z których żadne trzy nie
leżą na jednej linii; jest zatym ona przecięciem stożkowym (vis. 148, a).—
Podobnie moglibyśmy tego dowieść, opierając się na własności, okazanej
w us. 148, 1.

Widzimy więc, że, wogóle, liniją, harmonicznie pokrewna 0 przeci§-
ciem stożfcoioym, jest przecięciem stożkowym.

150. Dla przykładu, wyznaczmy przecięcie stożkowe, harmoni-
cznie pokrewne z elipsą, gdy środek pokrewieństwa jest w jednym
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punkcie końcowym którejkolwiek z osi głównych elipsy, a oś pokre-
wieństwa jest prostopadła do tejże osi elipsy i przechodzi przez drugi
jej punkt końcowy.

Weźmy elipsę E, której oś wielka AA t (fig. 60), a mała BB ł r

i niech wierzchołek główny A będzie środkiem, a prostopadła h do AA t

w A t osią pokrewień-
stwa. Według ogól-
nych zasad pokrewień-
stwa harmonicznego
(us. 34—36), oraz na
mocjr wzajemnego po-
łożenia punktów szere-
gu harmonicznego (us.
13, 19), wniesiemy, że
z punktami na E z pra-
wej strony prostej BBj,
linii średniej tego po-
krewieństwa, są sprzę-
żone punkty na prze-
cięciu stożkowym (us.

149), pokrewnym z E, znajdujące się z prawej strony prostej h, a z pun-
ktami na E z lewej strony prostej BB t są pokrewne punkty z lewej stro-
ny prostopadłej w A do AA,, i w obie strony to przecięcie stożkowe roz-
ciąga się && nieskończoności. Jest więc ono hiperbolą (us. 74); nazwijmy
jsj. H . Każdy z punktów A i A,, jako środek i punkt na osi pokrewień-
stwa, jest pokrewny sam z sobą; a więc te punkty leżą na H. Ponieważ
E jest liniją, symetryczną względem prostej AA', i)rzechodzącej przez
ognisko prostopadle do kierownicy, więc i H jest liniją symetryczną
względem tejże prostej (takie samo objaśnienie, jak w us. 48-ym). Gdy
zaś hiperbola H jest liniją symetryczną względem prostej AA,, przecho-
dzącej przez dwa na niej leżące punkty A i A,, to odcinek AA, jest jój
osią poprzeczną (us. 81), a punkt S jój środkiem. Z punktami B i B, na
E są sprzężone punkty w nieskończoności na H. A więc proste, przecho-
dzące przez punkt S równolegle do prostych AB i AB,, są, asymptotami
H (us. 92). Z równości trójkątów: ASB i utworzonego przez proste h, SA,
i asymptotę wynika, że oś mała BB4 elipsy jest osią sprzężoną hiperboli
H (us. 91). A więc, z elipsą E jest tu sprzężona spółśrodkowa hiperbola
H , której oś poprzeczna jest spoina z osią wielką, a oś sprzężona z osią
mała, elipsy, i której asymptoty są równoległe do prostych, łączących
punkty końcowe różnych osi elipsy.

Podobnie okazać można, że w pokrewieństwie harmonicznym, któ-
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rego środek jest w B, oś h' prostopadła do BB, w B,, przecięciem stoż-
kowym, pokrewnym z E, jest hiperbola H r, spółśrodkowa z E, której oś
poprzeczna jest spoina z osią małą, a oś sprzężona z osią wielką elipsy,
i, której asyinptoty są, równoległe do tychże prostych, przechodzących
przez punkty końcowe różnych osi elijasy.

Te więc dwie hiperbole H i H' są, jak widzimy, spółśrodkowe, ma-
ją spólne asymptoty, i oś poprzeczna jednej jest osią sprzężoną drugiej,
i nawzajem. A nadto, z uwagi, że każda para średnic sprzężonych hi-
perboli przedstawia parę promieni, harraonicznie sprzężoną z asymptota-
mi (us. 131), z dwu średnic sprzężonych hiperboli H ta średnica, która
jej nie przecina, jest średnicą hiperboli H', przecinającą, ją, i nawzajem
(us. 25, uwaga). Każda z takich dwu hiperbol H i H' nazywa się wzglę-
dem pozostałej h i p e r b o l ą sprzężoną.

LINIJA BIEGUNOWO WZAJEMNA Z PKZECIĘGIEM STOŻKOWYM
WZGLĘDEM PKZECIĘCIA STOŻKOWEGO.

151. Względem danego przecięcia stożkowego L każdemu punkto-
wi odpowiada jedna prosta, jako biegunowa tego punktu (us. 98). — Grdy
punkt bieżący P opisuje pewną krzywą M, to jego biegunowap wzglę-
dem L, zmieniając odpowiednio swe położenia, «obwodzi» pewną inną
krzywą M' tak, iż każdemu położeniu punktu bieżącego P na M odpowia-
da pewne położenie stycznej bieżącej p do M'. — Grdy weźmiemy dwa
jakiekolwiek punkty P, i P 2 na M, to ich biegunowe p, i pt są stycznymi
do M', a biegunem prostej, przechodzącej przez punkty P, i P 2 , jest punkt
przecięcia się prostych jj t i p2 (us. 118, b). Jeżeli punkt P, będzie coraz
bliżej przystępował do punktu P 2 , to i punkt przecięcia się prostych
Ih i J>a będzie coraz bliższy punktu styczności stycznej px do M'. Grdy
przeto punkt P 2 zejdzie się razem z punktem P 1 ; to owa prosta, przecho-
dząca przez punkty P t i P 2 , stanie się styczną p' do M w P M punkt zaś
przecięcia się prostych p{ i p2 zejdzie się razem z punktem styczności P'
stycznej px do Mf. Ale w każdym położeniu prostej p.z punkt (PiP-i) jest
względem L biegunem odpowiedniej prostej PjP 2 , a więc i punkt P' na
M' jest biegunem stycznej p' do M, t. j . każdej stycznej do M odpowiada,
jako biegun względem L, punkt na M\ — Gdy więc pewien punkt bie-
żący opisuje krzywą M, a jego biegunowa względem L jednocześnie
obwodzi krzywą M', to nawzajem, gdy pewna prosta bieżąca obwodzi
krzywą M, jej biegun jednocześnie opisuje krzywą. M'.

Takie dwie krzywe, jak tu M i Mr, posiadające tę własność, iź pun-
ktowi na jednej z nich odpowiada, jako biegunowa względem L, styczna
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do pozostałej, nazywają się dlatego dwiema k r z y w y m i b i e g u n o w a
w z a j e m n y m i względem przecięcia stożkowego L, które, w takim ra-
zie, jest k i e r o w n i c ą .

152. Jeżeli krzywa M jest przecięciem stożkowym, to jaką
liniją jest jej biegunowo wzajemna M' względem przecięcia stożko-
wego L?

Na przecięciu stożkowym M wyznaczmy (podobnie, jak w us-
149-ym) takie cztery punkty A, B, C i D, iżby proste, łączące je
z pewnym punktem E na M (a tymsamym i z każdym innym na M;
us. 148, a), tworzyły pęk promieni E(ABCD) harmoniczny. Biegunowe
tych punktów A, B, C, D i E względem L oznaczmy odpowiednio przez.
a, b, c, d i e; one będą stycznymi do linii M', jako do biegunowo- wzaje-
mnej z M względem L (us. 151), i gdy żadne trzy z punktów A, B, C i D
nie leżą na jednej prostej, to, odpowiednio, żadne trzy z prostych a, b, c
i d nie przechodzą przez jeden punkt (us. 119, a). Bieguny prostych EA,
EB, EO, ED, jako przechodzących przez punkt E, znajdują się na pro-
stej e, w punktach w których ją przecinają, odpowiednio proste a, b, c, d
(us. 119, a; 118, b). A gdy proste EA, EB, EO i ED przedstawiają
pęk promieni E(ABOD) harmoniczny, to ich bieguny, punkty, (ea), (eb),
(ec) i (ed), przedstawiają szereg punktów ((ea)(eb)(ec)(ed)) również har-
moniczny (us. 124, b). A więc styczną e do linii M' styczne do tejże linii
a, b, c i d przecinają w punktach, przedstawiających szereg harmoni-
czny. — Zważmy, że, gdy punkt B opisuje przecięcie stożkowe M, proste,
łączące każde jego położenie odpowiednio z tymi stałymi punktami
A, B, C i D, wciąż tworzą pęk promieni harmoniczny. Każdemu zaś
położeniu punktu E na M. odpowiada inne położenie jego biegunowej,
stycznej e do Mf, owym zaś prostym, łączącym każde położenie pun-
ktu E ze stałymi punktami A, B, C i D na M, odpowiadają, jako.
bieguny, punkty przecięcia się odpowiedniej stycznej e do M' ze sta-
łymi do M' stycznymi a, b, c i d. Przeto w każdym położeniu sty-
cznej 6 do M' punkty przecięcia się jej odpowiednio ze stycznymi «, b, c
i d do M' przedstawiają szereg harmoniczny punktów. — Widzimy więc,,
że krzywa M' jest taką, iż pewne cztery do niej styczne stałe a, b, ci d
przecinają każdą styczną do tśj linii w punktach, przedstawiających
odpowiednio szereg harmoniczny, tak iż krzywą M' możemy uważać, jako.
obwiedzioną przez poruszającą się podstawę szeregu harmonicznego,
punktów przecięcia się jej z odpowiednimi czterema prostymi stałymif

z których żadne trzy nie przechodzą przez ten sam punkt. A zatym
krzywa M' jest przecięciem stożkowym (us. 148, /;). — Taksamo mo-
glibyśmy tego dowieść, wychodząc z własności us. 148,. fr. przecięcia,
stożkowego M.
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Możemy -więc powiedzieć, że Uniją, biegunowo wzajemną s przecię-
ciem stożkowym względem przecięcia stożkowego, jest przecięcie stożkowe * ) r

153. Rozważmy tu, jako przykład, przecięcie stożkowe M', biegu-
nowo wzajemne z kotem M względem koła L. —r Tu mogą zajść następu-
jące trzy przypadki:

1) Środek kola-kierownicy L leży zewnątrz koła M. W takim
razie ze środka koła L można poprowadzić dwie różne styczne do koła
M, których bieguny, będące punktami na przecięciu stożkowym M', leżą,
jednocześnie na biegunowej (us. 118, a) środka koła L względem tegoż.
koła L, t. j . na prostej w nieskończoności (us. 96). A więc, prosta
w nieskończoności ma dwa różne punkty spólne z przecięciem stożkowym
M'; jest przeto ono hiperbolą (us. 74), a jej asymptoty s% biegunowymi
względem L punktów styczności owych dwu stycznych ze środka koła L
do koła M.

2) Przez środek koła-kierownicy L przechodzi koło M. "Wówczas
ten środek koła L jest punktem styczności stycznej do koła M, a więc
biegun jej. względem L, będący punktem w nieskończoności (us. 96),
leży na przecięciu stożkowym Mr, t. j . ono ma jeden (oddzielny) punkt
w nieskończoności, jest parabolą (us. 65).

3) Środek koła-kierownicy L leży wewnątrz koła M. Wtedy ze
frrodka koła L nie można poprowadzić stycznych do koła M, a więc na
biegunowej środka koła L względem tegoż koła M, t. j . na prostej w nie-
skończoności, niema punktów naM r. Zatym przecięcie stożkowe M' jest
elipsą (us. 52), a styczne do koła L w punktach przecięcia si£ jego-
z kołem M są stycznymi do elipsy M'. —

Gdy koło M jest spółśrodkowe z kołem-kierownicą, L, to przecię-
ciem stożkowym M' jest koło spółśrodkowe z kołami L i M, I je-
żeli promienie kół L, M i Mr nazwiemy odpowiednio I, m i m', to
(us. 95) ni s=. I2 :m.

ZASAD i DWOISTOŚCI.

154. Wciągu tego wykładu zauważyć mogliśmy, iż różne własno-
ści odpowiadały sobie po dwie w ten sposób, iź tam, gdzie w wysłowieniu
jednej występuje punkt, to w wysłowieniu drugiej prosta; gdzie w jednej;

*) [Możnaby także tego inaczej dowieść, opierając się na własności, zaznaczonej
w ostatnim odsyłaczu na str. 70-ej — jeżeli, ograniczając się do rozważania tylko szeregów
punktów i pęków promieni harmonicznych (a choćby nawet uwzględniając jeszcze szeregi
punktów i pęki promieni, tworzące imyolncyje), wprowadzilibyśmy do wykładu funkeyje
trygonometryczne.]
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prosta przechodząca przez dwa punkty, to w drugiej: punkt przecięcia
eię dwu prostych; gdzie w jednej: szereg punktów harmoniczny, to w dru-
giej : pęk promieni harmoniczny; gdzie w jednej: punkt poruszający się
po prostej, to w drugiej: prosta obracająca się około punktu; gdzie
w jednej: punkt leżący na przecięciu stożkowym, to w drugiej prosta,
etyczna do przecięcia stożkowego, i t. d. Taka wzajemna odpowie-
dniość dwu twierdzeń, i wogóle, dwu postępowań, stanowi tak zwaną
z a s a d ę d w o i s t o ś c i .

• Ze wzajemnej zależności biegunów i biegunowych względem prze-
cięcia stożkowego, wynika, iż każda własność, udowodniona n|). wzglę-
dem punktów, może być odrazu. bez osobnego dowodu, odniesiona odpo-
wiednio do prostych, to jest może być oparta na prostym tak zwanym
p o d w o j e n i u wysłowienia tej własności. — Z wielu innymi, ponad
wyłożone w tej książce, wielce zajmującymi i doniosłego znaczenia za-
stosowaniami tej zasady dwoistości, nietylko dla punktów i prostych
na płaszczyźnie, spotkać się można, studyjując systematyczny wykład
«G-ieometryi syntetycznej*.
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Płaszczyzna przecina stożek kołowy prosty toedlug linii, która
jest miejscem gieometrycznym takiego punktu, iż stosunek jego odle-
głości od stałego punktu i od stałej prostej jest stały.

Weźmy stożek kołowy prosty, w obie strony nieograniczony (mają-
cy więc dwie powłoki nieograniczone), którego wierzchołkiem jest punkt
W (fig. 61 — 63), a osią. prosta BC. Wpiszmy w ten stożek dwie kuler

których środki są, w punktach K i K 1 — nazwijmy te kule odpowiednio
kulami K i K' — oraz poprowadźmy płaszczyznę S, styczną jednocześnie
do obu tych kul, a przecinającą stożek; liniją *), według której płaszczy-
zna 8 przecina stożek, nazwijmy P. Mogą tu być trzy przypadki:
a) albo obie kule są, wpisane w tę sarnę powłokę stożka, a żadna z nich
nie znajduje się, w nieskończoności; b) albo jedna z tych kul jest z zało-
żenia w nieskończoności; c) alboteż każda z tych kul jest wpisana w inną
powłokę stożka, a żadna z nich nie znajduje się w nieskończoności.

a) Obie kule K i K' są, wpisane w tę same powłokę stożka i żadna
ż nich nie znajduje się w nieskończoności (fig. 61). W tym przypadku
widocznie płaszczyzna S przecina tosgystkie tu orzące stożka.. Jest ona
prostopadła do płaszczyzny, wyznaczonej przez promienie kul K i K',
idące do punktów styczności, które nazwijmy odpowiednio O i O,.
Niech ta ostatnia płaszczyzna (wyznaczona przez promienie KO i K rOi) r

będzie płaszczyzną, rysunku. Średnice kół styczności kul K i K1 ze-
stożkiem, znajdujące się w płaszczyźnie rysunku, nazwijmy odpowiednio'
DE i FGk Aby zbadać, jaką jest w tym przypadku linija P, wyznaczmy
naprzód liniją przecięcia się płaszczyzny S.z płaszczyzną koła styczności
kuli K; tę prostą nazwijmy k. Obie te płaszczyzny są prostopadłe do-
płaszczyzny rysunku, wskutek czego prosta k jest prostopadła do pro-
stych DE i 00, . Poprowadźmy jeszcze: jakąkolwiek tworzącą stoźka-
H I , której punkt styczności do K nazwijmy I , a punkt przecięcia się z S

*) Na fig. 61 — 63 prowadzić będziemy płaszczyznę S prostopadle do płaszczyzny
rysunku (będzie to bowiem z innych -względów najdogodniej); wskutek tego linija P wyda-
wsićby się winna na tych figurach jako linija prosta. Naturalnie, że, dla ocalenia przedstn-
•wionia szczegółów nn rysnnkń, wykroczymy przeciw ścisłości: jakby przechylimy tę płasz-
czyznę.



1-26 .PBZECUjCIA STOŻKOWE.

oznaczmy przez L; przez punkt L równoległą do 0 0 , , która niech prze-
cina prostą Je w punkcie M; przez wierzchołek W równoległą do OOt

W*
«(a tymsamym i do LM), przecinającą się z płaszczyzną DEI w punkcie
N; nakoniec (na płaszczyźnie, wyznaczonej przez proste WN i LM)
prostą NM.. Ponieważ ta ostatnia prosta leży jednocześnie na płaszczy-
źnie koła styczności kuli K, przeto przechodzi przez punkt I . Z podo-
bieństwa trójkątów LIM i WIN wynika, iż

"W tej proporcyi, z uwagi, że odcinki stycznych do kuli, wychodzących
•z jednego punktu, zawarte między tym punktem a punktami styczności,
są równe, możemy zamiast odcinka LI wziąć odcinek LO. Czyniąc to,
mieć będziemy ,

LO:: LM = WI: WN.
"Gdybyśmy, zamiast tworzącej EL, wzięli inną tworzącą, I'L', to odcinki
stycznych WI' i W I ' byłyby równa, następnik zaś AVN pozostałby tenże
sam. A więc wartość -stosunku L O : LM jest niezależna od położenia
jpunktu L na linii P, t. j . dla jaJciegoJcehciek punktu na linii P, według
której płaszczyzna S przecina stożek, stosunek jego odległości od stałego

punktu O i od stałej prostej k jest stały; punkt więc O jest ogniskiem,
£ prosta h kierownicą tego *) przecięcia stożkowego (us. 44). Zważmy

*) LO -ił-1.0,! = U 4-LR == IR (wielkość stnla; per. us. 66),
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jeszcze, że tu, przy każdym położeniu płaszczyzny S, jako przecinającej
wszystkie tworzące, jest W I = "WE < "WN (odcinka równoległej do
prostej OO(); przeto

t. j . przecięcie stożkowe P jest elipsą (us. 51). Jeżeli kule K I KF są do sie-
bie styczne, to elipsa P jest kołem; oba jego ogniska schodzą się z sobą razem
w punkcie styczności kul, a obie płaszczyzny kół o średnicach DJE i FGr są ró-
wnolegle do płaszczyzny S, t. j . obie kierownice są na płaszczyźnie S (us. 7)
prostą w nieskończoności (por.us. 62). Jeżeli kula K', woiąż malejąc, stanie się
nakoniec punktem, to elipsa, P stanie się podwójnym odcinkiem ograniczonym WG;
jej ogniska będą w punktach W i Gr, odpowiednimi zaś kierownicami będą
prostopadłe w tychże punktach (us. 101, 13). Jeżeli obie kule K i K' stają
się punktami, to elipsa P staje się punktem W. — Jeżeli punkt W, wierzchołek
stożka, oddali się do nieskończoności, to będziemy mieli przypadek szczególny
stożka, w a l e c (nieograniczony), którego przecięcia płaszczyzną S (jak tego
łatwo, w podobny sposób, jak dla stożka, wprost dowieść można) są wogóle
elipsami; jeżeli wtedy kule K i K' są do siebie styczne, to i tu elipsa P staje
się, kołem. — Mając w ten walec nieograniczony wpisane kule K i K' do siebie
styczne i oznaczywszy punkt przecięcia się płaszczyzny S z tworzącą walca EG
przez At (jest więc punkt At punktem na kole P), przypuśćmy, że oś walca
oddala się do nieskończoności. Wtedy: waleo staje się d w i e m a p ł a -
s z c z y z n a m i : płaszczyzną, przechodzącą przez prostą EGr, i płaszczyzną
w nieskończoności; kule K i K1 rozciągają się w obie strony od płaszczyzny S
do nieskończoności; nakoniec koło P staje się dwiema prostymi, z których Jedna
w nieskończoności, druga zaś (nieograniczona) przechodzi, według naszej tu unio-
wy, przez punkt A, (por. us. 41, 5°).

b) Jedna z kul K i Kr, wpisanych w stożek, jest w nieskończono-
ści. Jeżeli wystawimy sobie, źe kula Kr na fig. 61-ej oddaliła się do
nieskończoności, to wówczas punkt, w którym dotyka się jej płaszczyzna
S, t. j . punkt O,, znajduje się w nieskończoności, jak również i punkt
przecięcia się prostych 0 0 , i "WE. Te zatym dwie proste są, do siebie
równoległe (us. 6), wskutek czego płaszczyzna S nie przecina jedynie
tworzącej "WE (fig. 62). Możemy więc powiedzieć, że marny' tu do
rozważenia przypadek, kiedy plasscży&na S jest równoległą do jednej
tworzącej stożka. Punkt, w którym płaszczyzna S dotyka kuli K, na-
zwijmy O. Niech ten punkt O i owa tworząca "WE, do której płaszczy-
zna S jest równoległa, będą w płaszczyźnie rysunku. Aby zbadać, jaka
w tym przypadku jest linija P, wyznaczmy naprzód Kniją przecięcia się
l̂ łaszczyzny S z jiłaszczyzną koła o średnicy DE (ta średnica w płaszczy-
źnie rysunku), według którego kula K dotyka się stożka; tę prostą, na-
zwijmy Je. Obie te płaszczyzny są prostopadłe do płaszczyzny rysunku,
wskutek czego prosta k jest prostopadła do DE i do prostej, przechodzą-
cej przez punkt O równolegle do WE. Poprowadźmy jeszcze: jakąkol-
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wiek tworzącą, inną, niż WE, np. tworzącą H.T, której punkt styczności
do K nazwijmy I, a punkt przecięcia się z S oznaczmy przez L; przez

Fig. 62.

punkt L równoległą do WE, która niech przecina prostą h w punkcie
M; nakoniec (na płaszczyźnie, wyznaczonej przez proste WE i LM)
prostą EM. Ponieważ ta ostatnia prosta leży jednocześnie na płaszczy-
źnie koła styczności kuli K, przeto przechodzi przez punkt I.. Z podo-
bieństwa trójkątów LIM i WIE wynika, iż

L I : L M = W I : W E . .

W tej proporcyi, zamiast odcinka stycznej L I , możemy wziąć na stycznej
z tegoż punktu L odcinek LO. Czyniąc to, miść będziemy •

L O : L M — W I : W E .

Gdybyśmy, zamiast tworzącej LI, wzięli inną, L T , to odcinki WI i WI'
byłyby równo. A więc wartość stosunku LO : LM jest niezależna od
położenia punktu L na linii P, t. j . dla jakiegokolwiek punhlu na linii P,
według Mórej płassezygna S przecina stogele, stosunek jego odległości od
stałego punktu O i od stałej prostej Jo jest stały; punkt wiec O jest ogni-
skiem, a prosta Ic kierownicą tego przecięcia stożkowego. Zważmy je-
szcze, że tu, przy każdym położeniu płaszczyzny S, jako równoległej do
pewnej jednej kierownicy WE stożka, jest WI = WE; przeto

i •• • • : • L M '

t. j . przecięcie stożkowe. P jest paraholą (lis. 64). Jeżeli kula K staje sio
punktem, to parabola P staje się podwójnym odcinkiem, w jednym kierunku nieogra-
niczonym, t. j . od punktu W'do nieskończoności; jej ognisko jest w punkcie W,
a kierownicą prostopadła W W'do WE. — Jeżeli wióraoholek stożka, punkt W,
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oddali się do nieskończoności, to stożek stanie się, walcem; o przecięciu go
płaszczyzną S, styczną do kuli K, a- równoległą, do jego tworzącej, może
być wogóle rnowa tylko w takim razie, kiedy i kula, K znajdzie się w nieskoń-
czoności. Wówczas bowiem jakakolwiek płaszczyzna, przechodząca w skoń-
czonej odległości, równoległa do osi walca, może być uważana za styczną do
kuli w nieskończoności, wpisanej w ten walec (UB. 6). Wskutek tego, w tym
razie parabola P staje się, parą prostych równoległych, w obie strony nieograniczonych
(parą tworzących walca); ogniska'jej, a więc i kierownice (us. 101) są pun-
ktem i prostą vr nieskończoności (us. 4, 7, 13). — Jeżeli kąt między tworzącą
a osią stożka, wciąż się powiększając, stanie się nakonicc prostym, to będzie-
my mieli przypadek szczególny stożka, p ł a s z c z y z n ę (nieograniczoną)
około punktu W. Wówczas kula K rozciąga się od tej płaszczyzny do nie-
skończoności, a jeżeli może być mowa o przecięciu owej płaszczyzny płaszczy-
zną S, styczną do tej kuli K i do kuli, która cała jest w nieskończoności (t. j .
0 linii, do której zdąża parabola P wmiarę, jak kąt między osią a tworzącą,
stożka, powiększając się, zdąża do prostego), to tylko (us. 7) o podwójnej prostój
10 nieskończoności,

c) Każda z kul K i K' jest wpisana w inną, powłokę stożka
1 żadna z nich nie znajduje się w nieskończoności (fig. 63). Płaszczyzna 8

Fig. 63.

jest prostopadła do płaszczyzny, wyznaczonej przez promienie kul K iK',
idące do punktów styczności, które nazwijmy odpowiednio O i Oj. Tę
ostatnią, płaszczyznę przyjmijmy za płaszczyznę rysunku. Przez wierz-
chołek W możemy poprowadzić płaszczyznę równoległą, do płaszczyzjiy
8; na tak poprowadzonej płaszczyźnie znajdują, się dwie jedyne tworzące
stożka, których płaszczyzna S nie przecina. Możemy więc powiedzieć,
że mamy tu do rozważenia przypadek, kiedy płaszczyana 8 jest równole-
gła do dmi tworsących stolca. Liniją, przecięcia się jjłaszczyzny S
z płaszczyzną koła stycznoSci lmli K. nazwijmy 7c, a średnicę owego koła

Bibl. mut.-fliŁ, S. III. T. V. !)
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w płaszczyźnie rysunku DE; prosta h jest prostopadła tak do DE, jak
i do OOX. Poprowadźmy jeszcze: tworzącą stożka, nie równoległą do
płaszczyzny S, np. H I , której punkt styczności do K oznaczmy przez I ,
a punkt spotkania się z S przez L; przez punkt L poprowadźmy równo-
ległą do 00, , która niech przecina prostą ł w M ; przez wierzchołek W
równoległą do OOj (a więc i do LM), której punkt przecięcia się z pła-
szczyzną DIE nazwijmy N; nakoniec wyznaczmy prostą JSTIM, liniją
przecięcia się dwu płaszczyzn, jednej DEI, a drugiej wyznaczonej przez
proste W i LM. Z podobieństwa trójkątów LIM i WIN mamy

L I : LM = W I : WN,
Lecz LI = LO; zatym

LO : LM = W I : WN.
Poprzednik drugiego stosunku miałby tę sarnę wartość, a następnik po-
zostałby bez zmiany, Avrazie, gdybyśmy zamiast tworzącej L I wzięli inną;
a więc. wartość stosunku LO : LM nie zależy od położenia punktu L
na P, t. j . dla jakiegokolwiek punldu na linii P, według której płaszczyzna
S przecina stożek, stosunelc jego odległości od stałego punktu O i od stałej
prostej k jest stały; punkt więc O jest ogniskiem, a i;>rosta k kierownicą *)
tego przecięcia stożkowego. Zważmy jeszcze, że tu, przy wszystkich po-
łożeniach płaszczyzny S, równoległej do pewnych dwu tworzących, jest

= " W l > W I f (odcinka równoległej do prostej 0 0 ^ ; przeto

L M > '
t. j . przecięcie stożkowe P jest hiperbolą, (us. 73). Jeżeli jedna z ku] K i K',
np. kula K, wciąż malejąc, stanie się nakoniec punktom, to hiperbola P stanie
się podwójnym nieskończenie wielkim odcinkiem od punktu W przez punkt w nie-
skończoności (us. 19; str, 4, b) do punktu F; ogniska będą w punktach W i F,
a kierownice w tych punktach prostopadłe do WF. Jeżeli obie kule K i Kf,
wciąż jednocześnie ..malejąc, staną się nakoniec punktami, to hiperbola P sta-
nie się dwiema prostymi nieograniczonymi i przecinającymi się (dwiema tworzącymi
stożka, do których płaszczyzna S, jako przechodząca przez nie, może być
uważana za równoległą); oba ogniska są w punkcie W, a kierownicami dwu-
sieczna k%ta między tymi prostymi, nie przypadająca wewnątrz stożka. [Wi-
docznie te dwie proste są równoległe do asymptot wszystkich tych hiperbol,
które powstają wskutek przecięcia stożka płaszczyznami S, równoległymi do
owych dwu prostych]. Nakoniec, jeżeli przypuścimy, że dopiero wtedy, kiedy
już mamy przypadek szczególny hiperboli P, wzmiankowany powyżej podwój-
ny nieskończenie wielki odcinek od W przez nieskończoność do F, kula K',
skolei malejąc, staje się, punktem, to wówczas mieć będziemy podwójną prostą
nieograniczoną.

*) ŁO, — LO = ŁB, — LI = IE (wielkość stała; por. us. 88).



DODATEK.

Uwaga. Przyjęliśmy na początku, iż płaszczyzna S, przecinająca
stożek, jest jednocześnie styczna do dwu kul, wpisanych w ten stożek;
nie zmniejsza to bynajmniej ogólności powyższego rozumowania. Jakoż,
przyjmijmy tylko, że płaszczyzna S przecina stożek; wtedy ona: a) albo
przecina Avszystkie tworzące stożka; b) albo jest równoległa do jednej
z nich; c) alboteż, nakoniec, jest równoległa do dwu z nich. Niech pła-
szczyzna rysunku przechodzi przez oś stożka i niech do niej będzie pro-
stopadła płaszczyzna S. Na płaszczyźnie rysunku weźmy trójkąt, utwo-
rzony przez dwie tworzące i przez prostą,, według której z tą, płaszczyzną
przecina się płaszczyzna S, t. j . a) trójkąt WAA,; b) trójkąt o jednym
wierzcliołkn w nieskończoności w kierunku prostych W E i AO, a o prze-
ciwległym boku WA; c) trójkąt "WAA,. W te trójkąty wpiszmy:
a) jedno koło wewnętrznie, a drugie zewnętrznie i styczne do odcinka
AA,; b) jedno koło wewnętrznie, a drugie zewnętrznie i styczne do od-
cinka od A przez O do nieskończoności; c) oba koła zewnętrznie, jedno
styczne do odcinka WA, drugie do odcinka WA,. Jeżeli te trójkąty,
wraz z tak wpisanymi w nie kołami, dokonają obrotu około osi BO, to
powstaną powyżej rozważane przypadki dwu kul wpisanych w stożek,
a stycznych, do płaszczyzny S.
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