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SZEREG PUNKTOW HARMONICZNY.

8. Gdy mamy pewng, dowolnie wybrang liczbg i gdy na prostéj
obierzemy pewne dwa punkty jako stale, to, jak wiemy (us. 3, 5), istnieje
na niéj jeden (tylko) punkt taki, iz stosunek odleglosei tego punktu od
owych dwu punktéw statych przedstawia owe liczbe. Przypusémy wiee,
7e mamy pewng liczbe—dla ogélnodci—utamkows (dodatng lub ujemna,),

kt6réj warto§é bezwzgledng, przedstawmy przez Zl:, i ze np. an =>n. Chce-

my za§ wyznaczyé na prostéj AB (fig. 2), ktéréj dwa punkty A i B przyj-
mujemy jako stale, taki punkt, iZby
stosunek odcinkéw od punktéw A i B
do owego punktu przedstawial albo

liczbe +:—’: . albotéz liczbe —:_’:.

Aby znalésé 6w punkt, poprowadz-
my przez punkty A i B proste, ro-
wnolegle do siebie w jakimkolwiek
kierunku, i na poprowadzonéj przez
punkt A oddzielmy m2, a na przecho-
dzacé) przez B oddzielmy » jednako- Fig 2.
wych jednostek *) linijowych — albo
w ré6zne strony od punktéw A i B, np. AE i BF, albo w t¢ same strone,
np. AE, i BF. Na przecigciu prostych EF i B, F z podstawag AB otrzy-
mamy punkty Ci D, dla ktérych, z podobieistwa odpowiednich tréjlka-
tow, wynika:
) AC_AE_m ;. AD_AE, m

CB™ BF =n BD T BF a’

*)  Eatwo okazad, Ze taka jednostka moze tu byé jakkolwiek wybrana.
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A wiege punkty C i D sg takie, iz (CB = — BC):

3 AC_ m AD__  m

@) BO~ w’ BD

Otrzymaliémy dwa punkty: jeden C na odeinku AB, odpowiadajacy,
wedlug naszéj umowy (us. 3), liczbie ujemnéj; drugi D zewngtrz tego od-
cinka AB, odpowiadajgey liczbie dodatnéj, majacéj te same warto$é
bezwzgledna, co tamta ujemna, kt6réj odpowiada punkt C.

Widzimy wige, ze tu punkt C wewngtrande, & punkt D zewngtrznie
deicly odeinck AB w stosunku m :n. RozwigzaliSmy tu przeto zadanie,
ktdre moglo byé tak wystowione: podeielié odeinels AB wewngtranie ¢ ze-
wnglrznie w stosunku m :n. _

Tu punkt D wypad! z prawéj strony odcinka AB, a punkt C blizéj

punktu B niz A — dlatego, Ze %!' >1 (us. 3). Gdyby %?< 1; byloby
wprost praeciwnie.
Uwaga. Oczywiscie, Ze r6znym liczbom g odpowiadajg rdéZne pa-

ry punktéw C1i D, dzielgoych odeinek wewngtrznie i zewngtrznie w je-
dnakowym stosunku.

9. Gdy dwa punkty na prostéj dziely pewien jéj odcinek (jeden
punkt wewngtrznie, a drugi zewnetrznie) w tym samym stosunku, to mo-
wimy, Ze te dwa punkty dzielg harmonicznie 6w odcinek. Zatym,
na fig. 2-6j punkty CiD dziely odeinek AB harmonicznie. 'Woéwezas,
wedlug (1),

. AC__AD
() CB= BD" o
10. Przestawiajac tu wyrazy érednie, otrzymamy i = .%, albo
: AD — BD
e UF e
AD T —BD’ W
CA CB

Poréwnywajac *) zwigzek (4) ze zwigzkiem (3), widzimy, Ze zwigzek (4)
wyraza, iz odeinek CD jest przez punkty A i B podzielony harmonicznie.
A wige: jezeli odeinck AB jest przez punkty C i D podeiclony harmoni-
cznie, to, nawzajem, odcinek CD jest przez punkty A © B podziclony har-
monicanie.

#)  Jezeli punkty, wehodzace do zwinzku (3), wypiszemy w takim porzadku:
A,B, G D,
to punkty, wehodzgee do zwigzku (4), wypadnic odpowiednio wypisaé tak:
' C, D, A, B.
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‘W szeregu przeto tych cztérech punktéw A, B, C'i D (fig. 2) sg do
zaznaczenia dwie pary punktéw: jedna A, B, a druga C, D. Punkty
ktoréjkolwick pary dziely harmonicznie odeinek, ograniczony punktami
innéj pary. Dlatego méwimy, Ze to sy dwie pary punktéw, har-
monicznie z sobg sprzezone. O czatérech za§ punktach, wypowie-
dzianych lub wypisanych w takim porzadku, iz piérwsze dwa tworzg je-
dng, a pozostale drugg parg punktéw, harmonicznie z tamts para sprze-
zong, powiadamy, iz one tworzg szereg punktéw harmoniczny,
albo, Ze to sg punkty harmoniczne.

1. Z wyraiet (2) wynika, Ze jezeli punkty A, B, C i D sy
harmoniczne, to

AC AD

BC°BD ™
Zamiast stosunku dwu stosunkéw, stanowiacego strong lews, téj réwnodei,
zwykle pisze sie, przez skrécenie: (ABCD). Gdy wige bedziemy cheieli
wyrazit, ze dwie pary punktéw, jedna A, B, a druga C, D, sq harmoni-
cznie z sobg sprzesone, czyli e cztéry punkty A B, CiD sg harmoni-
czne, to bedziemy mogli pi§miennie to tak krotko przedstawié:

1

(ABCD)=—1. .
Tak np., wlasno§é, wyprowadzong w ustgpie 10-ym, mozemy tak
zaznaczyC: jezeli (ABCD)=—1, to takZze (CDAB) = —1.

— Okazaé, Ze jezeli (ABCD)=—=--1, to w symbolu (ABCD) mo-
sna 7z soby przestawi¢ punkty téj saméj pary, t. j. zamiast symbolu
(ABOD) napisaé: (BACD), (ABDC), (BADC), a wiee takze (CDAB),
(CDBA), (DCAB) i (DUBA).

12. Z wykvéslenia, przeprowadzonego na fig. 2-6j, wynika latwy
sposdb rozwigzania nastepujacego zadania.

Zadanie. Dla trzech danyeh punlitow znalésé czwarty, ktoryby z ni-
mi tworzyl szereg harmoniczny. Np., dla trzech punktow: B, Ci A (fig. 3)
mamy znalésé taki czwarty D, iz-
by (DABC)=—1 [wtedy takze
(us. 10) jest (BCDA)=—1].
Przez dwa z danych punktéw, nale-
zgee do jednéj pary, t. j. przez pun-
kty Bi C, poprowadzimy w kie-
runku dowolnym proste, do siebie-
riwnolegle, a przez pozostaly z da- /
nych punktdw, t. j. przez punkt A,
poprowadzimy jakgkolwiek prosta,
przecinajaca te rownolegle; prze-

TIig, 3.
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dluzymy nastgpnie prosty FB tak, izby BG = FB. Na przecigeiu sie
prostych GE i AB otrzymamy Zgdany punkt D). —

— Zadanie. Przy takim samym, jak na fig. 3-&j, rozmieszczeniu
punktéw A, B i C, znalés¢ punkty D' i D" takie, iZzby odpowiednio
(D'BAC)=—1 i (D"CAB)=—1.

13. Gdy (ABCD)=—1, t. j. gdy ma miejsce zwigzek (3), to
z tego, co§my powiedzieli w us. 3-im, wynika (jak latwo to sprawdzié
zapomocy takich, jak wyzéj, wykréslen), Ze: im punkt C, znajdujac sig
w prawéj polowie (fig. 2) odeinka AB, jest blizszy punktu B, tym punkt
D jest takze blizszy tego punktu B; gdy punkt C razem sig schodzi z pun-
ktem B, to i punkt D takZe si¢ razem z nimi schodxi; wmiare, jak punkt
C zmienia swe poloZenio, od punktu B dayZge do 4rodka odeinka AB,
punkt D oddala si¢ od punktu B wprawo, dazge do punktu P, tak i%
wtedy, kiedy punkt C jest w érodku owego odeinka, punkt D jest w nie-
skoficzonoSci; gdy nastepnie punkt C od érodka odcinka AB dgzy do pun-
ktu A, to punkt D z'poloZenia w punkeie Py zdgza ku punktowi A, od
lewéj jego strony, imazem z punktem C schodzi sig w punkcie A. Oczy-
widcie, Ze nawzajem, gdy punkt D zmienia swe poloZenie, takze punkt (!
odpowiednio je zmienia, MoZemy wigec powiedziée, Ze: punkty C ¢ D, .
tworzqee parg, harmonicznic spragéiong ¢ parq punktéw A i B, znajduj
sig po téj saméj stronic $rodka odcinka AB, a po réinych stronach odpo-
wiedrnicgo punktw koticowego tego odcinka, do ktoregoto punktu albo jedn.-
czednie sig zblizajq, albotéz jednocze$nie oden sig oddalajg; wrazie sas, kie-
dy jeden # tych punktéw C i D razem sig schodzi ze $rodliem odcinka AB,
drugi z wich snwajduje sig w nieskoriczonoder.

14. Gdy (ABCD)=—11i punkt C, tak jak na fig. 2-j, dzieli od-
cinek AB wewngtrznie, to wowezas, kiedy punkt A oddali sig od punktu
B i zajmie np. poloZenie w A, (fig. 4), odcinek BC stanie si¢ wzgledem
A,C mniejszym, niz byl wzgle-
dem AC, a wige nowe poloZenie
punktu D, ktére nazwijmy D,,
bedzie blizéj punktu B (us. 13),
t. j., wskutek przesunigcia sig
punktu A wlewo, punkt D prze-
sungt sie réwniez wlewo. — Jest
wigc (A,BCD,) =—1. Wezmy
tu, zamiast punktu D,, punkt D.
Poniewaz tu punkt D,, aby dojs¢
do polozenia w D, oddali sig od
Fig. 4. punktu B, zatym zamiast punktu

C wypadnie wzigé punkt dalszy
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od B (us. 13), np. punkt C,, tak iz (A, B0, D)= —1. Zestawiajac zas
z sobg dwa szeregi harmoniczne punktéw: A, B,C, D i A,, B, C,, D,
widzimy, Ze, wskutek przesunigcia sig punktu A wlewo, punkt ¢ takze

sig. wlewo przesuwa. — Podobnie moZemy sobie objaéni¢, Ze jezeli
(ABOD)=—1 i punkt A pozostaje niezmiennym, to: wrazie, kiedy

punkt C pozostaje niezmiennym, wskutek przesunigeia sig punktu B
punkt D przesunie si¢ w tymze samym kierunku; wrazie, kiedy punkt D
pomstage niezmiennym, wskutek przesunigeia sig punktu B punkt C prae-
suwa sig w tymze samym kierunku. — A wige, jezeli dwie pary punkibw
8¢ 2 sobg harmonicznie sprzgéone @ jeieli jeden punkt kazddj pary pozostaje
niesmicnnym, to, wskutel przesunigeia sig jednego z pozostatych punkiéw,
drugi & nich jednoczesnie przeswwa sig w tyméze samym kierunku.

15. Niech (ABOD)=—1 (fig: 5), cayli 20 =20 gkqd

OB BD CB~ BD’
A=A Jezeli w ostatniéj proporeyi zamiast CB 1 BD naplwemy od-
powiednio AB—AC i AD—AB, i 5 N
to otrzymamy A g c B b
®) AB—AC__AD—AB _
AC =+ AD ) Tig, 5.
albo, po podzieleniu obu stron przez AB,
Y e BT
AG  AB—AB ™ AD’
czyli
2
(6)

AB~ AGTAD'
Nawzajem, ze zwigzku (6) latwo przejéé do zwigzku (5).

Dlugoéé AB w taki sposoh, t. j. czyto zapomocy zwigzku (5), czy-
t62 zapomocy zwigzku (6), zwigzang z dlugoSciami AC i AD, nazywa-
my §rednig harmoniczng tych dwu dlugosei AC i AD.

Jeszcze bowiém szkola Pitagorasa take liezbg &, kiéra od wigkszéj z dwu
danych liczb a 1 b jest mpiejsza o taky samg jéj czgsé, o jaks czgéé pozostald)
z tych liczb jest od téj pozostaléj wigksza, nazywala Srednip harmoniczng
liczb @1 b, Z tego okrédlenia, t.j. = tego, iz jednoczeénie (przypusémy np.
Ze a>>1p)"

T T
n n
(przy jakimkolwiek n), latwo, rugujac n 2 tych dwu réwnoSei, przejsé do rc-
wnosci (5) lub (6), t. j. do réwnodci
h—b u—h 5 2

1 ]
7 o oa o MR sty
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wyrazajacych, ze: «stosunek réznicy éredniéj harmonicznéj i mnisjszéj z danych
liczb do owéj mniejszéj z liezb danych jest rowny stosunkowi réznicy wigkszéj
z danych liczb i éredniéj harmoniczndj do t&j wigkszéj = liczb danych» i ze:
«podwéjna odwrotno$é dredaiéj harmonicznéj dwu liczb danych jest sumsg od-
wrotnodei kazdéj z tych liczb danycha»,

Zwi@zek przeto (5), albotéz zwigzek (6) wyraza, ze jeseli (ABCD)=
=-—1, to dlugosé odcinka AB jest $redniq harmoniceng diugodei odein-
liow A(, i AD.

— Okazat, Ze, nawzajem: jezeli cztéry punkty na prostéj, A, B, O
i D, sg takie, iz dlugoSci odeinkéw AB, ACi AD zado$¢ czynig czyto
zwiz}zkowi (5), caytéz awigzkowi (6), to (ABOD) =l

Dlategoto szereg punktow A, B, C i D na prostéj taki, iz dlugosci
odpowiednich odeinkéw zado$C caynig zwigzkowi (3), a tymsamym zwigz-
kowi (5), cayli zwigzkowi (6), nosi nazwe <harmonicznego».

1

16, Jezeli (ABQD) ——1 (fig. b), czyli J'é; lllil)’
szy przez S Srodek oggullta AB, mozemy powyZszg proporeyja tak na-
pisaé:

to, oznaczyw-

AS+SC AS + SD

SB—SC~8SD—SB"
Stad za$, awazajac, Zze AS—= SB, otrzymamy
(7) AS*=SC. SD.

Jest wige dlugos¢é AS Sredmnig gieometryczng dwu dlugosei SC
i SD, t.j. jeieli dwie pary punktow sq harmonicanic z sobg sprzeéone, to
f!'lugouo polowy odeinka migdsy punktami jednédj pary jest $redniq gicome-
tryceng dww dlugoSci odeinkéw, ograniczonych prsez punkt, dzielgey ne
polowy odecinels migdzy punltami té pary, i prses kazdy z punktéw dru-
9iéj pary.

— Okazaé, ze, nawzajem: jezeli cztéry punkty A, B, C i D na pro-
stéj sq takie, Ze, gdy przez S oznaczymy érodek odeinka AB, miedzy
dlugosciami odcinkéw AS, SC i SD ma miejsce zwigzek (7), to
(ABCD) = —

17. Opiérajace sig na powyz-

i TN M sz6j wlasnoéei, latwo mozemy ina-

2~ AN czéj rozwigzat zadanie us. 12-go.
__:f i \‘\\ Zadanie. Dla traech danych
{ Pl ' b punltiw znalésé ezwarty, ktoryby
A & ¢ B D z mimi tworzyl szereq harmoniczny.
Fig. 6. Np.jezeli dla trzech punktow A, B,

C (fig. 6) mamy znalésé taki punkt
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czwarty D, izby (ABCD) =— 1, to, zakrésliwszy na odcinku A B, jako-
na, §rednicy, polkole i z punktu C wyprowadziwszy do tego odcinka pro-
stopadly, wykréslimy w punkcie M, w ktérym ta prostopadla przecina ko-
Yo, styczng MD do niego, a punkt spotkania sig t&) styczndj z podstawa.
AB, t. j. punkt D, jest punktem szukanym, Jest bowiém SM*—=S(C.SD,.
a'ze SM = AS, przeto ma miejsce zwigzek (7). — Gdyby za$ dla danych
punktéw A, B, D nalezalo znalésé punkt C taki, izby (ABCD) = —1,
to naprzéd wypadloby z punktu D poprowadzié styczng do kola, zakré-
§lonego na AB, jako na $rednicy, nastepnie za$§ z punktu stycznosei M
spu$cié prostopadly MC na podstawg AB, a spodek téj prostopadléj,
punkt C, bedzie punktem szukanym.

18. Uwaga, JakeSmy widzieli (us. 12, 17), dla trzech danych
punktéw na prostéj moZna zawsze znalé$é taki na niéj punkt czwarty,
izby te cztéry punkty tworzyly szereg harmoniczny punktéw. Z tego zas,
coSmy mowili w us. 3-im i 5-ym, wprost wynika, ze dia trzech danych
punktéw: A, B C na prostéj moina mmalésé jedén tylko taki punkt D,
ktéry z punktem C tworgylby parg, harmonicznie sprigéong 2 parg A, B,
gdyi, jezeli np. stosunek %% przedstawia liczbg 7, to jeden jest tylko punkt
D taki, iZ %—% =— 1. Zwigzek (7) okazuje to takze, gdyZ, przy danych
punktach A, B i (), dane sy dlugosci odeinkéw AS i SC, a wtedy jedne
tylko mozna znalésé taks dlugosé SD, ktéraby zadost czynita réwnodei (7).

19. Dla trzech punktéw: A, BiS (fig. 5 lub 6) cawartym pun-
ktem, ktoryby wraz z punktem S przedstawial pare, harmonicznie sprzeio-
ng z parg punktow A i B, jest (us. 13) punkt P, tak iz (ABSPo) =—1.
Nawzajem, jezeli (ABCPy) =—1, to AC=CB. T.j. jeseli z cztérech
punktéw harmonicanych jeden jest punktem w nieskoiczonosci, to drugi
punlt, nalezacy do jednd) & nim pary, dzicli na polowy odeinel zawarty
migdzy punlitami pary pozostaldi, i nawzajem. —

Przypudémy, Ze na prostéj punkty A i B sq stale, punkty za§ B i ¥
zimieniajg swe polozenie, lecz tak, iz przy kazdym jednoczesnym poloZeniu
punktow i F jest (ABEF)=—1, i Ze na fig. 5-¢j punkt E porusza
sig od C do A (a wige przechodzi przez punkt S); wéwezas punkt F, po-
ruszajac sig po téjze prostéj od D wprawo (us. 13) do A, przechodzi
przez punkt P na té] prostéj (us. 4), od ktérego dochodzi do punktu A
z lewdj jego strony (us. 13). 'Widzimy zatym, Ze gdy punkt K przebiega
odcinek skoticzony CA, punkt F, tworzacy z nim pare, harmonicznie
sprzezong z pary punktéw A i B, przebiega jedunoczeSnie odeinek nieskori-
czenie wielki DPaoA . — MozZemy wiee powiedziée, Ze wledy tylko odeinki,
praebicione prec: punkty, tworaqee weiqé parve, harmonicznie Sprigong
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2 parq punkléw A i B, sq oba skoticzone, gdy na zadnym & nich nie snaj-
duje sig Srodel: odeinka AB; gdy na jednym z tych odeinkéw znajduje sie
Srodel: odeinka AB, to na pozostalym znajduje sig punkt w nieskoriczonosei:
gdy na jednym znajduje sie i srodel odeinka AB 1 punkt w nieskosiczono-
Seiy to zaajdujy sig one réwnicz i@ na drugim 2 lych odeinkéw.

PEK PROMIENI. PEK PROMIENI HARMONICZNY.

20. Mowilismy dotad (us. 1, 8—19) o zbiorze punktéw, lezgeych na
jednéj prostéj; weZmy jeszcze pod uwage zbiér prostych, przechodzacych
przez jeden punkt. )

Gdy proste przechodzg przez jeden punkt, to kaZda z nich (w obie
strony nieograniczona) nazywa si¢g promieniem. Zbior prostych, leg-
cych na t&) saméj plaszezyznie, a przecinajgcych sig z sobg w jednym
punkeie, nazywa sig pekiem promieni. Punkt przecigecia sig promie-
ni peku nazywa si¢ widrzcholkiem peku.

21, Pek cztéxgeh promieni, z ktérych kaidy 1nzechodm przez inny
z cztérech punktéw szeregu harmonicznego, nazywa sig pekiem pro-
mieni harmonicznym. Tak np., jeZeli (ABCD) =—1 (fig. 7), to
proste a, b, ¢, d, przechodzgce wszy-
stkie przez tenze punkt B, jakkol-
wiek zewngtrz podstawy AB leZgey,
a oddzielnie przez punkty odpowie-
dnio A, B, CiD, tworzg pek har-
moniczny o wiérzcholku w punkeie It.

s Pary promieni, jedna: a, b, druga:

\ ¢, d, przechodzgeych przez pary od-
d powiednich punktéw (A, B; C, D),
harmonicznie z sobg spracZone, nazy-

waja sigrowniez (us. 10) dwiema pa-

rami promieni, harmonicznie

z sobg sprzgzonymi. PodobnieZ

o cztérech promieniach, wypisanych lub wypowiedzianych we wlasciwym
(us. 10) porzgdku, powiadamy, i% to sy promienie harmoniczne—

Tigczac wige linijami prostymi jakikolwiek punkt, lezgcy zewngtrz
podstawy szeregu harmonicznego, z punktami tego szeregu, otrzymamy
pek promieni harmoniczny. —

Nasz pek promieni (fig.7) bedziemy, dla kr6tkoei, oznaczali symbolem
(abed), albotéz, jezeli wyraznie zaznaczamy jego wiérzcholek, symbolem *)

Fig. 7.

*)  Oznaczywszy prosta AD przez ¢, moglihydmy szereg punktéw (ABCD) odpowie-
dnio tak przedstawié: e(abed), Nie uzywa sig jednak takiego oznaczania.
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E(ABCD), ktory, oczywiscie, toZ samo znaczy, co np. symbol E(FGIH).
Bedziemy tu rozwazali tylko peki promieni harmoniczne; dlatego, w ta-
kich symbolach, piérwsze dwie litery w nawiasie odpowiadajg jednéj,
a pozostale drugiéj z dwu par promieni, harmonicznie z sobg sprze¢zonych.

Gdyby punkt B, t. j. witrzcholek peku (abed), byl na nieskoficzenic
wielkiéj odleglodei od podstawy AC, to te promienie bylyby do siebie ro-
wnolegle (us. 6). A wige: proste, do siebie réwnolegle, przechodzace
przez punkty szeregu harmonicznego, tworzg, pek harmoniczny.

22, Wedlug tego, coémy widzieli w us. 13-ym, jezeli pgk promieni
(abed) jest harmoniczny, to: im promiefi ¢, przecinajgcy odcinek AB
(fig. 7) w prawéj jego polowie, znajduje si¢ blizéj promienia b, tym pro-
mien d jest takze bliZszy tego promienia 0; gdy promien ¢ razem sig scho-
dzi z promieniem b, to i promien d takZe sig razem z nimi schodzi; wmia-
re jak promief ¢ zmienia swe poloZenie, od promienia b -dyZge do tego
polozenia, przy jakim przecina odcinek AB w jego Srodku, promien d od-
dala si¢ od promienia b wprawo, dgZac do poloZenia réwnoleglego (us. 6)
do podstawy AB, i t. d.

Zauwazmy tu jeszeze, Ze promienie jednéj pary peku harmoniczne-
go przechodzg w réZnych parach katéw wiérzcholkiem przeciwleglych,
utworzonych przez promienie drugiéj pary.

23. Polgeczmy na fig. 2-6j punkt F z punktem A (fig. 8). Ponie-
waz (ABCD) = — 1, przeto pgk F(ABCD) jest harmoniczny. Przetnij-
my te promienie jakgkolwiek
prosta poprzeczng (nie prze-
chodzacy przez wiérzcholek T),
np. prosty A'B'; przetnie ona
promienie «, b, ¢, d tego peku
harmonicznego w punktach od-
powiednio A', B!, C', D'. Przez
punkt A' poprowadzmy prosta,
rownolegly do FB', a wige
fymsamym (us. 8) réwnolegly
do EE,, wskutek czego talZe
E'A'= A'E'|. Taksamo prze-
to, jak w us, 8-ym, mozna do-
Wiésc, ze punkty C'i D' dziely
odeinelk A' B' wewnetrznie i ze-
wnetrznie w pewnym tym sa-

mym stosunku, Wprawdzie sto- -
el

o, :
sunek By Mmoze przedstawiané Fig. 8.
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ey ! 1
inng liczbe, niz stosunek i%-c— , lecz zawsze ﬁ—é—’; = %;1»];)7, czyli
(A'BC'D') == —1. — Taksamo moglibyémy takze okazat, ze naprzyklad
(A"B"'C'D") = —1, i t. d.— A wige, prosta popraccena przecing promic-

nwie pelu harmonicancgo w punktach, tworzqeych szereg harmoniczny.

Ta wazna wlasno§é pgku harmonicznego promieni jest szezegélnym pray-
padkiem ogélniejszéj wlasnogei jakiegokolwiek peku cztérech promieni (us. 20},
mianowicie: gdy pelk cztérech promieni przetniemy jakimikolwiek poprzeczanymi,
to dla wszystkich poprzecznych stosunel dwu licab, z ktéryeh jedna wyraia, w ja-
kim stosunku jest podzielony odeinele pewné; poprzecznéj, zawarby miedzy
dwoma promieniami, przez trzeci, n druga wyraza stosunek, w jakim tenze
odeinek jest podzielony przez czwarty promien *), jest staly, T wlasnosé juz
wypowiada w swym dziele Pappus, Zyjacy w Aleksandryi w wieku IV po Chr.

24. (Gdy pek promieni (abed) jest harmoniczny, a poprowadzimy
prostg, réwnolegla do jednego z tych promieni, np. do promienia b (fig. 9),
to ona przetnie ten promiei w P,
tak iz wtedy (APoCD)=—1,
skutkiem czego (us. 19) jest DA —=
=AC. A zatym, gdy prosta jest
réwnolegle do jednego z promieni
pekow harmonicanego, to drugi pro-
mien, naleqey # tamtym do jedné;
pary, deieli na polowy odcinel owdj
rwnolegldj, zawarty migdzy pro-
mieniami drugicj peary.

25. Zadanie. Dla trzech
danych promieni znalésé czwarty,
Ftoryby 2 nimi taworzyl pel harmo--
nicany.

Fig. 9. a. Gdy poprowadzimy pro-

sta, przecinajgen wszystkie trzy

dane promienie, a dla trzech punktéw przecigeia wyznaczymy cawarty

punkt szeregu harmonicznego (us. 12, 17), to prosta, przechodzgea przez

ten punkt i przez wiérzcholek peku, bedzie promieniem Zgdanym. Jezeli

sie zdarzy, Ze ten cawarty punkt jest P, to Zgdany promief jest rowino-
legly do poprowadzonéj poprzecznd;.

b. Gdy, majac dla promieni a, b, ¢ wyznaczy¢ taki promien d, ktd-
vyby z ¢ tworzyl pare, sprzeZony z parg a, &, poprowadzimy prosta, r6-

#)  Czyli tak zwony wogdle «stosunck podwdjnego podzinlus», albo «stosunek an--
harmoniczny» szeregn tych cztcrech punktdw praecigein
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wnolegly do b (fig. 9), to nalezy na niéj, od punktu A w druga strong
oddzieli¢ odcinek AD réwny odcinkowi AC, a, laczac prostg otrzymany
punkt D z wiérzcholkiem F, mié¢ bedziemy promien Zgdany d. — Gdy-
bySmy za$ poprowadzili prosts, réwnolegly do C, to nalezaloby jéj odci-
nek, zawarty migdzy promieniami «, d, podzielic na polowy, a prosta, 1g-
czgea punkt podzialu z wiérzchotkiem, hedzie Zadanym promieniem d.

Uwaga. Dla trzech danych promieni: a, b, ¢ moZna zawsze znalésé,
lecz jeden tylko, taki czwarty promien d, iZby np. pek (abed) byl harmo-
niczny (por, us. 18),

26. Jeieli (ABCPs)=—1, a proste do siebie réwnolegle, ma-
jace zreszty jakikolwiek kierunek, przechodzgce przez punkty A, B, C,
nazwiemy odpowiednio «, b, ¢, prosty zé w nieskoficzonodci (us. 7) na-
zwiemy p, to (us. 21) pek promieni (abepss) jest harmoniczny. Wtedy
nadto, poniewaz AC = CB, odleglo§¢ réwnoleglych « i ¢ jest réwna odle-
glodei rownoleglych ¢ 1 b, A wiec, dwie proste do siebie rdwnolegle, prosta
tlo nich réwnolegla, przechodzqea migdey tamtyme dwiema w jednalowéf od
niel odleglosct, ¢ prostea w nieskoiczonodet twor zq pek promient harmoniceny.

27. Inny szezegélny pek promieni harmoniczny tworzg dwa ra-
miona kgta, dwusieczna tego kata i dwusieczna kata prazyleglego. Zau-
wazyt latwo, Ze jezeli prosta ¢ (fig. 10) jest dwusieczng kgta AEB, to
dwusieczna kata prayleglego BEG

jest do prostéj ¢ prostopadla (na L

mocy twierdzenia o katach przy- . \E// i
leglych). Gdy wige poprowadzi- i3 =
my prostopadla do promienia ¢, to
ona, jako réwnolegla do dwusie-
cznéj d kata przyleglego, przecina
sig z nig W P, Z réwnoéei zaé
trojkatéow ACE i CEB (majo-
cych bok spdlny, Yaczgey widrz-

\
cholki katéw réwnych) wynika, Ef}
ze AC =CB; jest (us. 19) przeto _ Tig. 10.
(ABCPs) =—1, t. j. pek pro-
mieni (abed) jest harmoniczny. A zatym, dwe ramiona kqta, jego dwu-
sieczna 1 dwusieczna kata preyleglego tworzg pel promient harmoniczny,
a te dwusiecene sq do siehie prostopadie.

MozZemy tu zauwazyé, ze, wogdle, gdy pek promieni (klmn) jest har-
moniczny, to oba promienie jednéj pary peku znajdujg sig¢ (wraz z tym
promieniem drugiéj pary, ktorvego sg blizsze) w téj saméj parze kgtow
prostych wiérzchotkiem przeciwleglych, ktore tworzg dwusieczna kata
miedzy promieniami drugiéj pary i dwusieczna kata przyleglego.

Bitl, mat-fiz., S. 111, T. V" /
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— Dowit§€, %e nawzajem,

a. Jezeli promiende jednéf pary peku harmonicznego sq do siebie
prostopadle, to dzielg kat, utworzony przez promienie drugiéi pary, i kqt
don preylegly na polowy.

b. Jeieli z cotérech promieni dwa sq do siebie prostopadle i jeden
2 nich dzieli kgt mipdzy promieniami pozostalymi na polowy, to pidrwsze
dwa promienie tworzq parg, harmonicanie sprzgéong & parqg promieni po-
zostadyeh. —

7 tego wynika, Ze gdybySmy mieli dla trzech promieni a, b, ¢
znalésé czwarty d, ktéryby z ¢ tworzyl parg harmonicznie sprzgZong z pa-
ry a, b, za§ promien ¢ byl dwusieczng czyto kata migdzy promieniami
a, b, cuytéZ kata przylegtego, to naleZaloby w wiérzcholku poprowadzic
prostopadly do ¢, a ta prostopadla przedstawialaby Zadany promien d.—

Z wlasnoSei, zaznaczonéj w tym ustepie, mozna takie skorzystaé
przy rozwiazywaniu ogélnego zadania, ktorym juz zajmowali$my sig w us.
12-ym i 17-ym.

Zadanie. Dla trzech danych punktow znalésé ezwarty, Itéryby
z mami tworzyl szeveg harmoniczny. Np. dla punktow A, B, € znalééc
taki D, izby (ABCD)=—1. Na odcinku AB, jako na $rednicy, kré-
§limy kolo, a ktérykolwiek jego punkt, inny niz A i B, np. punkt B, 13-
czymy prostymi z punktem C i tym z punktéw A Iub B, ktéry jest bliz-
szy punktu C, dajmy na to—z punktem B, Z punktu E wyprowadzamy
prosts, ktoraby z prosta B tworzyla kat réwny katowi CEB. Punkt spot-
kania sig téj prostéj z podstaws A B jest Zadanym punktem D. Dlaczego?

28. Majac pek promieni (abed) harmoniczny, z jakiegokolwiek
punktu S (fig. 11), jako &rodka, poprowadzmy kolo, przechodzgce przez
. wiérzcholek T8 tego peku; ono

przetnie promienie peku w pun-

ktach odpowiednio A, B,CiD.

Jezeli te punkty polgczymy

prostymi z jakimkolwiek pun-

ktem E' na kole, to kaide

dwa z cztérech promieni peku
T'(ABCD) utworzg z soby, ta-

o kiez same kyty, jak odpowie-
““_ dniepromienie peku E(ABCD),
tak iz mozemy, wyprowadziw-

szy pek E'(ABCD) ze swego
poloZenia, nadaé mu takie polo-

zenie, iz wicrzcholek jego znaj-

dzie sig w punkeie I, a wszyst-
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kie jego promienie zejdg sig razem z odpowiednimi promieniami’ peku
harmonicznego E(ABCD). Jest wiec pek promieni E'(ABCD) 'wwphéz
harmoniczny. A zatym, jezeli oznaczymy na kole citéry punity taﬂ,ee, G2
proste, gczqee je # pewnym punkiem na kole, tworzq pek promient harmo-
niezny, to odpowicdnic proste, fgczace owe cztéry pzm?afy Z Jalem?»além‘ﬁ
punktem na kole, przedstawiajq véwnies pel promient harmioniczany.

CZWOROBOK ZUPEENY. CZWOROKAT ZUPEELNY.

29. Poznane dotad (us. 12, 17, 25, 27) sposoby wyznaczenid dla
trzech punktéw danych czwartego, tworzgcego z mimi szereg harmoni-
czny, lub dla trzech promieni danych czwartego, tworzacego z nimi-pek
harmoniczny, wymagaly, przy uskutecznianiu wykrésle, albo.w.}_)rgsi‘,
albo posrednio (prowadzenie réwnolegléj, prostopadléj, dzielenie odcinka
na polowy, kréslenie kata réwnego innemu) uzycia cyrkla. Wylo‘gjf-
my teraz sposéb, rozwigzania obu tych zadaf przy pomocy samego tylko

linijalu.

a. Zadanie. Dla trzech pun-
Ttéw: A, Bi C (fig. 12) znalésé ta-
ki czwarty punkt D, i2by para pun-
ktow C, D byla harmonicanie sprzg-.
Zona z parg A, B.

b. Zadanie. Dla trzech pro-
mieni: a, b i ¢ (fig. 12) enalééé taki
cawarty promien d, iéby para-pro-
mieni ¢, d byla harmonioznie spreg-
fona z parg a,b.

Tig. 12.

Przez punkt G, z ktdrym punkt
szukany ma tworzyé pare, popro-
wadzmy prosta dowolng CF, a z je-
dnego z punktéw A i B, np. z pun-
ktu-A, poprowadzmy dwie dowolne
pm‘stc AT i AG, ktore przecinajg
prosty CF w punkt*wh FiG..  Te
punkty polgezmy z punktem B pro-
stymi BF i BG, ktore przetng pro-

Na promieniu ¢, z Ktérym pro-
mien szukany ma tworzyé pare, o-
bierzmy punkt ‘dowolny G, a na je-
+ dnynrz z promieni a i b, np. na pro-
mieniu @, ;obierzmy dwa dowolne
punLty, A i B, ktére polgczmy
zpunktem G pr os._t) mi AGiEG. Te
proste przetng sie z promieniem ¥
w punktach H i B, ktére polacziry



20 PRZECIECIA STOZKOWE.

ste odpowiednio AG i AF w pun- | z punktami odpowiednio F i A pro-
ktach H i . Punkt przecigeia sig | stymi EH i1 AB. Prosta, Iyczgea
prostéj, laczacéj tak wyznaczone | punkt przecigeia sig tak wyznaczo-
punkty H i B z podstawsg, AB, jest | nych prostych EH i ABz wiérzchol-
szukanym punktem D. kiem I, jest szukanym promieniem d.

Zeby dowiésé, Ze odpowiednio punkt D Iub promieii d przedstawia-
ja rozwigzanie zadania, przypusémy, seSmy dla trzech promieni a, b i ¢
wyznaczyli czwarty promief & peku harmonicznego (abek), i réwniez,
ze$my dla promieni GA, GB, GC, z ktérych piérwsze dwa nalezg do
jednéj pary, wyznaczyli czwarty promien ! pgku harmonicznego o wiérz-
cholku w punkcie G. Promienie obu tych pekéw przetng poprzeczng AB
w punktach, tworzgeych szeregi harmoniczne (us. 23). Lecz trzy z tych
punktéw, A, B i C, sy tez same dla obu pgkéw i w obu razach punkty A
1'B sa punktami jednéj pary; a wige (us. 18) owe czwarte promienie £ i /
przecinajg, sig z prosty AB w tymze samym punkcie, nalezgcym do téjze,
co punkt O, pary. Tei same atoli peki harmoniczne, jeden (abck)
o wiérzcholku w punkcie F, drugi (GA, GB, GC, 1) o wiérzcholku
w punkeie (&, przecinajgy poprzeczng EH w punktach, tworzgcych szeregi
harmoniczne. Lecz trzy z punktéw przecigeia sig promieni tych pekéw
z prosty EH, t. j. punkty E, Hi I, sg spblne, a ze wzglgdu na kazdy
z tych pekéow punkty K i H nalezg do jednéj pary, a wige i owe czwarte
promienie % i I przecinajg sig w tym samym punkeie z prostg EH. Gdy
za§, jak widzimy, punkt spotkania sig promieni % i / lezy jednocze$nie na
obu prostych AB i EH, przeto jest nim punkt, w ktérym sig te proste
przecinajg, t. j. punkt D. Zatym, rzeczywiscie, punkt D tworzy z pun-
ktem C pare, harmonicznie sprzgzong z parg punktéw A i B, a promiei
d tworzy z promieniem ¢ pare, harmonicznie sprzgzong z parg promioeni
a i b— czego nalezalo dowiésd,

30. Widzieliémy, Ze na figurze 12-¢ jest (ABCD)=—1,
(EHID) =—1. Zauwaimy nadto, Ze, poprowadziwszy promieii AT,
otrzymamy pek A(EHID), ktérego promienie przechodzg przez punkty
szeregu harmonicznego. Jest wige ten pek A(EHID) harmoniczny
(us. 21), a przeto punkty przecigeia sig jego z poprzeczng FG utworzg

trzeci taki szereg harmoniczny (FGIC) =-—1 (us. 23).
! I podobnie, jak dwu tym szeregom harmonicznym,
(8) (BHID)=—1, (FGIC)=-—1,

odpowiada jeden pegk harmoniczny o wiérzcholku w punkcie A, tak r6-
wnieZ odpowiada obu jeden pek harmoniczny o wiérzcholku w punkeie B.
Mozemy zn§ dla trzeciego szeregu

(9) (ABOD) = —1
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przyjaét, jako odpowiedni, pek harmoniczny o wiérzcholku w punkeie I.
Podstawami szeregéw (8) i (9) sa proste

(10)

EH, FG, AB,

wiérzcholki za$ pekow wspomnianych sg w punktach

(11)

Zauwazy€ tu mozemy, %e:

@. piérwsze dwie z prostych
(10) przecinajg si¢ w trzecim z pun-
ktow (11).

& B 1

b. zpolgezenia piérwszych dwu
z punktéw (11) otrzymujemy trzecig
z prostych (10).

Wezmy pod uwage czworokqat EFHG., W nim:

¢. piérwsze dwie z prostych
(10) 1aczg z sobg przeciwlegle wiérz-
cholki: Ez H, F z G.

Widzimy wige, Ze:

e. jezeli wezmiemy pod uwage
sze§é (us. b, ¢) punktow: E, H,
F, G, A, B, to proste (10), pod-
stawy szeregdw harmonicznych, Ig-
ez kolejno kazdg pare tych pun-
ktéw, z ktorych piérwsze cztéry sg
wiérzcholkami czworokgta EFHG.

d. piérwsze dwa z punktéw (11)
sg punktami przeciecia sig przeciw-

leglych bokéw: EF zGH, EG z FH.

/. jeZeli wezmiemy pod uwage
szeé (us. a, d) prostych, EF, GH,
EG, FH, EH, FG, to punkty (11),
wiérzcholki pekéw harmonicznych,
sg punktami przecigcia sig kolejno
kazdéj pary tych prostych, z kté-
rych piérwsze cztéry sg bokami
czworokgta BFHG.

31. Aby w piérwszym razie o pozostalych dwu z tych szefciu pun-
ktow, a w drugim razie o pozostalych dwu z tych szeécin prostych, mozna
bylo podobnie si¢ wyrazaé, jak o piérwszych cztérech odpowiednio pun-
ktach Iup prostych, wprowadzimy nowe pojecia: «czworoboku zupelnego»

i «czworokgta zupelnego».

Czworobokiem zupelnym
nazywamy figure, utworzong przez
cztéry proste na plaszezyZnie, z kto-
rych Zadne trzy nie przechodzg przez
ten sam punlkt.

Wszystkiemozliwe punkty prze-
cigcia si¢ kazdych dwu z tych czté-
rech prostych przedstawiajg sze$é
«wiérzcholkéw» czworoboku zupel-
nego.

Uzworokgtem zupelnym
nazywamy figure, utworzong przez
cztéry punkty na plaszezyznie, z kto-
rych Zadne trzy nie lezg na téj sa-
méj prostéj.

Wszystkie mozZliwe proste, 1g-
czace kazde dwa z tych cztérech
punktéw, przedstawiajg sze$¢ «bo-
kow» czworokgta zupelnego.
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-Niech cztéry- proste («boki») |

1, 2, 8 i 4 (fig. 13) tworza czwo-

Fig. 13.

rohok zupelny, Wiérzeholkami je-
go sg punkty: (12), (13), (14), (23),
@4i(34).

N t;.? kazdym boku lezg trzy
wiérzcholki. “

Kazde dwa wiérzcholki, nie le-
28,00 g tym samym boku, nazywaja
sig «wiérzcholkami przeciwleglymi».
Jest ich trzy pary:

(12)i (34), (23)i (14), (13)i (24).

Proste, Igczagce z soby dwa
wiérzcholki przeciwlegle, nazywaja
sig «prostymi przekgtnymi». Jest
ich trzy; w porzgdku wypisanych
powyzéj par wiérzcholkéw przeciw-
leglych sg one:

7y & &

Trzy punkty przeciecia sie zso-
by, kazdych dwu z tych przekgtnych
s4: '

R, punkt przecigcia sig przek, sif,
S

» " » »n tl?"
s rie

i

n n n

PRZECIKCIA STOZKOWE,

Niech cztéry punkty («wiérz-
chotki») 1, 2, 31 4 (fig. 14) tworzy

Fig. 14,

czworokat zupelny. Bokami jego
sg proste: (12), (13), (14), (23),
(24) i (34).

W kazdym wiérzcholku scho-
dzg, sig trzy boki. i

Kazde dwa boki, nie schodzgce
sig w tym samym wiérzcholku, nazy-
wajg si¢ «bokami przeciwleglymi».
Jest ich trzy pary:
(12) i (34), (23) 1 (14), (13) i (24).

Punkty przecigcia si¢ dwu bo-
kéw przeciwleglych nazywajg sig
«punktami przekatnymi», Jestich
trzy; w porzgdku wypisanych po-
wyzé) par hokéw przeciwleglych
sg one:

Ry B %

Trzy proste, laczace z soby
kazde dwa z tych punktéw przeks-
tnych, sg:

r, 1aczgca punkty przekatne S i T,
TR
RiS.

§ ” n »

t n n n
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Wyszedszy z ktéregokolwiek
boku, moina trzema sposobami,
przechodzge w wiérzcholkach do
innych bokéw, obéjsé je wszystkie
i wrdcié do boku, z ktérego sig
wyszlo. W ten sposob powstang
trzy «czworoboki pojedyicze»:

1234, 1342, 1493,

czyli, jezeli je wyrazamy zapomocs
wiérzcholkéw,
(12)(28)(34)(41), (13)(34)(42) (21),
(14) (42)(23)(31).
(Wykréslit je oddzielnie.)
32. Wracajac do tego, coSm

dzimy teraz, ze:

sze§¢ punktéow, wzmiankowa-
nych pod e. wus. 30-ym, s, (fig. 12)
szefcioma wiérzcholkami czworobo-
ku zupelnego, utworzonego przez
proste: AF, B, BE, HA ;

trzy proste (10), EH, FG i AB,
sg prostymi przekgtnymi tegoZ
czworoboku zupelnego, przecinajace
si¢ po dwie w punktach I, C, D.

OKAT ZUPEENE, — 32, 23

Wiyszedszy z ktéregokolwiek
wiérzcholka, moZna trzemasposoba-
mi, przechodzae po bokach do in-
nych wiérzcholkéw, obéjsé je wszyst-
kie i wrécit do wiérzcholka, z ktore-
gosiewyszlo. W ten sposab powsta-
ng trzy «czworokaty pojedyicze»:

1234, 1342, 1493,

czyli, jezeli je wyraZamy zapomocs,
bokéw,

(12)(23)(34) (41), (13)(34)(42)(21),
(14)(42)(23)(31).

(Wykréslié je oddzielnie,)

y powiedzieli na koticu us. 30-go, wi-

sze§¢ prostych, wzmiankowa-
nych pod f. w us. 30-ym, sg (fig. 12)
szefcioma, bokami czworokata zu- -
pelnego, utworzonego przez punkty:
E,F H,G;

trzy punkty (11), A, BiI, sg
punktami przekgtnymi tego czwo-
rokqta zupelnego, polaczone z soby
po dwa prostymi AB, BI, TA.

Jakesmy widzieli w us. 29-ym i 30-ym,

a. mna przekatnych (10) za-
chodzg szeregi harmoniczne pun-
ktow:

(EHID), (FGIC), (ABCD),
czyli —na fig. 13-6j — szeregi har-
moniczne punktow:

((1H(23)TR), ((12)(34)TN),
((13)(24)SR).

Wlasno$é te mozemy teraz tak wy-

slowit: na kazdé) preekainéj czwo-

*) Piérwsze dwa z tych pekdw mo
(por. us. 30),

0. w punktach przekagtnych
(11) zachodzg peki harmoniczne
promieni ¥):

A(EHID), B(FGIC), I(ABCD),
czyli — na fig. 14-) — peki harmo-
niczne promieni:

S((14) (23)r1), R((12) (34)s0),
T({13)(24)7s).

Wlasnosé te moZzemy teraz tak wy-

slowit: w kazdym punkcie przekq-

zna takze tak wyrnzié: A(FGIC), B(EHID)
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robolw zupelnego pumlity przecigeia
sig géj z porzostalymi przekginymi
tworzg pare, harmonicenie spree-
gong z parqg wiérzcholkéw, przez
ltore ta prackqtna przechodzi.

tnym czaworokgta zupelnego, promie-
nie, lgczqee go & pozostadymi punkt-
mi preekginymi, tuworag parg, harmo-
nicznie spragiong z para bokow, kio-
ve w tym punkete preckabeym sip
schodzq.

Z tych wlasno$ci wyprowadzimy inne,

c. Proste, Igczgce punkty (fig.
13) tylkoco wypisanych szeregbw
harmonieznych z punktami odpo-
wiednio S, R, T, tworzg peki pro-
mieni

S((14) (23) 1), R((12)(34) %),
T((18) (24)75)

harmoniczne (us. 21). A wiec,
w czworobolku supetnym kazde dwic
preekgine  tworzg = prostymi, Litd-
ve punkt -ich praecigeia sig lgezq
z dwoma wiérzchotkami pozostaly-
mi, dwie pary promieni, harmoni-
cznie & sobq sprzgione.  Zauwazyt
nalezy, iz tylko ostatni z wypisa-
nych tu pekéw jest jednoznaczny
z ostatnim z pekéw pod .

e. Proste, Inczgee punkty ka-
Zzdego z szeregdw harmonicznych
pod @. z ktérymkolwiek z wiérz-
cholkéw czworoboku, leiacych ze-
wagtrz podstawy szeregu, tworzs
peki harmoniczne, ktére bedzie-
my mogli tak omowit: w kaidym
2 widrzchollkiw czworoboku zupel-
nego prackgtna @ prosta, tyczgea ten
wicracholels 2 punktem przeciecia
sig dwu pozostatych praekginych,
tworzg pare promeent, harmonicenie
spragzong # parg bokéw, przecho-
dzqeych przez ten widrecholek,

d. Punkty przecigcia sig pro-
mieni (fig. 14) tylkoco wypisanych
pekow harmonicznych z prostymi
odpowiednio s, », ¢ tworzy szeregi
punktow

(LMTR), (PNTS), (HKSR)

harmoniczne (us. 23). A wige,
w czworokqeie supelnym kazde dice
punlity przekatne tworzg z punktami,
w kstérych prosta, je lgezqea, przecina
dwa bolsr posostale, dwie pary pun-
Ltéw, harmonicenie 2 sobg. spragzone,
Zauwazyt nalezy, iz tylko ostatni
z wypisanych tu szeregow jest je-
dnoznaczny z ostatnim z szeregow
pod a.

f- Punkty przecigcia sie ka-
zdego z pekdéw harmonicznych pod 2.
z ktarymkolwiek z hokaw caworok:-
ta, nie przechodzycych przez wiérz-
cholek peku, tworzg szeregi harmo-
niczne, ktore bedziemy mogli tak
omowic: na kaidym z bokéw czwo-
rokate zupelnego punkt przckatny
i punkt preeciecia sig tego boku
# prostg, dgesaeq  dwae  pozostale
punkty przekgtne, tworzq parg pun-
tdwe, harmonicznie spregiong 2 pa-
rg widrzcholldw, lezacych na tym
boku. '
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33. COwiozenia.

1°, Miejsee gicometryezne punktu na 'ptaszczy:anie, dla ktérego stosu-
nek jego odleglosei od dwu punktéw stalych jest staly, jest kolem; odcinek wy-
znaczony przez to kolo na prostéj, przechodzacéj przes punkty stale, jest jego
grednicq. ’

29, W wiérzcholku réwnolegloboku dwa jego boki, przekatna, prze-
chodzgena przez ten wiérzcholek, i réwnolegla do przekatnéj pozostaléj twbrzg
pek promieni harmoniczny. (Stad wynika sposéb wykréslenia dla trzech da-
nych promieni ezwartego, tworzgcego z nimi pgk promieni harmoniczny.)

39, Miejscem gieometrycznym punktu, dla ktérego stosunek jego odle-
glodei od dwu prostych stalych jest staly, jest uklad dwu prostych *), tworza-
cych z prostymi stalymi pgk promieni harmoniczny.

4° a, Dane sy trzy przekatne czworoboku zupelnego i jeden jego bok;
wykréglié ten czworobok zupelny,

b, Dane sg trzy punkty przekatne caworokgta zupelnego i jeden je-«
go wiérzcholek; wykréslié ten czworokgt zupelny,

5% a. Dany jest jeden z punktéw szeregn harmonicznego i trzy proste,
nie przechodzgce przez jeden punkt, na kiérych majg odpowiednio lezéé pozo-
stale punkty tego szeregu; wyznacayé je,

b. Dany jest jeden z promieni pgku harmonicznego i frzy punkty,
nie lezgce na jednéj prostéj, przez ktére majy odpowiednio przechodzié pozo-
stale promienie tego pgku; wykréslié je,

6°. Zauwazmy uprzednio, Ze:

[e]. Gdy, majac tréjkat ABC, poprowadzimy poprzeczng (nie przecho-
dzgeq przez zaden z wiérzchotkow tréjkata), ktéra boki AB, BC i CA (lub ich
przedluzenia) przecina w punktach odpowiednio €', A'i B, to, poprowadziwszy
przez wiérzcholek np, A réwnolegls do owéj poprzecznéj, a punkt przecigeia
sig j6j z bokiem BC nazwawszy D, miéé bedziemy:

BC__AC CA__AD

BA~ AD’ CB~ A'B’
a wige
o A BC 04

A'C B'A OB

I nawzajem, jezeli na bokach AB, BC i CA tréjkata ABC obierzemy talkie pun-
kty, odpowiednio (', A’ i B!, i% ma miejsce zwigzek (1), to punkty A', B' i C'
lezgy na jednéj prostéj; w przeciwnym bowiém razie, oznaczywszy punkt prze-
cigeia sig prostéj A'B' z bokiem AB przez O,, mielibyémy, wedtug (1),

==y
\

#)  Gdy 6w stosunek jest m:n, to, prowadzge réwnolegle do prostych stalych
w odleglodcinch odpowiednio m i m, otrzymamy na ich przecigcinch punkty, naleigce do
tego miejsca gicometrycznego,
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CA CA AC, +C,B  AC' 4 OB . AB AB ¥*)
— T = i — iyl —— ——,
B o8 "M —gm o8 ' ! GBT OB
[0]. Gdy punkt E, nie schodzgcy sig razem z Zadnym z wiérzcholkéw
tréjkata ABC, polgezymy prostymi z wiérzeholkami A, B i C, a punkty prze-
cigein sig tych prostych z bokami przeciwleglymi nazwiemy odpowiednio A',
B'i €', to miéé bedziemy
AAEB __A'B  ABEC__ B'C ACEA__ CA
AAEC ™ A'C’ ABEA™ B'A’ ACEB™ CB’

a wige
A'B p'C CA

) A6 FA OB— V-

I nawzajem, jezeli na bokach AB, BC i CA tréjkata ABC obierzemy takie pun-
kty, odpowiednio C', A'iB', iz ma miejsce zwigzek (2), to proste AA', BB"
i CC' p zechodzy przez jeden punkt; w przeciwnym bowiém razie, prosta, la-
czgen punkt przecigeia sig prostych AA' i BB' z wiérzcholkiem C, przecinalaby
bok AB w punkeie C,, innym niz €', i byloby, wedlug (2),

CGA CA . AB AB

'Gi_B:-EFE_, a Wige _Cr:E:EFE.

Wiedzae to, okazaé, ze:

a. Gdy pod [a], zamiast jednego z punktéw A', B'i C', np. zamiast A,
wezmiemy taki punkt A, iz (BOA'A"Y=—1, to proste AA", BB' i CC' prze-
chodzg, przez jeden punkt.

b. Gdy pod [3], zamiast jednego z punktéw A', B' i C', np, zamiast A', .
wezmiemy taki punkt A", iz (BCA'A")=—1, to punkty A", B'i C' lezg na
jednéj prostéj.

7% a. Gdy pod [a] wyznaczymy takie punkty A" B" i C, iz
(BCA'A"y——1, (CAB'B")=—=—1, (ABC'C")=—=—1, to proste AA", BB'
i CC" przechodzg przez jeden punkt,

b. Gdy pod [b] wyznaczymy takie punkty A", B" i C', iz
(BCA'A")=—1, (CAB'B")=—1, (ABC'0C")=—1, to te punkty A", B
i C" lezg na jedndj prostéj.

*) Opidrajac sig na tak okazandj wlasnodei odwrotndj, mozna Yatwo dowiddé, ze:

Trzy proste, laczace drodki bokdw trijkata z wiérzcholkami przeciwleglymi, przeci-
najn sig w jednym punkeie.

Trzy wysokodei trjkata przecinaja sig w jednym punkeie.

Trzy dwusieczne kgtdw trdjkata przecinajn sig w jednym punkeie,

Trzy prostopadlie do bokdw trdjkata w ich drodkach (juko bedace wysokodeiami tréj-
kata, ktdrego boki Iaczg spodki tych prostopadlych) przecinnja sig w jednym punkeie.

Gdy koto jest wpisane w tréjkat wewnetrznie lub zewngirznie, to trzy proste, Iyezace
wiérﬁc_holki trijkate z punktami stysznodei bokdw przeciwleglych, przecinaja sig w jednym
punkcie.
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8%, Gdy poprowadzimy trzy wysokosei trjkata, to kazdy jego bok
przez odpowiadajacqy mu wysokodé i przez prostq, przechodzges przez spodki
dwu pozostalych wysokosei, jest podzielony harmonicznie.

99, Gdy poprowadzimy trzy wysokodei tréjkata i trzy proste, przecho-
dzgee przez kazde dwa spodki tych wysokoéci, to w kazdym ze spodkéw za-
chodzi pgk promieni harmoniczny,

10°,  Gdy érodek boku trdjkgta polgezymy prostymi z przeciwleglym
wiérzcholkiem i ze érodkami bokéw pozostalych, to 6w bolk i te trzy proste
utworzy pek promieni harmoniczny,

11°  Jaka wlasnosé tréjkata tak odpowiada wlasnodei 8°, jak wlasnogé:
10° wlasnogei 9°?

12°  Gdy poprowadzimy trzy wysokodei tréjkgta i trzy proste, prze-
chodzgee przez kaide dwa spodki tych wysokodei, to trzy punkty przecigein
sig kazdéj z tych ostatnich prostych z odpowiednim pozostalym bokiem tréjka-
ta lezy na jednéj prostéj, '




