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3. . Znale$é rownanie kola stycznego do osi Ox w punkeie (3, 0) i do
prostej ¥ 4+ y = 1 w punkeie niepodanym z géry.

4. Przez punkt (1, 3) poprowadzié kolo styeczne w poczgtlku wspélrzed-
nych do prostej y = Ta.

5, Przez punkly przeciecia sie kol, okreslonych przez réwnania

Bdpt=11 (x—1)"+(y—2)'=3
poprowadzié¢ kolo styezne do osi O x.

6., Dowiedéé, iz w kazdym trojkacie dziewieé punktéw nastepujacych lezy
na jednym lkole: 1°) érodki bokéw, 2% spodki wysokoSei, 3°) §rodki odcinkéw,
lgezgeyeh wierzeholki z punktem przecigcia wysokoéei.

7. Znale§¢ kolo ortogonalne do trzech két danyeh.

8. Dowie$é, iz kola ortogonalne do dwéch kol danyeh tworzg ukiad li-
njowy, ktérego o$ pierwiastna przechodzi przez Srodki dwoéeh danych kot

9. Znale§¢ réwnania wspdlnyech stycznych do dwéch két danyeh:
gt =1,
M4 yrdr=0
10. Przez punkt (2, 3) poprowadzi¢ kolo styezne do kola danego
x* - y* = 5 w punkeie (1, 2).
11, Znale$¢é réwnanie kola stycznego do kola

Xt yr=>5
w punkeie (1, 2) i do kola ;
(x—3)y+p=1

w punkecie niepodanym z géry.

12. Wyznaezyé ltolo styczne do trzech kot danych (wskazaé metode
analityezng rozwigzania).

13. Wyznaczyé zbior’ punktéw plaszezyzny, spehiajgeych nier6wnosé
(x —p) (2 + g2 4 x) > 0. '

ROZDZIAL VIL

MIEJSCA GEOMETRYCZNE.

35. Rozwazania ogélne.

Miejscem -geometrycznem nazywamy zbior wszystkich punk-
téw, posiadajgcych okreslong- wlasno$é geometryczna wsp6lng..

Geometrja Analityczna daje wiasnie metoda .ogdlng, pozna-
wania postaci linji krzywej, ktorg utworza punkty okreslonego
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miejsca geometrycznego. A mianowicie, w tym celu obieramy
pewien uklad osi wspélrzednych, i, opierajac sie na danej wila-
snoSci geometrycznej, wykazujemy, iz wspélrzedne punktéow zada-
nego miejsca spelniaja pewien okreSlony zwigzek o postaci

) J(e,9)=0

Ot6z zbiér wszystkich punktéw plaszezyzny, ktérych wspélrzedne
spelniajg otrzymany zwigzek (1), utworzy pewna krzywa K, ktorej
postac i wlasnosei geometryczne poznamy z wlasno§ei analitycznych
zwigzku (1).

Z wyiej wskazanego postepowania wynika, iz punkty zada-
nego miejsca geometrycznego leza na krzywej K, nie wynika
natomiast jeszeze, czy wszystkie punkty tej krzywej do tego
miejsca nalezag. A zatem, w celu zupelnego okreslenia miejsca
geometrycznego, nalezy wykonaé jeszcze rozumowanie odwrotne
i wskazaé, ktére punkty otrzymane] krzywej K posiadajg wlasnosé
geometryczng danego miejsca, a ktoére jej nie posiadajg i zatem
nalezy je wykluczyé¢.

Tego rodzaju postgpowanie wyjasniq lepiej zagadnienia
odpowiednie, z ktéremi bedziemy mieli do czynienia w roz-
dzialach nastepnych. Narazie podamy tylko Kkilka elementarnych
przykladow.

36. Przyklady metody bezposredniej.

Rozwazymy Kkilka przyktadéow, w ktérych réwnanie miejsca
geometrycznego wynika bezpoSrednio przez wyrazenie analityczne
danej wlasnoSci geometrycznej.

PRZYKEAD 1. Znales¢ miejsce geometryczne punktow, dla
ktérych suma kwadratow odlegtosci od dwéch punktéw statych
Jjest wielkoscia stata.

Dane sq dwa punkty A i B w odleglosci A B=2a, naleiy
znale$§é miejsce geometryczne punktéw M, spelniajgcych zwigzek

MA*+MB =k
k* jest dang stalg. Niech prosta, przechodzaca przez punkty A i B,

bedzie osig odcietych, za§ prostopadta do niej w $rodku O od-
cinka A B—osigrzednych (rys.55). Oznaczmy przez x i y wspélrzgdne



Rys. 55.

punktu M i znajdZmy wyrazenia na M A i M B w zaleznosci od
X i y; mamy z tréjkatéw prostokgtnych

MA* = (a+x)?+y;

MB* =(a— x)+y%
a zatem wiasno$ci danej odpowiada taki zwigzek miedzy x i y:

(a+2)+ g+ (a— x4 g =
styd zas

a2

.1'3-|-y9=%—a2;

jest to réwnanie kota o promieniu

Ve
ktorego Srodek znajduje sie w poczatku ukladu. Punkty, spelnia-
jace dang wlasnosé, leza wiec na okregu kota. Zagadnienie ma
okre§lone rozwigzanie, jesli k&’ > 2 a®.
Widzimy odrazu, iz odwrotnie, punkt M (x,y), ktéry spelnia
rownanie kola, posiada tez dana wlasno$é geometryczng:

A4 MB =
A wiee wszystkie punkty otrzymanego kota naleza do danego
miejsca geometrycznego.

PRZYKEAD 2. Wyznaczyé miejsce geometryczne punktéw
Jednakowo odlegtych od dwéch danych punktow A (xy,y,), B(xy,Y,).
Jesli (x, y) oznaczaja wspoélirzedne dowolnego punktu M szukanego
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miejsca, to odleglosci tego punktu od punktéw stalych A i B
wyrazajg sie, jak wiadomo, w ten sposéb:

MA=y(x—x)*+y—u)
MB=y(x—x,)"+(y — y)°

a wiec wspolrzedne punktéw szukanego miejsca geometrycznego
spelniajg zwiazek

o=y G — g =V = e TG —

skad, po podniesieniu do kwadratu i dokonaniu redukeji, wypadnie
zwigzek pierwszego stopnia

2(x; —x) x4-2( —y) y+ (x> +y* — 2 — 1.5) =0

przedstawiajacy linje prostq. Wszystkie punkty tej prostej nalezg
oczywi§cie do danego miejsca geometrycznego.

PRZYKEAD 3. Znales¢ miejsce geometryczne punktow M,
dla ktérych stosunek odleglosci od dwéch danych punktow A i B
Jest wielkoscia stalg k.

Obierzmy jako 0§ O x prosta, przechodzacg przez dane punkty
A i B, za$ jako o§ Oy weimy prostopadla, wystawiong ze $rodka

Rys. 56.

odcinka A B (rys. b6); niech (a,0) beda wspoéirzednemi punktu A,
za§ (—a,0) punktu B. Oznaczmy przez (x,y) wspélrzedne do-
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wolnego punktu M szukanego miejsca, odleglosci tego punktu
od A i B wyrazg sie w ten sposéb:

MA =y (x—a)+y
MB =\ (x+a)+y-

Punkty szukanego miejsca geometrycznego winny speltnia¢ warunek

Vix—al+y _ =k
Vi (x+a) + 3
stad otrzymamy zwiazek

() 1—k)+2a(1+k)x+a*(1— k) =0

majacy postaé rownania kota, ktérego ¢rodek lezy na osi O x;
odwrotnie, kazdy punkt, spelniajgey otrzymane réwnanie, spelnia
tez dana wlasnosé
MA
MB

=R

Jesli wige k=1, to szukanem miejscem geometrycznem jest
okrag kola (kolo Apolonjusza). Jesli k=1, to miejscem geome-
trycznem jest oczywiscie linja prosta x= 0. Nadmienimy, iz koto
Apolonjusza przecina o§ Ox w dw6ch punktach P, P’ roz-
dzielajacych harmonicznie pare punktéw A, B.

= C th. Y!)

ALY
Rys. 57.
PRZYKLAD 4. Znales¢ miejsce geometryczne punktow M,

dla ktérych suma kwadratéw odlegtosci od trzech danych punk-
- tow A, B, C ma dang wartos¢ stalg k* (rys. 57).
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Oznaczmy przez (x;,y,); (x5,42); (X;3,Yy,;) wspéirzedne trzech
danych punktéw 4, B, C. Punkt M (x,y), nalezacy do szukanego
miejsca geometrycznego, winien spelnia¢ warnnek

(2) MA*+ MB +MC' =k
to znaczy
(x—x,V ~+(y—uy )+ (x—x.) 4+ (y — 1)*+
T —x) - (y—y)S =&

Wynika stad, po dokonaniu redukeji, 7dwnanie kota

(3) x2_+y2_2 Xy "4_‘3:#"‘[__"‘_% x_zy_l_l"%z_{“& ,U‘["

1 9 a9 9 “ o ] 1 a2
+3_ R s = s o/ s /P o/ =§k“
srodkiem tego kola jest punkt S (x,, y,), niezaleiny od warto$ci
statej k%, o wspélirzednych réwnych §rednim arytmetycznym wsp6l-
rzednych punktéow A, B, C

O e o Y

0 —

i’ In—
: ;yuzmé-_w_s

punkt taki jest srodkiem cigzkosci trojkata A B C. Prosty rachu-
nek wykazuje nadto, iz promien R kola (3) posiada warto$é dang
przez wzor

B—(SA'+8B+8C)

3.
rzeczywisto§¢ kola wymaga wiec, aby dana stala k* spelniala
warunek

5) K> §AL SR 8¢

@) R—

Kazdy punkt kota (3) posiada wlasnosé (2), a wiec miejscem
geometrycznem punktéw, dla ktérych suma kwadratéw odlegtosci
od trzech danych punktéw A4, B, C ma warto§é stala k° spelnia-
jacqg warunek (5), jest okrag kola, ktérego Srodek S lezy w $rodku
ciezkosci trojkata ABC.

Warunek (5) wyraza ciekawa wlasno§é, iz Srodek S jest
punktem plaszczyzny, dla ktérego suma kwadratéw odlegloéei od
trzech danych punktéw A, B, C osiaga wartos¢ najmniejsza.
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PRZYKEAD 5. Dana jest prosta D i punkt staly O w od-
leglosci @ od tej prostej. Przez punkt O prowadzimy pek promieni
Os i odkladamy na nich w obydwé6ch kierunkach, od punktu prze-
ciecia K z prosta D, odcinek staty M’ K= KM=1>b (rys. 58).
Miejsce geometryczne punktow M i M’ bedzie krzywa zwang

Rys. 58.

konchoidg. Krzywa te okreslimy analitycznie przy pomocy réwna-
nia we wspolrzednych biegunowych. Obierzmy punkt O jako bie-
gun, za$§ prostopadlg O s, wyprowadzong z punktu O do prostej D,
jako 0§ poczgtkows.

Mamy wtedy, oczywiScie, miedzy promieniem wodzgcym r
punktu M lub M’ i amplitudg 6 taka zaleinosé:

a

r=——-+15>
! cos 6
lub tez tylko
. a
"= Cos 9+ ¢

gdyz, wedlug umowy dla ujemnej wartoSei na r, punkt M’ otrzy-
mamy réwniez z drugiego wyrazenia, podstawiajac 6= na



— 111 —

miejsce 0. Krzywa jest symetryczna wzgledem osi poczatkowej
i obie jej galezie zblizajg si¢ asymptotycznie do prostej D,
gdyz odcinek

QP=bcosh

—

dazy do zera, gdy 6 dazy do :2

36. Metoda rugowania parametru.

Zagadnienia na miejsca geometryczne uzalezniajg zwykle
pofozenie poszezegélnych punktéw takiego miejsca od wartosei
pewnego parametru C' (pewnego odecinka lub kata), ktérego zmiana
ciggta daje wlasnie zgdany zbiér punktéw; a mianowicie, wyra-
zenie analityczne danej wlasno$ci geometrycznej dowolnego
punktu o wspélrzednych (x,y) szukanego miejsca geometrycznego,
prowadzi do dwoéch zwigzkéow miedzy temi wspélrzednemi i para-
metrem € o postaci

(10) %f(x.,y-UJLO
?(x,y,0)=0

Zmieniajac teraz w sposéb ciggty parametr C, to znaczy nadajac

na C wszelkie mozliwe wartosci w pewnych granicach, otrzymamy

z ukladu dwoéch réwnain (10) zbiér punktéw, tworzgcych Zzadane

miejsce geometryczne.

Poniewa?, dla danej wartosci statej €, kazdemu z réwnan (10)
odpowiada pewna krzywa, a wiec powyisze zagadnienie oznaczaé
bedzie poszukiwanie miejsca geometrycznego punktéw przeciecia
ze sobg wszelkich dwoceh krzywych, ktore otrzymamy, podstawia-
jac w réwnania (10) na C wszystkie mozliwe wartoei w pew-
nym przedziale. Inaczej wyrazajac si¢, moZzemy powiedziec¢ tez, iz
poszukujemy linji krzywej, po ktérej ,,poruszac¢” si¢ bedzie punkt
przecigcia dwoch krzywych zmiennych (10), gdy bedziemy zmie-
niali w sposob ciggly warto§é parametrn C.

Posta¢ miejsca geometrycznego okreslimy analitycznie, wy-
znaczajgc z ukladu dwéch réwnan (10) wspéirzedne punktu prze-
ciecia w zaleznosci od parametru C

x=£(C)

y=r(C)

i zmieniajac w sposéb ciggly warto$é tego parametru C.



Rownanie szukanego miejsca geometrycznego mozemy jednak
ofrzymacé juz bezposrednio z réownan (10) przez wyrugowanie
z nich paramefru C. A mianowicie, rezultatem wyrugowania para-
metru C z dwéech rownan (10) jest pewien zwigzek miedzy wspoi-
rzednemi x,y, niezawierajacy parametru C,

(11) Fx,y)=0

spelniony przez kazdg parg liczb x,y, czynigeq zado$é obydwum
zwiazkom (10) jednocze$nie. Zwigzek (11) spelniajg zatem punkty
rozwazanego miejsca geometrycznego.

W zastosowaniach rezultat rugowania (11) otrzymujemy zwykle,
wyznaczajac parametr C' w zalezno$ci- od x i y z jednego réwna-
nia (10) i wstawiajgc to wyrazenie do drugiego z tych réwnan.

Szczegélowe rozwazenie zagadnienia rugowania parametru C
z dwéeh réwnan (10), a wiec stwierdzenie np. czy odwrotnie,
punkty, spelniajace rezultat rugowania (11), beda spelnialy zwigzki
dane (10), jest mozliwe tylko w razie posiadania blizszych danych
co do wlasciwosci zwigzkow (10). Szczegdlne przypadki rugowa-
nia rozpatrzymy w artykule nastepnym,

Przyklad 1. Wyznaczyé miejsce geomeiryczne punklow przecigcia
dwdch parabol (rys. 59)

(12) [ w=82

| p=cx
kidre otrzymamy, nadajgc slatej C wszelkie mozliwe warlosci.
Dla danej wartosci parametru €, odmiennej od zera, dwie parabole (12),

opréez punktu O, przecinajg sig w okreslonym punkecie M, ktérego wspéirzed-
ne otrzymamy odrazu z ukladu (12) w postaci

1 % e

R=me——il  P=y @
ye

Rugujemy tu odrazu C i otrzymujemy réwnanie szukanego miejsca geo-
metrycznego (poza punktem O) w postaci

xy =1;

réwnaniu temu odpowiada hyperbola, ktérej asymptotami sg osi wspélrzed-
nych (art. 11). Latwo sprawdzié, iz, odwrotnie, wszystkie punkty tej hyperboli
nalezg do danego miejsca geometrycznego, a mianowicie, galgz w pierwszej
¢wiartce odpowiada dodatnim wartoéciom na C, za§ galayZ w éwiartce przeciw-
leglej — warloSciom njemnym.

Wedlug uwagi poprzedniej, réwnanie szukanego miejsca geometrycznego
mo#na tez otrzymaé, rugujgc parametr C bezpoSrednio z rdéwnan (12), mamy
mianowicie odrazu z tych réwnai zwigzek

y = yix,



Rys. 59.

ktéry przedstawia hyperbole x y = 1 i nadto prostg y = 0; widzimy, iz do tej
prostej sprowadzajg sie obie krzywe (12) dla € =0, poniewaz za§ w tym wy-
padku schodza sie one wszystkiemi punktami, a wiee, jesli nie wykluezamy
w réwnaniach (12) wartodei C = 0, to rozwigzanie y =0 daje tei punkty zg-
danego miejsca geometrycznego — nazywamy je rozwigzaniem osobliwem.

y
LS
\ PSS

M (x,y)

/B -a 0 a A\

Rys. 60.

Przyklad 2. Znales¢ miejsce geomelryczne punhtéw przecigeia M
dwdch prostych prostopadtych, wychodzacych z dwdeh statych punkiow Ali B

Geomelria Analityczna. 8
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Zagadnienie to, oczywiste bezposrednio, rozwazamy dla ilustracji poda-
nej wyzej metody.

Obierzmy prostg, przechodzgca przez dane punkty A i B, jako o§ Ox,
zaé prostopadls do niej, wystawiong ze srodka odeinka AR, jako o Qy. Niech
(e, 0) beda wsp6lrzednemi punktu A, za$ (—a, 0) — punktu B; jako parametr
zmienny obierzemy wspélezynnik katowy m dowolnej prostej, wychodzgcej
z punktu A. Punkt M Zgdanego miejsca jest wige przecigeiem dwdch prostych
o réwnaniach

J y=m(x —a);
1
\ g o= =it

Rugujemy tu odrazu parametr zmienny m, mnozge odpowiednie strony
i otrzymujemy w ten sposéb réwnanie miejsca geometrycznego punktéw prze-
ciecia M w postaci

x2 4 p? = af,
t. j. oczywiScie okrgg kota, opisanego na odeinku AR, jako na Srednicy.
Przyklad 3. Korice odcinka AB o statej diugosci 2a §lizgaja sie po

osiach wspdtrzednych. Znales¢ krzywa, kidrg opisze Srodek M lego odcinka.
¥

B

Rys. 61.

Oznaczmy przez 7 kgt nachylenia odcinka AB wzgledem osi Ox — jest to
parametr, ktérego zmiana oznacza wlagnie rozwazany ruch odcinka AB. Krazy-
wa, opisana przez punkt M, bedzie okreslona, jesli wyrazimy wspblrzedne (x,y)
tego punktu w zaleznosei od parametru zmiennego 7. Otéz mamy odrazu (rys. 61)

X=-—acosl; yp=asint,
rugnjge stad parametr ¢, przez sumowanie kwadratéw, otrzymamy zwigzek
2=

punkt M opisuje wiee okrag kola o promieniu & ze $rodkiem w poczgtku
wspélrzednych,



