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na o$ s danego wektora AB (rys. 143), wtedy wniosek nasz napi-
szemy w tej postaci:

V.= rzut X + rzat ¥} rzat Z

(na s)
a wiec

(12) V,= X cos (x8) 4 Y cos (ys)-+ Z cos (25)

6. lloczyn skalarny dwéch wektoréw i kqt miedzy wektorami.

Katem miedzy dowolnemi dwoma wektorami w przestrzeni
nazywamy kat, zawarty miedzy 0 i =, ktéry one ze soba beda
tworzyly, jesli je przesuniemy réwnolegle w ten sposéb, aby mialy
wspblny poczatek. Kat ten zalezy tylko od kierunku danych
weltorow.

é Al(avlav'r)
(\"'1}
W B
¢ (V2)
0 X? :2 o * X
AY
v
Rys. 144.

Ohkreslenie. Nazywamy iloczynem skalarnym dwdch
wektorow iloczyn ich wartosci bezwzglednych. przez cosinus Rata
miedzy niemi zawartego; inaczej mowige jest to iloczyn wartosei
Jjednego wektora przez miare rzutu drugiego na oS 2zwrdécong
zgodnie z plerwszym weklorem.

Jesli dwa dowolne wektory, po przesunigciu réwnolegtem do
wspoélnego poczatku, zajely polozenia O A4, i O A, (rys. 144) i two-
rza ze soba kat ¢, to iloczyn skalarny danych wektoréw bedzie
rowny wyrazeniu

(13) V, V.Cos?

gdzie V, i V, oznaczajg wartosci bezwzgledne danych wektorow.
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Wartoéé iloczynu skalarnego nie zalezy wige od kolejnosei
mnozenia. Iloczyn skalarny jest dodatni, jeSli wektory tworza ze
sobg kat ostry, ujemny za$, jeSli tworza kgt rozwarty.

Jesli dwa wektory sg do siebie prostopadte, to znaczy =

wtedy ich iloczyn skalarny rowna sig zeru.

Jedli jeden wektor jest sila, a drugi przesunieciem, wtedy ich
iloczyn skalarny przedstawia prace danej sily wzdluz tego prze-
suniecia. W Geometrji Analitycznej pojecie iloczynu skalarnego
jest wazne z tego powodu, Ze wigZe sie z pojeciem kata migdzy
wektorami.

Oznaczmy teraz przez (X,, Y, Z,) i (X, Y5, Z,) miary skladowych
danych wektoréow wzdluz osi (Oxy2) i postarajmy sie wyznaczyé
warto§¢ iloezynu skalarnego (13) w zaleznogei od tych skladowych.

Ot6z mamy

r

0|8

V, V,Coso = Virzut (0 4,)
(na OA,)

ale, wedlug twierdzenia o rzutach, miara rzutu wektora (O A4,)
réwna si¢ sumie miar rzutéw jego sktadowych X,, Y,, 7Z,, wiee

V.V, Cos¢ = V, (rzut X, - rzut ¥, -} rzut Z,)
(na 0OA,)

Jesli oznaczymy przez «,[3,7 katy, ktére wektor O A, tworzy .
z osiami Ox, Oy, Oz, to bedzie

V,V,Cosp =V, (X,Cos e« ¥,Cosf—+ Z,Cosy);

lecz V, Cos2;V,Cosf; V,Cost sa to miary rzutow X, ¥;, Z, wek-
tora O A,, bedzie wiec ostatecznie

(14) ViVaCoso =X X,+ Y, Y, + Z, Z,

OtrzymaliSmy jeden z najwazniejszych wzor6w Geometrji
Analitycznej, ktéry glosi, iz iloczyn skalarny dwdch wektorow
rowna si¢ sumie iloczynow miar odpowiednich rzutéw tych wekto-
row na dowolny uktad prostokatny osi.

Zaznaczamy, iz warto§¢ sumy (14) jest zawsze jednakowa,
niezaleznie od wybranego uktadu osi wspétrzednych prostokat-
nych. Wzor (14) na iloczyn skalarny daje zarazem wartosé kata ¢,
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zawartego migdzy dwoma wektorami, ktérych skladowemi
(X, Y1,4) i (Xy,7,,2,), mamy bowiem

=VX>+ Y’ + Z?; Vo =y X;? W+ Zy?
a zatem

15)  Cosp=—o MKt ViHits2d
VX + Y+ 23 - VX YaP A 2,

54

Wzoér ten mozna tez przeksztaleié tak, aby wyrazal wartosé
Cosy w zaleznos$ci od cosinuséw kierunkowych wektorow V, i V,.

Mamy mianowicie z wyrazenia (14):

Z,  Z
(‘Of:tp_ S S
l VI+ Vl V}

S for Bu7s)

Rys. 145.

stosunki, ktore tu wystepujg, przedstawiajg, wediug art. 4, cosi-
nusy kierunkowe wektoréw danych, oznaczajgc wigc przez (o1,B1571)
i (2,0 ,71,) katy, ktére tworzg dane dwa wektory lub dwie osi
s, i s, z osiami wspéirzednych (rys. 145), napiszemy dla kata ¢

miedzy wektorami lub osiami nastgpujacy wzor:

(16) Cos ¢ = Cos ¢, Cos @, + Cos f; Cos ;- Cos 1, Cos 1y

Geometria Analityezna
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Cosinus kata, zawartego miedzy dwoma wektorami, réwna
sie wiee sumie iloczynéw odpowiednich cosinusow kierunkowych
danych wektorow.

Jesli dwa wektory sag do siebie prostopadte, wtedy iloczyn
skalarny jest zerem, rzuty tych wektoréw spetniajg wtedy, wedlug
wzoru (14), zwigzek:

(17) XX+ Y+ 2,2,=0;

mamy wiec nastepujacy wainy warunek prostopadiosci dwéch
wektoréw.

TWIERDZENIE. Aby dwa wektory byty do siebie prosto-
padle, trzeba i wystarcza, zeby suma iloczynow miar ich rzutéw
odpowiednich na trzy osi prostokgtne rownata sie zeru.

Jesli dwa wektory sq do siebie rownolegle i zgodnie zwré-
cone, wtedy ich iloczyn skalarny sprowadza si¢ do zwyklego
iloczynu ich wartoSei.

7. lloczyn wektorowy dwéch wektoréw.

Poznaliémy poprzednio iloczyn skalarny dwdch wektorow.
Byta to operacja wykonana nad dwoma wektorami, ktorej rezul-
tatem jest skalar, to znaczy pojecie niezwigzane z kierunkiem
i okreslone przez jedng liczbe. Poznamy teraz operacje nad
dwoma wektorami, ktérej rezultatem bedzie pewien nowy wektor.

Niech beda V:i V, symbolami dwdéch dowolnych wektoréw
w przestrzeni; przez V;i V, oznaczymy ich warto$ci bezwzgledne.
Przesufimy te wektory réwnolegle w ten sposéb, aby mialy wspolny
poczatek O i oznaczmy przez o kat miedzy niemi (p <rx).

OKRESLENIE. Iloczynem wektorowym wektora I—J"[ przez

wektor E_, nazywamy wektor w prostopadty do hkatdego z tych
dwdich wektorow i ktérego wartosé W rowna sie V, V,sing, t. J.

polu réwnolegtoboku zbudowanego na danych dwdch wektorach
—>

(rys. 146). Nadto zwrot wektora W obieramy taki, aby dla obser-
watora, patrzacego w jego kierunku, obrét od pierwszego wek-

== —

tora V; do- drugiego V, o kat ¢ mniejszy od = odbywal sie

W umowionym kierunku (np. zgodnie z obrotem wskazéwki zegara).
Z okreSlenia poprzedniego wynika, iz w pojeciu iloczynu

weklorowego odgrywa rolg kolejno$é, w jakiej wymieniamy wek-

tory poddane operacji. JeS§li mianowicie rozwazymy, odwrotnie
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iloczyn wektorowy wektora V, przez 171 to otrzymamy wektor
o tej samej wartosci W=V, V,sing, lecz z przeciwnym zwrotem

wzglgdem poprzedniego, albowiem obr6t od V, do _I;: (o kat
mniejszy od =) odbywaé sie bedzie w uméwionym kierunku, jesli
obserwator patrze¢ bedzie w przeciwnym kierunku wzgledem
poprzedniego wektora.

Rys. 146.

Iloczyn wektorowy W wektora _Vl przez E oznacza sie zwy-
kle w ten sposéb:

w=|7,7]

Widzieli$my, iz zmiana kolejnoSci czynnikéw iloczynu wekto-
rowego zmienia jego zwrot na przeciwny; zaznaczamy te wlasnosé
w sposéb nastepujacy:

v, v]=-7.7]

Nadmienimy jeszcze, ze gdy wektory V, i V, sa do siebie
prostopadte, to wartosé iloczynu wektorowego réwna si¢ wtedy
iloczynowi warto§ei tych wektorow W=V, V,. Jesli za$§ dwa
wektory sa do siebie rownolegte, to ich iloczyn wektorowy rowna
sie zeru.

Przypusémy, ze skladowe wektorow Tf; i V, wzdluz osi pew-
nego ukladu prostokgtnego (Oxyz) maja miary (X,Y,,Z)
i(X,,Y,,Z,). Postarajmy sie odnalesé skladowe iloczynu wekto-

rowego W, ktérych miary oznaczymy przez W., W,, W..
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Otéz wektor W jest prostopadly zaréwno do wektora Vi,

jak i do wektora Vg. a wige, wedlug warunku (17), jego szukane
sktadowe W,, W,, W. winny spetniaé nastepujgce dwa zwigzki:

WX+ W, ¥+ W z,=0; (WAV))

(18) i
We Xot Wy Yok W, 2,=0; (W1T)

stad otrzymujemy, iz miary W, , W, , W, winny by¢ proporcjonalne do
wyznacznikéw, utworzonych z miar X;,Y,,Z; i X,,Y,,Z,, a zatem
| We=0p(Y,Z,— Y, Z))

Wy=p(Z, X, — Z, X))

W.=p(X Y, — X, 1))

(19)

gdzie p jest czynnikiem narazie nieokreslonym. Wartoéci (19)

—
okres$laja tylko kierunek wektora W aby okresli¢ miary sklado-
wych W., W,, W., nalezy wyznaczy¢ warto§¢ czynnika p, korzy-
—_

stajgc z warunku, dotyczacego wartosei wektora W:

W=7V, Vysing
Otéz mamy
W= W2 W W2,

wstawiajge za§ tu wyrazenia (19), otrzymamy
PN 2y — Yo Z)) +(Z2, X, — 2, X))+ (X, ¥, — X, V) | = W?

grupujgc za$ inaczej wyrazy sumy w nawiasie, wedlug tozsamosci
Lagrange’a®*), mamy nastepnie

Pl Y2+ Z%) (X + Yol + 2, — (X, X,+- 1, Y, + Z, 2,1 =W*

*) Tozsamo$é LAGRANGE’a, dotyczaca wyznaeznikéw, utworzonych
a b e

z szeScein liczb dowolnych (
a b, c,

), ma postac:

(a1by — @b, )* + (byey — bae,)? 4 (@100 — aye,)? =
= (@ + % - o) (a% + 8% + e4) — (aay + by, + eye,)2
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sumy w nawiasach majg znany sens geometryczny, mianowicie

X4+ Y4+ ZA= V"

X'+ Y2 4 Z,2 = V,?

XX+ Y,-+Z Z,=V,V,cos¢

a zatem

pr- V2V, isin®o= W*
stad, wedlug umowy co do wartoSci W, wypada

p=1; p=x11

Sktadowe iloczynu wektorowego beda wiec wprost réwne
wyznacznikom we wzorach (19) pomnozonym przez +1 lub —1,
zaleznie od przyjecia jednego lub drugiego z dwéch mozliwych

—

zwrotow wektora W.
Otéz, majge dany uklad osi wspélrzednych, uméwmy sie, aby
obrot wektora od V1 do V2 o kat mniejszy od =, dla patrzgcego

w kierunku wektora W, by? zgodny z obrotem od osi Ox do Oy,
dla patrzgcego w kierunku dodatnim osi Oz; w takiem zalozeniu
—>

zwrot wektora W bedzie zgodny z dodatnim zwrotem osi Oz,
gdy w szczegOlnym wypadku wektor pierwszy ‘.Vi bedzie zgodnie

zwrécony z osig Ox, a wektor VJ zgodnie z osiag Oy i wzory
(19) winny daé: W= W;=2X, Y,, gdyz wtedy tylko skladowe X
i Y, beda od zera odmienne (rys. 147). Stad widzimy, iz, w razie

=

Rys. 147.
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przyjecia umowy powyzszej co do zwrotu iloczynu wektorowego,
trzeba przyjaé wartos¢ p=-1 we wzorach (19) i otrzymamy
wobec tego nastepujace wzory dla skladowych iloczynu wekto-
rowego:

Wx:—_ Y123_ Y-_}Zl
(20) Wy =7 X, — Z, X,

W.=XY,— XY,

Zwracamy uwage na prawidtowos$é tych wyrazen. Kaida mia-
—>

nowicie skladowa wektora W wyraza sie przez te skladowe

(X,,Y1,2) 1 (Xy,Y,,2,), ktére sa do niej prostopadle. Nadto, jesli

w pierwszych wyrazach réznic (20), napiszemy wpierw sktadowa
—>

pierwszego wektora V,, a w drugich wyrazach wpierw sktadowa

drugiego wektora V._:, to wtedy osi, na ktorych te sktadowe lezg,
beda nastepowaty po sobie w porzadku, odpowiadajacym w trzech
wypadkach temu samemu kierunkowi ich obrotu dokola trze-
ciej osi. A wiec w wyrazeniu skltadowej W, w kierunku osi O x na-
stepuja po sobie sktadowe w porzadku, odpowiadajgcym obrotowi
od osi Oy do Oz dokota Ox, w wyrazeniu skladowej W, na-
stepuja po sobie skladowe w porzadku, odpowiadajacym obrotowi
od osi Oz do Ox i wreszcie, w wyrazeniu skiadowej W., w po-
rzgdku, odpowiadajacym obrotowi od osi Ox do Oy. Wszystkie
te trzy obroty dokota osi Ox, Oy, Oz sa ze soba zgodne dla
obserwatora, patrzgcego w kierunku dodatnim osi odpowiedniej
(rys. 148). : .

Zaleznie od tego, czy kierunek powyzszych obrotéw jest zgodny,
czy tez przeciwny obrotowi wskazéwki zegara, rozrézniamy pra-
woskretne i lewoskretne uklady osi wspélrzednych. We wszyst-
kich rysunkach poprzednich podawaliSmy uklady lewoskretne
(rys. 148-a),

1
1
|
|

Rys. 148-b,
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rysunek 148-b przedstawia uklad prawoskretny. W badaniach Geo-
metrji rodzaj ukladu jest obojetny. W Fizyce natomiast, rozwa-
zamy czeSciej uktady prawoskretne.

'Z pojeciem iloczynu wektorowego spotykamy sie stale
w naukach stosowanych, szczegdélnie w Teorji ElektrycznosSci.
Odgrywa ono réwniez role podstawowg w Mechanice. Je§li mia-
nowicie jeden wektor jest silg, ‘a drugi promieniem wodzgcym
pewnego punktu 4, to ich iloezyn wektorowy nazywamy momen-
tem sity wzgledem danego punktu 4.

8. Objetoéé¢ réwnolegloscianu.

_— — —
Niech bedg trzy wektory V,, V,, Vy, okreSlone przez miary
swych skladowych wzdluz osi wspoélrzednych:

(X, 11,2); (X, 1h,2); (X, Y,,4).

Wyznaczmy, w zaleznosci od tych sktadowych, objetosé réw-
nolegtos§cianu, ktérego krawedziami sa dane wektory (rys. 149).

—

Oto6z iloczyn wektorowy [V2 s Va] jest to wektor, prostopadty

=% =¥
do §ciany zbudowanej na wektorach V, i V; (rys. 149), ktorego
warto§¢ bezwzgledna W rowna sie polu tej Sciany; wysokoScig

—

réwnolegloscianu wzgledem tej Sciany bedzie rzut wektora V) na
wektor W-—— [?_:,-17:} Stad wynika, iz objeto$§é réwnolegloscianu
danego réwna sig bezwzglednej wartoSci iloczynu skalarnego
wektora -T}Tprzez wektor W, wedlug wyrazen (20) dla skila-
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dowych iloczynu wektorowego 1 wzoru (14) na iloczyn skalarny,
otrzymamy zatem dla szukanej objetosci wyrazenie:

Obf-= |X| (Y»_’Za— Yn Zz) '|‘ YL(ZZXB = Z:s X-_,} +Z1 (X:: Y:t‘_Xs Y2)|

to znaczy warto$é bezwzgledng wyznacznika, utworzonego z dzie-
wieciu skladowych danych trzech wektoréow:
1 Xl ! YL ] Zl ‘
Obj’ =1 XJsY'.HZE!
){:i sY:i ] Z:I.

Przyréwnywujgc ten wyznacznik do zera, olrzymamy waru-
nek, aby trzy wektory byly réwnolegle do tej samej ptaszezyzny.
Widzimy tez, iz objeto§é czworofcianu, ktérego jeden wierzchotek
znajduje sie w poczatku ukladu, réwna sie szostej czesci wyznacz-
nika, utworzonego ze wspolrzednych ftrzech pozostalych jego
wierzcholkow.

ROZDZIAL III.

ZAMIANA WSPOLRZEDNYCH PROSTOKATNYCH.

9. Przypadek osi réwnolegtych.

Niech beda dwa uklady prostokatne (Oxyz) i (0'x'y’2') osi
réwnoleglych i zgodnie zwréconych. Niech (xy,Yo,2,) OZDaczajg
wspolrzedne poczatku O’ ukladu (0'a’y'2’) wzgledem ukladu
z 12!
Mix, y,2)

Z
[}
I X!
| P
T} ,x’\'
M%{’
1
]
Q 2 J ] x
1 /I”_
y L3

Rys. 150.
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{Oxyz). Jesli wspélrzedne dowolnego punktu M wzgledem ukta-
du (Oxyz) oznaczymy przez x,y,z, to wspélrzedne x',y’, 2’ tegoz
punktu wzgledem ukladu (O'x'y'2’), jako rzuty wektora O' M,
beda, wedtug twierdzenia 3 na str. 800, mialy wartoSci

x=ix—x;

(1) y=y—uy,

d=z—2

inacze] mozemy napisaé

x=x,+ x
1) y=yotrYy
2=y 12

sy to wzory na zamiane wspélrzednych w przypadkn osi réwno-
leglych.

10. Dwa tréjéciany dowolne.

Niech beda dwa tréjSciany prostokatne (Oxyz) i (Ox"y'2'),
majace wspolny poczatek O i jednakowy rozktad osi, to znaczy
obydwa prawoskretne lub lewoskretne. Oznaczmy wprost przez
(2, , B, 7, cosinusy kierunkowe osi O x’ wzgledem uktadu (Oxyz),

L Z

Rys. 151
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to znaczy cosinusy katéw, ktére of§ Ox' tworzy z osiami
Ox,0y,0z. Podobnie oznaczmy przez (2,,f,,7,) cosinusy kie-
runkowe osi Oy’ i przez (vy,8;,7;) cosinusy kierunkowe osi O 2’
(rys. 151). Odpowiednio$¢é te najlepiej przedstawia nastgpujgca
tabelka:

x|y |2
o | By | M

Yo |By |1

—

“3-&3;7:1'

r

Y

r

(]

Widzimy natychmiast, iz wyrazy kolumn tej tabelki
(g oy ty) (Byy Bay By) s (i 7e,7y) przedstawiajg cosinusy kierunkowe
osi Ox, Oy, Oz wzgledem ukladu Ox'y'2".

Zajmiemy si¢ wpierw zbadaniem zwigzkéw miedzy dziewie-
- c¢ioma cosinusami tabelki. Ot6Z wiemy, iz suma kwadratéw cosinu-
séw kierunkowych dowolnego wektora réwna sie¢ jednoSci i Ze
suma iloczynéw cosinuséw kierunkéw dwéch wektoréw do siebie
prostopadiych réwna sie zeru. Cosinusy zalgczonej tabelki spet-
niajg wiec zwiagzki:

-’*’-12‘|‘t312+'|’12=1 “1“3‘]‘[11ﬁ3+'!1’f2=0
(2) oy 4B 1P =1 oy 4By Byt Ta13=0
tg? B 1P =1 o348 By+17=0

A wiec z dziewigciu cosinuséw, okreslajacych potozenie ukladu
(0x'y'2") wzgledem ukladu (Oxyz), tylko trzy moina podaé do-
wolnie (nie dla tej samej osi).

Biorge pod uwage tréjki cosinuséw osi Ox, Oy, Oz wzgledem
uktadu (Ox"y'2') mozemy napisaé, analogicznie do zwiazkéw (2),
zwigzki miedzy elementami kolumn powyiZszej tabelki:

ooy’ agt =15 o Byt ay By oy fy=
3) B2+ B2 482 =1; B Ti+BatatBy73=0
W1+ =1; ottty =0

Na podstawie zwiazkow (2), tatwo wyrazié cosinusy kierunkowe
jednej osi przez cosinusy kierunkowe dwéch osi do niej prostopa-
dtych. Wyrazmy np. cosinusy kierunkowe (a4, B; , 7;) osi Oz’ w zalei-
nosei od cosinuséw osi (Ox’) i (Oy'). Oté6z (a4, By, 15) mozna uwazaé
jako miary rzutéw iloczynu wektorowego dwéch wektoréw jednost-
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kowych, polozonych wzdtuz osi Ox' i Oy', a wige ktérych rzuty
na osi (Ox y 2) maja miary rowne cosinusom (¢, 5, ,7,) i (%, Bs,72).
Na podstawie wiec wzoréw (20) poprzedniego artykulu, napiszemy
odrazu:

dy =0 o — 80
(4) By =11 % — s 2

Ty =0y By — 0y By

Wyznaczniki (4) sg podwyznacznikami wyznacznika, utworzo-
nego z dziewieciu cosinuséw powyiszej tabelki, poniewaz zag

%y Byt
Bya Tis & | oy, B
Cﬁnﬁo:Tz t [.I _1_[3"' 1’ ll "lﬁf’.ﬁi —
gy Bs,1s S e
:—_q."—i—"--—]— fs:

a zatem mamy nastepujgcg wilasno$é dziewieciu cosinuséw kierun-
kowych:

%y s EJ » T

Loy oy ta| =1

[ %y, B?} » Ty |

(5)

Wyznaeznik, utworzony z cosinuséw kierunkowych trzech
dowolnych wektoréw do siebie wzajemnie prostopadiych, réwna
sie jednosci. Wektory te trzeba rozwaza¢ w takiej kolejnosci, aby
troj§cian z nich utworzony mial rozktad zgodny z rozkladem tréj-
gcianu (Ox y 2).

WeZmy dowolny punkt w przestrzeni M (rys. 151), wspol-
rzedne jego niech bedg (x, 7, 2) wzgledem ukiadu (Ox y2) i (X, y', 2')
wzgledem ukladu (Ox’y’z’). Zwigzki miedzy temi wspdirzednemi
otrzymamy przy pomocy twierdzenia o rzutach sumy geometrycz-
nej, podobnie jak w geometrji na ptaszczyZnie. Mianowicie wspol-
rzedne x, y, 2z mozna uwazac jako miary rzutéw wektora O M na osi
wspélrzednych (Ox y z), wektor ten jest jednak sumg geometrycz-
ng swoich sktadowych x',y’,2z" wzdluz osi (Ox’'y’'2’) (rys. 151), be-
dzie wiec, wedlug twierdzenia o rzucie sumy geometrycznej:

x =rzut x’+rzut y’ +rzut 2’
(na Ox)

(6) y = rzut X’ rzut y’' 4 rzut 2z
(na Oy)

z =rzut x’' 4-rzut j' -} rzut 2
(na 0z)

r

r
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a poniewaz miara rzutu wektora réwna si¢ jego mierze, pomno-
zonej przez cosinus odpowiedniego kata migdzy osiami, otrzymamy
wiec zwigzki linjowe:
x=oy X' 4oy Y -0y 2
(7 y=pf'+&y +572
z="1x+0Y +12
Zaznaczymy, iz takie same zwigzki zachodzg miedzy miarami
-
rzutéw (X,Y, 2)i (X', Y', Z') tego samego wektora V na osi jednego
ukladu prostokatnego i na osi drugiego:
X=o X' 40, Y 4o, 2
(7) Y=0X+B Y +BZ
Z=x4i X 41 ¥Y'+1.2

Podobnie rozumujgc, wyrazimy odwrotnie wspétrzedne x', y’, 2’
w zaleznoSci od x,y,2: !

X' =0 x+Bby+mnz
(8) y=mx+hytnz
2 =ayx+Byt1s2

Zwigzki (8) mozna wysnué tez ze zwigzkéw (7), mnozgc je
obustronnie przez «,,f,,7,, i t. p. i dodajgc.

W przypadku ogélnym, gdy dwa uktady nie maja wspo6lnego
poczatku, prowadzimy przez poczatek jednego ukladu osi réwno-
legte do drugiego i otrzymamy zwiazki miedzy wspéirzednemi
danego punktu w dwdéch réinych uktadach, lgczae wzory (1) i (7).

ROZDZIAL IV.

O POWIERZCHNI | LINJI W PRZESTRZENI.

11. Réwnanie powierzchni.

Jesli kazdemu punktowi P(x,y) plaszczyzny ( Ox y)(lub jej
czgsei) podporzadkujemy okre§lone warto§ci z i odmierzymy jako
wspolrzedne na prostopadlych do ptaszezyzny (Oxy), wystawio-
nych z punktu P,to otrzymamy zbiér punktéw M(x,y,z) w prze-
strzeni, tworzacych pewna powierzchnie S. Powierzchnia ta bedzie



