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parametréw m, n,) wyznaczymy, zadajac, aby hyperbola przecho-
dzila przez trzy dane punkty, otrzymamy warunki:

n-+hi=0
6—2n-+ k=0
6—8m—3n-+3+=0
stad
2
n=2; A=-—2; m:—-—-—-—,og;

a zatem szukane réwnanie bedzie mialo postaé:

@xty—1)(y+ 2x—2)—2=0

ZAGADNIENIE 12. Znale$é rownanie uktadu parabol, Rio-
rych wierzchotkiem jest poczqtek wspotrzednych.

Réwnanie uktadu wszelkich parabol na plaszczyinie zawiera
cztery parametry i ma postac

(y —mx)+oax+py+1=0,

jesli wykluezymy parabole z osiami réwnoleglemi do Oy; m jest
wspolezynnikiem katowym osi paraboli. Aby otrzymaé warunek,
iz poczatek ukladu jest wierzchotkiem paraboli, wystarczy napi-
saé, iz parabola przechodzi przez punkt (0,0) i ma w tym punk-
cie sfyczng prostopadls do prostej y= mux; otrzymamy w ten
spos6b zwigzki

mo—f=0; 1=0

i rownanie zgdanego ukfadu parabol w postaci

y—mx)tex+may=0

zawierajacej juz tylko dwa parametry dowolne m i «.

74. Miejsca geometryczne.

ZAGADNIENIE 1. Rozwazmy uktad parabol z osiami row-
nolegtemi do osi Oy, kiore przechodzg przez punkt (0,1) i sg
styczne do osi Ox. Znalesé miejsce geometryczne ognisk tych
parabol,

Parabole dane tworza uktad z jednym parametrem zmiennym,
a zatem ogniska ich winny tworzyé linje krzyws. Zeby wyzna-
czy¢ jej rownanie, nalezy wyrazi¢ wspéhrzedne ogniska paraboli
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jako funkcje zmiennego parametru. Oznaczmy przez (x,,y,) wspol-
rz¢dne ogniska F i obierzmy x, jako parametr zmienny. Para-
bola, styczna w wierzchotku M(x,,0) do osi O x, bedzie miata
rownanie

1 ”
= 5p (x = )

2

parabola ta przechodzi przez punkt (0,1), wiec 1= ;‘}—J, stad p =
1 b ] - L) - . . -
= 5 X", Ale wiemy, iz odleglo$é ogniska od wierzchotka wynosi

P
57 a zatem

1
Yo— 1 Xo©

oznacza to, iZ miejscem 'geumetrycznem ognisk F(x,,y, uktadu
parabol jest parabola z wierzcholkiem w punkc1e 0, symetryczna
wzgledem Oy (rys. 121).

y
\ //
\
X i
\ /
\ ly
\\
Py
\\--l i Sz = X
0Ol Xo M }
Rys. 121,

ZAGADNIENIE 2. Niech bedzie uktad parabol z osiami
rownolegtemi do Oy, ktore przechodzg przez punkty (1,0) i (0,1).
Wyznaczy¢ miejsce geomelryczne wierzcholkéw tych parabol.
Réwnanie parabol ma postac

y=ax*+bx-+tc

Geomelrja Analityczna. 17
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poniewaz one przechodzg przez punkty A(1,0); B(0,1), a zatem
a+b+ec=0; 1=c;

mamy wiec uklad parabol z jednym parametrem zmiennym a
okreslony przez réwnanie

y=ax*—(a+1)x-F1

Poniewaz styczna w wierzchotku tych parabol jest rownole-
gla do osi Ox, wiec wspéirzedne (x,,y, wierzcholka kazdej
z tych parabol okre§lone sa przez dwa zwigzki

{ 2ax,—(a41)=0

(> X2t —(a+Dx,+ 1=y,

1)

Gdy zmienia sig parametr a, punkt (x,,y,) opisuje krzywa,
ktérej rownanie otrzymamy, rugujac parametr @ z réwnan (1),
wypadnie zwigzek

X4 2x,0 —2xy— Yo +1=0;

-
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miejscem geomelrycznem wierzchotkéw ukladu parabol danych
jest wige hyperbola. Srodek S («, f) tej hyperboli spelia réwnania

2042 —2=0
20—1=0

posiada wige wspoétrzedne o= ;; f= 1 Kierunki asymptotyczne

dane sg przez réwnanie X*+42 X V=0; a wiec asymptoly prze-
1]
chodzg przez punkt (-2,2—) ijedna z nich jest réwnolegla do osi Oy,

a druga do prostej Y= — ; X (rys. 122). Nadto widzimy, iz hy-

perbola przechodzi przez punkty A i B i ma w tych punktach
styczne réwnolegle do osi Ox

—. ZAGADNIENIE 3. Dana jest parabola stata y=x* i uklad
parabol o réwnaniu y*=2px 2z paramelrem zmiennym p. Zna-
les¢ wspolng styczng paraboli statej i zmiennej i nastepnie miejsce
geometryczne punktow stycznosci M tej wspolnej stycznej z pa-
rabolg zmienng. Niech bedzie Y= m X-|-n réwnaniem wspélnej
stycznej. Aby ona byla styczna do paraboli statej y=x* i jedno-
cze$nie do zmiennej y*=2px, trzeba i wystarcza, zeby réwnania

¥

mX+n=X*;Y=m5+n

2p
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mialy pierwiastki podwdjne, stad wyplywaja dwa zwigzki

m*-+4n=20
4dmn
1— ¥ =0

zatem ,

k: y 1 3[,."—.,
m=—)2p; n=—ry 4p*
Rzedna punktu styczno$ci M ze zmienng parabolg ma warto§é

Y= .i')l —= _"{,.p__
V2p
a poniewaz Y*=2pX, rugujgc wiee zmienny parameir p,
otrzymamy szukang krzywg o réwnaniu
Y=—8X*

to znaczy parabole, polozong ponizej osi Ox (rys. 123).
ZAGADNIENIE 4. Dany jest uktad krzywych drugiego stopnia,
opisanych na danym czworokacie, znale$¢ miejsce geomelryczne
Srodkow tych krzywyeh.
Przypu§émy iz wierzchotki danego czworokata majg naste-
pujace wspoélrzedne:

A(l,{)); B(S;{)), 0(0;1); D(_']-JB)

Rownanie uktada stozkowych, jako przechodzacych przez
punkty przeciecia sie pary prostych (A B,CD) z parg (AC, B D),
bedzie miato postaé

f=ety—1D@x+4y—9+ry@y+2x—1)=0
gdzie ) jest parametrem zmiennym.

Wspolrzedne 8&rodkéw  (xo, 7,) tych krzywych spelniaja
uktad réwnan

f' oy =6x+Ty,—12+21g5,=0
f;r (X0, o) =TX+8y,—1B3+2Q2y+2x,—1)= 0

rugujgc parametr A, otrzymamy stad réwnanie Zadanego miejsca
geometrycznego
12x°+12x5,—2y*—380x, — 5y, +12=0

jest to pewna hyperbola.
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ZAGADNIENIE 5. Znales¢ miejsce geometryczne Srodkow
hyperbol réwnoosiowych, opisanych na danym tréjkacie ABC.

Obierzmy jako oS Owx prostg A B, za$§ prostopadla, przecho-
dzgcy przez wierzcholek C, jako o§ Oy. Wspélrzedne wierzchol-
kéw danego tréjkata niech bedq takie: :

(@,0);(5,0);(0,c)
Réwnanie ogélne hyperbol réwnoosiowych ma postaé
Ax*+Bxy—Ay*+Dx+Ey+F=0
lub
Xtaxy—pr4frtry+o=0

wykluczajac wypadek 4=0. Za‘dajqc,laby ta hyperbola przeci-
nata o§ Ox w punktach (a,0) i (b,0), otrzymamy

=—(a+b); o=ab;
aby za$§ przechodzita przez punkt (0,c¢), winno by¢
= +1e+0=0;

hyperbole, opisane na danym tréjkacie, tworza wiec uklad z jednym
parametrem zmiennym «, okre§lony przez réwnanie

fle,p)=x"toxy—y*—(a+b)x+ (c— %) y+ab=0.
Wspéirzedne srodka tych hyperbol (x,,y,) spetniaja réwnania
f: =2x)+ay,—(a+b)=0

fy=ax—2g0+(c—22) =0

rugujge z tych réwnan parametr zmienny ¢, otrzymamy réwnanie

ab

_) Yo=0

y A 1
x02+yu'_§xn(a+b)_§(c_ %

7adane miejsce geometryczne jest wiec kolem.

Kolo to, jak tatwo sprawdzié, przechodzi przez srodki bokow
danego tréjkata, jest to wigc kolo dziewigciu punkiéw (patrz
éwicz, 6 na str. 104).
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ZAGADNIENIE 6. Rozwaimy uklad stozkowych, stycznych
w punktach (1,0) 7 (0,1) do osi wspotrzednych i prosta o réwnaniu
2 X+ Y-+1=0. Wyznaczy¢ miejsce geometryczne biequnow lej
prostej wzgledem stozkowych danego ukladu.

Punkty (1,0) i (0,1) sy to punkty przecigeia pary xy=0
z prostg x+y—1=0, a wige, wedlug artykutu 69, réwnanie stoz-
kowych danego ukladu ma postaé

Axy+(x+y—1)y°=

gdzie ) jest parametrem zmiennym. Wedlug art. 67, biegunowa
punktu (x,,y,) wzgledem tej stozkowej ma réwnanie

1
Xy _’_'2'(>‘+2)(y11X+-"{| V)4 Yy — (X+x0) — (Y+y0)+1=0
a poniewaZz ma byé¢ nig prosta
2X+Y+4+1=0,

wiec jej biegun (x,,y,) speliaé winien zwigzki:

1 1
Xy E()“f‘z)yn—l ;Z()“I'Q)In"i_y"'_l — X — 1

2 1 o 1

3

rugujae z tych dwoéch zwiazkéw parametr zmienny %, otrzymamy
takie réwnanie:

83X’ + X o287 —3x,+2g,=0
ktére przedstawia dwie proste o réwnaniach
Xo+y=11i38x,—2y,=0
Szukanem miejscem geometrycznem jest tylko prosta
3x,—2y,=0

druga prosta bowiem jest sieczng, laczacq punkty styczno$ci dane
i odpowiadajgcg warlosci A=0,

ZAGADNIENIE 1. Z punktu statego P(«,8) wyprowadzono stycz-
ne do uktadu hyperbol o réwnaniu xy= C, gdzie C jest parametrem
zmiennym. Wyznaczyé miejsce geometryczne punktow stycznosei.
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Punkty styczno$ci sa przecieciem danej hyperboli z biegunowa
punktu P(z, ), a wiec wspéirzedne (x,7) tych punktéw spel-
niaja réwnania :

vy==C
1
.2'(&'&*‘1‘.1} 2)=C

Jesli zmieniamy wartosé C, to punkty stycznoéci opisza
krzywa, ktorej rownanie otrzymamy, rugujac C' z dwéch zwigzkéw
powyzszych, wypadnie

2xy—fx—2y=0

Szukane miejsce geometryczne jest wiec hyperbolg réwno-
osiowg z asymptotami réwnoleglemi do osi wspéhrzednych.

ZAGADNIENIE 8. Niech bedzie uklad krzywych, majgcych
state ognisko F'i odpowiednia stata kierownice D. Znale$é:1°) m. g.
wierzchotkow tych krzywych; 2°) m. g. punktéw stycznosci tych
krzywych, w kiérych styezne przechodza przez dany staty punkt P.

1°. Obierzmy kierownice dang, jako o§ Oy, za$ prostopadta,
przechodzaca przez odpowiednie dane ognisko F, jako 0§ O x; niech
(a,0) oznaczaja dane wspélrzedne ogniska F, zalozymy, iz a > 0.
Réwnanie rozwazanego ‘uktadu krzywych bedzie mialo postaé

fle,p)=x—a)l+y*—Ax*=0

gdzie A jest parametrem zmiennym, przedstawiajgcym kwadrat
mimosrodu tych krzywych.

Poza wierzeholkami rozwazanych krzywych, lezgcemi na
osi O x, pozostale wierzehotki sg to punkty, w ktérych styczne sa
réwnolegte do osi Ox, a wiec spelniaja réwnanie

fL=2(x—a)—2kx=0;

rugujgc teraz parametr A z dwoéch powyzszych réwnan f=0
i [’ =0, okreslajacych polozenie wierzcholka, otrzymamy réwnanie
zadanego miejsca geometrycznego w postaci

y’—ax-+a*=0

zadane miejsce geometryczne, poza osia O.x, jest wiec parabolg,
zwrécong w dodatnim kierunku osi Ox, ktérej osig symetrji jest
0§ Ox iktérej wierzcholkiem jest dane ognisko F(a,0).
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Poniewaz warto§¢ parametru

X—a
a

Y=

dla wszystkich punktéw otrzymanej paraboli spelnia warunek
0" %<1, a zatem wszystkie punkty tej paraboli, z wyjatkiem
wierzchotka, sg wierzcholkami elips danego uktadu.

29, Punkty stycznoéei styeznych do krzywych danego ukladu,
wyprowadzonych z danego statego punktu P(«,[), sq przecigciem
kazdej z krzywych z odpowiednig biegunows, spelniaja wigc dwa
réwnania

fEy)=0=Nx+y —2ax+a*=0;
(1 —»xatgb—alx+e)+a*=0;

rugujac z nich parametr zmienny 2, otrzymamy réwnanie zadanego
miejsca geometrycznego

ax*—fxy+toy—a(ato)x+ata=0

Jest to krzywa drugiego stopnia, ktérej postaé zalezy od
znaku wyréinika * —4 ao; dyskusje pozostawiamy czytelnikowi.

ZAGADNIENIE 9. Dany jest uktad stycznych do hyperboli
xy=1, wyznaczyé miejsce geomelryczne biequniw tych stycz-
nych wzgledem elipsy 2 x*--3y* = 5. '

Jesli (xy,y,) sa wsplirzednemi bieguna, to biegunowa jego
wzgledem danej elipsy bedzie miata réwnanie

2xx,+3yy,=5;

ot6z réwnanie szukanego miejsca geometrycznego otrzymamy naj-
proéciej, Zadajac aby ta biegunowa byla styczng do hyperboli
xy =1, piszemy wigc réwnanie, okre§lajgce punkty wspolne bie-
gunowej i hyperboli,

2x.ro—i—3% Fo=D
lub
2xox?—5b5x43y,=0
i przyrownywujgc do zera wyr6znik, osiggniemy zwigzek
24x,y,=25

bedacy wlasnie réwnaniem zgdanego miejsca geometrycznegoﬁ],est
to hyperbola réwnoosiowa.
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ZAGADNIENIE 10. Znales¢ miejsce geometryczne srodkow
kot wpisanych w tréjkat A B C, kidrego podstawa A B jest stata,
za$ suma bokow pozostatych ma wartosé dang s:

AC+BC=s

Obierzmy jako 0§ Ox prosta, na ktérej lezy podstawa tréj-
kata A B, a jako o§ Oy prostopadly, wystawiona ze Srodka boku
A B. Niech (a,0) beda wspéirzednemi punktu 4, za§ (—a,0) —
punktu Bj; zalozymy, iz « = 0.

Wsp6lrzedne (x,,y,) Srodka kola wpisanego S w tréjkat, jako
przecigcia dwusiecznych katow A i B, spelniaja réwnania

) yn"'——-ig%(xn——a)
(2) 8
l yo=1g 9 (x4 a)

gdzie przez o.i p oznaczono katy wewnetrzne trojkata przy A i przy B.
Mamy jednak z trojkata A B C

g, SRR
AO“2aSin(a-{—B)’ BC

Sin o

B Ty

stalo§¢é sumy tych bokéw wyrazi sig wige nastgpujgeym zwigzkiem
miedzy katami « i f:

Sina-Sinf __ s

Sintz8) =~ 2a

stad, po przeksztalceniu trygonometrycznem, wypada

"

1+4g;-fgi

Sty Ss 8
o B~ 2a.
| —fg—-tg-
tg—1g,
rugujac teraz wartosei tg% ity -Sf- 7 powyiszego .zwigzku i ze

zwigzkow (2), otrzymamy réwnanie szukanego miejsca geometrycz-
nego

e )=
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poniewaz za$§ z zalozenia winno byé

otrzymane miejsce jest wiec elipsg, odniesiong do osi symetrji.

ZAGADNIENIE 11. Rozwazmy uktad hyperbol, opisanych
na danym trdjkacie prostokginym A OB, kiérych asymptoly sg
rownolegte do przyprostokgtnych OA i OB. ZnaleS¢ miejsce
geometryczne wierzchothdw tych hyperbol.

Niech osi wspéirzednych schodza sig z przyprostokgtnemi
danego tréjkata i niech (a,0) i (0,) bedg wspélrzednemi wierz-
cholkéw A i B.

Réwnanie hyperbol, z asymptotami rownolegtemi do osi wsp61-
rz¢dnych, ma postaé

xyg-ex+fy41=0

zadajac, aby hyperbole przechodzity przez punkty A (a,0)i B(0,0),
mamy

sa+1=0; Bb+1=0

dany ukfad hyperbol przedstawia wigc rownanie

fl,p)=xy — ©x- %y+7=0

(74

z jednym parametrem zmiennym 7.

Osi symetrji tych hyperbol, jako dwusieczne kata utworzo-
nego przez asymptoty, bedg miaty wspétezynniki katowe

m=-+1im=—1
a wiee, wedlug réwnania $rednicy
FeGom)+mf, (x,y) =0,

dwie osi symetrji danych hyperbol bedg mialy réwnania

[ 12 Gem) 1) o) =0
| 126 g) — fi(x,) =0
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a zatem

(.ff = —T-)—t—(.r- %) — 0

a

2} ~[s—g)s

Osi te przecinajg hyperbole w punktach, bedacych jej wierz-
chotkami. Wierzcholki danych hyperbol okreslone sa wiec przez
pare réwnan

g )=

1 1
[ sts—v(3+5)=0
i przez pare rownan

[ o{3 44 )=

1 1
}y__x_‘r('a h;")_.:U
Rugujac parametr zmienny v w kazdym z tych dwoéch ukta-

déw réwnai, otrzymamy dwa réwnania -

"]

— = —x—y=0
45 y

SO | _
=3 —wp={

Zadanem miejscem geometrycznem jest wigc elipsa i hyper-
a. b o

-2—,—2~), osi rownolegle do

przyprostokatnych danego trojkata i sg obie na nim opisane.

ZAGADNIENIE 12. Rozwaimy ukiad hkrzywych drugiego
stopnia, ktérych jedng z kierownic jest prosta stata dana x+y=a
i klore sg styczne w poczgthu ukladn do osi Ox. Znales¢ miejsce
geomelryczne ognisk tych krzywych, odpowiadajgcych danej kie-
rownicy.

Jesli (x,,y,) oznaczaja wspoélrzedne ogniska, odpowiadajacego
kierownicy x-y—a = 0, to réwnanie krzywej drugiego stopnia
bedzie miato postaé

(x —x)+@—y) —rr+y—af =0;
podstawiajge y = 0 i zadajgc, aby otrzymane réwnanie mialo pier-
wiastek podwéjny x = 0, bedziemy mieli zwigzki

bola; krzywe te majg wspolny Srodek (

X2+ yl=21a
X, —Nda
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rugujac za$ stad parametr zmienny %, mamy
x24+pg?—ax,=0
Miejscem geometrycznym ognisk jest wige okrag kota, kt6-

rego Srodek lezy w punkcie (g ,U) i ktore jest styczne w poczatku
uktadu do osi Oy.

7 rownania krzywej widzimy, iz w przypadku A ; przed-
stawia ono elipse, w przypadku X :% - parabole i w przypadku
A > ; — hyperbole; poniewaz 'zaé x,=A\a, a wiec punkty zna-
lezionego kota sa ogniskami elips, hyperbol lub parabol, zaleznie
od tego, czy x, jest mniejsze, wieksze lub réwne % a.

ZAGADNIENIE 13. Znales¢ m. g. spodkow M normalnych,
wyprowadzonych ze statego punkifu A (»,0) do ukladu parabol
o réwnaniu y° = 2 Cx ze zmiennym parametrem C.

Spodki normalnych M (x,y) czynig zado§é dwém réwnaniom
| pP=20Cx
| ¢ =x4C
rugujac stad parametr C, otrzymamy rownanie zgdanego miejsca
geometrycznego
2x -yt —2a0x=0;

jest to elipsa, ktérej osi sa rownolegte do osi wspéirzednych
i ktérej grodkiem jest punkt (%,0)

Cwiczenia *).

1. Znale$é rownanie paraboli z osig réwnolegly do Oy, ktéra przechodzi
przez punkty (1, 1); (—1, 0) i jest styczna do prostej y = x — 1.

2. Znaleié réwnanie paraboli, ktéra jest styczna w punktach (1,0)i (0,2)
do osi wspélrzednych; znale§é o§ i wierzcholek tej paraboli.

3. Znale$¢é réwnanie paraboli, ktéra przechodzi przez punkty (1, 0) i (0,2)
i ktéra posiada wierzcholek w poczatku uktadu.

4. Znales¢ rownanie krzywej drugiego stopnia, przechodzacej przez cztery
dane punkty ‘
(1, 0); (2:0}; (011}: (0, 3)

i stycznej do prostej y = — «x.

*) Niektére zagadnienia tu podane, jak réwniez rozwigzane poprzednio,
byly tematami egzaminéw konkursowych w wyiszych uczelniach francuskich;
czerpaliSmy je czgSeiowo z obszernego zbiorn zagadnien MoSNAT: Problémes
de géomélrie analytique.
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5. Znale§¢ rownanie hyperboli réwnoosiowej, przechodzgcej przez dane
cztery punkty
(1, 1) (2, 0); (8, 2); (4, 0);

okresli¢ polozenie érodka i asymptoty.
6. Znales¢ réwnanie Krzywej drugiego stopnia, opisanej na trdjkgcie
A0,0: B(1,0: C(0,2)
i styeznej do prostej y = — x — 2 w punkcie (— 1, — 1).
7. Znale$¢ réwnanie hyperboli, ktérej asymptotami sq proste
y=1x; 2x+4y=1
i ktora jest styezna do prostej y = 0.
8. Znale§é ré6wnanie hyperboli, ktérej jedng asymptotq jest prosta
2x —pyp=1,
ktéra jest slyczna do osi Ox i przechodzi nadto przez punkty (0,2) i (0, 3).

: 9. Znale&é réwnanie paraboli; ktérej o$ jest rownolegla do prostej y = «x,
ktora przechodzi przez punkt (0, 1) i wzgledem ktore] poczatek ukladu jest
biegunem prostej
’ 2xt+y+1=0

10. Znales¢ réwnanie elipsy, kiérej osi symetrji schodzg sie z osiami
wspolrzednych, wiedzge, iz punkt (1, 2) jest biegunem proste]
x+pyp—1=0
11, Znale§é rdéwnanie hyperboli, spelniajgcej nastepujgce warunki:

a) asymptoty sa réwnolegle do osi wspélrzednych; b) poczatek ukladu jest
biegunem prostej 2

x+4y+1=0:
¢) punkt (1, 2) nalezy do hyperboli.
12. Znale§é réwnanie paraboli, majac dane jej ognisko i dwa jej punlty.
18. Wyznaczyé krzywa drugiego stopnia, majge dang jej kierownice i trzy
punkty krzywej. :

14. Znale&é réwnanie uktadu hyperbol, majgeych wspdlng dang jedng
asymptote i ktérych wierzcholkiem jest dany punkt.

15. Znale$é rownanie ukladu hyperbol, ktérych kierownicg jest dana
prosta D, i ktérych jedng z asymptot jest druga dana prosta D..

16. Znale§é réwnanie ukladu krzywyeh drugiego stopmia, ktérych jeden
wierzchotek znajduje sie w poczgtku ukladu.

17. Znaleéé réwnanie ukladu krzywych dla ktéryeh poczatek wspolrzed-
nych jest biegunem prostej x = a.

18. Znale§é miejsce geometryczne srodkéw krzywych drugiego stopnia,
styeznych w punktach danyeh 4 (a, 0) i B (0, b) do osi wspélrzednych.

19. Dowie§é, iz miejscem geometrycznem Srodkéw Krzywych drugiego
stopnia, opisanych na danym trapezie, jest linja prosta.
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20. Niech bedzie uktad hyperbol réwnoosiowyeh, stycznyeh w poezatku
ukladu do osi Ox i przechodzacych przez punkt (0, 1). Znalesé m. g. srodkéw
tych hyperbol.

21, Znale§é m. g rodk6éw lkrzywych ukladu, okredlonego przez réwnanie
xt - Coy -y A4 Cx =0
gdzie C jest parametrem zmiennym.

22, Niech bedzie uktad parabol z osiami réwnoleglemi do O, ktére sg
styczne w poezatku ukladu do prostej

g =8

Znalegé m. g. punktéw tych parabol, w ktérych styczne sa réwnolegle
do proste] y = x.

23. Niech bedzie uklad krzywych drugiego stopnia, przechodzgeych przez
dwa dane punkty A i B i stycznych do danej prostej D w danym punkeie C.
Znalesé m. g. srodkéw tych krzywych.

24. Dany jest uktad prostych styeznych do paraboli
P HE— e
ZnaleSé miejsce geometryczne biegunéw tych prostych wzgledem elipsy
2x* + yr= 1.
25. Z punktu stalego («,8) wyprowadzone styezne do ukladu parabol
yt = 2px
ze zmiennym parametrem p.  Znale§é miejsce geometryezne punktdw stycznosei.

26. Wyznaezyé miejsee geometryezne Srodkéw kol styeznyeh do danej
prostej, ktére sq widziane z danego punlktu pod kgqtem prostym.

27. Rozwazmy uktad parabol z osiami réwnoleglemi do Ox, ktore sa
styczne w poezgtku wspélrzednych do danej prostej stalej

¥ = mx.
Znalesé miejsce geometryczne punktéw stycznosci prostyeh stycznyeh,
wyprowadzonych do tych parabol ze stalego punktu A(u,p).

28, Niech bgdzie uklad hyperbol réwnoosiowych, opisanych na stalym
trojkacie prostokatnym. Znaleéé miejsce geometryczne punktéw styeznosei pro-
stych styeznych, réwnoleglych do jednego z bokdw.

29, Znale$é miejsce geometryczne wierzchotkéw € tréjkata 4 BC, kto-
rego podstawa AB jest stala i w ktérym kat A jest dwa razy wiekszy od kata B.

30. Znale$¢ miejsce geometryczne biegunéw wzgledem danego kola pro-
stej, ktéra toczy sie po innym danym kole.

31. Jedli P=10; Q=0; R =0 sy réwnaniami bokéw tréjkata, to
uktad lkrzywych drugiego stopnia, opisanych mna tym tréjkacie, przedsta-
wia réwnanie ’

11PQ+;'2PR+;~3QH=Q

gdzie 2,,4,,4; sa to stale dowolne.
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32, Dane jest koto
x4 pt— R*=0

i staly punkt P(«, 0). Niech A, B oznaczajg punkty przeciecia sie kola z osia
Ox, za§ C, D punkty przeciecia sie kota z dowolng sieczng, wychodzacy
z punktu P. Znaleé réwnanie hyperboli réwnoosiowej, przechodzicej przez
cztery punkty A BC D. Znalesé nastepnie m. g. érodkéw tyeh hyperbol, gdy
sieczna P CD obraca sie dokold punktu P.

33. Dany jest uklad elips, okreglonych przez réwnanie
I A
a* T =

gdzie «a jest stalg, za$ b jest parametrem zmiennym. Z punktu stalego (o, 2)
wyprowadzono styczne do tych elips; znale$é¢ m. g. punktéw styeznosei.

34. Niech bedzie uklad krzywych drugiego stopnia, opisanych na danym
czworokgcie. ZnaleSé m. g. biegunéw wzgledem tych krzywyeh danej stalej
prostej D.

35. Dany jest ullad krzywych okreslonyeh przez réwnanie
hx(x —a) +ay(y — x + a) =0,

gdzie « jest stalym odeinkiem, za§ » parametrem zmiennym. 1°) Dowiesé, iz
krzywe te przechodza przez trzy punkty state; 2%) wskazaé rodzaj tych krzy-
wych, zaleznie od »; 3°) znalesé m. g. punktow, w ktorych styczne do danych
krzywych sg réwnolegle do osi O x.

36. Dany jest uklad kdél, przechodzgeych przez punkt staly A i odcina-
jacych na danej prostej D, nieprzechodzacej przez A, cigciwe o statej diugosci.
Znale§¢ m. g. srodkéw tych kol

37. Rozwaimy uklad parabol z osiami réwnolegtemi do Oy, ktére prze-
chodzg przez punkty (1,0) i (0,1). Z punktu (0, —1) wyprowadzono styczne
do tych parabol. Znale§é m. g. punktéow styecznoéei,

38, Dane sg dwa stale punkty A i B, Rozwazmy dwa kola, majgce
Srodki A i B i styezne do prostej o stalym kierunku. Znales¢ m. g. punktéw
przeciecia tych kol

39. Znale$é m. g. punktéw krzywych o réwnaniu

a v -
h —’_-}.-—-—c: 1=0

ze zmiennym parametrem A, w kiérych styczne sg réwnolegle do danej prostej.

40. Ze stalego punktu M wyprowadzono styczne do uktadu elips, maja-
cych jednakowy stosunek osi i wspdlne osi symetrji. Znales¢ m. g. punktéw
.styeznodei. :

41. Dany jest ukiad hyperbol, przechodzacych przez dany punkt 4, Kkto-
rych jedng z asymptot jest dana prosta D, za$§ drugi asymptotg jest réwnolegta
do danej drugiej prostej D’. Znale$é m. g. wierzcholk6w tych hyperbol.
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42. Znale$é m. g. ognisk parabol, ktére sy styczne do osi Ox w punkecie
danym A i do osi Oy w punkecie dowolnym.

43. Dany jest uklad hyperbol réwnoosiowych, ktére przechodzy przez
dany punkt A (@, 0) i ktérych kierownica jest 0§ Oy. Znalesc: 1") miejsce
geometryezne ognisk lyeh hyperbol, odpowiadajgcych stalej kierownicy Oy ;
2" m. g. érodkéw tyeh hyperbol; 3°) m. g. ich wierscholkdw.

44, Dany jest uklad krzywyceh drugiego stopnia, ktérych jednem z og-
nisk jest dany punkt F i ktére przechodzg przez dwa dane punkty A i B.

19 Dowie§é¢, iz dany uklad rozklada sie na dwa zbiory krzywyeh
takie, i# kierownice krzywych kazdego z tych zbioréw, odpo-
wiadajgce danemu ognisku F, przechodzg przez punkt staly,
letgcy na prostej 4 B.

2" Znale$é m. g. §rodkéw danych krzywych i ndowodnié, iz ono
sklada si¢ z dwéeh krzywyeh drugiego stopnia wspdlogni-
skowych.

45. Dany jest uklad krzywych drugiego stopnia, stycznych w punktach
(, 0) 1 (0, @) do osi wsp6irzednych. Znale$é m. g. wierzcholkéw tych krzywych
im. g ich ognisk.

46. Rozwazmy ukfad parabol, przechodzgcych przez dwa punkty stale,
ktorych osi sq rownolegle do danej prostej. Znale§é m. g. ognisk tych parabol.

47. Dany jest ukiad parabol, okreflonych przez réwnanie
P=2Cx

ze zmiennym parametrem C i staly punkt A (e, 2). Znale$é miejsce geometryczne
rzutdw danego punktu A na jego biegunowe wzgledem danych parabol.

48. Dany jest uklad elips o réwnaniu

o B _
@ + v 5

gdzie a jest stale, zad b jest parametrem zmiennym. Z punktu stalego (0, #)
wyprowadzono normalne do tych elips w jednym z punkiéw przecigcia. Zna-
le&é m. g. spodkéw tyeh normalnych.

49. Rozwaimy uklad krzywyceh drugiego stopnia, ktérych osi symetrji
schodza sie z osiami wspélrzednyeh i ktére sq normalne do danej prostej
stalej D. Znale&¢ m. g. biegundw prostej D wzgledem tych krzywych.

50. Z punkin zewnelrznego A wyprowadzono dwie styczne do paraboli
y* = 2px

i nastgpnie z punktéw stycznoéei, wystawiono normalne. Znale§é m. g. punk-
téw przecigeia tych normalnyech, gdy punkt A opisze linje prosta.

51. Rozwazmy uklad krzywych drugiego stopnia, opisanyech na danym
trapezie réwnoramiennym. Znale§é m. g. punktéw tych krzywych, w ktorych
styeczne sa rdwnolegla do jednego z ramion danego trapezu.

52. Dany jest punkt staly A i prosta stala D. Z punktu A wyprowa-
dzono dwie dowolne proste AB i AC, tworzace ze sobg staly kat «; Bi C
oznaczajg punkty przecigeia tych prostych z prosta D. Znale§é: 1° miejsce
geometryezne frodkéw k6l opisanych na tréikgcie ABC; 29) m. g. punkiow
przecigcia stycznych do kola w punktach B i C
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53. Rozwazmy ukiad parabol, ktérych ogniskiem jest staly punkt F
i ktére sg styczne do stalej prostej D. Znaleéé miejscs geometryczne wierz-
chotkéw tych parabol. -

54. Niech bedzie uklad hyperbol réwnoosiowych, przechodzgeych przez
koiice érednicy stale] AB danego kola i przez konce dowolnej cieciwy tego
kola CD, réwnoleglej do AB. Znale§é miejsce geomelryczne wierzcholkéw
i cgnisk tych hyperbol.

ROZDZIAL XVIII.

PRZEKSZTALCENIA KRZYWYCH.
75. Uwagi ogélne.

Je§li kazdemu punktowi M krzywej C na plaszczyznie pod-
porzadkujemy punkty M’ tej plaszezyzny, wedlug pewnego pra-
wa, to otrzymamy zbiér punktéw, tworzacych pewng linje C',
ktéra nazywamy przeksztatcong krzywej C. Je§li wspolrzedne
punktu przeksztalconej M’ (x',y’) zaleza tylko od wspéirzednych
punktu M(x,y) krzywej danej, a wieec, jeSli przeksztatcenie okre-
slone jest przez zwiagzki o postaci

x'=f(xy
(1)
y'=9¢(xy)

to przeksztalcenie nazywamy punkfowem,
Okreflajac ze zwigzkow (1) wspoéhrzedne x i y w zaleznoSci
od x’ i y’, otrzymamy funkcje

2) x=fi(x,y); y=ao.",y);

ktore okreslaja przeksztatcenie odwroine wzgledem przeksztat-
cenia (1).

Rozpatrzmy teraz szczegélne typy przeksztalcen.

76. Jednoktadnosé.

Przeksztatcenie nazywamy jednoktadnoscia, jesli punktom M pod-
porzgdkowujemy punkty M’, lezgcenatej samej osi OM, wychodzg-
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