8, Jesli (.Y,, Y,) i (X, Vi) sa miarami rzutéw dwoch wektordw w jednym
ukladzie prostokatnym, zas (X', ¥)) i (X', V) miarami rzuléw tych wektoréw
na osi innego ukladu prostokglnego, to mamy:

XXl BN =% Xeoh Y F.
9. Dane sg wspoélrzedne wierzcholkow tréjkata:
4(1,1); B23); C(B,—1);

wyznaezyé cosinusy katéw lego trojkata, opierajye sie na wzorze na cosinus
kata miedzy osiami.

ROZDZIAL IL

WIADOMOSCI OGOLNE O LINJACH KRZYWYCH
| ICH ROWNANIACH.

10. Krzywa i pojecie funkcji.

Rozwazmy zbiér wszystkich punktow, lezacych na osi Ox
miedzy punktami A’ i B’. Niech x oznacza odcigta dowolnego
punktu M’ tego zbioru. Jesli dla kazdej liczby x dobierzemy pewna
liczbe y i odmierzymy ja jako rzedna na prostopadtej w punkcie M’,

y

Ny

Rys. 28,

to otrzymamy zbiér punktéw M, tworzgeych fuk krzywej A B (rys. 28).
PoloZenie i ksztalt tego luku bedzie okreslony, jesli podamy
sposdb, wedlug ktérego dla kazdej liczby x danego zbioru na-



lezy dobra¢ odpowiednia wartosé y. Zwykle sposéb taki zawarty
jest w pewnych wskazanych dzialaniach matematycznych, ktére
trzeba wykona¢ nad liczba x, aby otrzymaé odpowiadajgcy jej
liczbe y. Wiec np. zwigzki y=2x-}-3 lub y=2x* okreflajg w zu-
petnosci spos6b, wedlug ktorego dla kazdej odcietej x nalezy do-
bra¢ warto§¢ y, kaidemm z tych dwdch zwigzkéw odpowiada
okre$lony tuk linji krzywej.

Symbol x, ktéry oznacza odciety dowolnego punktu miedzy
A’ i B', nazywamy symbolem zmiennej niezaleZnej, zas
symbol wielko$ci y podporzadkowanej wielkoéei x — symbolem
zmiennej zaleznej lub funkcji zmiennej x i piszemy

y=7[(x)

Pojeciu krzywej odpowiada zatem pojecie analityczne funkeji.
Réznym funkejom, t. j. réZznym sposobom podporzadkowania war-
tosei y wartosciom x, odpowiadajg wiec rézne luki krzywych.

W poprzednim rozwazaniu wprowadziliSmy pewien prze-
dziat A’ B’ dla zmiennej niezaleznej, w ktérym funkcja jest okreglona.
Istnieja réwniez rozwazania, w ktérych funkcje y okreslamy dla
dowolnej warto§ci x dodatniej Iub ujemnej.

11. Funkcja pierwszego stopnia i linja prosta.

Najprostsza zalezno$cia funkcjonalng w Matematyce jest pro-
porcjonalno$é. Mowimy, iz zmienna y jest proporcjonalna wzgledem

zmiennej x, jesli stosunek g posiada wartos¢ stalg m; y jest wiec

okreslong funkejg zmiennej x dang przez wzor

(1) y=mx

Niech x i y bedg wspélrzednemi prostokatnemi punktu M na
plaszczyinie (rys. 29). Stosunek —f: przedstawia tangens kata o,
ktory tworzy z osig Ox dowolny zdwéch zwrotéw prostej, przecho-
dzacej przez punkty Oi M; a wigc stalo§¢ wartoSci stosunku wspét-
rzednych g oznacza, 7Ze punkty, spelniajgce zwigzek (1), ieia, na

prostej, przechodzacej przez poczatek ukiadu O, ktérej jeden lub
drugi zwrot tworzy z osig Owx taki kat «, iz

tgo=m

Geomelrja Analityczna b



— 84 —

Odwrotnie, dowolny punkt tej prostej spelnia oczywiscie
zwigzek (1).

M

Rys. 29,

Danej wartosci m odpowiadaja na plaszezyZnie tylko dwa
przeciwne zwroty, a zatem jedna okreSlona prosta. Je§li m jest
dodatnie, to jeden ze zwrotéw prostej tworzy kat ostry z osia
O x, jesli za§ m jest ujemne, to kat rozwarty. WeZmy teraz pod
uwage funkeje ogolng pierwszego stopnia

(2) y=mx+ b

gdzie m i b sa to stale dodatnie lub ujemne. Punkty, ktérych

.,

Rys. 80.

rz¢dne M’ K réwnaja sie¢ mx (rys. 30),lezg na prostej D, przecho-
dzace] przez poczatek O i tworzgcej z osia Ox kat o taki, iz



tgo.=m. A wiec punkty, ktérych rzedne MM’ obliczone sa ze
zwigzku (2), beda lezaly na prostej A
rownolegtej do D i przesunietej o wiel- y
ko§é b w dodatnim lub ujemnym zwro- .
cie osi Oy, zaleznie od znaku b&;
prosla A przecina o§ Oy w punkcie 4,
majacym rzedng b, gdyz dla x =0
mamy y=>b. Funkeji (2) odpowiada
zatem linja prosta, tworzgeca z osia 0
Ox kgt o taki, iz tgo=m [ odcina-

jaca na osi Oy wektor b.

We7Zzmy przyklad liczbowy y= 10,-1)
=2x—1; aby wykre§li¢ odpowiednia
prosta, wystarczy znalesé dwa jej
punkty; np. dla x =01 x =1 odpo-
wiednie rzedne bedg y =—1iy= 1.
taczac dwa otrzymane punkty (0, —1) i (1,1), bedziemy mieli
szukana prosta (rys. 31).

Rys. 31.

12. Inne przyktady funkcyj i krzywych.
1. WeZmy funkcje

y=ax*

gdzie a oznacza stala dodatnig.

Gdy x =0, wtedy y =0, a wiec krzywa, odpowiadajaca da-
nej funkeji, przechodzi przez poczatek ukltadu O. Gdy zmienna x
przybieraé bedzie wartoSci coraz to wieksze dodatnie, wtedy odpo-
wiednia zmienna y rowniez wzrasta¢ bedzie bez granie, odpowied-
nia galaZz krzywej wychodzi wiec z punktu O i wznosi sig¢ nie-
ograniczenie ponad o§ Ox. Z lewej strony osi Oy galaz krzywej
bedzie polozona symetrycznie wzgledem poprzedniej, albowiem y
przybiera wartosci jednakowe dla- x i dla — x (rys. 32), krzywa
odpowiednia nazywa sie parabola.

2. Niech bedzie teraz funkeja

1
I = =

Gdy zmienna x przybiera coraz to wigksze wartosci dodatnie,
wtedy zmienna y przybiera coraz to mniejsze warlo$ci dodatnie,
dazac do zera; odpowiednia galaZz krzywej zblizaé sie bedzie, jak
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méwimy, asymptotycznie do osi Ox. Gdy x dazy do zera przez
wartogci dodatnie, wtedy odpowiednia warto§¢ y wzrasta nieogra-

y

Rys. 32.

niczenie, a zatem punkty krzywej wznosi¢ sie bedg nieogranicze-
nie, zblizajac si¢ asymptotycznie do osi Oy (rys. 33).

"y

Rys. 33.

Dla ujemnych wartoSci zmiennej x funkcja y przybiera war-
tosci ujemne i przebieg funkeji jest analogiczny; gdy x daiyé
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bedzie do zera, przybierajgc ujemne wartosci, wtedy odpowiednie
punkty krzywej zniza¢ si¢ bedq nieograniczenie. Krzywa, przed-
stawiajgca funkeje y = %, sklada sie wiec z dwoch oddzielnych

galezi, zblizajacych sie asymptotycznie do osi wspotrzednych.
3. W przypadku funkeji

="

U=

=

otrzymujemy przebieg podobny z ta réznica, iz dla ujemnych
wartoSci zmiennej x galgZ krzywej bedzie symetryczng wzgledem

y

0

Rys. 34.

galezi, odpowiadajacej dodatnim warto§ciom tej zmiennej. Obydwie
galezie, wznosza sie wiec w tym samym kierunku, gdy x daizy
do zera (rys. 34).

13. Ogblne pojecie réwnania krzywe;.

Linje krzywa na plaszczyinie mozna réwniez okresli¢ anali-
tycznie jako zbiér wszystkich punktéw, ktérych wspéirzedne (x,y)
spetniajag pewne rownanie z dwiema wielkoSciami x i y. WeZmy
np. zwigzek

3) -ty —rr=0

gdzie r jest dang wielkoscig stala i dodatnig; punkty, ktérych
wspoirzedne prostokgtne (x, y) spelniajg dane réwnanie (3), bedg
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w stalej odleglosci O M=r od punktu O i odwrotnie, gdyz x* + y*
jest kwadratem odleglogci punktu (x,y) od poczatku uktadu.

A wiec wszystkie punkty, spelniajgce réwnanie (3) i tylko te

¥

Rys. 35.

punkty, tworzg okragg kola o promienin r, ktérego Srodkiem jest
poczatek ukladu (rys. 36). _

Zwiazek z dwiema zmiennemi x,y, ktory spelniaja wszystkie
punkty odpowiedniej krzywej i tylko punkty tej krzywej, nazywamy
rownaniem krzywej. Wogéle rownanie krzywej, po przenie-
sieniu wszystkich wyrazéw zwigzku na jedng strone, mozna napi-
saé symbolicznie w ten sposéb:

(4) Fi(x y)=0

gdzie F(x,y) jest symbolem pewnego wyrazenia matematycznego
utworzonego z wielkosei x i y.

Traktujac w réwnaniu krzywej (4) jedng z wielkosei, np.
X, jako niezalezng, mozna (z pewnem zastrzezeniem) wyznaczy¢
odpowiednie wartoSci drugiej y jako funkcji pierwszej. Moze sie
zdarzy¢, iz dla tej samej warto$ci na x znajdziemy z réwnania
dwie lub wigcej wartosci na y; oznaczaé to bedzie geometrycznie,
iz tej same] odcietej odpowiada kilka punktow, lezgcych na réz-
nych galeziach krzywej. Z réwnania (1) np. otrzymujemy, gdy
x| <<r, dwie warlo$ci na y:



pierwsza funkecja odpowiada punktom pétkola, lezacego nad osig Owx,
za$ druga — punktom poélkola, lezacego ponizej tej osi (rys. 35).

Przy pomocy jednego réwnania F(x,y)=0 moZna wiec
okreslié analitycznie kilka galezi krzywej, z ktérych kazda wy-
magalaby oddzielnej funkeji, w razie przedstawienia bezposredniego
zmiennej y w zalezno$ci od x.

Z okreSlenia réwnania krzywej wyplywaja nastepujgce kry-
terja dla poznania, czy dany z géry punkt M o wspéirzednych (a,b)
lezy na danej krzywej, czy lez znajduje sie zewngtrz niej:

1) punkt o wspéhrzednych (a, b) lezy na krzywej o rownaniu
f(x,y)=0, jesli liczby « i b, wstawione na miejsce x i y w réw-
nanie krzywej, spelniajg to réwnanie;

2) punkt nie lezy na krzywej, jeSli jego wspéirzedne nie
spetniajg réwnania krzywej.’

Oznaczmy przez f(a,b) wartosé, ktorg przybierze wyrazenie
f(x,y), jesli na miejsce x i y wstawimy dane liczby a i b; wtedy
mozemy napisaé krotko:

jesli f(a,b)=0, to punkt (a,b) lezy na krzywej danej;

jesli f(a,b)+#0, to punkt (a,b) nie lezy na"krzywej danej.

WeZmy np. rownanie kola

fx,p=x*t+py—1=0

i punkt (1,2); mamy wtedy f(1,2) =1*-+}2*—1=45£0, zatem
punkt (1,2) nie lezy na danem Kkole.

Krzywg nazywamy algebraiczna, jeSli jej r6éwnanie
zaw;emm_lamla algebralciﬁé_Tad_ zmlenneml xiy. W prze-
cmnym “wypadku krzywa nazywa sie przestepna. Przy
pomocy znanych z Algebry przeksztalcen, mianowicie przez
podnoszenie do potegi obu stron réwnania i sprowadzanie do
wspélnego mianownika, mozna zawsze rownanie krzywej alge-
braicznej doprowadzié do postaci wymiernej i catkowitej wzgledem
zmiennych x i y, to znaczy do zwiazku

flx,y)=0

ktérego lewa strona f(x,y) jest wielomianem algébraicznym cat-
kowitym wzgledem zmiennych x i y. JeSli n jest stopniem tego
wielomianu wzgledem zmiennych x i y, to krzywa algebraiczna
nazywa sig n-go stopnia. '

Krzywe np., odpowiadajace réwnaniom

y=ax*; y=-—; x*ty=1
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podane poprzednio, sy drugiego stopnia; krzywa odpowiadajgca
rownaniu

= —Jf,_,— lnb  »rpy=1

jest trzeciego stopnia (rys. 31).

TWIERDZENIE. Stopieni rownania krz} JLUB,P nie zafezy od
wyboru uktadu osi wspotrzednych.

Istotnie, wedlug artykutu-9-go, miedzy wspélrzednemi prosto-
katnemi danego punktu (x,z) i (2, y’), wzgledem dwo6ch dowolnych
ukladéw osi, zachodza zwigzki pierwszego stopnia o postaci

x=ax"4+by +ec

(5)
y=a, x'+by ¢

podstawiajac wiec te wyrazenia do réwnania krzywej n-go s‘opnia
(6) flx, =0

otrzymamy zwigzek miedzy wspétrzednemi x’,y’ o postaci

() p(x’,y)=0

ktérego stopien wzgledem wspotrzednych x', " nie moze by¢ wyiszy
niz n; ale i odwrotnie, przy pomocy zwigzkéw pierwszego stopnia,
analogicznych do =zwigzkéw (5), mozemy przej§é od zwiazku
o(x',y)=0 do zwigzku 'f(x,y)=0, a wigc stopien réwnania (6)
nie moze by¢ wyZszy niz rdéwnania (7), stad wynika, iz stopnie
rownan (6) i (7) sa jednakowe, c. b. d. d.

Stopienn rownania krzywej jest jej gléwna, niezmienng cechg,
wedlug ktérej przeprowadzamy w Geometrji Analityczne] klasyfi-
kacje krzywych algebraicznych.

Ogélna postaé réwnania linji pierwszego stopnia jest na-
stepujgca:

Ax+By—+C=0

gdzie A, B, (' sy to stale wspélezynniki. Ogélna postaé réwnania
linji drugiego stopnia bedzie taka:

Ax*+Bxy+Cy*+Dx+Ey--F=0

gdzie A, B, C. D, E, F, sa to slale wsp6lezynniki.



o= Ak =

Giéwnym przedmiotem rozdzialéw nastepnych bedzie wtasnie
badanie krzywych pierwszego i drugiego stopnia.

Gdy lewa strona réwnania krzywej rozszczepia si¢ na dwa
czynniki, to znaczy, gdy réwnanie ma postac:

flx,).9(x,y)=0

wtedy zbiér punktéw plaszezyzny, spetniajgcych to réwnanie, jest
zespolem dwoéch krzywych o réwnaniach

fx,))=019(x,y=0

punkt bowiem, spetniajacy jedno z tych réwnan, spelnia tez row-
nanie f(x,y).o(x,y)=0 i odwrotnie.
Przyklad 1. Réwnanie

x2—y2 =0,
moina napisa¢ w postaci

(x+y) (x—y) =0,
a wigc spelnione ono jest przez kaidy punkt dwéeh prostych
x+y=0ix—py=0

Przyklad 2. Réwnanie xy =0 spelnione jest przez kazdy punkt osi
rzednych lub odcigtych.

Przyklad 3. Réwnanie Ny !
B xpf—x=0
przedalawiﬁ kolo x®4-p2-—1=01i o rzednych x=0.

Odwrotnie, kilka krzywych o réwnaniach np.
fle,pp=0; ¢(x,y=0; ¢(x,p»=0
mozna przedstawi¢ przy pomocy jednego réwnania
F ) e@e,yb(e,y)=0

zwigzek ten spelniony jest bowiem przez kaidy punkt danych
krzywych i nowych punktéw nie daje, gdyz iloczyn moze znikaé
tylko za posrednictwem swoich czynnikéw.

14. Réwnanie we wspoétrzednych biegunowych.

Niech (r,0) beda wspéirzednemi biegunowemi punktu M na
plaszczyznie. FTuk krzywej jest okreslony, jeSli dane jest prawo,
ktore pozwala dla kazdej wartosci amplitudy 9 (w pewnych grani-



cach) obliczy¢ odpowiednia wartosé dodatnig lub ujemng promienia
wodzgcego r punktu dowolnego
Mtego tuku; inaczej méwigc, tuk
jest okreslony, jesli promien
wodzacy jego punktow jest zna-
na funkejg amplitudy:

r=1(

Rys. 36. lub tez, jeSli znany jest zwig-
zek f(r,0)=0 miedzy wspol-
rzednemi biegunowemi, Zwigzek 6w nazywamy roéwnaniem Kkrzy-
wej we wspotrzednych biegunowych.
Weimy np. zwigzek

(5) r==kLe

gdzie k jest wspolezynnikiem dodatnim; gdy 0 wzrasta nieograni-
czenie, od zera poczawszy, wtedy promiefl wodzacy réwniez nie-
ograniczenie rosnie, od zera poczawszy; odpowiedni punkt M, obra-
cajac sie dokota bieguna O, oddala¢ si¢ bedzie od niego stale
i nieograniczenie, a zatem opisze pewng linj¢ spiralng zwang
spiralng Archimedesa (rys. 37).

M
0 G0 _
Rys. 37,
WeZmy jeszcze zwigzek
r=asinf;

widzimy, iz r jest przyprostokgtng przeciwlegla katowi 0 w tréj-
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kacie o przeciwprostokatnej «; jesli wiec 0 wzrasta od 0 do =,
to punkt M(r,0) opisuje oczywiscie okrag kola o $rednicy 04 = «,
stycznego do osi biegunowej (rys. 38). W razie dalszego wzrostu
kata 0 od = do 2=, punkt M opisze drugi raz ten sam okrag
kota, gdyz, wedlug umowy dla ujemnych wartosci na r, katom
616 odpowiadaé¢ bedzie w danym przykladzie ten sam punkt M.

Rys. 38.

Znajac rownanie krzywe] we wspolrzednych prostokatnych,
mozemy otrzymaé jej roéwnanie we wspOirzednych biegunowych
i odwrotnie, korzystajac ze zwigzkow

(6) x=rcosb y=rsinf

slusznych w razie, gdy biegun znajduje si¢ w poczatku uktadu,
za$ oS biegunowa jest osia Owx.

Przylktad 1. WeZmy np. réwnanie
y=2x-41,

przedstawiajgce linje prosta (rys. 39). Podstawiajge wyrazenia (6), otrzymamy
zwigzek miedzy r i § t. j. réwnanie naszej prostej we wspdélrzednych biegu-
nowych
r.Sinl=2r, Cosli-41
stgd wyraZnie
= -———1
Sinth — 2 Cosh’
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Przyklad 2. — Dany jest zwigzek
r=adinh,

przedstawiajaey, jak wiemy, koto.

/’ 0

Rys. 39.

Korzystajac ze wzoréw (6), mozemy wyrazi¢ Sin i r w zaleinoéel od
x i y, mianowicie bedzie

AT W
3"‘:4""’-‘52 2. Sinbt=+——"——:
Vx4 y%; t YR
podstawiajge te wyrazenia w rownanie dane, otrzymamy réwnanie krzywej we
wspolrzednych prostokgtnych

¥ityt=ay.
15. Réwnania parametryczne krzywej.

Przypusémy, iz wspélrzedne x i y punktu na plaszczyznie sg
okreSlonemi funkcjami pewnej zmiennej 7:

x=f(1)
y=15()

(7

kazdej wiec warto$ci zmiennej f (w pewnym przedziale) odpowiada
pewne polozenie punktu (x,y) na plaszczyinie; jeSli wielkogé ¢
zmienia si¢ w sposéb ciagly, wtedy odpowiedni punkt o wspoéirzed-
nych (x,y) opisuje tuk linji krzywej. Linja ta okreSlona jest wiec
analitycznie przez zwigzki (7); zmienna niezalezna ¢ zwie sig
parametrem, za§ zwigzki (7) zwg sie r6wnaniami para-
metrycznemi krzywej.



