4. Kagt miedzy osiami.

Niech bedg na plaszczyinie dwie dowolne osi s i s’. Analo-
gicznie do pojecia wektora, w pojeciu kata, ktéry tworzy os s'

Rys. 7.

z osig s bedziemy uwazali o§ s za poczgthowsg, zas os§ s’ za kon-
cowy. Zakreslmy okrag kota dowolnym promieniem r ze Srodkiem
w punkcie przeciecia sig osi O (rys. 7). Niech O A oznacza pro-
miefl tego kola zwroécony zgodnie z osig poczatkows s, za§ O A
promien zwrécony zgodnie z osia koncowg s’. Nazwiemy katem,
ktory tworzy o§ s’ z osig s, liczbe oderwana rowna stosunkowi
dlugo$ci tuku, lgczacego konce promieni Ai A’, do promienia r'):

AA

r

1) PowyZsza miara kata, zwana teoretyeczng lub bezwzgledng, odpowiada
zwyklej mierze stopniowej w spos6éb nastepujacy:
360" odpowiada 2 =

1809 . 7
o =
90 = 5
45" . =
4
30 5
" 6

n® =i

R 180

0
miara bezwzglgdna réwna jednodci odpowiada kagtowi go (w przyblizeniu

57° 17" 44", 8), kat taki nazywamy radianem.
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opatrzong znakiem dodatnim lub ujemny m, zaleznie
od tego, czy tuk A A’, majacy poczatek A i koniec A’, posiada
zwrot zgodny z pewnym uméwionym dodatnim obrotem na kole,
czy tez przeciwny; kat ten oznaczymy symbolem (ss’) ze wzgledu
na kolejno$é osi. Jako dodatni kierunek obrotu obierzmy np. kie-
runek przeciwny obrotowi wskazéwki zegara.

Poniewaz obrét pelny osi, to znaczy o kat 27, w dowolnym
kierunku nie zmienia jej polozenia, a wiec, wedlug definicji po-
przedniej, katowi miedzy dwiema osiami mozna przypisa¢ nieskon-
czenie wiele warto§ci, réznigeych sie o dowolng wielokrotno§é
27, Zwykle dla kata miedzy osiami przyjmujemy warto§é zawarty
miedzy 0 i 2%, je§li wartos¢ te oznaczymy przez o, to wszystkie
inne wartosei, ktére mozemy nada¢ pojeciu kata (ss’) migdzy
osiami, beda zawarte we wzorze

(s¢)=0a 2Fkx

gdzie k oznacza dowolng liezbe catkowita i dodatnia.

Ta sama wartos$¢ kata (ss’) przysluguje oczywiScie wszelkim
osiom réwnoleglym i zgodnie zwréconym z danemi s i §’, a wiec
zalezy tylko od ich kierunku na plaszezyZnie; nalezy naturalnie
zachowaé ten sam kierunek obrotu jako dodatni w calej pla-
szezyZnie.

Obierzmy na plaszczyZnie pewna o§ Ox za ,poczatkowa”
i przyjmijmy okreSlony kierunek obrotu za dodatni; wtedy kie-
runek kazdej osi na plaszcezyznie Os bedzie okreslony jednozna-
cznie przez kgt (xs) w przedziale od 0 do 2=, ktéry ta o$
tworzy z osig poczatkowa Ox; kat 6w mozemy dla danej osi po-
wiekszy¢ lub zmniejszyé o dowolng wielokrotno$é 2=; w szcze-
golnosci zaznaczymy, iz kat ujemny — « i kat 27 — o odpowiadaja
temu samemu kierunkowi osi. Fakt, iz kazdej warto$ei kata w prze-
dziale od 0 do 2= odpowiada tylko jeden kierunek  ,osi na pla-
szezyinie, zawdzigezaé nalezy przyjetej umowie dla dodatniego
kierunku obrotu.

Rozwazmy katy (xs) i (xs’), ktore osi dowolne Os i Os
tworza z osig Oux; analogicznie do twierdzenia o mierze wektora
na osi, bedziemy mieli nastepujace twierdzenie:

wartos¢ kata, ktory tworzy os Os' z osig Os, ofrzymamy,
odejmujac od kata, ktéry tworzy ramie konicowe Os' z osig Ox,
kat, kiory tworzy ramie poczgthowe Os z osig O x:

(4) (ss') = (xs8') — (xs)
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Twierdzenie powyzsze stuszne jest i dla dowolnych osi na
plaszczyinie, nieprzecinajgcych sie w jednym punkcie. Do kazdego
ze skladnikéw zwiazku (4) mozna dodaé lub odja¢ dowolng wielo-
krotnosé kata 2=.

7 twierdzenia (4) wynika, Ze gdy dwie osi na ptaszezyzinie
maja przeciwne zwroty, to katy ich z dowolng osia Ox réinig
sie od siebie o = 1. j. 180°.

5. Wektor na plaszczyznie i jego rzuty.

Rozwazmy na plaszezyinie wektor, ktérego poczatek znaj-
duje sie w punkcie A, a koniec w punkcie B (rys. 8).

y

Rys. 8.

Majac dany uktad prostokgtny osi wspolrzednych Ouxy,
obierzmy jako dodatni ten kierunek obrotu, kiéry sprowadza os

O x do osi Oy po obrocieo kat prosty ; ; mamy wiec wtedy (x y) :;

Nazwiemy katem, ktory tworzy dany wektor A B z osig Ox, kgt =,
ktéry tworzy z dang osia 0§ Os zwrécona zgodnie z danym wek-
torem na plaszezyZnie. Kat ten wspélny jest wszystkim wektorom
rownoleglym i zgodnie zwréconym i charakteryzuje jednoznacznie
ich kierunek, albowiem kazdej warto$ei kata o miedzy 01i 2%
odpowiada tylko jeden kierunek osi Os na plaszcezyZnie.

Kat, ktéry tworzy dany wektor A B z osig Ox, réwna sie
tez katowi, ktéry tworzy ten wektor z osiga A 2’ réwnolegla i zgo-
dnie zwrécona z osig Oux.
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Ze wrzoru (4) wynika natychmiast, Ze, jesli dowolny wektor
lub 0§ tworzy z osig Ox kat (xs) =, to z osig Oy bedzie two-
rzyl kat (ys) =@ dany pod wzgledem znaku i wartoSci przez
wzor

(5) ﬁ:z—f.ry):ot—;

oczywiscie, gdy przyjmiemy dla kata § ten sam zwrot dodatni,
co i dla kata .

Niech beda dwa wektory (4, B, i (A,B,), tworzgce z osia
Ox katy @, i 4, (rys. 9), oznaczmy przez s, i S, osi réwnolegte
odpowiednio do tych wektoréw i zgodnie z niemi zwrdcone. Na-
zwiemy katem, ktéry tworzy wektor 4, B, z wektorem A4, B,
kat © = (s, 8,); wedlug wzoru (4), bedziemy mieli dla tego kata
wartosé
(6) 7=ty — %

B,
/ Ag A /
;\ ‘
Lok
/
/ E‘,.;-'
[\ /’...-
/f :r.ﬁ._‘_r_.-
===l i X

Rys. 9.

Rzutem wektora na o§, np. Ox, nazywamy wektor, ktérego
poczatkiem jest rzut A’ poczatku A danego wektora, za§ koncem
rzut B’ konca B tego wektora (rys.10). Podobnie, jak wyzej, miara rzutu

A’ B' bedzie dodatnia lub ujemna, zaleinie od zwrotu rzutu wzgle-
dem zwrotu osi Ox. Z rysunku spostrzegamy, iz wektory, ktére
majg te samg dlugosé i tworza katy z osig Owx, réznigce sie tylko
znakiem (z i-— 2), majg miary rzutéw zgodne co do kierunku
i warto$ci; miara rzutu danego wektora zalezy wigc tylko od bez-
wizglednej warloSei kata, ktory tworzy wektor z dang osia.

Miara rzutu wektora na o§ bedzie dodatnia, jesli ten wektor
tworzy z osig kat ostry dodatni lub ujemny; miara rzutu wektora



= B =

bedzie ujemna, je§li wektor tworzy z osig kat rozwarty dodatni
lub ujemny (rys. 10).

Rys. 10.

TWIERDZENIE. Stosunek miar rzutéw dwdch wektoriw
rownolegtych i zgodnie zwrdconych, réwny jest stosunkowi war-
tosci bezwzglednych samych wektorow.

Istotnie, jesli dwa wektory AB i CD sa do siebie rowno-
legte i zgodnie zwrdcone, to miary ich rzutow A’ B’ i C" D' majy

zgodne znaki, nadto stosunek dlugosci rzutow bedzie réwny sto-
sunkowi dlugoéci samych wektorow, wedlug twierdzenia z geome-
trji elementarnej. Niech wige |AB i CD| oznaczaja dodatnie
wartosci bezwzgledne samych wektoréw, zwane tez ich nate-
zeniami, wtedy, ze wzgledu na zgodno§é znakéw miar rzutow,
mozemy napisa¢ proporcje

(7) AP 48
Eriy cD
WNIOSEK 1. Gdy dwa wektory sa réowne, rownolegte i zgod-
nie zwrdcone, to rzuty ich majg miary jednakowe.
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WNIOSEK 2. 7 proporcji (7) wynika

LB _ CD
AB cD

a zatem stosunek miary rzutu wektora do wartosci bezwzglednej
samego wektora jest wartoScig wspélng wszystkim wektorom
réwnoleglym, to znaczy zalezng tylko od kata, ktory wektor two-
rzy z osig rzutéw; stosunek ten, bezwzglednie mniejszy od jedno-
§ei, nazywamy cosinusem kata, ktéry tworzy wektor z osiag. Ozna-
czajac ten kat przez «, napiszemy

(8) TAB! = Cos a
stad
(8) A'B’ = 'AB| Cos =

miara rzutu wekfora na 0§ réwna sig wartosei bezwzglednej sa-
mego weklora pomnozonej przez cosinus hkata, kiéry tworzy ten
wektor z osiq.

Zwracamy uwage, ze, z natury rzeczy, znak miary rzutu wek-
tora na of jest zgodny ze znakiem cosinusa kata, ktéry tworzy
ten wektor z osig.

y

g

Powyisze twierdzenie o rzucie wektora mozna tez wyrazié
dla miar wektoréw, lezacych na pewnej osi M N na plaszezyznie,

tworzacej z osig O x kat «. A mianowicie, jesli A B oznacza miare



samego wektora na osi MN, za§ A’ B’ miare jego rzutu na o$
O x, to stosunek tych miar bedzie mial te samg warto§c:

aF

“IU i
AB

= (Cosz

zarowno dla wektorow zgodnie zwréconych z osia M N, jak i dla
wektoréw zwréconych przeciwnie (rys. 12), albowiem wektory
zwrocone przeciwnie na osi M N maja rzuty zwrécone przeciwnie.
Wtasnosé, iz kierunek i miara rzutu wektora zalezag tylko od
bezwzglednej wartosei kata, ktéry dany wektor tworzy z osig Ox
wedtug wzoru (8), bedziemy mogli wyrazi¢ trygonometrycznie w ten
sposoéb:

Cos (—2)=Cos «

Rys. 13.

[}

Rozwazmy miary rzutéw A’B’ i A” B” danego wektora na
0§ Ox ina o§ Oy (rys. 13). Dla skrdocenia oznaczymy wartoscé
bezwzgledng danego wektora przez V, a miary jego rzutéw na
osi wspoélirzednyeh przez X i Y

AB =X A"B"=1Y

Przypominamy, iz V bedzie liczba dodatnia, za§ X i Y moga
byé dodatnie lub ujemne.

Je§li « i B oznaczaja katy, ktore tworzy dany wektor z osig
Ox i osig Oy, to, wedtug (8), mamy

(10) X=V Cosa; Y=V Cos {;



N

Cosinusy katéw o i {, ktore dany wektor tworzy z osiami
wspoirzednych, nazywamy jego cosinusami kierunkowemi.
Poniewaz, wedlug (5), mamy

a

[ﬂ:‘)’-——

i ]

a wige, zgodnie z definicja sinusa,

cos [} = cos a-—;-)——cos(%—a)zsinm
stqgd mamy wazne wzory
: X= V. cosz
(10 { = V. sino

Jegli jedna z dwéch miar rzutéw (X, ¥) rodwna sie zeru, wtedy
wektor jest do jednej z osi wspdlrzednych prostopadly, a do dru-
giej réwnolegly; jeden z jego cosinuséw kierunkowych coso, cos
rowna si¢ wtedy zeru, a drugi — jednosci ze znakiem dodatnim lub
ujemnym.

Miary rzutéw wektora A B na osi Ox i Oy sa réwne miarom
rzutéw tego wektora na osi Ax’ i Ay’ réwnolegle i zgednie
zwrécone z osiami Ox i Oy.

Jezeli z poezatku uktadu O wyprowadzimy wektor O M réwno-
legly, zgodnie zwrécony i réwny wektorowi A B, to miary rzutow
wektora O M na osi wspélrzednych sg te same co i dla wektora A B:

OM =X; OM"=Y

Wektor O M jest wspélny wszystkim wektorom réwnym, réw-
noleglym i zgodnie zwréconym i wobec tego charakteryzuje ich
warto$é i kierunek. Poniewaz za§ wektor OM okreslony jest
w zupetnoSci przez pare liczb (X, Y), mamy wigc nastepujaca
wlasno$c.

TWIERDZENIE. Miary rzutow wektora na dwie osi wspét-
rzgdnych okreslajq wartos¢ i kierunek wektora na ptaszczyznie.

Aby te wlasno§¢ wyrazi¢ analitycznie, zauwazmy, iz wektor
AB jest przekatng w prostokacie, ktérego boki majg diugosei
rowne wartosciom bezwzglednym rzutéw Xi ¥ (rys. 13), a wiec

znajomos$¢ miar rzutéw Xi ¥ pozwala obliczy¢ warto$§é bezwzgledna
wektora wedlug wzoru

(1) VXL Y
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Nastepnie, w zalozeniu, iZ miary rzutéw X i Y nie znikaja
jednoczesnie, okre$limy cosinusy kierunkowe wektora na podstawie
zwigzkow (10)

X X
Cogo =—= —
V 1 X+
(12) \
Cos? = Sinz = Y: }
VvV X*4Y®

znajomoS¢ coso i sin« okredla wiec jednoznacznie w przedziale od
0 do 2= kate, ktory tworzy wektor dany z osig Ox (z zachowa-
niem umowy dla dodatniego zwrotu kata).

Nadmienimy, iz znajomo$¢ jednego cosinusa kierunkowego
nie okreSlataby jednoznacznie kierunku wektora, gdyz tej samej
wartosci cosinusa odpowiadajg w przedziale od 0 do 2= dwa
katy, a wiee dwa symetryczne wzgledem osi poczatkowe] kierunki
wektora.

Ze wzoréw (12) wynika, w przypadku, gdy X=~0, iz tangens
kata, ktoéry tworzy wektor z osia Ox, rowna sie stosunkowi
miary jego rzutu na o$ rzednych do miary rzutu na o§ odcietych:

= Y
12 ter o« = -
(127) g X

Przykiad. Dane sa miary rzutow wektora
X=—2 ¥=4§
Mamy stad warto§é bezwzgledng wektora
V=V X =V ELE= 1T

i cosinusy kierunkowe

X 2 ) £ 3
Casa: — oy e COS:‘J: =—r—x
v 18 V ] 13
lub
2 5
Cos o = l 1—3: Sin o = ]1—3

kat « jest wiec okreslony i zawiera sie miedzy 2 1 =

Niech bedgq na plaszczyznie dwa wektory o warto$ciach bez-
wzglednych V, i V,; oznaczmy przez X,,Y, miary rzutow na
osi wspolrzednych jednego wektora, a przez X,,Y, miary rzutow
na osi wspoétrzednych drugiego wektora. JeSli dwa wektory sg do



siebie rownolegle i zgodnie zwrécone, to wiadomo, iz wtedy sto-
sunek miar ich rzutéw na kazda o$ rowna sie stosunkowi war-

tosci bezwzglednych samych wektoréow, a wige bedzie-wtedy

& W B Wy

T ol Ty
stad
X Y
13 el
(13) X 7,

Gdy dwa wektory sy do siebie rownolegle, lecz przeciwnie
zwrocone, wtedy miary ich rzutéw majq znaki przeciwne; proporcja
(13) bedzie wtedy rowniez spelniona. A wiec wogoéle, jesli dwa
wektory sq do siebie rownolegte, to stosunki miar rzutéw tych
wektorow na osi wspotrzednych sg sobie rowne.

Latwo zauwazy¢, iz odwrotnie, spetnienie proporeji (13) po-
2woli sadzic o rownolegtosci dwéch danych wektorow; zwroty
za$ ich bedg zgodne lub przeciwne zaleinie od tego, czy znaki
miar rzutow sg jednakowe, czy tez odmienne.

Zmiane poloZenia wektora, w ktérej zachowana jest jego
warto$¢ i kierunek, nazwiemy przesunieciem réwnolegiem
wektora. OczywiScie przesunigcie rownolegte wektora nie zmienia
miar jego rzutéw na osi wspétrzednych. '

Yy
B' _YT$

e e ._F__--_-_--...-

- B {xh Ys]

Y2
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Rzuty wektora nie ustalajg w zupelno$ci jego poloZenia na
ptaszezyinie, albowiem te same miary rzutéw odpowiadaja wek-
torom przesunietym réwnolegle w dowolny sposéb. W celu zupel-
nego ustalenia pofozenia wektora nalezy jeszcze, oprécz rzutéw na
osi, poda¢ wspélrzedne jego poczatku.

Wektor jest rGwniez okreslony w zupetnodci, jesli dane sgq wspol-
rzedne (xy,y,) jego poczatku A i wspélrzedne (x., y.) jego konca B.
Mamy wtedy nastepujace twierdzenie podstawowe.

TWIERDZENIE. Aby otrzymac miary rzutow wektora na

osi wspotrzednych, nalezy od wspotrzednej koiica wektora odjaé
“wspotrzedng jego poczathu.
_ Stusznosé tego twierdzenia wynika natychmiast z wniosku
z twierdzenia Chasles'a, wyrazonego przez wzor (2). Dla miar
rzutéw A’ B’ i A” B” (rys. 14) danego weklora na o§ Ox i Oy
otrzymamy wiec wzory:

(14) AB'=x,—x,; A"B"=g,—y,;
przypominamy, iz wzory te stuszne sa w kazdym wypadku i ze

nalezy je stosowac =z uwwzglednieniem znaku wystepujgcych
wielkosci.

Rys. 15.

Jezeli poeczatek wektora znajduje sie w poczatku wspdlrzed-
nych, wtedy miary jego rzutéw na osi wspétrzednych réwnajq sie
wspélrzednym jego koneca (rys. 15).

Wspdtrzedne prostokqine (x, y) dowolnego punktu ptaszczyzny
sg wiec miarami rzutow na osi wspotrzednych wektora, taczacego
poczatek uktadu z danym punkiem.

Gieometria Analityezna




WZOR NA ODLEGELOSC DWOCH PUNKTOW. Odcinek,
taczacy punkty A i B o wspolrzednych (xy,y,) i (x.,y.) jest prze-
ciwprostokgtng w tréjkacie, ktérego przyprostokatne maja diugosei
réwne bezwzglednym warto$ciom rzutéw (14) odcinka A4 B; otrzy-
mamy wiec ze wzoréw (14) zasadniczy w Geometrji Analitycznej
wzor na odleglo§é dwdch punktow A (x,,y,) i B(x,,y.), majacych
dane wspolrzedne proslokgtne:

(15) iABi=|- (-V:;;"a\r‘!‘(yl;yz)z

porzadek odejmowania wspolrzednych jest obojetny w tym wzorze,
gdy? roznice wystepuja w nim w drugich potegach.

Przyktad Daness punkty A(1,-3)i B(— 2,5), odleglo$é tych punk-
tow bedzie wiec taka:

AB|= 1 [1—(—=2)]1*+(—8-5)t= | 73

Nadmienimy jeszcze, iz odleglosé dowolnego punktu plaszezyz-
ny M(x,y) od poczatku ukltadu O bedzie miala wartosé

(16) loM|=) T ¢*

jako przeciwprostokatna trojkata, ktérego przyprostokatne sa réw-
ne bezwzglednym wartoSciom wspoéirzednych x i y.

ZAGADNIENIE PODZIALU ODCINKA. Dane sg dwa punkty

3!

Blrsrassrasoemasmassamonasy 'B(x2, y2)




A(xy,y) 1 B(x.,y.). Wyznaczyé wspitrzedne (x,.y,) punktu M
lezacego na osi s, przechodzqcej przez punkty A i B, dla kidrego
stosunek miar wektorow na osi, wychodzgcych z punktu M
i konczacych sie w punklach A i B, réwna sie danej liczbie .,

WA _,
MB

Stosunek ten bedzie ujemny, jesli punkt M lezy miedzy

punktami A i B, za§ dodatni, jesli punkt M lezy zewnatrz nich.

Aby wyznaczyé wspOhrzedne punktu M, majac dang wartosé ).,

zauwazmy, iz stosunek miar wektoréw na osi réwna sie stosun-
kowi miar ich rzutéow, wiec

MA WA MA

MB_ M'B'~ M"B"

poniewaz za§ miara rzutu wektora réwna sie roznicy miedzy
wspolrzedna jego poczatku i konca, zatem wspélrzedne (x,, y,)
punktu M winny spetnia¢ zwiazki

Ly =Xy Yos Hh—le e

vy

Xy—x, Yo—Yo
rozwigzujac te rownania wzgledem x, i y,, otrzymamy (w zalozeniu,
iz h=£1)

Xy — A ==,
(17) PRI, Sl WO, | Sl

1—5 ! 0 1—nx

Jesli punkt M jest Srodkiem odcinka A B, wtedy MAiMB
majg rowne wartoSei bezwzgledne, lecz zwroty przeciwne. wiec

o MA_
MB

ze wzorow (17) otrzymamy wtedy

. _M!h
(18) Xy =- 2 ] yn 9

a wiec wspotrzedne srodka odcinka rownajg sie srednim arytme-
tyeznym wspdtrzednych jego korcow.
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Jesli we wzorach 117) podstawimy na miejscu & warto§é ze
znakiem przeciwnym — ., to otrzymamy wspoélrzedne pewnego
punktu N na osi danej

] Xy - :’-.1'3 ’r I} i '” )

dla ktérego stosunek odlegloéci od punktow AiB ma t¢ samg wartoSé
bezwzgledng (2 co i dla punktu M. Z dwéch punktéw M i N
jeden bedzie lezal miedzy punktami A i B, za§ drugi — zewnatrz
nich. O punktach M, N méwimy wtedy, iZ rozdzielaja har-
monicznie pare punktow A,B; spelniajy one proporcje

MA__NA
MB N B
Gdy » dazy do —1, to znaczy, gdy punkt M dazy do Srodka
odcinka A B, wtedy punkt z nim sprzezony N, jak widaé ze
wzoru (19), oddala si¢ nieograniczenie.

|/

/6. Suma geometryczna wektoréw.

Niech bedzie na plaszczyznie dowolna grupa np. czterech
wektorow. Przesuwajac réwnolegle, ustawmy te wektory w ten
sposob, aby koniec jednego schodzil sie z poczatkiem nastepnego;
otrzymamy w ten sposob linje tamang A, A, A; A; 45 (rys. 17)

Nazywamy sumg geometryczng danych wektorow taki
wektor, ktéry lqczy poeczatek pierwszego wektora z koncem ostat-



