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11. Elipsa i hyperbola, majgee wspdlne ogniska, przecinajg si¢ pod ky-
tem prostym.

12. Dany jest uklad krzywych

X v
IS e — ¥ 1'
gdzie ) jest parametrem zmiennym.

1) Dowiegé, iz réwnanie to przedstawia ukiad elips i hyperbol
wspologniskowych.,

2) Wykazaé, iz przez dowolny punkt plaszezyzny (x,, y,) przecho-
dzi jedna elipsa i jedna hyperbola powyZszego ukladu.

18. Prosta zmienna tworzy z dwiema prostemi stalemi tréjkgt o stalem
polu k% Znale$é miejsce geom. $rodlkéw odeinkéw tej prostej, zawartych mie-
dzy prostemi stalemi.

14. ZnaleS¢ ogniska hyperboli xy = k%
15. Znale§é réwnanie kola stycznego do hyperboli i do jej asymptot.

16. Dowie$é, iz przez dowolny punkt hyperboli M przechodzy dwa kola
styczne do jej asymptot, ktérych odleglo§é Srodkéw ma wartosé stala, nieza-
leing od poloZenia punktu M na hyberboli.

ROZDZIAL XIIL

WELASNOSCI SZCZEGOLNE PARABOLI.

60. Wtasnosci stycznej do paraboli.
Niech bedzie réwnanie paraboli
Py=2px

ktérej wierzchotkiem jest poczatek O, zas osig symetrji 0§ odcie-
tych Ox.

Wiemy, iz ognisko F tej paraboli znajduje si¢ na dodatniej
czeSei osi Ox w odleglosci % od wierzcholka O, za$ po przeciwnej

stronie, w tej samej odlegltosci %. znajduje sie kierownica D.

Jak wiadomo, dla dowolnego punklu paraboli zachodzi wkasnosé

2 MF=MQ

gdzie Q Jest spodkiem prostopadlej, spuszezonej z punktu M na
kierownice.
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W celu znalezienia stycznej do paraboli, zrézniczkujmy obie
strony réwnania paraboli, wypadnie

2=t

Rys. 105.

stad otrzymujemy dla wspétezynnika katowego stycznej do para-
boli w punkecie M (x,y) warto§é

qay_p,
(3) dx_y’

styczna do paraboli w punkeie (x,y) bedzie wiec miala réwnanie
e P o
Y—y= 7 (X—u)
Réwnanie to, po uproszezeniu, wypadnie w postaci

(4) Yy=p&X-+wx)

zaznaczamy, iz (X, Y) oznaczaja wspélrzedne dowolnego punktu
stycznej, za$ (x,y) stale wspélrzedne punktu stycznosci, ktére
winny spelniaé zwigzek y*=2px.

Podamy teraz pewne wlasno$ci stycznej i normalnej do pa-
raboli.
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WEASNOSC 1. Styczna do paraboli przecina os paraboli
w punkcie T, kidrego odlegtosé od wierzchotka paraboli réwna
sie odcietej punhktu stycznosci.

Istotnie, wslawiajac w réwnanie stycznej (4) wartosé¢ Y=0,

maniy
X=0T=—ux c.b.d.d.

WEASNOSC 2. Styezna do paraboli jest dwusieczng kata,
zawartego miedzy promieniem wodzacym MF i prostopadia MQ,
wyprowadzong z punhtu stycznosci do kierownicy.

Istotnie, z wlasnosei pierwszej wynika, iz

|TF|=|T0|+|0F|=|0M'|+5=MQ

a wiec, wedlug réwnosci (2), 7F= MF, to znaczy tréjkat T M F
jest rGwnoramienny, a w takim razie (patrz rys. 105) katy « i §
sg sobie réwne; lecz o =7, jako katy naprzemianlegle wewnetrzne,
wige =1 e.b.d.d.

Stad wynika tez, iz normalna do paraboli jest dwusieczng
kala, zawartego miedzy promieniem wodzgcym i réwnolegta do
osi, Wniosek ten znajduje zastosowanie w konstrukeji zwierciadla
wklestego o przekroju parabolicznym, majgcego te wlasnoSé, iz
pek promieni §wietlnych, wychodzgcych z ogniska, po odbiciu od
zwierciadla zamieni si¢ na wigzke promieni, biegngeych réwno-
legle do osi*).

WEASNOSC 3. Rzut na os paraboli odcinka normalnej do
paraboli, zawarteqo miedzy punktem paraboli i osig, jest wiel-
koScig stata, rowng paramefrowi p. Niech N oznacza punkt prze-
ciecia sie normalnej w punkcie M (x,y) z osig paraboli. W tréjka-
cie M" M N kat przy wierzchotku M réwny jest katowi «, ktéry two-
rzy styczna do paraboli z osig Ox, ale, wedtug wzoru (3), mamy

1 f— fg e — }—) '
stad wynika natychmiast, iz
M'N=MMtge=p c.b.d.d.

WEASNOSC 4. Dwie styczne, wyprowadzone z dowolnego
punktu kierownicy do paraboli, sg do siebie prostopadte.

*) Wlasno$é ta dla zwierciadla kulistego jest tylko przyblizona, dla pa-
rabolicznego natomiast zupelnie Scista. .
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Niech (— g-, Y,) beda wspélrzednemi dowolnego punktu P

kierownicy; réwnanie prostej, przechodzgcej przez ten punkt, ma
postac

Yy—yo=m (x-kg)

Rys. 106.

prosta ta przscina parabole o réwnaniu py’=2px w punktach,
ktorych rzedne sg pierwiastkami réwnania

my® —2py--(pm—--2y,) p=0

Prosta, wyprowadzona z danego punktu kierownicy, bedzie
wiee styczna do paraboli, jesli jej wspélezynnik katowy m bedzie
spelnial warunek

m?—}—z—g‘-’m —1=0

Istnieja wiec dwie styczne do paraboli, wyprowadzone
z punktu kierownicy, wspélezynniki katowe my i m, tych stycz-
nych spelniaja warunek

mym,=—1

a zatem styczne te sq do siebie prostopadte c.b.d.d.
Kierownica paraboli ma wiec te wlasnos¢, co kolo Monge’'a
dla elipsy i hyperboli.
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61. Zagadnienia.

7 dowiedzionej ostatniej wlasno$ci wynika zreczny sposéb
wyznaczenia réwnania kierownicy w przypadku, gdy réwnanie
paraboli jest dane w postaci ogélnej; nalezy mianowicie, w po-
dobny sposéb jak dla kola Monge'a, odszukaé miejsce geome-
iryczne punktow, z kiorych parabola jest widziana pod kgtem
prostym.

Przyklad Wyznaczmy réwnanie kierownicy paraboli, okreslonej przez
zwiazek '
(5) (x+y)+2x—yp=0

W tym celu znajdzmy wpierw warunek, aby prosta
y = mx - n

byta do danej paraboli styczna. Podstawiajgce warto§é mx - n na y w réwna-
niu paraboli, otezymamy zwigzek, okreslajacy odeigte punktéw przecigeia:

((lm4+Dax+nl*+(2—m)x—n=20
to jest

(m 4 1)y*x*4-[2(m+1)n4+2—mlx+n*—n=20,
warunek stycznodci wypada stad w postaci
[2(m~4+1)n+2—m]*—4(m+1)*n(n"—1) =0,
po redukeji za$
(6) m* -+ 12mn —4dm - 12n 4+ 4 = 0.
Prosta, wyprowadzona z punktu (x;, y,), ma réwnanie

y—f =m(x—x,)
to jest ’ '

y = mx—~+ (yo— mxo),

prosta ta bedzie styczma do paraboli, jesli wspdlezynnik katowy m spelnia
zwigzek, kt6ry otrzymamy, podstawiajge w réwnaniu (6) wartosé

n =y — mx,,
a wiec

m* == 12m (g, — mx;) — 4m + 12 (g, — mx,) + 4 = 0,

po uporzgdkowaniu wedlug poteg wspélezynnika kalowego m, osiggniemy
zwigzek, ktéry okresla wspélezynniki katowe stycznyeh, wyprowadzonych
z punktu (x;, y,):

() (1 —12x) m* 4 (12y, — 12x — 4)m + 125, + 4 = 0.

Aby styezne, wyprowadzone z punktu (x, , ), byly do siebie prostopadle,
trzeba i wystareza, aby pierwiastki réwnania (7) spelnialy warunelk
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mamy jednak z réwnania (7)

12y, + 4 |
— 123, + 1°

Ry, +4
— 12y +1

otrzymujemy stgd rownanie szukanego miejsca geometrycznego

mym, =
wiece

1

(8) 12 (x) — ) — 5 =0,

to znaczy kierownicg paraboli (5). Dla sprawdzenia stwierdzamy, iz prosta (8)
jest prostopadla do kierunku osi paraboli danej (x + y =0).

ZAGADNIENIE. Wyznaczyé miejsce geomelryczne punkidw, z kiérych
styexne, wyprowadzone do paraboli y* = 2px, lworzg kal staly o,

Stosujemy tu metode poprzednig. W znany sposéb wyprowadzimy wpierw
warunek, aby prosta

y=mx-+tn
byta do paraboli styczna; wypadnie zwigzek
(9) —2mn-+ p=0.
Nastepnie prowadzimy z punktn (.ra,y;,l prosta o réwnanin

y—yo:m(x—x")
lub _
y = mx ~+ (Yo — mxy).

Wedlug Zwiﬂzk'.ll (9), prosta taka bedzie styczna do paraboli, jezeli wspdl-
czynnik katowy m speinia réwnanie

—2m (g — mx,) +p =0
to jest

(10) 2 xom* — 2y,m -+ p = 0.

Wedtug zalozenia, dwie styczne, wyprowadzone z punktu (xy, yo) szuka-
nego miejsca geomelrycznego, tworzg ze sobg kgt staly «, zatem pierwiastki
m,;, m, réwnania (10) winny speiniaé warunek

m, — m. |

gt = ‘1 + m,m2|
7 réwnania (10) mamy jednak
m; my — 2‘:,
/ 3t —29
e i lyt_!’x ;
bl ]

a wiec miedzy wspélrzednemi (¥, 1) zachodzié¢ winien zwigzek

4(y® — 2p%)
(2xy + p)* °

stgd otrzymamy réwnanie szukanego miejsca geometrycznego

tggu =

(11) 4tgtaxgt — 4y% + 4p (tgPe + 2) % + ptgie = 0.
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Krzywa ta jest hyperbola, dla ktérej o§ Ox jest osia symetrji [i Iktore

$rodek ma odeciety
v P L
Xy = — 9 (1 + tgifa)

Latwo sprawdzimy, iz dwie gatezie tej hyperboli (rys. 107) lezg po obu
stronach kierownicy D. Poniewaz w réwnaniu (11) wystepuje tghe, a wige
krzywa (11) odpowiada dwém lgtom spetniajaeym, mianowicie, gatq?, lezaca po
lewej stronie kierownicy, odpowiada katowi ostremu np. e, za§ galgz z prawe]
strony — katowi rozwartemu, spelniajgcemu 7 — o, Gdy « dazy do kgta pro-
stego, wtedy obie galezie hyperboli powyiszej dgzg do kierownicy.
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Cwiczenia,
1. Dowiesé, iz spodek prostopadlej, spuszezonej z ogniska paraboli na
dowolng styczng, lezy na stycznej w wierzchollku paraboli.

2, ZnaleSé wspodlrzedoe ogniska paraboli
y=x*4+ x4 1
3. Z punktu (x,, ;) poprowadzié styczng do paraboli y* =2px. Dyskusja.

4. Znaledé réwnanie kola, ktérego érodelk lezy na osi Ox i ktore jest
styczne do paraboli y* = 2px. Dyskusja.

5. Z punktu (0, 1) wyprowadzié normalng do paraboli y* = x.

6. Z punktu (—1, 1) wyprowadzono pek siecznych wzgledem paraboli
y*=x. Wyznaczyé miejsce geometryezne Srodkéw odeinkéw, zawartych miedzy
punktami przecigcia tych siecznych z parabols.

7. Wyznaczyé miejsce geometryezne Srodkéw odeinkow styeznych do
paraboli y* = 2px, zawartych miedzy punktami przeciecia z osiami Ox i Oy.
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8. Z danego punktu (xy, ), lezgcego na paraboli y* = 2px, wyprowadzic
prosta normalng do paraboli w drugim punlkeie przecigeia. Dyskusja.

9. Znale$é réwnanie paraboli, ktérej kierownicy jest o8 Ox i ktéra jest
styczna do prostej y = 2x w punkeie (1, 2).

(=g x =0

ROZDZIAL XIII.

SREDNICE SPRZEZONE.

62. Srednica krzywej drugiego stopnia.
Niech bedzie krzywa drugiego stopnia, okres§lona przez réwnanie
(1) fx,p)=Ax*+Bxy+ Cy*+Dx+Ey+ F=0

Rozwazmy uklad prostych (D) rownoleglych, tworzacych z osig
O x staly kat « i wyznaczmy réwnanie miejsca geometrycznego
$rodkow odcinkéw, zawartych miedzy punktami przecigeia danych
prostych z krzywa (1). Zakladamy, iz proste D nie sa rdéwnolegte
do asymptot krzywej, to znaczy, iz dany kat o spelnia warunek

(2) A cos? o~} B cos a.sin o C'sin*a 7= 0

Rys. 108,

Oznaczmy przez M; i M, punkty przecigcia jednej z prostych
(D) z krzywa (1), za§ przez M, $rodek odcinka M, M,. JeSli (x,y)



