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Przedmowa.

Podrecznik niniejszy zawiera zasadnicze pojecia Geomelrji
Analitycznej na ptaszezyinie i w przesirzeni w zakresie utworéw
drugiego stopnia. Przeznaczony jest on dla stuchaczow wyzszych
uczelni, jako pierwszy stopien studjow matematycznych. Poniewaz
wyktad Geomelrji Analitycznej w szkolach wyzszych odbywa sig
zwykle rownolegle z wyktadem pierwszych zasad Analizy Mate-
matycznej, nie unikatem wiec w tym podreczniku wyraznego wpro-
wadzania pojecia pochodnej i zatozytem, iz czytelnik zna zasady
rozniczkowania w zakresie elementarnym.

W koncu ksigzki dodatem krotki zarys, poSwiecony wiasno-
Sciom wyznacznika [ rownan linjowych, chege utatwié czytelnikowi
zapoznanie sig z temi pojeciami, polrzebnemi w wyktadzie Geome-
irji Analitycznej.

AUTOR.

Warszawa, w czerweu 1931 r.
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CZESC L

GEOMETRJA ANALITYCZNA
NA PLASZCZYZNIE

ROZDZIAL L

WSPOLRZEDNE NA PLASZCZYZNIE. - WEKTORY.

1. Uwaga wstepna.

Pojeciom geometryeznym, jak np. punktom i linjom, mozna
podporzadkowaé¢ pewne pojecia analityczne, mianowicie liczby
i rownania. Konstrukcjom geometrycznym i badaniom utworéw
geometrycznych odpowiadaé wtedy bedg pewne dzialania anali-
tyczne i rozumowania nad liczbami i réwnaniami. Przedmiotem
Geometrji Analitycznej jest wlasnie rozwiazywanie zagadnien
geometrycznych przy pomocy rozwazan nad elementami anali-
tycznemi,

2. Wspétrzedne punktu.

Niech bedzie dowolna prosta D i punkt na niej lezacey O (rys. 1).
Jesli przyjmiemy pewien odcinek za jednostkowy, witedy kazdemu

b O_L X “lM *
T

Rys. 1.

punktowi M prostej bedziemy mogli podporzadkowaé okreslong
liczbe x wymierng lub niewymierng, wyrazajgca dlugo$é odcinka
OM. Umoéwmy sie, iz liczbe te bedziemy uwazali za dodatnia,
jeSli punkt M znajduje si¢ po okreSlonej stronie punkin O, np.
na prawo, za§ w przeciwnym wypadku za ujemns. Liczba x w zu-
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petnosci okreéla polozenie punktu M na prostej D, liczbe t¢ nazy-
wamy wspoirzedna punktu M—jest to odpowiednik analityczny
pojecia punktu na prostej.

Prosta, na ktérej, w zwigzku ze znakiem wspéirzednej, przy-
jeto pewien zwrot za dodatni, nazywaé bedziemy osig.

Rozwazmy teraz polozenie punktu na plaszezyznie. Niech
beda na plaszezyZnie dwie osi prostopadie D, i D, (rys. 2), prze-

A
y

M. oM

Dy

Y

D,
Rys. 2.

cinajace sie w punkcie O. WeZmy dowolny punkt plaszezyzny
M i wyprowadZmy z niego prostopadte M M'i MM"” do obydwdch
osi, M" i M"” niech bedg spodkami tych prostopadtych. Polozenia
punktéw M’ i M” na osiach D, i D, bedag okreslone przez wspoi-
rzedne dodatnie lub ujemne

OM'=x OM'=y

Parze liczb (x,y) odpowiada, odwrotnie, tylko jeden punkt
plaszezyzny M, para ta okre$la wiec w zupelnoseci polozenie punktu
M na plaszezyinie wzgledem osi Dy i D,. Liczby x,y nazywamy
wspéirzednemi prostokatnemi punktu M na plaszezyznie;
jedng z nich np. x nazwiemy odcigta, za§ druga y nazwiemy
rzedna. 0§D, wzdhiz ktérej odmierzamy odciete x, nazwiemy
osig odcietych, za§ o§ D, osig rzednych. W celu zazna-
czenia zwrotu dodatniego tych osi, stawiamy przy korncu osi, odpo-
wiadajacemu dodatniemu zwrotowi, litere x wzglednie y, lub inne
litery, zaleznie od symboléw przyjetych dla wspéhrzednych. Punkt
przecigcia O osi nazwiemy poczgtkiem wspdétrzednyceh,



odpowiada on parze liczb (0,0). Danej dowolnie parze wspol-
rzednych (x,y) odpowiada zawsze okreSlony punkt plaszezyzny;
dowolna para liczb (x,y) jest wiec odpowiednikiem anali-
tycznym pojecia punktu na ptaszezyZnie. W zagadnieniach Geo-
metrji Analitycznej zdanie ,dany jest punkt na ptaszczy-
Znie oznaczaé bedzie ,dana jest para liczb“ Dla zazna-
czenia, iz liczby x i y sa wspolrzednemi punktu M, bedziemy
pisali w sposob nastepujgcy: M(x,y). Osi wspélrzednych Ox i Oy
dzielg ptaszezyzne na cztery czeSci, ktére bedziemy rozpatrywali w po-
rzadku, odpowiadajacym obrotowi od O x do O y (rys. 3). Punkty, kté-

3} | I
M{_3v2)
?
:’ M (2,1)
N i
E O__l_;JI :
S I "
M(=,-1) M3, -1)
II " Y%
Rys. 3.

rych obydwie wspoétrzedne sa dodatnie, lezg w pierwszej ¢wiartce
np. punkt M (2,1); punkty, ktérych odcigta jest ujemna, zas rzedna
dodatnia, znajduja sie w drugiej éwiartce, np. punkt M (—3,2);
punkty, ktérych obydwie wspoélrzedne sa ujemne, znajdujg sie

w ¢wiartce trzeciej, np. punkt M (— 3 , — 1) ; punkty wreszcie, kto-

rych odcieta jest dodatnia, za§ rzedna ujemna, lezg w dEwiartce
czwartej, np. punkt M (3,—1). Punkty, ktérych rzedna jest
zerem (y=20) lezg na osi odcietych, zaS punkty, ktérych
odcieta jest zerem (x=0), leza na osi rzednych.

Powyzej okreslone wspoOirzedne prostokatne sa szczegdlnym
przypadkiem t. zw. wspé6lrzednych prostolinjowych lub
kartezjanskich, ktére okreslimy, biorac pod uwage dwie osi



SO —

Ox i Oy wogoéle nieprostopadte wzgledem siebie i prowadzgc przez
dany punkt ptaszezyzny M dwie proste réwnolegle do tych osi
(rys. 2a); w przecieciu z osiami Ox i Oy otrzymamy wtedy punkty
M'"iM", ktérych wspolrzedne

OM'=x OM"=y

okreslaja rowniez polozenie
punktu M na plaszezyznie —
beda to wlasnie wspéirzedne
prostolinjowe punktu M.
W przypadku prostopadtosci
osi Ox i Oy, nazywamy te wspot-
X rzedne prostokgtnemi, za$
w razie pochylosci osi—ws p61-
rzednemi ukos$nokal-
Rys 2a. nemi.

3. Potozenie wektora na osi.

Wektorem nazywamy odcinek, majgcy okreslona dlugosé,
polozenie i zwrot w przestrzeni. Odpowiednio do zwrotu wektora,
rozrézniamy jego poczatek i koniec. Pojecie wektora odgrywa role
zasadnicza w Geometrji Analitycznej, rozpatrzymy wiec szczeg6to-
wiej jego wlasno$ci elementarne.

Zajmiemy si¢ wpierw rozpatrzeniem wektoréow, lezacych na
osi, to znaczy prostej, na ktérej wybrano pewien zwrot za dodatni.
Niech bedzie dowolna o§ O.x i wektor na niej lezacy, posiadajacy
poczatek w punkcie 4, za$ koniec w punkcie B (rys. 4).

0) A B X

o . e

Rys. 4.

Miara wektora na osi nazywaé bedziemy liczbe wzgledna,
rowng dlugosci danego wektora (w pewnych jednostkach) opatrzonej
znakiem dodatnim lub ujemnym, zaleznie od tego, czy zwrot wek-
fora na osi jest zgodny ze zwrotem tej osi, czy tez jest przeciwny.

Miare wektora na osi, majgcego poczatek A i koniec B, ozna-
czymy symbolem

AB
Z umowy powyiszej wynika, iz

BA=—AB
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TWIERDZENIE CHASLES’A. Jesli A, B, C oznaczaja trzy
dowolnie pofozone punkty na osi, to miary trzech wektoréw

AB, BC, AC
spetniajg zawsze zwigzek

AB+BC=AC

Stuszno$é tego zwiazku spostrzegamy natychmiast, pamietajgc
o przyjete] umowie dla znaku miary wektora i bioragc pod uwage
trzy mozliwe przypadki przedstawione na rys. 5: gdy punkt C lezy
na prawo od punktéow A i B, gdy lezy miedzy niemi i gdy lezy
na lewo od nich, oraz trzy przypadki przez odwrocenie kolejnoSci
tych potozen.

A B G

A . G B

C A B
Rys. 5.

Z twierdzenia Chasles’a wynika nastepujgcy zasadniczy
w Geometrji Analitycznej wniosek, dotyczacy zwigzku miedzy
miarg wektora na osi i wspoélrzednemi jego poczatku i konca.

WNIOSEK. Aby otrzymacé miare wekfora na osi, nalety od
wspotrzednej korica weklora odjac wspotrzedng poezatku wektora.

Istotnie, jesli O oznacza poczatek wspélrzednych, A — poczatek
wektora, zas B jego koniec na osi Ox, to, wedlug umowy dla znaku
wspoélrzednych, wspdlrzedna poczatku A wektora réwna sie mierze
wektora O A, za$ wsp6irzedna korica B réwna jest mierze OB ; wedlug
twierdzenia Chasles’a dla trzech punktéw osi O, A, B, niezalei-
nie od tego, jakie polozenie zajmuje poczatek wspétrzednyeh O
wzgledem punktow A i B, bedziemy mieli zawsze

OA- AB= OB

stad
2 AB=0B—O0A
¢.b.d.d. Zaznaczymy jeszcze raz, Ze Wz0r olrzymany stosuje sie

w kazdym wypadku, pod warunkiem, aby liczbe A B iwspdtrzedne
OA i OB traktowac jako wielkosci opatrzone odpowiednim znakiem.
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Przyklad 1. Wspélrzgdne poczgtku i konea wektora wynosza
04=3; 0OB=5;
wtedy miara wektora bedzie
AB=0B—04A=5—3=2

Zwrot wektora jest wiec zgodny ze zwrotem osi (rys. 6).

0 A B X

0 B A X

A 0 B X
Rys. 6.

Przyktad 2.
0A=17; OB=4;
wtedy .
AB=4—T7T=—238;
wektor ma wiece zwrot przeciwny wzgledem zwrotu osi Ox.

Przyktad 3.
OA=—3; OB=4;
wtedy
AB=0B—0A=4—(—8)=".

UOGOLNIENIE TWIERDZENIA CHASLES A. Niech bedzie
n dowolnie polozonych punktéw na osi

AI’ Ag,A.’,‘, ....... A;i—-},4;f-

Jesli O jest poczatkiem wspélrzednych, to mamy, wediug
wzoru (2)

Ayy Ay= 04, — 0 Ap
stad, po dodaniu, wypada ubgélnienie twierdzenia Chasles’a:

B) A A+ A, A+AA+. ...+ A A =04,— 0A, = A, 4,



