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a poniewaz miara rzutu wektora réwna si¢ jego mierze, pomno-
zonej przez cosinus odpowiedniego kata migdzy osiami, otrzymamy
wiec zwigzki linjowe:
x=oy X' 4oy Y -0y 2
(7 y=pf'+&y +572
z="1x+0Y +12
Zaznaczymy, iz takie same zwigzki zachodzg miedzy miarami
-
rzutéw (X,Y, 2)i (X', Y', Z') tego samego wektora V na osi jednego
ukladu prostokatnego i na osi drugiego:
X=o X' 40, Y 4o, 2
(7) Y=0X+B Y +BZ
Z=x4i X 41 ¥Y'+1.2

Podobnie rozumujgc, wyrazimy odwrotnie wspétrzedne x', y’, 2’
w zaleznoSci od x,y,2: !

X' =0 x+Bby+mnz
(8) y=mx+hytnz
2 =ayx+Byt1s2

Zwigzki (8) mozna wysnué tez ze zwigzkéw (7), mnozgc je
obustronnie przez «,,f,,7,, i t. p. i dodajgc.

W przypadku ogélnym, gdy dwa uktady nie maja wspo6lnego
poczatku, prowadzimy przez poczatek jednego ukladu osi réwno-
legte do drugiego i otrzymamy zwiazki miedzy wspéirzednemi
danego punktu w dwdéch réinych uktadach, lgczae wzory (1) i (7).

ROZDZIAL IV.

O POWIERZCHNI | LINJI W PRZESTRZENI.

11. Réwnanie powierzchni.

Jesli kazdemu punktowi P(x,y) plaszczyzny ( Ox y)(lub jej
czgsei) podporzadkujemy okre§lone warto§ci z i odmierzymy jako
wspolrzedne na prostopadlych do ptaszezyzny (Oxy), wystawio-
nych z punktu P,to otrzymamy zbiér punktéw M(x,y,z) w prze-
strzeni, tworzacych pewna powierzchnie S. Powierzchnia ta bedzie



— 317 —

wige okreslona, jeSli okreSlone jest prawo, pozwalajgce dla
dwéch dowolnych wartosci x i y dobraé odpowiednig wartosé z,
to znaczy, jeSli okre§lona jest funkcja dwdeh zmiennych nieza-
leznych

(1) 2=1(x,y).

y P (x, y}

Rys. 152,

Pojeciu funkeji dwdéech zmiennych niezaleznych odpowiada
zatem pojecie geomeiryczne powierzchni.

W zastosowaniach zwykle funkcja f(x,y) okre§lona jest
przez wskazanie dziataii matematycznych, ktére naleiy wykonaé
nad wielkosciami x i y, Zeby otrzymaé warto§é z. Oto przyklady
funkeyj:

. . . i . i
g=x-ty; 2=xtVy; Z=zyTm

kazdej z nich odpowiada pewna powierzchnia w przestrzeni.
MoZzna réwnieZz okres§lic powierzchnig, jako zbiér wszystkich
punktéw przestrzeni, ktérych wspoéirzedne (x, y, z) spefniajg zgéry
dany zwigzek miedzy zmiennemi x,y,z; zwigzek ten, po przenie-
sieniu wszystkich wyrazéw na jedng strone, napiszemy w postaci

(2) F(x,y,z)=0

Zwigzek (2), spelniony w punktach danej powierzchni, nazywa
sie rownaniem tej powierzchni. Dowolny punkt przestrzeni
o wspéirzednych (a,b,c¢) lezy na powierzchni (2) lub tez znajduje
sie zewnatrz niej, zaleznie od tego, czy warto§é F(a,b,c), ktorg
przybiera wyrazenie F(x,y,z) w tym punkcie, jest r6wng zeru,
czy tez jest od zera odmienna.
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W réwnaniu powierzchni (2) wartoSci dwéch zmiennych moz-
na wybraé dowolnie, warto$¢ pozostatej zad§ obliczamy na podsta-
wie tych wartogei poprzednich z réwnania. Oczywiscie wybor tych
dwoch wartosci zmiennych niezaleznych podlega wogdle pewnemu
ograniczeniu, warunkujacemu isfnienie odpowiedniej wartoSci
pozostate] zmiennej w zwigzkn (2) (patrz przyktady nast.).
Moze sie zdarzyé, iz w zwigzku (2) parze liczb (x,y) odpowiada
kilka wartosci na z, oznaczaé to bedzie geometrycznie, iz zwigzkowi
(2) odpowiada powierzchnia o kilku powlokach, ktére moga byé
nawet ze sobg niepolgczone.

Powierzchnia nazywa sie algebraiczng, je$li jej rownanie
(2) zawiera dzialania algebraiczne nad zmiennemi x,y,z.
Powierzchnia algebraiczna nazywa sie n-tego stopnia, jeSli jej
rownanie sprowadza si¢ do zwigzku n-tego stopnia wzgledem
zmiennych x,y,2.

Podobnie jak dla krzywych na ptaszezyznie, tatwo udowodnié,
iz stopient rownania powierzchni nie zalety od wyboru uktadu
osi wspotrzednych.

ROWNANIE PIERWSZEGO STOPNIA.

Réwnanie ogdlne powierzchni pierwszego stopnia ma postac
3) Ax+By+Cz+4+ D=0,

zatozymy, iz wspétezynniki A, B, C niewszystkie rownajg sie zeru.
Niech M, (x,,¥,, 2, ) bedzie dowolnym punktem tej powierzchni,
a wiec takim, iz

(3) Axu—l_Byn_l‘ sz,—}—D:O.
Odejmujac strony réwnosei (3) i (3’), mamy

(4) A(x—x))+B(y—y,)+C(2—2)=0

ale x—x,, y —y,, 2—2, sa to miary rzutéw wektora, lgczgcego
punkt zmienny M(x,y,z) z punktem stalym M, (x,,y,20),
rownanie (4) wyraza wiec fakt geometryezny, iz wektor M, M,
tgezgey dowolny punkt powierzchni M z punktem M,, jest zawsze
prostopadty do statego wektora F: kitérego rzuly na osi majg
miary A,B,C (rys. 1563) — jest to charakterystyczna wlasnosé
punktéw plaszezyzny P, przechodzacej przez punkt M, i prosto-
—

padtej do wektora okreslonego V. Kazdy punkt, spelniajacy ro-
wnanie (3), lezy zatem na plaszczyinie P i odwroinie. A wiec
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(A,B,C)
fS
ki M)y, 2)
0 Mo X
3.‘
Rys. 153.

réwnanie pierwszego stopnia (3) przedstawia ptaszczyzne prosto-
padia do wekfora, kiorego miary rzutéw na osi réwne sg wspot-
czynnikom A, B, C, wystepujacym w rownaniu.

ROWNANIE KULL

WeZmy kule o promieniu R, ktérej srodek znajdujg sie w po-
czatku uktadu. Dowolny punkt kuli M(x,y,2) ma te wlasnosé,
iz znajduje sie w statej odleglosci R od Srodka O (rys. 154), a wiec
wszystkie punkty kuli i tylko takie punkty spetniajg réwnanie

(5) x’ty? 2= R?

Réwnanie kuli jest, jak widzimy, drugiego stopnia.

Z
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Jesli §rodek kuli znajduje si¢ w punkcie o wspéirzednych
(a,b,c), to, ze wzgledu, iz rzuty wektora, lgczqcego Srodek (a,b, c)
z dowolnym punktem kuli o wspéirzednych (x,y,z), maja miary

x—a,y—b, z—e,

rownanie kuli bedzie mialo postaé
(x — @y +(y— b +(z — o =F*
Z réwnania (5) otrzymujemy na z dwie wartoSci
2=+ VR —x'—y*
z2=—jR*—x'—y*

odpowiadajgce potkulom, lezgcym ponad plaszezyzng (Oxy) i po-
nizej tej plaszczyzny, warto$ci zmiennych niezaleznych x i y mu-
szg oczywidcie podlegaé nastepujgcemu ograniczeniu:

x? -y < R?
ROWNANIE Z DWIEMA ZMIENNEMI.
Rozwaimy zwigzek migdzy dwiema wspélrzednemi np.

fle,y)=0

Jesli na ptaszezyzoie O x y zwigzek ten spelniony jest w punk-
tach pewnej krzywej C', to w przestrzeni zwiazek f(x,y)=0 be-
da spefnialy te wszystkie punkty M(x,y,2), ktérych rzuty M’ na

Z

b

/
V/
y /

~ é L’%d' (x,y)

Rys. 155,
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plaszezyzng Ox y leig na krzywej C, wartosé bowiem wspotrzed-
nej z jest dowolna. A wigec réwnanie f(x,y) =0 spelnione
jest w punktach powierzchni, utworzonej przez prostopadte do pla-
szezyzny O xy, wystawione w punktach (x, y) krzywej C (rys. 155);
powierzchnia tego rodzaju nazywa sie walcowa.

Analogicznie rownanie z dwiema zmiennemi

f(y,2)=0

spetnione jest w punktach powierzchni walcowej, utworzonej przez
prostopadte, wystawione w punktach krzywej o réwnaniu f(y, 2)=0,
lezacej w plaszezyinie Oy z it.p. wniosek dla réwnania f(x,z)=0.

W szezegélnym wypadku réwnanie pierwszego stopnia np.

Ax—+4 By C=0

spetnione jest w punktach plaszezyzny prostopadlej do plaszezy-
zny Oxy, klorej Sladem na tej plaszezyZnie jest prosta, okreslona
wlasnie przez dany zwiazek.

12. Réwnania linji w przestrzeni.

_ W réwnaniach poprzednich wprowadziliSmy pojecie powierzch-
ni, jako zbiér punktéw, otrzymany przez zmiane dwdch zmien-
nych niezaleznych. Pojecie natomiast linji w przesirzeni wpro-
wadzimy, jako zbiér punktéw, otrzymany przez zmiane ciagly
wartoéci jednej zmiennej niezaleinej.
Niech beda wiec dane wspélrzedne prostokatne x,y,z, jako
funkeje jednej zmiennej ¢ zwanej parametrem:

x=f; (1)
(7) y=r ()
z=f; ()

zmieniajac ¢ w sposéb. ciggly, w pewnych granicach, otrzymamy
zbiér punktow M(x,y,z) w przestrzeni, tworzgcych pewng linjg
krzywa. - Zwigzki (7), zwane rdéwnaniami parametrycznemi linji,
okreélajg analitycznie pojecie krzywej w przestrzeni.

W szczegélnym wypadku, gdy funkeje (7) dla dowolnej war-
tosci { spelniajg pewien zwigzek linjowy

Afyt)+Bfi()+Cf, )+ D=0

Geometrja Analityezna. 21
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krzywa jest plaska, to znaczy jej punkty leig na plaszczyinie

Ax+By+Cz+4D=0

Gdy przypadek ten nie zachodzi, krzywa w przestrzeni
zwiemy skosng,

Linje w przestrzeni mozna lez okreslié, jako zbiér punktow,
spefniajacych dwa zwigzki 7z trzema zmiennemi o postaci:

F(x:y:z):ﬁ
(8)
¢(x,y,2)=0

W zwigzkach tych #ylko jedna zmienna moze byé obrana
jako niezalezna, za$ pozostale beda jej funkcjami — zgodnie z po-
jeciem linji. Z geometrycznego punktu widzenia zwigzki (8) okre-
slaja linje, jako przecigeie dwdch powierzchni o réwnaniach

F(x,y,2)=0 i ®(x,y,2)=0

Rugujac ze zwigzkéw (8) kolejno jedng ze zmiennych x,y, 2,
otrzymamy trzy zwigzki, kazdy z dwiema zmiennemi, o postaci

9) flx,)=0; ¢(x,2)=0; ¢(y,2)=0

Kaidy z tych zwigzkow przedstawia réwnanie rzutu danej
linji C na odpowiednig plaszczyzne wspélrzednych, gdyz (x,y) sa
to wspélrzedne rzutu M punktu linji M na plaszezyzne (Oxy), (x, 2)
wspolrzedne rzutu M na plaszezyzng (Ox2) i (yz) sg to wspol-
rzedne rzutu M na plaszezyzne (Oyz) (rys. 156).

Z
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Gdy linja okre§lona jest przez réwnania parametryczne (7),
to rownania rzutéw tej linji otrzymamy, rugujgc parametr f ze
zwigzku pierwszego i drugiego, nastepnie z pierwszego i trzeciego
i wreszcie z drugiego i trzeciego.

Zaréwno postaé parametryczna (7), jak i zwigzki (8) nie
okre$lajg danej linji w sposob jedyny; te samg linje mozna okre-
gli¢ nieskonczenie wieloma sposobami parametrycznie, lub jako
przeciecie dwoch powierzehni. Inaczej rzecz si¢ ma ze zwigzkami
(9), te bowiem, jako réwnanie rzutow linji na plaszczyzny wspol-
rzednych, sa jedyne dla danej linji. Zaznaczymy, iz, okreslajac
linje przez réwnania jej rzutéw, mozemy tylko dwa ze zwigzkow
(9) podac dowolnie, albowiem trzeci wynika wtedy z tych dwach,
przez wyrugowanie odpowiedniej zmiennej.

Nadmienimy jeszcze, iz linje mozna tez okre§li¢ przez dwa
zwigzki, z ktérych jeden zawiera trzy wspdlrzedne, a drugi dwie,
to znaczy przez zwigzki o postaci

F(x,y,z)=0; f(lsy)zo

Przyktadl. Znalesé rzuly na plaszezyzne wspélrzednych linji, bedgcej
przecieciem lkuli o réwnaniu
¥yt tzt=1rt

z walcem, ktérego o$ jest réwnolegla do osi Oz i ktéry przecina plaszezyzne

Oxy wzdluz kola o promieniu % stycznego w poczatku uktadu do osi Oy (rys, 157).

Podstawg walca jest wige kolo o réwnaniu

P e P
(x__2"> +y ‘_'41
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to jest

x* 4 y:—rx =0,
kolo to jest rzutem danej linji na plaszezyzne Oxy, gdy?z linja polozona jest na
waleu, Linje okreslaja wiee dwa zwigzki:

¥ b o 2t= 1Y,
x*4pyt—rx=0.
Rugujae, przez odjgcie, zmienng y, otrzymamy zwigzek
224 rx=rk

rzut linji na plaszezyzne Oxz jest wiee lukiem paraboli; rugujgc zmienng x,
otrzymujemy réwnanie rzutu na plaszezyzne Opyz:

y— a4 2
g2 (1 f"‘)

jest to krzywa czwartego stopnia, posiadajgea punkt podwdijny w poezatku O.

Na rys. 157 przedstawiona jest tylko czedé krzywej przecigcia, lezgca
nad plaszezyzng Oxy, pozostala czesSé leiy poniZej plaszezyzny Oxy i jest
symetryczna wzgledem podanej.

Przykltad 2 (Linja §rubowa). Punkt M opisuje na powierzchni
walca obrotowego linje $rubowa, jeSli przesuniecie rzutu M’ tego punktu na o$
walea i odpowiedni kat obrotu promienia M M’ dokola osi walea sg do siebie
proporcjonalne.

Niech 0§ Oz bedzie osig walca o promieniu 7. Obierzmy punkt M, na osi
Ox, jako polozenie poczgtkowe punktu M. Fuk M, M bedzie Iukiem linji Sru-

Rys. 158.
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bowej, jesli przesunigeie OM' rzutu M’ wzdluz osi Oz jest proporcjonalne do
kata obrotu POM, =y, kiéry tworzy wektor OP z osig Ox (rys. 158), to znaczy

oM =
P
gdzie k jest pewng staly. Pelnemu obrotowi ¢ = 2= odpowiada wige przesu-
nigeie OM' = 2=k wzdluz osi walea. Analitycznie okre$limy linje Srubows,

wyznaczajge wspolrzedne punktu M, jako funkeje kata obrotu ¢, mamy mia-
nowicie natychmiast

I x = rCosy
y =rSing
1 z=khy

Rzutem danej linji $rubowej na plaszezyzng Oxy jest oczywiscie kolo.
Aby znale§¢ réwnanie rzutu na plaszezyzne, przechodzgcy przez o§ walca, wiec
np. na plaszezyzne Oxz, rugujemy parametr ¢ z dwéch zwigzkéw

x =rCosyg; z=kFky
i otrzymamy

z
- rCns-k-,

rzutem linji srubowej na plaszezyzng, rownoleglta do osi walca jest wige si-
nusoida.

Nadmienimy jeszcze, i%, w razie rozwiniecia powierzchni walca na pla-
szezyznie, linja §rubowa przeksztalei sie na zbiér odcinkéw prostej.

13. Réwnania parametryczne powierzchni.

Analogicznie do okreslenia linji przez rozwazenie wspoirzed-
nych x,y, z jako funkeyj jednego parametru zmiennego o postaci (7),
rozwazmy w przestrzeni wspélrzedne prostokatne x,y,z, jako
funkcje pewnych dwdch zmiennych niezaleinych u i v:

x=T1 (u,v)
(10) y="_(u,v)
z:fﬁ(usv)

Zmieniajac w sposéb ciggly i niezaleznie od siebie wartosci
u i v, otrzymamy zbiér punktéw, tworzacych wogéle pewng po-
wierzchnie S.

Réwnanie tej powierzchni w postaci zwykte] F(x,y,2)=0
otrzymamy, rugujac z trzech zwigzkéw (10) dwie zmienne u i v,
a mianowicie wyznaczamy np. z dwéch pierwszych zwigzkéw
zmienne u i v, w zaleznoSci od x i y i wstawiamy w zwigzek
trzeci (jesli to jest efektywnie wykonalne).



Kazdej parze liczb (u,,v,) odpowiada wigc okreslony punkt M
danej powierzchni S. Jesli ustalimy warto$é zmiennej u—u,
i bedziemy zmieniali warto$¢ drugiej » w sposéb ciggly, to otrzy-
mamy pewng linje C) , nakreslong na powierzchni S, ktéra laczy
punkty, odpowiadajgce tej samej wartoSci u=u,. Podobnie, usta-
lajac warto§é v =v, i zmieniajgc warto$¢ u, otrzymamy linje C, ,
nakre§long na powierzchni S, ktéra taczy punkty, odpowiadajace
tej samej wartosci v, zmiennej v. Biorac pod uwage wszelkie
mozliwe wartoSci u, i vy, otrzymamy dwa uklady linij C, i C,,
nakre§lonych na danej powierzchni.

Dowolny punkt M powierzchni, okreslony przez pare liczb
(uy,0,), jest wiec przecieciem sie krzywej u—u, jednego ukladu
z krzywq v =v, drugiego ukladu (rys 1569); z tego powodu zmienne
(z,v) w réwnaniach (10) nazywamy wspdtrzednemi krzywolinjo-
wemi punktéw powierzchni danej.

Rys. 159.

Przyklad. Niech beda zwiazki

X = r Sin u Cos v;

(11)

y = r S8in u Sin v;
z =1rCoa 1.

Rugujge, przez zsumowanie kwadratéw, zmienne o i v, mamy réwnanie
a2 gt Lozt = pe,

Powierzchnia okreslona przez réwnania (11) jest wiee kulg. Ze wzgledu
na wzory (2) (art. 2), widzimy, iz wspélrzedne u i v sg to: kat biegunowy
i amplituda. Linje u=stalej sqa wige réwnoleinikami powierzchni kuliste], zas
v = statej sg je] poludnikami, Kazdy punkt powierzehni kuli jest wige okre-
Slony, jako przecigcie pewnego réwnoleznika z pewnym poludnikiem.



