gdzie (X, Y) oznaczaja wspélrzedne biezace punktéw normalnej.
Jesli f'(x)=0, wtedy normalna jest prostopadta do osi Ox i ma
réwnanie X —x=0.

Jesli wspélrzedne punktéw krzywej sa funkcjami parametru,
to, wedlug réwnania (6), rownanie normalnej napiszemy w postaci

ar)

dt

¥ .U=_“F_T}_')—' (X— %)
dt

lub ogélniej

Przykiad. Dana jest krzywa o réwnaniu (art. 9)

1

==3

wspélezynnik katowy stycznej w punlkeie (x, y) ma wartosé

dy _ 1
dx ~ x2!

réwnanie styeznej w punkeie (x, y) bedzie wige mialo postaé

1
Y—py=— _.l'T'(X_- x);

za§ réownanie normalnej
Y—p=x(X—2x)

ROZDZIAL VI

ZAGADNIENIA DOTYCZACE KOLA.

30. Réwnanie kota.

Kolo w uktadzie Oxy jest wzupelnoSci okreslone, jesli dane
sq wspolrzedne (a,b) jego érodka C i promien r. Aby otrzymaé
rownanie, ktére spelniajg wspolrzedne (x,y) kazdego punktu M,
lezacego na okregu i tylko takie punkty, wystarczy napisaé, iz
odlegto§é dwoch punktéw M(x,y)iC(a,b) jest rowna r; poniewaz
miary rzutéw wektora CM sg x —ai y— b, otrzymamy wiec zwig-
zek szukany w tej postaci:

(1) (x— a)ﬁ-i*(y—b)“:r*



Réwnanie kola jest zatem drugiego stopnia. Widzimy, iz koto
jest okre§lone przez frzy parametry a,b,r, uktad kot na plasz-
czyZinie jest wiec trojparametrowy. Z tego powodu w zagadnie-
niach, dotyczacych prowadzenia kol, liczba warunkow niezaleznych
nie powinna przewyzszaé trzech.

Rys. 53.

Jegli érodek kola lezy w poczatku ukladu, wtedy «=0,b=0
i réwnanie przybiera postaé szezegdlna

2y x gt =r?

Rozwijajac kwadraty w rownaniu (1), otrzymamy réwnanie
z trzema wspotezynnikami o, (3,1 o postaci

) X+ y*tex+Ey+1=0

odznaczajace sig tem, iz nie zawiera wyrazu xy.
Odwrotnie, wykazemy, iz zwiazek drugiego stopnia

4) Ax*+Ay*+Bx+Cy+D=0,

w klérym wspotezynniki przy x* i y* sg rowne, lecz odmienne od
zera i kiory nie zawiera wyrazu xy, odpowiada, zaleznie od wspol-
czynnikéw, albo punktom pewnego okregu kotla, albo jednemu tylko
punktowi ptaszezyzny, albo tez nie odpowiada Zadnemu utworowi
rzeczywistemu.
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Istotnie, dzielgc wyrazenie (4) przez A, z zaloZenia nier6wne
zeru i wydzielajage dwa pelne kwadraty, mamy

n B R? )__ ( 2 c . C )_824—02—_4}1}3
(el e B p (ita O g O ) BEC 2D
lub

L B\, [, CV_B'4C'—4AD
9 [ +53) + ez =1

Jesli B*--C*—4 AD==0, to rownanie (5), a wiec i (4), spel-
nione jest w punktach okregu kota o promieniu

VB 14D

— 2]A]
i ktorego Srodkiem jest punkt o wspétrzednych
N .
T 240 7 24

Jesli B*+-C*—4 AD=0, wtedy réwnanie dane jest spel-
nione tylko w jednym punkcie rzeczywistym

B C

A="ag ¥l

Jesli B4 C*—4 AD <0, wtedy zaden punkt rzeczywisty
plaszczyzny nie spelia danego réwnania, gdyZz prawa strona réw-
nania, jako suma kwadratow, nie moze byé ujemna. Mowimy tez,
iz réwnanie przedstawia wtedy kolo urojone.

Gdy rownanie (4) nie zawiera wyrazu Bx t. j. gdy B=0,
wtedy a=0 i $rodek kota (jesli ono istnieje) lezy na osi rzednych;
gdy za§ réwnanie (4) nie zawiera wyrazu Cy t. j. (=0, wtedy
b=0 i §rodek kota lezy na osi odcietych.

Gdy rownanie (4) nie zawiera wyrazu wolnego t.j. gdy D=0,
wtedy spelnione ono jest w punkcie (0,0), oznacza to, Ze kofo
dane przechodzi przez poczatek ukladu.

Przyktad. Dane jest rGwnanie
P tr=0;

przedstawia ono kolo, przechodzyce przez poczgtek ukladu i majace $rodek na
osi Ox. Wydzielajage pelny kwadrat, mamy

(x+ ;)u-f-s‘lz Zl—‘:

a zatem
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31. O przecieciv sie kota z prostq. Styczna do kota.

Niech bedzie prosta o réwnaniu

(6) y=mx-+n
i kolo okreslone przez réwnanie
(7) x4y axfy1+1=0

Aby wyznaczy¢ punkt przeciecia kola danego z prosta dang,
trzeba znale$¢ pare liczb (x,y), spetniajacych jednoczesnie dwa
zwigzki (6) i (7). Podstawiajgc w rownanie (7) wyrazenie (6) na y,
otrzymamy réwnanie drugiego stopnia

(8) B¥4-(mx+n't+ox+4f(mx+4n)+1=0,

okreslajgce odciete punktéw przeciecia kola z prosty. Uporzad-
kujmy réwnanie (8) wedlug poteg niewiadomej, bedziemy mieli

8y »*A-+-my+x@@mn-+mf+a)t+n+pn4+1=0
Jesli wyr6znik tego réwnania jest dodatni:
@mn+mp+ap—4(1+m) (2 4Bn+1)>0,

wtedy réwnanie (8') posiada dwa okreSlone pierwiastki, a zatem
istnieja dwa punkty przecigcia kola z prosty.

Jesli wyr6znik réwnania (8") jest ujemny, wtedy réwna-
nie (8') nie ma rozwigzan rzeczywistych i prosta dana kola nie
przecina,

Jesli wreszcie wspotezynniki m, n, o, §, v sg takie, iz wy-
réznik réwnania (8’) jest réwny zeru:

©® @mn4-m@-to)—41+4m®) @ +fn+1)=0,

wtedy réwnanie (8’) bedzie miato pierwiastki rowne, a to znaczy
geometrycznie, iz prosta dana, z zalozenia nier6wnolegta do osi Oy,
jest granicznem polozeniem prostej, majacej z kolem dwa punkty
wspolne, gdy odleglosé tych punktéw dazy do zera. Prosta
o réwnaniu (6) bedzie wiec w wypadku zwigzku (9) sfyczna
do kota.

Rozwazania poprzednie dotyczg prostych nieréwnoleglych do
osi Oy. Aby otrzymaé¢ warunek przeciecia lub styczno$ci z kolem
proste] rownolegtej do osi Oy, a wiec o-réwnaniu np.

x==r5h
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nalezy podstawié te warto§é x w rownanie kola (7) i z olrzymanego
rownania kwadratowego wzgledem wspoétrzednej y

4Byt (R +ak+1)=0

wysnué, na podstawie wartosci wyrdznika, wnioski geometryczne,
jak wyzej.

Powyizsze rozwazanie, podporzadkowujace pewnym wlasno-
§ciom réwnan algebraicznych wlasnosei tworéw geometrycznych,
charakteryzuje metode Geometrji Analitycznej.

Przyktad. Znalesé¢ punkly przecigeia sig kota o réwnaniu

e o g =A==
z osig odcielych.

Punkty osi odeietych spelniajg rownanie y = 0, a wiec odciete szuka-
nych punktéw przeciecia otrzymamy ze zwigzku

x*4x—1=0,

skad
—14+ V3 —1—15
ZAGADNIENIE 1, Znales¢ rownanie stycznej do kota o row-
naniu

x4yt =r
réwnolegtej do prostej danej
y=mux.
Szukana styczna bedzie miata réwnanie o postaci
y=mx-+n
Aby wyznaczyé parametr n, bierzemy pod uwage uklad
rownarl

SO

( ¥+
|

]

9
— e

¥

y=mx-n

okreglajacy punkty wspdlne prostej i kota i Zgdamy, aby wy-
nikajgce stad rownanie

x*+(mx-+npP=1r

mialo jeden pierwiastek podwéiny; po uporzgdkowaniu tego réw-
nania, okreslajacego odciete punktéw przeciecia, otrzymamy

(+m?) x4 2mnx—+ (n°—1r?) =0
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i zadany warunek slycznosei w postaci
mn*—n—r) (1-+-m)=0
lub, po dokonaniu redukcji,
n”’ —(1-Fm*r*=0

Wedtug postaci normalnej rownania prostej, wartosé

_ n
t V1l+m

przedstawia odleglo§é prostej o rownaniu y = m x - n od poczatku
uktadu, a wiec otrzymany warunek styczno§ci wyraza znany fakt,
iz odleglo§é stycznej od Srodka kota réwna sie jego promieniowi.
Poniewaz dla zadanej stycznej wspoélezynnik katowy m jest dany
z gbry, a zatem z warunku stycznosci otrzymamy warto$Sé odpo-
wiednig

= i I 1—1'—}1'5'2

i szukane réwnania dwoéch styeznych
Jy=m Xx i r |1_--}—1':.";J

polozonych oczywiscie symetrycznie wzgledem srodka,
ZAGADNIENIE 2. Z punktu danego (x,,y, wyprowadzic
styczng do hota o réwnaniu x* -+ y* = r°,
Prosta, przechodzgca przez punkt dany (%, yo), ma réwnanie

y—y=m (x — xy);

ot6z trzeba dobraé warto§¢ wspolezynnika katowego m tak, aby
prosta byla do kota danego styczna. Zbadajmy wiec przeciecie sie
prostej powyzszej z kolem, w tym celu wyznaczmy y z réwnania
prostej i wstawmy w réwnanie kofa, otrzymamy wtedy réwnanie

X (L+m)4-2m(y, — mxy) x (g — mx,))) —r*=20
z ktorego wyznaczy¢ mozna odcigte x punktéw przeciecia. Aby
prosta szukana byla styczna do kota, réwnanie otrzymane powinno

mie¢ pierwiastki réwne, stad mamy warunek

m* (o — mx,)* — (1 +m?) {(y, — mx,)* — r*} =0,
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na podstawie ktérego wyznaczymy szukany wspélezynnik katowy
stycznej. Po uproszezeniu, wypadnie réwnanie drugiego stopnia

10) m(r’— x)F2mxoy, + r* —y,  =0;

réwnanie to ma dwa pierwiastki rzeczywiste m, i m,, gdy x,* %1’
ijeSli xo®+ y, — r? == 0, to znaczy, je§li punkt (xo, 7o) lezy ze-
wnatrz kota danego.

W przypadku szczegélnym, gdy x, =+ r; y, 7 0, réwnanie (10)
jest pierwszego stopnia i daje tylko jedng styczng; drugg styczna,
wychodzaca z punktu (x,,7,), bedzie wtedy oczywiScie prosta
x=-r réownolegta do osi Oy. Z punktu zewnetrznego mozna za-
tem poprowadzi¢ dwie styczne do kota.

ROWNANIE STYCZNEJ.

Réwnanie stycznej do kola o réwnaniu

(' —a) (g —b)—1r:=0
w danym punkeie (x, y), otrzymamy wedlug rozwazan rozdziatu V.
Aby wyznaczy¢ wspolezynnik katowy stycznej w punkeie (x,y),
dy
dx’
kota wzgledem zmiennej niezaleznej x, traktujgc zmienng y jako
funkcje zmiennej x; otrzymamy wtedy

2(e—a)-2(y—8 Y=o
dx

lo znaczy pochodng rozniczkujemy obie strony rownania

stad
dy____x—a
dx y—b

y—b
X-y
lgczacej $rodek kota (a,b) z punktem stycznosci (v, y), otrzymana
wiec wartosé na gfl’—r wskazuje, iz styczna do kota jest do tej
X
prostej prostopad?a.
Rownanie stycznej do kola w punkcie x,y bedzie wigc takie:

Poniewaz stosunek

jest wspotezynnikiem katowym prostej,

_x—a
y—>b

Y—y= (X —x)

réwnanie to, po uporzadkowaniu, wypadnie w postaci

(1) (X—a)(x—a)+(Y—0) (y - b)—1*=0
tatwej do zapamigtania, przez poréwnanie z postacia rownania kota.



W szezegélnosei dla kota o réwnaniu
=1,

ktérego $rodkiem jest poczatek ukladu, rownanie stycznej w punk-
cie (x,y) bedzie mialo postac

(11) Xx-}+Yy=r*

przypominamy, iz X,Y oznaczaja wspéirzedne biezgce punktu
stycznej, za$§ x,y wspolrzedne punktu stycznosci zwigzane row-
naniem kota.

32. Poszukiwanie két, spetnigjgcych dane warunki.

ZAGADNIENIE 1. Znalesé réwnanie kota, przechodzacego
przez trzy dane punkty:

A (e, 1), Aa(xy,ya), Ay (xy,ys).

Kolo bedzie okre§lone, jeSli wyznaczymy wartosci trzech
paramelrow, tkwigcych w jego réwnaniu.

Zamiastbezposrednio poszukiwaé wielko$ci a,b, r w r6wnaniu(1),
wygodnie] jest wyznaczyé wpierw wspoétezynniki ¢, §, 1 w rowna-
niu kota o postaci

(12) 4y axd-fy41=0

gdyz wsp6lezynni i te wystepujg w pierwszej potedze. Po wyzna-
czeniu wartosei «,3, 1 z danych warunkow, znajdziemy elementy
geometryczne «,b,r kola, sprowadzajac postaé¢ (12) do postaci
(5) metoda podang w art. 30. Zadanie, aby koto przechodzito
przez trzy dane punkty, oznacza, iz réwnanie jego (12) winno byé
spetnione w frzech danych punktach, otrzymamy wiec warunki

X ytz2x, By +1=0
(13) vttty LB b 1 =0
X 4y taxg+ By +1=0

Warunki te tworzgq uklad trzech réwnan pierwszego stopnia
wzgledem niewiadomych «,f,v, z ktérego wyznaczymy te war-
toSei w sposéb jednoznaczny, je§li wyznacznik charvakterystyczny,
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to znaczy wyznacznik utworzony ze wspélezynnikéw przy nie-
wiadomych «,(,v, nie rowna sie zeru:

| X5 Yy 1
(14) | X2, 82,1 |50
Xy, Yz, 1

Wedtug art. 20 (zagadnienie 3), nierownosé ta wyraza znany
warunek geometryeczny, aby trzy punkly (x,,y,), (x,,4.), (x5,y;)
nie lezaty na jednej prostej.

ZAGADNIENIE 2. Znalesé réwnanie kota, przechodzacego
przez dwa punkty dane (0,1), (2,2) i styeznego do osi O x.

Poszukujemy réwnania kola w postaci

vty fax+py+r1r=0;

nalezy teraz wyrazi¢ analitycznie trzy dane warunki geometryczne;
ot6z dwa pierwsze, iz kolo przechodzi przez dwa dane punkty,
daja natychmiast dwa zwigzki miedzy poszukiwanemi wspélczyn-
nikami:

8+2a+42p4-1=0

W celu otrzymania trzeciego zwiazku, zbadajmy przeciecie sie
kola z osiag Ox. Odcigte punktéw przeciecia otrzymamy, pod-
stawiajgc w réwnanie kola warto§é y = 0; wypada wtedy réwnanie

x*tox+4+v1v=0,

okreslajgce wartosci x; i x, odcigtych punktu przecigeia kota
z osig Ox; ale z zalozenia kolo winno by¢ styczne do osi i rowna-
nie otrzymane winno mieé¢ pierwiastki réwne, zatem

(16) 02 — 41 =0,

jest to szukany zwigzek miedzy wspolezynnikami, wyrazajgcy wa-
runek stycznosdci kota do osi Ox. Z trzech réwnan (15) i (16)
okre§limy niewiadome o, B, 7 i otrzymamy dwa kola zadane,
przedstawione przez réwnania

x? -yt - (4 2)/10) x — (154 4y/10) y -+ (1444 )/10)=0
x* -+ y? - (4—2y10) x — (16 — 4 {10) y + (14— 4/10)=0
érodki i promienie tych kot okresla postac (5).

Geometrja Analityczna. 7



ZAGADNIENIE 3. Znales¢ rownanie kota, przechodéacego
przez punkt (1,2) i stycznego do prostej y=x w punkcie (3,3).
Koto szukane o réwnaniu

x*+ytex+By+1=0
przechodzi przez punkt (1,2), wiec mamy zwigzek
(17) 5-taet2ff1=0

Nastepnie koto winno byé styczne do prostej y==x; odcietg
punktu wspélnego dla kola i proste] danej otrzymamy, wstawiajac
do réownania kola wyrazenie y=x, wypada

(18) 2x*+(a+B)x+1=0

ale, z racji styczno$ci kola do prostej, réwnanie (18) winno mieé
pierwiastki rowne, wiec

(19) (¢+p)* —81=0,
za$ wartos¢ wtedy tego pierwiastka bedzie

(20) - -

4

Punkt styczno$ci jest jednak z géry dany, mianowicie od-
cigta jego ma warto§¢ x=3, mamy wiec trzeci zwigzek

20) _ # =8

Z trzech réownan (17), (19) i (20’) otrzymamy wartosei o, fiy;
wypada y=18 i nastepnie a=—1, = —11. Mamy wiec réw-
nanie szukane

¥4y —x—11y+18=0,
ktéremu odpowiada kolo rzeczywiste o promieniu

5y
=g

ze §rodkiem w punkeie

a=

BO |
o>
I
|



= 00 =

33. O przecieciv sie dwéch két.
Dane sg dwa kota o réwnaniach

(e—a)?+(y =) — 1> =0
(21)

(.1'—-a2)3~{_(y_bz)5;_1-22=

Wyznaczenie punktéw «przecigeia kol danych polega na
znalezieniu dwéch liczb (x,y), spelniajgcych jednocze$nie dwa
zwigzki (21). Widzimy natychmiast, iz para liezb (x, y), spelniajgca

y
&

N

Rys. 54.

obydwa zwigzki (21), spelnia réwniez zwigzek, otrzymany przez
odjecie stron réownan (21):

(22) {(x —a)? + (g — ) — 1"} — ((xr — @ + @ — b)) — 12’} =0
t. j., po wykonaniu redukeji, zwiazek pierwszego stopnia:
(23) 2(ay—a,)x+2(by—b)y+(a*+b>—r’—a? —b2+1r) =0

Fakt ten oznacza geometrycznie, iz punkty przeciecia kol
danych lezg na pewnej prostej, przedstawionej przez réwnanie (23).

Odejmujgc wige strony réwnan dwdch kot, ofrzymujemy
natychmiast zwigzek pierwszego stopnia (23), kiéry przedstawia
rownanie prostej, przechodzqcej przez punkty przeciecia sig kot
danych (jeSli te punkty istniejq).
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Widzimy, iz w zagadnieniu przeciecia si¢ dwdoch kol, wpierw
odnajdujemy z latwoscia rownanie prostej, 1gczgcej punkty prze-
cigcia kol, a nasfepnie szukamy przecigcia sie tej prostej z jednem
7z dwoch ko6t Z rozwazan geometrycznych wiadomo, iz punkty
przecigcia istnieja, jesli odleglto§é $rodkow jest mniejsza lub réwna
sumie promieni danych kol, jest zas wigksza Iub réwna réinicy
tych promieni.

Warunek ten mozna wysnué tez z rozwazan analitycznych.
Przypu$émy wiee, iz mamy dwa kota o promieniach r, i ry, kto-
rych odleglo§¢é §rodkéw wynosi d. W celu uproszezenia, mozemy
umie$cié poczatek ukladu w $rodku jednego z kél, za§ o§ Ox
skierowaé wzdtuz linji srodkéw danych kol Poszukiwanie punktow
przeciecia ko6t danych sprowadza sie wiec do rozwigzania ukladu
réwnan

[ x4 yr=r
| (e @ g2 =

odejmujgc od siebie strony tych réwnan, widzimy, iz szukane
punkty, sa przecigciem prostej réwnolegltej do osi Oy o réwnaniu

du"{“fl “‘_2_
2d

X =

z jednem z kol; podstawiajac te warto$¢ na x do roéwnania np.
pierwszego kola, otrzymamy réwnanie, okreslajace wartoSci rzed-
nych punktéw przecigcia

. " (@ r*—r)?

yr=r — L -5

punkty przeciecia rzeczywiste, r6zne Iub zjednoczone, istnieja, jesli
jest spelniony warunek
|d*+r?—ry |
2d

stad za$, w zalozeniu iz r; > r,, otrzymamy

d—r)<r?
i ostatecznie znany warunek
m—ry<d<r+r

Rozwazmy teraz kombinacje linjowg réwnan kot (21), to zna-
czy zwigzek o postaci

@4) [x—a)’ + (g — b)) — 1] + 2 [(x — @o)* + (y — b)*—1y"] =0
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zwigzek ten, dla dowolnej wartoSci wspélezynnika ) (z wyjatkiem
h=—1), po odpowiedniem uporzgdkowaniu, bedzie mial postaé (4)
charakterystyezna dla kola. Rownanie (24) przedstawia wiec koto
dla kaidej wartoéci %, z wyjatkiem % = —1 i tych wartosci, dla
ktérych réwnanie to sprowadzi sie do postaci sumy kwadratéw
przyrownanej do liczby ujemnej.

Jesli kola (21) przecinaja sie, to koto o réwnaniu (24), dla
dowolnej wartosci ), przechodzi przez punkly przeciecia tych kot
Istotnie, kazda para liczb, speiniajacych jednoczeénie obydwa
zwigzki (21), bedzie spelniala réwniez zwigzek (24), niezaleZnie
od wartosci stalej .

ZAGADNIENIE. Znales¢ rownanie kota, kidre przechodzi
przez punkty przeciecia sie kot o rdéwnaniach

x4-pyr=1
(x—1*+4 (g — 20 =3
i nadfo przez punkt (5,3) (tatwo sprawdzié, iz punkty przecigcia
istnieja).

Wedlug uwagi poprzedniej, zbyteczne jest poszukiwanie

punktéow przeciecia sie kol danyeh; wiemy mianowicie, iz réwnanie

M t+yt—1D)+@—1P+@y—2°—38=0

przedstawia kola, przechodzace przez punkty przeciecia kot da-
nych. Skorzystajmy wiec z dowolnosci parametru ) i tak dobierzmy
jego wartosé, aby kolo poszukiwane przechodzilo przez punkt
(5,3), wypada warunek

B3t =)+ (6—1)P+@—2—38=0
stad h = — g , szukane kolo bedzie wiec mialo takie réwnanie:
19x* +19y* —66x — 132y -+ 80=0.

34, O potedze punktu wzgledem kota. Kota ortogonalne.
Niech bedzie r6wnanie kola
(5) F(x,y)=(x—a)+(y—b2—r'=0

i punkt dowolny ptaszczyzny A («,f). Potega punkiu A wzgledem
danego kota nazywamy warto§¢ funkeji

(26) F (2, ) = (0. — a)* (B — b)* — 1
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przedstawiajgca réznice kwadratu odleglosci punktu 4 od Srodka
kota danego i kwadratu promienia kota r. Potega (25) jest dodat-
nia dla punktow A, lezacych zewngtrz kola, ujemna dla punktow
wewnetrznych kola, za§ réwna zeru na samym okregu kota. Po:
tega punktu, lezacego zewnatrz kola, przedstawia kwadrat dtugosci
stycznej wyprowadzonej z danego punktu do kofa.

Niech bedg dwa kola, majace réwnania w postaci

Fi(x,y)=(x—a)+@Hy—b)—r’=
Fy(x,y)=(x—a)’+ (y— b)) —r’=
Potegi dowolnego punktu plaszezyzny (x,y) wzgledem kaz-
dego z tych k6l sa rowne wyrazeniom £ (x,y) i Fy(x,y), a wige

punkty, ktérych potegi wzgledem danych kol (27) sa sobie réowne,
spetniajg réwnanie

(28) Fy(x,y) —Fs(x,y)=0

Ale réwnanie (28) jest pierwszego stopnia i przedstawia okre-
§long prosta, jesli kola dane (27) nie sg wspotsrodkowe, a zatem
miejscem geometrycznem punktow, ktorych polegi wzgledem
dwoch kot sg sobie rowne, jest linja prosta. Linje te nazywamy
0sig_pierwiastng-dwoch kol

Jesli kota sie przecinaja, to oS pierwiastna przechodzi przez
ich punkty przeciecia. Gdy dane kola si¢ nie przecinajg, to ich 0§
pierwiastna nie ma z niemi punktéw wspélnych. OczywiScie os
plerwiastna dwéch kot jest zawsze prostopadta do prostej, taczg-
cej srodki {ych kot.

- (27)

Rozwaimy teraz réwnanie
(29) Fy(x,y) + 1 Fy (x, ) =0,

bedgce kombinacjq linjowg réwnan kél niewspotsrodkowych (27).

Moéwili§my juz, iz réwnanie (29) dla dowolnej wartogei parametru  (z wy-
jatkiem A = —1) ma postaé réwnania kola; a wiec, zmieniajgc warto§é pa-
rametrn 4 w rownaniu (29), otrzymamy pewien uklad ké! na plaszezyZznie;
nazywamy go ukladem linjowym kol

Wykazemy, iz polega dowolnego punkiu na osi pierwiastnej (28) wzgle-
dem hkaidego kofa uktadu linfowego (29) ma jedna i l¢ samg wartosd, niezalez-
ng zalem od ) Istotnie, réwnanie (29) moZzemy napisaé w postaci

(A2 F (e, )1 [ Fo(x, ) —F (x, )] =0,
lub tez, gdy A==—1,

(30) F.(x,y)+ﬁ"_—}.tmx,m—F,(x, y1=0;

poniewaz réinica F, — F, nie zawiera wyrazéw drugiego stopnia, wiec, weding
okreslenia (26), potega dowolnego punktu (x,,y,) wzgledem kola o réwna-
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niu (30) réwna si¢ wartoéei lewej strony tego réwnania w punkeie (xg, 17,), otéz,
podstawiajac w wyrazeniu (30) wspélrzedne (x,, ) dowolnego punktu, lezgce-
go na osi pierwiastnej o réwnaniu (28), otrzymamy wartosé

Fi (x5, 40),

niezaleZzng od %, co bylo do okazania.
Stqd wynika réwniez, iz ta sama prosta (28) jest zawsze osig pierwiastng
dwdéch dowolnych kol wybranych ze zbioru (29). Prosta o réwnanin

Fay(x, ) — Fi(x, ) =0

nazwiemy osig pierwiastng ukiadu kél, okreslonego przez réwnanie (29) lub (30).

Kota ortogonalne.

Dwa kola nazywamy:orfogonalne, jesli styczne w punktach przeciecia
tych k6t sa wzgledem siebie prostopadle.

Dla dwdéch két ortogonalnyeh, promienie, doprowadzone do punktéw
przeciecia, sq do tych k6l nawzajem styczne i tworzg z odeinkiem, lgczacym
srodki, tréjkat prostokatny.

Wedlug okreslenia potegi punktu wzgledem kola, widzimy, Ze, gdy dwa
kota sg ortogonalne, to potegi wzajemne srodkéw tych kél sa rowne kwadra-
tom ich promieni.

Warunek konieczny i wystarczajaey ortogonalnosei dwoch kol, okreslo-
nych przez réwnania

(x—a 24 (y— ) —n*=0

(x —ay)? 4 (y— b)) —rt =0

otrzymamy, piszae, iZ suma kwadratéw promieni tych ké! réwna sie kwadra-
towi odlegtosei ich srodkéw, wypadnie wige taki warunek:

(31) (@ —a3)* 4+ (b — b)) =r*+rf

Kolo jest ortogonalne do dwdch kél danych, jesli potegi jego srodka
wzgledem tych ko6l réwnajg sie kwadratowi jego promienia. Z okreslenia osi
pierwiastnej i jej wlasnosei wynikajg wiec nastepujgce dwa wnioski:

1. Miejscem geomelrycznem Srodkdw kot ortogonalnych do dwdch kit
danych jest o$ pierwiasina fych kot.
2. Kola orlogonalne do dwdch kdt o réwnaniach

Filx,p))=(x—a)*+(y—b)*—nr*=10
Fy(x, gy = (x —a)* 4 (y — bu)* —rf =
sy ortogonalne do wszystkich kdt ukladu linjowego
Fi(x,y)+ hF(x, y) =0.

Cwiczenia.
1. Znale$é réwnanie kola, przechodzgcego przez punkt (3, 1), stycznego
do osi odcietyeh i do prostej y = x.

2. Znale$é réwnanie kola opisanego i wpisanego w tréjkat ograniczony
trzema danemi prostemi:

g=20;3 =3 2x 4+ y=1.



— 104 —

3. . Znale$é rownanie kola stycznego do osi Ox w punkeie (3, 0) i do
prostej ¥ 4+ y = 1 w punkeie niepodanym z géry.

4. Przez punkt (1, 3) poprowadzié kolo styeczne w poczgtlku wspélrzed-
nych do prostej y = Ta.

5, Przez punkly przeciecia sie kol, okreslonych przez réwnania

Bdpt=11 (x—1)"+(y—2)'=3
poprowadzié¢ kolo styezne do osi O x.

6., Dowiedéé, iz w kazdym trojkacie dziewieé punktéw nastepujacych lezy
na jednym lkole: 1°) érodki bokéw, 2% spodki wysokoSei, 3°) §rodki odcinkéw,
lgezgeyeh wierzeholki z punktem przecigcia wysokoéei.

7. Znale§¢ kolo ortogonalne do trzech két danyeh.

8. Dowie$é, iz kola ortogonalne do dwéch kol danyeh tworzg ukiad li-
njowy, ktérego o$ pierwiastna przechodzi przez Srodki dwoéeh danych kot

9. Znale§¢ réwnania wspdlnyech stycznych do dwéch két danyeh:
gt =1,
M4 yrdr=0
10. Przez punkt (2, 3) poprowadzi¢ kolo styezne do kola danego
x* - y* = 5 w punkeie (1, 2).
11, Znale$¢é réwnanie kola stycznego do kola

Xt yr=>5
w punkeie (1, 2) i do kola ;
(x—3)y+p=1

w punkecie niepodanym z géry.

12. Wyznaezyé ltolo styczne do trzech kot danych (wskazaé metode
analityezng rozwigzania).

13. Wyznaczyé zbior’ punktéw plaszezyzny, spehiajgeych nier6wnosé
(x —p) (2 + g2 4 x) > 0. '

ROZDZIAL VIL

MIEJSCA GEOMETRYCZNE.

35. Rozwazania ogélne.

Miejscem -geometrycznem nazywamy zbior wszystkich punk-
téw, posiadajgcych okreslong- wlasno$é geometryczna wsp6lng..

Geometrja Analityczna daje wiasnie metoda .ogdlng, pozna-
wania postaci linji krzywej, ktorg utworza punkty okreslonego



