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37. Zagadnienia i przypadki szczegélne rugowania.

Gdy w dwoch rownaniach o postaci

f(x,y,C)=0
(13)
"'?(xry: Cj: 0

nad parametrem C wykonans sg dzialania algebraiczne, wtedy za-
gadnienie rugowania parametrn C z tych réwnan mozna zbadad
szczegb6lowo, opierajac sie na wlasnogciach réwnan algebraicznych.
Rozpatrzymy szczegoélowiej tylko dwa wypadki, gdy w réwna-
niach (13) parametr C wystepuje w pierwszej lub drugiej potedze;
wypadki te sq wlasnie glownie waine w zagadnieniach Geometrji
Analitycznej, '

PRZYPADEK PIERWSZEJ POTEGI PARAMETRU.

Rozwaimy najpierw przypadek, gdy parametr C wystepuje
w rownaniach danych (13) w pierwszej poledze, to znaczy gdy
one majg postaé

(14) (P (x,y)-C+Q (x,5) = 0
P (x,p) C+Q (x,5) =0

gdzie P, P', Q, Q', sa to dane funkeje wspéirzednych (x,y). Aby
wyrugowaé¢ C z dwéch réwnan (14), mnozymy obie strony pierw-
szego z tych rownan przez P’, drugiego przez P i odejmujemy,
wykazemy w ten sposéb, iz punkt (x,y), ktéry spelnia dwa row-
nania (14) jednoczesnie, spelnia tez zwigzek

(15) P (x,y) @ (x,y) — P(x,y) Q (x,y) =0

niezawierajgcy C, a wiec dla dowolnej wartosci tego parametru.
Punkty przecigcia dwéch krzywych (14), dla dowolnej wartosci C
leza wiee na krzywej, odpowiadajacej réwnaniu (15). Odwrotnie,
dla dowolnego punktu (x,,y,), lezacego na krzywej o rownaniu (15),
to znaczy spetniajgcego zwiazek

(16) £ (-rcnyn) Q' (xo,70) — P’(xn:yn) Q (xo,7) = 0

mozna, z pewnym wyjatkiem, dobraé takg wartosé¢ na C, aby punkt
ten spelnial odpowiednie dwa réwnania (14).

Istotnie, przypuséémy, iz dwie wartoSci P (xy,0) 1 P’ (x,Y0)
nie znikajg jednocze$nie, np. P (x,7,) 7 0, wtedy pierwsze z row-
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nan (14) bedzie spelnione w punkcie (xo,y), jezeli na C przyj-
miemy warto§é
o— _ QX80
P (xilvyl})

wstawiajgc te warto$§¢ do réwnania drugiego, otrzymamy wtedy

fen gy L) 4 or oy
"_P(‘l?y) P(l'o,yn) +Q(‘l1y)‘_0

réwnanie to bedzie tez spelnione w punkcie (x,,y,), wedlug zato-
zenia (16).

Krzywa, odpowiadajgca rezultatowi rugowania (15), jest wiec
miejscem geometrycznem punktéw przecigcia krzywych (14) dla
wszelkich warto$ei na C; wyjatek stanowig te punkty (x,,y,) krzy-
wej (15), w ktorych obie wartosei P (xy,y,) i P'(xy,¥,) 2nikajg
Jednoczesnie: ‘

P (xo,40) = 0;  P'(xq,40) =0

za$§ jedna przynajmniej z dwéoch wartosei Q (x,,y,) i Q' (x,,y,) nie
réwna sie zeru, wtedy oczywidcie réwnania (14) nie moga byé
spelnione w punkcie (x,, y,) dla zadnej wartosci na C.

Nadmienimy jeszcze, ze, je$li w punkcie (x,,y,) znikajg, oprécz
funkeyj P i P’, obie funkcje Q i @', to rownania (14) beda w tym
punkcie spelnione dla kazdej wartoéci na C, to znaczy przez ten
punkt przejdzie wszelka krzywa o rownaniu (14).

Niekiedy z charakteru geometrycznego zagadnienia wynika,
iz do danego miejsca geometrycznego nalezg punkty, otrzymane
przez zmiane warto§ci parametru C' w zwigzkach (14) tylko w pew-
nych granicach: a < C<b; w tym wypadku zgdanem miejscem
geometrycznem bedzie tylko czeS¢ krzywej (15), ktérej punkty
spelniajg warunek

Q (x,y)
a<— P (x,y) =

PRZYPADEK DRUGIEJ POTEGI PARAMETRU.

Zbadajmy teraz przypadek, gdy w réwnaniach (13) nad pa-
rametrem C wykonane sa dzialania kwadratowe, to znaczy, gdy
rownania te majg postaé ogdlng nastepujgca:

It IP(x,y)-CE+Q (x,y)-C+R(x,y)=0
: [ P'(x,y)- C*+ Q' (x,y)  C+R'(x,y)=0
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gdzie P.@Q, R, P, Q,R sa okreSlonemi funkcjami wspdéirzed-
nych x i g. \

. Aby wyrugowaé parametr C ze zwigzkéw (17), postaramy sie
zastapi¢ te zwigzki innemi, zawierajgcemi C tylko w pierwszej
potedze.

Otéz, mnozgc obie strony pierwszego ze zwigzkéw (17)
przez P’, za$§ drugiego przez P i odejmujgc, nastepnie mnozac tez
obie strony przez Q' i @ i odejmujge, wykazemy, iz punkt (x,y),
spelniajacy dwa zwigzki (17), bedzie r6wniez spetnial dwa zwigzki

((PQ—PQ) C +(PR"—P'R)=0

(18) [ (PQ"—P'Q) C>--(QR —QR)=0

a w takim razie réwniez dwa zwigzki

( (PQ —P'Q) C+ (PR"—P'R) =0

(19) | (PR —P'R)C+(QR'—Q'R) =0

zawierajgce C tylko w pierwszej potedze.
Wedlug zatem poprzednio rozwazonego przypadku, punkt,
spelniajacy oba zwigzki (17), bedzie tez spelnial zwigzek

(20) (PQ'—P'Q) (QR'— Q'R)— (PR’ — P'R)’ =0

niezawierajgcy parametru C; jest to wilasnie szukany rezulfat ru-
gowania parametru €' z dwéch réwnan (17).

Rozpatrzmy teraz zasadnicza kwestje, czy odwrotnie, punkt
(x,,7,), spelniajacy rezultat rugowania (20), bedzie spelmiat dwa
réwnania (17), przy odpowiednio dobranej wartosci na C.

Oznaczmy przez P,,Q,,R,,P,, Q,, R/ wartoSci funkcyj
P,Q,R,P,Q R dla x=x4; Y=

Mamy wiec zalozenie, iz punkt (x,,¥,) spefnia rezultat rugo-
wania (20), to znaczy

(21) (Pn QoIr — -Pn' Qu) (Qu Ry — Qo’Ro) ==, (-Pu R/ — Pa’Ro)z =0

Przypu$émy, iz o
Pqu’_Pn’Qo?I:Oa

wtedy punkt (x,,y,) bedzie spelnial oba zwigzki (19), gdy obie-
rzemy na C wartos¢é
PgRo’_'Pg’Ru

=0/ 70,
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Wobec tego punkt (x,,y,) bedzie speinial tez dwa zwigzki
(18) i nastepnie, jak latwo sprawdzié, oba réwnania dane (17).

W przypadku szezegélnym, gdy w danym punkcie (X, Yo),
spelniajgcym warunek (21), mamy

P, Qo’_‘Pn’Qo:O
wtedy bedzie réwniez, wedtug (21),
5 PnRo’_Pq:Rfj:O

jesli wiec jeden przynajmniej ze wspétezynnikéw P, P/ nie réwna
sie zeru, np. P,=~0, wtedy wszystkie wspélczynniki réwnan (17)
bedg w punkcie (x,,y,) przybieraly wartoSci do siebie proporcjo-
nalne, to znaczy

‘p“_’ — Qn' — Eﬂ'

Py Q R,

i dwa réwnania drugiego stopnia

99 [ Py C*+Qy C+R, =0
( ) ? Pn.l' 02 _i_ Q"l C‘—l— Rn':f]

beda miaty pare pierwiastkéw C,, C, wspdlng. Punkt dany (x,,y,)
bedzie spetniat oba zwigzki (17), jesli wtedy na C podstawimy
jeden z dwéch pierwiastkéw Cy, C,.

Moze si¢ zdarzyé, Ze réwnania (22) beda mialy pierwiastki
zespolone, jesli zas do rozwazan wprowadzamy tylko zbiér krzy-
wych, odpowiadajgcych rzeczywistym wartoSciom na C, to powiemy
wtedy, iz punkt (x,,y,) krzywej o réwnaniu (20) nie nalezy do
danego miejsca geometrycznego.

Je$li oba wspélezynniki Py i P,’ znikaja

Py=0 P'=0

wtedy, dla spetnienia réwnai danych (17) w punkeie (x,, y,), nalezy
dobraé¢ warto$¢ na C taka, aby zachodzily zwigzki

QQC_{_ROZU
Q' C‘E‘Ro’zo;

punkt (x,,y,) spelnia wige w danym wypadku zwiazki (17), jesli,
QR — Q) Ry=0
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i badZz jedna z dwoéch lieczb Q,,Q, nie réwna si¢ zeru, badi tez
wszystkie cztery Q,, Q,, R,, R, rownaja sie zeru.

Nadmienimy jeszcze, iz, dla danych zgdry wartoSci wspot-
czynnikéw P,,Q,,R,,P,,Q,, R,, kazde z dwoéch réwnan dru-
giego stopnia

P, C*+@QC—+ Ry=0

Py C*+ Q' C+ Ry =0

ma pare pierwiastkéw réznych lub zjednoczonych (Cy, C)) i (C), CY');
ot6z rozwazania poprzednie wykazuja, iz w przypadku

Py Q' — Py @70
rezultat rugowania

(P Qo’ — Py QU) (Qu Rn' — Qo’ Ry) — (Pn R/ —P,Ry)=0

jest warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby dwa dane row-
nania drugiego stopnia mialy jeden pierwiastek wspdlny.

PRZYKLADY.

Przyktad 1, Dany jest punkt A (a,0) na osi Ox i punk! B (0,b)
na osi Oy. Poprowadimy dowolng prosla, réwnolegta do prosiej slatej AB
i oznaczmy przez C i D punkly, w kidrych ona przecina o§ Ox i 0§ Oy. Wy-
znaczmy miejsce geomelryczne punkléw przecigeia M prosiych AD i BC

(rys. 62).
N

- 1P

RYS¢ 62,

Prostg stalg A B przedstawia réwnanie

X A —
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a zatem réwnanie prostej dowolnej CD, réwnolegtej do poprzedniej, bedzie
mialo postaé g

T

a b

[}

gdzie ) jest parametrem zmiennym; prosta zmienna CJD odcina na osiach
wspélrzednyeh welctory, majgce miary

0C = ha; 0D = 1),

réwnania prostych AD i BC beds wiec takie:

£ il
[ T;r‘"l_}.b“l'
(23)
X A
l B

réwnanie miejsca geometrycznego punktéw przecigcia M lych prostych otrzy-
: 1 "
mamy, rugujge z dwéeh réwnan (23) paramelr zmienny -}—,wedtug wyniku

(15), wypadnie wtedy zwigzek

& N P rw =
a \ a 1) b(b 1‘ 9

-9 E+E) -

réwnanie to przedstawia dwie proste o réwnaniach

a stgd

X _¥_qg E,¥

b a _‘__?J

|
I
=

Widzimy, iz druga z tych prostych jest prostg AB, punkty tej prostej odpo-
wiadajg warto§ei parametrn L =1 w réwnaniach (23), dla tej bowiem wartodei
obie proste (23) schodzy si¢ ze sobg wszystkieimi punktami, tworzgcemi prosta
AB; prosta AB jest t. zw. rozwigzaniem osobliwem. Wiageciwem wigce miejscem
geometrycznem punktow M jest prosta, olreslona przez réwnanie

X _.11"'_
P S
przechodzgca przez poczgtek ukladu.
Przyktad 2. Dane jest kolo i pgk prostyeh, wychodzgeych ze statego

punkiu A. Znale$é miejsce geomelryczne $rodkéw M, odeinkdw fych prosiych,
zawarlych migdzy rzeczywistemi punkiami przecigeia M, i M, z kotem.

Obierzmy $rodek kola’ O, jako f)ucmtek nktadu, za§ prostg OA jako o§
Ox (rys., 63). Niech r bedzie promieniem kola, za§ (a, 0) wspdhrzednemi punktu
stalego A. Dowolng sieczng, wychodzacy z punktu A, przedstawia réwnanie

y=m(x—a),

wspélezynnik katowy m tej siecznej bedzie wlasnie parametrem zmiennym %g-
danego miejsca geometrycznego. Punkty przeciecia M, i M, siecznej z kolem
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okresla uktad réwnan
[ ¥ty=1r
l y=m(x—a)
stad otrzymujemy réwnanie drugiego stopnia
(24) (14 m?) — 2amix 4 (a?m* — 1) =0,

ktérego pierwiastkami x' i x" sg odeigte punktéw przeciecia M, i M, W celu
wyznaczenia poloZenia Srodka M, odeinka M, M., zauwaimy, iz wspélrzedne
jego (x,, yy) okreslone sg przez zwiazki

_ ¥

Rys. 63

widzimy stgd, iz zbyteczne jest poszukiwanie ‘pierwiastkéw x', x” réwnania (24),
mamy bowiem odrazu, wedlug wiasnodei réwnania kwadratowego,

2amd

XX =i
a wiec wspélrzgdne Srodka M, spelniajg dwa zwigzki
g SO
R
Yo = m (x,—a)
lub te#
m*(x,—a)4x=0
(25)
m(x —a)-—yo=0,

rugujac stad zmienny parametr m, otrzymamy réwnanie zgdanego miejsca geo-
metryeznego w tej postaci:
(26) Xo? + g —axg = 0.
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Réwnanie to przedstawia kofo, opisane na odeinku 0 A4, jako na $rednicy.

Jedli punkt A leiy wewngtrz danego kola lub na jego obwodzie (@ < r),
wtedy réwnanie (24) ma zawsze pierwiastki rzeczywiste, to znaczy, iz wszystkie
proste, wychodzace z punktu A, przecinajg kolo i, wobec tego, wszystkie punk-
ty otrzymanego kola (26) nalezq do Zgdanego miejsca geometrycznego.

Jeéli punkt A lety zewngtrz danego kola (@ = r), wtedy réwnanie (24)
ma pierwiastki rzeczywiste, to znaczy, iz prosta, wychodzgca z punktu A, przeci-
na kolo dane, je§li jej wspélezynnik katowy m spelnia warunek

a*mt — (1 4+ m2) (a2m?— r2) = 0,
stad

r2
2% — re’

m? <

Wedlug réwnan (25), do danego miejsca geometrycznego nalezg wige tyl-
ko te punkty kota (26), ktérych odeigta x; spelmia warunek

a—% - e*—r
Xp = rz
lub, gdy a > 0,
2
0<% <—

punkty te tworzq fuk POQ kota (26), letgcy wewngtrz kola danmego (rys. 63,

Przyklad 3. Dany jest uklad kol styecznych w poczgthu ukliadu do
osi Oy. Znale$¢ miejsce geometryczne punktdow {ych kot, w kiérych siyczne sg
rdwnolegte do danej prosiej y = mx.

Dane kolo przedstawia réwnanie

(x—C)+y2=c?
lub
X2yt —20x =0,

gdzie C jest parametrem zmiennym. Réiniezkujge obie strony, otrzymujemy

zwigzek, okreslajacy wspélezynnik kgtowy stycznej zi w punkecie kota (x, y):
: dy _

ale z zaloZenia wspdlezynnik katowy styeznej winien mieé¢ dang zgory warto§é m

dy
dx =™

zgdane punkty stycznosei (x, y) winny wiec spelniaé dwa zwigzki:
j'x3+1f2—20x=0,
l x+ym—C=0;

rugujge stad parametr zmienny C, otrzymamy réwnanie Zgdanego miejsca geo-
metrycznego w postaci
24 2mxy—yP=0,

réwnanie to jest jednorodne i przedstawia dwie prosie prostopadle, wychodzgce
z poczgtku ukiadu.
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38. Zagadnienia z dwoma parametrami.

Zagadnienia na miejsca geometryczne wprowadzaja czasami
w gre kilka parametrow zmiennych, zwigzanych pewnemi zalez-
nosciami danemi.

Weimy np. zagadnienie, sprowadzajgce si¢ do wyznaczenia
zbioru punktéw (x,y), speiniajacych dwa dane zwiagzki miedzy
wspoétrzednemi (x,y) i dwoma parametrami « i § o postaci

(f(x.y,%,H=0

(27) '(P(x,y,a,[’ﬁ)zo

gdzie nadto parametry zmienne «,f, zwigzane s dana zalezno$cia
(28) F (0. B)=0

Zagadnienie sprowadza sie tu teoretycznie do przypadku
jednego parametru zmiennego, jesli ze zwigzku (28) wyrazimy np.
parametr § w zalezno$ci od « i wstawimy do zwigzkéw (27).

W zagadnieniach konkretnych, dogodnie] jest jednak uzyskaé
rezultat rugowania, to znaczy réwnanie Zgdanego miejsca geo-
metrycznego, wyznaczajgc z dwéch zwigzkow (27), dwa parametry
o i B w zaleznosci od zmiennych x i y i uzyskane wyrazenia
wstawiajqc do zwigzku (28).

Przyklad 1. Znale$é miejsce geomelryczne punkidw M, z kidrych
dany odcinek staly AB widac¢ pod danym kglem ¢ mniejszym od =,

y

Rys. 64.
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Obierzmy prosta, przechodzgeq przez punkty A i B, jako 0§ Owx, zas prosto-
padig, wystawiong ze §rodka odeinka A B, jako o§ O y; niech (a, 0) i (—a, 0)
bedyq wsp6lrzednemi punktéw A i B (rys. 64). Niech m oznacza wspéltezynnik
katowy prostej A M, zas m' — prostej B M. Kat ¢, pod jakim z punktu M(x, y
widaé odeinek A B, jest réwny réznicy kata, ktéry tworzy wektor A M z osig
Ox i kata, ktéry tworzy weltor B M z osig Ou, jesli y=0, réwna si¢ za§ réi-
nicy w odwrotnym porzadku, gdy y << 0; miedzy parametrami zmiennemi mim’
mamy wiee zwiazel

m — m'
(29) . TEmm T tg oy
Znak gérny dotyczy punktéw M, lezacych ponad osig Ox, znak dolny — punk-
téw ponizej tej osi. Proste 4 M i BM maja réwnania

[ y=m(x—a)
| y=m'(x+a)
trzeba znale§é miejsce geometryczne punktéw p'rzeéi@cin M prostych (30), wie-
dzge iz parametry zmienne m i m' zwigzane saq zaleznofeig (29), Wedlug uwagi

uczynionej poprzednio, réwnanie miejsca geometrycznego uzyskamy, okrelajac
parametry zmienne w zaleZnogei od x i y z réwnan (30)

(30)

y L)
§m=
x—a’ x4 a

HI=

i podstawiajae te wyrazenia do zwigzku (29), otrzymamy w ten sposéb, z po-
wodu dwoistosei znaku, dwa kola

x + % —.(2a Cotg ¢) y — o* = 0;
x4 2+ (22 Cotg ¢) y — a2 = 0;

do danego miejsca geometrycznego nalezq punkty tuku pierwszego kotla, lezgce
ponad osig Ox i punkty luku drugiego kola, lezgce ponizej tej 051 (rys. 64).

Pozostale diva tuki odpowiadaja katowi widzenia = — g
y
—|B b
A
\ M(x, y)

‘tr’
M

Rys. 65, .

Przyklad 2. Dwa korce praeciwprostokainej A i B danego lrdjkata
prostokainego Slizgaja si¢ po osiach wspdirzednych; znalesé krzywa, po kidref
porusza sig lrzeci wierzchoteh M danego iréjkata (Rys. 65).
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Niech a i b oznaczaja stale przyprostokatne danego tréjkata: AM =a
BM = b Parametrami zmiennemi z.ngndmema bedg wspélrzedne « i § punk-
tw AiB: OA=o0; OB=}.

Polozenie wierschotka M (x, y) okreflimy, piszae, iz jego odleglodei od
punktéw A(z, 0) i B(0, B) réwnajq sie stalym wartosciom a i b:

f (x—a)g*=a’;

| e p—er=2e

migdzy dwoma parametrami zmiennemi zachodzi nadto zwigzek
(32) i 8% = q? L b2

W myS§l uwagi, uczynione] w tym artykule o rugowaniu dwdeh parame-
tréow, w celu olrzymania réwnania Zgdanego miejsca geometryeznego, wyzna-
czamy parametry zmienne « i § w zalezno$ei od x i y z réwnan (31):

(81)

a=x2 Vaf— g
(33) 2
p=pt VB

i podstawiamy do zwigzku (32), wypadnie wtedy réwnanie

. txlVa—p=yVo—r,
stad zas

atxt = by,

Réwnanie to przedstawia dwie proste

g —ia . il a
(84) % x T %
przechodzgce przez poczgtek ukladun i odpowiadajgce dwém polozeniom M i M'
wierzcholkéw trojkata A B M, Niewszystkie jednak punkty tyeh prostych
nalezg do zadanego miejsca geometrycznego, Istotnie, ze zwigzkdéw (33) widzimy,
iz danym wspdirzednym punktéw prostych (34) odpowiadajg okreslone wartoscei
parametréw a« i 2, jesli spetnione sg warunki

—b<x<+ b
—as<y<ta

Zadanem miejscem geometrycznem sq wiee dwa odeinki prostyeh (34),
lyczgce pare punktéw (—b, —a): (b, a) i parg punktéw (— b, a); (b, —a).

39. Uwaga o rugowaniv funkcyj trygonometrycznych.

Zagadnienia na miejsca geometryczne prowadzg czesto do dwéch zwigz-
lkéw, zawierajapcych sinus i cosinus pewnego parametru «,o postaci naste-
pujgceej:

[ P Sine-+Q Cose =R

35
o | P'Sinu Q Cosa=R

7 réwnani tych wyrugujemy parametr e, korzystajqe ze zwigzku
Sin? o -} Cos? a = 1,
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A mianowicie, z réwnan (35) wynikaja zwigzki
J (PQ' — P'Q)Sihnu = RQ'—R'Q

36
& l (PQ' — P'Q) Cose = PR' — P'R

Sumujge kwadraty obydwdéeh stron, widzimy, iz zwigzki (35) pociggajy
za sobg zwigzek

(37) (PQ —P'Q = (PR — PR} 4+ (QR' — QR),

t. j. wlagnie rezultat rugowania parametru o, Odwrotnie, jesli dane wspdtezyn-
niki spetniajg warunek (37) i PQ' — P'Q == 0, wtedy z rownan (36) dobierzemy
okre§lone warto§ei na sin « i cos «, zawarte, wedlug zwigzku (37), migdzy —1
i 41, a dla wartoéei tych bedg spelnione, jak tatwo sprawdzié, réwnania dane
(35). Jesli PQ' — P'Q = 0, wtedy, wedtug zwigzku (37), znikaé muszg ré6wniez dwa
pozostale wyznaczniki, a wiec wspélezynniki réwnan (35) bedg wtedy do siebie
odpowiednio proporcjonalne i speinienie jednego rdéwnania pociggnie za sobg
spelnienie drugiego. W celu dobrania kgta «, sprowadzimy wiec wtedy zagad-
nienie do dyskusji réwnapia trygonometrycznego znanego typu, ktére moze
posiadaé, lub moze nie posiadaé rozwiagzan (oczywidcie zatozyliSmy tu, iz nie-
wszystkie wspélezynniki PP'QQ' znikaja).

Cwiczenia.

1. Znaleé¢é miejsce geometryczne punktéw, dla ktéryeh suma lub stosu-
nelk odleglosei od dwdéeh prostych stalyeh ma wartosé stalq,

2. Znale$é m. g. punktéw, dra ktérych kwadrat odleglodei od prostej
stalej x -+ y = @« réwna sie iloezynowi ich odlegloei od danych osi wspol-
rzednych

8. Znale$é m. g. punktéw, dla ktérych suma lkwadratéw odleglosei od
dwéeh punktéw statyeh A i B réwna sie sumie kwadratéw odleglosci od dwdch
innych punktéw staltych C i D.

4, Dwa wierzchotki 4 i B tréjkgta sq stale, za$ trzeci € porusza sie po
danej prostej. Znale§é m. g. Srodkéw cigzlkosei tego trojkata.

5. Znale§é m. g. punktéw, ktérych suma odlegloéei od trzech bokdéw da-
nego tréjkala ma wartosé staly.

6. Dane sy cztery punkty 4, B, C, ﬁj, znale$¢ m. g. punktow M, dla
ktérych suma pél tréjkqtow MAB i MDC ma wartodé stalg dang.

-_7. Znales¢ m.g. Srodkéw prostokgtéw wpisanych w dany tréjkat.

8. Dane sg dwa tréjkaty réwnoboezne ABC i A B D, majace wspélny bok
A B. Przez punkt D prowadzimy sieczna, ktéra przecina proste A C i B C w pun-
ktach F i F, wyznaczyé m, g. punktéw przeciecia prostych A F i BE.

9. Dany jest uklad kol styeznych do dwéeh danyeh prostyeh. Znale§é
m. g. punktéw tych kél, w ktérych styczne sa réwnolegle do danej trzeciej
prostej.

10. Dany jest uklad k6!, przechodzgacych przez dany punkt staly P i stycz-
nych do prostej danej D. Znale$¢ m, g. punktéw, w ktérych styczne sa réwno-
legle do prostej D.
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11. Jedna podstawa trapezu ma stale polozenie, za§ druga podstawa i jeden
7 bokOw nieréwnoleglych maja dane state dlugoSei. Znale§é m. g. punktéw prze-
cigeia przekgtoyeh trapezu.

12. Znalesé m.g. §rodkéw kol, ktére przechodzg przez dany punkt staly
i przecinajg dane stale koto w punktach $rednicowo-przeciwnych.

13, Dany jest tréjkat staty A B € i punkt staly O, leigey na prostej A C.
Przez punkt O prowadzimy sieczng zmienng, ktéra przecina boki AB i BC
w punktach D i E. Znale$é m. g. punktéw przeciecia k61 opisanych na tréjkatach
OAD1iOCE.

14. Podstawa tréjkata jest stata, zad§ przeciwlegly wierzcholek porusza sig
po réwnoleglej do podstawy. Znale§é m.g. punktéw przeciecia sie wysokosei
trojkata.

15. Dowie&é, ze jesli koto toczy sie bez §lizgania wewngtrz drugiego lkola
o promieniu dwa razy wiekszym, to dowolny punkt tego kola porusza sie po
Srednicy stalego kola.

16. Dane sy dwie proste D, i D, i staly punkt P. Przez punkt P pro-
wadzimy sieczng zmienng, przecinajgeq dane proste w punktach A i B; znalesé
m. g. punktéw M, rozdzielajgeyeh z punktem P harmonicznie pare A B.

17. Dane jest kolo i dwa state punkty A i B, lezgce na Srednicy tego
kota, poprowadimy S$rednice zmienng CD; znale§¢ m. g. punktéw przeciecia
prostych AC i BD.

ROZDZIAL VIIL

BADANIE KRZYWYCH DRUGIEGO STOPNIA.

40. Symetrja krzywej wzgledem prostej i srodek krzywe;j.

Jezeli rownanie krzywej algebraicznej zawiera zmienng x
tylko w potedze parzystej, to wtedy réwnanie pozostaje zacho-
wane, gdy warto§¢ wspélrzednej prostokatnej x zmienimy na— .x.
Jesli wiee punkt M, (x,y) nalezy do krzywej danej, to punkt
M, (— x, y), leiacy po przeciwnej stronie prostopadtej do osi Oy
wyprowadzonej z punktu M, w tej samej odleglosci od osi Oy co
i punkt M, (rys. 66), bedzie tez do danej krzywej nalezal; oznacza
to, iz krzywa jest wtedy symetryczna wzgledem osi Oy.

Jedli rownanie krzywej zawiera zmienng y tylko w potedze pa-
rzystej, to wtedy réwnanie bedzie spelnione przy tej samej wartosci
na x dla par punktéw, majacych rzedne rézniace sie tylko znakiem.
Krzywa jest wiec wtedy symelryeczna wzgledem osi Ox. Np. krzy-
wa o rownaniu x®—y==0 jest polozona symetrycznie wzgledem
0si Oy, lecz niesymetrycznie wzgledem Owx. Prosta, wzgledem



