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ROZDZIAL IX.
POWIERZCHNIE DRUGIEGO STOPNIA.

30. Rozwazania ogédlne.

Ogélna postaé¢ réwnania powierzchni drugiego stopnia we
wspoélrzednych prostokatnych bedzie nastepujaca:

(1) Ax*4-By’-Cz*+4-Dxy+Exz-|-Fyz+Gx-+Hy-+}+1z+K=0

gdzie A,B,C,D,E,F,G,H,I,K sa to wspoleczynniki state,
okreslajace powierzchnig. PoloZenie powierzchni drugiego stopnia
zalezy wiec od dziewieciu stosunkéw miedzy wspélezynnikami
rownania.

Przez dziewieé punkiow w przestrzeni przechodzi zatem
wogdle okreslona powierzchnia drugiego stopnia.

TWIERDZENIE, Dowolna ptaszczyzna przecina powierzch-
nig drugiego stopnia wogdle wzdtuz hkrzywej drugiego stopnia;
istotnie, mozemy zawsze tak wybraé tréjScian wspélrzednych, aby
plaszczyzna dana byla plaszezyzng 2=0, wtedy, podstawiajac te
warto§¢ w réwnanie powierzchni (1), olrzymamy zwiazek drugiego
stopnia z dwiema zmiennemi, bedacy réwnaniem przekroju.

Podamy teraz wlasno$ci réwnania powierzchni, ktérym
odpowiadaja pewne cechy geometryczne, mianowicie istnienie
grodka powierzchni, ptaszezyzny i osi symetrji.
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Jesli réwnanie powierzchni nie ulega zmianie, gdy zmienimy
na odwrotny znak jednej wspélrzednej np. z, oznacza to, iz
punkty (x,y,}=2) i (x,y,—=2) lezag obydwa na powierzchni,
jesli jeden z nich do tej powierzchni nalezy, a wiec powierzchnia
jest symetryczna wtedy wzgledem plaszezyzny (O x y), prostopadtej
do Oz (rys. 180).

Mamy stad taka regule:

jesli rownanie powierzchni zawiera pewng wspotrzedng
tylko w parzystej potedze, to wtedy ptaszczyzna, zawierajgca osi
wspdtrzednych prostopadte do osi, odpowiadajgcej danej wspot-
rzednej, jest plaszczyzng symelrji powierzchni.

Gdy réwnanie powierzchni nie ulega zmianie, jezeli zmienimy
jednoczesnie znaki dwéch wspélrzednych np. y i z, oznacza to,
iz punkty (x,y,2) i (x,—y,—2z) lezg obydwa na powierzchni
danej, jesli jeden z nich znajduje sie na tej powierzchni, ale
punkty M (x,y,z) i My(x,—y,—2), ktérych dwie wsp6lrzedne
réznig sie tylko znakiem, sg koncami odcinka M; M, prosto-
padlego do osi Ox, ktérego Srodek M, lezy na tej osi, 0§ Ox
bedzie wigc osia symetrji powierzchni danej (rys. 181).
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Rys. 181.

Jedna z osi wspolrzednych jest wige osig symetrji powierzchni,
gdy zmiana znaku dwdéch wspotrzgdnych, do tej osi prostopadtych,
zachowuje posta¢ réwnania krzywej.

Przypusémy wreszcie, ze réwnanie pozostaje zachowane, gdy
zmienimy jednocze$nie znaki wszystkich trzech wspoirzednych.
Jesli wige punkt M, (x,y,z) lezy na powierzchni danej, to na
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tej powierzchni lezeé bedzie wtedy rowniez punkt M, (—x,—y,—z2),

ale te dwa punkty sg koncami odcinka, ktérego Srodek znajduje
sie w poczatku ukladu (rys. 182); poczatek ukladu jest wiec
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Rys. 182.

wtedy S$rodkiem cigeiw powierzchni przez ten punkt przecho-
dzgeych. Punkt taki nazywamy Srodkiem powierzchni. Mamy
stad regule:

poczatek uktadu jest s$rodkiem powierzchni, jesli réwnanie
fej powierzehni pozostaje zachowane, po zmianie jednoczesnej
znaku wszystkich trzech wspotrzednych.

Rownanie drugiego stopnia w postaci najprostszej
Ax* By} Cz24D=0

pozostaje zachowane, w razie zmiany znaku jednej, dwéch I[ub
trzech wspolrzednych jednoczesnie, a wiec poczatek ukladu jest
Srodkiem powierzchni, plaszezyzny wspéirzednych sg plaszezy-
znami symetrji 1 osi wspolrzednych sa osiami symetrji
powierzchni.

Réwnanie o postaci

Ax*+By*+C+4-Dxy+ Exz+Fyz+K=0

pozostaje zachowane w razie jednoczesnej zmiany znaku wszystkich
wsp6éirzednych, Srodek powierzchni znajduje sig wiee w poczgtku
uktadu; je§li D, E i F sg od zera odmienne, to ptaszczyzny
wspélrzednych nie bedg dla tej powierzehni plaszezyznami
symetrji, ani teZz osi wspélrzednych osiami symetrji.
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Réwnanie
Ax*+By*+C2-+Dxy+ Gz+K=0

pozostaje zachowane w razie zmiany znaku wspéirzednych x i y,
0§ Oz jest wiec osig symetrji powierzchni.
Powy#sze cechy réwnania drugiego slopnia sg odwracalne.
Mozna wykazaé, iz, przy pomocy odpowiedniego przesuniecia
ukladu wspélrzednych, réwnanie powierzechni drugiego stopnia, po-
siadajacej $rodek, da sie sprowadzi¢ do postaci najprostszej na-
stepujacej:
(2) Ax*+By*+Cz*+D=0

za§ rownanie powierzchni bez Srodka do postaci najprostszej takiej:
(3) Ay Bz Cx=0

zawierajacej tylko dwie wspotrzedne w drugiej potedze. Sposéb
dokonania takiej redukcji podamy nieco péZnie;j.

Zbadajmy wigc postacie, powierzchni, okreslonych przez réw-
nania (2) Inb (3). Ksztalt powierzchni zaleze¢ bedzie od znakéw
wspolezynnikow w wyrazach drugiego stopnia.

31. Powierzchnie drugiegd stopnia posiadajace $rodek.

Rozwazmy powierzchnie drugiego stopnia, odniesione do
Srodka i do ptaszezyzn symetrji, a wiee odpowiadajgce réwnaniu

1) Ax*+By*4 0z =D;

~ klasyfikacje tych powierzchni przeprowadzimy ze wzgledu na znaki
wspo6lezynnikow A, B, C.

ELIPSOIDA.

Zat6zmy, iz wszystkie wielkosei 4, B, C, D sa odmienne od
zera i przypusémy, iz znaki wspélezynnikéw A, B, C sg jednakowe;
rzeczywistoS¢ powierzchni wymaga, aby ten sam znak posiadat

wyraz D. Mozemy wige w danym wypadku réwnanie powierzch-
ni napisa¢ w postaci takiej:

2 X,y ?E:
® R

gdzie a,b,c¢ oznaczaja wartosei dodatnie.
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Powierzchnia taka nazywa sie elipsoidg. Jest ona przede-
wszystkiem ograniczona, mianowicie wspé6irzedne jej punktéw
spelniaja warunki

(3) < a; |yl <b; |zl <lc;

kazda ze wsp6lirzednych réwna sie swej warto§ei krancowej
4 a,7=b,74-c, gdy pozostale dwie wspélrzedne sg réwne zeru.
A wigce powierzchnia (2) przecina swe osi symetrji w punktach
symetrycznych A A’, BB, CC’ o wspoélrzednyeh réwnych odpo-
wiednio - a,-b,-+ ¢, punkty te nazywaja sie wierzchotkami
elipsoidy. Odeinki 2a, 2b, 2¢, lezace na osiach symetrji i 1aczace
przeciwleglte wierzcholki, nazywaja sie osiami elipsoidy. Jesli
wszystkie trzy osi sq rézne, to elipsoida zwie sie irdjosiows. Ksztalt
powierzchni poznamy, szukajac przekrojow danej powierzchni pta-
szezyznami. Otéz, podstawiajac w réwnanie (2) kolejno x=0,y=0,
z=0, otrzymamy rownania trzech elips:

Fie g gt g Wap
h'-’+c'"’ 1; au+cz 1 LS 1

ktore przedstawiaja przekroje elipsoidy plaszezyznami symetrji;
mozemy stad wnioskowaé o ksztalcie powierzchni danej (rys. 183).
Wogdle przekrdj elipsoidy dowolng plaszczyzna jest zawsze elipsg,
gdyz przekréj ten musi byé krzywa drugiego stopnia ograniczong.
Jesli osi @ i b sg sobie réwne, to wtedy elipsoida odpowiada
roéwnaniu i ]
x* Ay il 2 1

Ll
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i jest obrotowa dokola osi 0z, gdyz wtedy przekroje plaszczyzna-
mi z = statej sa kotami. Podobnie elipsoida bedzie obrotowa do-
kota osi Ox, jeéli b=c i obrotowa dokota Oy, gdy a=c.

Jesli wszystkie trzy osi sa sobie réwne: a=b=cg¢, to elip-
soida staje sie kulg o réwnaniu

2t =a

HYPERBOLOIDA JEDNOPOWZLOKOWA.

Przypuéémy, iz znaki wspélezynnikéw - A, B, C' nie sg ]edna-
kowe i rownanie (1) sprowadza si¢ do postaci

=1

l-.-. I\_

@ -

Przekroje tej powierzchni plaszezyznami z = k&, réwnoleglemi
do Oxy, sg elipsami podobnemi, spelniajg bowiem zwigzek

k‘]
L .
Przekroj ptaszezyzna x =0 jest hyperbola, okreslong przez réwnanie
1 2 22
F—a=l

za$ przekroj plaszczyzng y = 0, hyperbolg o réwnaniu

22
a ¢
Stad wnioskujemy o ksztalcie powierzchni, podanej na rys. 184.
Powierzchnia taka nazywa sie¢ hyperboloida jednopowtokowas.
Jes§li a=b, wtedy hyperboloida staje sie obrofowa dokola
osi Oz.
Odrzucajgc jedynke w réwnaniu powierzchni (4), otrzymamy
rownanie jednorodne o postaci

’ x* 2 ze
=) atE—a="

ktére, jak wiemy, przedstawia powierzchnie stozkowa z wierzchot-
kiem w Srodku hyperboloidy O. Tworzace tej powierzchni sg oczy-
wiscie asymplotami przekrojow odpowiednich hyperboloidy pla-
szczyznami, przesunietemi przez srodek O; wlasno§é te zbadamy
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jeszcze doktadniej nieco pézniej. Powierzchnig (4') nazywamy sfoz-
kiem asympfotycznym hyperboloidy (rys. 184).

Dowiedziemy teraz, i2 hyperboloida jednopowiokowa jest po-
wierzchnig prostokresing, to znaczy utworzong przez pewien ukfad
linij prostych (rys. 185). Trzeba w tym celu wykazaé, iz rownanie
hyperboloidy (4) jest rezullatem rugowania pewnego parametru
z dwdch réownan pierwszego stopnia z frzema zmiennemi. O0t6z,
istotnie, piszac réwnanie (4) w postaci

@ a—m=1-4
al O (o B I

spostrzegamy natychmiast, iz mozna je uwaza¢ za wynik rugowa-
nia parametru zmiennego A z uktadu dwéch réwnan pierwszego
stopnia o postaci:

iy B g\

a I c (1 i b )
()
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lub parametru 2" z ukladu

S +5=f— )

(6)
g B N e
'}‘(a c] 1'+b

Zwiazki (5) i (6) okreslaja dwa uktady prostych, gdyz sg to
zwigzki pierwszego stopnia. Proste takie lezg na danej hyperbo-
loidzie, gdyz zwigzki (5), jak réwniez (6), pociagaja za sobg zwia-
zek (4) dla dowolnych wartoéci parametréow ) i A'. Odwrotnie,
trzem liczbom (xo, Iy, z0), spelniajgcym réwnanie (4), odpowiadaja
okreslone wartoSci na A i ), przy ktorych liezby (x,,¥,,20) beda

Rys. 185.

spelnialy zwigzki (5) i (6); przez kazdy punkt hyperboloidy prze-
chodzi wiee jedna tworzaca z ukladu (5) i jedna tworzgca z uktadu (6).
Wyjatek stanowig punkty prostej, odpowiadajgcej roéwnaniom
o . _

=7 — A 1—]——'3‘:—-_—_0 i prostej, odpowiadajqcej' réwnaniom
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X_Z_ y ; . ) e
il 1— b =0, ktore leza na hyperboloidzie, lecz nie
sq objete réwnaniami (5) i (6).

Kazda tworzaca ukladu (5) przecina sie z kazdy tworzaca
uktadu (6), do jednej zas jest réwnolegla. Istotnie, z czterech
zwigzkéw (5) i (6) miedzy trzema wspélrzednemi x,y,2z jeden jest
zawsze kombinacja trzech pozostalych, np. zwigzek ostatni otrzy-
mujemy, mnozac strony zwigzkéw (5) i dzielae stronami przez
pierwszy ze zwigzkéw (6); stad mozna wykazaé, iz uklad réwnan
(5) i (6) ma wspélne rozwigzanie, a wiec dwie dowolne tworzgce
przecinaja sie w punkcie o wspélrzednych

(A
B RO
N —
7 y=b ———
) y WY
=1

z=¢ -

T

gdy AN =0, sg za§ do siebie rownolegle, gdy A4\ =0, row-
nania te wyrazaja wspolrzedne prostokatne punktéw hyperboloidy
w zalezno$ci od parametréw ) i A, okreSlajacych dwie tworzace
prostolinjowe, przez ten punkt przechodzgce. Rownania (7) przed-
stawiaja wiec hyperboloide, odniesiong do jej tworzgcych prosto-
linjowych; jest to szczegbélny przyktad przedstawienia (art. 11)
trzech wspolrzednych prostokatnych punktéw powierzehni w za-
leznosei od dwoéch parametréw u i v.

Moéwiliémy juz, iz tworzaca uktadu np. (5), opisujac hyperbo-
loide, przecina stale wszystkie tworzace uktadu (6). Wiadomo
jednak, iz wystarczy podac trzy proste, aby uktad prostych, prze-
cinajgcych te trzy stale proste, byt okreslony. Hyperboloide
Jednopowtokowq mozna wigc uwazac jako powierzchnig, utworzong
przez uktad prostych, przecinajgcych pewne trzy slate proste
w przestrzeni.

Jesli te trzy proste sa dowolnie dane, wtedy, jak wiemy zza-
gadnienia 3 (artykul 29), dla powierzchni, utworzonej przez uktad
prostych, przecinajacych trzy dane proste, otrzymujemy réwna-
nie drugiego stopnia w postaci wogéle nieodniesionej do Srodka
i do ptaszczyzn symetrji. Rownanie takie mozna wtedy sprowa-
dzié do réwnania hyperboloidy (4) przez odpowiednie przesunigcie
uktadu wspoéirzednych.
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Zaznaczymy jeszcze, iz posiadanie tworzacych prostolinjowych
jest cechg kazdej powierzchni drugiego stopnia, nie dla kazdej
tylko sg one rzeczywiste.

Np. kula
eprtt=r

posiada réwniez dwa ultady tworzacyeh prostolinjowych, lecz oczywiscie uro-
jonych; piszgec mianowicie réwnanie kuli w postaci

(x + gi) (x —pi) = (r +2) (r — 2

gdzie i* = — 1, mamy dwa ukiady tworzgeych prostolinjowych kuli:

x4 yi=@+2 2 Jx+yf=(r~—z) W

x—--yi:(r—z)-}_ lx—-yl‘:(r—l—z}%

HYPERBOLQIDA DWUPOWLOKOWA.

W razie nieznikania zZadnego ze wspélczynnikéw A4, B,C, D,
pozostal jeszcze do rozpatrzenia wypadek réwnania o postaci

®) - A AR

Przekroje tej powierzchni plaszezyznami z =0 i y=0 sg
hyperbolami o réwnaniach
' M X

el g B

a’ T a

przekroje plaszezyznami réwnoleglemi do Oy z

x==h
sq elipsami o rownaniach
vz __ R
b + c* - a *1

i istnieja wtedy, gdy k> a lub k< — a, powierzchnia nie istnieje
wiee miedzy plaszezyznami x=a i x=—a. Powierzchnia sktada
sie¢ z dwoch oddzielnych powlok (rys. 186), symetryecznych wzgle-
dem plaszezyzny (Oy2) i przecinajacych o§ O x w punktach Ai A’
0 wspélrzednych -+ a. Powierzchni¢ dang nazywamy hyperbo-
loidg dwupowtokowg. W przypadku b= c, hyperboloida ta jest
obrotowa dokota osi Ox.



— 385 —

‘Podobnie, jak przedtem, réwnanie jednorodne
2 2
8 e el B

przedstawia powierzchnie stozkows z wierzcholkiem w grodku
hyperboloidy, ktérej tworzace sg asymptotami odpowiednich prze-
krojéw osiowych hyperboloidy — nazywamy ja sfoikiem asymp-
totycznym hyperboloidy dwupowlokowe;.

Z postaci réwnania hyperboloidy dwupowlokowej i wprost
z jej ksztaltu widzimy, iz nie posiada ona tworzacych prosto-
linjowych rzeczywistych.

Rys. 186.

POWIERZCHNIA STOZKOWA I WALCOWA.

Rozpatrzmy teraz wypadki, gdy réwnanie (1) jest niepetne.
Jesli wyraz staly D jest réwny zeru, wtedy réownanie

9) Ax*4+By4C22=0

jest jednorodne, a zatem, wedlug art. 27-go, przedstawia po-
wierzchnig stozkowg z wierzcholkiem (a wige i Srodkiem) w po-
czgtku uktadu.

Jegli w réwnaniu (1) brak wyrazu zmiennego np. C=0,
wtedy réwnanie z dwiema zmiennemi

(10) Ax*+By*=D

Geomelrja Analityczna.
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przedstawia powierzchnie walcowsg, ktérej tworzace sg réwnolegle
do osi Oz i kiéra przecina plaszezyzng (Oxy) wzdluzi elipsy lub
hyperboli o réwnaniu (10); wypadnie wedlug tego rozrézni¢ po-

Rys. 187.

wierzchnig walcowg eliptyczng i hyperboliczng rys. 187 i 188, Za-
znaczymy, iz poczatek ukladu jest dla powierzchni walcowej jed-
nym z nieskonczenie wielu Srodkow, kiére wszystkie lezg na osi Oz.

’1

f\‘l‘_______]{_\‘ﬁ_'\"-_____

Rys. 188.

Gdy w réwnaniu (1) brak dwéch wyrazéw, wtedy odpowiada
mu powierzchnia zwyrodniala, a mianowicie dwie plaszezyzny prze-
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cinajace si¢ rzeczywiste, lub jedna prosta rzeczywista (0§ Oz)
w przypadku réwnania

Ax*+Byr=0,

za$ dwie plaszezyzny réwnolegte lub zjednoczone w przypadku
réwnania
Ayt =]}

Nadmienimy wreszcie, iz rownaniu (10) nie bedzie odpowia-
dat zaden twor rzeczywisty, gdy wspoélczynniki A i B majg ten
sam znak, lecz przeciwny wzgledem znaku wyrazu D.

32. Powierzchnie drugiego stopnia bez $rodka.

Powierzchnie bez $rodka sprowadzaja sig do réwnania
(§8)) Ay *~+ Bz*=Cx

Jesli rOwnanie jest pelne, to mozliwe sa tu tylko dwa typy
powierzchni zwanych paraboloidami, zaleznie od tego, czy znaki
wspolezynnikow A i B sg jednakowe, czy tez przeciwne. Po-
wierzchnie te posiadaja dwie plaszczyzny symetrji i jedng oS sy-
metrji Ox, ktéra jest ich przecigciem. Punkt O, w ktérym o
symetrji przebija paraboloide, nazywamy jej wierzchotkiem.

PARABOLOIDA ELIPTYCZNA.

Powierzchnia ta odpowiada réwnaniu, kiére napiszemy w po-
staci - :

y° 2 X

(12) R R

Znak wspoétezynnika ¢ nie wplywa na postaé powierzehni,
lecz tylko na jej polozenie wzgledem dodatniego zwrotu O .x; jesli
przypu$cimy, iz ¢ >0, wtedy powierzchnia bedzie lezala catkowi-
cie po dodatniej stronie plaszczyzny (Oyz).

Przekroje paraboloidy (12) ptaszczyznami x =k (jesli 2 = 0) sg
zawsze elipsami, identycznemi ze swemi rzutami o réwnaniach:

y.Q z2

ar bt
za$ przekroje plaszczyznami y=0 i 2 =0 sa parabolami (rys. 189)
o réwnaniach

:ck,

T R
P=—xip=—x
c ¢

Jedli a= b, wtedy paraboloida jest obrofowa dokota osi O x.



