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3. Znalesé warunek réwnoleglo$ci i zgodnosci osi symetrji dwéech Krzy-
wyeh stozkowych, majgeyeh wogéle odmienne kierunki asymptotyczne.

4, Dowiesé, iz suma kwadratéw dwoch Srednic sprzezonych elipsy jest
wielkoseig stalg.

5. Dowiesé, i% asymptoty hyperboli réwnoosiowej sa dwusiecznemi kyta,
utworzonego przez dwie dowolne $rednice sprzgione.

ROZDZIAL XIV.

OGOLNA POSTAC ROWNANIA STYCZNEJ
DO KRZYWEJ DRUGIEGO STOPNIA.
BIEGUN | BIEGUNOWA. -

66. Styczna do krzywej drugiego stopnia.

Aby otrzymac¢ wspoélezynnik kgtowy styeznej w punkcie (x, y)
do krzywej drugiego stopnia, okre§lonej przez réwnanie w postaci
ogoblnej

f(xy) =Ax’+Bxy+Cy*+Dx+ Ey+ F=0,

rozniczkujemy obie strony danego rdéwnania, traktujac y, jako
funkeje zmiennej x, wypada

2Ax—|—By—i—D+%(Bx~}—2Cy—i—E)=0

stad otrzymamy zZgdany wspélczynnik kgtowy stycznej

dy _ _24x+By+D __ _ f:'(x.p)

dx BxJ2Cy~+E fu' (e, 9)
jeSi Bx+-2Cy-E+0 i réwnanie stycznej w punkcie (x,y):
) - 24x+By-+D, )

~ Bxt2CyL+ECT
lub ogélniej
1) X—x)Q@Ax+By+D)+(¥Y—y) Bx+2Cy+E) =0

X, Y oznaczaja wspélrzedne dowolnego punktu stycznej. Roéwna-
nie (1) przedstawia styczng do krzywej drugiego stopnia w punk-
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cie (x,y), z wyjatkiem jednego wypadku, gdy punkt (x,y) jest
Srodkiem krzywej, na niej lezacym, wtedy bowiem znikaja jedno-
cze$nie wartosci £ (x,p) i [,/ (x,p).

Ze zwigzku (1) otrzymamy réwnanie

2AXx+4-B(Xy+ Yx)+2CYy-+DX-}+EY-}
— 24x*+2Bxy+2Cy*+Dx+Ey) =0

stad za§, korzystajgc z réwnania krzywej f(x,y)=0, otrzymamy
réwnanie stycznej do krzywej drugiego stopnia w punkcie (x,y)
w postaci nastepujacej:

@ AXx+ yB(Xy+Yx)-+-CYy+ | D(XAx)+ ) B(YHy)+-F=0

{atwe] do zapamigtania, przez pordwnanie z rdéwnaniem danej
krzywej.

ZAGADNIENIE 1. Z punktu danego (x,, y,) wyprowadzicé
styezng do krzywej drugiego stopnia f(x,y)=0.

Aby wyznaczy¢ wspélrzedne (x, ) zadanego punktu stycznoéei,
zauwazmy, iz lezy on na danej krzywej, a wiec spelnia zwigzek
f(x,y)=0. W celu otrzymania drugiego zwigzku, napiszmy, iz
styczna (2) przechodzi¢ winna przez punkt dany (x,, y,), wiec

(3) Axyx— ; B(x,y-+ Ql. x)+Cy,y+ i D(x,-} x)+
+, B9+ F=0

Szukany punkt (x, y) spelnia zatem zwigzek f(x,y)=0i zwig-
zek (3); poniewaz jednak zwigzek (3) jest pierwszego stopnia
wzgledem symboléw x i y, a zatem, traktujge x i y jako symbole
zmiennych, powiemy, iz szukany punkt stycznoSci jest przecigciem
prostej, okreSlonej przez réwnanie (3), z kraywa dana. Do krzy-
wej drugiego stopnia mozna wigec wyprowadzié¢ z danego punktu
conajwyZej dwie styczne.

Ustalajgc wieec w rownaniu stycznej (2) wspoéirzedne (X, Y),
za§ traktujgc symbole x i y jako zmienne, otrzymujemy rowna-
nie (3) cieciwy, laczacej punkty styczno$ei prostych stycznych,
wyprowadzonych z punktu (x,, y,) do krzywej f (x, y) = 0. Dyskusje
szezegélowa réownania prostej (3) podamy w artykule nastgpnym.

ZAGADNIENIE 2. Wyznaczyc réwnanie stycznej do krzywej
) fx,p)=Ax*4-Bxy-+Cy*+Dy-+Ey+F=0

kiora bylaby rownolegta do prostej danej y=mx.
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Przyréwnujac wspoélezynnik katowy stycznej

dy__ ey
dx fJ (x,y)

w punkecie (x,y) do wartos$ci m, otrzymamy réwnanie

(5) (e ) +mf)/ (x,y)=0

Niewiadome wspolrzedne punktu stycznosci (x,y) okreslone

sgq wiec przez dwa réwnania (4) i (5); traktujge w tych zwigzkach -
xiy, jako symbole wielko$ci zmiennych, mozemy powiedzied, iz szu-
kane punkty styczno$ci leza na przecigciu prostej (5) z krzywg (4).
Prosta (5) jest oczywiécie $rednica sprzezong z kierunkiem m,
a wigc styczna w punkcie przecigeia dowolnej Srednicy z krzy qu
drugiego stopnia jest réwnoleglta do Srednicy z nig sprzezonej
(rys. 112). Wlasnosé ta oczywista jest z uwagi na geometryczna
definicje $rednic sprzezonych.

m

m.l'

mw

Rys. 112,

- 67. Okreslenie biegunowe;.

Niech bedzie krzywa drugiego stopnia:
(6) fl,p)=Ax*+Bxy+Cy*+Dx+Ey—+F=0

i dowolne dwa punkty M, (x,,y,) i M,(X,Y) (rys. 113). Popro-
wadZmy przez punkty M, i M, prosty i zalézmy, iz przetnie ona
krzywa dang w dwéch punktach 4 i A’ o wspéhrzednych (x,z)
i («,y). ZnajdZmy warunek, ktéry powinny spelniaé dwa dane
punkty M, i M,, aby punkty przeciecia A i A’ rozdzielaly harmo-
nicznie punkty M, i M,. JeSli oznaczymy przez ) stosunek,



— 990 —

w jakim punkt A dzieli odcinek M, M,, to bedziemy mlell, z twier-
dzenia o rzucie wektora,

—ﬂfl A — ) = '}'____"E‘_’ :y —a
M_,_A ¥—X yp=Y
stad
3
(1) e X , . o Y— ql, 0. 1)
)\ — I b=
Ml X0, Yu

Rys. 113,

Jezeli para A A’ dzieli harmonicznie pare M, M,, wtedy |»|#1
i, wstawiajac we wzorach (7) na » warto§¢ —», winniSmy otrzymac
wspolrzedne drugiego punktu przeciecia A’. Punkty (x,,y,) i (X,Y)
beda wiec harmonicznie sprzezone z punktami przeciecia 4 i A’,
jesli wyrazenia (7) spelniaja réwnanie krzywej (1) dla warto-
gei—+2% i — . Otéz wstawmy te wyrazenia w réwnanie (6), spro-
wadZmy rezultat do wspélnego mianownika i uporzadkujmy we-
dlug poteg », otrzymamy wtedy réwnanie

)ﬁf(X,Y)——2}“AX_r"+ B(Xy, -+ Y.r,])—'—CYJ" AL
(8) :
_I—‘_Z-D(X_I_x")_i_ ; E(Y_:_yu)_E_F] +f('rn;yu) =0

Aby réwnanie to bylo spelnione, zaréwno dla -7, jak
i dla —), trzeba i wystarcza, zeby zniknal wspétezynnik przy X
w pierwszej potedze:

AXx,+ LB(Xyy+x, V) + C Yyt DX+ x)+
9
by E(Y+g0)+ F=0
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~Jest to wlasnie szukany warunek, aby punkty (x,,y,) i (X, Y)
byly harmonicznie sprzezone z punktami przecigcia z krzywg
f(x,y) = 0 siecznej, przechodzgcej przez dane dwa punkty. Jesli
ustalimy punkt (x,,y,), zas na (X, Y) bedziemy nadawali wszelkie
mozliwe wartoSci, spelniajgce réwnania (6), to otrzymamy zbiér
punktow, tworzacych [linje prostg, albowiem zwigzek (6) jest
pierwszego stopnia wzgledem symboléow X i Y. Prosta taka (D)
(rys. 113) nazywa sie biegunowg punktu stalego (x,,y,) wzgledem
stozkowej danej f(x,y) =0, za§ punkt (x,, y,) nazywa sie biegu-
nem tej prostej.

Biegqunowa punktu (x,, y,) wzgledem stozkowej danej
nazytbamy wiec miejsce geometryczne punkiéw, harmonicznie
dzielgcych z punktem (x,,y,) pare punkiow przeciecia ze stozko-
waq dang siecznych, wyprowadzonych z punktu (x,,y,).

Grupujge wyrazy w réwnaniu (9) wedlug wspéirzednych bie-
zacych, mozemy réwnanie biegunowej napisa¢ w postaci

(2 Ax,+ By, - D) X+ (Bx,+2 Cy,+ E) Y- (Dx,+ Ey, - 2F) =0
t. j. krotko

9) o (eor ) X1 (X0, go) Y+-(Dxy+ Eyy+2F)=0

Potozenie biegunowej jest wigc jednoznacznie okreslone przez
polozenie bieguna (x,,y,), jesli wartosci

- f'_l-(xn: yﬂ); f'y(-‘-'n: yu)

nie znikaja jednoczesnie, to znaczy, je§li biegun (x,,y,) nie lezy
w $rodku krzpywej.

) Wykazemy, e, gdy krzywa nie jest zwyrodniata, to odwrot-
nie, dowolnej prostej danej o réwnaniu

(10) uX—+v¥4w=0

nieprzechodzgcej przez srodek krzywej, odpowiada okre§lony bie-
gun (xo, ¥,), wzgledem ktérego ona jest biegunowa. Istotnie, aby
prosta (10) byla biegunowa jakiego§ punktu (x,, y,) trzeba i wy-
starcza, zeby wspélezynniki dane u, v, w byly proporcjonalne
do wspotezynnikéw w réwnaniu biegunowej (9):

2Axu‘|"Byn_}_D___B_-}'(_:_“|__2C§]u+E__Dxu"i'Eyu"l“zF &
u v o w

(11)
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gdzie k winno by¢ nieréwne zeru; z ukladu réwnan (11) wogdble
otrzymamy okreslone rozwigzanie (x,,y,) i warto§é k odmienng od
zera, jesli

| 24, B, u
(12) | B, 2C, v | £ 0;
' D, E w |

warunek ten oznacza geometrycznie, iz prosta o réwnanin u X+
+v Y-+ w=0 nie przechodzi przez Srodek danej krzywej t. j.
przez punkt, spefniajacy zwiazki " (x,y)=0; f’ (x,y)=0.

W przypadku, gdy krzywa jest parabola i nie ma §rodka, wa-
runek (12) wyraza, iz taka prosta # X-}- v Y+ w =0 winna by¢ nie-
réwnolegta do osi paraboli.

Porownywujac rownanie biegunowej (9) z réwnaniem stycz-
nej (2) do krzywej f(x,y)=0 w punkcie (x,y), widzimy natych-
miast, ze, gdy biegun (x,, y,) dazy do dowolnego punkfu (x,y) da-
nej stozkoweyj, to jego biegunowa dgzy do stycznej w tym punkcie.

Nastepnie, z uwagi na zagadnienie w poprzednim artykule,
powiemy, ze biegunowa punktu (x,,y,) przechodzi przez punkty
stycznosci prostych stycznych, wyprowadzonych z punkiu (x,,1y,)
do danej stotkowej (rys. 113).

Wlasnoéé ta wynika rowniez wprost z definicji geometrycznej
biegunowej.

TWIERDZENIE. .Jesli punkt (X,, Y,), znajduje si¢ na bie-
gunowej punktu (x,,y,), to odwrotnie, biequnowa punktu (X,,Y,)
przechodzi przez punkt (x,, Y,).

Wlasnoéé ta wynika natychmiast z symetrji réwnania (9)
biegunowej wzgledem symboléw (X, ¥) i (x,,y,); istotnie, jesli punkt
(X,, ¥,) znajduje sie na biegunowej punktu (x,,y,), to zachodzi
zwigzek - ;

A X, x, "‘ i B(Xyyo+ Yox) +CYyyy+ j). D (X, - xy)
+ 3 Yoty +F=0

ale zwiaiek ten pozostanie stuszny, jesli przestawimy symbole
(x,,,) z symbolami (X, Y,), oznacza to geometrycznie wladnie,
ze rOwniez biegunowa punktu (X;, Y,) przechodzi przez punkt
(xg,50) ¢ b. d. d.

Stad wynika natychmiast, ze gdy punkty A;, 4,, 4, .. . leza
na tej samej prostej (b), nieprzechodzacej przez Srodek krzywej,
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to ich biegunowe przechodza przez jeden i ten sam punkt B,
ktéry jest biegunem prostej (b) (rys. 114).
Dla przyktadu weZmy elipse, odniesiong do osi symetrji,

12 U‘.’
o

Wedtug zwigzku (9), rownanie biegunowej dowolnego punktu
(xo,Yy,) bedzie mialo teraz postaé prosta

=1

Ly Y
(13) ‘ 4 ;“ =
A
Aa
B
A:\
e (b)
Rys. 114,

Jesli punkt (x,,y.), lezy zewnagtrz elipsy, fo jeqgo biegunowa
przecina elipse, jesli zas punkt ten lety wewnatrz elipsy, to bie-
gunowa jego lezy wtedy zewnatrz elipsy.

Jesli punkt (xy,z,) lezy na elipsie, to zwiazek (13) przedsta-
wia rownanie stycznej do, elipsy.
Z rownania (13) mamy
Y 1
a —[— b -lu B :‘fn
stad widzimy, ze gdy biegun (x,, y,) oddala si¢ nieskonczenie po
prostej o wspétczynniku katowym m, to i{" dazy do m i biegunowa
jego dazy do prostej o rownaniu .
X Y b’
?—i—ﬂl'—bT— 0 lub ¥V=-— atm
to jest do Srednicy sprzezonej ze $rednica ¥ = m X.

X
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Wilasnosé ta jest ogélna i wynika wprost z uwagi, Ze gdy
biegun (x,,y,) oddala sie nieskonczenie po prostej o wspélezyn-
niku katowym m, to pek prostych, przez ten biegun przecho-
dzacych, dazy do ukladu prostych réwnoleglych o wspélezynniku
katowym m, za§ punkty biegunowej, jako harmonicznie sprzgzone
z biegunem, daza do $rodkéw odcinkéw tych réwnoleglych, za-
wartych migdzy punktami przecigcia ze stozkowa dang. Biegu-
nowa dazy wiec do srednicy spfzgzonef z kierunkiem (m), gdy
Jej biegun oddala sie nieskonczenie po prostej o wspétczynniku m
(to znaczy, gdy -'z" dazy do m).

1
Dzielae zatem réwnanie biegunowej przez x:

1 | 1] :
AX+QBLX2+41+CY1+QDﬁ%+Q+

1 Y m) S
T3 E(x” T T, =0
i zakladajge, ze x, » o~ i ii —% m, otrzymamy réwnanie $red-
1]

nicy, sprzezonej z kierunkiem (m), krzywej drugiego stopnia f (x y)==0
w postaci ogdlnej

2AX+BY+D+mBX42CY-+E)=0

to znaczy krétko
P (XX mif (X X)) =0

TWIERDZENIE. Kierownica krzywej drugiego sitopnia jest
biegunowg odpowiedniego ogniska. Wiemy, na podstawie definicji
ogniska i kierownicy, podanej w rozdziale IX, zZe, jeSli ognisko F
ma wspélrzedne (x,,y,), za§ réwnaniem kierownicy jest zwigzek

(14) ax+By+1=0,
to rownanie krzywej drugiego stopnia ma postac
e ol i
(x T xu)z—-i- (U —= !]u)"’:e' ( | o —5 TR
. T

gdzie = jest mimosrodem; napiszemy to rownanie krocej w ten
8posoéb :

a5)  f(xp)=x—x)+G—g) -+ x+by+0=0
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ZnajdZzmy teraz réwnanie biegunowej ogniska (x, y,), opiera-
jac sie na postaci réwnania biegunowej (9'); otdéz, poréwnywujac
réwnanie ‘dane (15) z réwnaniem krzywej w postaci (6), mamy

 fe(x,p)=2(x—x)+22a(ex+By+7)
Fue,)=2@—yo) +22p@x+By-+1
(16) { D=—2x,+2hay
E=—2y,42\B7
F=ux>-ty + M
Podstawiajge w tych wzorach x,,y, na miejsce x i y, otrzy-

mamy, wedhig postaci (9), réwnanie biegunowej ogniska (xo, J,)
takie :

2}-ﬁfﬁxo+(5!]n*i—'f) X+2}‘[3(°"xn'|‘rjy0+'l’) Y_|_
+221(@xo+Byo+1)=0

lecz, jesli krzywa nie jest zwyrodniala, to ognisko lezy poza kie-
rownica, wiec

g"an‘I":rj.[.i"u _]"'f:f(; 0

i réwnanie biegunowej ogniska (v,,y,) otrzymamy ostatecznie
w postaci

« X+BY+471=0

jest to zatem, wedlug zwigzku (14), kierownica krzywej c. b. d. d.

Cwiczenia,

1. Jaka jest interpretacja geometryczna zwigzkéw

Ly =0 1 fi(xy) =0,

okreslajacych érodek krzywej o réwnaniu f(x, y) = 0.

2. Wpyprowadzié¢ z punktu (—1, —3) styczne do par:;boli

y=x2+4+x-4+1;

3. Napisaé¢ zwigzek, ktéry winny spelniaé wspélezynniki u, v, w réw-
nania prostej

ux + vy + w =0,
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aby ona byla styczna do stoikowej danej f(x, y) = 0 (wielkoSci u, v, w na-
zywajq sig wspélrzednemi stycznoSciowemi danego punktu styeznosei, zag zwig-
zek migdzy niemi—réwnaniem krzywej we wspélrzednych stycznogciowych; zwig-
zek ten dla stozkowych bedzie teZ 2-go stopnia).

4. Dowieé¢, %e gdy prosta oddala sie nieskonczenie od §rodka krzywej,
to jej biegun dazy do érodka krzywej.

5. Przez dowolny punkt M prowadzimy dwie sieczne. Dowieéd, iz proste,
lqczgqce punkty przecigeia tych siecznych ze stoikows, przecinajg sie na bie-
gunowej punktu M.

6. Dowiesé, iz biegunowa punktu, lezacego na kierownicy, jest prosto-
padia do prostej, taczacej ten punkt z ogniskiem.

7. Wyznaczy¢ wspolrzedne punktu, ktéry jest biegunem normalnej do elipsy

hf =1

x“:
o*
w punkeie (x, y).

8. Wyznaczyé biegun prostej 2x -+ y = 1 wzgledem hyperboli xy = 1.

9. Jedli biegun porusza sie po Srednicy krzywej, to jego biegunowa prze-
suwa sig réwnolegle.

ROZDZIAL XV.

O PRZECIECIU SIE KRZYWYCH DRUGIEGO STOPNIA.

68. Rozwazania ogélne.

Poszukiwaniu punktéw przecigcia dwéch krzywych drugiego
stopnia, majgcych réwnania

fite,y)=4, x*+Bxy+ Cy+Dx+E y+F =0
fot,y)=Asx*+ Byxy~+ Coy* + Dy x + Evy + F, =0

odpowiada zagadnienie algebraiczne rozwigzania ukladu dwoch
réwnan (1) drugiego stopnia z dwiema niewiadomemi.
Rozwazmy nastepujaca kombinacje linjowa réwnan (1):

(2) fi (e, )+ falx, ) =0

to znaczy rownanie w postaci
(4, ) Ay) x* (B, + ) By) x y+H(C+21C)y*+
(D, 2D x + (B, E)y + (B 112 F)=0

gdzie X jest dowolnym stalym parametrem.



