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Dla dowolnego punktu przecigcia M stosunek j;,fg— bedzie

F
mial oczywiécie stala warto§é, a wiec i stosunek Eﬂ%— bedzie

mial warto$é statg, poniewaz za§ M’Q réwna sie odleglosei punktu M
od prostej D, zatem dla kazdego punktu M przeciecia stozkowego
stosunek odlegtosei od punktu F i od proste] D ma te sama war-
to§é. Przeciecie stozkowe jest wiec krzywa drugiego stopnia, kté-
rej ogniskiem jest punkt stycznosci F, a kierownicg prosta D.
Krzywa ta jest elipsa, hyperbola lub parabola, zaleznie od poto-
zenia plaszczyzny siecznej P. Ze wzgledow powyzszych, krzywe
drugiego stopnia nazywamy krétko ,stozkowemi”.

ROZDZIAL X.

WEASNOSCI SZCZEGOLNE ELIPSY.
53. Elipsa i koto.

W celu zbadania wlasnoSeci elipsy, obierzmy jej osi symetrji
za osi wspoblrzednych, mamy wtedy

X B

Zatozmy, iz a jest polosig duzg i rozwazmy kolo oparte na
osi 2a, jako na Srednicy, réwnanie tego kota bedzie

(2) Ot y=a

y
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Niech M i N beda punktami elipsy i kota, odpowiadajacemi
tej samej odcigtej x (rys. 89). Z réwnania (1) dla rzednej dodat-
nie] punktu elipsy M mamy wyrazenie

]

b
®) yu= gV =

natomiast z rownania (2) dla rzednej kola N wyrazenie

@) py=V@—
Z wyrazenia (3) i (4) widzimy, iz
y b
) Y
Yy @

stosunek rzednych elipsy i kota o promieniu «, odpowiadajacych tej
samejf odczgte; Jjest wielkoscia stalg, rowng stosunkowi osi elipsy.
Elipse (1) moina wiec otrzymaé z kola (2), skracajgc rzedne
jego punktow w stalym stosunku. Wiasno§é ta wskazuje, iz elipse
(1) mozna uwazaé jako rzut prostokginy odpowiednio polozonego
kola w promieniu @, gdyz w rzucie prostokginym rzedne punk-
tow kotla skracajg sie, jak wiadomo, w stosunku réwnym cosinu-
sowi kata nachylenia plaszczyzny kota wzgledem plaszezyzny rzutu,
Wtasno§é (5) pozwala tatwo odnalesé przy pomocy cyrkla dowolng
liczbe punktéow elipsy. Zakreslmy mianowicie z punktu O, jako ze
Srodka, dwa kota: jedno o promieniu réwnym polowie osi duzej a,
drugie o promieniu réwnym polowie osi malej . Obierzmy na
kole wiekszym dowolny punkt N (rys. 70) i polaczmy go ze Srod-
kiem O, niech K bedzie punktem przeci¢cia si¢ promienia ON
7 kotem mniejszem. PoprowadZmy przez K réwnolegla do Owx,
réwnolegla ta przetnie si¢ z prostopadly N M', spuszczong z punktu
N na Ox, w punkcie M, ktéry bedzie jednym z punktéw elipsy.
Istotnie, z wykre§lenia wynika natychmiast iz
MM b
M'N a

Oznaczmy przez f kat, ktéry tworzy promien ON z osig Ox,
wspélrzedne (x,y) punktu elipsy M sa funkcjami tego kata, a mia-
nowicie mamy (patrz rys. 90)

x=a Cost
6) ;
y=> Sin
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Jest to przedstawienie parametryczne punktéw elipsy (art. 14).
Ruguige parametr ¢ ze zwiazkéw (6), otrzymamy réwnanie
zwykle elipsy, mianowicie mamy

Y — Cost; Y—=Sint
a b

stad zas . .
sitpi=1
Jedli osi elipsy sa sobie réwne
a=2b,
wtedy réwnanie elipsy przybiera postaé
X4 pr=d

t. j. r6wnanie kola o promieniu a. Kolo jest wigc szczegllnym
wypadkiem elipsy.

ZAGADNIENIE. Korice odcinka AB o statej dtugosci §liz-
gajg sie po osiach wspétrzednych, wyznaczyé krzywsg, ktérg opi-
sze staty punkt M tego odcinka. Oznaczmy przez a i b odleglosci

Rys. 91.

stale punktéw M od punktéw B i A (rys. 91); niech f oznacza
kat nachylenia odcinka AB wzgledem osi Ox. Wspélrzedne x i gy
punktu M sg nastgpujgcemi funkejami zmiennego parametru ¢
(rys. 91): '

x = — a Cost; y=-}b Sint
rugujac ¢, otrzymujemy réwnanie

Xy
2Ty =1

Kazdy punkt odcinka A B -opisze zatem pewng elipse.
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54. Promienie wodzqce elipsy.

Wiemy, iz elipsa posiada dwa ogniska F, i F,, lezgce na
osi duzej w odlegtosci

=y @ — b

(jesli a=b) od Srodka elipsy O, za§ w odleglosci ¢ do konca
osi matej B (rys. 92). Wedlug rozwazain w rozdziale poprzednim,

y

Rys. 92.

odleglo§é dowolnego punktu elipsy M od ogniska /| lub F, winna
wyrazi¢ sie wymiernie w zaleznodci od odcietej x.

Istotnie, zakladajac, iz ognisko #, lezy po stronie dodatniej
osi Ox, mamy?

L y =
MF =)y’ +(c— x)*= I/ (H—Zcx-[-;‘-ﬁ x

MF, =y +(c+ x)*= ]/a'-’—}—2 cx-} %, X

tr6jmiany pod pierwiastkiem sa pelnemi kwadratami, otrzymamy
~ wiec nastepujace wyrazenia wymierne dla odleglosci dowolnego
punktu elipsy M(x,y) od ognisk:
MF, =a— = X
a
(7)
MF,=a —|—% X

Odleglosci M F, i MF, nazywamy promieniami wodzgcemi
punktu M. Dodajac wartosci (7), oirzymujemy zasadnicza wila-
snos¢ elipsy:

(8) MF 4+ MF,=2a
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Suma odlegtosci dowolnego punktu elipsy od jej ognisk,
Jest wielkoscia stala, rowng osi duzej elipsy.

Stosunek % jest, jak wiemy, mimosrodem elipsy, oznaczyliSmy
go literg ¢; odleglosci (7) napiszemy wige w postaci

MF, =a—cex
9)
MF,=a-t¢ex

Przypominamy, iz F, jest ogniskiem, lezacem na dodatniej
czedel osi Ow.
Dla mimo$rodu mamy wyrazenie

& _nfr

=7 “] 1 a?’
mimo$réd elipsy zalezy wiee tylko od stosunku osi i jest zaw-
sze mniejszy od jednosci. Je$li elipsa jest bardzo wydluzona,

to znaczy, jesli b jest mate wzgledem a, wtedy mimosréod jest
bliski jednoSci. Je§li natomiast ,sptaszczanie“ elipsy jest nie-

wielkie, to znaczy stosunek % jest bliski jednoSci, wtedy e jest

bliskie zera. Gdy b dazy do @, to znaczy, gdy elipsa dazy do
kota, wtedy mimosrod dazy do zera.

Podkreslamy, iz ksztalt elipsy zalezy od wartoSci dwdch
parametréw a i b, ktére moga byé dowolnie dane; wielkosci ¢ i e
wynikajg z tych wartogei na moey zwiazkéw

c=|f'ETb"’; E=—1
== a

=
wartogei @ i ¢ lub a i =, wtedy b

Mozna réwniez podaé zgoéry
bedzie odpowiednio okreslone.

Przyktad Znalesé osi i mimoéréd elipsy o réwnaniu

3a* 4 7% = 5.
Piszemy réwnanie w postaci

3 y*
oMU
3 7
a = ‘I/E‘ b= E;
3 7
o§ duza i ogniska lezg na osi odcigtych, dla mimosrodu otrzymamy wartosé

E:uﬂ/l_ﬁﬂ/l_ﬁ_zi
a at T T

= 13

stad
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55. Styczna i normalna do elipsy.

Aby znale§¢é rownanie stycznej do elipsy, nalezy z réwna-
nia elipsy

a’

h—1
DY gay
dazy do x. Rozniczkujac w tym celu obydwie strony réwnania
elipsy wzgledem x, pamietajgc, iz y jest funkeja zmiennej x, mamy

d
wyznaczyé pochodng Ef_i’ to znaczy granice stosunku

Xy Sudy.

. 0,
a>  bdx

stad otrzymujemy warto§é wspélezynnika katowego stycznej do
elipsy w punkeie (x, y)

(10) cy_ bx

Réwnanie stycznej do elipsy w punkeie (x,y) bedzie wiec
mialo postaé

b* x :

(11) Y—p=— g (X
za$ rOwnanie normalnej

el CY

(12) Y—y=- e (X—1)

X i Y oznaczaja, jak poprzednio, wspélrzedne biezace punkiu
stycznej. Przypominamy, ze dwie liczby x i y musza by¢ zwig-
zane réwnaniem

X2 gt
2T =1

_ Réwnanie stycznej (11) mozna doprowadzi¢ do prostszej po-
staci; mamy mianowicie

@ Yy+Xx=ap*4-b*x*
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dzielac za§ przez «” b*, otrzymamy

_I__

a zatem réwnanie stycznej do elipsy wypadnie w takiej postaci
symetrycznej:

(13) Ar =

latwej do zapamietania, wskutek podobienstwa do réwnania elipsy.

Poznamy teraz pewne zasadnicze wlasnosci stycznej i nor-
malnej do elipsy, wynikajgce z réwnan (12) i (13).

WLASNOSC 1. Wyznaczmy polozenie punktu 7', w ktérym
styczna do elipsy przecina 0§ Ox (rys. 93). Podstawiajagc w row-
naniu styeznej (13) w punkecie M (x,y) elipsy wartosé¢ Y=0,
otrzymamy odcieta odpowiednia X=OT punktu 7 przecigcia
stycznej z osig Ox:

E
x

X=0T=

¥

=

Rys. 93.

Rezultat ten wskazuje, iz polozenie punktu T zalezy tylko
od osi a elipsy i od odcietej x punkiu siyecznosci, nie zalezy zas
od osi b; a wige styczne do elips, majgcych te samg o§ a, po-
prowadzone w punktach o tej samej odcietej x, przechodzg przez
ten sam punkt 7' na osi odcietych. Przez punkt 7' przejdzie wiec
réwniez i styezna do kola o promieniu ¢ w punkcie N, odpowia-
dajgecym odcietej x.
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WEASNOSC 2. Normalna do elipsy jest dwusieczng kata
zawartego miedzy promieniami wodzgcemi.

y
M [x, y)

N

Rys. 94.

Niech bedzie dowolny punkt elipsy M(x,y) i promienie wo-
dzgce MF, i MF, (rys. 94). Aby dowie$¢, iz normalna do elipsy
w punkeie M jest dwusieczng kata F, M F,, wystarczy okazac,
iz w tréojkacie F';, M F, normalna dzieli odcinek F,F,, zawarty
miedzy ogniskami, na cze$ei Fy N i NF,, proporcjonalne do pro-
mieni wodzgeych MF, i MF,. Wyznaczmy wiec polozenie
punktu N, w ktéorym normalna w punkcie M przecina sie
z osig Ox. Podstawiajagc w réwnanie normalnej

ay

i b x

(X—x)

warto§¢ Y=0, otrzymujemy odpowiednia odcigtg

a zatem
NF1=CHON=c—eﬂx:ae-—-s"’x

F,N=c¢c+ON=c+ex=ac+x

stad wynika, iz
NF, _a—cx _ MF,

F,N~ a-Jex MF,

normalna M N jest wiec istotnie dwusieczng kata, zawartego mie-
dzy promieniami wodzacemi (2=§) ¢. b. d. d.
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WEASNOSC 3. Iloczyn odlegtosci styeznej do elipsy od
Je] ognisk ma wartos¢ statg dla wszystkich punktow siycznosci.

Rys. 95.

Niech bedzie réwnanie stycznej do elipsy w punkcie dowol-
nym M(x,y):

(14) £ =

q —
@z T —1=0

Aby wyznaczyé odlegtosci 9, i 0, ognisk F, i F, od stycz-
nej (14), przypomnijmy sobie rezultat artykulu 23 (wzér 31’),
wedtug ktérego odleglo§¢ punktu danego (2,8) od prostej
AX+4BY-+4C=0 réwna si¢ warto§ci bezwzglednej lewej strony
rownania tej prostej w postaci normalnej w punkecie («,f), to
Znaczy

At Bo+(
/& + B

-~
[ B—

W naszym wypadkn wspoéirzedne ognisk sa (¢,0) i (—e¢,0),
za$ wspolezynniki A i B w réwnaniu stycznej majg wartoseci
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bedzie wigc

stad
sk AT -
Tl e i ’ 2 170
58y ——O I~ d ot
fr vy — ] T o 0 = —
LA B C=RI s Y ik
a'+b‘ a"—l_b‘ {t"+b‘
a zatem
(15) 8, 0y = b*

Iloczyn odleglosci jest wige istotnie staly i rowny kwadra-
towi potéwki osi matej elipsy.

WEASNOSC 4, Miejscem geometrycznem spodkéw prostopa-
dtych P, spuszczonych z ogniska na styczne do elipsy, jest okrag
kota, wystawiony na osi duzej elipsy, jako na Srednicy.

Dowiedziemy tej wtasnoSci w sposéb bezposredni geometryczny.

Niech P; bedzie spodkiem prostopadlej, spuszczonej z ogniska
F, na styczng do elipsy w punkcie dowolnym M(x,y) (rys. 95),
Jesli prostopadly F; P, przedluzymy do przecigcia w punkcie ¢
z przediuZeniem promienia wodzgcego F,M, to w tréjkacie Fy MQ
wysokos§é M P, jako styczna, bedzie dwusieczna kata M, a wiec

MQ=MF,

wobec tego odcinek F, @, jako réwny sumie promieni wodzacych,
bedzie mial dtugo$¢ réwng osi duzej elipsy:

FRQ=FM+MQ=2a,

a w takim razie odcinek O P,, jako laczacy Srodki bokéw w trdj-
kacie F, F, Q, bedzie r6wny polowie odcinka F.,Q, a wigc bedzie
miat diugosé stala

OP==-F,Q=a;

BI| ==

miejscem geometrycznem punktu P; jest wiec istotnie okrag kota
o promieniu a ze §rodkiem O.



