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cinajace si¢ rzeczywiste, lub jedna prosta rzeczywista (0§ Oz)
w przypadku réwnania

Ax*+Byr=0,

za$ dwie plaszezyzny réwnolegte lub zjednoczone w przypadku
réwnania
Ayt =]}

Nadmienimy wreszcie, iz rownaniu (10) nie bedzie odpowia-
dat zaden twor rzeczywisty, gdy wspoélczynniki A i B majg ten
sam znak, lecz przeciwny wzgledem znaku wyrazu D.

32. Powierzchnie drugiego stopnia bez $rodka.

Powierzchnie bez $rodka sprowadzaja sig do réwnania
(§8)) Ay *~+ Bz*=Cx

Jesli rOwnanie jest pelne, to mozliwe sa tu tylko dwa typy
powierzchni zwanych paraboloidami, zaleznie od tego, czy znaki
wspolezynnikow A i B sg jednakowe, czy tez przeciwne. Po-
wierzchnie te posiadaja dwie plaszczyzny symetrji i jedng oS sy-
metrji Ox, ktéra jest ich przecigciem. Punkt O, w ktérym o
symetrji przebija paraboloide, nazywamy jej wierzchotkiem.

PARABOLOIDA ELIPTYCZNA.

Powierzchnia ta odpowiada réwnaniu, kiére napiszemy w po-
staci - :

y° 2 X

(12) R R

Znak wspoétezynnika ¢ nie wplywa na postaé powierzehni,
lecz tylko na jej polozenie wzgledem dodatniego zwrotu O .x; jesli
przypu$cimy, iz ¢ >0, wtedy powierzchnia bedzie lezala catkowi-
cie po dodatniej stronie plaszczyzny (Oyz).

Przekroje paraboloidy (12) ptaszczyznami x =k (jesli 2 = 0) sg
zawsze elipsami, identycznemi ze swemi rzutami o réwnaniach:

y.Q z2

ar bt
za$ przekroje plaszczyznami y=0 i 2 =0 sa parabolami (rys. 189)
o réwnaniach

:ck,

T R
P=—xip=—x
c ¢

Jedli a= b, wtedy paraboloida jest obrofowa dokota osi O x.
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e
e

Rys. 189.

PARABOLOIDA HYPERBOLICZNA.

Powierzchnia ta odpowiada réwnaniu
: ) 22 x
(13) f—=2

przypu$cimy, iz ¢=>0. Przekroje tej powierzchni plaszczyznami
z=0 i y=0 sa parabolami wzgledem siebie przeciwnie zwroé-
conemi o réwnaniach '

majgcemi wierzcholek w punkcie O. Przekroje plaszezyznami
réwnolegtemi x=~Fh sa zawsze hyperbolami o réwnaniach

y_2_k,
(14) at b e’

osi rzeczywiste tych hyperbol sg réwnolegle do Oy dla przekro-
j6w, lezgcych po dodatniej stronie plaszezyzny Oyz (k> 0), dla
przekrojow za§ lezgcych po przeciwnej stronie (k<<0), osi rze-
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czywiste hyperbol sa réwnolegte do Oz. Na podstawie tych
wlasnosci, wyprowadzamy wniosek o ksztalcie powierzchni, przy-
pominajacej siodto (rys. 190).

Paraboloida dana przenika plaszczyzne Oyz(x=0) wzdluz
dwdch prostych

y_2_
(15) Yy —Z=0

przecinajgcych sie w wierzcholku O. Do prostych (15) sg oczy-
wiscie réwnolegle asymptoty wszelkich przekrojow hyperbolicz-
nych (14), zbiér asymptot tych przekrojow tworzy wiec dwie
plaszczyzny P, i P,, przesunigte przez proste (15) i przez o§
paraboloidy Ox. Plaszczyzny P, i P, nazywajg sie ptaszezyznami
kierunkowemi paraboloidy hyperbolicznej. Plaszezyzny kierun-
kowe dziela przestrzei na cztery czeSci; z dodatniej strony osi
O x punkty paraboloidy znajdujg si¢ w éwiartkach przeciwlegtych
poziomo, za§ z przeciwnej strony w d¢wiartkach przeciwleglych
pionowo.

Wykazemy teraz, ze paraboloida hyperboliczna jest powierzch-
nig prostolinjowa.
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Ot6z widzimy odrazu, iz rugujgc parametr A z uktadu dwéch
réwnan pierwszego stopnia

/i z): X
k(a_{_b
(16) ’
y__2__»
\ [« b
lub parametr 2’ z ukladu
-3
a b ¢
(17)
¥ 1 % __5¢
( a+ b 4

otrzymujemy rownanie paraboloidy (13). Paraboloida jest wigc
utworzona, albo przez uktad prostych (16), albo przez uktad pro-
stych (17). Przez dowolny punkt (x,, ¥,,2,) paraboloidy przecho-
dzi oczywidcie jedna tworzgca z ukladu (16) i jedna tworzgca
z uktadu (17). '

Widzimy, iz rzuty tworzgcych (16)i (17) na plaszezyzne Oy z
sg, dla dewolnych wartosci » i A, réwnolegle do prostych (15)
a stad wynika, iz fworzgce prostolinjowe (16) i (17) paraboloidy
hyperbolicznej sa réwnolegte do odpowiednich ptaszezyzn kierun-
kowych Py [ P,.

Kazda tworzaca (16) przecina sie z kazda tworzaca ukladu
(17), wspélrzedne punktu wspélnego dwoéch tworzacych, odpowia-
dajacych wartoéciom X i ', sg mianowicie takie:

szcl)"

(18) ?yzg(}k—l—}")
b
[ z=5 0=

Réwnania (18) przedstawiajg paraboloide hyperboliczng, od-
niesiong do dwoéch uktadéw swych tworzgcych prostolinjowych.

Tworzgca jednego uktadu np. (16), opisujge paraboloide, do-
tyka stale wszystkich tworzgcych drugiego uktadu (17) i jest row-
nolegta wcigz do jednej z plaszezyzn kierunkowych. Wiadomo
jednak, iz wystarczy podaé dwie proste, aby uklad prostych, doty-
kajgcych tych stalych prostych i réwnoleglych do stalej ptaszczyzny
byt okreslony. Paraboloida hyperboliczna jest wige utworzona przez
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uktad prostych, przecinajgcych dwie state proste i réwnolegtych
do ptaszezyzny stalej,

Jesli te dwie stale proste sq dowolnie dane, wtedy, jak
wiemy z zagadnienia 2 (art. 29), otrzymamy dla powierzchui opi-
sanej przez prosta, przecinajacg dwie dane proste i réwnolegly do
danej ptaszezyzny, réwnanie drugiego stopnia wogéle nieodniesione
do ptaszezyzn symetrji i do osi, moina je jednak wtedy sprowa-
dzi¢ do roéwnania paraboloidy (13) przez odpowiednie przesunigcie
ukladu wspéirzednych.

JeSli a =5, wtedy plaszezyzny kierunkowe P, i P, parabo-
loidy sg do siebie prostopadte. Plaszezyzny te stang sig wige
plaszezyznami wspoéirzednych, jesli tréjécian obrécimy o 45° do-
kola osi Ox. Stosujgc wzory na zamiane wspéirzednych

X X

I} . _yr ;:fT‘Z’
V2
r r

e
V2

otrzymamy wtedy réwnanie paraboloidy hyperbolicznej w postaci
y z'=Fkx'
odniesionej do plaszczyzn kierunkowych.
WALEC PARABOLICZNY.
Roéwnanie (11) niepelne, np.
(19) Ap=Cx
przedstawia powierzchnie walcowa, ktoérej tworzace sq réownolegle

do osi Oz i ktéra przecina plaszczyzne Oxy wzdluz paraboli, w za-
tozenin, iz A5~0, C=%0.

33. Poszukiwanie s$rodka powierzchni drugiego stopnia.
Niech bedzie powierzchnia drugiegolstopnia
flx,y,2)=Ax*+By*+Cz2>+Dxy-+Exz+Fyz+

(20) +Gx+Hy+lz+K=0

W celu znalezienia §rodka tej powierzchni, uzyjemy tej samej
metody, co dla krzywych drugiego stopnia. Poszukujemy miano-
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wicie takiego punktu przestrzeni S(x,,y,,2,), aby rownanie po-
wierzchni (20), odniesionej do ukladu osi wspéirzednych, posiada-
jacych poczatek w punkcie S, nie zawieralo wyrazéw pierwszego
stopnia; taki punkt S bedzie wtedy &rodkiem powierzchni.
Oznaczmy przez x',y',2' wspblrzedne dowolnego punktu M
wizgledem ukladu osi (Sx’y’2’) réwnolegtych do (Oxyz) i prze-
cinajgecych sie w punkcie S o wspélrzednych xg,40,2, wzgledem
ukladu (Oxy=z); jesli x,y,z oznaczaja wspolrzedne tego samego
punktu M w odniesieniu do ukladu (O x y2), to mamy wtedy zwigzki

x=x'1x,
(21) y=y+u
2=2"+2,

Wstawiajac te warto$ei do rownania (20), otrzymamy réwna-
nie danej powierzchni odniesione do ukladu osi (Sx'y’z")

(22) Ax*+By'*+C2'*+-Dxy +Ex'z+Fy' 2+
£ os 20) X A fy (05 o> 205+ F (x5 Yo 20). 27+
+ (X0, Yor 2) =0 '
wspoétezynniki wyrazéw kwadratowych sa, jak widzimy, niezmie-
nione, za§ wspolezynniki wyrazéw pierwszego stopmia sg réwne

warto§ciom pochodnych czgstkowych funkeji trzech zmiennych
f(x,y,2) w punkeie (x,,Yp,2):

f;(xﬂ,yn.ZQ):2AI{,+ Dy,+ Ez,+G
(23) f;;(xnsymzn): Dx,+2By,+ Fz,+H
f;(x{)ryu>zc): Ex(}']— Fy0~[—26'zu—|—]

Aby punkt S(x,, ¥, ,2,) byl srodkiem powierzchni, trzeba i wy-
starcza, Zeby réwnanie (22) nie uleglo zmianie wskutek jednoczes-
nej zmiany znaku wszystkich trzech wspélrzednych x'y’ 2/, a wiec
zeby zniknely wspétezynniki (23) wyrazéw pierwszego stopnia:

(24) f,;(xmyoazo):o; f;,(xu,yu:zu)zﬂ; f,'(xosyoszo)=0
t. J. wyraznie:

2Ax,4 Dy,+ Ez;+G=0
@) Dxy4+2By,+ Fzy-+H=0

Ex,+ Fy,+2Cz+ I=0
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Mamy tu uktad trzech réwnan linjowyeh z trzema niewia-
domemi X, y,,2, Powierzchnia (20) posiada wiec jedyny $rodek
okreslony, gdy wyznacznik charakterystyczny uktadu (24°) jest od
zera odmienny:

24, D, E
(25) A=| D, 2B, F |#0
E, F, 2C

Znikanie natomiast tego wyznacznika wskazuje, iz powierzch-
nia Srodka nie posiada, lub tez posiada ich nieskonczenie wiele,
co ma miejsce w tym wypadku, gdy trzy plaszezyzny, odpowiada-
jace réwnaniom (24'), przecinaja si¢ wzdluz jednej prostej, lub sg
zjednoczone.

Zbior $rodkéw utworzy w tym ostatnim wypadku linje pro-
stg, lub w szezegblnosei plaszezyzne.

Jeéli, po odniesieniu réwnania do $§rodka powierzchni, okaze
sie, iz wyraz wolny znika:

f(xti!yn'szo):o

oznacza to, iz $rodek lezy na powierzchni; réownanie powierzehni
(22) przybierze wtedy postaé jednorodng

Ax?+ By?’+C2*+Dx'y +Ex' 2’ Fy'z'=0

ktora, jak wiemy, przedstawia¢ bedzie pewna powierzchnie stoz-
kowg 7 wierzcholkiem w nowym poczatku uktadu, to znaczy
w $rodku powierzchni S.
Przyklad. Wyznaczmy $rodek powierzchni o réwnaniu
f=xt—pyt—2x2z—x—+y=0,

otrzymanem w zagadnieniu 3 (art. 29). PoloZenie $rodka okreslajy nastepujgce
réwnania :
l f' = 2xy — 220 — 1 = 0

f'=—2y,+1=0;:
v
lf:z—z.\fnzo;

stqd otrzymujemy wspélrsgdue' drodka

0o =

xp = 0; Yo = 5 2= =
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34. O przecieciu sie prostej z powierzchniq drugiego stopnia.
Przypadek A=0; redukcja réwnania powierzchni.

Rozwazania obecne bedg analogiczne do badania przeciecia
sie prostej z krzywa drugiego stopnia, podanego w Geometrji
na ptaszezyznie (str. 151).

Niech bedzie powierzchnia drugiego stopnia

26) f(x,y,z2)=Ax*+By'+C2*+Dxy+Exz+Fyz-+
+Gx+Hy+Iz+4+ K=0

i linja prosta, okre§lona przez réwnania

x__-rn:y_y_qzz_"zu
Z g 1

@7)

=

jesli o, ,7 oznaczajg cosinusy kierunkowe danej prostej, wtedy p
jest miarg wektora, 1gczacego punkt prostej (x,,y,,2,) z punktem
biezagecym (x,y,z); wspélrzedne biezace punktu danej prostej sa
wiec nastepujgcemi funkejami parametru p:

| x:xn-l_af*
@7) y=uy,+pp
l ZZZ”'-[—TP

Aby wyznaczyé punkty przecigcia si¢ danej prostej z dang
powierzchnig, podstawmy wyrazenia (27') w réwnanie (26); po
uporzadkowaniu wzgledem p, otrzymamy réwnanie drugiego stopnia

(28) pgf?(a, B:T)—I_P [af; (xnsymzﬂ)+ﬁf;; (xmym zn)‘{"ffz’ (xmyuazo)] “l—

N —1"]0(-1'(1;!/0.211}:0
gdzie oznaczono

@) 9B =A2+BF+Cr+Daf+ Ear+Fer,

rownanie (28) okresla wartosci na p, odpowiadajace punktom
przeciecia.
Jesli dany kierunek prostej jest taki, iz

? (% 01)#0

wtedy istniejg dwa punkty przecigcia rzeczywiste lub urojone,
rozne lub zjednoczone.
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Jesli dany kierunek prostej. («, B,7) jest taki, iz wartosé
‘wspoélezynnika przy p® w réwnaniu (28) znika:

(30) ¢ (e, B1) =0

wspolezynnik za$ przy p jest odmienny od zera, wiedy istnieje
jeden tylko punkt przeciecia sie prostej z powierzchnig. Z tej sa-
mej racji, co w art. 45 Geometrji na plaszczyZnie, jesli prosta,
przecinajaca powierzchnie w dwodch punktach, dazy do prostej,
przecinajacej powierzchnie w jednym punkcie, to jeden z punktow
przeciecia oddala si¢ nieskonczenie.

Kierunek, spehliajgecy zwiazek (30), nazwiemy kierunkiem
asymptotycznym danej powierzchni drugiego stopnia.

Ot6z roéwnaniu (30) odpowiada zbiér kierunkéw prostych

£ Y

o réwnaniach —4-———=i, bedacych tworzacemi pewnej po-
g 1

wierzchni stotkowej, ktorg otrzymamy, przyrownywujge do zera
grupe kwadratowg w réwnaniu danej powilerzchni:

30)  ¢(x,y,2)=Ax*-+ By*+ C2* 4 Dxy+ Exz+ Fyz=0

rownanie to, jako jednorodne, przedstawia istotnie powierzchnie
stozkowa z wierzchotkiem w poczatku uktadu. Powierzchnie (30')
nazywamy stozkiem kierunkow asymptotycznych danej pow;erzchm
drugiego stopnia.

Zbi6ér prostych, wychodzacych z danego punktu przestrzeni
M, (x,, ¥y, %) 1 majgcych kierunki asymptotyczne, utworzy po-
wierzchnie stozkows z wierzchotkiem M, ktorej tworzace sg row-
nolegte do odpowiednich tworzacych stozka (30'). W szczeg6lnosei
te z pomiedzy tworzacych, wychodzacych z punktu M,, nielezgcego
na danej powierzchni (26), dla ktérych znika nadto drugi wspot-
czynnik réwnania (28):

(31) % fi (X5 Yor %) + E‘f,} (X0 Yo 20) 11, (K05 Yor Z) =0

nie majg z dang powierzchnig zadnego punktu wspélnego, gdyz
f (X, 7o, %) 0. Jesli punkt M, lezy na powierzchni danej, wtedy

f[‘rﬂ’ynszn) =0

i jak widzimy z réwnania (28), proste, wychodzace z punktu M,
rownolegle do tworzacych stozka (30), badZ nie majg, poza punktem
M, (p = 0), zadnego drugiego punktu wspélnego z powierzchnia,
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badZ tez niektére z nich, spelniajace nadto zwigzek (31), przystaja
catkowicie do powierzchni, w tym ostatnim bowiem wypadku zni-
kajg wszystkie wspdtezynniki réwnania (28) i spetnione jest ono
dla kazdej wartosci p. Zbierajac otrzymane wyniki, wyglosimy
nastepujaca wlasnosé.

TWIERDZENIE. Proste w przesirzeni, réwnolegte do two-
rzgeych stozka kierunkow asymptotycznych, badz przecinajg dang
powierzchnig drugiego stopnia w jednym punkcie, badZ nie prze-
cinajg jej w #adnym punkcie rzeczywistym Ilub urojonym, badz
wreszcie przylegaja do niej wszystkiemi punktami.

Jeédli powierzechnia posiada érodek (xo, y,,20), nielezacy na
powierzchni, wtedy

fe (oslos20) =05 f;:, (%0, Por 20) =03 f, (x5, Yo 2) =0
f (X0, Yos 20) 7= 0;

gdy teraz przez ten Srodek poprowadzimy proste réownolegle do
tworzacych stozka (30"), to otrzymamy stoizek, ktérego zadna two-
rzgca nie przetnie danej powierzchni (26), rownanie (28) nie moze
byé bowiem wtedy spelnione dla zadnej wartoSci rzeczywistej lub
urojonej na p. Stozek taki nazywamy asymptotycznym (poréwnaj
art. 31).

W szczegblnym wypadku, gdy Srodek spelnia réwnanie po-
wierzchni

f(xy,40,20) =0

stozek asymptotyczny schodzi si¢ z dang powierzchnig, gdyz réw-
nanie (28) bedzie wtedy spelnione dla kazdej wartoSci na p.
Nadmienimy jeszcze, iz prowadzac przez wierzcholek stozka kie-
runkéw asymptotyeznych (30') dowolng plaszczyzne P, otrzymamy
w przecigein z tym stozkiem dwie tworzgce réwnolegle do asymp-
tot przekroju powierzchni danej (26) ta samg plaszczyzng P. Is-
tolnie, mozemy zawsze tak obraé¢ uklad wspélrzednych, aby pla-
szczyzna sieczna miata rOwnanie z=—=0 i wtedy widzimy, iz prze-
krojem stozka beda dwie proste, okreslone przez zwigzek

Ax*+By*+Dxy=0

réwnolegte do asymptot przekroju powierzchni, odpowiadajgcego
réwnaniu

Ax’+ By*+ Dxy -+ Gx-+Hy -+ K=0
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PRZYPADEK A=0; REDUKCJA ROWNANIA POWIERZCHNI.
Rozwazmy teraz postaé stozka kierunkéw asymptotycznych

okreSlonego réwnaniem

(B2)  ¢(x,y,2)=Ax*+By*+ C2*+ Dxy+ Exz+ Fyz=0

w przypadku, gdy znika wyznacznik charakterystyczny réwnar,
okreslajgeych Srodek powierzchni:

24, D, E

D, 2B, F
E, F,2C

Al =0

Ot6z znikanie tego wyznacznika oznacza, jak wiadomo, iz
trzy plaszezyzny, okreslone przez réwnania jednorodne

¢, =24x,+ Dy,+ Ez,=0
(33) ¢, = Dxy+2By,+ Fz,=0

Lp;z Ex,+ Fy0+202“ =0

posiadajg jedng prostg wspélng, badZ tez sg zjednoczone. Ale,
wedtug artykutu poprzedniego, kazdy punkt, spelniajacy ukiad (33),
jest drodkiem powierzchni stozkowej (32), a zatem, w przypadku
znikania wyznacznika 4, istnieje linja Srodkéw d, okre§lona przez
zwiazki (33), ktérej kazdy punkt jest $rodkiem powierzchni stoz-
kowej (32); w razie zjednoczenia trzech plaszezyzn (33) w jedng,
mozemy jako linje Srodkéw ¢ obra¢ dowolng prosts, lezgca w tej
plaszczyinie.

Jesli wiec obierzemy teraz uklad wspoélrzednych w ten spo-
gob, aby linja $rodkéw 0 zeszla sie z osig Owx, to w tym ukia-
dzie wspolrzednych odpowiednie réwnania $rodkéw (33) winny
by¢ spetnione, gdy y,=0, 2,=0, za§ x, jest wartoscia dowolng,
a zatem wtedy winno by¢:

A=0; D=0; E=0
i réwnanie stozka kierunkow asymptotyeznych przybierze . postaé
niezawierajaca zmiennej x :
(34) By*+4-Cz2*+Fyz=0

Roéwnanie to przedstawia dwie plaszezyzny rzeczywiste, prze-
cinajgce sie wzdluiz osi Ox, je§li F*—4BC>0, tylko samg o§
Ox (y=0, 2=0) t.]. prosta &, gdy F*—4BC<0 i wreszcie
jedng tylko plaszczyzng przesunieta przez o Ox, gdy F*—4 BC=0.
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Ten ostatni wypadek odpowiada zjednoczeniu trzech plaszezyzn (33)
w jedna, przedstawiajaca sam stozek kierunkéw asymptolycznych
(84). Mamy wiec taka wiasnoSé.

TWIERDZENIE. Jesli znika wyznacznik charakterystyczny A,
to stozek kierunkéw asymptotycznych o rownaniu

‘o(x,y,2)=Ax*+By’+4 C2*+4Dxy+Exz+Fyz=0

sprowadza si¢ do jednej prostej 8, okreslonej przez zwigzki (33),
badz te: do dwdch ptaszezyzn, przecinajgcych sie wzdtuz tej
prostej, lub zjednoczonych.

Otrzymane witasno$ei stozka kierunkéw asymptotycznych
pozwalajg dokonaé redukeji réwnania powierzchni drugiego stopnia
o postaci ogélnej

f(x,y,)=Ax*+By*+-C2*+Dxy+Exy~+Fyz+
(E0) +Gx+Hy+tI1z+K=0
w przypadku, gdy A=0. Istotnie, wedlug poprzedniego, jesli o$
Ox skierujemy wzdluz prostej, spelniajacej rownania (33), to

grupa wyrazéw kwadratowych w réwnaniu powierzehni sprowa-
dzi sig tylko do formy kwadratowej dwdch zmiennych:

By'+4+C22+Fyz

ktorg jeszcze, przez obrét osi (Oyz) dokola osi Ox, sprowadzié
mozna do postaci prostej

My*+ N 2*
a wiec rownanie powierzchni do postaci
(36) My*4-N2*4-Px+Qy-+Rz+T=0

Jezeli wspolezynniki M i N sg odmienne od zera, to wystar-
czy juz teraz tylko przesungé réwnolegle uklad wspétrzednych, by
réwnanie powierzchni sprowadzi¢ do postaci charakterystycznej dla
paraboloid

(37) My’+Nz*+Px=0; gdy P+£0
i do postaci
(37) My*+ N2+ T"=0; gdy P=0

Jeden z dwéch wspélezynnikéw M i N w réwnaniu (36) zniknie
wtedy, jesli forma kwadratowa w réwnaniu stozka (34), a wiec
i w réwnaniu (32), jest pelnym kwadratem, stozek kierunkéw
asymptotycznych sprowadza si¢ wtedy do jednej ptaszczyzny.
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W takim wypadku, np. gdy N=0, réwnanie (36), przy pomocy
przesunigcia réwnoleglego wzdluz osi (y), doprowadzimy do postaci
My~+Px~+Rz+1T'=0
a nastepnie jeszcze, przez obrét dokola osi (y) w plaszezyznie (xz)

do postaci takiej:
37") My—+Px+ T =0
obejmujgcej réwniez wypadek P’ =0,

Na podstawie wigc wynikéw poprzedniego artykutu, widzimy,
%z, w przypadku gdy

24,D, E
A=| D ,2B, F|=0,
E,F,20

rownanie drugiego stopnia (35) przedstawia paraboloide eliptyczna
lub hyperboliczng, badz tez walec eliplyczny, hyperboliczny Ilub
paraboliczny; o§ symetrji tych powierzchni (w przypadku waleéw
réownoleglta do tworzacych) jest réwnolegla do prostej okreslonej
przez réwnania (33).

Widzimy nadto, iz stozek kierunkéw asymptotycznych w wierz-
cholku paraboloidy, jako okreslonej przez réwnanie

My*+ Nz2>=0,

sprowadza si¢ bgdZz do jej osi symetrji, badZ do jej plaszczyzn
kierunkowych, zaleinie od tego czy paraboloida jest eliptyczna.
czy tez hyperboliczna.

Réwnanie (37") i (37”) obejmuje réwniez wypadek powierz-
chni zwyrodniatej, sprowadzajacej si¢ do jednej prostej lub do
dwoéch plaszezyzn przecinajgcych sie, rownoleglych czy tez zjed-
noczonych; wreszcie réwnaniu moze nie odpowiadaé twor geome-
tryczny rzeczywisty.

35. Plaszczyzny érednicowe i érednice powierzchni.
Niech bedzie powierzchnia drugiego stopnia
(38) flx,y,2)=Ax*+By’+C2*+4Dxy+Exz+
+Fyz+Gx+Hy4Iz+K=0

Rozwazmy zbidr prostych réwnoleglych o cosinusach kierun-
kowych («,B,7), zalozymy, iz proste te nie g3 réwnoleglte do kierun-



