— 217 —

8. Z danego punktu (xy, ), lezgcego na paraboli y* = 2px, wyprowadzic
prosta normalng do paraboli w drugim punlkeie przecigeia. Dyskusja.

9. Znale$é réwnanie paraboli, ktérej kierownicy jest o8 Ox i ktéra jest
styczna do prostej y = 2x w punkeie (1, 2).

(=g x =0

ROZDZIAL XIII.

SREDNICE SPRZEZONE.

62. Srednica krzywej drugiego stopnia.
Niech bedzie krzywa drugiego stopnia, okres§lona przez réwnanie
(1) fx,p)=Ax*+Bxy+ Cy*+Dx+Ey+ F=0

Rozwazmy uklad prostych (D) rownoleglych, tworzacych z osig
O x staly kat « i wyznaczmy réwnanie miejsca geometrycznego
$rodkow odcinkéw, zawartych miedzy punktami przecigeia danych
prostych z krzywa (1). Zakladamy, iz proste D nie sa rdéwnolegte
do asymptot krzywej, to znaczy, iz dany kat o spelnia warunek

(2) A cos? o~} B cos a.sin o C'sin*a 7= 0

Rys. 108,

Oznaczmy przez M; i M, punkty przecigcia jednej z prostych
(D) z krzywa (1), za§ przez M, $rodek odcinka M, M,. JeSli (x,y)
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oznaczaja wspoirzedne punktu M, , za$ (xy,y,) wspoirzgdne punktu
M,, to, wedlug twierdzenia o rzucie wektora, mozemy napisaé

x—x,=p Cosu

3
y—Yy,=pSine

gdzie p oznacza miare wektora M, M,; z réwnan (3) mamy

x=x,-}pCos
(3")
y=ys+08Sina

podstawiajgc te wartosei w rownanie (1) i porzadkujgc weding
poteg ¢, otrzymamy, jak w artykule 45, réwnanie

4) 0% (A Cos? e\ B Sina Cosz—+ C'Sin® o) |-
+p[(2 Ax, + By, D) Cosu~H(Bx, -2 Cy, -+ E) Sin 2] - f(x,,5,) =0

Jesli jednak punkt M, ma byé¢ érodkiem odcinka M, M,, to
trzeba i wystarcza, aby rownanie (4) bylo spelnione po podsta-
wieniu —p na miejsce p, a wiec, aby wspélezynnik przy p w pierw-
szej potedze w réwnaniu (4) znikal; otrzymamy w ten sposéb taki
zwiazek, klory winny spelniaé wspéhrzedne (x,,y,) Srodka od-
cinka M, M,: '

(5) (2Ax,+By,-+D)Cosa(Bux,~2 Cy,—+ E)Sine=0
lub tez krétko w postaci:
(5") f' (x4, y5) Cos o “[" i txy,70) Sine =0

Réwnanie (b) jest pierwszego stopnia wzgledem wspolrzednych
(xq,¥0) 1, po uporzadkowanin wedlug tych wspoéirzednych, przy-
biera postaé

(2 ACosa—+ BSina) x,~+(BCosa-}2 CSina)y,+
—~+ (D Cos &+ E sin ) = 0;

wedlug warunku (2), wspétezynniki wspétrzednych x, i y, w tem
rownaniu nie mogg znikac jednoczes$nie, a wiec szukane miejsce
geometryczne bedzie okre§long linjg prosta*); nazywa sie ona Sred-
nicqg krzywej, odpowiadajgcg kiernnkowi o.

Jesli krzywa posiada $rodek, to wszystkie Srednice krzywej
dla réZnych wartoSci kata o przechodzg przez $rodek krzywej:

*) lub czedcig tej prostej, w razie, gdy bierzemy pod uwage tylko rze-
czywiste punkty przeciecia.
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w;inika to bezposrednio z ich definicji, lub tei z réwnania (5),
ktore spelniajq wspoéirzedne $rodka dla kazdego « (patrz str. 133).
W' przypadku szczegélnym, gdy krzywa (1) jest parabola

2

i A0, mamy C= ; wtedy réwnanie (5) bedzie miato postaé

B*
4 A
@4 x,-+ B yo+ D) Cos - -2%—(2A.1°0-|—By,,)—1—E Sina=0

widzimy stad, iz $rednica paraboli dla hazdej wartosci kata o
Jest rownolegta do prostej o réwnaniu

2Ax-+By=0,
a wiec [ do osi paraboli.
Oznaczajac przez m wspélcezynnik katowy cigciw réwnoleglych,
jesli o £,

__Sina

m=-
Cos «

mozemy ostatecznie réwnanie $rednicy krzywej (1), odpowiadajg-
cej kierunkowi m, napisa¢ w nastepujacy sposéb:

(6) f'x(xn:yn]‘Fmfy'(xn,yn)ZO

62. Srednice sprzezone.

Zal6zmy, iz krzywa rozpatrywana posiada okreSlony i jedyny
Srodek, wiec
B*— 4 AC#0.

7 rOownania Srednicy, bedacej miejscem geometrycznem Srod-
kow cieciw réwnolegltych o wspélezynniku m,

24x,+By,+ D+ (Bx,+2Cy,+ £)m=0
otrzymamy, iz wspoOtczynnik katowy tej Srednicy ma warto$é

y___Bm+424
(7) 7 — T 2Cm-+B

a wiec jest funkcja homograficzng wspélezynnika m.
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Wyznaczajac, odwrolnie, ze zwigzku (7) warto§¢ m w zalez-
nosei od m’, otrzymamy:

Bm' 424
- 2Cm'+B

) m=

spostrzegamy tu, iz dziatania odwrotlne, prowadzgce od m' do m
sg identyczne z dziataniami (7), prowadzgcemi od m do m’; fakt
ten oznacza geometrycznie, iz dwie Srednice krzywej (1) o wspol-
czynnikach katowych m i m’, zwiazanych zaleznoscig (7) lub (7'),
majg te wlasnosé, iz kazda z nich dzieli na potowy cigciwy
rownolegte do drugiej (rvys. 109). Takie dwie $rednice nazywamy

RS

m' -

Rys. 109.

z tego powodu sprzezonemi. Krzywa dana posiada nieskonczenie
wiele par Srednic sprzeZonych; jedna z nich moze byé wybrana
dowolnie, byleby tylko nie schodzila sie z asymploty, drugg od-
powiednig okresla wtedy zwiagzek (7). Spostrzegamy, iz dwie osi
symelrji krzywej drugiego slopnia sg parg Srednic sprzeionych
do siebie prostopadtych.

Rozpatrzmy szczegotowiej polozenie Srednic sprzezonych dla
elipsy i hyperboli.

Elipsa. Dla elipsy, odniesionej do osi symetrii, mamy
x? Il
T =0

rownanie Srednicy, odpowiadajacej wspétezynnikowi cieciw m, be-
dzie mialo, wedlug zwiazku (6), postaé

TR e
a'~’~i b2 m=;
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Wspoélezynnik katowy m’ tej §rednicy ma wartosé

b
m=———
a*m
stad wynika, iz iloczyn wspétezynnikéw katowych s$rednic sprze-
2onych elipsy, odniesionej do osi symetrji, ma warto$é stala:

b?

a2

(8) mm = — o

Ze zwigzku tego widzimy, iz Srednice sprzezone elipsy lezg
w dwoch odmiennych éwiartkach plaszezyzny wzgledem osi Oxy,
gdyz ich wspolezynniki katowe maja przeciwne znaki (rys. 110).
Gdy elipsa jest kotem, wiledy $rednice sprzeione sq do siebie

zawsze prostopadte.
/ S

et

!

Rys. 110.

Nadmienimy jeszcze, iz rzuty prostokatne lub uko$ne dwdch
grednic kota, prostopadlych do siebie, beda §rednicami sprzezo-
nemi rzutu tego kota, t. j. elipsy; wlasno§¢ ta wynika z uwagi, iz
cecha charakterystyczna $rednic sprzezonych, to znaczy dzielenie
na polowy cigciw rownoleglych, zachowuje sie w rzucie powyzszym.

Hyperbola. Wspétezynniki katowe m i m’ dwéch §rednic
sprzezonych hyperboli, odniesionej do osi symetrji o réwnaniu

..‘..2_ yﬁ
aﬁ 2

beda, wedlug réwnosci (8), zwigzane zaleznoscig

9) mm'=-+ gﬁ
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Wynika stgd, iz Srednice sprzezone hyperboli leig zawsze
w tych samych éwiartkach; nadto, jesli

lm|<< 4 to |m'|> g
: a a
poniewaz zas g jest wartoScig wspétezynnika katowego jednej

z asymptot, a wiec wnioskujemy, iz para S$rednic sprzezonych

Rys. 111,

hyperboli rozdziela zawsze pare asympftot (rys. 111). Ze zwigzku
(9) widzimy, ze, gdy jedna ze srednic dazy do asymptoty np.
b

m—» —
a

to Srednica z nig sprzezona rowniez dazy do tej samej asymptoty:

; b
m —» -
a
Polozenie $rednic sprze¢zonych nie zalezy od wyrazu wolnego
w rownaniu krzywej, a wiec para Srednic sprzezonych hyperboli
jest zarazem parg $rednic sprzezonych wzgledem krzywej zwy-
rodniatej
Lo
a b 0,
to znaczy wzgledem asymptot hyperboli; kazda Srednica hyperboli
dzieli wiec zarazem na polowy odcinki zawarte migdzy asympto-
. tami i rownolegle do Srednicy z nig sprzezonej. Stad tez wynika,
iz kazda para frednic sprzezonych hyperboli rozdziela harmoni-
cznie pare jej asymptot.
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64. Wyznaczenie osi symetrji krzywe;j.

Z pojecia srednic sprzezonych wynika bezposredni i zreczny
spos6b wyznaczenia réwnan osi symetrji krzywej drugiego stopnia,
okreSlonej przez réwnanie (1). Mianowicie, w celu otrzymania
rownan tych osi, nalezy odszukac taka pare srednic sprzezonych,
ktoreby byty wzgledem siebie prostopadte.

- Otéz wiemy, Ze, jesli §rednica ma wspélezynnik katowy m,
to Srednica z nig sprzezona ma réwnanie

(10) (2Ax+ By-+D)-+m(Bx-+2Cy—+ E)=0
jej wspdtezynnik katowy ma wiee wartosé
m——Bm1%4
2Cm-+-B

Prosta (10) bedzie zatem osig symetrji krzywej (1), jesli spel-
niony jest warunek prostopadiosci

mm =—1
t. j. réwnanie

Bm—+24
“sem 3"

ofrzymujemy stad réwnanie drugiego stopnia
(11) Bm*+42(A—C)m—B=0

ktérego pierwiastki m,,m, sa wspélezynnikami katowemi szuka-
nych osi*); wstawiajge te wartosei na m w rownanie (10), ofrzy-
mamy osi symelrji danej krzywej drugiego stopnia. Poszukiwanie
§rodka jest wiec zbedne. W przecieciu tych osi z krzywa otrzy-
mamy jej wierzcholki.

Zagadnienie upraszcza si¢ w przypadka paraboli (B*— 4AC==0),
gdy rvéwnanie ma postaé

A (x+ g3y | Dx 4By +F=o0,
wiemy b(l)wiem odrazu, iz o§ jest réwnolegta do prostej x - 2% y=0,
a wiec dzieli na polowy cigciwy o wspélezynniku katowym m = %,
*) Wypadek B=0 jest oezywisty bezposérednio.
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podstawiajac te warto§é w réownaniu (10), otrzymamy odrazu row-
nanie osi paraboli

@Ax+3y+m+§%ﬁh+20y+Eh=0

t. j., po uporzadkowaniu,

2AD-BE
12 2Ax+By=—— I Wi s
- T )

Ze zwigzku miedzy wspoétezynnikami katowemi dwdéch Sred-
nic sprzezonych, ktéry mozemy napisaé¢ w postaci

1
A -28 (m-+m')+Cmm' =0
widzimy jeszcze, iz wspdlna wartoéé graniczna m, wspolteczynnikow
m i m' gpelnia zwigzek
(13) A+Bmy-+ Cm* =0

okreslajacy, jak wiemy, kierunki asymptot krzywej, co jest zgodne
z rozumowaniem poprzedniego artykulu.

65. Warunek réwnolegtoéci lub wspélnosci asymptot i osi
symetrji dwoéch krzywych.

Z réwnania $rednicy krzywej drugiego stopnia
RAx-}+By+D)+m(Bx+2Cy+E)=0

widzimy, iz kierunek $rednicy, odpowiadajacej danemu wspoétezyn-
nikowi m, zalezy tylko od stosunka miedzy wspoélezynnikami
A, B, C grupy kwadratowej Ax*-|- B xy- Cy® w rownaniu krzy-
wej, za$ poloienie Srednicy nie zalezy od wyrazu statego F. Jesli
wiec wspélezynniki wyrazow kwadratowych w réwnaniach dwdéch
krzywych drugiego stopnia

A x*4+B xy+Cy*+D x+E y+F=0
A x*+Bixy+Cy*+Dyx+ B y+ F =0
sa do siebie proporcjonalne:

4 __B_GC
A-BTC
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to srednice tych krzywych, odpowiadajgce temu samemu kierun-
kowi cigeiw (m), beda do siebie réwnolegte. Jesli wszystkie wspot-
czynniki réwnania krzywych, oprécz wyrazéw stalych F i F,, bedg
do siebie proporcjonalne:

Al__Bl . C1 :‘D_I_El

A B ¢ D E
wtedy rownania mozna sprowadzié¢ do postaci, réznigcych sie tylko
wyrazami statemi i oczywiScie obie krzywe bedq mialy wspdlne
wszystkie Srednice, odpowiadajace tym samym kierunkom cieciw (m).

Pamietajae teraz o znaczeniu, jakie majg osi symetrji krzywej
i jej asymptoty wzgledem pojecia Srednicy, wyprowadzimy naslg-
pujace wnioski.

WNIOSEK 1. Jesli wspdétczynniki wyrazéw Rwadratowych
w roéwnaniach dwdech krzywych drugiego stopnia sg odpowiednio
proporcjonalne, to krzywe majg osi symetrji i asymptoly row-
nolegte.

WNIOSEK 2. Jesli wszystkie wspotczynniki w réwnaniach
dwdech krzywych drz?gi‘ega stopnia, z wyjatkiem wyrazow sta-
tych I, s odpowiednio proporcjonalne, a zatem, gdy mozna te
dwa rownania sprowadzi¢ do postaci, roéznigeych sie tylko wyra-
zami statemi, to krzywe majg wspolne asymptoty i osi symetrji.

Odwrotnie, je§li dwie krzywe drugiego stopnia majg obie
asymptoty, a wigec wtedy i obie osi symetrji, do siebie réwnolegle,
to wspolezynniki wyrazéw kwadratowych w réwnaniach krzy-
wych bedg do siebie proporcjonalne; jesli zas dwie krzywe maja
wspélne obie asymptoty, co pocigga za sobg wspélno§é osi sy-
metrji, to mozna réwnania tych krzywych sprowadzié¢ do postaci,
roznigeych sie tylko wyrazem stalym.

Nadmienimy jeszcze, iz réwnoleglo$é Iub wspélnosé obu osi
symetrji dwoch krzywych nie pocigga za soba réwnolegtoSci lub
wspolnosci asymptot, a wiec nie pociaga tez za sobg powyzsze]
wihasnoSei wspoélezynnikéw réwnania.

Cwiczenia.
1. Wyznaczyé osi symetrji 1 wierzeholki stozkowych, okreslonych przez
réwnania :
xttxy 8+ x—py=0;
2x* dxy —ytx+y—1=0;
(x+38y)P-+x+y=0.
2. Wyznaczyé Srednice sprzezone elipsy jednakowej dilugosei.

Geomelrja Analityczna.
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3. Znalesé warunek réwnoleglo$ci i zgodnosci osi symetrji dwéech Krzy-
wyeh stozkowych, majgeyeh wogéle odmienne kierunki asymptotyczne.

4, Dowiesé, iz suma kwadratéw dwoch Srednic sprzezonych elipsy jest
wielkoseig stalg.

5. Dowiesé, i% asymptoty hyperboli réwnoosiowej sa dwusiecznemi kyta,
utworzonego przez dwie dowolne $rednice sprzgione.

ROZDZIAL XIV.

OGOLNA POSTAC ROWNANIA STYCZNEJ
DO KRZYWEJ DRUGIEGO STOPNIA.
BIEGUN | BIEGUNOWA. -

66. Styczna do krzywej drugiego stopnia.

Aby otrzymac¢ wspoélezynnik kgtowy styeznej w punkcie (x, y)
do krzywej drugiego stopnia, okre§lonej przez réwnanie w postaci
ogoblnej

f(xy) =Ax’+Bxy+Cy*+Dx+ Ey+ F=0,

rozniczkujemy obie strony danego rdéwnania, traktujac y, jako
funkeje zmiennej x, wypada

2Ax—|—By—i—D+%(Bx~}—2Cy—i—E)=0

stad otrzymamy zZgdany wspélczynnik kgtowy stycznej

dy _ _24x+By+D __ _ f:'(x.p)

dx BxJ2Cy~+E fu' (e, 9)
jeSi Bx+-2Cy-E+0 i réwnanie stycznej w punkcie (x,y):
) - 24x+By-+D, )

~ Bxt2CyL+ECT
lub ogélniej
1) X—x)Q@Ax+By+D)+(¥Y—y) Bx+2Cy+E) =0

X, Y oznaczaja wspélrzedne dowolnego punktu stycznej. Roéwna-
nie (1) przedstawia styczng do krzywej drugiego stopnia w punk-



