Jest to wlasnie warunek szukany. Rozwijajac wyznacznik
(13) wedlug wyrazéw pierwszej kolumny, otrzymamy szukany
zwigzek w tej postaci:

(13") Xy (Fo —Ys) 2 (s — y) + X3 (g, — ) =0

Warunek powyzszy wynika tez z r6éwnania (11). Istotnie,
aby trzy dane punkty A, 4, Az lezaly na jednej prostej, trzeba
i wystarcza, zeby réwnanie prostej, przechodzacej przez punkty
A, 1 A,, o postaci

(e — ) (¥ — y1) = (o — 41) (x — X))
spetnialy wspoélrzedne punktu Ay, stad wynika
(Ys — 71) (xa— x,) = (7, — 1) (x3 — xy)

zwigzek za$ ten sprowadza sie do zwigzku (13).

21. O przecieciv sie dwéch prostych.

Dane sg dwie proste, okre§lone przez réwnania

15 Ax+By+C=0
Asx - Byy+ C=0

Wspotrzedne punktu przecigeia tych dwéeh prostych. sa to
liczby (xq,#,), ktore spelniajg jednocze$nie obydwa zwigzki (14).
Poszukiwanie punktu przecigcia dwdch prostych sprowadza sie
wige do rozwigzania uktadu dwdch réwnan (14) z dwiema nie-
wiadomemi pierwszego stopnia. Wiemy (patrz dodatek o wyzna-
cznikach), iz uklad (14) posiada okreslone rozwiazanie (x, yo), to
znaczy istnieje okreSlony punkt przecigcia danych prostych, jesli
wspotezynniki niewiadomych w réwnaniach (14) spelniaja warunek

(15) Ay B, — A, B, 70 lub 4 £ 45
B 7 B,

Warunek ten ma prosty sens geomelryczny; wyznaczmy
mianowicie y w zaleznosci od x z réwnan (14), w zaloZeniu, iz
B, %0 i B, = 0, aby uwidocznié wspétezynniki katowe prostych;
olrzymamy

__ AL G
Y=7B "B
(16)
gt g L
Y= "3, B,

Geomelrja Analityczna. b
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Warunek (15) istnienia punktu przeciecia dwdch prostych
wyraza wiec, iz proste winny mie¢ rézne wspotezynniki katowe
t. j. winny nie byé réwnolegle. ' '

Rozwazmy wypadek osobliwy, gdy proste sa rownolegtle, t. j.

A, A,

wtedy niema wcale punktu przeciecia, gdy

7'{‘3,

1

to znaczy, gdy proste nie sg identyczne, istnieje za$§ nieskoncze-
nie wiele punktéw wspélnych, gdy

G _ G
B, B

co oznacza, ze proste o rOwnaniach(16) sg identyczne.

22. O przecieciu sie trzech prostych.

Dane sa trzy proste, przedstawione przez réwnania

Ayx+Biy+C=0
(18) Asyx -+ Byy+ Cy=0
A,y x + Byy _|_ Cy=0

Wogdle te trzy proste nie przecinaja sie w jednym punkeie,
to znaczy, iz para liczb, spelniajacych np. dwa pierwsze rdéwna-
nia, nie bedzie wogdéle spelniala trzeciego. Trzy proste (18) prze-
cinajg si¢ w jednym punkeie wtedy, jesli istnieje para liczb (x, y,),
spelniajaca jednoczes$nie trzy rownania (18). Wiadomo, iz jest to
mozliwe tylko wtedy, gdy wyznacznik utworzony ze wspétezynni-
kéow rownan (18) bedzie zerem?):

| 4u By, C
Ay By, C,

(19)
| 44, By, G |

=0

Jest to warunek konieczny, zeby trzy proste (18) przecinaly
sig w jednym punkcie, warunek ten jest zarazem wystarczajacy,
jesli dwie z nich maja okreslony jedyny punkt wspdiny.

'y Patrz art, 9 dodatku o wyznaeznikach.
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Wiadomo nastepnie, Ze, gdy dwa réwnania z dwiema niewia-
domemi np.

Aix+ B y+4C =0
Agx—i‘Bgy‘[_a_q:O

majg okreslone rozwigzanie, to wszelkie (rzecie réwnanie linjowe
Aa X _‘_' Bsg _}" C:l = 0

spelnione przez to samo rozwigzanie, winno byé kombinacjg lin-
jowg dwoch pierwszych. A zatem wtedy mozna dobraé takie dwie
liczby k, i ks, zeby byto

Ay=1Fky A, | R, A,
'(20) Bg‘ - kl 'Bl —J— k-_g B-_.
Cy=h C + k C

Kazda prosta, ktora przechodzi przez punkt przecigcia dwdich
prostych o réwnaniach
(21) Alx—i_Bly_[-Cl:O
Ay x+ Byy-+-C,=0

posiada wige rownanie o postaci
(22) ky (Ayx+ B,y ~+ C)+ky (Asx+ By + C3) =0

bedace kombinacjg linjowg roéwnan (21) dwdch danych prostych.
Jesli k, == 0, to rOwnanie (22) mozemy napisaé¢ w postaci

(23) A x ~+ By C ) (Ayx—+ Boy + C.) =0

gdzie ) jest stalym wspoélczynnikiem. Jest tez bezpodrednio oczy-
wiste, iz réwnanie (23) dla kazdej wartoSci A przedstawia prosts,
przechodzgca przez punkt przeciecia prostych (21): réwnanie
(23) jest bowiem pierwszego stopnia i lewa jego strona, dla do-
wolnego ), staje sig zerem, gdy na zmienne x i y wstawimy
wspolrzedne punktu przecigeia dwdéch prostych (21). Postaé (23)
bardzo utatwia rozwigzywanie zagadnien na proste, przechodzace
przez punkt przeciecia dwoch prostyeh danych.

ZAGADNIENIE 1. Znalesé rownanie prostej, ktora prze-
chodzi przez punkt przecigcia dwéch prostych danych o réwnaniach

2x — y+1=0
x+3y—565=0



T

i nadto przez punkt dany A (2,3). Dzieki rezultatom poprzednim
jest zbyteczne poszukiwanie wspotrzednych punktow przecigcia
prostych danych; mozemy odrazu powiedzie¢, iz réwnanie szuka-
nej prostej winno by¢ pewng kombinacjg linjowg réwnan prostych
danych, to znaczy winno mieé postac

(24) 2x—y+1+42(x+3y—5)=0

Réwnanie (24) przedstawia prostg, przechodzgcq przez punkt
przecigcia prostych danych, dla dowolnej wartoéci A, skorzystajmy
wiec z tej dowolnosci i tak dobierzmy A, aby prosta (24) prze-
chodzita przez punkt (2,3); otrzymamy warunek

22—34+1+4+22+38383—-5)=0
z ktoérego wynika

1
3

A= —

wstawiajge te wartosé do réwnania (24) i porzadkujac, otrzymamy
réwnanie szukanej prostej

bx—6y-18=0

ZAGADNIENIE 2. Znales¢ rownanie prostej, kiora prze-
chodzi przex punkt przecigcia dwdech prostych o réwnaniach
3x4-by—1=0
2x —Ty+38=0
i jest prostopadla do prostej y = 2x -|-1.
Jesli prosta przechodzi przez punkt przecigecia prostych da-
nych, to jej réwnanie winno mieé postaé
(25) 3x+by—142Q2x —T7y-+3) =0
nalezy teraz tak dobraé ), zeby prosta (25) byta prostopadta do
prostej ¥y =2x - 1t.j., zeby jej wspélezynnik katowy réwny byt
1
= Wyznaczajac z réwnania (25) y w zalezno$ci od x, mamy

2043 1—38)
y=7—5 *Ts—m
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stad otrzymujemy warunek prostopadiosci

2 1+3 _ 1
TA—56 2
z ktérego wynika

A= —
11

Wstawiajge te warto§é do réwnania (25), otrzymamy réwnanie
szukanej prostej

31x 62y — 14 =0

ZAGADNIENIE 3. Udowodni¢ analitycznie, it trzy $rod-
kowe tréjkata przecinajg sie w jednym punkcie.

Mozemy zawsze, dla uproszczenia, przyjaé¢ taki uklad wspol-
rzednych, aby dwa wierzcholki tréjkata lezaly na osi Ox, za$
trzeci wierzcholek na osi Oy. Rozwazymy wiec irdjkat, ktérego
wierzcholki znajduja sie w punktach nastepujgcych:

A (a,0); B (b,0); C(0,¢c)

Pamigtajac, iz wspoélrzedne Srodka odcinka réwnajg sie Srednim
arytmetycznym wspéirzednych jego koncoéw i stosujge postaé (11)
réwnania prostej, przechodzacej przez dwa punkty, otrzymamy na-
stepujgce réwnania $rodkowych danego tréjkata, wyprowadzonych
z wierzchotkow A, B, C:

(4) ecx+(2a—by—ac=0
(B) cx—+(2b—a)y—be=20
(C) 2¢cx+ (a+by— (a+bc=0

Widzimy odrazu, iz wyrazenie trzecie jest sumg dwoch pierw-
szych, a wigc trzy dane $rodkowe maja jeden punkt wspdlny.

23. Réwnanie prostej w postaci normalnej.

Rozwazmy dowolng prosta (D) na plaszezyinie. Wyprowadz-
my z poczatku uktadu prostopadla OP do tej prostej; niech spo-
dek tej prostopadtej P bedzie koncem wektora OP (rys. 48).
Polozenie proste] D wzgledem osi jest w zupelnosci okreSlone
przez dtugo$é p wektora O Pt. . odleglosé prostej od poczgtku uktadu
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i przez kat «, ktéry tworzy wektor OP z dodatnim zwrotem osi Owx.
Wielkosé p jest zawsze dodatnia, za$ o przybiera¢ moze wartosei
od 0 do 2=.

}J’
%,
P
| M (x) Y‘]
Ry :
'y
& il X
0 X M N
Rys. 48.

Aby otrzymaé réwnanie prostej, okreslonej przez parametry
p i ¢, zauwazmy, iz, dla dowolnego punktu M(x,y) tej prostej,
miara rzutu wektora O M na wektor O P jest stala i rowna p:

rzat O M= s
(na OP)

ale miara rzutu wektora OM rdéwna sie sumie miar rzutéow jego
sktadowych x i y, napiszemy wiec

rzat x-|-rzut y—p=>0
(na OP)

poniewaz za§ wektor O P tworzy z osig Ox kat ¢, a zosig Oy,

wedtug artykutu (4), kat f =2 — :— , otrzymamy wiec szukany zwigzek
w tej postaci:

(26) Xxcoseu—t gsine—p =10

ktéry nazywa sie rdwnaniem prostej w postaci normalnej.
Jedli réwnanie prostej ma postaé ogo6lng

(27) Ax-+By+C=0

w ktorej A i B nie mozna uwaza¢ za cosinus i sinus pewnego
kata, wtedy réownanie to sprowadzimy do postaci normalnej (26),
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dzielgc wszystkie wspélezynniki réwnania przez taka wielkogé X,
aby w otrzymanem réwnaniu

A B C
L XTT YT =0
\ 8 A
mozna bylo zalozyé
B .
=08 %; =sin =
I P&

Wielko$¢ & winna wiec spelnia¢ warunek

S
}\_ ¥, S
stad
r=+) A+ B

Postaé normalna réwnania (27) bedzie wiec jedng z dwoch naste-
pujacych:
28) dx e By+C 5

£y A= B

Poniewaz z zaloZenia p =0, wiec w rownaniu (28) naleiy
przed pierwiastkiem wzigé taki znak, zeby wyraz wolny otrzyma-
nego réwnania byl ujemny; tylko wtedy wspéiczynniki przy xiy
bedg co do wartosei i co do znaku przedstawialy cosinus i sinus
kata, ktéry tworzy z osia Ox prostopadta, wyprowadzona z po-
czatku ukladu do danej prostej. Oczywiscie, wykluczyliSmy tu
wypadek, gdy prosta przechodzi przez poczgtek ukladu, t. j. gdy
p=0.

Réwnanie prostej w postaci normalnej jest z tego wzgledu
dogodne, iz ulatwia znalezienie odleglo$ci dwéch prostych réwno-
leglych i odleglosci punktu od prostej.

ZAGADNIENIE 1. Wyznaczyé odlegtos¢ dwdch prostych
rownolegtych. Aby to zagadnienie rozwiazaé¢, sprowadzamy rowna-
nia prostych danych do postaci normalnej i wyznaczamy odleglosci
P11 p, tych prostych od poczatku uktadu. Odlegtosé ¢ miedzy danemi
prostemi bedzie réwna sumie odleglo§ei p, i p, lub ich réznicy, zalei-
nie od tego, czy poczatek ukladu lezy miedzy danemi prostemi, czy
tez poza niemi. Kwestje te rozstrzygniemy, jesli zwrécimy uwage
na znaki wspélezynnikéw przy x i y, po sprowadzeniu réwnan do po-
staci normalnej; a mianowicie, jesli wspétezynniki w obu réwnaniach
bedg mialy znaki zgodne, to wektory o warto§ciach p, i p, , prostopadte



do prostych i wychodzace z poczatku wspéirzednych, beda miatly
zwroty zgodne i, co zatem idzie, proste beda sie znajdowaly po
tej samej stronie poczatku O (0=|p,—p.|), Jjesli zas wspol-
czynniki odpowiednie bedaq mialy znaki przeciwne, bedzie to zna-
czylo, 7ze wektory prostopadle majg zwroty przeciwne, a wiec poczg-
tek uktadu bedzie lezat pomiedzy prostemi (3= p,~p.) (rys. 49).

y
Yy
4 I
\ \ f 0 1 X
Q"\-
% ;
Q'\
1 X
0 AN =
Rys. 49.

Przyktad. Niech bedg dwie proste réwnolegle o réwnaniach

2x —~y—"T=0;
4x —2y+43=0;

po sprowadzeniu do postaci normalnej, wedlug réwnania (28), mamy

2x—y— T 74
=i0: SR ass

V5 m=s
dx—2y+43 _ . S
—2V5 ’ 216’

widzimy, i% znaki wspolezynnikéw odpowiednich przy x i y sq przeciwne, a wige
katy, ktére tworzqg wektory prostopadle z osig Ox, rdéznig sie o =, wobec tego
odleglodé prostych bedzie

o 17
i=p - p.= ‘2'_!/?

ZAGADNIENIE 2. Wyznaczyc odlegtosé punktu danego od
prostej danej.

Metoda bezpoérednia polegalaby na odszukaniu punktuo prze-
ciecia prostopadlej, wyprowadzonej z danego punktu do prostej
i na wyznaczeniu odleglo$ci odpowiednich dwéch punktow.
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Zagadnienie mozna jednak znacznie profciej rozwigzaé przy
pomocy postaci normalnej. Niech wiec bedzie dany punkt M(a,d)
i prosta (D), majaca r6wnanie w postaci normalnej

(29) X cosa—-ysine — p=10

WeZmy pod uwage rzut O M’ wektora OM na o§ Os zgodnie
zwrécong z wektorem O P prostopadlym do danej prostej (rys. 50);

y
\ M (a, b’
\‘\ : %
\"‘MI
o
P
N
| X
0 \@\
Rys. 50.

poniewaz sktadowe wektora O M réwnajq sie wspéirzednym a i b,
wiec miara rzutu OM' jest nastepujaca: '

O M’ = rzut O M= a cos o.-}-b sin =
(na O s)

-

Aby obliczyé odleglo§é & punktu M od prostej D, wystarcz'y
zauwazy¢é, iz odleglo§é ta rowna si¢ wartoSci bezwzglednej wektora
PM'; otéz, wedlug twierdzenia Chasles’a, mamy

PM'=0M —OP
a zatem

(30) PM =a.cose—-b.sine—p

miara ta jest dodatnia, gdy punkty O i M leza w dwé6ch odmien-
nych czesciach plaszezyzny, oddzielonych od siebie prostg D, a wige
gdy wektor O M przecina prosta D, miara ta za$ jest ujemna, jesli
punkty O i M lezg po jednej stronie prostej D t. j., gdy wektor
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O M nie przecina tej prostej. Bezwzgledna warto$¢é wyraZenia (30)
bedzie wiec szukana odlegloScia 6 punktu M(a,d) od prostej (29):

(31) 6= |acoso-bsina— p|

Odlegtos¢ punktu (a,b) od prostej danej réwna sig wigc
wartosci bezwzglednej wyrazenia, znajdujacego sie po lewej stro-
nie danego rownania prostej w postaci normalnej, kiorg ono
przybierze, jesli na miejsce wspotrzednych biezgeyeh x i y wsia-
wimy wspotrzedne a i b danego punktu.

Jesli réwnanie prostej ma posta¢ ogdlng

Ax+By+0=0

to odlegto§é ¢ punktu (a,b) od tej prostej, wedlug postaci (28)
i twierdzenia (31), bedzie miata wartosc

o

ﬂf‘kﬁbﬂ;gr

(31) : i

|
Przyktad. Dana jest prosta:

3x—5y+1=01i punkt (1, —2),
mamy wiedy

&;
T —

i 3.1—5(—2)+41 _ 14
| y 84 5 ’_' Ve

ZAGADNIENIE 3. Znalesé rownania dwusiecznych hkglow,
utworzonych przez dwie proste o rownaniach

"

Ax-}+By-}C=0; Ax+Byt+C=0

Szukane dwusieczne sg miejscem geometryeznem punktow
jednakowo odleglych od danych prostych, a wiec punkly ich spet-
niajg réwnania

Ax+By+C _ | Ax{By+C
.F-'A'.* + B? == l_.":éi’f ‘E: B

24. Dwustosunek czterech punktéw.

Niech beds cztery dowolne punkty A; A, 43 4;, lezgce na jednej osi

o okreslonym zwrocie. Nazywamy dwustosunkiem *) tych czterech punktéw
nastepujace wyrazenie:
A Ay A4

(32) s _i

A[ “;1-4 AE A‘l-d_

*) Dwuslosunek nazywa sie tez inaczej sfosunkiem anharmonicznym.
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utworzone z miar wektoréw, lgezacych dane punkty. Kolejnosé, w jukiej wy-
mieniamy punkty A, 4, 43 4, ma oczywidcie wplyw zasadniczy na wartosé
utworzonego wyrazenia,

TWIERDZENIE. Jeslt cxiery proste, wychodzace z jednego punktu,
przetniemy dowolnemi siecznemi, o dwustosunek olrzymanych na kazdej siecz-
nej czlerech punkiéw przecigcia ma jedng i lg sama warlo$¢ dla wszysthich
stecznych,

Niech beda cztery proste o réwnaniach

(33) Y=mX; J=myX; §=myX; I = myx;

i dowolna prosta sieczna y = ax -} ), przecinajaca proste (33) w czterech punk-
tach A, 4, 4y A,. Odcigte tych punktéw bedyg wiee mialy warlodei

) b b b b
(34) e s Y Jy=m— = .
m, —a my—a ny—a my—a

Poniewaz stosunek miar wektoréw réwny jest stosunkowi miar ich rzu-
téw, mamy wiec

i& LA xw—m  nm—x

. — : y

A Ay A A N X —Xx

wstawiajge warto§ei (34), otrzymamy, po wykonaniu rachunkéw,

A A A, A, My— m,  Mg— Ny
(35) i, i, SO i S e SRR _"__;

4, A, A, A, my—m;  m— m.
dwustosunek punktéw przeciecin ma wige wartosé zaleing tylko od poloZenia
danych czterech prostych i jest zatem jednakowy dla wszystkich siecznych
e.b.d. d Jedli punkty A, A, A; A, sq ze sobg harmonicznie sprzeZone, to
Ay 4y A4, 4,

A, 4y Ay 4,
i dwustosunek (35) bedzie réwny — 1, wiec wiedy
my— m,  IMy—

(36) S =1,
my — m, my — My

Jesli zatem cztery proste przecinajq sie z pewng prosta w czterech punktach
harmonicznie sprzezonych, to wtedy wszelkq inng sieczng przecinajs tez w punk-
tach, tworzgcych czwoérke harmoniczng.

Takie cztery proste, spelniajyce zwigzek (36), nazywajg si¢ harmonicznie
sprzezone.

Cwiczenia..

1. Znalesé réwnanie prostej, wychodzgcej z punktu (1, —2), ktora dzieli
na polowy odecinek, zawarty miedzy punktami (3, 4) i (5, 7).

2. Znalesé réwnanie prostej, przechodzicej przez punkt (1, 3), ktoraby .

CA s g4 124

¢

tworzyta kat —:— z prostg y = 2x — 1. f’
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3. Dane sy wspéhrzedne wierzeholkéw tréjkata (1, 2): (8, 5); (—8, —4);
wyznaczyé réwnania bokéw.

4. Wspéhrzedne wierzchotkéw trojkata sg: (0,0); (1, 1); (2, —3). Zna-
le§é réwnania wysokoéei tego tréjleata i dowiesé, Ze one sie przecinajg w jed-
nym punkeie,

5. Przez punkt (4, 3) poprowadzié dwie proste, ktére dzielg na trzy
réwne czeSci odeinek, lgezgey punkty (1, 1) i (5, 2).

6. Dane sg dwie proste o réwnaniach
mx+4-2m—1)y-+3=0; (4m-—TNx—(m+2)y—8=0.

a) wyznaczy¢ warto§é parametru m, dla ktérej proste te sy do sie-
bie prostopadle i znale$¢ wtedy ich punkt przeciecia.

b) wyznaczyé m tak, aby te proste byly réwnolegle i znale§é wtedy
ich odleglosé.

7. Przez punkt (2, 3) poprowadzi¢ prosta, ktérej odleglosé od poczgtku
wspolrzednych réwnalaby sie 1.

8. Przez punkt przeciecia prostych o réwnaniach
—x+p—1=0 ; —2%xfp+1=0;

poprowadzié prosta, ktérej odlegloéé od punktu (2, 1) r6wnalaby sie danej
liczbie k. '

Przeprowadzié dyskusje. Przypadek k=1.

9. Dane sg cztery proste, przechodzace przez jeden punkt. Dowiesé, ze
proste te sg harmonicznie sprzeione, jeéli prosta sieczna, réwnolegta do jednej
% nich, przecina trzy pozostale w trzech punktach, ré6wnooddalonych od siebie.

10. Dowie§é analitycznie, iz

1) dwusieczne w trojlacie przecinajg sig w jednym punkeie;
2) wysokosci w fréjkacie przecinajy sie w jednym punkeie.

\

ROZDZIAEL IV.

WEASNOSCI FORMY KWADRATOWE.
ROWNANIE JEDNORODNE.

25. Okreslenie i wiasnosci formy kwadratowe;j.

Formg hwadratowq dwoch zmiennych niezaleinych x i y
nazywamy funkeje jednorodng drugiego stopnia:

e fx,p)=Ax*+Bxy-+| Cyp?

gdzie A, B, (C sg to wsp6lezynniki stale.
Zbadajmy zachowanie sie wyrazenia (1) dla réznych war-
tosci zmiennych niezaleznych x i y. Rezultaty otrzymane wazne



