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Cwiczenia.

1. Naszkicowa¢ metodami elementarnemi krzywe, odpowiadajgce funkejom:

-
at-17

2. Znalezé réwnanie we wspohzednyeh biegunowyeh krzywej y = x?

obierajac punkt (0,0) jako biegun, za§ o§ Ox za 0§ biegunowa.

y=a% p=2-—1; p= PB=ux

8. Dane jest réwnanie kola x*4-y*=¢® Znalesé¢ réwnanie tego kola

we wspdlrzednych biegunowych, obierajge punkt ( ;, O)j:\ko biegun, zas$ o$
odeigtych jako o$ biegunowas.
4. Dane sg zwigzki
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znale$¢ réwnanie lkrzywej.
5. Okresli¢ stopien krzywych algebraicznych, okreélonych przez zwiazki

Vx4V y=1;
)t g =1.

ROZDZIAEL IIL

ZAGADNIENIA DOTYCZACE LINJI PROSTEJ.

18. Réwnanie linji proste;j.

Polozenie dowolnej prostej D na plaszezyznie wzgledem
uktadu osi Oxy jest okresSlone w zupelnosci, jesli dany jest kat «,
ktory tworzy jeden z dwoéch zwrotow prostej z osig Ox i jesli
dane sa wspélrzedre (x,,y,) jednego punktu danej prostej M,.

Jeden zawsze z dwoch zwrotéw dowolnej prostej na plasz-
czyZnie tworzy z osia Ox kat zawarty w przedziale od 0 do =,
a drugi zwrot —kat w przedziale od = do 2= . Nadal, dla uprosz-
czenia, przez kat ', ktéry tworzy prosta z osig Ox, bedziemy
rozumieli kgt zawarty w przedziale od 0 do =.

Aby otrzymaé zwigzek miedzy rzedna y i odeieta x do-
wolnego punktu M danej prostej, zauwazmy, iZ miary rzu-
téw na osi wspélrzednych wektora M, M, laczgcego punkt staly
M, (x,,y,) z punktem dowolnym prostej M(x,y) wynoszg (rys. 44)

xX—x, i y—yo
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stosunek tych miar dla dowolnego punktu M danej prostej D
i tylko dla punktow tej prostej ma dang wartosc¢ statg

J—Yo

X — Xy = tge

jesli wykluczymy wypadek o — j

Rys. 44.

A wiec réwnanie prostej, przechodzqcej przez punkt (x,, y,)
i tworzgceej kat o z osig Ox, bedzie miato nastepujgcg zasadniczg
postac:

(1) Y— Yo=m(x— Xx,)

gdzie oznaczono
m=tga,

z postaci (1) korzystaé bedziemy stale w nastepujacych rozwa-
zaniach.

Z réwnania (1) wypadnie ostatecznie zaleino$é migdzy rzedna
i odcieta punktéw prostej D w postaci funkeji linjowej

(1) y=mx-+b

oznaczono tu
b= Yo— i x,



wyraz staty b przedstawia oczywiscie miare wekiora O P, kiory
dana prosta odcina na osi Oy, jesli bowiem podstawimy w réw-
nanie (1') warto§¢é x =0, to otrzymamy y=b.
Odwrotnie, dla dwoéch dowolnie danych stalych m i b,
zwigzkowi
y=mx-}b

y—b=mx

lub

odpowiada, wedlug postaci (1), okredlona linja prosta, przecho-
dzgca przez punkt (0,b) i tworzaca z osig Ox kat « taki, iz

lgo=m

Wielkosé stala m=1g« nazywa si¢ wspoéltczynnikiem
katowym prostej; charakieryzuje ona kierunek prostej na
ptaszezyZnie, ta sama bowiem warto§¢ na m odpowiada wszystkim
prostym rownolegtym do danej i tylko takim.

Wspotezynnik katowy jest dodatni, jesli prosta tworzy kgt
ostry z osiq O x, jest zas ujemny, jesli prosta tworzy kqt rozwarty.

W przypadku m =1, prosta tworzy kat -Z z osig O x, wreszcie

w przypadku m==0, jest rownolegta do osi Ox i wszystkie jej
punkty maja te samg rzedna
Y=Y

Jesli b =0, wtedy prosta przechodzi przez poczgtek uktadu
i réwnanie ma postac
y=mx;
w szezeg6lnoSei, rownania
U =xgy——%

odpowiadaja dwusiecznym katéw zawartych miedzy osiami wspol-
rzednych.
Jesli prosta, przechodzaca przez punkt (x.,2), jest prosto-
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punkt prostej czyni wtedy zados¢ warunkowi

padia do osi Ox, to znaczy == -, wtedy m nie istnieje; kazdy

x =X,

wszystkie bowiem punkty maja wtedy te samg odcieta.
W szczegélnodci, punkty osi odcigtych spetniajg rownanie

y=0
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za$ punkly osi rzednych, rownanie
x = 0.

Nadajac wspo6tezynnikom m i b w réownaniu (1') wszelkie
mozliwe wartoSei, otrzymamy uktad wszelkich prostych na pla-
szezyZnie, z wyjatkiem prostych réwnolegtych do osi Oy. Wiel-
kosei m i b w réwnaniu prostej, wyrozniajagce jedng prostg od
innych na plaszczyZnie, beda wige parametrami uktadu prostych.

Weimy teraz pod uwage ogélny zwigzek pierwszego stopnia
z dwiema zmiennemi

2) Ax+ By+ C=0

Jesli wspotczynniki wspotrzednych A i B nie sg rowne zeru
Jednoczesnie, to zbior punktow ptaszczyzny, kiérych wspotrzedne
prostokgtne (x,y) spetniajg rownanie (2), tworzy linje prosta.

Istotnie, z ré6wnania (2), w zalozeniu, iz B % 0, otrzymujemy

4. _C
¥=—=3*"B
a wiadomo, iz zbiér punktéw, odpowiadajacych tej funkeji, tworzy
linje prosta o wspélezynniku katowym
A

m=—-

B

ktora przecina oé rzednych w punkeie, majgcym rzedng

Jesli B=0, wtedy rownanie (2) daje okreslong i jedyng war-
tos¢ odcietej

odpowiada wige wszystkim punkiom prostej réwnolegiej do osi O y.
W przypadku, gdy A = 0, réwnanie (2) daje jedyna warto§é
rzednej
== B

odpowiada wiec punktom prostej réwnolegtej do osi O x.
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JeSli w réwnaniu prostej znika wyraz staly C, to znaczy ro-
wnanie ma postaé

Ax+By=0

wtedy prosta przechodzi przez poczgtek uktadu.
Gdyby w réwnaniu (2) wspolezynniki A i B znikaly jedno-
cze$nie, zas C bylo odmienne od zera:

A=0; B=0; C#0

to zwigzku takiego nie spelnialby zaden punkt plaszczyzny; gdyby
za§ wszystkie wspolezynniki znikaly

A=0; B=0; C=0

to zwigzek spetniony byiby, jako tozsamosé, w kazdym punkcie
plaszczyzny.
Rownanie pierwszego stopnia

2 Ax+By+C=0

w htorym wspotezynniki A i B nie znikaja jednoczesnie, jest wiec
odpowiednikiem analifycznym pojecia prostej na ptaszezyinie;
w zagadnieniach geometrji analitycznej zdanie ,dana jest linja
prosta” oznaczaé¢ bedzie zatem, iz dane jest rownanie o postaci (2'

Wielko§ei zmienne x i y, wystepujace w rownanin prostej,
nazywamy tez wspdtrzednemi biezgcemi.

Przypominamy, iz, wedlug poprzedniego rozwazania, wspoi-
czynnik katowy prostej, okre§lonej przez réwnanie w postaci ogol-
nej (2), réwny jest wspélczynnikowi wspoélrzednej x, ktéry otrzy-
mamy, wyznaczajac z danego réwnania rzedng y w zaleznoSci od
odcietej x.

Z réwnania np.

bxt+T7y+4+3=0
otrzymujemy -
5 3

y=—7%"17

'w3p61czynnik katowy danej prostej ma wiec wartos¢

—
=7

a zatem prosta tworzy kat rozwarty z osig O x.
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Widzieliémy juz, iz polozenie linji prostej, okreslonej przez
réwnanie ogélne (2), zalezy tylko od stosunkéw migdzy wspolezyn-

nikami np. ﬁ i g, lub ﬁ i i , aby wige dwa réwnania pierwszego
stopnia

Ax+By+C=0

Ax+By+C=0

przedstawiaty jedna i lg samgq prostg, trzeba i wystarcza, aby
odpowiednie wspétezynniki w tych rownaniach byty do siebie
proporcjonalne:

A'=FkA
B'=FkB
C'=k0C

warunki te moZemy tez napisa¢ w postaci symetrycznej

A B c

== g

umawiajgc sie fednak, iz, w razie gdy jeden lub dwa mianowniki
sg rowne zeru, liczniki odpowiednie sg tez réwne zeru.

Z réwnania prostej nieréwnolegltej do osi wspélrzednych
mozemy zawsze znale$¢ okre§lona warto§é jednej wspoélrzed-
nej, jesli dana jest z géry warto§é drugiej. Znajdimy wiegc,
wedlug tej uwagi, punkty przecigcia prostej z osiami wspélrzed-

y

o

Rys. 45.

nych. Punkt P przecigcia danej prostej z osia Ox, bedzie to taki
punkt na prostej, ktorego rzedna y réwna sie zeru; w celu znalezienia
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odpowiedniej odcietej O P, podstawmy wiec w réwnanie (2) war-
tos¢ y==0, wypadnie wtedy wartosé odcietej

X = O P = A
Podobnie, podstawiajac x=0 w réwnanie (2), otrzymamy
rzedng
= O
y=10Q = B
punklu przecigcia @ prostej z osia Oy. Oznaczmy przez @ i b
wspélrzedne OPi 0Q: '
a=— Lp b=— )
A7 B’

wtedy roéwnanie prostej (2) napiszemy w tej postaci:

®) T h=1

jest to t. zw. postac¢ odcinkowa réwnania prostej, dogodna w nie-
ktérych zagadnieniach. OczywiScie powyisze rozumowanie wymaga
zafozenia, iz A== 0, B£0, C# 0.

19. Réwnania parametryczne prostej.

Niech bedzie, jak poprzednio, prosta D, przechodzaca przez
punkt dany M, (v, ¥y,) i tworzgeca kat dany o z osig Owx. Obie
wspolrzedne x i y dowolnego punktu prostej M mozna wyrazié
w prosty spos6b w zalezno$ci od miary p wektora M, M, laczacego
punkt staty M, z punktem zmiennym M (rys. 44). Mamy miano-
wicie, wedlug twierdzenia o rzucie wektora,

X — Xy = [ COS &

y—Yy,=psina
otrzymamy stad wzory
4)

x=2x,} pcosa
y=1y 1 psinz

przedstawiajace wspoéirzedne biezgce punktu prostej w zalezno$ci
od zmiennego parametru p, to znaczy, wedlug art. 15, réwnania
parametryczne prostej.
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Uiycie réwnan parametrycznych jest czesto dogodniejsze od
bezposredniego wyrazenia rzednej przez odciety
y=mx-—+b
z tego powodu, iz obejmuje wszelkie polozenia prostej, nie wy-
kluczajac przypadku :g—L.
20. Kqgt miedzy dwiema prostemi.

Dane sa réwnania dwéch prostych w postaci

i y=m x4,
©) y=myx—+b

Proste dane tworzg z osig Ox katy ¢, i o, takie, iz

tg o, = m,
tg oy = m,

()

Mozemy zawsze zatozy¢, iz katy o, i «, zawierajq sie w prze-
dziale od 0 do =.

y

Rys. 46,

PoprowadZmy przez poczatek ukiadu dwie osi réwnolegle do pro-
stych danych i majace zwrot, odpowiadajacy katom o, i o, z osig Ox
(rys. 46); kat ¢ zawarty miedzy temi osiami bedzie réwny jednemn
z dwéch katéow, zawartych migdzy danemi prostemi. Mamy jednak

=0y —d
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jesli zatozymy, iz o, >a,; mozemy latwo wyrazié tangens tego
kata © w zaleinoéci od m, i m,, mianowicie

tg o, —tga,
tge=tg (o, —a,) = T—-g}—_;g 5 fga“_, =
skad, wedlug (5'), o
6 — m1 —m,
: ) =T

Dwie proste tworzg ze soba dwa katy przylegle, ktorych
tangensy réznig sie tylko znakiem. Jesli wiegc przez ¢ bedziemy
oznaczali ten z dwéch katéw miedzy prostemi, kidry jest mniejszy
odw, to tangens jego bedzie wogéle rowny bezwzglednej wartosei
wyrazenia (6); napiszemy to w sposéb nastepujacy:

6; Pl ml '__ m:!
(9} gy ‘-1—i~mlm._;\

Jes§li dwie proste sg rownolegte, wtedy v =0, tgp=0, aza-

tem wspotczynniki kgtowe winny byé sobie rdéwne:

(7) -
Je§li dwie proste sg do siebie prostopadte, wtedy ¢ = Z, wiec
Cotgo= 1__|_ m;nty __ 0
Comy —my

stad wypada 1-+m; my,=0, lub tez zwigzki

1
(8) mm,=—1; _H'El:-—}}}—:;
Aby wiec dwie proste byty do siebie prostopadte, trzeba
i wystarcza, zeby iloczyn ich wspotczynnikow kgtowych rownat sie
jednosci ze znakiem ujemnym.
Wsp6tezynniki katowe dwoéch prostych prostopadiych majg
zatem przeciwne znaki.
Przyktad 1. Proste okreSlone przez réwnania
y="1x; p=Tx—3; y="Tx4+2;
sq do siebie réwnolegle.
Przyktad 2. Proste okreflone przez réwnania
y=38x—2>5; y:——;—x-l—l;

sq do siebie prostopadle.
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Przyklad 3. Znalezé kat zawarty migdzy prostemi:
2x 438y =5, Tx—dy=1.

Wiemy, iz kat miedzy prostemi zalezy tylko od wspélezynnikow kgtowych
tych prostych. Aby wspélezynniki te otrzymaé, nalesy z kaidego ze zwigzkow
danych wyznuezyé y w zaleinoSei od x:

2 5 7 1
p=—gxtgi ¥= 43— g

Wspélezynuiki zmiennej x, ktére w ten spoiéb ofrzymamy, bedg wlasnie
wspoélezynnikami katowemi

my=-

2
m; =y

4?

a wiec, na zasadzie wzorn (6'), bedziemy mieli wartosé

. 4 29
g9 ) . 9 7 _2
T

okreslajaca kat «.

20. Prosta, przechodzqca przez punkty dane.

Zagadnienie, dotyczgce wyznaczenia analitycznego prostej,
spetniajacej dane z géry warunki, sprowadza si¢ do wyznaczenia
warto§ci dwoch parametfrow mi b, tkwigcych w rownaniu prostej. -
Z tego powodu warunkéw niezaleznych w zagadnieniu nie powinno
byé wiecej niz dwa,

ZAGADNIENIE 1. Znale$é rownanie prostej, kfora prze-
chodzi przez dany punkt A(x,,y,) i jest rownolegta lub prosto-
padta do danej prostej o réwnaniu

y=mx-+=k

Prosta réwnolegta do danej prostej ma ten sam wspélezynnik
katowy, za$ prosta do danej prostopadta ma wspélezynnik katowy

1
m

stad, na zasadzie réwnania (1), widzimy, iz prosta, przechodzaca
przez dany punkt (x,, y,) i rtéwnolegta do danej prostej, ma réwnanie

J— Yo=m(x —x,)



za$ prostopadia, wyprowadzona z punktu (x,,y,) do danej prostej,
ma rownanie

1
U=l =— m (x—xu‘.

Przyktad. Wyznaczyc rownanie prostej, kiéra przechodzi przex punkt
(1, —3) i jesl prostopadla do prostej y =38x—1.
Wedlug zwigzku (1), réwnanie szukanej prostej winno mieé posiac

y—(=3)=m(x—1);

aby znale§¢ m zauwazmy, iz prosta szukana ma byé prostopadly do prostej
y=23x—17, wiec m winno byé réwne odwrotnoéei z przeciwnym znakiem wspét-

czynnika katowego tej prostej t.j. m = — ;, bedzie wiee
1
p+3=— 3-(-\'- 1)
a po uporzgdkowaniu
x+3y4+10=0.

ZAGADNIENIE 2. Znalesé rownanie prostej, przechodzqcej
przez dwa dane punkly A(x;,y,) i B(xy,Yy,).

y
M x, yl

-A(K:. YI)

()
]
I
]
|
|
I
]
]
[}
I
L

0 A B' M'

Rys. 47.

Jesli prosta przechodzi przez punkt A(x,,y), to, wediug
zwiazku (1), jej réwnanie winno mieé¢ postacé

(10) y—yi=m(x—x)

warto§é wspoélczynnika m wyznaczymy z drugiego warunku, wedtug
ktérego réwnanie winno byé spetnione w punkcie B(x,,y.)

¥y — gy = m(x, — xy)



stad’
m=0"
Xy — Xy

Rezultat ten jest oczywisty geometrycznie, gdyz x,— X,
i yo—y, sa to miary rzutéw wektora AB na osi wspéhrzednych,
ich stosunek zatem przedstawia tangens kata nachylenia prostej
szukanej. Wstawiajgc warto§¢ na m w réwnanie (10"), otrzymamy
szukane réwnanie prostej, przechodzgcej przez dwa dane punkty:

s — 1
(11) p—m=1 =)
oczywiscie wykluczamy tu wypadek x;, =ux,.
W przypadku szczegélnym, réwnanie prostej, przechodzgcej
przez poczatek ukladu i przez punkt dany (x,, 77;), bedzie miato postaé

/8
L/

ZAGADNIENIE 3. Znales¢ warunek, ktory winny spetniaé
wspotrzedne trzech punkiow A, (x,y,); As(Xs, ) ; A(xy, ys) aby
te trzy punkty lezaly na tej samej prostej.

Wlasno$§é geometryczna znajdowania sie trzech danych punk-
tow na jednej prostej wyraza si¢ analitycznie, iz istnieje takie row-
nanie pierwszego stopnia

Ax+By+C=0

X
Xy

ktore jest spelnione w trzech danych punktach, to znaczy, iz za-
chodzg trzy zwigzki

Ax;+By, +C=0
(12) Axy,+By,+C=0

Ax,+By,+C=0

Ot6z wiadomo (patrz art. 8 dodatkn o wyznacznikach i ro6wna-
niach linjowych), ze warunkiem koniecznym i dostatecznym spel-
nienia trzech zwigzkéw jednorodnych (12) przez trzy liczby 4, B, C
niewszystkie rowne zeru jest znikanie wyznacznika utworzonego
ze wspolezynnikéw przy liczbach 4, B, C:

i-‘fnyui
(13) .J-‘g;y-_g,l =U'
Xy, Y5, 1



Jest to wlasnie warunek szukany. Rozwijajac wyznacznik
(13) wedlug wyrazéw pierwszej kolumny, otrzymamy szukany
zwigzek w tej postaci:

(13") Xy (Fo —Ys) 2 (s — y) + X3 (g, — ) =0

Warunek powyzszy wynika tez z r6éwnania (11). Istotnie,
aby trzy dane punkty A, 4, Az lezaly na jednej prostej, trzeba
i wystarcza, zeby réwnanie prostej, przechodzacej przez punkty
A, 1 A,, o postaci

(e — ) (¥ — y1) = (o — 41) (x — X))
spetnialy wspoélrzedne punktu Ay, stad wynika
(Ys — 71) (xa— x,) = (7, — 1) (x3 — xy)

zwigzek za$ ten sprowadza sie do zwigzku (13).

21. O przecieciv sie dwéch prostych.

Dane sg dwie proste, okre§lone przez réwnania

15 Ax+By+C=0
Asx - Byy+ C=0

Wspotrzedne punktu przecigeia tych dwéeh prostych. sa to
liczby (xq,#,), ktore spelniajg jednocze$nie obydwa zwigzki (14).
Poszukiwanie punktu przecigcia dwdch prostych sprowadza sie
wige do rozwigzania uktadu dwdch réwnan (14) z dwiema nie-
wiadomemi pierwszego stopnia. Wiemy (patrz dodatek o wyzna-
cznikach), iz uklad (14) posiada okreslone rozwiazanie (x, yo), to
znaczy istnieje okreSlony punkt przecigcia danych prostych, jesli
wspotezynniki niewiadomych w réwnaniach (14) spelniaja warunek

(15) Ay B, — A, B, 70 lub 4 £ 45
B 7 B,

Warunek ten ma prosty sens geomelryczny; wyznaczmy
mianowicie y w zaleznosci od x z réwnan (14), w zaloZeniu, iz
B, %0 i B, = 0, aby uwidocznié wspétezynniki katowe prostych;
olrzymamy

__ AL G
Y=7B "B
(16)
gt g L
Y= "3, B,

Geomelrja Analityczna. b



