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56. Zagadnienia dotyczqce stycznej do elipsy.
ZAGADNIENIE 1. Wyznaczyc¢ warunek, aby prosta

y=mx-+n
byta styczna do elipsy

XY

a‘! + b2 =

Warunek ten wyrazi sie¢ pewnym zwiazkiem miedzy para-
metrami m i n danej prostej. Aby ten zwiagzek otrzymaé, wstawmy
warto§¢ y=mx-n w réwnanie elipsy, otrzymamy wtedy row-
nanie

x? (mx-+n? __
(16) o o 1

okreslajgce odciete punktéw przeciecia elipsy z dang prosty. Wa-
runek stycznoSci szukany wuzyskamy, piszac, iz réwnanie (16)
ma jeden pierwiastek podwéjny. Porzadkujgc we wiasciwy spo-
sob to réwnanie, otrzymamy

amn O+acm)x*+2mna®x—a* (b*—n*) =0
przyréwnywujac wige wyréznik jego do zera
(mna’) — a* (b —n?) (b*+a*m?) =0

bedziemy mieli, po uproszczeniu, warunek konieczny i wystarcza-
jacy stycznosci prostej o réwnaniu y=mx-}-n do elipsy da-
nej w postaci zwigzku

18) V+a*m*—n*=0;

odpowiedni punkt styczno$ci okreSlimy z réwnania (17), mamy
wtedy odecieta

y—_ _mna
b + a* m?

Zwigzek (18) okresla uklad prostych stycznyeh do danej
elipsy; w ukladzie tym jeden z parametréw (m,n) mozna podaé
zgbry, za§ warto§¢é drugiego nalezy wtedy odpowiednio dobradé,
wedtug zwigzku (18). Widzimy, iz podanie dowolne parametru m
nie podlega zadnemu ograniczeniu, natomiast warto§é bezwzgledna



— 181 —

parametru n» nie powinna byé mniejsza od b, co jest oczywiste
z geomefrycznego punktu widzenia, bowiem n jest miara wektora,
odcietego na osi Oy przez styczna.

ZAGADNIENIE 2. Znales¢ rownanie styeznej do elipsy
v _
+b_

wyprowadzonej z danego punktu zewnelrznego M (o.,0). Zagad-
nienie to mozna rozwigza¢ dwoma sposobami:

1°) wyznaczajac wspdtezynnik kalowy stycznej przez badanie
przecigcia si¢ elipsy z pekiem prostych, wychodzacych z punktu
danego M («,0);

2°) wyznaczajac wspdtrzedne punktu stycznosci (x,y) przez
korzystanie z postaci gotowej réwnania stycznej do elipsy w tym
punkcie (x,y).

Metoda pierwsza.

W réwnaniu peku prostych, wychodzgcych z punktu danego
M(«,B),

(19) y—PR=m@x— )
nalezy tak dobra¢ wspdéiczynnik katowy m, aby to réwnanie
przedstawialo styczna do danej elipsy.

Ot6z mozna tu odrazu skorzystaé¢ ze znalezionego juz wa-

runku stycznoSci w postaci (18); piszac mianowicie réwnanie pro-
stej (19) w postaci

y=mx- (B —ma)
i podstawiajac do warunku (18) waxjtoéé
ﬁ =f—ma,
otrzymamy nastepujacy zwiazek:

V+a*m?— (f—ma)=0
lub
20) (@ —a*)m*+2eBm—+ (0> —F)=0
Pierwiastki otrzymanego réwnania bedsg wladnie szuka-

nemi wsp6élezynnikami katowemi stycznych, wychodzgcych z da-
nego punktu (2,f) (rys. 96). Roéwnanie (20) posiada dwa pier-
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wiastki rzeczywiste m, i m,, jeSli a*—a’5=0 i gdy wyrdznik
jego jest dodatni: '

o2 ﬁ?_(QE_a‘J) (b'l__[aEJ -~ 0

lub, inaczej piszae, jesli

Al[xhyl}

Rys. 96.

W przypadku szczegélnym, gdy a*—o*=0, t. j. e=+a,
rownanie (20) jest pierwszego stopnia i ma tylko jeden pierwia-
stek pojedyniczy

b? — @
M=—"7%ap
(gdy nadto f==0), w tym jednak wypadku istnieja réwniez dwie
styezne do elipsy, wychodzace z punktu («,f), bo, oprécz prostej
o znalezionym wsp6lczynniku katowym m, bedzie réwniez styczng
do elipsy w jej wierzcholku prostopadla x=o¢= -+ a do osi Ox,
wychodzgca z danego punktu.

Z danego punktu zewnetrznego M («,f) mozna wigc wypro-
wadzi¢ dwie styczne do elipsy. Réwnania tych stycznych otrzy-
mamy, podstawiajac do zwiazku(19) pierwiastki m,, m, réwnania (20).

Metoda druga.

Nalezy wyznaczyé wspéirzedne (x,y) punktn styezno$ci, wie-
dzac, iz styezna przechodzi przez dany punkt M (e, f); otéz anali-
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tycznie oznacza to, iz réwnanie stycznej do elipsy w punkeie na-
razie nieznanym (x,y)

(21) ;\1 + b.é —=

winno by¢ spelnione, jesli zamiast wspéirzednych biezgeych styez-
nej (X, Y) wstawimy dane wspéhrzedne (,5) punktu M, mamy
wiec taki zwigzek miedzy niewiadomemi x i y:

: %X { /.
22 a? 5 b*
Z drugiej strony wiemy, iz punkt stycznosei (x,y) spelnia
réwnanie elipsy
.\‘."’

W
s+ L=1;

(23)
mamy wiee dwa ‘zwigzki (22) i (23), okreslajace niewiadome
wspolrzedne punktu stycznosci (x,y).

Rozwigzujge uktad rownan (22) i (23), okazemy, iz w przy-
padku, gdy

« b—

to znaczy, gdy punkt (,f) lezy zewnagtrz obszaru zamknigtego
elipsa, istnieja dwie pary rozwigzan (x;,#) i (xs,¥.). A zatem
istnieja wogéle dwie styczne do elipsy, wychodzace z punktu (2, f).
Znajdzmy teraz interprelacje geometryczng ukladu réwnan (22)
i (23). Wszelkie pary liczb (x,y), spelniajace tylko réwnanie (22),
sq wspolrzednemi punktéw, tworzgeych pewngq linje prosta, albo-
wiem zwiazek (22) jest pierwszego stopnia wizgledem x i y. Wszel-
kie za§ pary liezb (x,y), spelniajace tylko zwigzek (23), sa wspol-
rzednemi punktéw danej elipsy. A zatem, poszukiwane wyzZej
punkty stycznosei A, i 4,, ktorych wspélrzedne (x;,y,) i (xy, )
spelniaja jednoczesénic obydwa zwiazki (22) i (23), sg punktami
przeciecia pewnej prostej o réwnaniu:

o X H q

(24) i o

z elipsg o réwnaniu (23). Jesli wiee w réwnaniu stycznej (21) usta-
limy wspoélrzedne biezace (X, Y), nadajac im wartoei («,0), za$

Geometrja Analityczna. 13
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traklowaé bedziemy symbole x i g, jako wielkoSci zmienne, to otrzy-
mamy rownanie (24), ktére przedstawia prosta, tgczacqg punkty stycz-
nosei A, i A, stycznych do elipsy, wyprowadzonych z punktu
M(2,B) (rys. 96). Ciekawy ten rezultat wskazuje, iz odszukanie
réwnania cieciwy, faczacej punkty stycznoSci A; i A,, poprzedza
odnalezienie samych tych punktéw; mianowicie wpierw otrzymu-
jemy réwnanie prostej (24), nastepnie za$§ odnajdujemy jej prze-
ciecia A, i A, z elipsa. Polozenie prostej (24) zalezy od polozenia
punktu M(«,f); prosta ta nazywa sie¢ biegunowa punktu M,
za$ punkt M zwie sie jej biegunem. Nieco pézniej uogélnimy
definicje biegunowej dla dowolnego polozenia bieguna. Jesli
wspoélrzedne («, ) spelniaja réwnanie elipsy danej, to znaczy, gdy
punkt M lezy na elipsie, wtedy réwnanie (24) przedstawia styczng
do elipsy w punkeie (2, ).

ZAGADNIENIE 3. Znalesé rownanie stycznej do elipsy

x2 yz
BTl
réwnoleglej do danej prostej
y=max.

Metoda pierwsza. Znajac wartos¢ wspélezynnika kato-
wego m szukanej stycznej, mozemy natychmiast wyznaczyé drugi
parametr n réwnania stycznej

y=mx-+n
ze znalezionego juz poprzednio warunku stycznosci

V4 a*m?—n*=0;
otrzymamy
n=+ Vi n,

istniejg wiec dwie styczne réwnolegle do prostej y = m x, okreslone
przez réwnania

y=mx-+\ b --a*m’
widzimy, iz s3 one polozone symetrycznie wzgledem $rodka
elipsy (rys. 97).

Metoda druga. Metoda ta polega na okresleniu wspél-
rzednych (x, y) szukanych punktéw stycznoéei. Otéz wykazywa-
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lismy juz, iz wspolezynnik katowy stycznej do elipsy w punkcie
(x, y) ma wartosé

. -
M|x, y}_= %"@

I\r'fg

A

Rys. 97.

warunek rownolegloSci stycznej do prostej o réwnaniu

y=mux
wyrazi sie wiec zwigzkiem
2
(25) —OE v,
ay

ktory, tacznie z rownaniem elipsy

32 y'z
(26) St+d=1,
pozwoli okresli¢ niewiadome wspélrzedne (x,y) punktu stycznoéci.
7Z ukladu réwnan (25) i (26) otrzymamy dwie pary rozwigzan,
a wigc dwa punkty stycznoséci. Z punktu widzenia geometryczne-
go, poszukiwanie rozwigzan ukladu réwnan (25) i (26) oznacza
poszukiwanie punktéw przeciecia sig¢ elipsy (26) z krzywg o réw-
naniu (25), w ktérym (x,y) bedziemy traktowaé jako zmienne.
Ale réwnanie (25) jest pierwszego stopnia, a zatem przedstawia
ono réwnanie cieciwy M, M,, laczacej szukane punkty stycznosci
(rys. 97). Rozwigzania istniejg dla kazdej wartoSci na m.
ZAGADNIENIE 4. Wyznaczyé miejsce geometryczne punk-
tow na ptaszezyinie, z kitorych styczne wyprowadzone do elipsy
sq do siebie prostopadte.
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W tem zagadnieniu naleiy oczywiScie uzyé zwigzku (18), nie
wprowadzajge wspolrzednych punktéw stycznosei. Oznaczmy przez
(xy,7,) wspotrzedne jednego z punktéw szukanego miejsca geo-
metrycznego. Prosta, przechodzgca przez ten punkt, ma réwnanie

(27) y—ygy=m(x —x,)
lub
(28) y=mx+ (y,— mux,)
Aby ta prosta byla styczna do elipsy danej o réwnaniu
; -+ ‘g =1, trzeba i wystarcza, zeby byt spelniony warunek (18);

poniewaz w danym wypadkue bedzie n=y,—mux,, olrzymamy
wiec taki warunek stycznoSci:

(29) b+ atm? — (g, — mx,)* =0,
ktory okresla dwie wartosei wspétezynnika katowego m tych z po-

miedzy prostych (28), wychodzacych z punktu (xg,y,), ktére
sq styezne do elipsy.

M (Xn, yn)
:
2

Rys. 98.

W naszem zagadnieniu szukamy takich punktéw (x,, y,), aby
styczne, wyprowadzone z kazdego z nich do elipsy, byly do siebie
prostopadte (rys. 98), to znaczy, aby p1erw1astk1 my; i m, réwna-
nia (29) spelniaty warunek:

mym,=—1
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Otoz, porzadkujae odpowiednio réwnanie (30), mamy:

(@ —x ) m*+2x,y,m-(b* — 7 =0
stad
my m,=— .ii;__'___.f}’n;
a7 — Xo*

A zatem styczne, wyprowadzone z punktu (x,,y,) do elipsy,

beda do siebie prostopadle, jesli wspohrzedne tego punktu spetniaja
zwigzek

e
a— X"

wypada stad

(30) X F n=a "E“ b*

A wiec szukane miejsce geometryczne jest okregiem kota
0 promieniu -
V a® - b*

majacego Srodek w srodku elipsy (kolo Monge'a) (rys. 98).
ZAGADNIENIE 5. Z danego. punktu na osi elipsy wy-
prowadzié normalng do tej elipsy.
Niech bedzie réwnanie elipsy

R
&y
c::[E—J’_a’;ll2

i dany punkt P(0,y,) na osi. Roéwnanie normalnej do elipsy
w punkcie M (x,y) ma postaé

Y—y=2H(x—ux)
b x

zadajge, aby ta normalna przechodzila przez dany punkt (0, y,),
otrzymamy odrazu warto§é¢ rzednej niewiadomego punktu elipsy M

2

Y= Hos

B —t

z réwnania elipsy otrzymamy nastepnie odpowiednig odciety

- bzyz_
—tay/1— OO
TR I =y
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Jesli wiec rzedna danego punktu P spelnia warunek

=]
b

Yo | <<

to, oprécz oczywistej normalnej, schodzacej sie z osia Oy, z punktu P
mozna wyprowadzi¢ nadto dwie normalne do elipsy w punktach
M i M', symetrycznie polozonych wzgledem osi Oy (rys. 99).

y

Cwiczenia.

1. Znaleéé réwnanie elipsy we wspé6lrzednyech biegunowych, przyjmujac
$rodek elipsy jako biegun.

2. Dowiesé, iz suma odwrotnosei kwadratéw dwdéch grednic elipsy do
siebie prostopadlych jest wielkoscig stalg,

3. Dowie&é, iz iloczyn odlegloSei od &rodka elipsy punktéw przecigcia
normalnej i styeznej w dowolnym punkecie elipsy z oslg duza jest wielko-
4cig stalq.

4. Dowiesé, iz odcinek stycznej w dowolnym punkecie elipsy, zawarty
migdzy punktami przecigcia sig tej stycznej ze stycznemi w koncach osi duzej,
jest widziany z oguniska pod kgtem prostym.

5. Z punktu (2, 3) wyprowadzié styczng do elipsy
x* - 2y = 1.
6. Poprowadzi¢ styczng do elipsy
2y -+ 3t =1
prostopadla do prostej y = 7.
7. ZnaleSé réwnanie kola stycznego do elipsy
x4 =1
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w punkeie (1, 2) i do osi Ox. [Nalezy napisaé, i érodek kola lezy na normal-
nej do elipsy w punkeie (1, 2)]. —

8. Znaleéé réwnanie kola, przechodzicego przez punkt (3,1) i stycznego
w punkeie (1, 2) do elipsy

3 Ly ="

0. Dowie§é, iz powierzchnia rdéwnolegltoboku, opisanego na elipsie,
jest stala.

10, Znale§é réwnanie elipsy, kiére] ogniskami sg dwa dane punkty
(e, 0) i (—e, 0) i ktéra przechodzi przez punkt (xg, go).

Dyskusja.

11, Normalna w dowolnym punkeie elipsy przecina osi elipsy w punk-

tach Pi @ Wyznaczyé miejsce geometryczne punktow przecigeia réwnoleglych
do osi, poprowadzonych przez punkty Pi Q.

ROZDZIAL XL

WEASNOSCI SZCZEGOLNE HYPERBOLI.

57. Promienie wodzgce hyperboli.

Aby otrzymaé¢ pewne wilasnosci hyperboli o réwnaniu
(1) =P

zwréémy uwage na rachunki, ktére doprowadzily nas do wiasnosci
elipsy i zmieiimy je, podstawiajac — b’ na miejsce b

B M (x, y)

M)

A oM M

Rys. 100.



