DODATEK.

O WYZNACZNIKACH
I ROWNANIACH LINJOWYCH.

1. Uklad dwéch réwnar z dwiema niewiadomemi.
Rozwazmy uktad dwéch réwnan z dwiema niewiadomemi
o postaci:

(1)

ay -1"" by=c
ayx—+by=c,

Aby wyznaczy¢ stad niewiadome x i y, mnozymy obie strony
przez b, wzglednie b, i odejmujemy stronami, podobnie mnozymy
przez a, wzglednie «@; i odejmujemy; otrzymamy wtedy takie
zwigzki :

(a, bz':"aabl)xzcibz_c-z()l;
(2)
(a0, — aryb)y=a,e,— a,ey;

Widzimy stad, ze gdy wyraZenie a, b,— a, b, nie jest zerem,
wtedy warto§ci na x i y, spelniajace uktad (1), jesli istniejg, to
winny byé jedyne i rowne stosunkom

Cy {)2_: Cy bl
= a by, —ay b’
(3)
ay Cy— s Cy
y= ab, —a, b’

liezniki i mianowniki tych wyrazeri majg pewng charakterystyczng
budowe; nazywamy takie dwumiany wyznacznikami utworzonemi
z czterech liczb odpowiednich. Mianownik jest wyznacznikiem
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utworzonym ze wspdtezynnikéw przy niewiadomych, nazywamy go
wyznacznikiem charakterystycznym ukladu; oznaczmy go w ten
sposob:

al ' bl
(4) ay by — a, b, =

s, bz

Liczniki wyrazen (3) sq wyznacznikami, ktére otrzymamy, zastepu-
jac w wyznaczniku charakterystycznym (4) kolumneg (a; @,) lub
(by by) przez kolumne (¢ ¢,):

¢, b
C] Iju The e Cz b’ —_

Ca bE

¢ s b / a,, ¢
Ca b-_, ay, Cy
(5) X = —" : y e ————i—
‘ al 1 bj ‘ al ) b1
| dyy by | a , b,

Wstawiajge te wartodci do ukltadu danego (1), stwierdzimy,
ze spelniajg one ten uklad. Mamy wiec nastepujaca wlasnosé.

TWIERDZENIE. Uktad dwdch réwnan (1) z dwiema niewia-
domemi ma okreslone i jedyne rozwigzanie, dane przez wzory (5),
gdy wyznacznik charakterystyczny tego uktadu nie rowna sig zeru:

Przypadek osobliwy.

Rozwazmy przypadek osobliwy, gdy wyznacznik charaktery-
styezny uktadu (1) réwny jest zeru:

‘ a[!bl
| =albg_’a2b1=0

(6)

| a'_{}bi

lecz niewszystkie wsp6lezynniki ukladu sq réwne zeru, przy-
pusémy, iz np.
’ al#—O
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Ot6# ze znikania wyznacznika (6) wynika wtedy, iz mozna dobraé
taki wspotezynnik k, aby bylo

a, = Ra,
b. kb,

1

l

mamy teraz dwie mozliwoSci:

1°, gdy wyrazy wolne nie podlegaja poprzedniej proporcjo-
nalnosei, to znaczy
caE= ke

i
lub inaczej
ac,— ay¢, %0,

wtedy uktad dany (1) nie posiada rozwigzan na x i y, gdyz roz-
wigzania te musialyby spelniaé zwigzki (2), to znaczy obecnie

O'JL'=C| bg_‘cz bi
Oy=a,¢—ac
co jest niemozliwe;
2% gdy wyrazy wolne podlegaja proporcjonalnoseci, zachodza-
cej dla wspélezynnikéw przy niewiadomych, to znaczy, gdy mamy

a, = ka,
!}2 —_ k bl
c, = k c,

a wiec
al 62 s az 01 - 0

wtedy uktad dany mozemy napisa¢ w postaci

‘ ax—+by =c¢
k(a,x b y)= ke,

a stad widzimy, iz wszelka para liczb (x, y), spelniajgca pierwsze
z tych réwnan, spelnia i drugie. Uklad dany ma wiec w danym
wypadku nieskoriczenie wiele rozwigzan, gdyz warto§é niewiado-
mej y mozemy obraé dowolnie i znale§é odpowiednig warto$é na x
z pierwszego réwnania (a, = 0).

Gdyby w danym uktadzie (1) wszystkie wspélezynniki niewia-
domych byly réwne zeru, to ukltad posiadatby rozwigzania tylko
wtedy, jezeliby nadto ¢, =0, ¢,=0 i rozwigzania te bylyby oczy-
wiscie liczbami dowolnemi.



— 420 —

2. Dwa réwnania jednorodne z dwiema niewiadomemi.

Przypu$émy, iz w ukladzie (1) mamy ¢, = ¢, =0, otrzymamy
wtedy uklad réwnan jednorodnych

@ x by = 0;
ax—+by=0;
Z rozwigzan (3) widzimy, iz w przypadku ogélnym, gdy

a;, b,
ﬂg, b.!

0

uklad dany ma tylko rozwigzanie banalne

x=0;  y=0;
Jegli zag
ay, by

=0
asabg‘

lecz niewszystkie wspolezynniki znikajg np. @, 5= 0, wtedy
as= Ra; b, = kb,

i para liczb, spelniajgcych pierwsze réwnanie, bedzie spelniala
i drugie; a wieec w danym wypadku uktad, opréez rozwiazan ze-
rowych, posiada rozwiazania, speiiajgce proporcje

X b,

g a,

z ktorych jedno przynajmniej nie jest zerem, rozwigzania te mozna
przedstawi¢ w postaci

x= pbh

. jJ=—pr
gdzie p jest czynnikiem dowolnym.
Gdyby wszystkie wspoétezynniki uktadu znikaty, wtedy roz-
wigzania jego bylyby najzupeiniej dowolne.
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3. Dwa réwnania jednorodne z trzema niewiadomemi.

Rozwazmy dwa réwnania jednorodne z trzema niewiadomemi

ax+bytcz=0;

)
ax-t+by4ez=0;
Uktad taki posiada zawsze rozwiazania banalne:
(8) x=0; y=0; z=0;

Postarajmy si¢ teraz znale§¢ rozwigzania od zera odmienne.
Przypu$émy wiege, iz niewszystkie wyznaczniki

a by —ayby; Ay Cy— Ay Cy; byc,—bye
sq rowne zeru; jeSli np. a, b, — a, b, nie jest zerem, wtedy, pod-

stawiajac na z warto§é dowolng, otrzymamy na x i y takie war-
tosci okreslone:

b]_CJ 'bg Cl

{IL b‘g 'az bl
T e 2
¥= a b, — a, b,

spetniajgce uklad (7); dla danej wartosci na z rozwiazania te beda
jedyne.

Stad wynika, iz uklad (7) spelniajg trzy liczby x,y,z, nie-
wszystkie rowne zeru, proporcjonalne do nastepujgcych wyznacz-
nikow :

9) r= p‘

b ,e |

\; y=p| % %

; =9

a, b,
a'.!sb!

b, , ¢, Cii5 Chy
gdzie p oznacza czynnik dowolny.

Wynik otrzymany moZemy tez napisa¢ w tej postaci, czesto

stosowanej: .
x o U - z
(9’) bilcl C,dy a, b
b, ¢, Cyy dy a,,b,
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umawiajgc si¢ jednak, aby, w razie znikania jednego lub
dwdch mianownikéw, dla lieznikow odpowiednich przyjaé war-
tosé zero.

Zwracamy uwage na sposéb tworzenia wyznacznikéw we
wzorach (9). Kazda z niewiadomych x,y,z jest mianowicie pro-
porcjonalna do wyznacznika, utworzonego z czterech wspélezyn-
nikéw przy dwoéch pozostalych niewiadomych; nadto kolejnosé
kolumn odpowiada przesunigciom kolowym trzech wielkosci (x,y,2)
(rys. 203): x jest proporcjonalne do wyznacznika, ktérego pierwszg

Rys. 203.

kolumng sa wspoélezynniki niewiadomej y, a druga wspétezynniki
przy z; y jest proporcjonalne do wyznacznika, ktorego pierwsza
kolumng sg wspélezynniki przy z, a drugq przy x it d.

Podkre§lamy szczegélniej porzgdek kolumn w wyznaczniku
drugim: y jest proporcjonalne do wyznacznika ¢,a, — a,¢,.

Wyniki (9) odgrywajg wazng role w réznych zastosowaniach.

Jesli wszystkie trzy wyznaczniki powyZsze sq réowne zerd,
lecz niewszystkie wspolczynniki ukladu znikaja np. @, 0, wte-
dy wspolezynniki «,,b,,c, sa odpowiednio proporcjonalne do
wspolezynnikéw a,,b,,¢,, to znaczy, mozna dobraé taki czyn-
nik &, iz

a:!:]?.al; bgzkbl; szkcl
i wobec tego kazda tréjka liczb (x,y,z), spelniajgcych pierwsze

z réwnan (7), bedzie spelniala i drugie; a wige rozwigzania nie-
wszystkie rowne zeru otrzymamy w danym wypadku, podstawiajac
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na y i z wartoci dowolne i wyznaczajac odpowiednig warto§é
na x z pierwszego rownania (¢, #0).

Gdyby wszystkie wspoétezynniki znikaly, wtedy wartosci nie-
wiadomyeh moglyby byé najzupelniej dowolne.

4. QOgblne okreslenie wyznacznika.

Pojecie ogélne wyznacznika powstalo na gruncie zagadnienia
rozwigzania ukitadu réwnan linjowych z wieloma niewiadomemi.
Niech bedzie zbiér n® liczb dowolnych (elementéw) ugrupowanych
w wiersze i kolumny w sposéb nastepujgcy:

a“, a”, a[:; ------ ﬂlirl
oyy Qogy Aoy v« 0« v lon
(10) (yyy Aygy Uy + 0 v v e Qyn
aﬁl,ff”g,a":s ...... Ayn

pierwsze wskazniki sa numerami wierszy, za§ drugie wskazniki
sg numerami kolumn, do ktérych dany element naleiy. Miejsce,
w ktérym dany element jest umieszczony w zbiorze (10) odgrywa
role gléwna w tworzeniu z liczb (10) pewnego wyrazenia, zwanego
wyznacznikiem, okre§lonego ponizej.

Wybierzmy ze zbioru (10) n elementéw w ten sposdb, aby
z kazdego wiersza i kolumny braé¢ po jednym elemencie, to
znaczy, aby w otrzymanej grupie n elementéw a; ani pierwszy
ani tez drugi wskaznik dwa razy sie nie powtérzyl; n elementéw
wybranyeh mozemy zawsze napisaé w porzadku, odpowiadajgcym
kolejnym wierszom, to znaczy wedlug porzadku pierwszych wskaz-
nikéw:

(11) Qi o a‘lfj, aﬁ?) v Upa

¢,0,7, ... ) sg to numery kolumn, do ktérych nalezig elementy,
wybrane z pierwszego, drugiego, trzeciego i t. d. wiersza.

Nie zmieniajgc w zbiorze (11) porzadku. pierwszych wskaznikéw
i przestawiajagc miedzy soba wszelkiemi mozliwemi sposobami n
drugich wskainikéw, otrzymamy wszelkie mozliwe grupy, zawie-
rajgce po n elementow, wybranych ze zbioru (10), po jednej z kaz-
dego wiersza i z kazdej kolumny; grupy te roinié sig bedg mig-
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dzy sobg conajmniej dwoma wyrazami. Liczba grup (11), ktére
mozna wybraé ze zbioru (10), réwna si¢ wiec liczbie przestawien
n liczb po n naraz, a wige réwna sie iloczynowi:

Do zbioru grup (11) naleze¢ bedzie miedzy innemi grupa
elementow
Ayyy ooy lyy o o o 0w . Unn

o réwnych wskaznikach, lezgeych na przekatnej zbioru (10).

Weimy pod uwage jedna z grup n elementéw, wybranych
w sposéb wyzej wskazany ze zbioru (10)i napisanych w dowol-
nym porzgdku:

(12) Leetee y aﬂ’[i, a;";' i i momy v LAY

Rozwazmy teraz kolejnos¢, w jakiej wystepuja pierwsze wska-
iniki (o', f',%',... M) i drugie wskazniki (,8,7,...)), ktére s prze-
stawionemi lieczbami zbioru 1.2,3,...n.

Poréwnywujac dwie dowolne, niekoniecznie obok siebie lezace,
liczby w ciagu (¢, f,7",..%"), lub (o,p,v,...}), zauwazymy, iz
liczby te nastepujg w tych ciggach, badZ w porzadku, odpowiada-~
jacym ich wielkosci, badZ tez odwrotnie, to znaczy mniejsza na-
stepuje po wigkszej; w tym ostatnim wypadkn wlasnosé takiej
pary nazwiemy odwrdceniem.

Weimy pod uwage wszelkie mozliwe pary wybrane z ciggn
wskaznikow (', B, 7" .... ') i tak samo z ciggu (2,B,7...%) W po-
rzadku takim, w jakim w tych ciggach wystepuja; policzmy na-
stepnie liczbe odwrdcen w pierwszym ciggu i w drugim i utwérzmy
sume tych dwdch liczb — owa suma liczb odwrécen bedzie nam
polrzebna w tworzeniu wyznacznika.

Zauwazmy, ze gdy w ciggu liczb (2,B,7...}) przestawimy
miedzy soba dwie sasiednie liczby np. § i 1, to olrzymamy cigg
(@,1,0,...2), ktorego ilo§¢ odwrécen zmieni sig o jednosé, a mia-
nowicie jedno odwréceenie przybedzie, gdy f <1, za$§ jedno ube-
dzie, gdy f=v. Jedli przestawimy miedzy soba dwie niesgsiadu-
jace liczby np. « iy, to otrzymamy ciag (v,f,,...%), klorego
ilo§¢ odwrécen zmieniona bedzie wogéle o nieparzysta liczbe, gdyz
przestawienie dwoch dowolnych liczb mozna dokonaé przy pomocy
nieparzystej ilo§ci kolejnych przestawienn dwéch sgsiadujacych ze
sobg liczb, w danym wypadku przy pomocy trzech przesta-
wien liezb (e,f) (¢,7) (B,7). Wskutek przestawienia dwiéch do-

Geomelrja Analilyczna, 28
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wolnych liczb ciggu («,B,7,...)) ilo§¢ odwrdcerr w iym ciggu
zmieni sie z parzystej na nieparzysta i odwrolnie.

Widzimy stad, ze suma liczby odwrdcen ciggu pierwszych
wskaznikow (¢, B',71",... M) i ciggu drugich (o,8,v...}) dla grupy

(12) ety Apipy Aylyy o o o v s (1515

pozostaje parzysta lub nieparzystg przy dowolnem przestawieniu
elementow a;, gdyz kazdemu przestawienin dwéch wyrazow towa-
rzysza dwa przestawienia wskaznikow, jedno w ciggu (o', 8, 7', ... . \)
i jedno w ciggu (¢,f,7,...4).

Mozemy teraz przystapi¢ do okreslenia wyznacznika.

Wyznacznikiem zbioru n* elementow, ugrupowanych w ta-
blicy (10), nazywamy wyrazenie, kidre jest sumg wszelkich mozli-
wych iloczynow

(13) {i 1) Leetee + aﬂ"ﬁ . a}.v;u voeos QA

n elementow wybranych ze zbioru (10) po jednej z kazdego wier-
sza i z hazdej kolumny, iloczyny te winny byc¢ pomnozone przez
—+1 lub —1 zaleznie od tego, czy suma liczby odwrdcen pierw-
szych i drugich wshaznikow jest parzysta czy tez nieparzysta.

Znak ten, wedlug wlasnoSei przed chwilg podanej, jest cha-
rakterystyczny dla kazdego iloczynu, gdyZ nie zalezy od porzadku
w jakim nastepujg liczby w iloczynie (13). Mozemy wiec zawsze
w tworzeniu wyznacznika pisa¢ wyrazy iloczynu (13) wedlug po-
rzagdku wierszy, a wiec w tej postaci:

(il)am'am,-'asr v at

i wystarczy leraz obliczyc¢ ilo§¢ odwrdcenn ciggu drugich wshaz-
nikow, gdyi ilo§¢ odwréceni ciggu pierwszych wskaznikéw jest
wtedy rowna zeru.

Wyznacznik oznaczamy w ten sposéb, iz obejmujemy zbiér
odpowiednio ugrupowanych liezb (10), z ktérych on jest utworzo-
ny, dwiema pionowemi kreskami, mamy zatem:

all!al2:alh LI a1n

Qyyy Qoay Aagy « « + Aop

(13)

:‘\""(i alP'aM‘.asr- . n anl)-

Anyy Anay Angy « « « pp

gdzie ¥ jest symbolem sumy.
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Poniewaz ze zbioru n’ elementéw «; mozemy wybraé liczbe

1.2.3....n grup o postaci (13), a wiec wyznacznik jest sumg
o iloSei 1.2.3....n wyrazéw.

W tworzeniu wyznacznika odgrywa role gléwng miejsce,
w ktorem napisane sg elementy a;;. WeZmy dla przyktadu wy-

znacznik dziewigciu elementéw, zawierajgcy trzy wiersze i trzy
kolumny:

@y, Ayy, Ay |

(14) Cyyy gy, oy e

| 3
|
A3y, Ayoy gy |

iy, Uiy Ay, ... 38 to symbole dowolnie danych liczb.

Wedlug okreSlenia wyznacznika, utwérzmy tréjki czynnikow,
wybierajge po jednym elemencie z kazdego wiersza i kolumny,
otrzymamy wtedy liczbe 1-2:3 =06 iloczynéw o postaci (kazdy
wyraz dwa razy sie powtorzy)

a5) Qg Qyg Uyy; Uy Qog Uyy 5 Apy oy Ay 5
3)
Ay Uyy Qyy 5 Uy Uoy Uy 5 Uy Uy gy

Obliczmy teraz liczbe odwrécen drugich wskaznikow w kaz-
dym iloczynie:

(1,2, 8) — 0 odwrécer

(1,3, 2) — 1 odwrdcenie (3, 2).

(2,8,1) — 2 odwrécenia (2,1) i (3,1)
(2,1,3) — 1 odwrécenie (2, 1)

(8,2,1) — 3 odwréceenia (3,2),(3,1),(2,1)
(3,1, 2) — 2 odwrédcenia (3,2),(3,1)

wedlug tych liczb odwrécen mnozymy iloczyny (15) przez -1 lub
—1 i otrzymamy rozwinigcie wyznacznika (14):

Ay Ayyy g
(16) Uy, Aogy Ayy | = Ay Aoy Uyy + ayy ayay +agy @y @y
Uy, Qyy) Uy

— Uy gy Qyy — Ay gy Uyy — Oy Uyy Ay, -
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Sposéb bezpoéredni obliczenia wyznacznika, oparty na jego
definicji, jest ztozony, gdyz wymaga obliczenia iloSci odwrécen
w ciggu wskaznikéw; podamy ponizej spos6éb bardziej praktyczny
otrzymania wyrazenia wyznacznika, oparty na jego wlasnosciach.

Zaznaczymy jeszcze, i okreSlenie szczegblnego wyznacznika
z czterech elementéw

podane w rozdziale o réwnaniach z dwiema niewiadomemi, jest
zgodne z okre$leniem ogélnem.

5. Wilasnoéci wyznacznika.

WL ASN OSC‘ 1. Wartosé wyznacznika nie zmienia sie wshu-
tek przestawienia wierszy na miejsce kolumn w fym samym po-
rzagdhu. '

Wynika to wprost z okreslenia wyznacznika.

WEASNOSC II. Znak warto$ei wyznacznika zmienia sig
na odwrotny wskutek przestawienia miedzy sobg dwdch dowolnych
wierszy lub kolumn.

[stotnie, przestawienie dwéch dowolnyech wierszy pocigga za
sobg przestawienie dwoch odpowiednich wskaznikéw pierwszych
w kazdym z wyrazéw (13), bez zmiany wskaZnikéw drugich, a to
zmienia ilo§¢ odwrdcen o liczbe nieparzysta w kazdym z wyra-
zéw (13) i wobec tego znak kazdego wyrazu na przeciwny.

Podobny fakt zachodzi przy przestawieniu dwéch kolumn.

“Mamy np.:
1 | . 1
L@, by,0,d, [ e,0,,a,,d,
|y by, Cody | €1:8s,0,,d,
ty, by, 05, d, | ¢5,by,ay,d,
015, d, I enb,a,,d,

WEASNOSC II11. Wyznacznik, posiadajacy dwa wiersze lub
dwie kolumny identyczne, réwna sie zeru.

Wynika to natychmiast z poprzedniej wtasnogci, gdyz prze-
stawienie dwéch dowolnych kolumn Iub wierszy zmienia znak
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wyznacznika na przeciwny, a ze przestawienie dwoch wierszy
lub dwéch kolumn identycznych nie zmienia warto$ci wyznacz-

nika, a zatem warto§¢ wyznacznika moze byé wtedy tylko row-
na zeru.

Mamy np.

2,2,1
55,3 _¢
6,6, 7

c¢o mozna tez sprawdzi¢ bezpoSrednio.

WELASNOSC IV. Jesli ‘wszystkie elementy lego samego
wiersza lub tej samej kolumny pomnoiymy przez ten sam czyn-
nik, to warto$é¢ wyznacznika bedzie przez ten czynnik po-
mnozona.

Istotnie, wszystkie elementy pewnego wiersza lub kolumny
znajduja si¢ po jednym w kazdym ze skladnikéw sumy (13’),
przedstawiajgce] warto§é wyznacznika. PomnoZenie wszystkich
wyrazow tego samego wiersza lub kolumny przez ten sam czyn-
nik powoduje wiegec pomnozenie wszystkich wyrazéw sumy (13')
przez ten czynnik. Mamy np.

kay,b e a;; by, e
Rdyybysey |=k.| @y, by,0 | ;
kay, by, cy | ag,b3,¢05 |

Stad wynika tez, ze, gdy wszystkie elementy jednego wiersza
lub kolumny sa rowne zeru, to warto$¢ wyznacznika rowna sie
zeru, np.
allbllcl

0,0,0 |=0.

3,0y,

WEASNOSC V. Jesli kazdy z elementow jednego wier-
sza lub kolumny przedstawimy pod postacig sumy kilku skiad-
nikéw, to warto$é¢ wyznacznika bedzie réwna sumie Rilku wy-
znacznikéw, z odpowiedniemi kolumnami, réwnemi poszczegolnym
shtadnikom. -
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Mamy np.
a+a',b,e ;alﬂbl&cl Ialf’bllcl
|
| @y, by, 0, —+ | a)’, by, e,

| @yt ay, by, e [=2
’
a,-+ay', by , ¢ |

' ] | o.?
| ay, by, 0y | @y by, 04

WtasnoSé ta jest oczywista z uwagi, iz wszystkie wyrazy
danego wiersza lub kolumny znajdujg si¢ po jednym w kaidym
ze sktadnikéw sumy (13"), a wiec kaidy z tych sktadnikéw roz-
szezepi sie wtedy na kilka skladnikéw, naleZacych do wyznaczni-
kéw odpowiednich.

WEASNOSC VI. Jesli wszystkie elementy pewnego wier-
sza lub kolumny sg takiemi samemi kombinacjami linjowemi po-
zostatych elementow, lezgcych w {fych samych kolumnach lub
wierszach, to warto§é wyznacznika réwna sig zeru.

Mamy np.

a,=ob +fe
a,=o0.b,+pBe,
a; =0.by e

gdzie o i § sg to pewne wspoétezynniki, otrzymamy wtedy
| a,by,¢

ay,bo,00 =10

przez kolejne zastosowanie wlasnosei V, IV i IIL

6. Rozwinigcie wyznacznika na podwyznaczniki.

Niech bedzie wyznacznik

all 3y (Iw o« oo« ip
oy 5 Uyy o o o . oy
(17) | ;
|
l Gnty Up2 -« .« Upp

W sumie iloczynéw, przedstawiajacej ten wyznacznik, wy-
dzielmy grupe wszystkich tych iloczynéw, ktére zawierajg ele-
ment a;;. Jedli w takiej grupie wyrzucimy a;; przed nawias, to



