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a wiec wszystkim kolom odpowiadajg te same ,dwa punkty w nieskonczo-
noéei,“ okreslone przez réwnanie

x4yt =0
Tub
y+axi=0; y—xi=0;

kierunki tych dwdeh prostych urojonych nazywamy izoiropowemi (m = +1i).
,Punkty urojone w nieskonczonosci,” okreslone przez réwnanie x* 4 y* = 0
i wspolne wszystkim kolom plaszezyzny nazywamy tex punktami kotowemi
plaszezyzny.

46. Asymptoty hyperboli.

Rozpatrzmy blize] znaczenie geomeiryczne dwéch kierunkow,
okreslonych réwnaniem

(50) Ax*-+Bxy—+Cyt=0

w przypadku hyperboli. Ot6z wykazemy, iz dwie proste D', i D',
poprzedniego artykulu, poprowadzone przez srodek hyperboli i ré6w-
nolegte do prostych (50), sa asymptotami hyperboli. Zazna-
czymy, iz wogble asymptota krzywej nazywamy prostg taks, iz
odlegloéé punktu krzywej od niej dgzy do zera, gdy punkt krzywej
oddala sie nieograniczenie po odpowiedniej galezi.

W celu udowodnienia wymienionej wlasno$ci, wystarczy, dla
uproszezenia, wzigé réwnanie hyperboli odniesionej do osi symetrji,
a wiec rOwnanie w postaci

5 GO
G A

‘Réwnania prostych D', i D', poprzedniego artykutu otrzy-
mamy tu odrazu, przyrownywujac do zera grupg wyrazéw kwadra-
towych, gdyz uzyskane wledy réwnanie

Xy
(52) F— =0
lub
' X G B _—pl M _
[ a+b O’a b {

przedstawia proste, przechodzace zarazem przez Srodek hyperboli
0 rownaniu (51). Aby, w mysl wygloszonej wlasno$ci, udowod-
nié, iz proste (52) sq asymptotami hyperboli (51), rozwazmy roznice
miedzy rzedng punktu jednej gatezi hyperboli

. Bl
H-*"EVx a
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i rzedng punktu jednej z prostych (52):

b
y.tw: E £,
odpowiadajaca tej samej dodatniej wartosci odcietej x; bedziemy mieli

Yos — U=

Rys. 77.

Wykazemy, iz réznica ta dgzy do zera, gdy x .rosnie nie-
skoneczenie.
Istotnie, mamy

y g b Y —a)(x Ay — )
Yas— V=", e _

stad
e ED
/e

widzimy teraz wyraznie, iz réznica ta dazy do zera, gdy x nieskon-

YUea —Y

. : ; R b . .
czenie rosnie, prosta o roOwnaniu y= P jest wiee asymptotq hy-
perboli (51); druga z prostych (52’), jako symetrycznie poloZona,
jest réwniez asymptota krzywej (rys. 77).
; ; (1 = sqie
Poniewaz stosunek = jest wspotezynnikiem katowym asymp-

toty hyperboli (51), wiec odcinek b rowna sie rzednej punktu
asymptoty, wystawionej z wierzchotka hyperboli (rys. 7).
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Zgodnie z poprzednim artykulem, spostrzegamy odrazu, iz
hyperbola i jej asymptoty nie maja punktéw wspélnych, rzeczy-
wistych lub urojonych, gdyz dwa réwnania (51) i (52) nie moga
mie¢ wspo6lnych rozwigzan.

Odcietg punktu przecigcia dowolnej prostej, okreSlonej przez
réwnanie y = m x -+ n, z hyperbolg o réwnaniu uproszczonem (51),
okredla réwnanie

x2 .(m.r—{—n)e__l
aﬁ b?
lub
B—a*m’)x*—2a*mnx—a*(n*+ b* =0

Sprawdzamy tu, iz dowolna prosta réwnolegta do asymptot

przecina hyperbole w jednym punkcie, - mamy bowiem, dla
b

m=-+ ” i ns%0, jedyny pierwiastek pojedynczy x. Prosta,

 wychodzaca ze $érodka hyperboli (n=0) przecina j3 w dwéch
punktach rzeczywistych o odcietych

L o ol
xX= __L a ]/E!;_ a:!”m.ﬂ

gdy | m | {ab, za§ w dwéch punktach urojonych, gdy |m| > Eb.

Nadmienimy, Ze dwa réwnania

przedstawiajag dwie hyperbole, majace wspélne asymptoty, osi
symetrji i posiadajagce te wilasnosé, iz o$ rzeczywista jednej hy-
perboli jest osig urojong dla drugiej; dwie takie hyperbole nazy-
zywamy Ssprzezonemi.

W celu wyznaczenia asymptot hyperboli, okreslonej przez
rownanie w postaci ogélnej

f=Ax4Bxy+Cy'+Dx+Ey+F=0

nalezy przez Srodek tej krzywej poprowadzié proste réwnolegte
do dwdch prostych, okreslonych przez réwnanie

Ax*4+Bxy+Cy*=0

Osi symetrji beda dwusiecznemi katéw, utworzonych przez
asymptoty.
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Przyktad. Wyznaczmy réwnania asymptot hyperboli o réwnaniu
fe,p=382+xy—p4x—y4+1=0;
wsep6lrzedne Srodka (x;, yo) okreslimy z réwnan
fl=6x+pn+1=0

f)=x%—2p—1=0
Stad

ol g
Rl == 13} h = 13
wspélezynniki katowe asymptot spetniajg zwigzek

A+ Bm -+ Cm® =0
to jest
34+ m—m*=0
wypada stad

14718 11—V
=S4 mEa—
réwnania szukanych asymptot beds wiec nastepujgee:
+1_Liﬁaxg
U= 2 13

n; =

T_1—Y18/ . 1
y+ﬁ_'_2 \l+ )

Réwnania asymptot hyperboli mozna otrzymaé zreczniej, nie
rozwigzujge réwnan

fl«(x,))=2Ax<4+ By-+D=0
f'y(x,y)= Bx+42Cy+E=0
okre§lajacych polozenie Srodka, wystarczy w tym celu zauwazyé,
iz réwnanie asymptoty, jako prostej, przechodzgce] przez $rodek

hyperboli, musi byé kombinacja linjowg réwnan (53), a wiec winno
mieé postaé

(54) 24x+By+D+r(Bx+2Cy+E)y=0

(53)

dobierajac teraz stalg A tak, aby wspo6leczynnik katowy prostej
mial wartosci okreslone przez zwiazek (C+0)

A4+Bm+Cm*=0,

otrzymamy zgdane asymptoty; okazuje sig, iz wartosci na » winny
byé wlagnie réwne pierwiastkom tego samego réwnania h =m,
i A,=m,, co zgadza si¢ z rozwazaniami poprzedniego artykulu
(str. 154).
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Gdy réwnanie hyperboli ma poslaé szczegélna (C=0)
Ax*+Bxy-+Dx-Ey+F=0,
to asymptoty hyperboli sa rownolegte do prostych
x=0; Ax+By=0,

a wiec jedna z asymptot jest rownolegia do osi Oy i, na pod-
stawie zwigzkow (53), spelnia rownanie

Bx-+E=0;
gdy za§ réwnanie hyperboli ma posta¢ szezegdlng (4 =0)
Bxy+Cy'+Dx+Ey+F=0,
to asymptoty sq réwnolegle do prostych
y=0; Bx+4Cy=0,

a wiec jedna z asymplot jest rownolegta do osi Ox i spelnia za-
tem, na podstawie zwigzkéw (53), rownanie

By—+D=0

47. Hyperbola réwnoosiowa.
Hyperbola, okreslona przez réwnanie
oy

@ b?

nazywa sie rownoosiowg, jesli jej osi @ i b sag rOwne; rownanie
hyperboli réwnoosiowej, odniesionej do osi symetrji, bedzie wigc
mialo postaé
(55) xX—pt=a?,
za§ rownanie jej asymptot bedzie

X — gt =
to znaczy

(56) x—y=0;- x+4+y=0

asymptoty hyperboli réwnoosiowej sg zatem dwusiecznemi katow
miedzy osiami, a wiec wzgledem siebie sq prostopadte (rys. 77).
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Obracajac nktad osi wspéirzednych o kat o =— ~:—"- , uzyskamy

rownanie hyperboli réwnoosiowej, odniesionej do asymptot; otéz
mamy miegdzy nowemi wspoélrzednemi (x’,y’) i dawnemi (x,y)
zwigzki
P TRy s __1 2 N ’
r=x'cosa—y'sine="—(x'-}-y')

y==fsma—kwcma=Jf(—x“FyU

\ 3
—&l al X
O \F
+’
Rys. 78.

wstawiajge te wyrazenia do rownania (55), otrzymamy wige row-
nanie hyperboli réwnoosiowej odniesionej do asymptot w postaci

(57) Xy =%,

hyperbola réwnoosiowa jest wiee wtedy miejscem geometrycznem
punktéw, dla ktérych iloczyn odleglosci od osi wspéirzednych
iest wielkoscig stala.

Jesli réwnanie krzywej ma postaé

(58) B.ry—i—D.'c.l—hi—Ey—l—on,

to asymptoty jej sq rownolegle do prostych (patrz art. poprzedni)
xy=0,

a wiec do osi wspétrzednych, réownanie (58) przedstawia zatem

Geometrja Aqnlityczna 11
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y y'
— S x!
X
0 \
Rys. 79.

hyperbole réwnoosiowag z asymptotami réwnolegltemi wzgledem
osi wspélrzednych (rys. 79). .

Aby w przypadku réwnania w postaci ogélnej
(59) Ax*+4 Bxy—+Cy’+Dx+Ey+F=0
przekonaé sig, czy ono przedstawia hyperbole réwnoosiows, wy-
starezy stwierdzié¢, %e jej asymploly sg do siebie prostopadte.
Ot6z wiemy, iz asymptoty sgq rownolegle do pary prostych, przed-
stawionych przez réwnanie

Ax*+Bxy+ Cy*=0,

warunkiem za$§ prostopadlosci tych prostych, jest zwigzek (patrz
art. 27)

A+ C=0,

moZemy wiec wyglosi¢ nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE. Rownanie drugiego stopnia

Ax*+Bxy—+Cy’+Dx+Ey-+-F=0
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przedstawia hyperbole rownoosiowg, gdy suma wspotczynnikow
przy kwadratach wspétrzednych rowna sie zeru:

A+C=0

Nadmienimy jeszcze, iz, w razie zwyrodnienia krzywej w tym
wypadku, réwnanie bedzie przedstawialo dwie proste prostopadte.

48. Parabola jako graniczne pofozenie punktéw
elipsy i hyperboli.

Niech bedg réwnania krzywych drugiego stopnia, ktére po-
znaliSmy poprzednio, w postaci najprostszej:

2

X2 . .

—4-“Z—=1 (elipsa

a?_!l—b2 (elipsa)
(60) £ g

— —*“- =1 (hyperbola

i (hyp )
Postaramy sié teraz tak przesunaé elipse i hyperbole, okre-
Slone przez zwigzki (60), aby wierzcholki tych krzywych znalazly
sie w poczatku ukladu O, za$ $rodek elipsy na dodatniej czeSci

\
Y 1y
W 1
9 o €
A\ \]N'abo
elj,
88 S‘\..
Vg
X
0
Rys. 80.

osi Ox, a $rodek hyperboli na ujémuej czeSci Ox. Elipse trzeba
wiee przesungé o wielko§é a w dodatnim kierunku osi Ox, za$
hyperbole o wielko§é a w strong przeciwng; w nowem poloZeniu
réwnanie elipsy bedzie

(x — @)

y?
£ £ =1
a’ +b2
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a hyperboli
(x+a® y*_ .
a b
po uporzadkowaniu, wypadnie rownanie

5 Bl
(61) yP=2—x+F —x*
a a-

znak goérny odnosi sie do elipsy, za$§ dolny do hypefboli.
Oznaczmy

(62) B==
a

odecinek p nazywamy parametrem elipsy lub hyperboli, réwnanie (61)
napiszemy wiec w postaci

9

X

=N

(63) y=2pxTF

Z rownania tego widzimy w sposéb bardzo przejrzysty, Ze
jesli wierzcholek elipsy A oddala si¢ nieograniczenie, lecz osi a

a9

i b rosng w ten sposob, ze stosunek p=€;- pozostaje staly, to

wyraz’z x? dazy do zera i punkly elipsy Ilub hyperboli dazaq do

punktow krzywej o réwnaniu
(64) yP=2px

a wiec do paraboli z wierzchotkiem w punkcie O, stycznej do
osi Oy ; stala p nazywa sie parametrem paraboli.

49. Dowdd, iz krzywa drugiego stopnia jest jednobiezna.

Krzywg nazywamy jednobietng, je§li wspélrzedne wszystkich jej punl-
téw dajg sie wyrazié jako funkeje wymierne pewnego parametru zmiennego:

Y= 401 7= 9(1);

to znaczy, iz wyrazajq si¢ przy pomoecy dzialann algebraicznych nad zmienng /,
7z wylaczeniem pierwiastKowania,

Udowodnimy, iz kaida krzywa drugiego stopnia niezwyrodniata jest
Jjednobiezna. W tym celu trzeba wykazaé, iz dwie zmienne x i y, zwigzane
réwnaniem

AV 4 Byy 4 Cyp2 4 Dx+ Ey+4 F =0,

mozna wyrazié wymiernie w zaleznosci od pewnego parametrn zmiennego 7.
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Przedewszystkiem umiesémy poezatek uktadu w dowolnym punkeie krzy-
wej, wskutek czego réwnanie przybierze postaé, niezawierajacs wyrazu statego:

Ax® -+ Bxy + Cy* 4 Dx + Ey = 0.

Poprowadzmy teraz przez poezatek ukladu, a wiec przez jeden z punk-
téw krzywej, dowolng sieczng o wspélezynniku katowym #, nierdwnolegly do
asymplol, 4 wige majgceq rownanie

g = ix

Sieczna ta, poza punktem O, przetnie krzywa dang juz tylko w jednym
punkeie M, ktérego odeietq otrzymamy, podstawiajge wartods y = {x w réw-
nanie krzywej:

(A+Bt+ C2)a* + (D4 Bl)x = 0;

drugi pierwiastek tego réwnania, poza x = 0, daje nam wymierne wyrazenie
odeietej punktu krzywej M

D) L 2| T
A+ Bt + OB’
a wige i jego rzednej
_ (Dt B
A4+ Bt4 C#
Poniewaz krzywa nie jest zwyrodniala z zatoZenia, podstawiajac wige na
wepolezynnik katowy ¢ wszelkie mozliwe wartodei, z wyjatkiem dwéeh war-
tosei, spelniajacych réwnanie

A+ B+ c0r=0

= ix =

i odpowiadajacyeh kierunkom asymptot, otrzymamy z wyrazen powyiszych na
x i y wszelkie punkty krzywej, z wyjatkiem jej dwéech punktéw przecigeia
z osig Oy. Krzywa drugiego stopnia jest wiec istotnie jednobiezna.

Przyktady i éwiczenia,

1:1 Wyznaczyé srodek i osi symetrji krzywych
byt a4y =0;
bx* - 26xy - by* — 16x -4 16y — 88 = 0.
2.1 Dla jakiej wartoéei parameiru m réwnanie
ety —prtmx4pyp+1=0
przedstawia dwie przecinajgce sie proste?

3. Wspdlrzedne punktu, poruszajgcego sie na plaszezyinie, sg nastepu-
jacemi fonkejami ezasu £:

X =a Sinwt; y=aSin(wl — g)

Znalesé postaé krzywej, po ktérej porusza sig dany punkt; a, w, ¢ sg to wiel-
kosci stale.
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4. Zbadaé, dla jakich wartosci parametru A nastepujace réwnania przed-
stawiaja elipse, parabole, hyperbolg, lub krzywq zwyrodnialg,

Xy 4+ (142t 4k =0;

9x? — dxy 4 — 4x + 6y 4+ L = 0;

¥t — 2y + 4p* 4 2x — by = 0;

A+ —2y +A—Dp2—8x4y—1=0.

5. Wyznaczyé & i p tak, aby réwnanie

x  2pxy 4 Wt A pix gy 1 =0
przedstawialo tylko jedng prosig.
6. Zbada¢ postaé krzywych

-xt — x4 2
x-41

7. Zbadaé rodzaj krzywych, okreslonych przez réwnania parametryczne:
[ xX=alt 4 bt + ¢
l y = at* + bt + ¢

st 8 ehekd)
ol 48’ B = ol + d,’

y= y=+ Ve 4+x+1

8. Dana jest krzywa drugiego stopnia:
Ax*+ Bxy 4+ Cy* + Dx + Ey + F = 0;

wyznaczyé przedzialy zmiennej x, ktérej odpowiadajg rzeczywiste wartosei
na y i odwrotnie, przedzialy zmiennej y, ktorej odpowiadaja rzeczywisle war-
togei na x.

9, Znale§¢ réwnanie osi i wierzcholek paraboli o réwnanin
(x — 2y)* -} 3x —'y = 0.

10. Wyznaczyé réwnania asymptot hyperbol o réwnaniach
Xty —yrttx—y=0;
~x—xpt+2x4+pyp—1=0;

xy +x—y=N0.
11. Napisaé réwnanie zespolu asymptot krzywej
Ax* 4+ Bxy + Cy* + Dx + Ey + F =0,

wiedzgqe, iz réwnanie takiego zespolu moze sie réznié tylko wyrazem stalym
od réwnania krzywej.



