= B s

3. Dane sy wspéhrzedne wierzeholkéw tréjkata (1, 2): (8, 5); (—8, —4);
wyznaczyé réwnania bokéw.

4. Wspéhrzedne wierzchotkéw trojkata sg: (0,0); (1, 1); (2, —3). Zna-
le§é réwnania wysokoéei tego tréjleata i dowiesé, Ze one sie przecinajg w jed-
nym punkeie,

5. Przez punkt (4, 3) poprowadzié dwie proste, ktére dzielg na trzy
réwne czeSci odeinek, lgezgey punkty (1, 1) i (5, 2).

6. Dane sg dwie proste o réwnaniach
mx+4-2m—1)y-+3=0; (4m-—TNx—(m+2)y—8=0.

a) wyznaczy¢ warto§é parametru m, dla ktérej proste te sy do sie-
bie prostopadle i znale$¢ wtedy ich punkt przeciecia.

b) wyznaczyé m tak, aby te proste byly réwnolegle i znale§é wtedy
ich odleglosé.

7. Przez punkt (2, 3) poprowadzi¢ prosta, ktérej odleglosé od poczgtku
wspolrzednych réwnalaby sie 1.

8. Przez punkt przeciecia prostych o réwnaniach
—x+p—1=0 ; —2%xfp+1=0;

poprowadzié prosta, ktérej odlegloéé od punktu (2, 1) r6wnalaby sie danej
liczbie k. '

Przeprowadzié dyskusje. Przypadek k=1.

9. Dane sg cztery proste, przechodzace przez jeden punkt. Dowiesé, ze
proste te sg harmonicznie sprzeione, jeéli prosta sieczna, réwnolegta do jednej
% nich, przecina trzy pozostale w trzech punktach, ré6wnooddalonych od siebie.

10. Dowie§é analitycznie, iz

1) dwusieczne w trojlacie przecinajg sig w jednym punkeie;
2) wysokosci w fréjkacie przecinajy sie w jednym punkeie.

\

ROZDZIAEL IV.

WEASNOSCI FORMY KWADRATOWE.
ROWNANIE JEDNORODNE.

25. Okreslenie i wiasnosci formy kwadratowe;j.

Formg hwadratowq dwoch zmiennych niezaleinych x i y
nazywamy funkeje jednorodng drugiego stopnia:

e fx,p)=Ax*+Bxy-+| Cyp?

gdzie A, B, (C sg to wsp6lezynniki stale.
Zbadajmy zachowanie sie wyrazenia (1) dla réznych war-
tosci zmiennych niezaleznych x i y. Rezultaty otrzymane wazne
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beda w poézniejszych rozwazaniach nad krzywemi drugiego stopnia.

. W badaniu formy (1) moiemy zalozyé, iz zmienne niezalezne
x iy sa wspolrzednemi prostokatnemi punktéw na plaszczyznie.
Z wyrazenia (1) mamy

@ f(xy) = x (A—l—Bi—kCi-;

widzimy, iz w nawiasie otrzymaliSmy tréjmian drugiego stopnia
wzgledem stosunku “E . W celu zbadania wlasnoéci formy danej, po-

stapimy teraz podobnie, jak w dyskusji tréjmianu drugiego sto-
pnia; wydzielajgc wiec w tréjmianie (2) petny kwadrat, otrzymamy,
w zalozeniu, iz C'= 0,

®) f (x,7) = Cx* [(g =k ABC]Q iis 4Af(;:‘B:]
lub
(4) f(—r,y)=0[(y"|“%x)2+411§c;8_2 xs]

Z postaci otrzymanej wynikaja wnioski nastepujace.

1) Gdy B*—4AC <0, wtedy wyrazenie w nawiasie jest
sumg kwadratéow i forma dana przybiera wartoSci o znaku sfa-
tym dla wszystkich punktow rzeczywistych plaszezyzny (x, y),
zerem za$ staje sie forma tylko dla x = 0, y = 0. Forme¢ kwadra-'
towg nazywamy w tym wypadku okreélona.

2) Gdy B*—4AC >0, wtedy wyrazenie (4) jest roznicg
kwadraiéw i wobec tego forme dang mozna przedstawic¢ jako ilo-
czyn dwéch czynnikéw pierwszego stopnia w postaci

®) fx,g)=C(y —mx) (y — mx)
gdzie m, i m, sq pierwiastkami réwnania
(6) A+Bm—+|Cm*=0

Forma (1) staje sie w tym wypadku réwng zeru nietylko
w punkeie (0,0), ale w kazdym punkcie plaszczyzny, ktorego
wspolrzedne spelniaja jeden z dwéch zwigzkow
y — ml i

@) =

to znaczy w punktach dwéch prostych o wspétezynnikach kato-
wych m, i m,, wychodzacych z poczatku ukladu. Pozatem w wy-
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padku rozwazanym (B* — 4 A C = 0) forma nie ma stalego znaku,
lecz przybiera wartosci o znakach naprzemian dodatnich i ujem-
nych w czterech czeSciach, na ktére proste (7) dzielg plaszczyzne
zmiennych (x,y) (rys. 51). W wypadku oméwionym forme nazy-
wamy nieokreslona.

y )
g
0 X
g2
o
f>o0 Qf f <o
Rys. 51,

Jeéli jeden ze wspolezynnikéw wyrazow kwadratowych formy
rowna sie zeru np. C=0, wtedy forme bezposrednio mozemy
przedstawi¢ w postaci iloczynu czynnikéw pierwszego stopnia:

Pr,y)=Ax*+Bxy=ux (Ax+ By)

podobnej do postaci (5), skad wynikng wnioski analogiczne o znaku
formy.

3) Gdy B*—4AC=0, wtedy forma jest pelnym kwa-
dratem?'), gdyZz mozemy jg napisaé w postaci

feap=0(y+5q%)

w zalozeniu iz Cs~0; forma ma znak staty, znika jednak w kai-
dym punkecie prostej o réwnaniu

B
y+2_cx=0

1) To znaczy, Scislej méwige, rowna sie pelnemu kwadratowi dwumianu
pomnozonemu przez czynnik staly dodatni lub ujemny. Nadal, dla uproszezenia,
bedziemy méwili krétko ,pelny kwadrat” w sensie powyzszym.
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Wielkosé charakterystyczna B> — 4 A C nazywa sie wyrdz-
nikiem formy kwadratowej.

Przyklad. Forma x*- xy- y* jest okre§lona, forma x* — p* jest
nieokreslona.

26. Zamiana zmiennych.

Jesli osi wspoirzednych O x y obrécimy o dowolny kat o, wtedy
wspélrzedne w nowym ukladzie (x’,y’) sa zwigzane ze wspoélrzed-
nemi (x,y) zaleznodciami (art. 9)

x =ux" Cosa — y' Sina
(8)

y=x'Sino -y’ Cosu

Jesli wyrazenia te wstawimy na x i y do formy kwadrato-
wej (1), to otrzymamy znowuz forme kwadratowag wzgledem
zmiennych x', y':

© Ax*+Bxy -+ Cy’=A'x"4 B'x'y' 4 C'y”
gdzie nowe wspotezynniki maja wartoSei nastepujace:

A' = A Cos’c. -} B Sin o Cos o+ C Sin®«
(10) B'= B Cos2a - (C— A). Sin2a

: "= A Sin’0e — B Sina. Cos a - € Cos’«
mamy stad

A+O0=A4-4C
(11)

A'— "= (A— C) Cos2¢-LB Sin2u

i nastepnie dwa zwigzki
(A'—C)PLBr=(A—Cr-L B

(117)

(4 -+ )2 = (A-+ ¢

Jesli dwa te zwiazki odejmiemy stronami, to wypadnie pod-
stawowy zwigzek B? —4 A'C’'= B* —4AC; mamy wiec dwa
zwigzki zasadnicze

B —4A4'C=B"—4AC
A+ C=A4+C

Wyréznik formy kwadratowej, jak rowniez suma wspot-
czynnikow kwadratow zmiennych nie zmieniajg wige swej war-
tosci wskutek obrotu osi, okreslonego przeksztatceniem (8).

(12)
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A zatem forma kwadratowa okreslona lub nieokre$lona za-
chowuje swa ceche po podstawieniu (8).
W szczegolnosei, jesli we wzorach (8) weimiemy takg wartosé
kata «, iz
B'=Bcos2¢-|-(C—A)sin2a=0
t. j. gdy

m@h:A;C;w¢m

wtedy forma kwadratowa, przy uzyciu nowych zmiennych (x', y’),
wyrazi si¢ w postaci sumy fylko dwéch wyrazéw kwadratowych

(13) Ax*+Bxy+CyP=A"x"+4Cy'?,

wedlug (12), bedzie wtedy
—4A'C"=B*—4AC

a zatem, w przypadku, gdy forma dana jest okreSlona (B? —
—4 A C<0), wspétezynniki A’ i ¢’ w wyrazeniu (13) bedg miaty
znaki jednakowe, za§ w przypadku, gdy forma dana jest nieokre-
§lona (B? —4 A C > 0), wspélezynniki A’ i " beda mialy znaki
przeciwne.

27. Réwnanie jednorodne.

Zwigzek jednorodny n-go stopnia miedzy dwiema wsp6l-
rzednemi x i y ma postac

(14) ao x"4-ay x"ty+ayx"2y* - . . . Fanrxy~'+ a,y"=
gdzie a,, a, a,, . ... a, oznaczajg wspolczynniki stale.

Wykazemy, iz rownanie to przedstawia pewng, niewigksza
niz n, liczbe prostych wychodzacych z poczatku uktadu. Istotnie,
dzielac obie strony réwnania (14) przez x*, w zalozeniu iz x==0,
otrzymamy

5 artardta (L) 4.t (4

H_i
_‘.[L n__
+ an ( X ) e 0
zwigzek ten ma postaé¢ réownania algebraicznego, okreslajgcego
pewng, niewiekszg niz n, liczbe statych wartosei rzeczywistych sto-

!
sunku %, to znaczy

(16) .‘l;:__:n}l; %zmg;%znlni t-d.



Zakladajac wpierw, iz a,+ 0, widzimy, iz rownanie (14),
poza poczatkiem ukladu x=0, y=0, nie bedzie spelnione
w zadnym punkcie, ktérego odcieta x znika; wobec tego punkty,
spelniajgce réwnanie (14), beda spelnialy réwnanie (15), a zatem
bedg lezaty na prostych, wychodzgcych z poczatku uktadu, okreglo-
nych przez réwnania (16) i odwrotnie.

Wspélezynniki katowe prostych (16) sq pierwiastkami rdéw-
nania n-go stopnia

(15') ay+am+tasm*+ .. .. +dpym 1+ a,m=0

Jesli rownanie (15') nie ma pierwiastkéw rzeczywistych
i an#0, wtedy rownanie jednorodne (14) spelnione jest tylko
w jednym punkcie rzeczywistym (0, 0).
Je§li pewna liczba wspoélezynnikéw koncowyech w réwna-
niu (14) znika:
a,=103 dn-1=0; 1t d:

wtedy mozemy w réwnaniu tem wyrzuci¢ przed nawias zmienng
x w odpowiedniej potedze, skad widzimy, iz w takim wypadku
rownanie jednorodne (14) spetnione bedzie w kazdym punkeie

prostej o réwnaniu
x=0

to znaczy osi rzednych i w punktach pewnej liczby prostych
o réwnaniach (16).

Stosujac otrzymane wyniki do przypadku szczeg6lnego row-
nania jednorodnego drugiego stopnia

(%)) Ax*+Bxy—+ Cy*=0

widzimy, zgodnie z art. 25, iz przedstawia ono, w przypadku
B*-—~4AC=0, dwie proste, przecinajace si¢ w poczatku ukladu,
o rownaniach

(18) -%_—:ml; --it—zm.l,
ktérych wspolezynniki katowe m; i m, sa pierwiastkami réwnania
(19) A+Bm-+Cm*=0
Gdy C=0, wtedy réwnanie jednorodne ma postac
x(Ax-FBy)=0
a zatem przedstawia tez dwie proste o réwnaniach
x=0; Ax-}By=0

Geomelrja Analilyeczna G
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W przypadku, gdy B*—44C<0, réwnanie (17) spelnione
jest tylko w jednym punkcie rzeczywistym (0,0); mozna tez po-
wiedzieé, iz wtedy rownanie przedstawia dwie proste urojone
okre§lone przez réwnania (18), gdzie m; i m, sg pierwiastkami
zespolonemi rownania (19).

Wreszcie w przypadku B?—4 A (=0, lewa strona réwnania
jest pelnym kwadratem

2

. B )'_
A( .:.—I——z-A- yl =0
i przedslawia ono jedna prosta o réwnaniu
B
x|+ 24 V=0

méwimy tez, iz rownanie przedstawia wtedy jedng prosfg podwdj-
ng, jako zjednoczenie dwo6ch prostych (18).

Przyktad 1. Réwnanie

Byt ay—yr=0
przedstawia dwie proste o réwnaniach

.
y::H‘z" 18

Przyktlad 2. Réwnanie
xyp =20
przedstawia zesp6l osi wspéirzednych.
Przyktad 3. Niech bedzie réwnanie jednorodne

x?— 2xty — Bay* -6y =0;
mamy stad

U ot it
1—2% — 3% —_=
X 3.1'2_'_[)::‘ g

(1_2‘5’-) (1—3%) =0;
X X

réwnanie dane przedstawia wiec trzy nastepujgce proste:

i nastepnie

S s
= 9 1 = r/-—s— y = g X

ZAGADNIENIE. Znalesé¢ warunek, zeby réwnanie jednorodne
Ax*+Bxy-+LCy*=0
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przedstawiato dwie proste prostopadte wzgledem siebie.

Jesli C5=0, wtedy wsp6lezynniki katowe m; i m, tych pro-
stych sg pierwiastkami réwnania

A+Bm+ Cm*=0;
ot6z warunkiem prostopadloSci jest zwigzek
mm,=—1,
a ze bezposrednio z réwnania mamy

m, my=
g
bRk

wiec warunkiem koniecznym i wystarczajacym prostopadtosci
dwoéch prostych, przedstawionych przez réwnanie jednorodne, be-
dzie zwigzek

A

i 1
lub
(20) A-+C=0

Jesli C=0, wtedy jedng z prostych jest 0§ rzednych x=0,
a zatem, w razie ich prostopadlosci, druga winna by¢ 0§ odcie-
tyeb y =0, ré6wnanie jednorodne ma wtedy postaé

xy=20
a wiec warunek (20) jest ‘tez spelniony.

Cwiczenia,

1. Znalesé tangens kgta miedzy prostemi, przedstawionemi przez
réwnanie

Ax* 4 Bay + Cy* = 0.
2. Aby dwie proste o réwnaniach
y=mx; g = myxg
oraz dwie proste, przedstawione przez réwnanie
Ax? 4~ Bxy - Cy* = 0,

byly harmonicznie sprzezone, trzeba i wystarcza, Zeby miedzy wspélezyn-
nikami m, i m, zachodzil zwiazek

A+ —;— B(my + my) -+ Cmym, = 0.
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3. Aby dwie proste, przedstawione przez réwnanie
Ax*+ Bxy-+ Cy* =10
byly harmonicznie sprzezone z prostemi, przedstawionemi przez :'6wnz.mie,
A'x*+ B'xy+ Cy*=0,
trzeba i wystarcza, zeby bylo:
AC'4+ A'C= —;— BB',
4, Dowies¢, iz para prostych okreslona przez réwnanie
A+ Bxy 4 CpP 4+ (x2+ p2) =0,

ma stale dwusieczne dla réZnych wartoéei parametru A,
5. Dane sg dwie proste, przedstawione przez réwnanie jednorodne

x* - dxy - y? 4 h(2x% — 2xy — y2) = 0.

Wyznaczyé & tak, aby te dwie proste tworzyly ze éobq dany kat ¢ Dyskusja
i minimum ¢.

6. Okreslié zbiér punktéw plaszezyzny, spelniajgeych réwnanie

axt 4 byt - eyt = 0,

ROZDZIAL V.

STYCZNA | NORMALNA DO KRZYWE..

28. Styczna do krzywej.

Styczna do krzywej w danym punkcie M nazywamy prosts,
ktdra jest granicznem polozeniem prostej, przechodzacej przez
punkt M i punkt sqsiedni krzywej M, , gdy odlegtosc tych punktow
dazy do zera.

Niech wiec bedzie krzywa, ktéra odpowiada zwigzkowi

y=r(x)

migdzy odeigta i rzedng jej punktéw. Poprowadimy prosta przez
punkt krzywej M o wspélrzednych (x,y) ipunkt krzywej sgsiedni
M; o wspotrzednych (x,,y,) (rys. 52); réwnanie tej prostej bedzie
miato postaé

1 ' tge T
M Y=y X — X X—x)



OznaczyliSmy w powyzszem réwnaniu przez X i Y wspol-
rzedne biezace punktéow siecznej M M,, wielkoSci x i y bedg zas
w danem rozumowaniu state. Stosunek gz,ﬁ"_i{ jest wspotezynnikiem

=
katowym g (3 siecznej M M;. Aby wiec znales¢ graniczne polozenie

. f

Q

M, (x4, Y!)
@

M|
.‘;‘%}

y
0 ,j[x_l

Rys. 52.

siecznej, gdy punkt sgsiedni M, daiy¢ bedzie do punktu M, nalezy
zbada¢  stosunek 71 —Y W zalozeniu, iz wartosé x, dazy do x

1
Ot6z, jesli stosunek -i{’—:—‘f{ dazy do okreslonej granicy, gdy

1
dazy do x z lewej lub z prawej strony  tej warto$ci, to granice

te, zalezna od wybranej wartoSci x, nazywamy pochodng
funkcji danej y=f(x) wzgledem odcietej x i oznacza-
my symbolem f'(x) lub —g{

x—=x X — X

(2) fid (A‘):%z lim ' —Y

Istnienie tej pochodnej w danym punkcie oznacza wiec
geomefrycznie, iz granicznem potozeniem siecznej 1. j. styczna
w punkeie M bedzie prosta, przechodzgca przez punkt M i ma-
Jaca wspdétezynnik katowy t geo réwny pochodnej f'(x).

Réwnanie stycznej w punkeie (x,y) bedzie wiec miato postaé

3) Y—y=Ff(x)(X—x)



lub ;
, e el
(3) Y—fp=13 (=%}

Zaznaczamy, iz jest to rOwnanie pierwszego stopnia wazgle-
dem symbolow X i Y, oznaczajgcych wspéirzedne dowolnego
punktu stycznej; (x, y) natomiast oznaczajg wspélrzedne punktu
stycznoSei, a wiec dla danej stycznej sq to wielkosci state, gra-
Jace role parametrow.

Przyktad Weimy parabole y = ax® (poréwnaj art. 12). Wspdlczyn-
nik kgtowy stycznej w punkeie, odpowiadajgeym odcietej x, ma wartosé

dy

dx
a wiec réwnanie slycznej do paraboli danej w punkeie (x,y) bedzie nasle-
pujace:

= 2ax,

Y—py=2ax(X— x),
gdzie y =ax%. Widzimy, iz dla x= 0 wspolezynnik katowy stycznej réwna

sig zeru, a wiec parabola dana jesl slyczna do osi Ox w poczalku wspol-
rzednych.

w tym punkecie wspélng stycznag, o mowimy wledy, iz sqa migdzy
sobg styczne.

Uwaga 1. Jeéli krzywa, odpowiadajgeca réwnaniu y=f (x),
przechodzi przez poczatek uktadu, wtedy sieczna, wychodzgca
z poeczatku uktadu i przechodzgca przez punkt sasiedni krzy-

wej A (x,y), ma wspoélezynnik katowy —% i granica tego stosunku,

gdy x dazy do zera, bedzie wspdtczynnikiem kgtowym stycznej
do krzywej danej w poczatku uktadu. Dla paraboli np. o réwna-
niu = ax* mamy

y ax’

= =ax;
X X

skad widzimy odrazu, iz stosunek %dqiy do zera, gdy x dazy

do zera, wiec parabola jest styczna w poczatku uktadu do osi Owx.
Uwaga 2. Nadmienimy jeszcze, iz w pewnych wypadkach
styczna moze istnie¢ w punktach krzywej, w ktérych pochodna
w sensie (2) nie istnieje. Jesli np. stwierdzimy, iZ wspoélezynnik
katowy siecznej :
hi—y
X{—x
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nie ma granicy i jego warto§¢ bezwzgledna roSnie nieskonczenie,
gdy x; dazy do x, oznaczaé to bedze, iz kat nachylenia siecznej
wzgledem osi Ox dgzy do kata prostego, a wigeec powiemy wtedy,
iz w punkcie M (x,y) istnieje styczna prostopadta do osi Ox. Fakt
ten zachodzi np. dla krzywej o réwnaniu y’=x w punkcie (0,0),
albowiem wspoélezynnik katowy siecznej, wychodzgcej z punktu
(0,0), ma wartosé
R

x oy

ktéra ro$nie nieskonezenie, gdy x dazy do zera.

29. Styczna do krzywej okreslonej przez réwnania
parametryczne.

Dane sg wspéirzedne punktéw krzywej jako funkeje parametru
(4) x=rf); y=29@.

W celu wyznaczenia rownania stycznej, zgodnie z definicja, roz-
wazmy punkt krzywej M (x, i), odpowiadajgcy warto$ci parametru ¢
i punkt krzywej M,, odpowiadajacy wartosci sasiedniej #--At7;
réznice migdzy wspolrzednemi punktéw M i M, oznaczymy w ten

sposob:
Ax=ft+AD—7(t)
Ay=e(+3)—9 @

beda to miary rzutéw na osi wspélrzednych wektora M M,.
Réwnanie siecznej, przechodzgcej przez punkty M i M,, be-
dzie mialo postaé :
X—x Y—py
R — = %
®) Ax Ay

gdzie (X, Y) oznaczaja wspoélrzedne biezace punklow tej siecznej.
W celu uwidocznienia poloZenia granicznego prostej (5), dzielimy
oba mianowniki stosunkéw (5) przez Af i otrzymamy

X—x Y—y

R
At Af
Gdy punkt M; dazy do punktu M, a wige gdy AZ, dodatnie
lub vjemne, dazy do zera, to stosunki
Ax Ay

A7 A



dazg do pochodnych (jesli takowe istnieja) funkcyj (4)

dx dy,

dt’ dt’
a zatem, jezeli fe pochodne nie znikaja jednoczesnie, to sieczna
dazy do prostej, okreslonej przez réwnanie

X X—x Y—y
dt dt

Jest to wladnie rownanie stycznej do krzywej w punkeie
M(x,y).

Réwnanie (6) sluszne jest z zachowaniem umowy znanej
o znikanin licznika w razie znikania mianownika. A wiec, jesli
w danym punkcie mamy

dx _ .. dy _,
dt‘“o’ dtTO’

to X—ux=0 i styczna jest réwnolegla do osi Oy, jesli zas
w danym punkcie mamy

dgi__ _dx
dt““‘ Et'#o

to Y—y=0 i styczna jest w tym punkcie réwnolegta do osi Oux.

Gdyby pochodne %, %{{ w danym punkecie znikaly jedno-
cze$nie, wtedy réwnanie (6) nie okreslatoby polozenia stycznej;
badanie tego przypadku przekracza jednak zakres niniejszej ksigzki.

30. Normalna do krzywej.

Normalng do krzywej w danym punkcie nazywamy prostg
MN prostopadtg do stycznej, wystawiong z punktu stycznosei M
(rys. H2).
Wedlug réwnania (3), wspélezynnik katowy mnormalnej
w punkcie M (x,y) bedzie mial wartosé
=l
' (x)
~ jesli f'(x)%40, a wige réwnanie normalnej w punkcie (x,y) do
krzywej o réwnaniu y = f(x) bedzie mialo postac
1

() Y—y=—fry =)



gdzie (X, Y) oznaczaja wspélrzedne biezace punktéw normalnej.
Jesli f'(x)=0, wtedy normalna jest prostopadta do osi Ox i ma
réwnanie X —x=0.

Jesli wspélrzedne punktéw krzywej sa funkcjami parametru,
to, wedlug réwnania (6), rownanie normalnej napiszemy w postaci

ar)

dt

¥ .U=_“F_T}_')—' (X— %)
dt

lub ogélniej

Przykiad. Dana jest krzywa o réwnaniu (art. 9)

1

==3

wspélezynnik katowy stycznej w punlkeie (x, y) ma wartosé

dy _ 1
dx ~ x2!

réwnanie styeznej w punkeie (x, y) bedzie wige mialo postaé

1
Y—py=— _.l'T'(X_- x);

za§ réownanie normalnej
Y—p=x(X—2x)

ROZDZIAL VI

ZAGADNIENIA DOTYCZACE KOLA.

30. Réwnanie kota.

Kolo w uktadzie Oxy jest wzupelnoSci okreslone, jesli dane
sq wspolrzedne (a,b) jego érodka C i promien r. Aby otrzymaé
rownanie, ktére spelniajg wspolrzedne (x,y) kazdego punktu M,
lezacego na okregu i tylko takie punkty, wystarczy napisaé, iz
odlegto§é dwoch punktéw M(x,y)iC(a,b) jest rowna r; poniewaz
miary rzutéw wektora CM sg x —ai y— b, otrzymamy wiec zwig-
zek szukany w tej postaci:

(1) (x— a)ﬁ-i*(y—b)“:r*



