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zek ten jest pierwszego stopnia i nie jest tożsamością z założenia;
nadto widzimy, iż współrzędne {x,y,z), spełniające jednocześnie
oba związki (19), będą spełniały też związek (20); oznacza to geo-
metrycznie, iż wszystkie punkty prostej (19) leżą na płaszczyźnie
(20). Mamy więc następującą własność.

TWIERDZENIE. Związek, będący kombinacją linjową dwóch
związków, określających prostą, przedstawia płaszczyznę prze^
suniętą przez daną prostą.

Zmieniając wartość współczynnika X w równaniu (20) otrzy-
mamy pęk płaszczyzn, przechodzących przez prostą (19). Łatwo
wykazać, iż zbiór ten zawiera wszelkie możliwe płaszczyzny, prze-
chodzące przez prostą (19) (z wyjątkiem jednej). Twierdzenie
powyższe słuszne jest również, gdy prosta określona jest przez
swoje rzuty, t. j . przez dwa związki z dwiema zmiennemi. A więc
równanie płaszczyzny, przesuniętej przez prostą określoną przez
związki

x = az-\-p
y~bz-\-q

będzie miało postać
x — az— p-\-^(y — bz — q) — 0

W szczególnym wypadku, równanie płaszczyzny przesuniętej
przez prostą, leżącą w płaszczyźnie (Oxy), a więc określoną przez
dwa równania ax -^ by -)- c = 0 i z — 0, będzie miało postać

Z dowolności współczynnika ^ w równaniu (20) można tak
skorzystać, aby płaszczyzna (20) spełniała nadto jakiś drugi wa-
runek. Zagadnienia odpowiednie rozważymy w rozdziale na-
stępnym.

R O Z D Z I A Ł VI.

ZAGADNIENIA DOTYCZĄCE PŁASZCZYZNY I PROSTEJ.

1 9. Przecięcie się trzech płaszczyzn i płaszczyzny z prosłq.

ZAGADNIENIE 1. Wyznaczyć punkt przecięcia się trzech
płaszczyzn. Odnalezienie współrzędnych punktu przecięcia się
trzech płaszczyzn określonych przez równania

A, x + Bx y + ą z + Dx = 0
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sprowadza się do rozwiązania układu trzech równań linjowych
z trzema niewiadomemi (x,yfz). Trzy płaszczyzny przecinają się
więc w jednym określonym punkcie w wypadku ogólnym, gdy
wyznacznik charakterystyczny układu równań (1) nie jest zerem:

Li @l

A =

Jeśli A = 0, wtedy, jak wynika z dyskusji układu trzech
równań z trzema niewiadomemi, podanej w dodatku o wyznaczni-
kach, układ nie posiada rozwiązań, lub też posiada ich nieskoń-
czenie wiele. Ten ostatni wypadek zachodzi bądź wtedy, gdy
niewszystkie podwyznaczniki wyznacznika A znikają i jedno z da-
nych trzech równań (1) jest kombinacją linjową dwóch pozosta-
łych, bądź wtedy, gdy wszystkie współczynniki równań są do
siebie odpowiednio proporcjonalne; w pierwszym razie oznacza
to geometrycznie, iż trzy dane płaszczyzny przechodzą przez tę
samą prostą, w drugim zaś, iż trzy dane płaszczyzny są zje-
dnoczone.

ZAGADNIENIE 2. Wyznaczyć punkt, w którym dana pro-
sta przebija płaszczyznę daną-

Dana jest płaszczyzna o równaniu

(2) A x -J- B y -f- Cz -\- D = 0

i prosta określona przez związki

(3)

Współrzędne punktu przebicia otrzymamy, rozwiązując układ
równań (2) i (3) z trzema niewiadomemi (x, y, z). Rachunek staje
się bardziej symetryczny w razie użycia parametru t w równa-
niach (3), mamy mianowicie z równań prostej

V V — I — n f ' 77 - — 77 I h ł ' -T y I /» /
*v *VQ | "• Ł j LJ cyo [ i/ c. , A/ -,— A-^ | o i ,

wstawiając te wartości w równanie płaszczyzny, otrzymamy rów-
nanie

z którego możemy wyznaczyć wartość parametru t, odpowiadającą
punktowi przebicia. Widzimy, iż istnieje określone rozwiązanie, gdy

to znaczy, gdy dana prosta nie jest równoległa do danej płaszczyzny.
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20. Wyznaczanie płaszczyzn.

ZAGADNIENIE 1. Znaleść równanie płaszczyzny, przesu-
niętej przez trzy dane punkty {xt, yx, zx); (x2, y2, z2); (x3, «/s, z3).

Szukane równanie płaszczyzny o postaci

(4)

winno być spełnione w trzech danych punktach, mamy więc trzy
warunki

(5)

pozwalające określić stosunki współczynników A,B,C,D. Rów-
nanie szukanej płaszczyzny będzie więc rezultatem rugowania
niewiadomych A,B, C,D z układu czterech równań jednorodnych
(4) i (5), a więc będzie miało postać następującą:

(6)

x,y,z , 1

= 0

Jeśli trzy dane punkty nie lezą na linji prostej, wtedy pod-
wyznaczniki wyznacznika (6), odpowiadające elementom x,y,z
nie znikają jednocześnie i wtedy równanie (6) przedstawia określoną
i jedyną płaszczyznę, przechodzącą przez trzy dane punkty.

Gdy trzy dane punkty leżą na jednej prostej, to znaczy speł-
niają proporcje

*S — *1 _ j/9 — Ul „ *8 ~ 3=1

xt — x2

wtedy wszystkie podwyznaczniki wyznacznika (6) znikają jedno-
cześnie i równanie (6) nie będzie przedstawiało rozwiązania, albo-
wiem stanie się wtedy tożsamością. W takim wypadku otrzy-
mamy nieskończenie wiele rozwiązań, prowadząc płaszczyzny
przez dwa tylko punkty dane, każda bowiem z tych płaszczyzn
będzie zawierała i punkt trzeci. Żądane płaszczyzny, przecho-
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dzące przez dwa dane punkty, np. (x1,yi,z1) i (x2,J/2,z.2) winny speł-
niać warunki

A(x -Xl) + B(ij -yi)-\-C(z - z O ^ O
: A (Xl - xo) H- B '(& —y % ) -j- C fo — ij), = O

stąd, po wyrugowaniu np. parametru C, otrzymamy, iż płaszczyzny,
przechodzące przez dane punkty, będą miały równania o postaci

A [(x- xr) {z1 — z2) — (z— zt) (*t — x2)] -f

- « S ) - (* - «i) ^ - y,)] = 0

gdzie 4̂ i B są to stałe dowolne. Widzimy, iż równanie otrzy-
mane jest kombinacją linjową równań dwóch rzutów na płaszczyzny
Oxz i Oyz prostej, przechodzącej przez dane punkty, zgodnie
z rozważaniem artykułu (18).

ZAGADNIENIE 2, Znaleść równanie płaszczyzny, przesu-
niętej przez prostą daną ,

j
\dx — 2 = 1

punkt A (2, — 1,1).
Według artykułu 18, równanie szukanej płaszczyzny, przesu-

niętej przez prostą D, będzie kombinacją łinjową związków, okre-
ślających prostą D, a więc będzie takie:

2 x + y -)- z + X (3 x —.z — 1) = 0

Z dowolności X skorzystamy tak, aby płaszczyzna przecho-
chodziła przez punkt (2, — 1 , 1 ) , mamy więc warunek , , ,

2.2 — 1 + 1-f-X (3.2 — 1 — 1) = 0 •''-'
.'••;..' '.'•,•!•• j ; ; f ' ; i i i

z którego wynika wartość X = — 1, a więc równanie płaszczyzny
szukanej będzie następujące:

— ( 3 * — z — 1 ) ' = 0

'•:•! .,,'.:. .. . ' '•• ". ;: ' i •; i ; - . ' ; . ' ) • ! ' i ) < : • i u ] • i ; . ; l i ' . v ' i ! ' < " I t ! : - . ? . ' V i

ZAGADNIENIE 3. Znaleść równanie płaszczyzny przesu-
niętej przez prostą daną , . , ! .,
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i prostopadłej do płaszczyzny danej o równaniu

(P) lx — y-\-2z — 5 = 0

Płaszczyznę, przesuniętą przez prostą D, przedstawia równanie

(7) 8 j c - p - l + X ( * + - y - * ) = = 0

należy tak dobrać X, aby ta płaszczyzna była prostopadła do
płaszczyzny P; uporządkujmy więc równanie (7)

(3-f X)x-|-(X-1)# — Xz — 1 = 0

i napiszmy warunek prostopadłości do płaszczyzny P:

z tego równania otrzymamy X = — , wstawiając zaś tę wartość
di

do równania (7) uzyskamy, po dokonaniu redukcji, równanie szu-
kanej płaszczyzny

Zagadnienie rozważane ma oczywiście nieskończenie wiele
rozwiązań, gdy dana prosta jest prostopadła do danej płaszczyzny.

ZAGADNIENIE 4. Znaleść równanie płaszczyzny, przesu-
niętej przez prostą daną

i równoległej do prostej skośnej względem niej

Równanie szukane jest kombinacją równań prostej

t- j-
(8)

aby napisać warunek równoległości tej płaszczyzny do prostej Z>3,
trzeba uwidocznić współczynniki kierunkowe prostej D2, piszemy więc:
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stąd

warunek równoległości szukanej płaszczyzny (8) do prostej Z>2

wypadnie więc w postaci (art. 17)

stąd X = — j , równanie żądanej płaszczyzny będzie więc takie:

3 x — 5 y 7 2-j- 12 = 0

ZAGADNIENIE 5. Wyznaczyć równanie płaszczyzny, prze-
chodzącej przez daną prostą:

D j ^ ~

która tworzyłaby kąt dany ostry cp z daną płaszczyzną

Płaszczyzna, przesunięta przez prostą D, ma równanie

xJ
ry — lĄ-l{2x--z — 3) = 0

(l + 2>0* + z/ — >•« — 1 — 3X = 0
trzeba teraz tak dobrać X, żeby płaszczyzna ta tworzyła kąt da-
ny <p z płaszczyzną P, mamy więc warunek

COS tp = —p.
V

z którego otrzymamy równanie drugiego stopnia

(9) (55 cos2 9 — 9) X2 + 4 (11 cos2cp — 6) X -f (22 cos2cp —16) = 0

dwóm pierwiastkom \ i X2 tego równania odpowiadają dwie płasz-
czyzny żądane. Przeprowadźmy dyskusję równania (9). Otóż równa-
nie (9) posiada rozwiązanie rzeczywiste, jeśli dany zgóry kąt cp
spełnia warunek

4(11 cos2 9 — 6)2 — (55 cos2tp - 9) (22 cos2cp — 16) > 0

wypada stąd, po dokonaniu redukcji.

— 33 cos2 «p -f 25 > 0
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Zagadnienie dane posiada więc wtedy rozwiązania rzeczy-
wiste, jeśli

(10) 2 5

33

to znaczy, jeśli dany kąt ostry cp jest większy lub równy kątowi
ostremu «p0 > określonemu przez wartość

(U)' | L

Zagadnienie ma dwa rozwiązania, jeśli «p > cp„, zaś jedno roz-
wiązanie w przypadku tp = cp0.

Z rozważań czysto geometrycznych jest widoczne, iż pła-
szczyzna, przesunięta przez prostą D, tworzy z płaszczyzną P kąt
zawsze większy lub równy kątowi nachylenia prostej D względem
płaszczyzny P. Kąt <p0, otrzymany z dyskusji powyższej, winien być
właśnie tym kątem nachylenia prostej D względem płaszczyzny P.
Istotnie, pisząc równanie prostej D w postaci

1 — 11 1. 2

mamy dla kąta, który ona tworzy z płaszczyzną P, wyrażenie

s i a 8 [ll + 3(-l) + 2. (-.!)]» „ 1
66 3366 33

25
stąd cos2 <p0 = nz > zgodnie z wartością (11).

2 1 . Zagadnienia dotyczące prostych.

ZAGADNIENIE 1. Napisać warunek, aby dwie dane proste
w przestrzeni:

leżały w jednej płaszczyźnie.
Dwie proste w przestrzeni leżą w jednej płaszczyźnie, gdy

się przecinają, lub gdy są do siebie równoległe. Wypadek pierwszy
zachodzi wtedy, gdy układ czterech równań prostych Z)Ł i Z)2 ma
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wspólne rozwiązanie (x,y,z); w tym celu trzeba i wystarcza, żeby
istniała wartość na z, spełniająca dwa związki

f«! z~\-pi = a2z-\-p->
\ bx z + qy = b% z + f/2

lub
(a! — a2) z + (pi — jo2) = 0

Jeśli różnice at — a2 i &i — b2 nie znikają jednocześnie, to od-
powiedni warunek ma więc postać związku

(12) (oj - a,) fo - fc) - (6X - bt) (Pi -P>) = 0;

jeśli zaś różnice a t — a2 i bt — b2 znikają obie, wtedy rów-
nania nie mają wspólnego rozwiązania, ale proste są wtedy równo-
ległe, a zatem związek (12) w każdym wypadku jest warunkiem
koniecznym i wystarczającym, aby dwie dane proste Dt i D2 le-
żały w jednej płaszczyźnie.

ZAGADNIENIE 2. Z danego punktu przestrzeni A (1,2, — 3)
wyprowadzić prostopadłą do prostej D danej przez związki

D

Szukaną prostopadłą można uważać, jako przecięcie się
płaszczyzny Ą , przesuniętej przez prostą D i punkt A, z pła-
szczyznąP2, poprowadzoną przez punkt A, prostopadle do prostej D
(rys. 168). Równanie płaszczyzny Px ma postać kombinacji rów-
nań prostej D

X dobieramy tak, aby płaszczyzna przechodziła przez punkt A,
mamy więc

1 + 2-2 — 1 -|-X(2 -1 — 2 + 3(— 3) — l) = 0
2

stąd X=-}-=• i równanie płaszczyzny Pt będzie takie:

(13) 9jr + 8y + 6« —7 = 0
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Aby odnaleść równanie płaszczyzny P2, wyznaczmy wpierw
współczynniki kierunkowe prostej D, piszemy więc jej równania
w postaci

1 1
77

(14) *
U~2 Z~2

6 —3 — 5 '

równanie płaszczyzny P,, przechodzącej przez punkt (1,2, — 3)
i prostopadłej do prostej D, będzie więc takie:

t j .

(15)

—2) —

3y — 15 = 0

Równania (13) i (15) określają szukaną prostopadłą. Jej rzuty
można otrzymać, rugując jedną zmienną ze związków (13) i (15).

Aby wyznaczyć spodek tej prostopadłej M (x^, yx, zx), wyraźmy
z równań (14) prostej D dwie współrzędne np. x1 i yx w zależności
od trzeciej zŁ:

6 ,_ 8 •
fi — — -g- *x -h - 5-

1

• ; • •

Rys. 168.

i podstawmy te wyrażenia w równanie (15) płaszczyzny P2> wypad-
nie wtedy takie równanie z jedną niewiadomą: ; j l

•

15
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stąd

*i— 7 ,
57
35

11
35'

Są to współrzędne spodka prostopadłej, spuszczonej z punktu
A na prostą D, można stąd znaleść odległość punktu A od prostej D.

ZAGADNIENIE 3. Znaleść najkrótszą odległość punktów
dwóch prostych skośnych w przestrzeni Dx i D2 określonych przez

równania

(16)
V — z

3 1

Rys. 169.

Niech .Mi (^j, ^ , zŁ) będzie punktem prostej DL, zaś M 2 (x 2 ,y 2 , z2)
punktem prostej D2- Wiemy, że odległość punktów Mx i il/2 będzie
najkrótsza wtedy, gdy odcinek Mx M2 będzie jednocześnie prosto-
padły do prostej Dt i do prostej D2 (rys. 169); ponieważ rzuty
wektora M2MX mają miary xt—x2, yx — y2, zx—Z%, ze względu
więc na współczynniki kierunkowe prostych Dx i Z>2, mamy nastę-
pujące warunki prostopadłości odcinka Mx M.2 do prostych Dx i Z>2:

(17)
(yx 5 l _ 2 2 ) — O ,

które pozwolą określić położenie końców Mx i M2 odcinka o naj-
krótszej długości. Z równań prostych Dx i Z>2 możemy wyrazić
dwie współrzędne jako funkcje trzeciej, mianowicie:

= — 3 Z.,
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wstawiając te wyrażenia w związki (17), otrzymamy dwa równania
z dwiema niewiadomemi zx i z2

3Zi — 7 z2 -)- 5 = O
2

stąd 2i —o~; 2|s = li współrzędne końców odcinka, prostopadłego

do obydwóch prostych, będą więc takie:

= JL. _ 8_. _A.

zaś szukana najkrótsza odległość

- T T 2 _ l / 6» 1/ Cv V W

ZAGADNIENIE 4. Z punktu danego A (1,2,3) wyprowadzić
prostą, która przecinałaby jednocześnie dwie proste dane skośne:

x+2y = Q

Proste, wyprowadzone z punktu A i przecinające prostą Dt,
leżą wszystkie na płaszczyźnie Pt, przesuniętej przez punkt A
i prostą Du podobnie proste, wyprowadzone z A i przecinające
prostą -D2» leżą w płaszczyźnie P2> przesuniętej przez A i Z>2. Prze-
cięciem tych dwóch płaszczyzn PL i P 2 jest właśnie żądana prosta
i wyprowadzona z punktu A i przecinająca proste Dt i D2 (rys. 170).
Z dowolnego punktu przestrzeni można więc wyprowadzić określo-
ną prostą, przecinające dwie proste dane. Wyjątek stanowi wypadek,
gdy punkt A znajduje się na płaszczyźnie, przechodzącej przez
jedną prostą i równoległej do drugiej prostej, istnieją dwie takie
płaszczyzny. Zastosujmy nasze rozważania do danego wypadku
liczbowego. Równania płaszczyzn Px i P2, przesuniętych przez
punkt A i przez proste Dx i D 2 , mają postać

x — y — 1 + >•! (2* + * — 1) = 0

x + 2y — 3 + X2 •(* — * — D = 0
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Rys. 170.

\ i X2 wyznaczmy z warunku, iż te płaszczyzny zawierają punkt
A (1, 2, 3), mamy więc

1 — 2 — l + X1(2-l + 3—1) = 0; \t =•

14-2-2 (l-—3 —1)==0; h —

2

2

stąd otrzymamy równania płaszczyzn P1 i P 2, których przecięciem
jest szukana linja prosta L:

2y-\- z— 3 = 0
— 22; — 1 1 = 0

ZAGADNIENIE 5. 2" punktu danego A ( 1 , 2 , - 1 ) wypro-
wadzić prostą, przecinającą prostą daną

D 2 * 4-0 =
y — z = t>

i równoległą do płaszczyzny danej:

(P) 2x-3*/-z + 5-0
Szukana prosta będzie przecięciem się płaszczyzny P x, prze-

suniętej przez punkt A równolegle do płaszczyzny P, z płaszczy-
zną P2, przesuniętą przez punkt A i,przez prostą D (rys. 171).
Równanie płaszczyzny PL będzie

- l ) - 3 G / — 2)
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lub
Rys. 171.

Równanie płaszczyzny P2 ma postać

1 + X(y — z — 5) =

pisząc, iż ona zawiera punkt A(l,2, — 1), otrzymamy X = —
Ci

i równanie płaszczyzny P2

4x-f-5y — 3z —17 = 0 (P2)

równania PŁ i P2 określają żądaną prostą.
ZAGADNIENIE 6. Znaleść miejsce geometryczne środków

odcinków, łączących dowolne dwa punkty dwóch danych prostych

A X—CLZ

y=Vz-\--q

Współrzędne środka Mo odcinka, łączącego punkty Mx (xv yu zŁ)
i M2 {x2, y~i, z2) dwóch danych prostych, mają wartości

- w
y x 4~ y>,yx 4 y,

' "o — 2 ' ' — 2
z, -4- z*

i- 1 i. ,

Wyrażając, na podstawie równań danych prostych, wszystkie
współrzędne w zależności od współrzędnych zx i z2, otrzymamy
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współrzędne punktu szukanego miejsca geometrycznego w postaci
następujących funkcyj dwóch zmiennych niezależnych z1 i z2:

aZi-j-a'z<>-\-p b zx

Zbiór tych środków utworzy więc pewną powierzchnię, któ-
rej równanie otrzymamy, rugując parametry zt i 2 2, wypadnie
równanie płaszczyzny

(b - b') xa + (a'-a) y„ + (a b'~ a' b) z0 + f (p6'-p 6+(7a- qa!)=0
łatwo wykazać, iż płaszczyzna ta jest równoległa do każdej
z danych prostych.

22. Równanie płaszczyzny w postaci normalnej.

Wyprowadźmy z początku układu prostopadłą O Mo do pła-
szczyzny danej P; Mo oznacza spodek tej prostopadłej (rys. 172).
Położenie płaszczyzny P będzie określone, jeśli dane są kąty a,P,Y>
które tworzy wektor OM0 z osiami i długość prostopadłej p=OM0.
Dowolny punkt M{x,y,z) płaszczyzny P ma tę własność, iż
rzut wektora OM na wektor OM0 jest stały i ma wartość
równą zawsze p, gdyż M Mo _[_ OM0. Ale składowe wektora

Rys; 172.
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OM mają miary równe współrzędnym x,y,z punktu M, a zatem,
według twierdzenia o rzucie sumy geometrycznej, mamy

rzut O M= rzut x -\- rzut y -\- rzut z = p
(na OM0) (na OM0)

ponieważ zaś wektor stały O Mo tworzy dane kąty a, p, Y Z osiami
współrzędnych, więc otrzymamy taki związek pierwszego stopnia:

(17) #Cosa + #Cosp-fzCosY—jo==O,

który nazywa się równaniem płaszczyzny w postaci normalnej.
Jeśli równanie płaszczyzny ma postać ogólną

to, dzieląc współczynniki przez ±^A2~\-Bi-\-Ci, otrzymamy po-
stać normalną równania

wtedy bowiem współczynniki będą cosinusami kierunkowemi wektora
prostopadłego do płaszczyzny; znak w mianowniku należy wziąć
odwrotny do znaku wyrazu D, gdyż p > 0. Postać normalna, po-
dobnie jak w geometrji na płaszczyźnie, pozwala odnajdywać
odległość płaszczyzn równoległych i odległość punktu od płaszczy-
zny. Postępując analogicznie, jak w art. 23 części pierwszej, wy-
kazać można, iż odległość 3 punktu M(a,b,c) od płaszczyzny (17)
równa się bezwzględnej wartości, którą przybiera lewa strona
równania w postaci normalnej, jeśli na miejsce współrzędnych
bieżących x,y,z wstawimy współrzędne danego punktu a,b,c:

(18) 3 = \aCosa.-J
rbCos$-{-cCos*i--p\

ć w i c z e n i a .
1. Znaleść równanie płaszczyzny, przesuniętej przez trzy punkty:

(0,0,0); (1,2,3); ( 0 , 1 , - 1 )

2. Znaleść równanie płaszczyzny, przechodzącej przez punkt (0, 0, 0)
i przez środki kul o równaniach:

Geometria Analityczna. 23
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3. Znaleść równanie płaszczyzny, przechodzącej przez punkt (1, 2, 3)
i przez prostą o równaniach

2

3x —

znaleść kąty tej płaszczyzny z osiami.

4. Znaleść równanie płaszczyzny, przechodzącej przez punkt (1, 2, —1)
i równoległej do dwóch prostych, danych przez równania:

5, Znaleść równania dwóch płaszczyzn równoległych do siebie i przesu-
niętych przez proste dane:

wyznaczyć odległość tych płaszczyzn.

6. Znaleśe miejsce geometryczne punktów, jednakowo odległych od dwóch
punktów danych

A (Xj, yt, Zi); B (x2, y2, z2) •

7. Znaleść miejsce geometryczne punktów, jednakowo odległych od trzech
punktów danych

A(xi,yuzi)-; B(xl,y1,zi); C(xB,ya,zli).

8. Przez prostą, daną przez równania

X — y — 1; 2x + 8Z = 2

przesunąć płaszczyznę, która tworzyłaby z płaszczyzną x + y — z = 0 kąt
ostry, możliwie najmniejszy.

9. Dla jakich wartości na m dwie proste dane przez równania

x = 2z + m; f x = z Ąr 2;

y = z — 1; i // = 7J7Z + 3

przecinają się ze sobą.

10. Znaleść odległość punktu (1, 2, 3) od prostej, danej przez równania

11. Przez prostą o równaniach

* + » = i ; 2# — 2 = o
przesunąć płaszczyznę, która tworzyłaby dany kąt ostry cp z prostą, określoną
przez równania

x-.z/ + 22 = 0; 2z—X = l.

Dyskusja istnienia rozwiązania.
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12. Z początku układu wyprowadzić prostą, przecinającą prostą daną

3x + y = 1; 4;/ — z = 1

i równoległą do płaszczyzny 5* — y + 3z = 1.

13. Znaleść równania prostej, przecinającej dwie proste dane:

[ * = 2* + 1 ( .v = z — 1

{ y = * + 2 I y = 8* + 1

i równoległej do prostej trzeciej

— = Ł = 1.
3 1 1"

14. Znaleść równania prostej, przecinającej trzy proste dane

[ x — z; f x = 2z•+ 1; ( J = J | 3 ;
•Ul i l>l \ U-i i

I y — Sz — 1; [ y = — z-, { ij = 2z — 1;

i równoległej do płaszczyzny o równaniu:

x — y + mz -\- 1 = 0.

Dyskusja istnienia rozwiązania ze względu na m.
15. Dany jest kąt trójścienny, ograniczony trzema płaszczyznami o rów-

naniach :

x + y + z = 0;

x — i; — z = 0 ;

« = 0;
wyznaczyć przecięcie się płaszczyzn dwusiecznych kątów dwuściennych danego
kąta trójściennego.

16. Z punktu (0, 0, a) wyprowadzić prostą, przecinającą dwie proste:

f x = i ; f x = Bz + i;

Dla jakich wartości na a nie istnieje rozwiązanie ?

17. Jaką wartość winien posiadać parametr m, żeby dwie proste

{ x = m z + .1! (• x = 2 — 7« ;

y = z + m ;' I ź/ = 2/nz + 1,

przecinały się. Wyznaczyć wtedy równanie płaszczyzny przez nie przesuniętej.
18. Znaleść miejsce geometryczne punktów jednakowo oddalonych od

"trzech danych prostych:

I
y =

Z :==-

0 ;

0;

I
11

1• y

= 0;

n ,
III 1

X =

.V = =

y\

z.,


