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ROZDZIAL IX.

OGNISKA | KIEROWNICE KRZYWYCH DRUGIEGO
STOPNIA.

50. Okreslenie ogniska i kierownicy.

Nazywamy ogniskiem krzywej drugiego stopnia
taki punkt plaszezyzny F, iz odleglo§é dowolnego punktu krzywej
M(x,y) od tego punktu da sie wyrazié w postaci funkeji wymier-
nej pierwszego stopnia wspélrzednych prostokatnych (x,y) punktu
M, to znaczy, jako warto§¢ bezwzgledna wyrazenia

(1 MF=|ax~+fy-1|

gdzie o, f,v sa to pewne stale.

Powyisze okreSlenie ogniska jest niezaleine oczywiscie od
uktadu wspoétrzednych prostokatnyeh, gdyz wzory na zamiang
wspélrzednych sa pierwszego stopnia i nie zmieniaja okreslonej
cechy funkeji (1).

Zanim udowodnimy istnienie okre§lonego w ten sposéb ogni-
ska dla dowolnej krzywej drugiego stopnia, wykazemy wpierw, iz
okre§lona wilasno§é¢ moze przystugiwaé krzywym conajwyzej dru-
giego stopnia; istotnie, zakladajge, iz krzywa posiada ognisko F
o wspétrzednych (x,,y,), mamy

MF=YV (x —x)*+(y— yo)*
a wiec, wedlug wlasnoSci okreslonej ogniska (1), punkty krzywej
spelniajg réwnanie
(2) (x — x0)* + (g — yo)* = (x4 By +1)°
ktore jest wlasnie drugiego stopnia.

Okreslona wtasnoSé analityczna ogniska ma proste znaczenie
geometryczne. Jesli mianowicie rozwazymy prosta D, okreslong
przez réwnanie®)

3) ax+py+1=0,
to, jak wiadomo, odlegto§¢é MQ punktu krzywej M(x,y) od tej
prostej rowna sie wartosci

mo—l#x 1Byt

Vot B

*) Wykluczamy tu wypadek, gdy « i B znikaja jednoczeénie, ktéry odpo-
wiada oczywiscie kolu ze $rodkiem w punkeie F.
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wynikajacej z postaci normalnej réwnania prostej. A wige wia-
snosé (1) ogniska F oznacza poprostu geometrycznie, iz stosunek
odlegtosci dowolnego punktu hkrzywej M od ogniska F i od pro-
stej (8) ma wartos¢ stata dla wszystkich punktow krzywej:

@ e VETE

Prostqg D, zwigzang w powyzszej wlasnoéci z ogniskiem F|

nazywamy kierownicq krzywej drugiego stopnia, za§ wartosé
staly stosunku (4) mimosrodem tej krzywej.
D Rozwazmy dwa punkty M i M’ (rys. 81),
symetrycznie polozone wzgledem. prostopa-
dlej do kierownicy D, poprowadzonej przez
ognisko #; stosunek (4) przybiera te sama
warto§é dla punktow M i M'. Stad wy-
nika, iz ognisko krzywej drugiego stopnia
moze znajdowac sie tylko na osi symetrji
krzywej, zas kierownica odpowiednia winna
byc do tej osi prostopadta.

Jesli kierownica, przedstawiona przez
réwnanie (2), jest prostopadla do osi Ox,
wtedy winno byé =0 i odlegto§¢ punktu
biezacego krzywej M(x,y) od odpowiedniego ogniska F winna
si@ wyrazi¢ w postaci funkeji linjowej tylko odcietej x:

Q

Rys, 81.

MF=|ox—1]

Aby teraz wykazaé istnienie ogniska dla danej krzywej dru-
giego stopnia, weZmy réwnanie krzywych drugiego stopnia odnie-
sione do wierzcholka (art. 48):

() p=2pxFle
gdzie'
P=4

znak gérny dotyczy elipsy, za§ dolny — hyperboli. Réwnanie (5)
pozwoli jednocze$nie przeprowadzi¢ rozumowanie dla trzech typow

krzywych, zaktadajge bowiem, iz -’Zdaz’y do zera, otrzymamy odpo-
wiednie wnioski dla paraboli 0 réwnanin

y=ipx
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Weimy wigc pod uwage na osi symetrji O x pewien punkt F
o odcigtej x, i prosta D prostopadla do osi Ox (rys. 82), odpo-
wiadajaca odcietej
Cx=k;
korzystajgc ze zwiazku (5), wyrazimy odleglodci dowolnego punktu

QD Y et

M(x,y)

SRR 1S P

Rys. 82.

M(x,y) krzywej (4) od punktu F'i od prostej D w ten spos6b:

MFP=yx—x)+y = ]/ (mg) x? — 2 (% — p) x - xy?
MQ=|x—£k
znak gérny dotyczy elipsy, za§ dolny — hyperboli.

P

Zaktadajae, iz wspolezynnik 1—?--a— przy x* w tréjmianie pod

pierwiastkiem jest wigkszy od zera, oznaczmy, dla uproszczenia

®) e=]/1_r.c--§

i, w mys$l wlasnoéei ogniska, rozwazmy teraz stosunek tych dwéch
odleglosei MF i MQ:

RV TRY Xy T
) _M_ﬁ___sl_/ _T’:_——E—

Stosunek ten WOgD]e jest funkeja zmiennej x, spostrzegamy
jednak natychmiast, Ze gdy tak dobierzemy wx, i &, zeby tréjmian
pod pierwiastkiem byl pelnym kwadratem funkeji w mianowniku,
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to wtedy 7 tylko wiedy warto§é stosunku (7) bedzie jednakowa
dla wszystkich punktéw krzywej, mianowicie bedzie

® b

=34

Oté7z w tym celu nalezy na x, i & wzigé warto§ci, spetnia-
jace zwigzek

O (ra— P X ( _,AU_)?: 2
9) ( . )_ b (1—2 ) =

i

(10) R =————

Punkt #, okreS§lony przez zwigzek (9), bedzie zatem ogni-
skiem krzywej drugiego stopnia, za§ odpowiadajaca mu prosta D
kierownica krzywej.

Stalg wartosé e stosunku (8) nazwaliSmy mimosrodem Kkrzy-

2
wej; dla elipsy i hyperboli, z racji zwigzku == mozemy war-

tos¢ mimoérodu (6) wyrazi¢ w ten sposob:
D
(11) E—]/1+a ] 1%

wielkosé ta zaleiy tylko od stosunku osi%. Widzimy natychmiast,

iz mimosrdd elipsy jest mniejszy od jednosci, mimosrod hyper-

boli jest wigkszy od jednosci, wreszcie, zakladajac, iz a—>» oo,

otrzymamy w granicy, iz mimosrdd paraboli jest rowny jednosci.
Zwigzkowi (9) odpowiadajg dwie wartosci

192 R P : i P
(12) Xy 14 Xy T

jesli ==£1, elipsa i hyperbola posiadajg wiec dwa ogniska F,
i F, na osi Ox; dla elipsy (:<<1) obydwa te ogniska lezg po
stronie dodatniej wierzcholtka O, dla hyperboli (¢ > 1) jedno tylko

ognisko F, lezy po stronie dodatniej; parabola wreszcie (e =1) po-
siada tylko jedno ognisko ¥, ktére znajduje sie na osi tej paraboli

w odlegtosci .\:uzg od wierzchotka.
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Widzimy réwniez z réwnan (9), iz wartedei (12) spetniaja
zwigzek:

a3 P=2px, b x
wedfug réwnania () oznacza to, iz rzedne punktéw krzywej, wy-
stawione w jej ogniskach, majg wartosé réwng parametrowi
krzywej p.

Z kazdym ogniskiem zwigzana jest odpowiednia kierownica.

Kierownica D;, odpowiadajaca ognisku F, o dodatniej odciete]
’ p

.1‘0=

1+ ylezy zawsze po przeciwnej stronie najblizszego dla F,
E

wierzcholka O, mamy bowiem x,/<<p, a zatem tr6jmian pod
pierwiastkiem (7) jest wtedy kwadratem sumy i warto$¢ k, odpo-
wiadajaca ognisku F,, bedzie ujemna.

Z symetrji elipsy i hyperboli wynika, iz drugie ognisko £,
i jego kierownica D, muszg by¢ roztozone symetrycznie z ogniskiem
F, i jego kierownica wzgledem Srodka krzywej.

Nadmienimy wreszcie, iz odleglo§é ogniska od jego kierow-
nicy t. j. wartosé |x,— k| wynosi zawsze:

(14) |y — k| =L

wynika to, albo bezposrednio z wartosci (10) i (12), albo tez
z uwagi, iz dla punktu (x,, p), leiqcego na krzywej, spetniony jest
zwigzek (8), to znaczy, iz

P
| X0 — k|
Dowiedlismy wiee, iz kazda krzywa drugiego stopnia nie¢zwy-
rodniata, z wyjatkiem kota, jest miejscem geometrycznem punkitow,
dla Fkiorych stosunek odlegtosci od ogniska i od odpowiedniej
kierownicy jest wielkoscig statg, réwng mimosrodowi krzywej «:

——— ] -

dla elipsy e<1

(15) ﬂ =g 5 paraboli ge=1

M
Q , hyperboli e=>1

Wlasno§é powyisza przystuguje oczywiscie jeszeze tylko
prostej lub parze prostych przecinajacych sie, ognisko /' wtedy
jest ich punktem przeciecia.

Rozpatrzmy szczegGlowiej polozenia ognisk i kierownic dla
poszezegllnych typow krzywych.
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Elipsd. Mamy wtedy
T [
16) - / e 1—=;
( € ] 1 5 l/ =
mimoséréd elipsy jest wiec mniejszy od jednosSeci; poniewaz mu-
simy zalozyé b<<a, a zatem dwa ogniska rzeczywiste F\ i F,,
otrzymane w poprzednich rozwazaniach, mogg istnie¢ tylko na

osi duzej elipsy (rys. 83). Ogniska te leza w jednakowej odleglosci
od $rodka elipsy, mamy bowiem z wyrazenia (16)

p=a(l—=%,

a nastepnie, wedlug wartoSei odcigtych ognisk (12),

)
a—Xy =a—i--i-_—€-=aa

x—a= i_fj:_z_ a=as
oznaczajgc te odleglo§é przez ¢, mamy dla niej taka zaleznosé
od osi elipsy:

(17) c=ac
a stad, wedlug wartosci (16),
(18) c=} a®—b
D ¥ ’ : D.

Fo YA | x
% [ Jp_]
xt E

@O

Rys. 83.

Poniewaz = <<1, wigc ¢ << a,zalem ogniska leza we wnetrzu
elipsy. Nastepnie widzimy ze zwiazku (18), iz odcinek ¢ jest przy-
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prostokatng w tréojkacie, ktoérego przeciwprostokatna jest a, zas
druga przyprostokgtna b. A wiec ogniska elipsy leza na osi du-
zej elipsy w odlegtosci rownej potowie osi duzej a od koncow
osi matej. Zataczajgc wiec z kofica B osi malej kolo promieniem « .
otrzymamy w przecieciu z osig duzgq ogniska F, i Fs.

W odlegtosei % od kazdego z ognisk /| i F,, po przeciwnej
stronie najblizszego dla niego wierzcholka elipsy, lezg kierownice
Dy i D,, odpowiadajace tym ogniskom. Kierownice polozone sg sy-
metrycznie wzgledem osi matej elipsy i lezg zewnatrz elipsy (rys. 83).

Ze zwigzku (17) widzimy, i&Z mimosrdéd elipsy réwna sie sto-
sunkowi odlegtosci ognisk do osi duzej elipsy

(¢

E — —

a

Nadmienimy jeszcze, ze gdy b dazy do a, to znaczy elipsa
dazy do kola, wtedy ¢ i ¢ daZza do zera, wiec ogniska daza do
§rodka kola, a ich kierownice oddalaja sie nieograniczenie.

Hyperbola. Mamy wtedy

._ P _ /11 Y
(19) g_l/l—ka—]/l—i—a.i
mimoérod jest wiec teraz wiekszy od jednosci.
Odciete ognisk F, i F,, lezacych na osi Ox, przecinajacej

hyperbole, majg warloSci

e B aihe B

"*u“_1_|__5} 'ln 1—-‘2
a poniewaz, wedlug wzoru (19),

p=a(t—1)
wiee
X/ =a(—1), x =—a(z}1

jedno ognisko lezy zatem na prawo od wierzcholka O, a drugie
po przeciwnej stronie, odleglodci tych ognisk od $rodka hyper-
boli S sa sobie réwne i wynoszg

X'y +a= as
|x"y— aj= a=

oznaczajac te odleglo§é przez ¢, mamy takie zaleznoSci

(20)
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poniewaz dla hyperboli mamy =1, a zatem bedzie ¢> a, ogniska
hyperboli leza wiec nazewnatrz odcinka, lgczacego wierzcholki.
Widzimy, iz odleglos¢ ¢ ogniska hyperboli od jej srodka jest
réwna przeciwprostokatnej w irofkgcie, kiorego przyprostokqt-
nemi sg osi a i b; stad wynika konstrukcja odcinka ¢ (rys. 84).

Rys. 84.

Nadto, podobnie jak dla elipsy, mimosrod hyperboli réwna
sig stosunkowi odlegtosei ognisk do odlegtosci wierzchotkow:

[

o—

Kazdemu z ogunisk F| i F, odpowiada kierownica Dy i D,.
Kierownice te leza miedzy érodkiem hyperboli S i odpowiednim
ogniskiem.

Poniewaz, z natury rzeczy, kierownica nie powinna przecinaé

krzywej, a zatem hyperbola na drugiej osi symetrji ognisk rze-
czywistych posiadaé¢ nie moze.

Parabola. Wlasno§é paraboli otrzgymujemy, jak wiadomo,
zakiadajac, iz % —> 0; dla réwnania
y’=2px

otrzymamy wtedy z wyrazenia (7)

MF _ yx*—2(x,—p)xFi®
MQ x—k
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stosunek ten bedzie staly i réwny jednosci, jesli

ognisko paraboli i kierownica lezg wigc po obu stronach wierzchotka
w odlegtoSci od niego réwnej polowie parametru p (rys. 85). Po-

D

Rys. 85.

o

niewaz terazm—=l€=l, wiec parabola jest miejscem geome-

trycznem punktéw, ktorych odlegtosci od ogniska i od kierownicy
sg sobie réwne.

51. Réwnanie krzywych drugiego stopnia
we wspétrzednych biegunowych.

Najprostsza posta¢ réwnania we wspélrzednych biegunowych
otrzymamy wtedy, jesli jako biegun obierzemy ognisko krzywej,
wtedy bowiem, jak widzieliSmy, promien wodzgcy wyraza si¢ wy-
miernie przez wspoélirzedne prostokatne. Obierzmy wigc jako bie-
gun jedno z ognisk krzywej F, za§ za 0§ biegunowg Fz — prosto-
padly, wyprowadzong z tego ogniska do jego kierownicy i zwrécong
w strone najblizszego wierzchotka A, poloZonego zawsze miedzy
ogniskiem i jego kierownica.
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Niech p bedzie parametrem krzywej, zas = jej mimos$rodem,
wtedy odlegto$é ogniska F od kierownicy wynosi (rys. 86)

FE=L
D
P
E
M Q
| Ll [
9 \A L 7
F oM
Rys, 86.

Niech (7,0) oznaczajg wspoélrzedne biegunowe punktu krzy-
wej M, zwigzek miedzy temi wspoélrzednemi otrzymamy natych-
miast z wlasnosci charakterystycznej krzywych drugiego stopnia:

MFE_
MQ

Mamy nastepnie, umawiajgc sig narazie iz r = 0,
MF=r; MQ=|M'L|;
otz miara wektora M'L wynosi
MTE:F_L'—FTﬂ’z-‘Z—rcos

miara ta jest dodatnia, jesli, jak na rysunku 86-ym, punkt M lezy
po tej same]j stronie kierownicy, co i biegun F, jest za§ ujemna,
jesli punkt M lezy po stronie przeciwnej; mamy wiec dla tych
dwoch przypadkow zwigzek

CME_ r
MQ T
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stad otrzymamy zaleznoscé
e/ Jiee
"1 —+czcosb

dla punktow krzywej, lezgcych po tej samej stronie kierownicy
co i ognisko F, za§ zaleino$é

=

i e

“1—ccosf

dla punktéw przeciwnie polozonych. W przypadku elipsy lub pa-
raboli (¢ <C1) zalezno§¢ pierwsza obejmuje wszystkie punkty
krzywej, w przypadku zas hyperboli (s >1) zaleZno$¢ pierwsza
dotyczy gatezi blizszej wzgledem ogniska F, za$§ zalezno$§é druga
gatezi dalszej, lezacej po przeciwnej stronie kierownicy 0.

Przyjmujgc znang umowe, aby ujemne warto$ci promienia
wodzacego 1’ = —r uwazaé, jako odpowiadajgce amplitudzie 0’ =
=0-}-=, mozemy obie galezie krzywej przedstawi¢ przy pomocy
jednego réwnania
(L) i ey

Jest to wlaénie zgdane réwnanie we wspoéirzednych biegu-
nowych, majgce postaé wspolng dla wszystkich trzech krzywych
drugiego stopnia. Réwnanie (21) przedstawia elipse, jeSli =<1,
parabole, jesli =1, hyperbole, jesli s%}l.

Widzimy bezpos$rednio z réwnania (21), iz w przypadku e <1
krzywa jest ograniczona, albowiem r zmienia sie w granicach

P ope P

—1_1_‘ : {—c¢

gdy 0 zmienia ¢ie od 0 do = (rys. 87).

4]

M
()
A hz _
| D P =
1-& 15&
Rys. 87. -

Geomelrja Apalityezna. 12
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W przypadku natomiast ==>1, krzywa jest nieograniczona,
widzimy bowiem bezpoérednio z réwnania (21), iZ r ro$nie nie-
skoniczenie, gdy 9 dazy do warlosei 4= 6, takiej, iz 1--=cosf,=
=0, a wiec

1
cos by =——,

dla kqta fi, przyjmiemy okre§lona wartoS¢ zawarty mlgdzy — i =,

jest to kat, ktéry tworzy jedna z asymptot z osig poczatkowa Fz.
Zgodnie z umowa o znaku promienia r, punkt M, dany przez
wzor (21), opisze blizszg galaZz hyperboli, gdy 0 bedziemy zmieniali
od — 6, do-}-0,, opisze za$ dalsza galaz, gdy 0 bedziemy zmieniali
w dalszym ciagu od 6, do 2z —¥0, (rys. 88).

Rys. 8.

52. Przeciecia stozkowe.

Na podstawie wtasno§ci charakterystycznej (15), mozna tatwo
udowodnié, iz przeciecia ptaskie stozka kolowego sa krzywemi
drugiego stopnia.

Niech wiec bedzie powierzchnia stozkowa, otrzymana przez
obrét prostej K L dokola osi xy (rys. 89). : »

Rozwazmy dowolng plaszezyzng sieczng P, mozemy przy-
puscié, iz ona jest prostopadla do plaszczyzny rysunku. Niech M
oznacza dowolny punkt krzywej przecigcia plaszczyzny P z po-
wierzchnig stozkowa. Zbudujmy teraz powierzchnig kulistg, ktéra
bytaby styczng do powierzchni stozkowej i do plaszezyzny P;
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niech mn bedzie Sladem plaszezyzny kola styczno$ci tej kuli z po-
wierzchnia stozkowa na plaszezyZnie rysunku, a F niech bedzie
punktem stycznosci tej kuli z plaszczyzna sieczng P. Plaszezyzna
kota mn przecina si¢ z plaszezyzna P wzdluz prostej D, prosto-
padlej do plaszezyzny rysunku i przebijajgce] te plaszezyzne

N[/

Rys. 89.

w punkcie Q. Poprowadimy przez punkt krzywej M plaszezyzne
prostopadla do osi stozka, niech rs bedzie jej $ladem na |la-
szezyZnie rysunku; rzut M’ punktu M na plaszezyzne rysunku be-
dzie lezal na przecigeiu odcinka rs ze Sladem plaszezyzny P.
Wreszcie przez M poprowadimy tworzgcq stozka, ktéra przetnie
kolo mn w punkcie G. Mamy

MF=MG
Jjako styczne wyprowadzone z tego samego punktu M do kuli,
nastepnie

MG=rm
wiec
MF=rm
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Dla dowolnego punktu przecigcia M stosunek j;,fg— bedzie

F
mial oczywiécie stala warto§é, a wiec i stosunek Eﬂ%— bedzie

mial warto$é statg, poniewaz za§ M’Q réwna sie odleglosei punktu M
od prostej D, zatem dla kazdego punktu M przeciecia stozkowego
stosunek odlegtosei od punktu F i od proste] D ma te sama war-
to§é. Przeciecie stozkowe jest wiec krzywa drugiego stopnia, kté-
rej ogniskiem jest punkt stycznosci F, a kierownicg prosta D.
Krzywa ta jest elipsa, hyperbola lub parabola, zaleznie od poto-
zenia plaszczyzny siecznej P. Ze wzgledow powyzszych, krzywe
drugiego stopnia nazywamy krétko ,stozkowemi”.

ROZDZIAL X.

WEASNOSCI SZCZEGOLNE ELIPSY.
53. Elipsa i koto.

W celu zbadania wlasnoSeci elipsy, obierzmy jej osi symetrji
za osi wspoblrzednych, mamy wtedy

X B

Zatozmy, iz a jest polosig duzg i rozwazmy kolo oparte na
osi 2a, jako na Srednicy, réwnanie tego kota bedzie

(2) Ot y=a

y




