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ROZDZIAL VIL

ZAGADNIENIA DOTYCZACE KULI | KOtA
W PRZESTRZENI.

23. Zagadnienia dotyczace kuli.

Réwnanie kuli, ktérej §rodek znajduje sie w punkcie (a, b, ¢)
i ktérej promien wynosi r, jest nastepujgce (art. 10):

6) (¥ — @)+ (g — O+ (2 — 0)* =1
ro6wnanie to, po rozwinieciu kwadratéw, przybierze postaé
@) X2ty tox+pytrz+a=0

charakterystyczna dla kuli, mozna bowiem udowodnié, analogicz-
nie jak dla kola na plaszezyinie, iZ odwrotnie, rownanie (2) spro-
wadza sie do postaci (1), a wiec przedstawia pewna kule. Poloze-
nie kuli zalezy wiec od czierech parametrow. A zatem,dla okres-
lenia kuli, nalezy w zagadnieniach podawaé warunki, odpowiada-
jace czterem zwigzkom niezaleznym, kiérym ona winna czynié
zado$é. Stad wynika np. wniosek o istnieniu okreslonej powierzchni
kulistej, przechodzacej przez czfery punkty dowolne, nielezgce na
Jednej plaszczyZnie.

ZAGADNIENIE 1. Znales¢ rownanie huli, kidrej Srodek leiy na osi Ox
i kldra przechodzi przez dwa dane punkly :

M, (1,1,1); M,y (—1, 0, 2),
Réwnanie szukanej kuli bedzie mialo postaé

(x —a)? 4 y? 4 22 = r?,

zgdajae, aby to réwnanie bylo spelnione w punktach M, i M,, otrzymamy
zwigzki
(L=aPp+2=r;

(=l=—a)r4 =7t
stad wypada

1 1
a:—?; r*:—?

i réwnanie zgdanej kuli

(x+5) +r+==10

ZAGADNIENIE 2. Znale$¢ réwnanie kuli stycznej do kazdej z plaszczyzn
wspdlrzgdnych i przechodzgcej przez punkt M(2, —1, 3).
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Jesli kula jest styczna do danej plaszezyzny, to odlegtosé $rodka kuli od
tej plaszezyzny rowna sig jej promieniowi. W danym wypadku wige wartosei
bezwzgledne wspélrzednyeh a, b, ¢ srodka kuli, winny sie réwnaé promieniowi
tej kuli:

la|=|b]l=|e|=r,

a poniewa? znak wspélrzgdnych Srodka @, b, ¢ winien byé dla kuli styeznej do
plaszezyzn (Oxyz), zgodny ze znakiem odpowiedniej wspélrzednej punktu da-
nego kuli M, wiec réwnanie kuli winno mieé postaé

(* — a)t 3 (g4 a)t (2 — a) =a®;
zgdajge, aby kula przechodzila przez punkt M (2,—1, 8), otrzymamy réwnanie
at~ ba+7=0,

a wiegc istniejg dwie lkule Zgdane o réwnaniach:

(r—8FV2) +(+3tvV2)+G—8FV2)=0B+y2)" -

ZAGADNIENIE 3. Znale$¢ réwnanie kuli stycznej do osi Ox w punkeie
(1, 0,0) i nadlo do osi Oz i do proslej x = y = z w punklach nieokreslonych.

Réwnanie szukanej kuli piszemy w postaci
Mgt tex+ By frz+08=0

i w znany sposdéb, Zaldaja,c,‘ aby kula przecinala sie z danemi prostemi w punk-

tach zjednoczonych, otrzymamy nastepujgce zwigzki miedzy wspélezynnikami :
a=—2; 8 =1;

P — 48 = 0;

(¢ + B+ 1) —128 = 0;°

otrzymamy stad cztery kule, spelniajgce warunki zagadnienia.

ZAGADNIENIE 4. Przez dang prosla o réwnaniach
Xx= z y=—z+1
przesungd plaszezyzng slyczna do kluli danej
¥4yt —4x 43 =0
Pek plaszezyzn, przesunietych przez dang prostg, przedstawia réwnanie
x—z+h(y—2—1)=0

lub
x+y—((14+12z—1r=0

Z pomigdzy tych plaszezyzn ta bedzie styczna do kuli, ktérej odleglosé
od érodka kuli réwna si¢ promieniowi danej kuli, Otéz wspélrzedne Srodka
i promien kuli poznajemy, piszqc jej réwnanie w postaci

(x — 2)* 4 py* 42 =1,



— 358 —

odlegtosé $érodka (2, 0,0) tej kuli od plaszezyzny (3) wyraza si¢ przy pomocy
postaci normalnej w taki sposéb:

2 — A

YiFOeFa+0’

zgdajae, aby ta odleglo§é réwnala sie promieniowi, t. j. jednoscl, otrzymamy
rownanie

W46 —2=0
i stgd dwie plaszezyzny styczne do kuli:
x—z4+ (=8 yim)(y—z—1)=0
Rownanie plaszeczyzny styczneyj.
Znajdzmy rownanie ptaszezyzny stycznej do kuli o réwnaniu
- (x—a)+(y—b)>+(z—c)=r*

w danym punkcie M (x,y,2).
Plaszczyzna styczna do kuli w punkcie M bedzie prostopadia

do promienia, lgczacego $rodek kuli z punktem M, ale ten wektor
ma skladowe

x—a; y—b; z—ec,
rOwnanie ptaszczyzny stycznej bedzie wiec oczywidcie takie:
X—x) x—a)+(Y—p) (y—b+(Z —2) (z—)=0

gdzie (X, Y, Z) oznaczaja wspolrzedne biezace punktu plaszezyzny
stycznej. Po prostem przeksztalceniu, otrzymamy réwnanie pla-
szezyzny stycznej do kuli w postaci

X—a) (x—a)+(Y—0b) (y—b+(Z—c) (z—c)=r*

analogicznej do postaci réwnania stycznej do kota na pla-
szezyZnie.
24. Koto w przestrzeni.

Koto w przestrzeni okreslimy analitycznie,. jako przecigcie

plaszczyzny powierzchnia kulista, a wiec przez dwa zwigzki
w postaci

Ax—+By+Cz-+D=0
o

(x— )+ (g — b (g —or =1
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Rzutem krzywej (4) na dowolng plaszezyzne wspdélrzednych
jest wogole elipsa. Zaznaczymy, iz $rodek kuli (4) niekoniecznie
winien znajdowac sie w $rodku kota; wogdle srodek kuli, kiora
w przecigeiu daje dane koto, leze¢ bedzie na prostopadtej do pta-
szezyzny danego kota, wystawionej z jego Srodka.

ZAGADNIENIE. Znalesc rownania kota, powstatego od obrotu
danego punktu M,(x,,Y,,2,) dokota prostej danej D .

Kolem, powstalem od obrotu punktu M, dokota danej pro-
stej D, nazywamy kolo, przechodzace przez punkt M, ktérego
ptaszezyzna jest prostopadia do prostej D i ktérego srodek lezy
na lej prostej. Kolo takie okreslimy wiec analitycznie, jako prze-
ciecie plaszezyzny, przesuniete] przez dany punkt M, prostopadle
do prostej danej D, z kula przechodzgca przez punkt M,, ktorej
Srodkiem jest dowolnie wybrany punkt osi obrotu D; nie trzeba
wiec wogdle poszukiwaé punktu przebicia prosta D plaszczyzny
kola obrotu dla obrania go $rodkiem kuli. Weimy dla uproszcze-
nia nastepujacy przyktad szezeg6lny; wyznaczmy analitycznie
koto, powstate od obrotu punktu M, (x,, 5, 2,) dokota prostej o réw-
naniach

przechodzacej przez poczatek uktadu.

W danym wypadku kolo mozemy uwazaé jako przeciecie sie
plaszczyzny, przesunietej przez punkt M, prostopadle do danej
prostej, z kula, przez ten punkt przechodzgca, ktorej Srodek naj-
lepiej umie$ci¢ w poczatku uktadu, jako lezgcym na osi obrotu;
a wiec zwigzki

J m'x—xo)+ny—y)+piz—z)=0
l xt gt =x? b gtz

okreslaja Zadane koto.

Cwiczenia.

1. Znale$é réwnanie kuli, ktorej rodkiem jest punkt (1,1,2) i ktéra
jest styczna do plaszczyzny

2x —y+2z+3=0

2, Znales$é réwnanie kuli stycznej do plaszezyzn (Oxy) i (Oyz) i prze-
chodzgcej przez punkty (1,1,1); (2, —1, 3).
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3. Znalesé r6wnanie kuli stycznej do plaszezyzn wspélrzednych i do

plaszezyzny
xt+y+2x=1
4. Znalesé réwnanie kuli, przechodzacej przez trzy punkty
(1,1,1); (—1,0,2); (0,0,—1)
i stycznej do plaszezyzny Oxy.

5. Znale$é réwnanie kuli, ktorej érodek jest w poczgtku ukladu i ktéra
jest styczna do prostej
x=z+41 y=22—1

6. Znale§é réwnanie kuli stycznej do kazdej z osi wspélrzednych i prze-
chodzgcej przez punkt (1, 1, 2).

7. Przez prostg dang przez zwigzki
2x+pyp=05; Bx—z=1
przesunaé plaszezyzne styczng do kola o réwnaniach
+pp=1; z2=0
8. Znalesé réwnanie plaszezyzny styeznej do kuli o réwnaniach
xStV x—y =0,
ktéra bylaby réwnolegta do plaszezyzny danej
2x—y+z=0

9. Znale$é miejsce geometryczne punktéw, dla lktéryeh stosunek od-
leglosci od dwéch punktéw danych w przestrzeni jest wiellioscig stala.

10. Znale$é réwnanie rzutu na plaszczyzne Oxz kola, powstalego od
obrotu punktu (0,0, @) dokota prostej

,1':”"_—.23,

Dla jakiej wartosel na a to kolo dotknie plaszezyzne Oxy?

ROZDZIAL VIL
O POWIERZCHNIACH UTWORZONYCH PRZEZ
UKLADY LINL.

25. Rozwazania ogdlne.

Rozwazmy réwnania linji, zawierajgce pewien parametr C;
napiszemy je w postaci
1) f(x,y,2C)=0
?(x,5,2,C)=0

Jesli warto§¢ parametru C bedziemy zmieniali w sposéb cig-
gly, wtedy otrzymamy uktad nieskoniczenie wielu linij w przestrzeni.
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Rugowanie parametru zmiennego C z dwoch réownan (1) prowa-
dzi do zwigzku miedzy trzema zmiennemi x, y,2 o postaci

2) F(x,p,2)=0;

to znaczy wszelka trojka liczb (x, y, 2), ktéra spetnia obydwa zwig-
zki (1), bedzie spelniala i zwigzek (2), niezaleznie od warto$ci pa-
rametru C'. Wlasno§é ta oznacza geometryecznie, iz dowolny punkt
kazdej z krzywych ukladu (1) lezy na pewnej powierzchni, odpo-
wiadajacej rezultatowi rugowania (2).

Rownanie powierzchni, utworzonej przez uktad linij w prze-
strzeni z jednym paramelrem zmiennym, olrzymamy przez wy-
rugowanie tego zmiennego parametru z dwdch rownan, okresla-
Jacych dany uktad linij.

Linje uktadu (1) nazywamy tworzgcemi powierzchni (2).

Badanie szczegélnych przypadkéow rugowania bedzie tu ana-
logiczne do rozwazan, podanych w artykule o miejscach geome-
trycznych na plaszczyznie (str. 115). A mianowicie, w przypadku,
gdy réwnania tworzacych zawieraja parametr zmienny C w pierw-
szej potedze, to znaczy majg postaé

{ P(x,y,2) C+Q(x.9,2)=0

®) ! P'(x, Y, 2) C_F_ Q'(x,y,2) =0,

rezultatem rugowania parametru C, a wige r6wnaniem powierzchni
utworzonej, bedzie zwigzek

3" Px,y,2)Qx,y,2)—P'(x,y,2):Q(x,y,2) =0

- Jesli za§ réwnania tworzacych zawieraja parametr zmienny C
w potedze drugiej, to znaczy majq postaé

| Plx,y,2)C*+Q(x,y,2) C+R(x.y,2) =0

@ | Pl(x,y,2) C*+ Q' (x,y,2) C+ R'(x,y,2)=0

wtedy réwnaniem powierzchni utworzonej bedzie zwigzek
4) (PQ'—P'Q(QR —QR)-—(PR' — PR)!=0

Analogicznie, jak w artykule 37 (str. 115) czeSci I-ej, mozna wykazaé
w przypadku réwniez tworzacych (3) lub (4), iZ odwrotnie, dla do-
wolnego punktu M, (x,, ¥,,2,), spelniajacego rezultat rugowania,
mozna dobraé takg wartoéé na C, z wyjgtkami zaznaczonemi w art. 37,
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iz punkt (x,, ¥, 2,) bedzie spefnial dwa réwnania tworzacych (3) lub (4);
geometryeznie bedzie to oznaczalo, iz przez dowolny punkt (x4, 1., 2,)
powierzchni o rownaniu (3') lub (4') przechodzi okreslona tworzaca
danego ukladu.

Przylklad Dany jest uklad krzywych w przestrzeni, okre§lonych przez
dwa réwnania ze zmiennym parametrem C

(x*4-Cy=0
2 yz=0_

Rugujge parametr €', otrzymamy rdwnanie powierzchni trzeciego stopunia
242z =0

utworzonej przez dane linje. Sprawdzamy, iz przez kazdy punkt (xg, yo, 2o) tej
powierzehni przechodzi jedna tworzgea danego ukladu, jesli bowiem spelniony
jesl zwigzek x4 y,*z,=0, to wystarczy dobraé C= py,z,, aby otrzymaé
tworzgey, przechodzacq przez dany punkt (xg, ¥4, 20) .

26. Powierzchnie obrotowe.

Powierzchnie, otrzymang przez obrot linji dokota prostej, na-
zywamy obrotows.

Zamiast uwazaé powierzchnie obrotowa, jako utworzong przez
uktad roznych polozen linji obracajace] sie, dogodniej jest trakto-
waé ja, jako utworzong przez uklad kol, opisywanych przez punkty
obracajacej sie linji. Niech bedg zwigzki

(5) xrr:fl (t}; y:)zfz (f); zr}"_‘f:i (@

okreSlajgce parametrycznie linje tworzaca L. Przypu$émy, iz o§ Oz
jest osia obrotu. Powierzchnia obrotowa jest utworzona z kot
réwnolegtych do plaszezyzny Oxy, ktérych Srodki leza na osi
obrotu Oz i ktére przechodzg przez punkty (x,,¥,,2,) linji (b)
(rys. 173). Kolo takie, przechodzace przez punkt (x,,y,, 2,), bedzie
oczywiScie okreslone przez zwigzki

) { Xyt =x" o’

Z=2;

gdzie x, y, z oznaczaja wspoélrzedne dowolnego punktu kota; prawe
strony réwnan (6) zawieraja parametr #, ktérego zmiana daje
uktad kot tworzgeych powierzehni. Réwnanie zadanej powierzchni
obrotowej F(x,y,2z)= 0 otrzymamy wiec, rugujgc parametr 7
z dwéch zwigzkéw (6).
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(K{l,Yu,Z:J)
X, ¥, 2)

X

Rys. 178,

Przypu$émy w szczeg6lnosei, iz linja (5) lezy w plaszezyznie
(Oxz) i jest okreslona przez zwigzki

(7) Xo=0(2); Y,=0
réwnania kola tworzacego beda wteéy

[ #tp=s

Z2=2,

uwazajac 2, jako parametr zmienny i rugujge go, mamy réwna-
nie powierzchni obrotowej w tej postaci

Xyt =y @I

Kota, opisane przez punkty obracajacej sie linji, nazywamy
rownoleznikami powierzchni, za$ r6zne polozenia obracajacej sie
linji (7), lezacej w ptaszezyZnie osi obrotu, nazywamy potudnikami
powierzchni.

Przyktad 1. Niech bedzie elipsa o réwnaniu

e 2
o~ 2o =1
a b?
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Powierzchnia, powstala od obrotu tej elipsy dokota osi Oz,
utworzona jest z uktadu kél okreslonych przez zwigzki

{ Xyt =x,

rugujac parametry x,,2z, z trzech powyzszych zwiqzkéw, otrzy-
mamy réwnanie powierzchni

-2

®) it TR

ktora zwie sie elipsoidg obrotows.

Przyktad 2, Wyznaczmy réwnanie powierzchni, powsta-
tej od obrotu linji prostej L dokota osi skosnej wzgledem niej.

)y0|30)

I
I
oy
Y |
]
|
Rys. 174,

Przypusémy, iz osig obrotu jest Oz i ze odcinek najkrétsze]
odleglosei O M, prostej L od osi obrotu lezy wzdlui osi Ox
(rys. 174). Dla prostej L przyjmiemy wigc réwnania w postaci

gdzie @ i m sg to dane dwie stale; mamy oczywiscie O M,=a.
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Réwnania kota, opisanego przez dowolny punkt M(x,,¥,,2,)
linji L sa takie:
{24y =x0" - g,°
2=2

lub, na podstawie zwigzkéw okreslajacych prostg L,

(¥4 y*=a*+m?z}
) 2=2

rugujac parametr zmienny 2z, z tych réwnan kotla, otrzymujemy
rownanie szukanej powierzchni obrotowej w postaci

9 X p—m=a

Rys. 175.

Widzimy stad, iz powierzchnia ta moze tez byé otrzymana
przez obr6t hyperboli, lezacej w plaszezyznie Owxz, o réwnaniu

x:—m?2*’=a®
dokota osi Oz (rys. 175).
Najmniejsze kolo opisze odcinek wspélnej prostopadlej O M,.
Powierzchni¢ taka nazywamy hyperboloidg obrotowa.

Przyklad 8. Wyznaczyé réwnanie powierzehni, powstale] od obro-
tu prostej
: . Yo=2+1; yo=22z—1
dokola prostej
; X =—z U =2z,
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Wedlug rozwazan poprzedniego rozdzialu, bedziemy uwazali kolo two-
rzace, przechodzgee przez punkt (xy, ¥, 2p), jako przecigeie plaszezyzny P,
przesunietej przez punkt M, prostopadltej do osi obrotu,z kulg K, ktdrej érod-
kiem jest dowolnie wybrany punkt osi obrotu, a wige w danym wypadku naj-
lepiej poczatek ukladu. Kolo tworzace jest wige okreSlone przez dwa zwigzki

[ (= (x —x) + 20y — p) H(z — z) = 0;
| x4y 4zt =8t A gt At

a zatem, wedtug réwnan danych prostyeh, przez zwigzli

—x 42y +7=4dz — 3]
{ x* 4 gt 42t = 6zt — 2z + 23
rugujge z tych zwigzk6w parametr z, otrzymamy réwnanie szukane
at—4y 52 12xy 4 6rxz— 122 14x—28y — 142 —31 =0

Przykitad 4. Znalesé réwnanie powierzchni, powstalej od obrotu
hyperboli, danej przez réwnania

Xopm=13; =20
dokola prostej

¥ == 8

Kolo tworzace hedzie przecieciem plaszczyzny, przesunietej przez punkt hy-
perboli (x;, iy, 0) prostopadle do danej osi obrotu, z kulg przez ten punkt
przechodzgca, ktérej srodkiem jest poczgtek ukladu. Kolo tworzace okreslaja
wiee dwa zwigzki

x+p+z= x4 w;
¥ gt A2t =t A gt

podnoszge do kwadratu, w celu wyrugowania parametréw zmiennych, obie
strony pierwszego zwigzku i korzystajac ze zwigzkéw pozostalych, otrzymamy
natychmiast réwnanie szukanej powierzehni w postaci symetrycznej

xy -+ xz 4 yz=1.

27. Powierzchnie stozkowe.

Powierzchnig, utworzong przez ukfad linij prostych, nazywamy
powlerzchnig prostokreslng. Szczegélnym przypadkiem takich
powierzchni jest powierzchnia, utworzona przez uktad prostych,
przechodzgcych przez staty punkt W; nazywamy ja powierzchnig
stotkowg. Staly punkt W zwie sig . wierzchotkiem powierzchni
stozkowej.

Powierzchnia stozkowa jest okreslona, jeSli dany jest jej
wierzcholek W i linja €, przez ktérg ona winna przechodzié,
zwana kierownicg. Powierzchnie otrzymamy, prowadzac proste
przez kazdy punkt M, linji C i przez wierzcholek W (rys. 176).
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Aby znale$§¢ réwnanie powierzehni stozkowej, wyznaczmy réwnania
dowolnej tworzacej M, W. Niech
xn(t),yu(t)szu(t)

beda funkecjami, okreslajacemi krzywa C; a,b,c niech oznaczajg
wspoirzedne wierzchotka W. Wspéirzedne dowolnego punktu two-
rzace] (x,y,z), laczacej wierzcholek W z punktem (x,, ¥, 20),
spelniajg dwa réwnania

(10) X—a __yg—b ___z-c¢

W (a, b, ¢)

Mn([\ 0, Yo, Zu)

Rys. 176.

tworzgca ta opisuje powierzchnie stozkows, gdy zmienia sie punkt
M, t. j. parametr #, rugujgc wiec z tych dwéch réwnan parametr
zmienny f, otrzymamy réwnanie powierzchni stozkowej.

Przyktlad. Znale$é réwnanie powierzchni stozkowe], utworzonej przez
proste, przechodzgce przez punkt W(1, 2, 3) i przez punkty paraboli
Je* = X, lezacej w plaszezyinie 2z, = 0 (rys. 177).

Réwnania tworzacej, taczacej punkt W(1, 2, 3) i punkt (ay, 7, 0), sa
nastepujace:

x—1_y —2_z—3

2p—1 yo—2 0—3

aby unikngé pierwiastkdéw, obieramy jako parametr zmienny wspélrzedng y,,
mamy wtedy, wedlug zwigzku p,* = x,, takie réwnania tworzgcej:

qx—z=0@—2)p*; 3By—22=B-—2
rugujge Jo, otrzymamy réwnanie powierzchni
3y 2t —dyzxz—3+42=0
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Przypuéémy, iz wierzchotek powierzchni stozkowej W znaj-
duje sie w poczatku ukladu, wtedy réwnania tworzacej (10) beda

X _y__ 2

.rg => yu - zu

lub
X e Xg (t)_, _!_71 ___-I__t!..@
z 2@ -z z%®

Z

- X0y Yo

Rys. 177.

rugujge z tych dwéch zwigzkOw parametr zmienny #, otrzymamy
zwiazek o postaci

(11) FFW%)=0

Rownanie powierzchni stozkowef, kiérej wierzcholek znaj-

duje sie w poczathu uktadu, jest wige jednorodne wzgledem
zmiennych x, y, z*)..

*) Wogéle réwnaniem jednorodnem nazywamy zwigzek, ktérego lewa strona
f(x,y,2) jest funkejg jednorodng zmiennych x, y, z, to znaczy, w razie pomno-
ienia tych zmiennych przez ten sam czynnik dowolny &, spelnia toizsamosé

[ (hx, ky, kz) =k f (x,y, 2)

liczbg n nazywamy stopniem funkeji jednorodnej.
Widzimy stgd, i%2 réwnanie jednorodne

_ [ (x,y,2) =0
mozemy doprowadzié¢ do zwigzkun miedzy dwoma stosunkami:

1(1,54,’;):0

X

dzielqe obie strony przez x w odpowiedniej potedze.
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Odwrotnie, wykazemy, iz rdéwnanie jednorodne z {irzema
zmiennemi x, y, 2

(12) f(x,y,z):O

przedstawia powierzchnie stozkows, kiérej wierzchotkiem jest
poczatek ukladu.

Wlasno$¢ ta wynika natychmiast z uwagi, Ze gdy punkt
(xo, Yo+ 2,) spelnia réwnanie jednorodne

F (X0, Yos 20) =0,
to punkt o wspéirzednych x,y,z takich, iz

x_y_z_,
Xo o %

tez spelnia to réwnanie, to znaczy
f(kxu s RYo s kZo) = 0;

a wiec kazda prosta, wyprowadzona z poczatku ukladu i przecho-
dzgca przez dowolny punkt powierzehni (12), przystaje do tej po-
wierzchni, Powierzchnie, odpowiadajgcq danemu réwnaniu jedno-

rodnemu
f(xv y,2)= 0,

mozemy wigec np. otrzymaé, prowadzac proste przez poczatek
uktadu i przez punkty krzywej o réwnaniu

f(x:y:-%):()

lezacej w plaszezyinie z—z; .
Réwnanie jednorodne przedstawia wiec istotnie powierzchnie

stozkowa.
Np. réwnanie jednorodne z trzema zmiennemi

Ax*+By*+ Cz*Dxy+Exz-+Fyz=0
przedstawia powierzchnie stozkows drugiego stopnia z wierzchol-
kiem w poczatku uktadu.

28. Powierzchnie walcowe.

Powierzchnie, ulworzona przez uktad prostych réwnolegtych,
nazywamy walcowg. Powierzchnia walcowa jest okreslona, jesli
dana jest linja C, przez ktéra powierzchnia winna przechodzié
i prosta D, do ktérej tworzgce winny byé rownolegle. Powierzchnig

Geometrja Analityezna 24



— 370 —

otrzymamy mianowicie, prowadzac przez kazdy punkt (x,, y,, 2,)
krzywej C prosta L réwnolegla do D (rys. 178).
Niech beda funkeje x, (%), ¥, (1), 2, (f), okreslajace krzywg C, za$
o, B, 7 niech oznaczajg state wspoélezynniki kierunkowe prostej D.
Rownania tworzacej L, przechodzgce] przez punkt (x,, y,, 2,)
i réwnolegltej do prostej D, beda wiec takie: '
x—x,(%) __ == .f]_nw(f_)_ z_'__zu(t)

2 p 1

\ e : :
jesli # zmienia sie, wtedy tworzaca L opisuje powierzchni¢ wal-
cowq, ktérej rownanie otrzymamy, rugujac z powyzszych roéwnan
parametr 1.

D

(X, v,

A0y Y Oy 0

Rys. 178,

Przyktad. Wyznaczyé réwnanie powierzehni, utworzonej przez uklad
prostych, dotykajgeyeh linji o réwnaniach y,=x*: 2,=0 i réwnolegltych do

I z
prostej 1—=-2—=:§'

Réwnania tworzgcej bedq
XN _ g %
1 T2 —3
lub
—3x+38x;—2z=0; —8y-+3x2:—2z=0
rugujae parametr x,, otrzymamy réwnanie powierzehni szukanej
9x*-2246xz2—9y—62=0

Jesli tworzgce powierzechni walcowej sg prostopadte do jednej
z plaszezyzn wspéhrzednych, np. do (O x y), to wtedy rzuty wszyst-
kich punktéw tej powierzchni na plaszczyzne (O xy) znajdujg sie



— 371 —

na krzywej L przeciecia si¢ walca z tg plaszezyzna, a zatem
wszystkie punkty walca, dla dowolnej wartoéci z, spelniaja wtedy
zwigzek z dwiema zmiennemi

flx,y)=0
odpowiadajacy linji L.
29. Przyktady powierzchni prostokreslnych.

ZAGADNIENIE1. Dana jest prosta x=a, lezgca w pla-
szezyZnie (Oxy).

Z
B
C
0 a X
<,
. A

Rys. 179,

Wyznaczmy réwnanie powierzchni, utworzonej przez uktad
prostych, otrzymanych przez polaczenie punktu A(a,c,0) prostej
stalej x=a z punktem B (0,0,¢) osi Oz, dla wszelkich wartosci ¢
(rys. 179). Réwnania tworzace] A B sg nastepujace:

x—=0 p—0 =z—e¢

a—~0 c—0 0—ec

t. j.
Xe=ap y+z=c

rugujgc parametr zmienny ¢, otrzymamy réwnanie powierzchni
x(y+z)=ay

ZAGADNIENIE 2. Znales¢ rownanie powierzchni, utwo-
rzonej przez uktad prostych, przecinajagcych dwie dane proste
i rownolegtych do ptaszczyzny danej.
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Przypuéémy, iz plaszczyzna dang jest (Oxy), za§ dwie pro-
ste dane maja rownania

(x—32=1 (x+y+2=0
Yloxty=—1 > 18x+2z=1

Proste, przecinajace proste D, i D, i réwnolegle do plasz
czyzny (Oxy), otrzymamy, prowadzac dowolng plaszczyzne

2=k

rownolegla do (Oxy) i lgczac punkty przecigcia sie¢ M, i M,
tej plaszczyzny z prostemi D; i D,. Oznaczmy przez (x,Y;,%)
i (xy,,, 2,) wspohrzedne punktow M; i M,. Z réwnan prostych
D, i D, i réwnania plaszezyzny 2=k, otrzymamy takie wspol-
rzedne punktéw przeciecia:

’x1:1—1—3k ;x2=1—§~£
Mi?y1=~3—6k M, .rh:—u—;ﬂ{
| 2y =k Zy=—kFk

Roéwnania tworzgcej, faczgqcej te punkty, wypadng w postaci

X=X __ U=l

! 2=—R
Xy — Xy —U
t .
x—1—38k _ y+3+6k .
1+6k ~ —4—8k ' 77

jesli zmienia si¢ parametr k, wtedy tworzaca opisuje zadang po-
wierzchnie; réwnanie jej, po wyrugowaniu parametru k, bedzie
takie:

62°+8xz+byzt+4x+ytz—1=0

jest to, jak widzimy, powierzchnia drugiego stopnia.

ZAGADNIENIE 3. Znale$é réwnanie powierzchni, utworzo-
nej przez uklad prostych, przecinajgcych trzy dane proste
D,,D,,D;. Wiadomo, iz z dowolnego punktu przestrzeni mozna
wyprowadzi¢ okreSlona prosta, przecinajaca dwie dane proste.
Uktad prostych, o ktére chodzi w zagadnieniu, olrzymamy wigc,
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prowadzac przez kazdy punkt jednej z prostych danych, np. D,
prosty, przecinajgcg dwie pozostate D, i Dy. Niech prosta D, bedzie
0§ Oz, za$ proste D, i Dy niech bedq dane przez réwnania:
D, | x4-y=1 D x—2z=1
“lz=0 8 =1

Weimy wiec dowolny punkt A4(0,0,c¢) na osi Oz, t.j. pro-
stej D, i wyprowadZimy z niego prostg L, przecinajgcg proste
D, i Dy. Mamy tu zagadnienie, ktére rozwigzaliSmy juz w art. 21
(zagadnienie 4, str. 349). Prosta L bedzie mianowicie przecieciem sig
plaszczyzny, poprowadzonej przez punkt A i prostg D,, z pla-

szezyzng, poprowadzong przez punkt A i prosta D,. Plaszczyzny
te winny mieé réwnania o postaci

x+y—14Mh2z2=0
x—2z—1+4AEF—1)=0;
zgdajac, aby te plaszczyzny przechodzily przez punkt A4 (0,0,¢),
otrzymamy A, = —cl:; Ay=—2¢ —1; réwnania ptasiczyza, okregla-

jace tworzace L, beda wiec
x+y—1+1z=0
c
x—22—1—Qec+1({y—1)=0

tworzaca ta opisuje Zadang powierzchnig, gdy zmienia si¢ para-
metr ¢, rugujgec go wiec z dwéch powyzszych réwnan, otrzymamy
réwnanie szukane

x*—p*—2xz—x+y=0;
a wiec powierzchnia zadana jest drugiego stopnia.

Cwiczenia

1. Znale§é réwnanie powierzchni, powstalej od obrotu paraboli o réwna-
niach y* = 2px dokola osi Oy.

9. Znale§é rownanie powierzehni walcowej, powstalej od obrotu prostej

2o = Mo . £o
1 2 3
doikola prostej
x—1 ‘gl iz =2
i 2 3
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8. Znalesé réwnanie powierzehni, utworzonej przez uklad prostych, prze-

cinajaeych of Oz, linje dang przez zwigzki
o= X3 2= Xy

i réwnoleglych do plaszezyzny (Oxy).

4, Znaledé rdwnanie powierzehni, utworzonej przez uklad prostych

x = (a -+ z)Cosi; yp = (a— z)8in}{

gdzie / jest parametrem zmiennym,

5. Znale$é réwnanie powierzehni, utworzonej przez proste, bedgqce prze-
cigciem sie par plaszezyzn, przechodzaceych przez dwie stale proste D, i D, i pro-
stopadlych do siebie.

6. Punkt M porusza sie jednostajnie po prostej /. Przez punkt ten
przechodzi prosta prostopadla do prostej D i obracajaca sie dolkola niej tez
jednostajnie. Znale§é réwnanie powierzchni, opisanej przez prosta.

7. Parabole y* = x,, leigeq w plaszezyinie z, = 0, przesuwamy réw-
nolegle w ten sposéb, %e jej wierzcholelk porusza sie po krzywej x = 2* w pla-
szezyinie O x z. Wyznaczyé réwnanie powierzchni, opisanej przez te parabole.

8. Znale&é réwnaunie powierzehni walcowej, opisanej na luli
442 =1,
ktore] tworzace sq réwnolegle do prostej
2= =7
9. Znale§é réwnanie powierzchni stozkowej, opisanej na kuli
¥ g2t =1,
i ktorej wierzcholkiem jest punkt (0, 0, 2).

10. Znale$é réwnanie powierzehni, powstalej od obrotu prostej o réw-
naniach x=a; z=0 dokola prostej

x=p= 2

11, Znale$é réwnanie powierzehni stozkowej obrotowej, przechodzgcej
przez nastepujace trzy proste :
f9=2x;
I. 0§ Oz: II. 0§ O x; II1.
l 2= 0

12. Znale$é rdwnanie powierzehni, utworzonej przez proste, przecinajace
0§ Oz, réwnolegte do plaszezyzny Oxy i styczne do kuli

(x—2)2 4 p*+ 22 = 1.



