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W takim wypadku, np. gdy N=0, réwnanie (36), przy pomocy
przesunigcia réwnoleglego wzdluz osi (y), doprowadzimy do postaci
My~+Px~+Rz+1T'=0
a nastepnie jeszcze, przez obrét dokola osi (y) w plaszezyznie (xz)

do postaci takiej:
37") My—+Px+ T =0
obejmujgcej réwniez wypadek P’ =0,

Na podstawie wigc wynikéw poprzedniego artykutu, widzimy,
%z, w przypadku gdy

24,D, E
A=| D ,2B, F|=0,
E,F,20

rownanie drugiego stopnia (35) przedstawia paraboloide eliptyczna
lub hyperboliczng, badz tez walec eliplyczny, hyperboliczny Ilub
paraboliczny; o§ symetrji tych powierzchni (w przypadku waleéw
réownoleglta do tworzacych) jest réwnolegla do prostej okreslonej
przez réwnania (33).

Widzimy nadto, iz stozek kierunkéw asymptotycznych w wierz-
cholku paraboloidy, jako okreslonej przez réwnanie

My*+ Nz2>=0,

sprowadza si¢ bgdZz do jej osi symetrji, badZ do jej plaszczyzn
kierunkowych, zaleinie od tego czy paraboloida jest eliptyczna.
czy tez hyperboliczna.

Réwnanie (37") i (37”) obejmuje réwniez wypadek powierz-
chni zwyrodniatej, sprowadzajacej si¢ do jednej prostej lub do
dwoéch plaszezyzn przecinajgcych sie, rownoleglych czy tez zjed-
noczonych; wreszcie réwnaniu moze nie odpowiadaé twor geome-
tryczny rzeczywisty.

35. Plaszczyzny érednicowe i érednice powierzchni.
Niech bedzie powierzchnia drugiego stopnia
(38) flx,y,2)=Ax*+By’+C2*+4Dxy+Exz+
+Fyz+Gx+Hy4Iz+K=0

Rozwazmy zbidr prostych réwnoleglych o cosinusach kierun-
kowych («,B,7), zalozymy, iz proste te nie g3 réwnoleglte do kierun-
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kéw asymptotyeznych, to znaczy, iz speiniajg warunek
¢ (=P, 1) 70
gdzie
39  9(,B,)=A*+BF4Cr*+DoftEar+ Ffx
Kazda prosta przecina wigc dang powierzchni¢ w dwéch

punktach M, i M, rzeczywistych lub urojonych, réznych lub zjed-
noczonych.

(o B7)

Rys. 191.

Niech (x;,4,,2,) oznaczaja wspéirzedne $rodka M, cigciwy
M, M, (rys. 191). Jeéli p oznacza miar¢ wektora M, M, za§ x,y,z
oznaczaja wspoélrzedne jednego kofica cigciwy- M,, to, wedlug
wlasno$ei rzutu wektora, bedzie
X —Xy=p0; y—yo=0p; Z—2zy=pY
x=x+pe;  y=yo+eB; z=2z+p1.

Punkt M,,(x,y,z) spelnia réwnanie powierzchni, wstawiajgc
wige te wartoSci w réwnanie (38) i porzadkujac wyrazy wedlug
poteg p, otrzymamy znane juz réwnanie o postaci:

f(x0s Yor20)+-p [“f;(xmymzn)‘l‘ﬁf;,(xmyu:zo) +Tf;(xc y Yoo zo)] -
(40) +p*o(@,B,1)=0

a zatem
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Aby punkt M, byl $rodkiem odcinka M, M,, lgczacego dwa
punkty powierzchni, trzeba i wystarcza, aby réwnanie (40') byto
spelnione zaréwno dla wartosei +p, jak i dla wartodei —p;
wspoétezynnik przy p w pierwszej potedze w réwnaniu (40) winien
zatem wtedy znikad:

(41) “f: (o, Yor20) B f;, (Xos Jos Z0) 1 f; (X6, ¥0,20) =0
lub wyraznie

«@Ax,+Dyy+Ez,+ G~+B (D xy+2 By, Fz,-+H)
(419 =1 (E x, - Fy, _|‘ 2Cz, "‘ =0
Oto jest ré6wnanie miejsca geometrycznego $rodkéw wszyst-
kich cigeciw rownoleglych do kierunku (e,f,7). Nadmienimy, iz
liczby («,£,7) w réwnaniu (41) moga tez oznaczaé wspélezynniki
kierunkowe. Grupujac wyrazy w réwnaniu (41’) wedlug wspélrzed-
nych, otrzymamy zwigzek w postaci rownania plaszezyzny
(42) x) (240~ DR+ Ev)+ g, (Do~+2BE - Fv) -+
42y (Bo~ FB-2CH) - (Ga+4 HB--11)=0
Oznaczmy przez (I, m, n) wspblezynniki w tem réwnaniu:
I | =2Aut DB+ Ev=0.(,8,7)
43) m=Da--2Bf+ Fy=g,(2,8,7)
l n =Ea-+ Fp--2C1=0,(,B,7)
z zalozenia mamy
?(@,B,1)70

stad wynika, iz wspélezynniki (I,m,n) nie znikaja jednoczesnie,
mamy bowiem

0 (1,8, 1) = 52 QAa| DR+ BN+ 5B Do+ 2BE+FD)+
(44) + 1@t FoL20n)

Réwnanie (42) przedstawia wiec okreSlong plaszezyzne P
prostopadla do wektora o skladowych (/,m,n) (rys. 191). Pla-
szezyzne takq nazywamy plaszezyzng Srednicowg powierzchni dru-

Geometrja Analityezna 25
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giego stopnia. Polozenie tej plaszczyzny zalezy od danego zgory
kierunku cigciw réwnoleglych («,(,7).
Mamy wiec nastepujgeq wlasnosc.

TWIERDZENIE. Srodki wszystkich cieciw réwnolegtych
powierzchni drugiego stopnia o dowolnym kierunku (2,8,7), od-
miennym tylko od asymptolycznego,

o(2,8,7)%0,

letg na plaszczyznie srednicowej o réwnaniu

o f'(Xo» Yos 2o) B fy (X0, Yoy 20) + 112" (X0 Yos Zy) =0

2wigzanej z danym Rierunkiem cigciw.

PRZYPADEK A#0.

Rozwazmy wpierw przypadek ogoélniejszy, gdy wyznacznik
charakterystyczny (25) na str. 393 nie réwna sie zeru, a wiec gdy
powierzchnia posiada jeden okre§lony érodek S o wspélrzednych
(xs, Ys, 2s), spelniajacych réwnania

Fo' (s, ey 25) = 05 [ (x5, Usy2s) = 05 fo'(Xes Y, 25) = 0

Widzimy stad natychmiast, na zasadzie réwnania (41), iz
hazda ptaszezyzna srednicowa przechodzi przez $rodek powierzchni,
co jest zreszta bezposrednio oczywiste.

W celu ulatwienia dalszego rozumowania, obierzmy Srodek
powierzchni, jako poezgtek ukladu, wtedy réwnanie powierzchni
danej bedzie mialo postaé uproszczong

45) f(x,y,29)=Ax*+By’+Cz*+Dxy~+Exz+Fyz-+K=0

za$ réwnanie plaszczyzny Srednicowej, zwigzanej z kierunkiem
cigeiw (#,B,7), postaé (po odrzuceniu znaczka o)

(46) o (2 Ax+Dy—+-Ez) B (Dx -2 By-|-Fz) 41 (Ex-+Fy+2 C2) =0

ptaszczyzna ta przechodzi teraz przez poczatek uktadu.

Jesli réownanie (46) uporzadkujemy wedtug wspoirzednych -
X,Y,2, to otrzymamy postaé

(46) x (2 Asu~-DB-+E1) -y (Da—-2 B3+ Fr) + 2 (Bat-FB-2C1) =0
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skad widzimy, przez poréwnanie z postacig (46), iz w réwnaniu
plaszezyzny Srednicowej wspdtrzedne (x,y,z) i wspotezynniki kie-
runkowe (o, ,7) mozna wzajemnie przestawiaé, to znaczy iz row-

nanie plaszczyzny S$rednicowej mozna napisaé w dwdéch posta-
ciach takich:

47) [ ofd(e,y.2)+Bfi'(c.y, D)1 (x,y,2) =0

L xfd @, 8,0+ fi'a. 80 26 @81 =0

Z powyiszej wiasno$ci budowy réwnania plaszezyzny Sredni-
cowe] wynika prosty wniosek geometryczny. Rozwazmy miano-
wicie dwie dowolne proste D i ¢, wychodzace ze $rodka po-
wierzchni S i nieréwnoleglte do tworzacych stozka asymptotycz-
nego. Niech («,[,%) oznaczajg wspélezynniki kierunkowe prostej D,
za$ (2,0, ,7;) — prostej ¢; punkty tych prostych spelniajg wiec
réwnania

X _y =z
o) =
~ & — y == &
@) %y By Ty

Z dwdéch postaci (47) réwnania plaszezyzny Srednicowej wynika
teraz natychmiast, ze jesli punkty prostej & spelniaja réwnanie

(P) afi'(x, gy, )46y, )+ f'(x,y,2) =0,
to punkty prostej D spelniaja wtedy réwnanie
(P oy [, g, )8 fy' (e, g, D) 1 £ (g 2) =03

oznacza to geometrycznie, Ze je§li prosta ¢ lezy na plaszczyinie
§rednicowej P, zwigzanej z kierunkiem (2,(,7) prostej D, to na-
odwroét, prosta D lezy na plaszezyZnie $rednicowej P, zwigzanej
z kierunkiem (2;,f,,7;) prostej ¢ (rys. 192).

Plaszezyzna P dzieli wige na potowy cigciwy réwnolegte do
prostej D, lezgcej w plaszczyznie P' i odwrotnie, plaszczyzna P’
dzieli na potowy cigciwy rownolegte do prostej o, lezacej w pta-
szezyinie P.

Dwie plaszezyzny S$rednicowe P i P, majace te wlasnosé,
nazwiemy sprzezonemi.



(I, m,n,)

Rys. 192,

Nie zmieniajge plaszezyzny Srednicowej P, zwigzanej z danym
kierunkiem («,B,v), a wiec majgcej réwnanie (P), rozwaimy
zbiér wszystkich plaszezyzn §rednicowych z nig sprzezonych.
Plaszezyzny te o réwnaniu (P’) otrzymamy, biorac pod uwage
wszelkie mozliwe kierunki («,,f,,7,) prostej ¢, lezgcej w pla-
szezyZnie P (z wyjatkiem asymptotycznych), fo znaczy, podstawiajgc
w réwnanie (P’) na (e,,B ,7,) wszelkie wartosci, spelniajgce
zwigzek

(48) o l4-Bm+1n=0

gdzie (l,m,n) sa to wspélezynniki kierunkowe prostopadlej do
plaszezyzny P, majacej jak wiemy nastepujace wartosei stale w da-
nem rozumowaniu:

JI 240+ DB+  Ex
(49) ln?: Da-}2BB+ Fu
n= Eo+{ FB4| 2C1

Wediug poprzednich rozwazan, wszystkie te plaszczyzny F’,
sprzgzone z dang ptaszczyzng P, przechodzg przez staty prosty D,
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wychodzgcg ze $rodka powierzchni i majgca wspolezynniki kierun-
kowe («,f,y) cieciw réwnoleglych, ktére wlasnie plaszezyzna P
dzieli na potowy. Owg prosta D nazywamy Srednicg powierzchni
drugiego stopnia sprzezong z dang plaszeczyzng Srednicows P.

Potozenie plaszezyzny $rednicowej i $rednicy z nig sprzezo-
nej sj zwigzane wzorami (49), ktére uzalezniaja wspoélezynniki
kierunkowe (I,m,n) prostopadle] do plaszezyzny $rednicowej P
od wspoélezynnikéw kierunkowych (,8,y) Srednicy z nig sprze-
zonej D. Ze wzoréw tych widzimy, iz $érednicy D, o kierunku
danym zgéry («,f,7), odmiennym od asymptotycznego, odpowiada
okreSlona plaszezyzna P z nig sprzezona. Nadto srednica D jest
jedyna sprzeiona z tg plaszezyzng P, gdyZz, z racji nieznikania
wyznacznika A, trojee liczb (I,m,n) odpowiada, odwrotnie, we
wzorach (49) jedna tylko tréjka liczb (o,8,7).

Z okre$lenia $rednicy sprzezonej z dang plaszezyzng mamy
nastepujaca wlasnosé.

TWIERDZENIE. Plaszczyzna S$rednicowa dzieli na polo-
wy cieciwy powierzchni réwnolegte do $rednicy z nig sprzezo-
nej, zas ta $rednica dzieli na polowy cieciwy, przecinajgce jg
i rownolegte do ptaszezyzny Srednicowej.

7 powyzszego wynika réwniez wniosek, iz $rednica powierzchni
drugiego stopnia jest miejscem geometrycznem $rodkéw przekro-
Jjow powierzehni, rownolegtych do plaszezyzny Srednicowej z nig
sprzezonej (rys. 192).

Srednica D sprzezona z plaszczyzng P jest to, jak wiemy,
zbiér punktéw, speiniajgcych réwnanie

o fo (g, )b f, (X, 0,401, (x,7,2)=0,

dla wszelkich kierunkéw (o, ,f,7,,) prostopadiych do kierunku
statego (I, m, n), to znaczy, gdy

ay LBy m—-1,n=0;
poniewaz za$§ jedna przynajmniej z liczb (I, m, n) nie réwna sie

zeru, np. ns0, Srednica jest wigc zbiorem punktéw, spelniajg-
cych zwigzek

ml(f-l"_ if;) _I_Bl (f;;'_ Tf;)zﬂ
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dla wszelkich warto§ei «;, i §;; stad wynika, iz zwigzki

' m

l r L4 -
fx ™ nfz =0; fy n [: =0

lub ostatecznie zwigzki w postaci symetrycznej

(50) fi = ff! — fz

m n

przedstawiajg Srednice powierzehni f (x, y, z) =0 sprzezong z pla-
szezyzng Srednicowa, prostopadly do wektora o sktadowych (4, m, n)
(oczywidcie z zastrzezeniem, iz réwnanie (50) nie przedstawia
prostej o kierunku asymptotycznym).

Rozwazmy jeszcze w pewnej plaszezyZnie S$rednicowej P,
sprzezonej ze $rednicg D, dowolng $rednice D'; jej plaszczyzna

Rys. 198.

§rednicowa P’ przechodzi, jak wiemy, przez prosta D i przecina
ptaszezyzne P wzdluz prostej D”, ktérej znowu odpowiednia plasz-
czyzna Srednicowa P” winna przechodzié, odwrotnie, przez dwie
proste D i D'. OtrzymaliSmy w ten sposéb trojke plaszezyzn
P, P', P"itréjke prostych D, D', D", majacych te wlasno$é, iz kazda
z tych plaszezyzn jest plaszezyzna Srednicows wzgledem prostej
bedgce] przecieciem dwodch pozostatych (rys. 193). Takie trzy
plaszezyzny lub trzy $rednice nazywamy sprzezonemi wzgledem
siebie. Oczywiécie kazda plaszezyzna Q rownoleglta do jednej
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z trzech plaszezyzn §Srednicowych sprzezonych P, P', P”, np. do
P, przecina dwie pozostale wzdluz pary prostych réwnolegtych do
§rednic odpowiednich D’ i D”, ktére beda zawsze tworzyly pare
§rednic sprze¢zonych wzgledem krzywej przekroju powierzchni
plaszezyzng Q.
Przyktad elipsoidy i jej przekrojow kolowyech.
Niech bedzie réwnanie elipsoidy, odniesionej do osi symetrji
.1.‘2- y.‘. -g-‘.’__ o
a* + b + e 1=0

Jedli prosta o réwnaniach

jest srednicg elipsoidy, to rOwnanie plaszczyzny Srednicowej z nig
sprzezonej przybierze teraz postaé taka:

D'-l_i_BU —0

a zatem zwigzki (49) beda teraz nastepujace:

o B 1
Jla=—rtn e i
= D ¥ o

Poniewaz stozek asymptotyezny elipsoidy o réwnaniu

y oz
a‘i }_ b‘_’_‘_ c -
nie ma tworzgeych rzeczywistych, oznacza to, iz kazda prosta
przecina elipsoidg w dwdéch punktach rzeczywistych lub urojonych,
roznych lub zjednoczonych.
Widzimy stad, iz dowolna prosta = _fﬁ = ,wychodzqcaz po-
czgtku uktadu, moze byé uwazana, jako brednlca sprzezona z od-
powiednig ptaszezyzng Srednicowa i odwrotnie, dowolna plasz-

czyzna o réwnaniu
Ix+my-+nz=0

przechodzaca przez srodek elipsoidy, moze by¢ uwazana za pla-
szezyzne S$rednicowa, sprzezong z odpowiednig $rednicg o wspol-
czynnikach kierunkowych

e=a'l; B=b'm; Y=c'n
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Trzy osi symetrji powierzchni sa oczywiScie §rednicami pro-
stopadtemi do plaszezyzn $rednicowych (zarazem plaszczyzn sy-
metrji) z niemi sprzezonych.

Jesli elipsoida jest tréjosiowa, to znaczy osi «@,b, ¢ sg wszyst-
kie rozne, wtedy osi Ox, Oy, Oz sg jedyng trojka osi symetrji
powierzchni, zgdajac bowiem prostopadlosci Srednicy do plaszezy-
zny Srednicowej, otrzymujemy proporcje

ktora moga spelniaé tylko osi Ox, Oy, Oz.

Z wiasnoSci og6lnych, podanych poprzednio, wynika, iz prze-
kroje elipsoidy ptaszczyznami, rownolegtemi do danej ptaszczyzny
Srednicowej P, sa elipsami, ktérych $rodki lezg na Srednicy D
sprzezonej z dang plaszczyzng; osi tych elips sa oczywiscie row-
nolegte do osi przekroju elipsoidy dang plaszczyzng P.

Jedli przekrdj elipsoidy plaszczyzng P jest kolem, to wszyst-
kie przekroje pfaszezyznami rownoleglemi sg tez kolami. Otoz
postarajmy sie znale§¢ te plaszezyzny Srednicowe, dajace prze-
kréj kolowy elipsoidy.

Niech K bedzie przekrojem kolowym elipsoidy plaszczyzng P
sprzezong ze Srednica D (rys. 194). Niech nastepnie Op bedzie

rzutem Srednicy D na plaszczyzne kola P.

D, Prowadzac w plaszezyZnie kola prosto-

= { padta Oq do Op, otrzymamy tréjke Sred-

n nic Op, Oq, O D wzgledem siebie sprze-

zonych. Wobec tego $rednica kola O ¢ be-

dzie sprzeZona z pltaszezyzng (Dp), a po-

niewaz jest do niej prostopadta, wiec

bedzie osig symetrji powierzchni. A zatem

widzimy, iz plaszczyzna przekroju koto-

Rys. 194, wego elipsoidy, jesli istnieje, to winna

przechodzi¢ przez jedna z osi symetrji

elipsoidy. Przypu$émy, iz elipsoida jest tréjosiowa i osi jej a, b, ¢
nastepuja w porzadku wielkoSci, to znaczy:

a=>b=c¢
Otéz przekrdj elipsoidy plaszczyzna, przesunieta przez jedng

z jej osi, jest elipsa, ktérej jedna of réwna sie tej wlasnie osi
elipsoidy, za$ druga Op (rys. 195) zawiera si¢ miedzy dwiema pozo-
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Rys. 195.

stalemi osiami elipsoidy. Stad wnioskujemy, iz przekrojem kotowym
moze byc¢ ftylko przekréj plaszczyzng, przechodzgcsa przez 0§
Srednig elipsoidy, w naszym wypadku przez o§ (b). Ot6z przekrdj

'Z
D, D
% X
= a_
Rys. 196.

ten bedzie kolem, jeSli Op=0>, a wigc polozenie tego Sladu Op
otrzymamy, przecinajgc elipse o osiach a i ¢ w plaszezyznie (x=z)
kotem o promieniu & zatoczonym ze $rodka (rys. 196).

Istniejg wiec dwa przekroje kolowe, symetryczne wzgledem
osi Oz i Ox, tworzace z plaszczyzna (xy) kat o taki, iz

__a/P—¢&

COS Q= —t—e
# by a® — c?
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Przyklad hyperboloidy.
Réwnanie hyperboloidy, odniesionej do osi symetrji, ma postaé

znak -} dotyezy hyperboloidy jednopowlokowej, znak — dwupo-
wlokowej. Jesli réwnania

£ 5 _ 2
@) o B

przedstawiajg §rednice powierzchni, to r6wnanie plaszezyzny Sred-
nicowej z nig sprzezone] bedzie

ax _[3__;,{__12_: -
{P) : a'.}_{ bi c‘.! 0

nalezy zalozyé, iz Srednica D nie jest réwnolegla do tworzacych
stozka asymptotycznego o réwnaniu
x z

Yy
]—b'3 ¢

|lo

=0

wspélnego obu powierzehniom, to znaczy, iz

G .
s+ i — 5 70

a.
@
Odwrotnie, ptaszczyzna, przechodzaca przez Srodek, o réwnaniu

Ix+my—+nz=20

moze byé uwazana za plaszezyzne $rednicowg sprzezong z prosta,
wychodzacq ze Srodka i majgcq wspélezynniki kierunkowe

m=atl: f=0"m; t=-—¢'n
jesli liezby (I, m, n) spelniaja warunek
a*lP-b0'm* —e*n* = 0
Piszgc réwnania Srednicy w postaci parametrycznej

x=0ap; y=fp; z=1p
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widzimy, iz punkty przeciqcia‘tej srednicy z hyperboloidg okresla
réwnanie
@ g B A
P al —]" 2 e =1
Srednica przecina wiec hyperboloide jednopowlokows w dwdch
punktach rzeczywistych, jesli

o2 2
&t B

i
c

l-—l =

>0

za§ w dwéch punktach urojonych, jesli

o

o o
1 b’ c? <0

dla hyperboloidy dwupowlokowej natomiast odwrotnie. Geometrycz-
nie oznacza to, iz §rednica przecina hyperboloide jednopowlokowq
w punktach rzeczywistych, jesli $rednica ta lezy zewngtrz stozka
asymptotycznego, za§ dla hyperboloidy dwupowlokowej odwrotnie,

Nadmienimy jeszcze, iz tworzgce stoika asymptotycznego nie
przecinaja hyperboloidy w zadnym punkcie rzeczywistym lub uro-
jonym,

PRZYPADEK A=0.

Wiemy juz z art. 34, iz w przypadku 4 =0 powierzchnia
drugiego stopnia jest walcowq lub tez paraboloidg, poza wypad-
kami zwyrodnienia. ’

W przypadku powierzchni walcowej, eliptycznej lub hyper-
bolicznej, 0§ tej powierzchni, réwnolegta do tworzacych, jest linjg
srodkéw, bedaca wtedy przecigciem trzech plaszezyzn o réwnaniach

f.\-’ (X9, Ho s 2y) =0
(51) 1 F oy 80,20) = 0
12 (xo, 50,2) =0

Whnioskujemy stad odrazu, na podstawie réwnania plaszezy-
zny Srednicowej

afe +Bfy _l" 11 =0,

iz wszystkie plaszezyzny S$rednicowe walca hyperbolicznego lub
eliptycznego przechodza przez linje $rodkéw tej powierzchni.
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Rozpatrzmy teraz wypadek pow'ierzclmi nieposiadajacej Srodka.
Wiemy juz, iz rOwnanie takiej powierzchni sprowadza si¢ do po-
staci uproszczonej
(52) Ay + B2+ Cx=0

a wiec przedstawia paraboloide eliptyczng Ilub hyperboliczng,
w szezegblnosei za§ walec paraboliczny, gdy A lub B znika.
Pojecie i posta¢ réwnania plaszezyzny Srednicowej stosuje
sie do paraboloid bez zmiany; a mianowicie, jesli («,f,1) sa wspol-
czynnikami kierunkowemi dowolnej prostej, nieréwnoleglej do
plaszezyzn kierunkowych paraboloidy, to znaczy spelniajgcemi

warunek
AP+ Byt 0

to miejscem geometrycznem $rodkéw cieciw réwnoleglych o kie-
runku («,B,7) bedzie plaszczyzna, majgca rownanie

afd +Bfy +1f'=0

a wige, w przypadku postaci uproszczonej (52), réwnanie

(53) 24y +2B1z4Co=0

widzimy stad, iz wszystkie ptaszezyzny Srednicowe pmﬂnbolo:'dy 34
rownolegte do jej osi. W szczegélnoSei, jezeli cigciwy sa prosto-
padie do osi paraboloidy, wtedy ¢=0 i plaszezyzna Srednicowa
przechodzi przez te os.

Aby utworzyé teraz pojecie Srednicy paraboloidy, zauwazmy,
iz nie mozemy jej pojmowaé, jako sprzezonej z pewng plaszezy-
zng Srednicowsy, tak jak dla powierzchni ze Srodkiem, przekroje
bowiem réwnolegle do plaszczyny Srednicowej paraboloidy sg row-
nolegte do jej osi i nie majg $rodkéw.

Srednicq paraboloidy nazwiemy mianowicie miejsce geome-
tryczne Srodkow przekrojow tej paraboloidy ptaszczyznami pro-
stopadtemi do statego, danego zgory kierunku (1,m,n), lecz nie-
rownolegtemi do osi paraboloidy.

Podobnie, jak w rozwazaniach poprzednich, $rednica tak okre-
Slona jest tez zbiorem punktéw wspélnych plaszezyznom Sredui-

cowym
afy+Bf+rfi =0

odpowiadajacym wszelkim kierunkom cigciw (o, B, 7) prostopadtym
do stalego kierunku (I, m, n), wigc speliajacym zwigzek

al4+Bm-+1n=0
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Stagd wynika, jak wiemy, iz szukana $rednica okre§lona jest
przez uklad réwnaii:

(54) 1.xy,2  f,x0.2)  fi(x:y,2)

1 m n

Aby zbadaé jej polozenie, zastosujmy réwnania (54) do po-
staci uproszczonej (52), otrzymamy wtedy réwnania

C_ 24y 2Cz
(55) !~ m ~ n
przedstawiajgce okreSlong prosta réwnolegla do osi Ox, gdyiz za-
fozenia kierunek (I, m, n) nie jest prostopadly do osi paraboloidy,
wiee 15=0.

Wszelka Srednica paraboloidy jest zatem réwnolegla do jej
osi i wobec tego przecina te paraboloide w jednym punkcie.

W przypadku szcezegllnym, gdy wektor (I, m, n) jest réwno-
legly do osi paraboloidy, odpowiednia $rednica schodzi sie wtedy
z jej osig. Wynika stad prosty sposob wyznaczania réwnan osi
paraboloidy, okreSlonej przez réwnanie w postaci ogélnej.

36. Poszukiwanie osi i redukcja réwnania powierzchni
posiadajqcej $rodek.

Wskazali$my juz poprzednio metode redukeji réwnania i po-
szukiwania osi powierzchni drugiego stopnia w przypadku A =0.
Teraz rozpatrzymy wiec juz tylko wypadek gdy A =40, a wige, gdy
powierzchnia drugiego stopnia posiada okre§lony i jedyny érodek.

W celu okreélenia osi i plaszezyzn symetrji, zauwazmy, iz 0§
symetrji jest to taka Srednica powierzchni, kiéra jest prostopadia
do plaszezyzny Srednicowej z nig sprzezonej i bedgcej wledy
plaszezyzng symetrji powierzchni.

Rozwazmy wiec rownanie powierzehni drugiego stopnia odnie-
sionej do jej jedynego Srodka

56) f(x,y,2)= Ax*+ By*-+ C2*+ Dxy - Exz+ Fyz+ K=0.

Wiemy, iz wspélezynniki kierunkowe ([, m, n) prostopadfej do
plaszezyzny $rednicowej sq zwigzane ze wspélezynnikami kierun-
kowemi (2,f,7) $rednicy z nig sprzezonej wzorami

I =240} DR+ E4

B7) m= Dr—+4-2BB+ F1q
= EO’.—l— FB—|—-20‘{
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Aby odnale$é poloZenie osi symetrji powierzchni (56), trzeba
wige odszukaé takie trzy liczby («,B,7), %zeby wartoSci (57) spel-
nialy warunki rownoleglosci dwéch wektorow:

(58) l=3s0; m=sB; n==s7;

gdzie s jest wspolezynnikiem proporcjonalno§ci, nierownym zeru.
Wstawiajac wartosei (58) w zwiazki (57), otrzymamy réwnania
2A4A—s8)a-+| D+ Er=0
(59) l Do +(2B—s)p+Fy=0
Eo + Ff+(Q2C—s)1=0

Uklad ten posiada rozwigzania o, f,t niewszystkie réwne
zeru, wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek

L owitd i i |24—s, D , E
BIETig LU ¢
(60) Lieg J b Ladilt D ,2B—s, F =
E , F ,20—s

Otrzymany zwigzek ma postaé réownania frzeciego stopnia,
okreslajgcego warto§¢ wspoélezynnika s. Nie badajgc szczegélowej
wlasnos$ci pierwiastkow tego rownania, zauwazymy tylko, iz ma ono,
jak kazde réwnanie trzeciego stopnia, przynajmniej jeden pierwia-
stek rzeczywisty s. Warto§¢ jego musi byé rézna od zera, w prze-
ciwnym bowiem wypadku réwnanie (60) prowadziloby do zwiazku
A=0, wbrew zalozeniu. Podstawiajgc ten pierwiastek do ukladu
(59), otrzymamy stad na «,B,1 rozwigzania niewszystkie rowne
zeru, ktére bedy odpowiadaly przynajmniej jednej osi symetrji
danej powierzchni. B

Jeéli teraz t¢ znaleziong o§ obierzemy za o§ Ox' nowego
uktadu wspéirzednych, to réwnanie powierzchni przyjmie postaé
uproszezong

(61) A'x A By C2 - Dy'e - K=0
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Wystarcza juz teraz obrécié osi (Oy'2’) dokola osi Ox'
o okreslony kat, aby réwnanie przybrato postaé najprostsza

(62) Arxl"j __l_, Bny.rru _l__ C.uznz P If = 0

otrzymane w ten sposéb osi Oy” i 02" bedg osiami symetrji
powierzchni, tworzqcemi z osig O’ tréjscian prostokatny.

Wszystkie trzy wspélezynniki A’, B”, C” w ré6wnaniu uprosz-
czonem (62) beda odmienne od zera, w przeciwnym bowiem wy-
padku réwnanie to przedstawialoby powierzehnie walcowa, majacqy
nieskonezenie wiele §rodkéw, wbrew zalozeniu, iz A=~ 0.

Z powyzszejredukeji rownania powierzchni widzimy, iz, w przy-
padku badanym A=~0, réwnanie drugiego stopnia przedstawia ele-
psoide, hyperboloide jedno lub dwupowlokows, powierzchnie sto:-
kowg, jeden punkt, lub wreszcie nie odpowiada tworowi rzeczywi
stemu.

Jesli wszystkie wspolezynniki A7, B”, C” w réwnaniu (62) sa
rozne, wtedy, jak wiemy, trzy otrzymane osi, do ktérych to réw-
nanie jest odniesione, sa jedyng tréjka osi symetrji powierzchni’
Jedli dwa z tych wspélezynnikéw réownajg sie sobie np. 4'=B",
wtedy powierzchnia jest obrotowa dokola osi Oz’ i wobec tego
wszystkie osi do niej prostopadle i wychodzgce ze Srodka beda
osiami symetrji powierzchni. Wreszcie, jesli wszystkie wspélezyn-
niki 4’, B”, C"”" sa sobie rowne, to powierzchnia jest kulg (rzeczy-
wistq lub urojong) i kazda prosta, wychodzgca z jej Srodka, jest
0sig symetrji.

Cwiczenia.
1. Zbadaé przeciecie plaszezyzny

Ix +~my 4+ nz =k
z elipsoida
_‘-.2 S y‘.‘ z'.'

at ! f)“'-'+c'~‘:]'

Znale§é warunek, aby plaszezyzna ta miala z elipsoidg jeden punkt wspdélny

2. Dany jest stoZek obrotowy i dowolna plaszezyzna sieczna. Dowiesé,
iz ognislkiem rzutu przecigcia stozkowego na plaszezyzne prostopadly do osi
jest punkt przeciecia osi z lg plaszezyzng,

3. Dowiesé, iz plaszezyzny réwnolegle przecinajg powierzchnie drugiego
stopnia wzdluz stozkowych, majgeych ten sam kierunek osi.

4, Niech bedzie uklad powierzchni:

x? L | per
L A e [ 1]
a — h br — A ' e* — )
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z parametrem zmiennym A, Dowieé§é, iz przez punkt dowolny przestrzeni
(X0, Yo, zo) przechodza trzy powierzchnie tego uldadn, z ktérych jedna jest eli-
psoidg, druga — hyperboloida jednopowlokows i trzecia — hyperboloidg dwu-
powlokows.

5, Wyznaczyé miejsce geometryezne $rodkéw powierzchni o réownaniu
oyt hz(x— a4 py) — R =0;
gdzie A i 1 84 to zmienne parametry.
6. Dowiesé, iz powierzehnia o réwnanin
13x% |- 10y® - 52 — 4xy — 6xz — 12yz -+ 2x 4y} 62— 1 =0

nie ma $rodka i znaleséé réwnania jej osi symetrji.

ROZDZIAL X

PLASZCZYZNA STYCZNA DO POWIERZCHNI DRUGIEGO
STOPNIA.

37. Styczna do linji w przestrzeni.

Prosta styczng do linji w przestrzeni w danym punkcie okre-
§lamy, podobnie jak na plaszezyZnie, jako polozenie graniczne siecz-
nej, przechodzace] przez dany punkt krzywej i jej punkt sgsiedni,
gdy ten punkt sasiedni dgizy do danego,

Niech bedzie krzywa C, ktérej punkty majgq wspélrzedne okre-
§lone przez funkecje parametru #:

(1) x=hH{#; yg=f; 2= (%)

Rozwazmy punkt krzywej M, odpowiadajacy wartosei ¢ i punkt
sasiedni krzywej M;, odpowiadajacy wartosci #--Af; oznaczmy
roznice wspblrzednych punktéw M i M' w ten sposéb:

Ax=f (t+48)—1, ()
@) | Ay=r(-+A8)—1 @)
Az=fi(t+At)—f;, ()

sq to oczywiScie miary rzutéw wektora, lqczacego punkty M i M,
(rys. 197). R6wnania siecznej, taczacej punkty M i M, beda wiec
mialy postaé

X—x __ ¥Y—y Z—zZ

®) Thx T Ay~ &z




