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Mamy np.
a+a',b,e ;alﬂbl&cl Ialf’bllcl
|
| @y, by, 0, —+ | a)’, by, e,

| @yt ay, by, e [=2
’
a,-+ay', by , ¢ |

' ] | o.?
| ay, by, 0y | @y by, 04

WtasnoSé ta jest oczywista z uwagi, iz wszystkie wyrazy
danego wiersza lub kolumny znajdujg si¢ po jednym w kaidym
ze sktadnikéw sumy (13"), a wiec kaidy z tych sktadnikéw roz-
szezepi sie wtedy na kilka skladnikéw, naleZacych do wyznaczni-
kéw odpowiednich.

WEASNOSC VI. Jesli wszystkie elementy pewnego wier-
sza lub kolumny sg takiemi samemi kombinacjami linjowemi po-
zostatych elementow, lezgcych w {fych samych kolumnach lub
wierszach, to warto§é wyznacznika réwna sig zeru.

Mamy np.

a,=ob +fe
a,=o0.b,+pBe,
a; =0.by e

gdzie o i § sg to pewne wspoétezynniki, otrzymamy wtedy
| a,by,¢

ay,bo,00 =10

przez kolejne zastosowanie wlasnosei V, IV i IIL

6. Rozwinigcie wyznacznika na podwyznaczniki.

Niech bedzie wyznacznik

all 3y (Iw o« oo« ip
oy 5 Uyy o o o . oy
(17) | ;
|
l Gnty Up2 -« .« Upp

W sumie iloczynéw, przedstawiajacej ten wyznacznik, wy-
dzielmy grupe wszystkich tych iloczynéw, ktére zawierajg ele-
ment a;;. Jedli w takiej grupie wyrzucimy a;; przed nawias, to
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w nawiasie otrzymamy sume iloczynéw po (n—1) elementow,
ktora przedstawiaé bedzie wyznacznik nastepujacy:

| @usy Qg o o « o Qon |

(18) Uypy Uyy + - -« Asn |

Apoy Upg « + - - gy

wynikajacy z wyznacznika danego (17) po odrzuceniu pierwszego
wiersza i pierwszej hkolumny. Wynika to wprost z okreSlenia
wyznacznika i z uwagi, iz wskazniki elementu ay p,oprzedzaja,
wszelkie inne wskazniki, wskutek czego liczba odwrécen wskaz-
nikéw w iloczynach, przedstawiajgcych wyznacznik (18), bedzie
taka sama, jak w odpowiednich iloczynach danej grupy, wydzielo-
nej z wyznacznika (17).

Wydzielmy teraz w wyrazeniu wyznacznika (17) sume wszyst-
kich tych iloczynéw, ktore zawieraja dowolny element a,,, znaj-
dujacy sie na przecieciu wiersza A z kolumna p.. Aby' zhadaé
warto§é wydzielonej sumy, postarajmy si¢ przenies¢ element a,, na
pierwsze miejsce, t.j. do pierwszego wiersza i pierwszej kolumny.

Otoz, przestawiajgc kolejno A—1 razy wiersz A z wierszami nad
nim lezgcemi, sprowadzimy wiersz ten na pierwsze miejsce i nie
zmienimy przytem kolejnosSci wierszy pozostatych. Dokonywujac
nastepnie .— 1 przestawieri kolumny p. z sgsiedniemi kolumnami
po lewej stronie, sprowadzimy kolumne i na miejsce pierwsze
i wobec tego ostatecznie otrzymamy wyznacznik, zawierajacy
element a,, na miejscu elementu @; w wyznaczniku danym.

Zmiana powyzsza odbyla sie wskutek (A —1)-}-(p—1)=r-
1 —2 przestawien wierszy i kolumn, a wige pociggneta za sobg
A--p—2 zmian znaku wyznacznika, wedtug wlasnosci Il-ej; po-
miedzy wyznacznikiem danym i przeksztalconym bedziemy zatem
mieli zwigzek '

| @y, @y - - o Ay - - - Qi | @ap, Qity @iz -« o+ Uin
L ag « . . . e s
1 2 ap n @i | @iy Bigies » -/ Qtn
................. =(—1) #+
(19] a'Zlu asl 3 a22 s s oa agn
ri, Uag Aru Ain
Apry Apz o - App + -« Upp Any | Anty An2 - - - - Qon




— 440 —

Poniewaz element @, , znajduje si¢ na pierwszem miejscu w wy-
znaczniku przeksztalconym, a wiec, wedlug wyniku, podanego na po-
czatku tego artykulu, je§li wybierzemy w tym wyznaczniku grupe
iloczyn6w, zawierajgcych element @, i wyrzucimy ten element przed
uawias, to otrzymamy w nawiasie wyrazenie wyznacznika, powsta-
tego przez odrzucenie pierwszego wiersza i pierwszej kolumny
w wyznaczniku przeksztalconym t. j. wiersza )i kolumny p. w wy-
znaczniku danym.

Na podstawie zwiazku (19) widzimy wiec, iz suma wszystkich
iloczynéw w wyrazeniu danego wyznacznika (17), zawierajgcych ele-
ment «, ,, réwna si¢ iloczynowi tego elementu przez wartos¢ wy-
znacznika, powstalego wskutek opuszczenia wiersza 2 i kolumny .
w danym wyznaczniku [ nadfo jeszcze przez (—1) W

Oznaczmy przez D, warto§¢ wyznacznika o (n—1) wier-
szach i kolumnach, otrzymanego przez opuszczenie wiersza A i ko-
lumny p. w wyznaczniku (17); taki nowy wyznacznik nazywamy
podwyznacznikiem lub minorem danego wyznacznika, odpowiednim
dla wyrazu a,,> lezacego na ,przecigciu opuszczonego wiersza A
i kolumny p.. '

Wybierzmy teraz z wyrazenia danego wyznacznika (17)
n sum wszystkich iloczynéw, zawierajacych kolejno elementy
tego samego wiersza ., a wiec element «,,, element «,,, element
@, 1t d. wreszcie element a,,. Wedlug powyzszych rozwazai,
wartoéei kazdej z tych sum beda rowne iloczynom jednego z tych
elementéw przez odpowiednie podwyznaczniki z wiasciwym zna-
kiem, a wiec beda wynosily

—1)* ay D, 5 (—1Y+2a, Dy (D)8 ayy Dy senc(—1)Y+a,, D,

Suma tych n wyrazen daje oczywiscie pelng warto$é danego
wyznacznika (17), gdyz wyrazenia te nie majq jednakowych sktad-
nikéw, a wiemy nadto, iz elementy tego samego wiersza

(20) Upgs Upyy oo Uy o v Ay,

tkwia po jednym w kaidym z iloczynéw tworzgcych dany wy-
znacznik.

Mamy wigc nastepujgcy waziny wzor, przedstawiajacy wartogé
wyznacznika w zaleznosci od jego podwyznacznikéw, odpowiadaja-
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cych wyrazom lego samego wiersza ):

Ay yoe o oo dyy
@D | ez, ...y, | = (=1 1ay Dy-(=1) "ay, Dyt . -
| p:
aui "an‘l N & arm | ) b '—i_ (_1); . ainDZM '

Wartos¢ wyznacznika rowna sie wiec sumie iloczynow kaz-
dego z wyrazow tego samego wiersza przez podwyznaczniki, od-
powiadajgce tym wyrazom i pomnozone nadto przez 1 lub —1
zaleznie od tego czy suma numerow opuszczonego wiersza i ko-
lumny jest parzysta czy tez nieparzysta.

Wynik ten stosuje sie tez do rozkladu wyznacznika na sume
wyrazéw, odpowiadajacych elementom tej samej kolumny dowolnej.

Otrzymana wlasno$§é wyznacznika posiada doniosle znaczenie,
albowiem pozwala kolejno sprowadzaé obliczenie danego wyznacz-
nika do wyznacznikéw prostszych,

Przyklad 1. Rozlézmy wyznacznik z trzech wierszy i ko-
lumn, wedlug wyrazéow pierwszego wiersza, otrzymamy wtedy

| a[:b]J Cy ‘b e | L s . Co
@ |anbie|=DMal % e 0% 4
ay by, ey | e B
48, | @2y o
+ 1) ey i B =a, (bycy — by e)) — b, (ayc5— aye,)+
H R

¢ (ayby— ayb,) = a, by, +azbie,4-asbye, —a bye, —abie;—agbye, .

Przyktad 2. Rozléimy wyznacznik ponizszy wedlug ele-
mentéw np. pierwszej kolumny:

{1)’?,’ {1"_(1) 8,—1,0 |2, 10,—1
1’2"—0’ 1|=1]2, 0,1|+1-3,—1, 0|=
ee e 10,—1,2 0,~=1, 2
0,0:~=1,, 2 '
| 0,1] ‘2,1’ ‘ 1,0‘ |3 -11
— 9.1 . . Sy i —
3|—1,2[le 10,2 T2 4,2 0y —1

—3:1-F1.4-42.(—2) —1-(—38) =86.
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7. Uklad trzech réwna# linjowych z trzema niewiadomemi.

Glownym celem w tworzeniu pojecia wyznacznika jest uzy-
skanie rozwigzania uktadu réwnan linjowych z wieloma niewiado-
memi. Zaczniemy wpierw, dla latwiejszego zrozumienia metody,
od uktadu trzech réwnan linjowych z trzema niewiadomemi x,y,2
o postaci

ayx—+b y-+e z=d,
23) ax+b,y-tez=d,
asx—+byy-tez=d,

Zal6zmy, iz ten uklad posiada rozwigzania x,y, 2 i zobaczmy
jakie one winny mie¢ warto$ci. Dzigki pojeciu wyznacznika, za-
uwazymy z latwoScia, iZ mozna obie strony kazdego z réwnan (23)
pomnozyé przez takie liczby, Ze po dodaniu wypadnie réwnanie
zawierajace fylko jedng niewiadomg. Ot6z pomnézmy obie strony
kazdego z réwnan (23) przez takie czynniki, aby, po dodaniu stron,
otrzymaé¢ jako wspéieczynnik niewiadomej x wyznacznik

@, b0
(24) D= ay,bs,c
| Uy by, Ca
utworzony ze wspdétezynnikéw przy niewiadomych w ukladzie (23).
Na podstawie twierdzenia (21) o rozkladzie wyznacznika na pod-

wyznaczniki, spostrzegamy natychmiast, iz nalezy pomnoZzy¢ obie
strony réwnan (23) kolejno przez podwyznaczniki

by, s
by, cy

by,
by, ey

Ibiicl
[by, €,

] —

?

.

-}

?

odpowiadajgce wspélezynnikom «,, d., a5 i wziete ze znakiem za-
leznym od sumy numer6éw wiersza opuszczonego i kolumny. Otrzy-
mamy wtedy, po zsumowaniu, réwnanie '

lay,b,,¢ !bhbl!cl e,by,¢ dy,by,c
|

(25) a?:bhc;" 'x—l—'lbihb'_':c? 'y'—l_ic?!b‘.‘!cﬂ *R= "d‘.’)b‘.’:cz 3

3, by, ¢4 ;b:ssbayc:s [C5:0y,04] |dy, by, ey
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w ktorym wspoélezynnik przy x rowna sie wyznacznikowi (24),
wspolezynniki przy y i z réwne sa wyznacznikom, ktére otrzy-
mamy, zastepujac w wyznaczniku (24) kolumne pierwszg przez
kolumne wspoélezynnikéw przy tych niewiadomych y i z w ukla-
dzie (23); wreszcie wyraz po prawej stronie jest rowny wyznacz-
nikowi, otrzymanemu przez zastapienie w wyznaczniku (24) kolumny
pierwszej, kolumna wyrazow z prawej strony w ukladzie (23). Ale
w zwigzku (25) wspélezynniki przy y i z sg rowne zeru, jako
wyznaczniki o dwdch identycznych kolumnach, otrzymamy wiec
istotnie zwigzek z jedng niewiadoma:

a;,b;,¢| |dl,bl,c,
(26) a5, by, x=|d,,b,,cC,
ay,by, 04 dy,by,cy

Postepujac analogicznie, a wigc mnozgc obie strony kazdego
z réwnan (23) przez podwyznaczniki, odpowiadajgce wspolezynn -
kom b, b,, by,

oy Cof |
?
ay, Cy

A, 6|, |G

’

¥

ay,Cy ay, Cy

otrzymamy rownanie, zawierajace tylko niewiadomg y:

anbucﬂ ial,dl,c,
(26" azabz’cgl° Y= d,,dy,c|;
ay, b,y ty,dy,cy

i wreszcie, mnozac przez podwyznaczniki, odpowiadajace wspoi-
czynnikom ¢, ,¢,,c;, '

a, b,

ay, by, |ag, by, 2
ﬂasbx‘, y,by ’ dy, by '
otrzymamy
la,,b, ¢ ay by, d,
(26" oy by, 2= |0y, Dy, dy

dy,04,04 ay, by, dy
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Warto§ci na x,y,z, spelniajace réwnania (23), bedg zatem spel-
nialy tez i réwnania (26), (26"), (26”). W przypadku ogdélnym
zalozymy, iz wyznacznik (24), utworzony ze wspélezynnikéw przy
niewiadomych, jest odmiénny od zera:

a, .b! ,C]\
@7) 3,b,0, -0

aasbnacﬂl

wtedy z réwnai (26), (26) i (26”) widzimy, Ze jeSli istnieja liczby
spelniajace uktad (23), to te liczby sa jedyne i majg wartoécl na-
stepujgce:

dy,b,,c| lay,dy,c | a,,b,,d,
dy, b,,c, ia2sd:hc:!| (@y,0y,d|5
|
1
dy, by ¢4 ‘a'nd'ucﬂ |y, by, d,
(28) ey y= = Y = — -
ag,b,e allbl!cl| ‘ai !bl!cl
ay, by, 0, 0y, a0,y
| .
ay,by,cy [y, by, ‘ lay, by, ¢y

Wyznacznik (27), utworzony ze wspoélezynnikéw przy nie-
wiadomych, nazywa sie wyznacznikiem charakterystycznym
danego ukfadu (23). Nalezy teraz wykazaé, iz liczby (28) spel-
niajg uklad (23). Wstawmy wiec wartosci (28) na x,y,z np.
w pierwsze z rownan (23); otrzymamy wtedy po lewej stronie
taka wartosé:

|dy, b, ¢ 5ty 0 [al,b,,dj,

a|dy, by,0|+b;,]0as,d,,c|Fe|a, b, d

d;, by, e dy, dy, Cy !aq,bd,d,‘

(29) — - —
ay, by, ¢
a, by, c

as, by, ¢,
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jesli wyznaczniki w liczniku roztozymy wedlug wyrazéw kolumny
dy,d,,d; i olrzymang sume uporzadkujemy, wedtug tychze wyra-
z0w, to wypadnie w liczniku warto$é

b,, ¢, @y iCa sy by |
(fl Hl d Y _.bl‘ i Al Cl‘ i i _|_
: by, ¢ tlyy Cy dy, by |
g ' by, 6 ay; 6 dyy by |
+dy | —a;- b ~+b, - —Cy* G
31 Cy ty, Cy ay, by | |
b] ) cL ay, € a , lbl
dy | a, - — b+ e -
+ = [ ‘bz,cz I azvcz+l sy by ]’
a wiec wartosé (29) bedzie
l ag, by, ¢ ag, by, ¢ ag, by, e
|
dy | @y by ey | +dy | @, by,e | +dy | anbye
|
. by, ¢y | y, by, ¢y sy by, €y
(29" _
al! bl; Cy
€y Day Gy
(yy by, €y

wyznaczniki przy d, i d;, jako majace po dwa wiersze identyczne,
sq rOwne zeru i wyrazenie (29') réwna sie d;; liczby (28) spet-
niajg zatem pierwsze z réownan (23), podobnie stwierdzimy, iz
spetniajg one i dwa pozostale.

Mamy zatem twierdzenie nastgpujgce:

Jesli wyznacznik, utworzony 2ze wspdlczynnikow przy nie-
wiadomych w ukladzie (23), ma wartos¢ od zera odmienng

| a, by, ¢
D= | G2 by, ¢ |F#0,
\ dy, by, ¢y

to isiniejg jedyne okreslone trzy liczby:

d, by, ¢, [yl yiey Lay by, dy |

das by, Gy I‘ag, d,, ¢, s, by ds

dy, by, ¢ ay, dy, ¢ | aty, by, d
(30) =il

spetniajace uktad dany.
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Podkres§lamy widoczng prawidlowo§é budowy wzoréw (30).
Rozwiazania (30) na x,y,2 wyrazaja sie mianowicie w po-
staci trzech ulamkéw o jednakowym mianowniku, rownym wy-
znacznikowi, utworzonemu ze wspétczynnikow przy niewiadomych;
liczniki za$ tych utamkow sg wyznacznikami, Riore otfrzymamy,
zastepuigc w wyznaczniku poprzednim wyrazami wolnemi d, ,d,,d,
elementy kolumny, kiére sq wspdtezynnikami niewiadomej, przed-
stawionej wtasnie przez dany utamek.

Przyklad. Dany jest uklad:

2x— y |z = 1;
3x + y— 22 = 0;

xX—3y —z=2;

wyznacznik charakterystyczny ma warto§é

2,—1, 1
1, —2 8, —2 8, i

D=3, 1,—2|=2 g2 +1 =
. 1, —1 1, —
1'_3,_1! 3! 1 ? 1 3

=2(—1—-6)+1(—834+2)4+1(—9 —1) = — 25,

istniejg wige okreslone rozwigzania nastepujgce:

IR | gyl i g, =i w

0, 1,—2 3, 0,—2 8;; 44 0

o — 8= 1. §ocd 1, =8, 2

Bi— ———  pE———— 3= -
D D D

rozkladajge wyznaezniki w lieznikach, wedlug elementéw kolumny 1, 0, 2,
otrzymamy

L . i
1 + 2
=8, —1 , —2 1
xr = = —
D 5
8, —2 2, 1
== =
_ s wril 3, —2 3
y= : = ——
D 5
8, 1 2, —1
1 - 2
L 1 —8§ 8, 1] _,




— 447 —

PRZYPADEK D=0.

Zbadamy teraz przypadek osobliwy, gdy wyznacznik charak-
terystyczny D rowna sie zeru,
D=0

a wiec wzory (30) nie stosujg sie.
Oznaczmy dla krétkosci przez

Dy; Dy; D,

trzy wyznaczniki, wystepujace w licznikach wzoréw (30); wyznacz-
niki te powstaja z wyznacznika D, jeS§li w nim kolumne pierwsza,
drugg lub trzecigq zastgpimy kolumnag wyrazéw wolnych d;; d.,; d;.

Wedlug wynikéw poprzednich, liczby x, i, z, spelniajace uktad
dany, winny spelniaé¢ tez zwigzki (26), (26'), (26’"), ktore napiszemy
krétko w ten sposéb:

D-x=0D,
D-y=D,
D-z2=D,

Poniewaz z zalozenia D =0, a wiec widzimy, Ze, gdy przy-
najmniej jeden z wyznacznikéw

Dy; Dy; Dy
nie rowna sie zeru, to uklad dany nie bedzie posiadat rozwigzari.
Rozpatrzmy wiec teraz przypadek, gdy
DI:O; Dz=0; D3=ﬂ

Przypu§émy wpierw, iz niewszystkie podwyznaczniki wyznacz-
nika D réwnajg si¢ zeru; przypu$émy, iz np. mamy

al!bl

D=0; lecz
a2|b2

#0;

ot6z wykazemy, iz wtedy rozwigzania dv&éch pierwszych réwnan
ukltadu danego

a,x+by—ez=d
(23) ayx+byy+c,z=d,

asx+buy“l‘c:52=da
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beda spelnialy tez réwnanie trzecie, albowiem to ostatnie bedzie
poprostu kombinacja linjowa dwéch pierwszych. Ot6z istotnie, mno-
zac lewe strony kazdego z réwnan (23) przez podwyznaczniki

a, b,
as, b'.!

Aoy by |

: _’la[’bl . k —
dy , by

) 5T

By =

| ay, by

odpowiadajgce elementom kolumny ¢, ¢, ¢y, otrzymamy, po zsumo-
waniu tych lewych stron, jak wiadomo, tozsamoS$¢ nastgpujgca:

By (@ x—+by+e 2) -k (@x+byy+ez)-+
+ &y (ay x by y—+ey2)= D2

po zsumowaniu za§ prawych stron, pomnozonych odpowiednio przez
te same podwyznaczniki, otrzymamy warto§c

kl fll ‘I" k-_:_r dﬂ “’]—}f:! l.'l:i - D:;
Ale w danym wypadku mamy
D=01i D;=0

a poniewaz nadto z zaloZenia

k":i al1b| J:#O‘
‘ !“:sb2| -

wigee obie strony trzeciego z réownan (23) sg temi samemi kombi-
nacjami o postaci:
A ky
[ asx + b,y + ¢z = — -}}]- (ayx -+ b,y + ¢,2) — o (asx -+ 0.y -+ ¢.2)
3 t]

R Ry
ky Ry

i uktad (23) mozemy napisaé¢ w ten sposdb:

I d:{ = fi’l — dﬂ

R ax+b,ytez=d

tx+bytec.z=d,
? Mlagx—-+b gy~ 2)+h(ax+b,y+e2) = d +hds
Rozwigzania ukladu otrzymamy wigc, podstawiajgc na z war-

tosé dowolng i wyznaczajac odpowiednie wartosei na x i y z dwoch
pierwszych réwnan, co jest mozliwe, gdyz

alsbl
ai!b‘i

0
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Otrzymane rozwigzania bedg spelnialy oczywiscie i trzecie
rOwnanie danego uktadu.
Przypu$émy teraz, Ze wszystkie podwyznaczniki wyznacznika
D sg réwne zeru, lecz niewszystkie wspélezynniki przy niewiado-
mych znikaja, np.
a; 70

Otéz w tym wypadku odpowiednie wspélezynniki niewia-
domych danych trzech réwnan bedg do siebie proporcjonalne, to
znaczy, iz mozemy dobraé takie czynmiki & i [, iz

I ag_—"kal; a;,z‘lat

by =Kb; b=1b,

6 =ke,; eé=le

Uklad dany mozemy wiec teraz napisaé w postaci takiej:
mx-t+by+te z:-dl
k(@ x+b y—+c2)=d,
I(a;x+by+ e 2)=d,
Widzimy teraz odrazu, ze, gdy wyrazy wolne nie podlegajg

proporcjonalnogei, przystugujacej wspoétezynnikom przy niewiado-
mych, to znaczy

dy#hdy; dy51d,
aydy —ay d, 70
a;dﬂ_ ‘_"aa dls‘&ﬂ

lub inaczej

to uktad rozwigzan nie moze posiadac, jeS§li za§ wyrazy wolne
podlegajq proporcjonalno$ci, przyslugujgcej wspolczynnikom przy
niewiadomych, to znaczy, gdy

lub
a, dg”— ﬂ:! d\l:O

al d3 T=in, an dl = O
to kazda tr6jka liczb, spelniajaca pierwsze réwnanie danego ukiadu,

bedzie spelniala i dwa pozostale. Otrzymamy wigc nieskonczenie
wiele rozwigzan danego ukladu, podstawiajac na y i z wartoSeci

Geometrja Analityczna 29
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dowolne w pierwsze réwnanie i dobierajac x, co jest mozliwe,
gdyz zatozyliSmy a,5=0.

Gdyby wreszeie wszystkie wspétezynniki przy niewiadomych
byly réwne zeru, to uktad bedzie posiadal rozwigzanie tylko wtedy,
gdy rowniez d;—0 i d,=0 i rozwigzania te beda woéwczas wszyst-
kie trzy najzupelniej dowolne.

8. Uklad trzech réwnan jednorodnych z trzema
niewiadomemi.

Uktad réwnan (23) nazywamy jednorodnym, jesli

dy=dy=dy=0;
mamy wtedy
ayx—+by+ez=0
(31) ayx—+by-+ec,z=0

ayx+byy+e,z=0

Witasnosci takiego ukladu zawieraja sie juz wlaSciwie w rozwaza-
niach poprzedniego artykulu, ze wzgledu jednak na czestg stoso-
walno§é uktadu (31), rozwazymy jego wlasno$ci niezaleznie, powta-
rzajace czesciowo poprzednie rozumowanie.

Uktad jednorodny posiada oczywiScie zawsze rozwigzania ze-
rowe
x=0; y=0; 2=0:

Zobaczmy, w jakich wypadkach sg one jedyne. Ot6z wiemy,
iz rozwiazania, spelniajgce uklad (31), musza spelniaé réwniez
zwigzki (26), (26'), (26”); ale wszystkie wyrazy kolumny d,.d,,d,
sq z zalozenia réwne zeru, wiec w zwigzkach tych znikaja wy-
znaczniki po prawej stronie i bedzie

(32) Dix=0; Dy=0; D.z=0,
gdzie D jest wyznacznikiem charakterystycznym

a, by,
(33) D=|a,b,cs

a3rb3:cs

Mamy wiec nastepujgca wlasnosé



