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z parametrem zmiennym A, Dowieé§é, iz przez punkt dowolny przestrzeni
(X0, Yo, zo) przechodza trzy powierzchnie tego uldadn, z ktérych jedna jest eli-
psoidg, druga — hyperboloida jednopowlokows i trzecia — hyperboloidg dwu-
powlokows.

5, Wyznaczyé miejsce geometryezne $rodkéw powierzchni o réownaniu
oyt hz(x— a4 py) — R =0;
gdzie A i 1 84 to zmienne parametry.
6. Dowiesé, iz powierzehnia o réwnanin
13x% |- 10y® - 52 — 4xy — 6xz — 12yz -+ 2x 4y} 62— 1 =0

nie ma $rodka i znaleséé réwnania jej osi symetrji.

ROZDZIAL X

PLASZCZYZNA STYCZNA DO POWIERZCHNI DRUGIEGO
STOPNIA.

37. Styczna do linji w przestrzeni.

Prosta styczng do linji w przestrzeni w danym punkcie okre-
§lamy, podobnie jak na plaszezyZnie, jako polozenie graniczne siecz-
nej, przechodzace] przez dany punkt krzywej i jej punkt sgsiedni,
gdy ten punkt sasiedni dgizy do danego,

Niech bedzie krzywa C, ktérej punkty majgq wspélrzedne okre-
§lone przez funkecje parametru #:

(1) x=hH{#; yg=f; 2= (%)

Rozwazmy punkt krzywej M, odpowiadajacy wartosei ¢ i punkt
sasiedni krzywej M;, odpowiadajacy wartosci #--Af; oznaczmy
roznice wspblrzednych punktéw M i M' w ten sposéb:

Ax=f (t+48)—1, ()
@) | Ay=r(-+A8)—1 @)
Az=fi(t+At)—f;, ()

sq to oczywiScie miary rzutéw wektora, lqczacego punkty M i M,
(rys. 197). R6wnania siecznej, taczacej punkty M i M, beda wiec
mialy postaé

X—x __ ¥Y—y Z—zZ

®) Thx T Ay~ &z
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X,Y,Z oznaczajy wspohzedne biezgce punktéw siecznej. Aby

uwidoczni¢ graniczne polozenie siecznej, podzielmy mianowniki
rownan (3) przez Af:

Rys. 197,

Widzimy, Ze, gdy punkt M’ dazy do punktu M, to stosunki

Ax Ay Az
AP AEY A
dgzaq do pochodnych
- dx  dy  dz
dt’ dt’ dt’
a zatem, jesli te pochodne istnieja i nie znikajg wszystkie, to sieczna
dazy do prostej, okreglonej przez réwnania

A Ty _ -2
® FERNCHI

Sa to wtasnie réwnania rzutéw stycznej M T’ do krzywej danej
w punkcie M (x,y,2).

Geomelria Analitvezna, a7
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Zamiast pochodnych mozna réwniez napisa¢ rézniczki, jako
wspoélezynniki kierunkowe w réwnaniu stycznej (4):

. K= =y ... L—F
©) dx —  dy —  dz

A zatem pochodne lub rozniczki wspotrzednych krzywej
w przestrzeni przedstawiajg wspdlezynniki kierunkowe stycznej
do tej krzywej w danym punkcie.

Cosinusy kierunkowe o, (,y stycznej otrzymamy, dzielgc
kazdy ze wspolezynnikéw kierunkowych przez pierwiastek z sumy
ich kwadratéw, bedzie zatem

dx
a:j:- e — 3
VdxFdy+dz

—-—-——-—--—y ol
; i' F--._ :y'-’_:__2’
dz_

1=k = 3
ydx*4-dy*+dz*

Z rownan rzutéw stycznej widzimy réwniez, iz rzuty stfycz-
nej do krzywej, nieprostopadtej do ptaszeczyzny rzutow, sg stycz-
ne do rzufow krzywej na plaszczyzny odpowlednie. Jest to
zresztqg oczywiste z rozwazan geometrycznych, albowiem rzut
siecznej jest prosta, 1gczaceq rzuty dwoch punktéow krzywej (rys. 197).

Przyktad. Niech bedzie walec kolowy o promieniu r, ktérego osig jest
0z, Punkty linji érubowej na tym waleu sq okredlone przez warunelk, iz fuk lkola,
zawartego migdzy rzutami dwéch punkiéw na podstawe jest proporcjonalny
do przyrostu wspolrzednej 2. Przypusémy, iz linja $rubowa przechodzi przez

punkt waled M, lezgey na osi Ox (rys. 158). Mamy wtedy dla wspéhrzednych
x,y,z punktu linji §rubowej M, wyrazenia

x =r Cosy
y = r Siny
z=1rry

k jest wspélezynnikiem proporcjonalnosei. Traktujge v jako parametr zmienny,
mamy takie wspélezynniki kiernnkowe stycznej:

X b . 2'_:!!_‘, . 15—
Tz = rSing; o r Cos ¢; T hr.

Wyznaczmy stqd kat 7, ktéry styczna tworzy z osig Oz, mamy
dz I
Vdxt £ ay* +dz2* Y1+ &

styczna do linji Srubowej {worzy wiege z osia walca hat slaly.

Cosy =
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38. Ptaszczyzna styczna do powierzchni drugiego stopnia.

Moéwimy, iz prosta D jest styczna do powierzchni danej S
w punkcie M, jesli jest w tym punkcie styczna do krzywej pewnej
L, nakreslonej na tej powierzchni (rys. 198).

Rys. 198,

Niech bedzie teraz powierzchnia drugiego stopnia, okre§lona
przez rownanie w postaci ogélnej

®6) f(x,y,2)=Ax*FBy*+C22+Dxy+Exz+Fyz+ Gx -+
+Hy+Iz+K=0

i pewna krzywa L, okre§lona przez réwnania parametryczne

(7) x=0@); y=h{); z=[®

Krzywa L lezy na powierzchni (6), jesli wartosci funkeyj (7) spel-
niajy réwnanie (6), gdy ¢ zmienia si¢ w danym przedziale, to zna-
czy, gdy

8) f(x@, y@), z(t))=0

W zalozeniu, iz funkecje (7) speiniajg zwigzek (6), zrézniczkujmy
obie strony tego zwigzku wzgledem zmiennej niezaleinej 7, trak-
tujac wspolrzedne x, y, # jako funkeje zmiennej # okre§lone przez
réownania (7), otrzymamy wtedy

2A.>.——~|—2B 4 2Cz- 4D(Jdt+r )_l_

dy dz dx | dyJ_ dz
B + dt)+F(z_‘" dt)+Gdr THg g =0
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stad za$, po odpowiedniem uporzadkowaniu, wypadnie zwigzek
w postaci

' dx | dy | dz
(9) f_‘- (xsy!z)a_t +fy('riy’ Z) dt _l fz (xsy’z) di =0

N [nommlnu]

Rys. 199.
Wiemy jednak, iz pochodne
dx dy dz
dt’ dt’ dt
funkeyj (7) sa wspélezynnikami kierunkowemi (=, f,7) stycznej D

do krzywej L, a wiec i do powierzchni danej w punkcie M (x,y, 2);
a zatem, wedlug zwigzku (9), mamy

(10) feCx,y,2) - o+f, (x,9,2) - B+F, (x,9,2) -1 =0
Rozwazmy teraz. zbiér wszelkich stycznych do powierzchni

w punkcie M (x,y,2); kierunki («,f,7) tych stycznych spekiajg
zawsze zwigzek (10), poniewaz za§ trzy liczby '

foCe,u,2); f,(x,y,2); [.(x,y,2)

maja dla wszystkich. tych stycznych te same wartoSci, bo zaleig
tylko od wspélrzednych (x,y,2) punktu M, a wiec zwigzek (10)
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wyraza wazng wlasno§é geometryczna, iz wszysthie proste styczne
do powierzchni w punhkcie M sq prostopadle do jednego i tego
samego wektora M N o sktadowych

(11) fx,y,2); fi(x,,2); f.(x,y,2)

a zatem lezg w jednej plaszczyinie P, przechodzacej przez punkt
M i prostopadlej do wektora M N (rys. 199).

Ptaszezyzne takg, w kidrej lezq wszystkie proste styczne do
powierzchni w punkcie M, nazywamy plaszczyzng styczng do po-
wierzchni danej w punkcie M.

Na zasadzie wartoSci (11) skladowych wektora prostopadiego
do plaszezyzny styeznej w punkcie M (x,y, 2), rownanie jej bedzie
miato postaé

(12) (X——x)j’_;(x,y,z)—I—(Y——y)f;;(x,y,z)—|~(Z—-z)fz'(x,y,z):0

gdzie (X, Y, Z) oznaczaja wspélrzedne biezace dowolnego punktu
plaszczyzny, za§ wspolrzedne (x,y,2) punktu stycznosci grajg
role stalych parametréw, zwiazanych réwnaniem

f(x,y,z)z[}

Powierzchnia drugiego stopnia posiada wiec w kazdym punk-
cie (x,y,z) okre§lona plaszezyzne styczna, z wyjgtkiem tylko
wypadku, gdy punkt (x,y,z) jest $rodkiem powierzchni na niej
legeym, wtedy bowiem znikaja jednocze$nie trzy wartosei (11).

Stosujac podobne przeksztalcenie, jak w geometrji na plaszezy-
Znie, mozemy roOwnanie plaszczyzny stycznej napisaé w postaci,
analogicznej z r6wnaniem stycznej do krzywej drugiego stopnia:

(13) AXx-+-BYy+CZz —]—%D(Xy—k Y.t)~|—%E(Xz.—l—Zx)—|-

2 F(Yat Zy) 5 GX+ 0+ s HY +) +
42 I(Z+2)+E=0

Prostopadtyg do plaszezyzny stycznej w punkcie M(x,y,z)
nazywamy normalng do powierzchni w tym punkcie, normalna
ta ma wspélezynniki kierunkowe (11) i bedzie wobec tego okreslo-
na przez rownania

_X_Ti: Y—y ____Z—-z
{14 7 7 7

(X, Y, Z) oznaczajg wspoirzedne biezgce punktow normalne;j.
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Jesli powierzchnia odniesiona jest do osi symetrji i jej réw-
nanie ma postaé
Ax*+By*+C2*+D=0

wtedy plaszezyzna styczna w punkeie (x, y, ) bedzie miata rwnanie
AXx+BYy—+4CZz+D=0

Z réwnania tego widzimy, iz plaszczyzny styczne w wierz-
chotkach powierzchni drugiego stopnia sq prostopadte do odpo-
wiednich osi.

Jezeli powierzchnia drugiego stopnia posiada tworzgce pro-
stolinjowe rzeczywiste, jak hyperboloida jednopowlokowa, parabo-
loida hyperboliczna, powierzchnia stozkowa i powierzchnie wal-
cowe, wtedy oczywiscie tworzqce te, jako schodzgce si¢ ze swemi
stycznemi, leze¢ winny w plaszezyznach stycznych do powierzehni
w punktach tych tworzacych. Poniewaz przez dowolny punkt M
hyperboloidy i paraboloidy przechodzg wogéle dwie tworzgce
prostolinjowe, a wiec okreslajg one polozenie plaszcezyzny stycz-
nej w punkcie M, jako przez nie przesunietej.

Jesli powierzchnia dana jest stozkowa, wtedy punkty tej po-
wierzchni, lezgce na tej samej tworzacej, maja wspolng plaszczy-
zng styczng, przechodzaca przez te tworzaca. Istotnie, obierajac
wierzcholek stozka jako poczatek ukladu, otrzymamy réwnanie
powierzchni w postaci jednorodnej

fx,y,2)=0

za$ réwnanie plaszczyzny stycznej

X =01+ (X —pfy +Z—2 1" =0

- w postaci tez jednorodnej
Xf»l" ‘I‘ e, _!" Zfz’ =0

jesli wige punkt styczno$ei (x,y,2) przesuwa sie wzdluz tworza-
cej, wtedy jego wspélrzedne, a zatem i wspélezynniki w réwnaniu
plaszczyzny stycznej, zmieniajq sie proporcjonalnie i plaszezyzna
styczna zmianie nie ulega.

Podobnie tatwo wykazaé, iz punkty powierzchni walcowej,
lezgce na tej samej tworzgcej, maja wspélng plaszezyzne styczng
przez te tworzacq przesuniety:
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39. Zagadnienia dotyczace plaszczyzny stycznej.

ZAGADNIENIE 1. ZnaleS¢ réwnanie ptaszczyzny stycznej
do danej powierzchni drugiego stopnia, réwnoleglej do danej
plaszezyzny.

Niech gl e e
bedzie réwnaniem danej powierzchni, zas§ (I, m,n) niech ozna-
czajg wspolezynniki kierunkowe danej plaszczyzny. Réwnanie szu-
kanej plaszezyzny stycznej w nieznanym punkeie (x,y,z2) po-
wierzchni ma postaé

X=X+ (Y= ) +(Z—=2)f"=0

Warunek rownoleglo$ci tej plaszezyzny do plaszezyzny danej
wyrazi sie zwigzkami

(15) fx (xz’ y,2) __ [ (x,y,2) [/ (x,y,2)
m n

{l,m,n,)

(I, m,n,)

Rys. 200.

klére, tacznie z rownaniem f(x,y,z)=0, sluiy¢ winny do okresle-
nia punktéw stycznosci. Otéz, jak wiemy z art. 35, roéwnania (1.))
przedstawiajg &§rednice powierzchni D, zwigzang z Kkierunkiem
(I, m, n), szukane punkty stycznosci sq wiec przecigciem $rednicy
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(15) z powierzchnig dang (rys. 200). W przypadku elipsoidy istnieja
rzawsze dwa punkty przecigcia M; i M, dla kazdego Kierunku
(I, m,n), w przypadku hyperboloidy istniejg dwa punkty rzeczy-
wiste lub urojone, gdy érednica (15) nie ma kierunku asympto-
tyeznego i wreszeie, w przypadku paraboloidy istnieje zawsze
jeden punkt przeciecia, gdy wektor (/,m,n) nie jest prostopadty
do osi paraboloidy.

ZAGADNIENIE 2. Znalesé ptaszczyzny styczne do danej
powierzchni drugiego stopnia, rdumofeg{e do danef prostej.

] (2, B,7) oznaczaja wspoélczynniki kierunkowe danej pro-
stej D. Z postaci rownania plaszezyzny styeznej do powierzchni

D (exB:7)

f

l

Rys. 201.

danej” f(x,y,2) =0 wnioskujemy natychmiast, iz zadane punkty
slycznosei M(x,y,2) winny spelniaé réwnanie

ol (e, 5,248 f, (e, y, )11 (x,y,2) =0

a to oznacza, iz bgdg lezaly na przecieciu sig danej powierzchni

z plaszezyzng §rednicowq P, sprzezong z danym kierunkiem («,f,7)
(rys. 201).
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Linja przeciecia L bedzie oczywiscie linja stycznosci walca
opisanego na danej powierzchni, ktérego tworzgce majg dany kie-
runek («,B,7); zagadnienie wymaga oczywiScie zaloZenia, iz kie-
runek («,8,7) jest réiny od asymptotycznego.

ZAGADNIENIE 3. Znalesé plaszczyzny styczne do danej
powierzchni drugiego stopnia, kiore przechodzilyby przez dany
punkt (xnsylhzu)-

Postepujae, jak w analogicznem zagadnieniu geometrji na pla-
szezyZnie, Zgdamy, aby rownanie ptaszezyzny styeznej (13) w punk-
cie (x,y,z) bylo spetnione w punkcie danym M (x,, y,,2,) i otrzy-
mujemy w ten spos6b zwigzek nastepujacy, ktoéry winny spetniacé
szukane punkty stycznosci:

1 1
(16) Ax,x- Ry, g—I—Cz.,z—}—Q D (x,y-+y, x)—l—-é E(xyz -+ x2y)+

—I—% F(yz —|—zoy)+é G (xy+x)+ % H@y,+y)+ é I(zy~+2)+ KE=0;

zwigzkowi temu odpowiada zbiér punktéw (x,y,z), tworzacych
pewng plaszcezyzne P, ktérg nazywamy analogicznie plaszezyzng
biegunowsg punktu M (x,,y,,2,). Szukane punkty styeznosci lezg
wiec na przecigeiu ptaszezyzny biegunowej, odpowiadajacej punk-
towi danemu (x,, y,,2,), z dang powierzchnig.

M (-\'_:n Yoo & )

Rys. 202.

Przeciecie to h@ﬁzie oczywiscie linja styczno$ci powierzchni
stozkowej, opisanej na danej powierzchni drugiego stopnia, ktérej
wierzchotek znajduje sie w punkcie danym M (x,,¥,,2,) (rys. 202).



