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dowolne w pierwsze réwnanie i dobierajac x, co jest mozliwe,
gdyz zatozyliSmy a,5=0.

Gdyby wreszeie wszystkie wspétezynniki przy niewiadomych
byly réwne zeru, to uktad bedzie posiadal rozwigzanie tylko wtedy,
gdy rowniez d;—0 i d,=0 i rozwigzania te beda woéwczas wszyst-
kie trzy najzupelniej dowolne.

8. Uklad trzech réwnan jednorodnych z trzema
niewiadomemi.

Uktad réwnan (23) nazywamy jednorodnym, jesli

dy=dy=dy=0;
mamy wtedy
ayx—+by+ez=0
(31) ayx—+by-+ec,z=0

ayx+byy+e,z=0

Witasnosci takiego ukladu zawieraja sie juz wlaSciwie w rozwaza-
niach poprzedniego artykulu, ze wzgledu jednak na czestg stoso-
walno§é uktadu (31), rozwazymy jego wlasno$ci niezaleznie, powta-
rzajace czesciowo poprzednie rozumowanie.

Uktad jednorodny posiada oczywiScie zawsze rozwigzania ze-
rowe
x=0; y=0; 2=0:

Zobaczmy, w jakich wypadkach sg one jedyne. Ot6z wiemy,
iz rozwiazania, spelniajgce uklad (31), musza spelniaé réwniez
zwigzki (26), (26'), (26”); ale wszystkie wyrazy kolumny d,.d,,d,
sq z zalozenia réwne zeru, wiec w zwigzkach tych znikaja wy-
znaczniki po prawej stronie i bedzie

(32) Dix=0; Dy=0; D.z=0,
gdzie D jest wyznacznikiem charakterystycznym

a, by,
(33) D=|a,b,cs

a3rb3:cs

Mamy wiec nastepujgca wlasnosé
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TWIERDZENIE I, Jesli wyznacznik charakterystyczny uktadu
rownan jednorodnych (31) ma warlosé od zera odmienng, to
uktad ten posiada tylko rozwigzania zerowe

x=0; yp=0; 2=0.

Rozwazmy teraz mozliwo$é istnienia rozwigzan uktadu (31)
odmiennych od zera. Na podstawie zwigzkow (32) widzimy, Ze
jesli istniejg rozwigzania na x,y,z, z ktérych przynajmniej jed-
no nie jest zérem, to wtedy winno by¢

(33) D=0,

a wiege znikanie wyznacznika charakterystycznego jest warunkiem
koniecznym istnienia rozwigzan uktadu jednorodnego nierdwnych
zeru. Wykazemy, iz warunek (33') jest zarazem dostateczny. Wezmy
wige wpierw pod uwage przypadek ogélniejszy, gdy D znika, lecz
niewszystkie jego podwyznaczniki sa rowne zeru, gdy np.

ai, by
Ly, b:"

\#0;

wtedy wiemy (art, 3), iz istnieja rozwigzania pierwszych dwéch
rownan (11) proporcjonalne do wyznacznikéw:

ancli.
aa:czl’

a, b
ag;bg

(34)

L]

by, e
by, ey

Rozwigzania te spetniajg jednak i trzecie z réwnan (31),
podstawiajac je bowiem w to réwnanie, otrzymamy z lewe] strony
wyrazenie '
by, ey
b2>cz

al-C|
y 4 Cy

al!bl

3 a ] ]

a2!62

ktore przedstawia rozwinigcie wyznacznika D, a zatem réwna sig
zern z zaloZenia.

Gdyby wszystkie podwyznaczniki wyznacznika D byly réwne
zeru, lecz niewszystkie wspélezynniki znikaly, gdyby np. a, 50,
oznaczaloby to, iz wspélezynniki réwnan sa do siebie proporcjo-
nalne odpowiednio, to znaczy mozna dobraé takie czynniki & i/, iz

ay,=rkra,; ay,=1la,
b2=k0|; bg-—_—vlb]

co=he; ¢y =1lc
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a wtedy wszelka tréjka liczb, spelniajgcych jedno z réwnan (31),
spelnialaby i dwa pozostate. Uklad posiada wiec wtedy nieskoii-
czenie wiele rozwigzan odmiennych od zera, ktére otrzymamy,
podstawiajgc na y i z wartoSci dowolne w pierwsze réwnanie
i dobierajac odpowiednig wartoSé x (a; = 0).

Gdy wreszcie wszystkie wspélezynniki ukladu (31) znikajg,
to rozwigzania tego ukladu mogg by¢ najzupeiniej dowolne.

Mamy zatem nastepujgce twierdzenie.

TWIERDZENIE 11. Aby uklad réwnain jednorodnych (31)
posiadat rozwigzania, z ktérych jedno przynajmniej nie bytoby
zerem, trzeba i wystarcza, 2eby wartos$c wyznacznika, utworzonego
ze wspotczynnikow przy niewiadomych, byta rowng zeru.

Zwiazek
aI !bl 1€

dy,by,¢y | =0

a81b:]1cﬁ
wynikajacy z trzech zwigzkéw jednorodnych (31) miedzy trzema
wielko§ciami x,y,2 odmiennemi od zera, nazywamy rezultatem

wyrugowania trzech wielko$ei x,y,z 2z irzech zwigzkow jedno-
rodnych (31).

TWIERDZENIE 1. Niech bedg trzy wyrazenia linjowe
(35) a,x+by+e z; aGx+b,y-+c,z; azx-+by—+e;2

w ktérych x,y,z oznaczajgq dowolne wielkosci zmienne. Jesli
zachodzi zwigzek
ay,by,¢
D=|ay,by,cy[=0
F

| ay,by,04

to mozna dobrac¢ takie ti'zy state wspétezynniki ky,k,, ky, nie-
wszystkie rowne zeru, aby mial miejsce zwigzek

k, (alx_l_biy—I_clz)"l_kﬂ(ai'r+bﬂy+c2z)+
+ &y (ayx+byy+c;2) =0

dla dowolnych wartoeci na x,y,2.

(36)
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Dowdd tego twierdzenia zawiera sig juz wlaSciwie w rozwa-
zaniach poprzedniego artykulu nad przypadkiem D=0, Powtérzy-
my go tu kréotko raz jeszeze.

Ot6%, jesli niewszystkie podwyznaczniki wyznacznika D sg
rowne zeru, np. b, ¢, — by e, 50, to biorge
yy Cy |
b"c'"|; R, :

_— bilcl
==
'J-!c:i |

bmc?-

(37 k=

b, e ,

} Rk :‘

h:t 1 03 |

otrzymamy oczywiScie tozsamo§c

Ry (ax +b,y e 2)+ Ry (@ x by -, 2) +
++hy(asxt+b,yte2)=D-x

stuszng dla dowolnych wartoéci na x,y,z, stad wynika Zgdany
zwigzek (36), wedlug zalozenia D=0. Gdy wszystkie podwy-
znaczniki wyznacznika D znikaja, wtedy wspélezynniki zmiennych
x,y,z sa odpowiednio proporcjonalne i mozliwo§é doboru statych
Ry ko, Ry, dla otrzymania wlasno$ci (36), jest tembardziej oczywista.

(38)

Twierdzenie powyzsze mozna tes wyrazié w innej formie
rownowaznej:

Jesli trzy rownania jednorodne:
ayx+by+ez=0
ayx+b,y+e,z=0
agx—~+byyte,2=0
majg rozwigzania na x,y,z niewszystkie rowne zeru, to jedno
z tych réwnan jest kombinacjq linjowg dwdch pozostatych.
9. Uklad trzech réwnan z dwiema niewiadomemi.
Niech bedg trzy réwnania z dwiema niewiadomemi:
a, x-+by-+c =0
(39) Ay X +b,y+e¢,=0
ay X +byy ;=0

Aby znale§¢ warunki istnienia rozwigzai na x i y, za-
uwazmy, iz uktad (39) otrzymamy, podstawiajac w zbadanym
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uktadzie rownan jednorodnych (31) warto§¢ odmienng od zera
z=1.

Na podstawie twierdzenia II-go poprzedniego artykulu otrzy-
mamy wigc nastepujacq wiasnosé:

Jesli uktad (39) trzech rownan z dwiema niewiadomemi po-
siada okreslone rozwigzania na x i y, to wtedy miedzy wspot-
czynnikami w tym uktadzie zachodzi zwigzek

al! blscl
(40) D=a,, by, ¢,| =0
ay, by, c:t‘

Zwiazek (40), jako wynikajacy 2z {rzech zwigzkoéw linjowych
(39) miedzy dwiema wielko§ciami x i y, nazywamy rezultatem
wyrugowania dwdch wielkosci x i y z trzech zwigzkow (39).

Warunek (40) nie jest wogdle dostateczny dla istnienia roz-
wigzan ukiadu (39), moze sie bowiem zdarzyé¢, ze dwa z réwnan
(39) nie beda mialy wspélnych rozwigzan, a jednak zwigzek (40)
bedzie zachodzil.

Wykazemy, 7e warunek (40) jest jednak dostateczny dla ist-
nienia rozwigzan uktadu (39) wtedy, gdy dwa 2z réwnan (39) np.
plerwsze i drugie posiadajg okreslone jedyne rozwigzanie, to zna-
czy, gdy mamy

|
(41) f

ﬂl, |

iy, by

Istotnie, wyznaczajac wtedy wartoéci na x i y z dwoch
pierwszych réwnan (39) w postaci:

1"3“51 'ﬂlvcll
| €y by | yy Cs

= — ——— p=— — 3
| @y, b, a;, b,y |
| @y, by ds, by

stwierdzi¢ mozemy, iz spetniaja one i réownanie trzecie, w razie
zafozenia (40); wstawiajgc bowiem te wartoSci na x i y w trzecie
rownanie, otrzymamy po lewej stronie wyrazenie

‘clabl a0 | ay, by
— — 0y Cy
Cy, by sy Cy ay, by

al:bl \

ay, by
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zawierajgce w liczniku rozwinigeie wyznacznika (40), a wiee zni-
kajace z zatozenia.

TWIERDZENIE. Jesli dwa réwnania z dwiema niewiado-
memi: )

ayx—+by-+e=0

(42)
ayx—+byy-+ec,=0

majg okreSlone i jedyne rozwigzania na x i y, to wszelkie inne
rdwnanie pierwszego stopnia

(43) anx+bny_|_03=0

spelnione przez lo samo rozwigzanie, jest kombinacja linjowag
dwdch danych rownan, to znaczy bedzie sig sprowadzalo do postaci:

(43") ayx+byy-+ey=x (¢, x+b y-+ec) 2@ x+b,y-c)=0

gdzie ), i h, majg okreslone wartosci.
Poniewaz z zalozenia rozwigzania rownan (42) majg spetniaé
rownanie (43), wigec musi by¢:
‘ a,0,,¢

(44) D= |ty by 2| =10;

dy, by, 04 |

Mnozyc za§ kazde z wyrazen (42) i (43) odpowiednio przez
podwyznaczniki

a‘lsbl lal»bil
s Rhy=— 3
ay b:s‘ ’ ‘ffﬂ y by ’

i dodajac do siebie, otrzymamy, na zasadzie warunku (44), foz-
samosc

ky(a, x+byy—c)+ky (@, x+br g+ +
+ ky(ayx+bgy—+c3) =D=0.

Stad wynika wlasnosé (43'), albowiem k;=0, z racji poje-
dynczodei rozwigzan ukladu (42).
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10. Uktad trzech réwnan jednorodnych z czterema

niewiadomemi.

Analogicznie do ukfadu jednorodnego dwéch réwnan z trzema
niewiadomemi, rozwazanego w art. 3, weZmy teraz pod uwage
nastgpujacy ukiad trzech réwnan jednorodnych z czterema nie-
wiadomemi x,y,z,f:

la1x+f’1!!+clz—}-dlt:0
(45) ) ayxt-byyt-eyzt-dyt=0
[ ayx—+byy-+ezt+dit=0

Uktad ten zbadamy juz z latwoscia, opierajac si¢ na uzyska-
nych w art. 7 wynikach dla ukladu trzech réwnan z frzema nie-
wiadomemi.

Oznaczmy przez

(46) Dy; Dy; Dy Dy

wyznaczniki, ntworzone z kolumn wspélezynnikéw przy niewiado-
mych przez opuszczenie jednej z czterech istniejgcych, a miano-
wicie wyznacznik D, zawiera kolumny wspélezynnikow przy
y,2,t, wyznacznik D, — kolumny przy x,z,{, wyznacznik Dy —
kolumny przy x,y,ti wyznacznik D, — kolumny przy x,y,2.

Zalézmy wpierw, iz niewszystkie wyznaczniki (46) sa rowne
zeru, np.

D=0

wtedy, podstawiajgc na ¢ warto§é dowolng, mozemy z uktadu (45)
wyznaczyé okre§lone wartoSci na x,y,z wedlug wzorow (28).
A mianowicie, podstawiajac w tych wzorach kolumne —d, ¢;
—dyt; —dyt na miejsce kolumny d,; d,; d,, przestawiajac ja na
miejsce ostatnie i wyrzucajgc czynnik —¢ przed wyznacznik, jako
wspolny wszystkim elementom tej samej kolumny, otrzymamy

D,
t—_—b;-t

D:!
2 = — D-:i.t
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A wiee, opréez oczywistych rozwigzan zerowych, uktad dany
posiada rozwigzania, niewszystkie rowne zeru, dane przez wzory
symetryczne:

(47) x=pD; y=—pDy; 2=pDy;; t=—pD,

gdzie p jest czynnikiem dowolnym.

Spostrzegamy analogje tego rezultatu z wynikami podanemi
przez wzory (9).

Przypu$émy teraz, iz wszystkie wyznaczniki, utworzone ze
wspotezynnikéw, sg réwne zeru:

Dl=0; 0220; D;‘:O; D.IZO:

lecz niewszystkie ich podwyznaczniki znikaja, niech np. bedzie

alsbl

ay, by

wtedy, traktujac w réwnaniach (45) wielko$é ¢, jako dowolnie da-
ng, mozemy oprzeé¢ si¢ na wynikach podanych w koncu art. 7
i wnioskujemy, iz trzecie z réwnan (45) jest kombinacja linjowa
dwoeh pozostalych, a zatem rozwigzania uktadu otrzymamy, pod-
stawiajae na z it wartosci dowolne i dobierajgc odpowiednie war-
toS§ei na x i y, na podstawie dwoch pierwszych réownan (45)
(a, by— a, b, 5= 0), wartosci te bedg spelnialy i trzecie réwnanie.
Gdyby teraz wszystkie podwyznaczniki wyznacznikéw

D; D,; Dy; D,

znikatly, oznaczaloby to proporcjonalno§é odpowiednich wspélezyn-
nikéw niewiadomych i jesli np. ¢, 50, to, podstawiajac w pierw-
sze réwnanie na y,z,{ warfoSci dowolne i dobierajagc wartosé na
x, otrzymamy cztery wielkosei, ktére zawsze bedg spelnialy i dwa
réwnania pozostate.

Gdy wreszcie wszystkie wspdtezynniki znikajg, to wszyst-
kie rozwigzania moga by¢ najzupetniej dowolne,

Mamy wiec twierdzenie naslepujgce.

TWIERDZENIE. Uktad trzech rownan jednorodnych z czte-
rema niewiadomemi, oprocz rozwigzan zerowych, posiada zawsze
rozwigzania, z ktorych jedno przynajmniej jest odmienne od zera.
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11. Uktad n réwnan linjowych.

Niech bedzie uktad n réwnan linjowych, w postaci

Ay ¥+ @ Xy Fayg X3+ . - A Xa=d,
Ay Xy gy Xy Foayy Xy o X = dy
(48) dyy X+ dgy Xy + gy Xy . o dgn X0 = dy

@y % + Ay Xy _’_ @3 X3 —[_ 2 Lo _[_ AypXn= d"
@;; oznaczaja wspolczynniki dane, za$

XipHayly oo n Xy
niewiadome.

W celu wyznaczenia wartoéci n niewiadomych
xl! xe, .t‘_.! .. x”,

spelniajgcych dany uklad, uzyjemy tej samej metody, ktérg sto-
sowaliémy dla ukladu trzech réwnan z trzema niewiadomemi.

Oznaczmy wiec przez D wyznacznik, utworzony ze wspol-
czynnikéw przy niewiadomych:

|ays ap,agy. ... a,,
Aoy yay oy« oo o Uy,
(49) D= |ay,ay,ay . .... g,
ranl,an'.!,ﬂﬂ.‘! e e s a:m

nazywamy go wyznacznikiem charakterystycznym danego uktadu.
Pomnéizmy teraz obydwie strony kazdego z réwnan (48) przez
podwyznaczniki

Dy, Dojyen ooy,

odpowiadajace wspélezynnikom
Oy Qo yoe oo nt

niewiadomej x, i opatrzone wlasciwym znakiem, tak, aby, po do-
daniu stronami tych réwnan, otrzymaé przy x, wspdlezynnik
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rowny wyznacznikowi (49). Podobnie, jak poprzednio, stwierdzimy,
iz wtedy wspélezynniki przy pozostalych niewiadomych bedg wy-
znacznikami o dwéch kolumnach identycznych, a wiec pozostanie
po dodaniu zwigzek

D x=d, Dy —dy Dy dy Dy + ++ «(— 1)" dy Dy 5

warto§¢ po prawej stronie jest rozwinigciem wyznacznika:

‘dlaalh Ay oov 0 Gy
oy Qs Bagis it a,,
D=ty @y Qug s sl dg,
‘ dn 3y an‘z E] ans ----- ami

ktéry otrzymujemy, zastepujac w wyznaczniku (49) kolumne wspot-
czynnik6w przy x; kolumng wyrazéw wolnych d,,d,..... drs
Podobnie postepujgc z pozostatemi niewiadomemi, dojdziemy do
wniosku, iz warto§ei na x,,x.....x,, spelniajace uklad (48), winny
tez spelniaé¢ n zwigzkow

(50) Dx,=D,; Dxy=Dy.....; D-xa=D,

gdzie
DI? Du,--o-Dﬂ

oznaczaja wartosci wyznacznikow, ktére otrzymamy, zastgpujgc
w wyznaczniku charakterystycznym D kolumng pierwszg, drugy
i t. d. n-ta przez kolumng wyrazéw wolnych

dy,dy....dy.

Ze zwigzkow (50) widzimy, ze, gdy wyznacznik charaktery-
styezny D ukladu (48) ma warto$¢ odmienng od zera:

D+#0,

i jezeli istnieja wielkoéci, spelniajace uklad (48), wtedy winny one
mieé¢ takie wartoSei:

(51) Xy==5— ) Xy =
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mozna stwierdzi¢, podobnie jak dla trzech réwnan, iz wartosci
(51) spelniaja uklad dany. Mamy wiec nastepujgce twierdzenie.
TWIERDZENIE I. Jesli wyznacznik charakterystyczny uktadu

(48) ma wartos¢ od zera odmienng, to uktad lfen posiada jedyne
rozwigzania na x,,x,....x, dane przez wzory (51).

WeZzmy wreszcie pod uwage uklad n réwnan jednorodnych
7 n niewiadomemi:

@y Xy Qg XAy X5t +a,x,=0
Aoy Xy~ @ay Xy - Aoy Xy o +ay, x,=0
(52) Ay Xy~ Qyp Xy - Ay Xy ... iz ay, x, =0

--------------------------

ani X1 + an:’. Xy —i— ana xy + """ + a:m xu =0

widzimy, iz warto§ci na x;,x; . . . . Xx,, spelniajgce rownania jed-
norodne (52), spelniajg tei zwigzki

(53) D =0 Diager=0% ... .. D-x,=0,
stad wynikajg nastepujgce dwa twierdzenia.

TWIERDZENIE 11. Jesli wyznacznik charakterystyczny
uktadu jednorodnego (52) ma wartos¢ od zera odmienng, to uktad
ma wtedy tylko rozwigzanie zerowe

3=0; x=0; x3=0;.:..x,=0.

TWIERDZENIE I1I. Jesli n zwigzkéw jednorodnych (52)
spetniajgq wielkosci x, xy . . . . x, niewszystkie rowne zeru, to
wtedy wyznacznik, utworzony ze wspolezynnikow tych wielkosci
rowna sie zeru:

all' a[‘l! yy .+ . An
Ayyy gy, oy« -« . Uy

(54) (31, g, dyy « + . dsp =0,
anls aan an& e ann I

Zwigzek miedzy wspélezynnikami w postaci (54) nazywamy
rezultatem wyrugowania n wielkosci xy, Xy, Xy . . . . X, 2 n 2WIigz-
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kow jednorodnych (52). Podane wlasno$ci uktadu zwigzkow jedno-
rodnych linjowych posiadajg liczne zastosowania w réznych gate-
ziach nauk §cistych,

W Geometrji Analitycznej szczegélnie wainy jest uktad n
rownai jednorodnych z n--1 niewiadomemi, ktéry w celu upro-
szczenia zbadaliSmy poprzednio dla n=2 i n=23. W sposéb, ana-
logiczny do stosowanego w tych przypadkach szczegllnych, mozna
udowodnié¢, iz wuktad n réwnan jednorodnych z n-+1 niewiado-
memi posiada, oprécz rozwigzan zerowych, zawsze rozwigzania
niewszystkie réwne zeru.
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