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sob szeSciokat wpisany w stoikows, ktérego boki sgq biegunowemi
wierzcholkéw odpowiednich szeSciokata opisanego, jako cieciwy,
taczace punkty stycznoSci. Ale, wediug twierdzenia Pascala, prze-
ciwlegte boki szeSciokata wpisanego (1'2’3'4’'5’6") przecinaja sig
w trzech punktach A4,, A,, A,, lezgcych na jednej prostej (),
a wobec tego proste, tgczgce bieguny tych prostych, t. j. przeciw-
legte wierzcholki sze§ciokgta opisanego, jako biegunowe punktéw
Ay, Ay, Ay¥) winny sie przecina¢ w jednym punkcie B, t. ].
w biegunie prostej (b) ¢. b. d. d.
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ROZDZIAL XVII.

ZAGADNIENIA DOTYCZACE KRZYWYCH
DRUGIEGO STOPNIA.

73. Wyznaczanie krzywych drugiego stopnia, spetniajacych
dane warunki.

Wiemy, iz krzywa drugiego stopnia okreSlaja wartosci pigciu
parametrow, wystepujacych w jej réwnaniu. Ot6z, Zadajac, aby
krzywa drugiego stopnia spelniala pewne warunki geometryczne,
otrzymamy pewne warunki analityczne, w postaci zwigzkéw mig-
dzy powyzszemi piecioma parametrami. Zagadnienie wyznaczenia
krzywej drugiego stopnia, spelniajacej dane warunki, sprowadza

*)  Przypominamy, %ze gdy punkty leia na pewnej prostej, to ich biegu-
nowe przechodzg przez biegun tej prostej.
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sie wiec do okredlenia wartoéei pigciu parametréw réwnania,
ktéreby czynily zado§é pewnym zwigzkom, wyrazajacym analitycz-
nie zadane wlasnosci krzywej. Liczba takich zwigzkéw niezalez-
nych w zagadnieniu nie powinna przewyzszaé pieciu.

Gdy zwiazki migdzy piecioma parametrami tworzg uklad
pieciu réwnan, wtedy, zaleznie od istnienia rozwigzan takiego
ukladu, wynikajg stad okreSlone wartosci wszystkich pigciu para-
metréw i okre§lona jedna lub kilka zgdanych krzywych drugiego
stopnia. Gdy liczba zwigzkéw jest mmiejsza od pigeiu, wtedy
w okres§lonych wypadkach okazuje sie, iz wartosci niektérych pa-
rametréw mogg byé dowolne i Zgdane warunki zagadnienia spelnia
uktad krzywych drugiego stopnia.

Najbardzie] zasadnicze zagadnienia polegaja na wyznaczenin
krzywych drugiego stopnia, przechodzgcych przez dane punkty
i styeznych do danych prostych. Oloz, warunek przejScia przez
dany punkt wyraza sie jednym zwigzkiem miedzy parametrami
réwnania; warunek zas§ styczno$eci do danej prostej wyraza sig
znikaniem wyréznika odpowiedniego roéwnania kwadra towego
a wiec warunkowi temu odpowiada tez jeden zwigzek miedzy
parametrami réwnania. Widzimy zatem, iz zagadnienie wyzna-
czenia krzywej drugiego stopnia, przechodzgcej przez m punkiéw
danych i stycznych do n prostych danych, sprowadza sig do roz-
wigzan ukladu m-n réwnan; jesli rownania te sa niezalezne,
to liczba m--n w zagadnieniu nie powinna przewyzszaé pigciu.
Zagadnienia tego typu, zaleznie od liczby m-n i poloienia '
danych elementéw, prowadzg do okreslonej krzywej, lub do uktadu
krzywych, spetniajacych dane warunki, albo tez nie majg roz-
wigzania. 2

Nadmienimy, iz warunek, aby krzywa byta styczna do danej
prostej w okreslonym zgoéry punkcie, wyraza sie dwoma zwigzkami.

Istnieja nastepnie zagadnienia wyznaczania krzywych dru-
giego stopnia, ktérych pewne okreSlone elementy, jak Srodek,
wierzchotki,ogniska, osi symetrji, asymptoty lub kierownice winny
mie¢ zgéry dane polozenie, lub tez winny spelnia¢ inne zgéry
dane warunki,

Poniewaz polozenie powyzszych elementéw charakterystycz-
nych danej krzywej drugiego stopnia zalezy od wartoei para-
metrow jej réwnania, a wigec warunek zagadnienia, i% dany ele-
ment charakterystycany krzywej winien miec¢ okreslone potozenie,
wyrazi sig takg liczbg z2wigzkéw miedzy parametrami réwnania,
ile irzeba wielkosci dla okreslenia pototenia tego elementu. Dla
kazdego oddzielnie z wymienionych wyzej elementéw liczba taka
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rowna si¢ dwdm; w razie za$, gdy warunek zagadnienia dotyczy
jednocze$nie polozenia kilku elementéw charakterystycznych, wte-
dy liczba niezaleznych zwigzkéw odpowiednich moze by¢ mniejsza
od sumy liezb zwigzkéw, dotyczacych kazdego z elementéw od-
dzielnie, albowiem polozenia pewnych elementéw sa od siebie
uzaleznione, np. ogniska leZza na osi symetriji.

Zaznaczymy jeszcze, iz korzystanie z postaci (4), (b), (6), arty-
kutu 69-go, jaka posiada réwnanie krzywej, przechodzgcej przez
punkty przecigcia dwéch danych krzywych, lub stycznej do danej
krzywe] w jednym lub dwoéch punktach, ulatwia znacznie rozwig-
zywanie zagadnien o ktorych jest mowa.

Jesli zadamy, aby krzywa drugiego stopnia byta parabola,
wtedy miedzy wspéiezynnikami réwnania winien zachodzi¢ zwigzek
B*—4 A C=0, wobec tego parabole na plaszczyinie tworzg uktad
o czterech parametrach. W zagadnieniach, dotyczacych parabol,
mozna wiec podaé conajwyzej cztery warunki niezalezne. Ta sama
uwaga dotyczy uktadu hyperbol réwnoosiowych, dla ktérych wspol-
czynniki réwnania winny spelniaé warunek A - C'=0.

ZAGADNIENIE 1. Wyznaczyc¢ rownanie krzywej drugiego
stopnia, przechodzacej przez pieé¢ punkiow danych.

Stosujac rozwazania art. 69, rozwiazemy efekiywnie dane za-
gadnienie w 8sposéb znacznie prostszy od sposobu pierwotnie po-
danego i polegajacego na rozwigzaniu ukfadu pieciu réwnarn z pie-
cioma niewiadomemi. Istotnie, cztery z danych punktéw mozemy
uwazaé zawsze, jako przecigcie sie pary prostych o réwnaniach
$;,=01 s,=0 =z parg prostych s,=01i s,=0, a wiec réwnanie
wszelkiej stozkowej, przez te cztery punkty przechodzacej, bedzie

miato postacé:
Sy 82—{—}-33 8, = 0

z dowolnosci ) skorzystamy i tak dobierzemy jej wartos$é, aby-
rownanie krzywej spelnione bylo w piatym punkeie.
Dla przykladu wyznaczmy réwnanie stozkowej, przechodzgcej
przez pie¢ punktdow:
(1,0),(2,0),(0,1},(3,2},(—-1,—1).

Pierwsze cztery punkty mozemy uwazaé jako przecigcie sie
pary prostych o réwnaniach

p=0;  y—1=3—;@—0);
z parg prostych o réwnaniach
2—0
x+y=1; y=gz——2)
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Stozkowe, przechodzace przez te cztery punkty, bedg zawarte
W réownaniu

yly— %-x—1J+?~(x+y—1) y—2x-+44)=0;
zadajgc, aby to réwnanie bylo spetnione w punkcie piatym, otrzy-

S |
mamy »=-

¢ » rownanie szukanej krzywe] bedzie wige takie:

2x*+4xy—10y*—6x+6y+4=0

krzywa ta jest hyperbola.

ZAGADNIENIE 2. Wyznaczyc¢ rownanie paraboli, przecho-
dzacej przez cztery dane punkty: (0,1), (0,3), (1,0), (2,0).

Zagadnienie dane mozna rozwigza¢ w zwykly sposéb, pi-
szace, iz rownanie szukane ma byé spelnione w czterech danych
punktach i wyznaczajac z otrzymanych réwnan wspélezynniki.

Podobnie jednak, jak w poprzedniem zagadnieniu, znacznie
zreczniejszy bedzie sposéb, oparty na postaci réwnania ukladu
stozkowych, przechodzgcych przez cztery punkty przeciecia sie ze
sobg dwéch krzywych drugiego stopnia. A mianowicie, dane
cztery punkty mozna uwazaé jako przecigcie osi wspoétrzednych
x=01 y=0 z para prostych o réwnaniach

. 10 {1 X1V 4
x+yp—1=0 i 2—[-3 1=0

Réwnanie laczne pierwszej pary prostych jest xy=—0, za$
drugiej pary (x+y-—1) (;—1—3 — I] =0, a wige réwnanie stozko-

wej, przechodzacej przez ich cztery punkty przeciecia, bedzie
(xty—1) (5+L—1) reg=0

gdzie ) jest dowolnym wspélezynnikiem. Nalezy teraz z tej do-
wolnodei skorzystac i tak dobraé %, aby ta stozkowa byta parabola

Grupujac odpowiednio wyrazy, otrzymamy
3x*4-G4+6Nxy+2y" —9x—8y-+6=0
stozkowa ta bedzie parabola, jesli

B-+61)2—4.2.3=0
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a wiee, gdy 5+ 6)=-+2)' 6, mamy stad dwie parabole niezwy-
rodniate

8x4+2y6xy+2—9x—8y-+6=0
przechodzace przez cztery dane punkty.

ZAGADNIENIE 3. Wyznaczyé rownanie paraboli, stycznej
do osi wspotrzednych w punktach (2,0) i (0,1).
Dane punkty (2,0) i (0,1) moZzna nwazaé jako przecigcie osi

wspolrzednych xy =0 z prostg '; —}—'I{- —1=0. Wedlug art. 69, row-

nanie stozkowych, styeznych w tych punktach do osi wspoirzed-
nych, bedzie:

T o
(24—‘;—1 —1) +rxy=0
gdzie ) jest dowolne. Po ugrupowaniu wyrazéw, mamy:

441 +Nxy+4y—4x—8y+4=0

stozkowa ta bedzie parabolg, jesli na % podstawimy takg wartosé,
aby 16(1-}2)?*—4.4=0, stad 14+r=+1; }=—2; lh=0;
wartosei =0 nie odpowiada parabola, lecz linja prosta, prze-
chodzgca przez dane punkty, otrzymamy wigc jedna parabole
zadang:

x*—4xy44y*—4x—8y+4=0

ZAGADNIENIE 4. Znales¢ rownanie hyperboli réwnoosio-
wej, ktora jest styczna do osi Ox w punkcie (1,0) i do pro-
stej y=x w punkcie (2,2).

Prosta, lgczgca punkty stycznosei (1,0) i (2,2), ma réwnanie
y=2x—2, a wiec réwnanie krzywych drugiego stopnia, stycz-
nych w danych punktach do prostych danych bedzie mialo postaé

x—yy+r@y—2x+2) =
xrU—4Nxy+O0—0)y'—8hx-+4ry+41=0

krzywa ta bedzie hyperbola réwnoosiowa, jesli spelnimy warunek

D4+0—-1)=0

t |

o
1

_—_—-5;

A
szukana krzywa bedzie zatem okreslona przez réwnanie

4x*+xy—4y —8x-+|+4y-t4=0
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ZAGADNIENIE 5. Dowiesé, iz wszelka krzywa drugiego
stopnia, przechodzgca przez cztery punkty przecigcia dwdich hy-
perbol rownoosiowych (lub dwich par prostych prostopadtych),
Jjest hyperbolg réwnoosiows.

Istotnie, krzywa, przechodzgca przez punkty przecigcia dwoch
krzywych drugiego stopnia

fitx,))=A4,x*+B xy+ Cy*+ D x+E y+ F, =0

file,)=4,x*+Byxy+Coy +Dyx~+Eyy+ F, =0
ma réwnanie
1) fioy)+folxy)2=0

JeSli dane krzywe sg hyperbolami réwnoosiowemi, to mamy

A+C=0; A+ C=0;

ale wtedy i suma wspotczynnikéw w réwnaniu (1) znika dla do-
wolnej wartogei A

(4, ‘J" AN —i"(Cl 'T C, N =0
a wige krzywa (1) jest hyperbolg réwnoosiowa dla kazdego ) c.b.d. d.

ZAGADNIENIE 6. Znale$¢ rownanie paraboli z osig réwno-
legta do prostej y= x, kiora przechodzi przez punkt (1,0) i ktora
posiada ognisko w punkcie x,=1; y,=2.

Kierownica szukanej paraboli, jako prostopadia do osi, musi
mie¢ réwnanie w postaci
x+t+y+k=0.
Piszac, iz odleglosci punktu paraboli (x,y) od ogniska F (1,2)
i od kierownicy sq réwne, otrzymamy réwnanie paraboli

(x— 1Py — 2= (iﬂﬂ)
V2
lub, po uporzadkowaniu,
(x—gP—22+hx—214+ky+(10—r)=0

stala k wyznaczymy z warunku, iz parabola winna przechodzié
przez punkt (1,0), wypadnie wtedy zwigzek

—2@+R)+ (11— k) =0
h=—1+8
mamy wigc dwie Zgdane parabole:
(c—p)* —2(1+yVBx—2B@+)8)y+(1+2)8)=0

stad
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ZAGADNIENIE 1. Znales¢ rownanie paraboli stycznej w po-
czgthu uktadu do osi Ox, kiora przechodzi przez punkt (1,2) i po-
siada o$ roéwnolegta do prostej y= x.

Réwnanie wszelkich parabol, ktérych osi sg réwnolegle do
prostej y = x, ma postaé

(x —y)*+ Dx + Ey+ F=0;

w danym wypadku dla y =0, rownanie to winno mieé¢ pierwiastek
podwdjny x =0, zachodzi to wtedy, gdy D=0 i F=0. Nastepnie
wiemy, iz parabola przechodzi przez punkt (1, 2), stad 1+ 2E=0,
rownanie zadane bedzie wige takie:

1
x—py)— =0
(x—p) 5 Y
ZAGADNIENIE 8. Znales¢ krzywg drugiego stopnia, ktorej
ogniskiem jest dany punkt F (o,8) i ktora przechodzi przez trzy
dane punkty

Py (xy,41); Po(xay40); Py(xs, ys)
nielezgce na jednej prostej.

Je$li zwigzek x cos ¢}y sin g — p=0 jest r6wnaniem kie-
rownicy, odpowiadajacej ognisku (2, (), to rownanie wszelkiej krzy-
wej, majgcej dane ognisko F (2,f), winno mieé postaé:

(x—a)+(y—B)—e?(xcosp-ysing—p)*=0
gdzie ¢ oznacza mimogrod; réwnanie to mozemy napisaé w postaci

2) (x—a)+yg—B)°’—Ux+my-+nl=

zawierajacej pieé parametrow o, 8,1, m,n. JeSli wige ognisko («,f)
jest zgéry dane, to liczba parametréw nieokreS§lonych zmniejsza
si¢ z pieciu do frzech I,m,n. W danem zagadnieniu wyzna-
czymy trzy pozostale parametry (/, m,n), korzystajac z warunku,
iz krzywa winna przechodzié¢ przez trzy dane punkty; otrzymamy
w ten sposéb nastepujace trzy zwigzki:

lx,+my+n=

lx,+my,+n=

Lxy+my,+n=

gdzie ¢,,8,,8, oznaczajg dane odleglosci ogniska F od punktow
P Ly By

Poniewaz z zalozenia trzy dane punkty P, P,, P; nie leza na

jednej prostej, wiec wyznacznik charakterystyczny otrzymanego

(2

o,
o,
~
O

|+ H~ I+
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uktadu trzech réwnan z trzema niewiadomemi (/,m,n) jest nie-
réwny zeru i dla kazdej kombinacji znakéw wyrazéw &, 0,,0; otrzy-
mamy okreslong tréjke wartosei (/,m,n).

Otéz takich kombinacji znakéw wyrazéw ¢ moze byé osiem,
cztery jednak z poéréd nich wynikaja przez jednoczesne odwro-
cenie znakéw w czterech pozostalych i prowadza zatem do tych
samych réwnan drugiego stopnia. A wiec ostatecznie widzimy,
iz bedq istnialy czfery krzywe drugiego stopnia, spelniajace wa-
runki danego zagadnienia.

ZAGADNIENIE 9. Jaka postac ma rownanie hyperboli, kfo-
rej asymplotami sg proste dane o rownaniach

(3) a,x+b y+e =0; ayx+byy+c=
Réwnanie zespolu asymptot ma postaé

(@, x+by—+e) (@x+b,y+c)=0

wszelkie za§ rdwnanie drugiego stopnia, roznigce sie od lego
réwnania dowolnym wyrazem statym )., lo znaczy réwnanie

(4). (@ x+by+e)(ax+byy+e)+1=0

przedstawia hyperbole, dla kicrej dane dwie proste (3) sg asymp-
fotami. Rownanie (4) przedstawia wszelkie hyperbole, majace dane
asymptoty (patrz wnioski art. 65).

Widzimy z powyzszego, iz, gdy dane sa asymptoty hyperboli,
to tylko jeden warunek jest jeszcze potrzebny dla zupelnego
okreslenia hyperboli.

Przyktad. Znales¢ réwnanie hyperboli, kidrej asymplotami sg proste
2x 48y —1=0; x+42y4+8=0

i kidra przechodzi przez punkt (1, 2). Wedlug zwigzku (4), réwnanie szukanej
hyperboli ma postaé

(2x+4+8y —1)(x+2+38)+4=0

z dowolnosci 4 korzystamy i dobieramy tak jej wartosé, aby hyperbola prze-
chodzila przez punkt (1, 2), wypada

(2.14+38.2—1)(1+4+2.24+8)+4=0,
stad otrzymamy 2 = — 56 i szukane réwnanie

2x* + Txy + 6p* + 52 + Ty — 59 = 0,
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ZAGADNIENIE 10. Znales¢ réwnanie hyperboli, ktorej
asymptoty sq rownolegte do prostych

2x—y+7=0; x+3y—1=0,
kiora przechodzi przez punkt (—1,1) i jest styczna w punkeie (0,0
do osi Ox. Kierunek asymptot okreslaja proste 2x—y=0
i x+3y=0, grupa wyrazéw kwadratowych w réwnaniu szukanej

krzywej bedzie wiec (2x —y)(x+3y), zatem postaé réwnania
szukanego bedzie nastepujaca:

Cx—p)(x+3y)+Dx+Ey-+F=0
Podstawiajgc y —0, otrzymamy réwnanie:
2x*+Dx+ F=0

okreslajgce punkty przeciecia krzywej z osia Ox, lecz z zatozenia
rOwnanie to winno mieé¢ pierwiastek podwdjny x =0, wiec

D=0, F=0z
poniewaz krzywa nadto winna przej§¢ przez punkt (—1,1), wiec
—6-+E=0
rOwnanie szukane bedzie zatem nastepujgce:
2x*+bxy—3y*+6y=0
ZAGADNIENIE 11. Znale$¢ réwnanie hyperboli, kiorej jed-
na z asymptol ma rownanie 2x-y—1=0 [ kiéra przechodzi
przez punkty
0,0; (©,3); 1,2).
JeSli y=m x - n jest nieznanem réwnaniem drugiej asymp-

toty, to, w my$l zagadnienia 9, réwnanie szukanej hyperboli bedzie
miato postaé

®) @x+ty—1)y—mx—n)+1r=0

w razie podania wiec jednej tylko asymptoty, pozostajg nieokre-
Slone jeszcze frzy parametry. W danym wypadku wartoSci trzech
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parametréw m, n,) wyznaczymy, zadajac, aby hyperbola przecho-
dzila przez trzy dane punkty, otrzymamy warunki:

n-+hi=0
6—2n-+ k=0
6—8m—3n-+3+=0
stad
2
n=2; A=-—2; m:—-—-—-—,og;

a zatem szukane réwnanie bedzie mialo postaé:

@xty—1)(y+ 2x—2)—2=0

ZAGADNIENIE 12. Znale$é rownanie uktadu parabol, Rio-
rych wierzchotkiem jest poczqtek wspotrzednych.

Réwnanie uktadu wszelkich parabol na plaszczyinie zawiera
cztery parametry i ma postac

(y —mx)+oax+py+1=0,

jesli wykluezymy parabole z osiami réwnoleglemi do Oy; m jest
wspolezynnikiem katowym osi paraboli. Aby otrzymaé warunek,
iz poczatek ukladu jest wierzchotkiem paraboli, wystarczy napi-
saé, iz parabola przechodzi przez punkt (0,0) i ma w tym punk-
cie sfyczng prostopadls do prostej y= mux; otrzymamy w ten
spos6b zwigzki

mo—f=0; 1=0

i rownanie zgdanego ukfadu parabol w postaci

y—mx)tex+may=0

zawierajacej juz tylko dwa parametry dowolne m i «.

74. Miejsca geometryczne.

ZAGADNIENIE 1. Rozwazmy uktad parabol z osiami row-
nolegtemi do osi Oy, kiore przechodzg przez punkt (0,1) i sg
styczne do osi Ox. Znalesé miejsce geometryczne ognisk tych
parabol,

Parabole dane tworza uktad z jednym parametrem zmiennym,
a zatem ogniska ich winny tworzyé linje krzyws. Zeby wyzna-
czy¢ jej rownanie, nalezy wyrazi¢ wspéhrzedne ogniska paraboli



