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nanie jej f (v, y) = 0 nie zawiera wyrazu stalego. Réwnanie danej elipsy mozna
jeszeze napisaé w postaci

osi jej wiee majy dlugoSei
Z
Sa = 3

_T):]
3

V2 2b= 2 V6.

-..—|I.\:|

/'_“\h‘-

Punkty przeciecia danej krzywej z osig Oxi Oy otrzymamy, podstawiajae
w rownanie f(x,y) =0 kolejno y =0 i x=0; gdy y=0, wtedy a?—x =0,
stad x, = 0, x, = 1; nastepnie mamy dla x = 0 réwnanie p* = 0, krzywa ma
wige jeden punkt podwdéjny wspélny z osiqg Oy, jest zatem styezna do tej osi
w punkeie O (rys. 71).

43. Badanie przypadku B?—4 4 ¢=0. Parabola.

Pozostal jeszcze do zbadania wypadek, gdy wspotezynniki
réwnania krzywej

(25) f,))=A4Ax+Bxy+Cy*+Dx+Ey-+F=0
spelniajag zwiazek |
(26) B*—4AC=0

lub 3
24
(27) B 2C

Zaktadamy narazie, iz As=0, C0, a wige i B£0.
W danym wypadku, dla uktadu réwnan

okre§lajgcych polozenie §rodka, moga zajsé dwie alternatywy:
a) wspolezynniki roéwnania krzywe] spelniajg warunek

(28)

2A B _ D

B " 2C E

lub tez jednoczeénie D=0 i E=0, wtedy uklad (28) posiada nie-
skonczenie wiele rozwiqzan, gdyz kazda para liczb (x,, ), speia-
jaca jedno z réwnan (28), bedzie wtedy spelniala i drugie;

f) wspoélezynniki spelniaja warunek

24 _
B 07&[:
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lub tez D i E nie znikaja jednocze$nie, wtedy uktad (28) nie po-
siada rozwigzania.

W razie pierwsze] alternatywy, krzywa posiada nieskonczenie
wiele §rodkéw i wszystkie one sg punktami prostej o réwnaniu

(28" 2Ax,+By,+D=0
Spostrzegamy tutaj, na zasadzie proporeyj (), iz grupa wy-
razé6w kwadratowych w réwnaniu krzywej bedzie pelnym kwadra-

tem grupy, wydzielonej z wyrazéw pierwszego stopnia tego row-
nania, a mianowicie rownanie krzywej daje si¢ napisa¢ w postaci

oo B oo
A+ yP+Dx+5ry) +F=0
Stad wnioskujemy, w razie dodatniej warto$ci wyrdznika
D*—4AF>0,

iz dwumian w nawiasie moZe przybieraé¢ tylko dwie wartos§ci state

a wiee w przypadku («) réwnanie drugiego stopnia przedstawia
dwie proste rownolegte, okre§lone przez réwnania

2Ax+By-+D=+VD*—4AF
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lezgce oczywiScie symetrycznie po obu stronach linji §rodkéw o row-

naniu (28') (rys. 72). Istnienie nieskonczenie wielu §rodkéw danego

utworu jest wiec teraz jasne z geometrycznego punktu widzenia.
Gdy w przypadku (#) mamy nadto zwigzek

D*—4AF=0,

wtedy rownanie drugiego stopnia przedstawia tylko _,redmg prosiq
o roéwnaniu
2Ax-+By-+D=0.
Wreszcie, gdy
D} —4 AF<0,

wtedy réwnaniu danemu nie odpowiada Zaden punkt rzeczywisty.
Wiyniki te stosujg sie réwniez wtedy, gdy mamy jednoczeénie

D=0, E=0.

24

W razie alternatywy ogdlniejszej (8), gdy —- B =3 C’ ;& 5
uktad (28) nie posiada rozwigzania i krzywa nie ma Srodka; row-
nania (25) nie mozna wiec wtedy doprowadzi¢ do postaci uprosz-
czonej (10).

Dla poznania ksztaltu krzywej w danym wypadku, postaramy
sie odszukaé o symetrji krzywej. W tym celu wpierw obrécémy,
a nastepnie przesunmy réwnolegle uktad wspélrzednych tak, aby
rownanie krzywej przybralo mozliwie najprostsza postaé.

Poniewaz w danym wypadku, gdy B?—4AC=0, forma
Ax?+4 Bxy - Cy® jest pelnym kwadratem, a zatem réwnanie krzy-
we] (25) mozemy teraz zawsze napisa¢ w postaci

(29) 4G+ 5op g+ Dx+ By +F=0

Otéz obré¢my ukiad wspéirzednych o taki kat «, aby nowa

0§ O X' zeszla sie z prostg, otrzymang przez przyréwnanie do zera
2 Vofie 2 B . .

grupy kwadratowej Ax®- Bxy - Cy* t. |. A(x+'27 y)? w row-

naniu krzywej, to znaczy z prostg o réwnaniu
B
(30) g rd—0

zobaczymy, 2z prosta ta jest wtasnie réwnolegta do osi symelrji
krzywej. Wedlug réwnania (30), obieramy wiec dla kata obrotu «



— 144 —

wartosé, spelniajgeq zwigzek

(31) cosa—}—é%—sina=()
Wiemy, iz wspoélrzedne wzgledem nowego ukiadu (Ox'y’)
zwigzane sg ze wspolrzednemi, wzgledem ukiadu (O.xy), zalei-

nosciami _
x=ux"cosz—y' sinz

y=ux'sine -y cosw

Rys. 73.

podstawiajac te wyrazenia na x i y w réwnanie krzywej (29),
olrzymamy wiec

2

B B i

A o.—+—sina) X’ —sina-F ——— cos o) i’
_ [(cosx—l—‘2 ina)x —+( sm.»*—l—iz )yl -+
+(Dcos e+ Esina) x4 (— Dsina -+ Ecosa) y +F=1).

Réwnanie to, wedlug zalozenia (31), upraszcza sie znacznie, gdyz
zawieraé bedzie tylko jeden wyraz kwadratowy y'?; poniewaz za$
w danym wypadku mamy%#g, wige bedzie D cos o - E sin 2540,

a zatem w tym nowym ukladzie wspoélrzedna x' wyrazi sie w po-
staci funkeji drugiego stopnia wzgledem wspéirzednej ', to znaczy
w postaei:

(32) X=ay*+by +c
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Wydzielajgc w tréjmianie pelny kwadrat, mozemy napisac
nastepnie

(33) ¥— 20 —aly+ )

jesli teraz ukfad (Ox'y’) przesuniemy réwnolegle, tak, aby poczat-
kiem nowego ukladu (Wx” y”) stal sie punkt W o wspélrzednych

(34) = e =t 9’0:—%

to réwnanie krzywej danej (32) przybierze postaé najprostsza

(35) X' =ay"

gdzie
" _,._-4(10—‘52 S S T b_
X=X 4(1 )y _y—}_ za_

Z réwnania (35) widzimy, iz o§ Wx” jest osig symetrji krzy-
wej, a wiec prosta Ox', majgca réwnanie

x -+ =0

B
W R4
Jest rownolegta do osi symetrji, jak bylo powiedziane.

7 réwnania (85) poznajemy ksztalt krzywej, rozwazanej juz
w art. 12 i 28 i nazwanej parabols.

Przedewszystkiem jest ona nieograniczona, gdyz y' wzrasta
nieograniczenie wraz z x", lecz sklada sie tylko z jednej cigglej
gatezi, inaczej, niz hyperbola. GalaZ ta jest symetryczna wzgle-
dem osi Wx" i przechodzi przez punkt W, w kiérym jest styczna
do osi Wy", wedlug art. 28. Nadto krzywa lezy po jednej tylko
stronie osi Wy”, a mianowicie znak odcigtej x”” jest staty i zgodny
ze znakiem wspoOtczynnika «@; krzywa rozcigga si¢ wige w do-
datnim kierunku osi Wx”, gdy ¢=>0 i w kierunku ujemnym,
gdy a<<0.

Parabola posiada wiec jedng 0§ symetrji i nie posiada srodka.-
Punkt W, w ktérym o$§ symeirji przecina parabole, nazywa sie
wierzchotkiem paraboli. Z réwnania (35) widzimy, iz ksztalt para-
boli zalezy od wartoSci jednego tylko wspolezynnika a.

Gdy jeden ze wspOlezynnikow A lub €' w réwnaniu (25) znika,
wtedy mamy réwniez B=0, wedlug zwigzku B* —4AC=0, réw-
nanie ma wiee odrazu postac¢ uproszczona, zawierajacg tylko jeden
wyraz kwadratowy. Mianowicie :

Geometrja Analityezna. 10
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I) jesli A=0(C+#0, w przeciwnym bowiem wypadku réw-
nanie nie byloby kwadratowe), wtedy réwnanie ma postaé

Cy’+Dx+Ey+F=0

wiee, gdy D+~0, to znane przesunigcie réwnolegle osi pozwoli
rownanie sprowadzi¢ do postaci x’ =a y’* i przedstawia ono para-
bole z osig réwnoleglta do prostej y=0 t. j. do osi Ox; gdy za$
D=0, wtedy roéwnanie ma postaé

Cyt+Ey-+F=0

i przedstawia dwie proste réwnolegle do osi Ox: y=y, iy=y,,
rézne lub zjednoczone, rzeczywiste lub urojone;
II) jesli C=0 (A5=0), wtedy réwnanie ma postaé

Ax*+Dx+Ey-+ F=0

i, gdy £~ 0, sprowadza si¢ przez przesuniecie réwnolegle osi do
réwnania y' = a x'?, a wiec przedstawia parabole z osig réwnolegla
do prostej x=0; gdy za§ E=0, to réwnanie ma postaé

Ax*+Dx-+F=0

a zatem przedstawia dwie proste réownolegle do osi'Oy: x=ux,
i x=ux,, rézne lub zjednoczone, rzeczywiste lub urojone.

Nadmienimy jeszcze, iz, piszgc proporcje przypadku («) w po-
staci zwigzkoéw

B:—4AC=0
2AE—BD =0
BE—2CD=0

mamy warunek, obejmujgcy réwniez zbadane przed chwilg wypadki,
gdy A=0, D=0, lub C=0, E=0.

Zbierajgc wyniki danego artykulu, mozemy wyglosié twier-
dzenie nastepujace.

TWIERDZENIE. Rownanie drugiego stopnia

f,y)=Ax*4+Bxy+Cy’+Dx~+Ey+F=0

w przypadku, gdy grupa wyrazéw drugiego stopnia A x*-+B x y-}-
-+ Cy* jest petnym kwadratem (B* —4 AC=0), przedstawia para-
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bole, ktérej os jest rownolegta do prostej o réwnaniu
Ax*4+Bxy+ Cy*=0

ofrzymanem przez przyrownanie do zera grupy hkwadratowej.
W szczegdlnoscei zas, gdy nadto zachodzg zwigzki

2AF— BD=0
BE—2CD=0

(36)

réwnanie dane przedstawia ' dwie proste réwnolegte, rézne lub
zjednoczone, rzeczywiste lub urojone.

Uwaga. Poniewaz kierunek osi paraboli otrzymujemy na-
tychmiast z réwnania krzywej przez przyréwnanie do zera grupy
kwadratowej, a wiec, w celu wyznaczenia réwnania osi paraboli
i jej wierzcholka, najproéciej uzy¢ nastepujacej metody: prowadzimy
dowolng prostopadly do znanego kierunku osi i szukamy miejsca
geometrycznego Srodkéw odcinkéw zawartych miedzy punktami
przecigcia tej prostopadiej z parabola, miejsce geometryczne otrzy-
mane bedzie szukang osig; przecigcie tej osi z parabolg bedzie jej
wierzcholkiem.

Przyklad  Wyznaczmy réwnanie osi i wspélrzgdne wierzeholka
paraboli, okreSlonej przez réwnanie

(x+pyP+4+x—2y—1=0
0O$§ tej paraboli jest réwnolegla do prostej
x4y=0.
Wezmy dowolng prostopadla do osi, majges réwnanie
y=x-+n,
odeiete punktéw przeciecia tej prostopadlej z parabolg spelniajg zwigzek
4x' +(4n-—1}x+{n‘-—-2n-—1)—0

odeieta x, érodka odeinka miedzy nimi zawartego, jako polowa sumy pier-
wiastkéw, ma wartosé
4n —1

8

Xp = —

poniewaz za$§ rzedna tego Srodka spelnia réwnanie

o= x-+n

rugujge wiec parametr zmienny n z dwéch ostatnich zwigzkéw, otrzymamy
szukane rownanie osi

1
Iu'}‘yozz
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Wspotrzedne (xw,yw) wierzcholka W spelniajg réwnanie osi i réwnanie
paraboli, stad wynika, iz spelniajq one rdwnania:

1 _ 15,
x+p=75 *— 2 =735
bedzie wige
eazl e “—23- —&_11
o= 8" Vo= T age

44. Warunek zwyrodnienia krzywej.

Jesli wyréznik spetnia warunek B*—4 4 C+#0, wtedy przy-
padkiem zwyrodnienia krzywej drugiego stopnia sg dwie proste prze-
cinajace sie, lub jeden tylko punkt, jesli zas§ B* —44C=0, to
dwie proste rownolegte, rézne lub zjednoczone, rzeczywiste lub uro-
jone, Otéz, w przypadku, gdy B> —4 A C'+~ 0, na zasadzie twier-
dzenia w poprzednim artykule, aby rdéwnanie drugiego stopnia

f,9)=Ax*+Bxy+Cy’+Dx+ Ey-+F=0

przedstawialo dwie przecinajace si¢ proste, lub spetnione byto
tylko w jednym punkcie rzeczywistym, frzeba i wystarcza, zeby
dwie liczby (x,, y,), wyznaczone ze zwigzkow

(37) f'x (X0, 40) =0; f'u (%0, ¥0) =0,
spelnialy ré6wnanie krzywej:
(38) T (%0, 50) =0,

to znaczy geometrycznie, aby $rodek hrzywej lezal na samej krzy-
~wej. Napiszmy wyraZznie warunki (37) i (38) w postaci rozwinietej:

2Ax,+By,+D=0
(38) len +2Cy,+E=0
Ax®+Bx,y,+ Cys®+ D x, +Eyo+F=0

Jesli z dwéch pierwszych zwigzkéw wyznaczymy x, i Yo
i wstawimy do trzeciego, to otrzymamy szukany warunek w po-
staci zwigzku migdzy wspétczynnikami A,B,C,D, E,F. Moina
ten rachunek uproscié, jesli zauwaiymy,iz trzeci ze zwiazkow (38")
da sie napisa¢ w takiej postaci:

;—xn(2Axu+Byu+D)+—;yu<Bxa+2 Cyot E)+

3 Dot By, +F=0
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a zatem zwiazki (38'), sg réwnowazne trzem zwigzkom linjowym
! 2Ax,+ By,+ D=0

(38") Bx,+2Cy,-+ E=0
l Dx,+ Ey,+2F=0

Rugujac z tych réwnan wartosci x,,y,, otrzymamy szukany
warunek w postaci symetrycznej nastepujacej:

24, B, D
(39) A=| B,2¢, E|=0
D, E,2F|

W przypadku, gdy B*—4 A C=0, rownanie drugiego stopnia
przedstawia krzywa zwyrodniala, jesli zachodza nadto zwiazki

2AE— BD=0

o BE—2CD=0

Wtedy para liczb (x,,y,), spelniajgcych dwa pierwsze ze
zwigzkow (88'), nie bedzie wogdle spelniata trzeciego z tych zwigz-
kéw (linja Srodkéw lezy poza krzywa zwyrodnialg), pomimo to
jednak, wyznacznik (39) bedzie réwniez znikal, gdyZ rozwiniecie
jego, wedlug elementéw ostatniej kolumny, ma postac

(41) A=DBE—2CD)—EQRAE—BD)—2F(B*—4A40);
zauwazmy nastepnie, iz w przypadku

B—4AC=0
zachodzg zwigzki

BE —2 CD=:%(2AE— BD); jesli A0

QAE— BD =% (BE —20D); jeSli C=£0

a wiec mozemy napisaé wtedy

1
A=— ﬁ(ZAE— B D)*; gdy A0

1
A=— 50 (BE—2CD)*; gdy C£0
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stad wynika, i%, odwrotnie, znikanie wyznacznika A, w przypadku
B> —4 A C=0, pocigga za sobag warunki (40), a wige prowadzi do
krzywej zwyrodniatej.

~Jeéli nadto, oprocz warunkow (40), bedzie zachodzil zwigzek

D*—4AF=0 lub E*—4FC=0

to znaczy, gdy wszystkie podwyznaczniki wyznacznika (39) beda
znikaly, wtedy, jak wiemy, réwnanie drugiego stopnia, bedzie
przedstawiato fylko jedng prostg, Otrzymane wyniki przedstawi-
my w nastepujgcem twierdzeniu.

TWIERDZENIE. Aty rownanie drugiego slopnia przedsta-
wiato krzywg zwyrodnialy, irzeba i wyslarcza, Zeby wspotezyn-
niki tego réwnania spetniaty warunek nastepujqcy:

|24, B, D
B,2C, E|=0;
D, E,2F

jesli B —4 A C> 0, wtedy réwnanie przedstawia dwie proste
przecinajgce sie;

jesli B*—4 A C <0, wtedy rownanie  spetnione jest tylko
w jednym punkeie rzeczywistym;

jesli B*— 4 A C=0, wtedy réwnanie przedstawia dwie proste
rownolegte, rzeczywiste lub urojone, lub jedng tylko prosty, jesli
nadto znikajg wszystkie podwyznaczniki wyznacznika (39).

Powyzszy warunek mozna tez otrzymaé zrecznie na drodze
rozwazan wylgeznie algebraicznych. TUporzgdkujmy wmianowicie
réwnanie krzywej wedlug poteg zmiennej y:

f @, )= Cyt+(Bx+E) g+ (Ax’ +Dx - F)=0

i okre§lmy stad y w zaleznosci od zmiennej x, jak z réwnania
kwadratowego, w zalozeniu, iz Cs40, otrzymamy

B E
V=—3¢*"zc T
1
Toa) (BP—4AC)x*+2(BE—2CD)x+(EB°—4FC)

Aby réwnanie drugiego stopnia przedstawialo dwie proste
(rzeczywiste lub urojone), trzeba i wystarcza, zeby otrzymane wy-



ze] wyraZenie na y bylo funkejg wymierng zmiennej x, a wige,
aby wyrazenie podpierwiastkowe bylo petnym hkwadratem; przy-
rownywunjge zatem do zera wyréinik funkeji kwadratowej pod
pierwiastkiem, otrzymamy szukany warunek w postaci

(BE—2CD)y— (B*—4AC) (E*—4FC)=0

ktory, jak tratwo sprawdzi¢, jest identyczny z warunkiem (39).
Zbadanie przypadku C=0 pozostawimy czytelnikowi.

Nadmienimy jeszcze, iz, z punktu widzenia algebraicznego,
warunek zwyrodnienia krzywej, oznacza, aby lewa strona réwna-
nia krzywej byla iloczynem dwo6ch funkeyj linjowych w postaci

fx,y)=(ax+by-+c) (a' x+b y+c).

45. O przecieciv sie prostej z krzywq drugiego stopnia.

Niech bedzie krzywa drugiego stopnia, okreslona przez ré-
wnanie w postaci ogélnej

42)  f(.p)=Ax*+Bxy+Cy+DxtEy+ F=0

W celu zbadania przeciecia sie dowolne] prostej z krzywa dru-
giego stopnia, dogodniej jest uzyé réwnan parametrycznych pro-
stej, obejmujg one bowiem wszelkie kie-
runki prostej. Jesli prosta przechodzi
przez pewien punkt M, (x,,y,) i tworzy
kat « z osig O x, wtedy wspélrzedne (x,y)
punktu biezacego M tej prostej wyrazajg
sie, jak wiadomo, w zalezno$ci od niary
wektora p= M,M w nastepujacy sposéb:

J X=X, pcosa

4
@) | ¥=v0+psine

Aby okresli¢ polozenie punktu prze-
cigcia prostej danej z krzywa (42), pod-
stawmy wartoéci (43) na x i y wrowna-
nie (42) i uporzadkujmy wedtug poteg p;
otrzymamy wtedy nastgpujace rdéwnanie Rys. 74.
kwadratowe, okreslajace warto$¢é na p,
odpowiadajgcg punktowi przecigcia M:

(44) (A cos? &. - B cos @.sin o+ Csin® o) p* 4

Mo (%0 Ycaj

+ [£" (%0, 70) €08 & f' (X, o) sin o] p f(xg,50) =0
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oznaczono, jak zwykle
f' (X0, y) =2Ax,+ By, +D
fi' o, y) =Bx,+2Cy,+E
Jeéli dany kat nachylenia o prostej spelnia warunek
(45) A cos® o+ B cos o sina |- Csin® 540

wtedy rownanie (44) jest kwadratowe i posiada dwa pierwiastki
p, i p, rzeczywiste lub zespolone, réine lub zjednoczone, a wigc
prosta przecina wtedy krzywa w dwéch punktach rzeczywistych
lub urojonych, albo w jednym podwdéjnym (przypadek stycznosei).

W przypadku, gdy kat nachylenia proste] 2 ma warto§c
szczegllng o, spelniajaca zwigzek

(46) A cos® o, + B cos 2, sin ¢, -} C'sin® oy =0,
za§ wspoOlezynnik przy p w rownaniu (44) jest odmienny od zera:

47) f-l"(xo ’ yu) COs oy + f!.*’(-‘fu » yu) sino, %0,

wtedy rownanie (44) jest pierwszego stopnia i ma jeden tylko
pierwiastek pojedynczy, a zatem prosta przecina wtedy hrzywa
drugiego stopnia tylko w jednym punkcie, nie bedge do niej
styczng (nie mozna bowiem tego wypadku rozpatrywaé jako wy-
padek graniczny zejScia sie dwdéch pierwiastkéw).

Rownanie (46) okresla, jak wiemy, katy nachylenia wzgledem
osi Ox dwoéch prostych D, i D,, przedstawionych przez réwnanie
jednorodne

(46") Ax*+Bxy+Cy* =0,

przechodzacych przez poczatek uktadu (rys. 75); jesli C==0, to
wspoOlezynniki katowe tych prostych spelniajg réwnanie

(46™) A+Bm-+Cm*>=0
W  przypadku hyperboli (B*—4 A C = 0), réwnanie (46)

przedstawia dwie proste D, i D, rzeczywiste; nadto, fatwo zauwa-
zy¢, na podstawie réwnan (43) i (46), iz dwa dowolne punkty
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(x,y) i (x,,y,) siecznej, rownolegtej do jednej z prostych D, i D,,
speiniajg zwigzek
f'x(x,y)cos oy~ f'y(x, y) sine, =
== f'-t (xu E yo) cos o, 'i“f’y (xu ] y{l) sin &y
nierownos$é (47)

f'x (%0 go) cos &y~ fy g , o) sin ey 5 0

(48)

Rys. 75.

jest wige warunkiem wystarczajacym i koniecznym, aby sieczna
rozwazana nie przechodzita przez s$rodek S hyperboli.

A zatem proste, nieprzechodzace przez Ssrodek hyperboli
i rownolegte do prostych D, i D,, otrzymanych przex przyrow-
nanie do zera grupy Rwadratowej

Ax*+Bxy+Cy>*=0

w réownaniu hyperboli, przecinaja te krzywg w jednym punkcie
pojedynczym (rys. 75).

W szczegélnym bardziej wypadku, gdy punkt (x,,y,) prostej
sieczne] jest srodkiem S hyperboli, wtedy, jak wiemy

I (X0, 40) = 0; oo, 4)=0
f(x0,40) F 03
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widzimy stad, iz dwie proste D', i D',, przechodzgce przez S$ro-
dek hyperboli i rownolegte do prostych (46'), nie przecinajg krzy-
wej w zadnym punhkeie rzeczywistym lub urojonym, wtedy bo-
wiem réwnanie (44) bedzie mialo postac

0-p*+40-p+f(x0,40) =0
i nie moze by¢ spelnione dla Zzadnej warto$ci na p (rys. 75).
Ze zwigzku (48) widzimy natychmiast, iz takie dwie proste
D', i D', okres§lone sa przez dwa rownania, kazde o postaci

(49) f'x(x, g) cos o+ f'y (x, y) sin e, = 0
lub
(49) )y, y)m=0

gdzie na m nalezy podstawi¢ wartoSci pierwiastkéw réwnania

A+Bm+Cm?*=0
w zalozeniu, iz C=40.

Jezeli wreszcie rowniez f(x,,y,) =0, co oznacza, iz dana
krzywa jest para prostych, przecinajacych sie w punkcie (x,,¥,),
wtedy powyzsze proste D', i D', przylegaja do dane] krzywej
wszystkiemi punktami, gdyz odpowiednie réwnanie (44) ma wtedy
posta¢ 0-p’40-p—+0=0 i jest spelnione dla kazdej wartosci p.

Rys. 76.

Dla elipsy (B*—4 A C<<0) nie istniejg kierunki rzeczywiste,
spelniajgce rownanie (46), prosta o dowolnym kierunku przecina
wigc zawsze elipse w dwoéch punktach rzeczywistych lub urojo-
nych, réznych lub zjednoczonych. W szczegélnosci kazda prosta,
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wychodzgca ze $rodka elipsy, przecina jg w dwéch punktach rze-
czywistych, symetrycznie poloZzonych wzgledem srodka.

W przypadku paraboli (B* —4 A C=0) réwnanie (46’) przed-
stawia, jak wiemy, jedna prosta réwnolegla do osi symetrji, zgod-
nie wigeec z oczywistym wnioskiem, wynikajacym bezposrednio
z réwnania uproszczonego paraboli y*=2px, réwnolegte do osi /
paraboli przecinajg ja w jednym punkcie (rys. 76). '

Gdy dowolna sieczna, przecinajgca krzywg dang w dwdéch
punktach, dgzy do potozenia prostej, nieprzechodzgcej przez $ro-
dek krzywej i réwnoleglej do jednej z dwéch prostych (46'), wtedy
wspoélezynnik przy p® w réwnaniu (44) dazy do zera i wobec tego,
jak wiadomo z algebry, jeden z pierwiastkéw p ro$nie nieskoncze-
nie*), oznacza to, iz jeden z punkiéw przeciecia prostej z krzywa
oddala si¢ nieskoriczenie. Na podstawie tej wtasnosci méwimy
tez, iz proste, ré6wnolegle do prostych

(46") Ax*+Cxy+Cy’=20

maja z dana krzywa (42) wspélny ,punkt w nieskornczonosci”.

Pojeciom punktow w nieskonczono$ci krzywej drugiego stop-
nia odpowiadajg kierunki prostych (46"). _

Z rownan powyzszych wynika jasno, iz prosta dana bedzie
miata z krzywg drugiego stopnia wiecej niz dwa punkty wspélne
tylko wtedy, gdy ta krzywa jest para prostych i dana prosta do
jednej z nich przylega wszystkiemi punktami.

Przyktad 1. Rdéwnanie xy = 1 przedstawia hyperbole, ktdrej srodek
lezy w poezgtku uktadu (rys. 33); w tym przypadku osi wspélrzednych xy=0
sq wladnie pary prostych D, D.', ktére nie majg z hyperbolg punktéw wspél-
nych rzeczywistych lub urojonych ; rdwnolegle do tych osi przecinaja oczywiscie
hyperbole w jednym punkcie.

Przyklad 2. Wszystkie kola na plaszezyinie okreslone sg przez
réwnanie

e+ ptex+fy4r=0,
*) Piszac wyrazenia pierwiastkéw réwnania kwadratowego

ap* +bp e =10
w postaciach : S
= b =V ke
Bt = %a s
— oV due _ 2

P = """"34 o

widzimy, w zalozeniu b > 0, iz istotnie warto$é bezwzgledna jednego z pier-

; ; ¢
wiastkéw p rosnie nieshoriczenie, za$ warto§é drugiego dazy do — b gy a
dgzy do zera.
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a wiec wszystkim kolom odpowiadajg te same ,dwa punkty w nieskonczo-
noéei,“ okreslone przez réwnanie

x4yt =0
Tub
y+axi=0; y—xi=0;

kierunki tych dwdeh prostych urojonych nazywamy izoiropowemi (m = +1i).
,Punkty urojone w nieskonczonosci,” okreslone przez réwnanie x* 4 y* = 0
i wspolne wszystkim kolom plaszezyzny nazywamy tex punktami kotowemi
plaszezyzny.

46. Asymptoty hyperboli.

Rozpatrzmy blize] znaczenie geomeiryczne dwéch kierunkow,
okreslonych réwnaniem

(50) Ax*-+Bxy—+Cyt=0

w przypadku hyperboli. Ot6z wykazemy, iz dwie proste D', i D',
poprzedniego artykulu, poprowadzone przez srodek hyperboli i ré6w-
nolegte do prostych (50), sa asymptotami hyperboli. Zazna-
czymy, iz wogble asymptota krzywej nazywamy prostg taks, iz
odlegloéé punktu krzywej od niej dgzy do zera, gdy punkt krzywej
oddala sie nieograniczenie po odpowiedniej galezi.

W celu udowodnienia wymienionej wlasno$ci, wystarczy, dla
uproszezenia, wzigé réwnanie hyperboli odniesionej do osi symetrji,
a wiec rOwnanie w postaci

5 GO
G A

‘Réwnania prostych D', i D', poprzedniego artykutu otrzy-
mamy tu odrazu, przyrownywujac do zera grupg wyrazéw kwadra-
towych, gdyz uzyskane wledy réwnanie

Xy
(52) F— =0
lub
' X G B _—pl M _
[ a+b O’a b {

przedstawia proste, przechodzace zarazem przez Srodek hyperboli
0 rownaniu (51). Aby, w mysl wygloszonej wlasno$ci, udowod-
nié, iz proste (52) sq asymptotami hyperboli (51), rozwazmy roznice
miedzy rzedng punktu jednej gatezi hyperboli

. Bl
H-*"EVx a



