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11. Jedna podstawa trapezu ma stale polozenie, za§ druga podstawa i jeden
7 bokOw nieréwnoleglych maja dane state dlugoSei. Znale§é m. g. punktéw prze-
cigeia przekgtoyeh trapezu.

12. Znalesé m.g. §rodkéw kol, ktére przechodzg przez dany punkt staly
i przecinajg dane stale koto w punktach $rednicowo-przeciwnych.

13, Dany jest tréjkat staty A B € i punkt staly O, leigey na prostej A C.
Przez punkt O prowadzimy sieczng zmienng, ktéra przecina boki AB i BC
w punktach D i E. Znale$é m. g. punktéw przeciecia k61 opisanych na tréjkatach
OAD1iOCE.

14. Podstawa tréjkata jest stata, zad§ przeciwlegly wierzcholek porusza sig
po réwnoleglej do podstawy. Znale§é m.g. punktéw przeciecia sie wysokosei
trojkata.

15. Dowie&é, ze jesli koto toczy sie bez §lizgania wewngtrz drugiego lkola
o promieniu dwa razy wiekszym, to dowolny punkt tego kola porusza sie po
Srednicy stalego kola.

16. Dane sy dwie proste D, i D, i staly punkt P. Przez punkt P pro-
wadzimy sieczng zmienng, przecinajgeq dane proste w punktach A i B; znalesé
m. g. punktéw M, rozdzielajgeyeh z punktem P harmonicznie pare A B.

17. Dane jest kolo i dwa state punkty A i B, lezgce na Srednicy tego
kota, poprowadimy S$rednice zmienng CD; znale§¢ m. g. punktéw przeciecia
prostych AC i BD.

ROZDZIAL VIIL

BADANIE KRZYWYCH DRUGIEGO STOPNIA.

40. Symetrja krzywej wzgledem prostej i srodek krzywe;j.

Jezeli rownanie krzywej algebraicznej zawiera zmienng x
tylko w potedze parzystej, to wtedy réwnanie pozostaje zacho-
wane, gdy warto§¢ wspélrzednej prostokatnej x zmienimy na— .x.
Jesli wiee punkt M, (x,y) nalezy do krzywej danej, to punkt
M, (— x, y), leiacy po przeciwnej stronie prostopadtej do osi Oy
wyprowadzonej z punktu M, w tej samej odleglosci od osi Oy co
i punkt M, (rys. 66), bedzie tez do danej krzywej nalezal; oznacza
to, iz krzywa jest wtedy symetryczna wzgledem osi Oy.

Jedli rownanie krzywej zawiera zmienng y tylko w potedze pa-
rzystej, to wtedy réwnanie bedzie spelnione przy tej samej wartosci
na x dla par punktéw, majacych rzedne rézniace sie tylko znakiem.
Krzywa jest wiec wtedy symelryeczna wzgledem osi Ox. Np. krzy-
wa o rownaniu x®—y==0 jest polozona symetrycznie wzgledem
0si Oy, lecz niesymetrycznie wzgledem Owx. Prosta, wzgledem
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ktorej krzywa jest symetryczna, nazywa sie osig symelrji danej
krzywej.

Jesli rownanie krzywej nie ulega zmianie, gdy zmienimy
jednoczesnie znaki obydwéch wspélrzednych x i y na przeciwne,

Rys. 66,

to fakt ten oznacza, ze, gdy punkt M, (x,y) nalezy do c{anej krzy-
wej, to punkt M, (—x,—y) nalezy tez do danej krzywej. Ale

y
Mi {'l-x} "‘Y]
(0] X
M. (=X, -Y)
Rys. 67.

odcinek, taczacy punkty M; i M,, ktérych wspélrzedne réznig sie
tylko znakiem, przechodzi przez poczatek uktadu O (rys. 67) i jest
przez ten punkt O podzielony na polowy:

|0M,| =|0M].
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Poczatek ukiadu wspéirzednych posiada wiee w danym wy-
padku te wlasno$é geometryezng, ze dzieli na polowy cieciwy
krzywej, przez niego przechodzgce. Punkt plaszezyzny, posiadajacy
te wiasnos§é wzgledem krzywej, nazywa sie jej srodkiem.

Jesli wiec jednoczesna zmiana znaku obydwdich wspotrzed-
nych w roéwnaniu krzywej nie zmienia tego rdwnania, to pocza-
tek uktadu jest wtedy srodkiem krzywej.

Np. réwnanie '

_ Ax*+Bxy+Cy*+D=0
lub, Ax*y+Bxy+Cxy'--D=0

nie ulega zmianie, gdy zmienimy jednocze$nie znaki wspélrzed-
nych x i y na przeciwne, krzywe odpowiednie posiadajg wiec
§rodek w poczatku danego ukladu wspélrzednych.

Nadmienimy jeszeze, Ze, gdy rOéwnanie algebraiczne nie za-
wiera wyrazu statego, np. x*—xy-y' =0, to krzywa odpo-
wiednia przechodzi przez poczatek uktadu, albowiem réwnanie
spelnione jest wtedy w punkeie (0,0).

41. Uwagi ogélne, dotyczace krzywych drugiego. stopnia.

Zwigzek ogolny drugiego stopnia miedzy dwiema zmiennemi
x i y ma postaé taks:

(1) Ax*+Bxy+4Cy*+Dx-+Ey+F=0

gdzie A, B, C, D, E, I sa to stale wspoélezynniki.

Zadaniem naszem bedzie teraz poznanie ksztaltu i wlasnosei
krzywych, przedstawionych przez zwiazek (1).

Nadajac wspdtezynnikom A,B,C,D,E,F w réwnaniu (1)
wszelkie mozliwe wartodci, otrzymamy zbior krzywych drugiego
stopnia, réznigcych sie ksztaltem i polozeniem, lecz pokrewnych
ze soba ze wzgledu na laczgea je ceche, a mianowicie stopier
réwnania. Cecha ta jest niezmienna przy wszelkich przesunie-
ciach i obrotach uktadu prostokatnego wspdétrzednych.

Miejsce geometryczne punktow, spelniajacych réwnanie (1), nie
ulega zmianie, je$li wszystkie wspélezynniki A,B,C,D,E,F ré-
wnania (1) pomnozymy przez ten sam czynnik staly, rézny od zera.
Postaé krzywej, przedstawionej przez rownanie (1), zalezy zatem
tylko od stosunkéw miedzy wsp6lezynnikami, a wige od wartosci

. pieciu liczb:
np. pieciu I B CcDEF
A'A’ATAA

Geometrja Analityezna. ]
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(jesli A=£0). Uktad krzywych drugiego stopnia na plaszezyznie
jest wige uktadem o pigeiu parametrach. Stad wynika, iz w za-
gadnieniach okreslania krzywych drugiego stopnia, spetniajgcych
dane warunki, mozna podaé conajwyzej pie¢ warunkéw nieza-
leznych, kiérym ona winna czyni¢ zadosé.

Zadajmy np., aby krzywa drugiego stopnia przechodzita przez
pie¢ danych punktow:

(X1, 01) 5 (ay y2)y (xs5,08) s (eqs a)y (X5, Ys)s

trzeba wiee tak dobraé wspétezynniki A,B,C,D,E,F, aby byly
spelnione warunki:

A.rﬁ—l—Bx;y.:—i— CyF-{—Dx;—I—E'y.‘--FF:U
(i=1,2,3,4,5).

Otrzymane warunki tworza uklad pieciu réwnan linjowych jedno-
rodnych z szeScioma niewiadomemi. Ot6z wiadomo z teorji réow-
nan linjowych (patrz dodatek), ze uklad taki posiada zawsze roz-
wigzania A, B,C,D,E,F niewszystkie rowne zeru; latwo na-
stepnie wykazaé, iz mozna zawsze znale§é takg grupe rozwigzan
A,B,C,D,E,F, w ktorej niewszystkie wspotezynniki wyrazow
kwadratowych A, B, C sg réwne zeru. Istotnie, gdybySmy znaleZli
grupe rozwigzan ze znikajgcemi wspoélezynnikami A,B, C, co
mogtoby mieé¢ miejsce tylko wtedy, gdyby pie¢ danych punktow
lezalo na jednej prostej o réwnaniu

Dx-+Ey+F=0,

to, podnoszgc lewg strong tego réwnania do kwadratu, lub mno-
zgc¢ przez dowolng funkcje pierwszego stopnia wzgledem x i y,
otrzymaé mozemy zawsze réwnanie o postaci (1) istotnie drugiego
stopnia, ktére bedzie tei spelnione w danych pieciu punktach.
Przez pigé¢ dowolnie danych punkiéw plaszczyzny mozna wigc
poprowadzi¢ przynajmniej jedng krzywa drugiego stopnia. W roz-
dziale XV poglebimy te kwestje, podajac warunek, ktéry winny
spelnia¢ dane pieé¢ punktéw, aby krzywa drugiego stopnia, przez
nie przechodzaca, byta jedyna.

Jesli zwigzek ogélny (1) zawiera iylko wyrazy drugiego
stopnia, to znaczy ma postaé

) Ax*+Bxy-tCy 4+ F=0

wtedy, wedlug poprzedniego artykutu, powiemy, iz krzywa posiada
Srodek i ze Srodek ten znajduje sie w poczgtku uktadu.
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Odwrotnie, wykazemy, Ze, gdy poczatek ukladu jest Srodkiem
krzywej drugiego stopnia, to jej r6wnanie winno mieé¢ postaé (2).
Istotnie, jesli poczgtek jest Srodkiem krzywej o réwnaniu

AX+Bxy+Cy+DxA+Ey+F=0
to dowolna sieczna
y=mx
wychodzgca z poezatku ukladu, winna przecinaé krzywg w dwdch

punktach M, i M, (rys 67), ktérych wspélrzedne roznig sie¢ tylko
znakiem; odciete tych punktéw spelniajg rownanie

(A+Bm-+ Cm*)x*+(D+Em)yx+F=0,

winno wiec byé
D+Em=0;

poniewaz za§ wiasnos¢ ta przystuguje siecznej o dowolnym wspél-
czynniku katowym m, a zatem wspolczynniki wyrazéw pierw-
szego stopnia D i E musza znikaé

D=0; E=0

i réwnanie krzywej winno mie¢ postaé (2).

Je§li rownanie drugiego stopnia zawiera zmienne x i y tylko
w drugich potegach, to znaczy ma postaé

®) Ax*+By*+F=0,

to wtedy nietylko $rodek krzywej znajduje si¢ w poczatku ukladu,
lecz nadto obie osie wspélrzednych schodzg sie z osiami sy-
metrji krzywej. Wlasnosé ta jest oczywiscie odwracalna.

Nadmienimy, iz krzywa drugiego stopnia nazywamy tez
krétko ,stozkows”.

42. Wyznaczenie érodka i osi symetrji. Elipsa i hyperbola.

W celu poznania postaci krzywych drugiego stopnia, odszu-
kajmy $rodek i osi symetrji tych krzywych.

Dla wyznaczenia Srodka krzywej drugiego stopnia, okreslonej
przez réwnanie w postaci ogdlnej

@ fx,p)=Ax*+Bxy—+Cy'+Dx+Ey+F=0
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oprzemy sie na wiasnosci podanej w art. poprzednim, wedtug ktorej
réwnanie krzywej nie powinno zawiera¢ wyrazow pierwszego stop-
nia, jesli poczatek ukladu jest Srodkiem krzywej i odwrotnie.

Przesunmy wiec réwnolegle osi wspolrzednych tak, aby po-
czatkiem uktadu nowego byl punkt S o wspélrzednych (x,, y,)
wzgledem ukladu dawnego (Oxy) (rys. 68).

i N
y 3 %
4 /
\
°'§ .
X
S/l
Pl \\
7
/ I
P
/ 1|
/ l}
4 I
P
1
7 |
|
| X
(0] Xg l

Rys. 68,

Niech (x',y’) oznaczaja wspoélrzedne punktu dowolnego w od-
niesieniu do nowego uktadu, zas (x,y) jego wspélrzedne w daw-
nym ukladzie, mamy wtedy zwigzki

x=x'+x,
5
© y=y +y

Wstawiajac te wartosci do réwnania (4), olrzymamy rowna-
nie krzywej danej w ukladzie (Sx'y’):

(6) Ax" 4 Bx'y'+ Cy'*+ (2 Axo+ Byy—+ D) x' +(B x,+2 Cyo+
+E)y (4 X! +Bxoyo+ Cyo*+ Dxy+Ey,+ F)=0,

Zwrociwszy uwage na posta¢ funkeji dwoch zmiennych
f(x,y) w réwnanin (4), widzimy, iz wspélezynniki przy ' i y’
w rownaniu (6) sa réwne wartosciom, ktére przybierajg pochodne
czgstkowe funkeji f(x,y) wzgledem zmiennych x i y w punkecie
(xn)yn):

(7) 24x,+ By,+D={"v(x;,y,)
B x, +2 C.Un “}“E: f’y (xn s Yo)



wyraz wolny natomiast w réwnaniu (6) réwny jest wartoscei funkeji
f(x,y) dla (xo,g0):
(8} A ‘)‘_‘U2 '_i" B Xy Yo + 09112 —i—-D Xy "_ Eyo + F= f(‘rn '} yn)

warto$é ta jest od zera odmienna, jezeli punkt (x,, y,) nie lezy na
krzywej.

Réwnanie krzywej (4), odniesione do uktadu (S’ y'), mozemy
wiec napisaé w tej formie:*)

O ot Yot )= Ax+ B yf + - f's (o, o) ¥ +
—+ 'y (X0, o) y +f(x,5,)=0

Widzimy, iZ, po przesunieciu réwnoleglem osi, wspéltezynniki
wyrazéw drugiego stopnia A, B, C nie ulegajg zmianie.

Postarajmy sie teraz tak dobraé wspolrzedne (x,,y,) nowego
poczatku S, aby w nowym uktadzie réwnanie krzywej mialo po-
staé (2), niezawierajgcq wyrazow pierwszego stopnia. Geometryecz-
nie bedzie to oznaczalo, iz punkt S(x,, y,) jest srodkiem danej
krzywej. '
_ Ot6z z réwnania (9) widzimy, iz réwnanie (4) krzywej drugiego
stopnia przybierze posta¢ uproszczong
(10) Ax?+Bx'y' 4+ Cy*+K=0
gdzie oznaczono

K= f(xl}’ yu);

jesli, jako poczatek nowego uktadu, dbierzemy punkt S o wspoi-
rzednych (x,,y,), spetniajacych zwigzki

2Ax,+ By,+D=0
(11) {
Bxy,+2Cy+E=0
t. j. krétko
f "x (-\'U:yu) =0
i |
f’y (x.,,yu]=0

*)  Mozna uzasadnié, opierajac sie na ckresleniu pochodnej, iz wspélczyn-
niki przy x' i y' funkeji (6) muszq sie réwnaé wartodeiom pochodnyeh czgst-
kowyeh 7' (x5, o) if," (xo, #0); istotnie, zakladajge y' = 0, widzimy, iz wspél-
F (x4, go) — fxo0, 40)

h
do zera,t.j. wlaénie pochodnej f.'(xy, yo). Podobnie, zaktadajac x'= 0, widzimy,
(X0 9o+ 4") = F (%o, 4o
y'

czynnik przy a' jest rowny granicy stosunku ,gdy & dazy

iz wspélezynnik przy y' jest réwny granicy stosunku
gdy y' dgzy do zera, t. j. wlasnie pochodnej f," (x5, )
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Otrzymalismy wiec dwa réwnania pierwszego stopnia, ktére
pozwola: zbadaé istnienie i okre§li¢ niewiddome polozenie §rodka
krzywej, danej przez réwnanie ogélne (4), -Mianowicie, jesli “wy-
znacznik charakterystyczny ukladu (11) nie jest zerem, to znaczy

24, B|

(12) B.2C |

=B?—4 A C+#0,

wtedy istnieje jedyna para liczb (x,, y,), spetniajgca uklad (11)
i okre§lona przez wzory

i _20D—EB_ _ 24E—BD
(15) W="p_g4¢ P=F—140

W przypadku ogélnym, gdy B?*—4 A C+ 0, krzywa posiada
wigce okreslony i jedyny srodek i w tym wypadku rownanie (4) mo-
zemy doprowadzi¢ do postaci (10), obierajgc jako poczatek nowego
ukiadu Srodek krzywej, otrzymany ze zwigzkow (11).

Postarajmy sie teraz obrécié uklad wspéirzednych (Sx'y’)
dokola punktu S o taki kat, aby w nowym uktadzie (Sx”y”)
rownanie krzywej osiggnelo najprostsza postaé, niezawierajgcg ilo-
czynu wspoétrzednych. Nowe te osi beda wtedy osiami symetrji
krzywej.

Jesli obrocimy uklad osi Sx'y’ o dowolny kat «, to, jak wiemy,
wspélrzedne (x”, y”) dowolnego punktu wzgledem nowego uktadu
bedg zwigzane ze wspoélrzednemi tegoz punktu (x',y’) wzorami:

x'=x" Cosa—y"” Sina
y'=x" Sina-y" Cos .

wstawiajge te wyrazenia w réwnanie (10), otrzymamy réwnanie
krzywej, odniesionej do uktadu (Sx” y”), w podobnej postaci:

(14) A X +B X"y +Cy?+K=0
gdzie, wedlug art. 26 (str. 79) mémy:

Bree=-H Co.s2ot—(A— C)Sin2a
(15) B?—4AC=B"—44C

A4+C=44C
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Ot6z wspolczynnik B' bedzie zerem, jesli
BCos20—(A— C) Sin2a=0

a wiece, gdy obrécimy ukiad o taki kat «, iz ¥*)

A—C
B

(16) Cotg2a =

W takim ukladzie (Sx”y”) réwnanie krzywej (4) bedzie
wiec miato posta¢ najprostsza

1) A x" L0y +K=0

a zatem, wyznaczone przez zwiazek (16), osi Sx" i Sy" beda
osiami symetrji krzywej (4). Roéwnaniu (16) odpowiadaja dwa
katy : « i o —;i w przedziale od 0 do =, a wiee jedna tylko para
osi symetrji.

Wedtug zaleznosei (15), wspélezynniki w réwnaniu (17) spet-
niajg zwigzek
(18) —4A'C'=B"—4AC

znaki wspétezynnikow A' i C' sq wige zgodne lub przeciwne,
zaleznie od tego, czy wyrézinik B*—4 A C jest ujemny, czy tez
dodatni.

Ot6z ta zgodno§é¢ lub przeciwienistwo znakéw wspolezynni-
kéw A" i C' ma wladnie zasadniczy wplyw na ksztalt krzywej,
jak to wynika z nastepujgcych rozwazan.

PRZYPADEK B*—4AC<0. W tym przypadku wspol-
czynniki przy kwadratach wspéirzednych bedg mialty znaki jedna-
kowe, a wiec rownanie, po odniesieniu do osi symetrji i opuszcze-
niu dla prostoty znaczkéw przy x i y, przybierze jedna z trzech
postaci:

:a

'I+9"_+1 +5£; 0

zaleiznie od tego, czy wyraz wolny K = f (x,,Y,) ma znak prze-
ciwny lub zgodny ze znakami wspétezynnikéw 4’ i C" lub A i C,
czy tez wyraz ten znika; a i b oznaczajg pewne dodatnie war-
tosci udcmkéw ktorych znaczenie geometryczne zaraz podamy.

Rownama —1— 5 =— 1 nie spelnia zaden punkt rzeczywisty pta-

*) Z natury rzeczy B == 0.
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.2 2
szezyzny, 7as rowname 5 )t = 0 spetnione jest tylko w jednym

punkcie x=0,y=0, to znaczy w punkcie S w pierwotnym ukla-
dzie wspohrzednych. Pozostaje wige do poznania ksztalt krzywej,
okreglonej rownaniem

(19)

" Widzimy stad przedewszystkiem, ze krzywa jest ograniczona,
mamy bowiem, oczywiscie,

—a<r 4

—b<ly<+0b

warto$ci krancowe osiaga kazda wspoélrzedna wtedy, gdy druga
wspblrzedna réwna si¢ zeru, mianowicie

gy x=*+a; y=0
gdy y==1b; x=0

Krzywa dana znajduje sie wiec we wnetrzu prostokata o bo-
kach 2a i 2 i przecina swe osi symetrji w punktach P, P i Q,Q’

A

Ql

Rys. G9.

w odleglosei @ i & od swego $rodka. Gdy x zmienia sie od 0 do

-+ a, wtedy odpowiednia dodatnia warto$é na y, jak widaé z réw-

nania, maleje od 4 do 0. Rézniczkujgc obie strony réwnania (19)

wizgledem zmiennej x, mamy nastepnie

21 J dy dy b*x
dx

+ =1 stan dx~ 'y’
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dy
dx
rowniez dazy do zera, styczna w punktach przeciecia Q, Q" krzywej
z osig Oy jest wiec réwnolegla do osi Ox. Gdyy dazy do zera,
wiedy dy

dx
ciecia P, P' krzywej z osia O x jest rownolegla do osi Oy.

Z powyzszych uwag wnioskujemy o ksztalcie owalnym krzy-
wej, przedstawionym na rys. 69; krzywa ta nazywa sie elipsa.
Odeinki 2a 1 2b nazywaja sie osiami elipsy; wieksza zwie sie
0sig duzg, mniejsza za§ osig mata. Punkty, w ktérych elipsa prze-
cina swe osi symetrji, nazywaja si¢ wierzchothami elipsy. Ksztalt
elipsy okreslony jest przez dwie stale ¢ i b, Z réwnania (19) wi-
dzimy, iz w szczegOlnym wypadku, gdy a==0, elipsa slaje sig ko-
tem o promieniu a, gdyz jej réwnanie sprowadza sie do postaci

tyrt=d

PRZYPADEK B?!—4 A C=0. Obecnie wspélezynniki A" i C”
w réwnaniu (17) bedg mialy znaki przeciwne, a wigc réwnanie
krzywej drugiego stopnia, po odniesieniu do osi symetrji, przybie-
rze jedng z trzech postaci

gdy x dazy do zera, wtedy wspélezynnik kalowy stycznej

rosnie nieskonezenie, a wiec styczna w punktach prze-

¥y . Xy,
o b‘_,-vil, =0

ostatnia postaé bedzie miala miejsce wledy, gdy wyraz wolny
K= f(x,,y,) znika, przedstawia ona dwie proste, przecinajgce sie
w §rodku S. Postacie

2 9

P o
a b* b :

¥
sprowadzamy jedng do drugiej, przestawiajgc osi wspoirzednych,
a wiee wystarezy poznaé ksztalt krzywej w jednym wypadku, by
wnioskowaé o jej kszlalcie w drugim.
7 rownania krzywej odniesionej do osi symetrji
®_ 9.

L a’ b* 1
widzimy, przeciwnie niz dla elipsy, iz jest ona nieograniczona;
istotnie, mamy ze zwigzku (20)

e
(21) y=* _y ¥ —a
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mozemy wiec na |x| wstawiaé wartosci dowolnie wielkie, lecz nie-
mniejsze od a, to znaczy, winno byé

x>-a
Jub
x <L —a

krzywa polozona jest wige zewngirz pasa, zawartego miedzy pro-
stemi x=—a i x=+a. Dla x=-1 a mamy y=0, krzywa prze-
cina wige o odcietych w dwéch punktach P i P, w odleglosci a
od érodka, osi rzgdnych natomiast nie przecina wcald. Gdy x wzra-
sta nieograniczenie, od wartoSci a poczgwszy, wtedy dodatnia
warto§¢ y wzrasta nieograniczenie, poczawszy od zera. Ze wzoru
(21) otrzymamy dla wspélezynnika katowego stycznej wyraZenie

8y O
dx ay x*—a’
y
-a a
P, O
Rys. 70.

widzimy, iz wspélezynnik katowy stycznej roénie nieskonczenie,
gdy x dazy do + a@; oznacza to geometrycznie, iz styczna do da-
nej krzywej w punktach przeciecia si¢ jej P i P, z osig symetrji
jest do tej osi prostopadta. Uwagi te pozwalajg naszkicowac
krzywa, odpowiadajgcq réwnaniu (20) (rys. 70), nazywa sie ona
hyperbolg. Punkty przecigcia P i P, hyperboli z osigq symetrji
nazywajq sie jej wierzchotkami. Wielkosci 2a i 2b zwa sie osiami
hyperboli; o$, ktéra lgczy wierzcholki P i Py, zwie sie osig rze-
czywisty.
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Otrzymane wyniki tego artykutu przedstawimy w nastepujg-
cem twierdzeniu.

TWIERDZENIE. Rownanie ogdlne drugiego stopnia
f(x,y)=Ax*+Bxy+Cy*+Dx+Ey-+F=0

a) w przypadku, gdy B*—4 A C <0, przedstawia elipse,
albo nie odpowiada %adnemu tworowi geomelrycznemu rzeczy-
wistemu, w szczegdlnosci zas, gdy wspotrzedne srodka spetniajg
zwigzek f (x,,y,)=0, réwnanie dane spetnione jest tylko w je-
dnym punkcie (x,,Y,);

b) w przypadku, gdy B*—4 A C >0, przedstawia wogdle
hyperbole, zas, w razie szcezegélnym, gdy f(x,,y,) =0, przedsta-
wia dwie proste, przecinajgce sig w punkcie (x,,Y,)-

Srodek tych krzywych (x,,y,) i kgt nachylenia « ich osi sy-
meltrji wzgledem osi Ox okreslone sq przez zwigzki:

f*" ('rhyo):O; fyr (xnsgu):{)

A=
B

Dlugosci osi elipsy lub hyperboli otrzymamy, jesli wyznaczymy
wspoétezynniki A’ i €’ w réwnaniu (17) ze zwigzkow

A+C'=A+C
—4A'C'=B>—4AC

Wartosci wspétezynnikéw A’ i €7, spetniajgce uklad (23), mozna
miedzy sobg przestawiaé; aby wiec rozstrzygngé, ktéra z tych war-
toSci winna by¢ wspdétezynnikiem przy x”?, a ktéra przy y”? trzeba

T
2
niajgcych zwigzek (22), obierzemy jako nachylenie osi Sx" wzgle-
dem Ox. Po przyjeciu wartoSci na o, rozmieszczenie osi krzywej
poznamy doktadnie ze zwigzkéw (11) artykutu 26 (str. 79), skad mamy

(22)
cotg2 0=

(23)

wpierw uméwicé sie, ktéry z dwéch katow o, réznigeych sieo—- i spel-

m:%m+m+%3mm+%m—mmwa
(24)
C'=—‘1‘3—(A + C)——--;— Bsin2 a-——é(ﬂ-ﬂ C)cos2a

Nieco pézniej poznamy metode bardziej zreczng wyznaczania
osi symetrji krzywej, gdyz niewymagajacq poszukiwania Srodka
i obrotu osi. '
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Przyklad, Wyznaczyé $rodek i osi krzywej o réwnanin
f, =2+ pyp—x=0,

mamy tu wypadelk eliptyezny, albowiem wyréznik B* —4AC=1-—4 jest
ujemny, Srodek krzywej okreélony jest przez ukiad réwnan:

Iy oy i) = 2x 40— 1 =0

1, _Ur (X0, #0) = Xo =+ 280 =0,
slgd otrzymujemy
2

1 1
X = 3 ¥y Jo— 7 3 \ I{:"'—'f(-\'u, .U”) e C

Dla nachylenia osi symetrji, mamy ze wzordw (22)

e e L
Cotg 20 = 5 0,
mozemy wiec jako o§ Sx” obraé o§ symetrji, nachylong pod katem o« = i, otrzy-
mamy wtedy ze wzoréw (24) dla wspolezynnikéw réwnania (17) wartodei
3 1 1

! 1 t !
A:1+_2-=:_2; 021—2—2?.

y y'

N

xl

Rys. 71.

Nasza krzywa jest wige elipsg, ktérej réwnanie, odniesione do osi sy-
metrji, ma postaé
3 '3 1 Y 1 .
?""‘ + 9 y - i '}
grodek S tej elipsy znajduje sig w punkeie (-%,~%>, za$ o§ Sx" tworzy kq‘nf}

z 0sig Ox. Nadto elipsa ta przechodzi przez poczgtek ukladu, albowiem réw-
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nanie jej f (v, y) = 0 nie zawiera wyrazu stalego. Réwnanie danej elipsy mozna
jeszeze napisaé w postaci

osi jej wiee majy dlugoSei
Z
Sa = 3

_T):]
3

V2 2b= 2 V6.

-..—|I.\:|

/'_“\h‘-

Punkty przeciecia danej krzywej z osig Oxi Oy otrzymamy, podstawiajae
w rownanie f(x,y) =0 kolejno y =0 i x=0; gdy y=0, wtedy a?—x =0,
stad x, = 0, x, = 1; nastepnie mamy dla x = 0 réwnanie p* = 0, krzywa ma
wige jeden punkt podwdéjny wspélny z osiqg Oy, jest zatem styezna do tej osi
w punkeie O (rys. 71).

43. Badanie przypadku B?—4 4 ¢=0. Parabola.

Pozostal jeszcze do zbadania wypadek, gdy wspotezynniki
réwnania krzywej

(25) f,))=A4Ax+Bxy+Cy*+Dx+Ey-+F=0
spelniajag zwiazek |
(26) B*—4AC=0

lub 3
24
(27) B 2C

Zaktadamy narazie, iz As=0, C0, a wige i B£0.
W danym wypadku, dla uktadu réwnan

okre§lajgcych polozenie §rodka, moga zajsé dwie alternatywy:
a) wspolezynniki roéwnania krzywe] spelniajg warunek

(28)

2A B _ D

B " 2C E

lub tez jednoczeénie D=0 i E=0, wtedy uklad (28) posiada nie-
skonczenie wiele rozwiqzan, gdyz kazda para liczb (x,, ), speia-
jaca jedno z réwnan (28), bedzie wtedy spelniala i drugie;

f) wspoélezynniki spelniaja warunek

24 _
B 07&[:



