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zek ten jest pierwszego stopnia i nie jest tozsamoScia z zaloZenia;
nadto widzimy, iz wspélrzedne (x,y,2), spelniajace jednoczesénie
oba zwigzki (19), beda spelnialy tez zwigzek (20); oznacza to geo-
metryeznie, iz wszystkie punkty prostej (19) leza na plaszczyznie
(20). Mamy wigc nastepujgcq wlasnosc,

TWIERDZENIE. Zwigzek, bedgcy kombinacja linjowa dwich
zwigzkow, ohkreslajgcych prosta, przedstawia plaszezyzne prze-
sunietg przez dang prosta.

Zmieniajac warto§é wspélczynnika ) w réwnaniu (20) otrzy-
mamy pek plaszezyzn, przechodzgcych przez prostg (19). Latwo
wykazaé, iz zbiér ten zawiera wszelkie moZliwe plaszezyzny, prze-
chodzace przez prosta (19) (z wyjatkiem jednej). Twierdzenie
powyisze stuszne jest rowniez, gdy prosta okreSlona jest przez
swoje rzuty, t. j. przez dwa zwigzki z dwiema zmiennemi. A wiec
réwnanie plaszczyzny, przesunietej przez prosta okreslong przez
zwigzki

x=az-+p
y=bz+gq
bedzie mialo postaé
x—az—p+r@y—bz—q)=0

W szczegbélnym wypadku, réwnanie plaszezyzny przesunietej
przez prosta, lezgca w plaszezyZnie (Oxy), a wige okrveSlong przez
dwa réwnania ax 4 by + ¢=0 i z= 0, bedzie mialo postaé

ax—+by+4cect+rz=0

Z dowolnosei wspotezynnika » w réwnaniu (20) mozna tak
skorzystad, aby plaszezyzna (20) spetniata nadto jakis drugi wa-

runek. Zagadnienia odpowiednie rozwazymy w rozdziale na-
stepnym,

ROZDZIAL VI.

ZAGADNIENIA DOTYCZACE PLASZCZYZNY | PROSTEJ.

19. Przeciecie sie trzech plaszczyzn i ptaszczyzny z prosta.
ZAGADNIENIE 1. Wyznaczyé punkl przecigcia sig frzech
plaszezyzn. Odnalezienie wspélrzednych punktu przecigeia sig
trzech plaszczyzn okreSlonych przez réwnania
Ajx+By+Cz+D =0
1) Ayx+ By + Crz+ D, =0
Ay x+Byy+ Cz~+ Dy =0
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sprowadza sie do rozwigzania ukfadu trzech réwnan linjowych
z trzema niewiadomemi (x,y,2). Trzy plaszezyzny przecinajg sig
wiec w jednym okreslonym punkcie w wypadku ogdlnym, gdy
wyznacznik charakterystyezny uktadu réwnan (1) nie jest zerem:

AIIBI’ Cl
A= A21BZ! C‘.’ #0
A:‘U B:!! C‘i

Jesli A=0, wtedy, jak wynika z dyskusji uktadu trzech
rownan z trzema niewiadomemi, podanej w dodatku o wyznaczni-
kach, uklad nie posiada rozwigzan, lub tez posiada ich nieskon-
czenie wiele. Ten ostatni wypadek zachodzi badZi wtedy, gdy
niewszystkie podwyznaczniki wyznacznika A znikajg i jedno z da-
nych trzech réwnan (1) jest kombinacjg linjowa dwdch pozosta-
lych, badZz wtedy, gdy wszystkie wspélezynniki réwnan sg do
siebie odpowiednio proporcjonalne; w pierwszym razie oznacza
to geometrycznie, iz trzy dane plaszezyzny przechodzg przez te
sama prosta, w drugim za$§, iz trzy dane plaszczyzny sa zje-
dnoczone.

ZAGADNIENIE 2. Wyznaczyé punkt, w kiérym dana pro-
sta przebija ptaszczyzne dang.

Dana jest plaszezyzna o réwnaniu
\

2) Ax+By—+Cz-+D=0
i prosta okreslona przez zwiazki

X=X Y—l_Z2—2
(3) : a b T e

Wspobirzedne punktu przebicia otrzymamy, rozwigzujac uktad
rownan (2) i (3) z trzema niewiadomemi (x,y,2). Rachunek staje
si¢ bardziej symetryczny w razie uzycia parametru f w réwna-
niach (3), mamy mianowicie z réwnan prostej

x=ux,+ at; y=1yo,+bt; z=2z+tct,

wstawiajgc te wartoSci w réwnanie plaszczyzny, otrzymamy réw-
nanie '

Ax,+By,+Cz+D-+(Aat+Bb+Ce)t =0,

z ktorego mozemy wyznaczyé warto§é parametru £, odpowiadajaca
punktowi przebicia. Widzimy, iz istnieje okreslone rozwigzanie, gdy

Aa-+Bb+ Ce+#0

to znaczy, gdy dana prosta nie jest réwnolegla do danej ptaszczyzny.
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20. Wyznaczanie ptaszczyzn.

ZAGADNIENIE 1. Znales¢ rownanie ptaszezyzny, przesu-
niglej przez trzy dane punkly (x,,y,,2); (Xs,¥:,2); (X3, Ys, Za)-
Szukane réwnanie plaszezyzny o postaci

) Ax+By+Cz+D=0

winno byé spelnione w trzech danych punktach, mamy wiec trzy
warunki

Ax,+By,+Cz+ D=0
(5) Ax,+By,+Cz+ D=0
Ax;+Bys+Cz,+D=0

pozwalajgce okreéli¢ stosunki wspélezynnikéw 4,B,C,D. Roéw-
nanie szukanej plaszezyzny bedzie wige rezultatem rugowania
niewiadomych A, B, C,D z ukladu czterech réwnan jednorodnych
(4) i (5), a wiec bedzie miato postaé nastepujgca:

x;y:le
. oo fuzivl

©) 127152 —0
Xy, YirZs, 1

X3, Y5251

Jesli trzy dane punkty nie lezg na linji prostej, wtedy pod-
wyznaczniki wyznacznika (6), odpowiadajgce elementom x,y,z
nie znikajg jednoczesnie i wtedy rownanie (6) przedstawia okreslong
i jedyng plaszezyzne, przechodzaca przez trzy dane punkty.

Gdy trzy dane punkty lezq na jednej prostej, to znaczy spel-
niajg proporcje

Xy—% __Na—h _H—%
Xp—Xy Y1l 2 — 2

wtedy wszystkie podwyznaczniki wyznacznika (6) znikajg jedno-
cze$nie i rownanie (6) nie bedzie przedstawialo rozwigzania, albo-
wiem stanie sig¢ wtedy tozsamoscig. W takim wypadku otrzy-
mamy nieskonczenie wiele rozwigzan, prowadzgc plaszezyzny
przez dwa tylko punkty dane, kazda bowiem z tych plaszczyzn
bedzie zawierata i punkt trzeci. Zadane plaszezyzny, przecho-
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dzace przez dwa dane punkty, np. (x;,9;,2) i (xs, ¥», 2,) winny spel-
nia¢ warunki

Ax —x)+Bly —y)+C(z —2z)=0
A(x, — x5)+ B (i —y») + C (2, — 2,) =0

stad, po wyrugowaniu np. parametru C, otrzymamy, iz ptaszezyzny,
przechodzace przez dane punkty, beda mialy réwnania o postaci

Al(x—x) (2 — 2) — (27— 2) (x; — x) ]+
+ B[y —y) (i —2)—(2—2) (1 —y2) ] =0
gdzie A i B sa to stale dowolne. Widzimy, iz réwnanie otrzy-
mane jest kombinacja linjowa réwnan dwéch rzutéw na plaszezyzny

Oxz i Oy=z prostej, przechodzgcej przez dane punkty, zgodnie
z rozwazaniem artykutu (18).

ZAGADNIENIE 2, Znales¢ rownanie plaszczyzny, przesu-
niglej przez prostg dana
[ 2x+y+2=0
l d3x—z=1

i przez punkt A(2,—1,1).

Wedtug artykulu 18, réwnanie szukanej plaszczyzny, przesu-
nigtej przez prosta D, bedzie kombinacjg linjowg zwigzkéw, okre-
§lajgeych prosta D, a wigc bedzie takie:

‘2x+y—|— 24+ABx—2—1)=0

Z dowolnosci A skorzystamy tak, aby plaszczyzna przecho-
chodzita przez punkt (2,— 1,1), mamy wiec warunek

gignl - fird (3 —1 =1

z kiorego wynika warto§é h=—1, a wiec réwnanie plaszczyzny
szukanej bedzie nastepujace:

2x4+y+z2z—@Bx—2z—1)=0

'—x-{—_]+2z—|—1=0

ZAGADNIENIE 3. Znale$¢ réwnanie pfaszczyzny pfzesu-
nielej przez pfostég dang

tl j‘

x—p=1
tx4+y—2z=0
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i prostopadtej do plaszczyzny danej o réwnaniu
(P) Tx—y+22—5=0
Plaszcezyzneg, przesunigty przez prosta D, przedstawia réwnanie
(M Bx—y—14rx—+y—2)=0

nalezy tak dobra¢ A, aby ta plaszezyzna byla prostopadta do
plaszezyzny P; uporzadkujmy wiec réwnanie (7)

B+Nx4Q—1)y—rz—1=0
i napiszmy warunek prostopadlosci do ptaszczyzny P:

(BHNT+A—1)(—1) +(—N2=0

z tego réwnania otrzymamy A= — 121 , wstawiajac zas te wartosé
do réwnania (7) uzyskamy, po dokonaniu redukcji, rOwnanie szu-
kanej plaszczyzny
bx+13y —11242=0
Zagadnienie rozwazane ma oczywiScie nieskonczenie wiele
rozwigzan, gdy dana prosta jest prostopadia do danej plaszczyzny.

ZAGADNIENIE 4. Znale$¢ rownanie plaszczyzny, przesu-
nietej przez prostg dang

x+3y=3
x+y—z=0
i rownolegtej do prostej skosnej wzgledem niej

xt+z=1
*18x—y+2=0

D,

Réownanie szukane jest kombinacja rownan prostej D,:
x+3y—3+4r(x+y—2)=0
T 1

(®) A+ x+ Q43 g—rz—3=0

aby napisaé warunek réwnoleglo$ci tej plaszezyzny do prostej D,,
trzeba uwidocznié¢ wspotezynnikikierunkowe prostej D,, piszemy wigc:

1l—x=2z; 3—y—22=0
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stad
x—1 py—38 =z

1 2 —]

warunek réwnoleglosci szukane] plaszezyzny (8) do prostej D,
wypadnie wigc w postaci (art. 17)

1+01+R+8)2+ (=3 (—1)=0

stgd A= — }, réwnanie zadanej plaszczyzny bedzie wigc takie:
3x—b6y—T72+412=0

ZAGADNIENIE 5. Wyznaczyc réwnanie ptaszezyzny, prze-
chodzgcej przez dang prosita:

[x+y=1
2 |2x—2=3

kitéra tworzytaby kat dany ostry ¢ z dang ptaszczyzng
(Pyx+3y—z+1=0
Plaszezyzna, przesunieta przez prosta D, ma roéwnanie
x+y—1+22x—2—3)=0

A8 ke g e BA =)

trzeba teraz tak dobraé ), zeby plaszczyzna ta tworzyla kat da-
ny ¢ z plaszezyzng P, mamy wiec warunek

oS p = ) e e 1 Gt
VEF3 1 JAFen e
z ktoérego otrzymamy réwnanie drugiego stopnia

(9)  (55cos’¢ —9)2* 4 (11 cos’ — 6) L - (22 cos® ¢ — 16) =10

t. .

dwom pierwiastkom ) i A, tego réwnania odpowiadajg dwie plasz-
czyzny Zgdane. PrzeprowadZmy dyskusje réwnania (9). Otéz rowna-
nie (9) posiada rozwiazanie rzeczywiste, jesli dany zgoéry kat ¢
spetnia warunek

4 (11 cos®p — 6)* — (55 cos®o — 9) (22 cos*¢ — 16) > 0
wypada stad, po dokonaniu redukeji,
— 33 cos’o++25>0
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Zagadnienie dane posiada wigc wtedy rozwigzania rzeczy-
wiste, jesli

25
10 cos?o L —
(10) ? 33

to znaczy, jeSli dany kat ostry ¢ jest wiekszy lub réwny katowi
ostremu o,, okreSlonemu przez warto$é
26

11) - cos?p, =——
4 - =58

Zagadnienie ma dwa rozwigzania, jesli ¢ > v,, zas§ jedno roz-
wigzanie w przypadku o=1,.

Z rozwazan czysto geometrycznych jest widoczne, iz pla-
szczyzna, przesunieta przez prostg D, tworzy z plaszczyznag P kat
zawsze wigkszy lub réwny katowi nachylenia prostej D wzgledem
plaszezyzny P. Kat ¢,, otrzymany z dyskusji powyzszej, winien by¢é
wlagnie tym katem nachylenia prostej D wzgledem plaszezyzny P.
Istotnie, piszac réwnanie prostej D w postaci

x y—1 2z43

1 —1 2

mamy dla kata, ktéry ona tworzy z plaszczyzng P, wyrazenie

_M43=n+2- (=1 8
66 33

sin’ o,
stad cos’g,= gg, zgodnie z wartoSeig (11).

21. Zagadnienia dotyczqce prostych.

ZAGADNIENIE 1. Napisa¢ warunek, aby dwie dane proste
w przestrzeni:

D x=a, z-p D.,]-r‘:azz—l“!’u
y=bz+q ly=b2+4q,

lezaty w jednej ptaszczyznie.

Dwie proste w przestrzeni lezg w jednej plaszczyinie, gdy
sie przecinaja, lub gdy sa do siebie réwnolegle. Wypadek pierwszy
zachodzi wtedy, gdy ukiad czterech réwnan prostych D, i D, ma
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wspélne rozwiazanie (x,y, z); w tym celu trzeba i wystarcza, zeby
istniatla warto§¢ na z, spelniajgca dwa zwigzki

[ a z2+p = a,z+p,
bzt =b2+¢
lub '
f(a— ) 2+ (py—ps)=0
\(6, —b2) 2+ (91— ¢2) =0

Je§li roznice @, — @, i b, — b, nie znikaja jednoczesnie, to od-
powiedni warunek ma wiec postaé zwigzku

(12) (a; —as) (91 — g2) — (b —by) (P~ p))=0;

je§li za§ roinice @, —a, i b, —b, znikajg obie, wtedy réw-
nania nie majg wspélnego rozwiazania, ale proste sq wtedy réwno-
legte, a zatem zwigzek (12) w kazdym wypadku jest warunkiem
koniecznym i wystarczajacym, aby dwie dane proste D, i D, le-
zaly w jednej plaszczyZnie.

ZAGADNIENIE 2. Z danego punktu przestrzeni A(1,2,—3)
wyprowadzi¢ prostopadta do prostej D danej przez zwigzhi

x+4+2y=1
2x—y+4-3z2=1

Szukang prostopadla mozna uwazaé, jako przeciecie sie
plaszezyzny P,, przesunietej przez prosta D i punkt A4, z pla-
szezyzng P,, poprowadzong przez punkt A, prostopadle do prostej D
(rys. 168). Réwnanie plaszczyzny P, ma postaé kombinacji row- -
nan prostej D

X2y —14+22x—y+82—1)=0

A dobieramy tak, aby plaszczyzna przechodzila przez punkt A,
mamy wiec

1+2:2—1-422-1—-248(—3)—1)=0
stgd A=+ g— i réwnanie plaszezyzny P, bedzie takie:

(13) 9x_+3y+ﬁz—'}=o (P)
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Aby odnale§¢ réwnanie plaszezyzny P,, wyznaczmy wpierw
wspolezynniki kierunkowe prostej D, piszemy wiec jej réwnania
w postaci

1
14} oo

réwnanie plaszczyzny P,, przechodzgcej przez punkt (1,2,—3)
i prostopadlej do prostej D, bedzie wiec takie:

. 6(x—1)—3(y—2)—5(z--3)=0
t. i

(15) 6x—3y—5z—15=0

Réwnania (13) i (15) okreslaja szukana prostopadly. Jej rzuty
mozna otrzymaé, rugujgc jedng zmienng ze zwigzkéw (13) i (15).

Aby wyznaczyé spodek tej prostopadtej M (xy, yy, 2,), wyrazmy
z rownan (14) prostej D dwie wspolrzedne np. x; i y; w zalezno§ci
od trzeciej z;:

Rys. 168.

i podstawmy te wyrazenia w réwnanie (15) plaszczyzny P,, wypad-
nie wtedy takie réwnanie z jedng niewiadoma:

6 3 3 1 B
6 ———g~zl—{—g] —8 (5 2 -1—?)*5%_15_0
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stad
6 57 11
A= STy =g

Sq to wspolrzedne spodka prostopadiej, spuszczonej z punkin
A na prostg D, mozna stad znale$é odlegto§é punktu A od prostej D.

ZAGADNIENIE 3. Znales¢ najkrotszg odlegtosé punktow
dwdch prostych skosnych w przestrzeni Dy i D, okreslonych przez
rownania

x—1 g4-2 =
)i =2

1 1

(16) »
It W 0
P~ =—5 =73

Mltx,,}’h'ﬂ!‘ﬁ

Rys. 169,

Niech M (xy, y;, 2,) bedzie punktem prostej D, , za§ M,(x,, §,, 2,)
punktem prostej D,. Wiemy, Ze odleglo§é punktéw M, i M, bedzie
najkrotsza wtedy, gdy odcinek M, M, bedzie jednoczesnie prosto-
padty do prostej D, i do prostej D, (rys. 169); poniewaz rzuty
wektora M, M, maja miary x, —X,, J; — Ys, 2, — 2,, z& Wigledu
wigc na wspélezynniki kierunkowe prostych D, i D,, mamy naste-
pujgce warunki prostopadio$ei odeinka M; M, do prostych D, i Dy:

ey —x)—1-(g—ys)+1-(2,—2)=0
2:(X;— X)) —3- (1 —py)+1:(2,—2,)=0,

(17)

ktére pozwolg okresli¢ polozenie koncéw M, i M, odcinka o naj-
krétszej dlugodci. Z réwnafn prostych D, i Dy, mozemy wyrazié
dwie wspélrzedne jako funkcje trzeciej, mianowicie:

x;=z,+1 X, =22, —1

h=—=%—2 Yp=—32,
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wstawiajac te wyrazenia w zwigzki (17), otrzymamy dwa réwnania
z dwiema niewiadomemi z, i z,

3z, —62,--4=0
32, —T72,+65=0

2 : A
stad z; = g %= 1, wsp6lrzedne koncéw odcinka, prostopadlego

do obydwdéch prostych, bedg wiec takie:

x —-i' __.8_-‘ o= 2 .
1 C i 8 zl‘_'g_a
X, =1; Yo=—23; 2y, =1

za$§ szukana najkrétsza odleglo$é

S=y (x; —x:)"+ (1, — 1) + (24 _z',-’)g = ‘/g

ZAGADNIENIE 4. Z punktu danego A (1,2,3) wyprowadzié
prostg, kiéra przecinataby jednoczesnie dwie proste dane skoSne:

x—y=1 ’ [x+2y=3

x—z=1

Proste, wyprowadzone z punktu A i przecinajace prostg D,
leza wszystkie na plaszcezyZnie P, przesunietej przez punkt A4
i prosta D, podobnie proste, wyprowadzone z A i przecinajgce
prostg D,, leza w plaszczyinie P,, przesunigtej przez A i D,. Prze-
cieciem tych dwéch plaszezyzn P, i P, jest wlasnie Zgdana prosta
L wyprowadzona z punktu A i przecinajgca proste D, i D, (rys.170).
Z dowolnego punktu przestrzeni mozpa wiec wyprowadzié okreslo-
nj prosta, przecinajace dwie proste dane. Wyjatek stanowi wypadek,
gdy punkt A znajduje si¢ na plaszezyZnie, przechodzacej przez
jedng prostg i réwnoleglej do drugiej prostej, istniejg dwie takie
plaszezyzny. Zastosujmy nasze rozwazania do danego wypadku
liczbowego. Réwnania plaszezyzn P, i P, przesunigtych przez
punkt A i przez proste D, i D,, majg postac

x—y—14+42QRx+4+2—1)=0
x+2y—84+2(x—2z—1)=0



P:

Rys. 170.

A\, i A, wyznaczmy z warunku, iz te plaszczyzny zawierajg punkt
A (1, 2, 3), mamy wiec

1—2—1+42(2:143—1)=0; X = -

| —

w|m Do

1—|—-2-2—-—3—|—)\2(1"—3—1):0; lg =

stad otrzymamy réwnania plaszczyzn P, i P,, ktérych przecieciem
jest szukana linja prosta L:

4x—2y+ z— 3=0
bx+6y—22z—11=0

ZAGADNIENIE 5. Z punktu danego A (1,2,—1) wypro-
wadzi¢ prostg, przecinajgcg prostg dang

2 =
D { x+y=1
y—z=>5H
i réwnolegta do plaszezyzny danej:

(P) 2x—38y—2z+5=0
Szukana prosta bedzie przecigciem si¢ plaszezyzny P, prze-
sunietej przez punkt A réwnolegle do plaszczyzny P, z plaszezy-.
zng P,, przesunieta przez punkt A i.przez prostg D (rys. 171).
Rownanie plaszezyzny P, bedzie

2x—1D—3(y—2)—1-(z4+1)=0
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Rys. 171.

1ub
2x—3y—=z2-43=0 (P)

Réwnanie plaszezyzny P, ma postaé
2x+y—14+2(y—2z—5)=0

piszac, iz ona zawiera punkt A(1,2,—1), otrzymamy A = %
i réwnanie plaszezyzny P,

4x+by—38z2—17=0 (P)

rownania P, i P, okre§laja zadang prosts.

ZAGADNIENIE 6. Znales¢ miejsce geometryczne srodkow
odcinkow, tgczgeych dowolne dwa punkty dwdéeh danych prostych

x=az x=daz+4p
D D,
1{51:52 ‘{y‘——b’z—{—q

Wspéirzedne Srodka M, odcinka, faczacego punkty M, (x,, y, 2,)
i M, (x,, y, 2,) dwéch danych prostych, maja wartosei

xl‘:’__‘_ﬁ.
2 ]

Xy = — t = y

gy B e BT
J0 2 ] 2

Wyrazajgce, na podstawie rownan danych prostych, wszystkie
wspoélrzedne w zaleznoSci od wspolrzednych 2z, i z,, otrzymamy
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wspélrzedne punktu szukanego miejsca geometrycznego w postaci
nastepujacych funkcyj dwoéch zmiennych niezaleznych 2, i z,:

| c—antdzntp bz TbznTg
Lo | K 2 ? JI:] 2
Z+2

2

2o =

Zbiér tych srodkéw utworzy wigc pewng powierzchnie, kto-
rej réwnanie otrzymamy, rugujac parametry 2, i z,, wypadnie
réwnanie plaszezyzny

(b—b") 2o+ (@'~ @) o+ (ab'— & b) 2+ (pb'—p b+-ga—qa’)=0
tatwo wykazag, iz plaszezyzna ta jest rownolegta do kazdej
z danych prostych.

22. Réwnanie ptaszczyzny w postaci normalne;j.

Wyprowadimy z poczatku ukladu prostopadta O M, do pta-
szezyzny danej P; M, oznacza spodek tej prostopadlej (rys. 172).
Potozenie ptaszczyzny P bedzie okreslone, jesli dane sg katy «,B,7,
ktére tworzy wektor O M, z osiami i dlugosé prostopadlej p= 0M,.
Dowolny punkt M(x,y,z) plaszczyzny P ma te wlasnosé, iz
rzut wektora OM na wektor ODM, jest staly i ma wartosé
rowng zawsze p, gdyz MM, | OM,. Ale sktadowe wektora

Rys: 172.
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O M majg miary réwne wspélrzednym x,y,z punktu M, a zatem,
wedlug twierdzenia o rzucie sumy geometryeznej, mamy

rzut O M=rzut x +rzut y +rzutz = p
(na OM,) (na OM,)

poniewaz za$ wektor staly O M, tworzy dane katy «,B,y z osiami
wspoirzgdnych, wiec otrzymamy taki zwiazek pierwszego stopnia:

(17 x Coso -y Cosf-}2Cos71—p=0,

ktory nazywa sig réwnaniem plaszezyzny w postaci normalnej.
Jesli réwnanie plaszczyzny ma postaé ogdlng

Ax+By+Cz+4D=0

to, dzielac wspdlezynniki przez -/ A+ B+ C%, otrzymamy po-
sta¢ normalna rownania
Ax-+By-+ Cz- D

+YA*-B*1-C?

wtedy bowiem wspoiczynniki beda cosinusami kierunkowemi wektora
prostopadlego do plaszezyzny; znak w mianowniku nalezy wzigé
odwrotny do znaku wyrazu D, gdyz p>0. Posta¢ normalna, po-
dobnie jak w geometrji na plaszczyinie, pozwala odnajdywaé
odlegtosé ptaszezyzn réwnoleglych i odlegto$é punktu od plaszezy-
zny. Postepujac analogicznie, jak w art. 23 czeSci pierwszej, wy-
kaza¢ mozna, iz odlegtoéé & punktu M(a,b, ¢) od plaszezyzny (17)
rowna sie bezwzglednej wartosci, ktérg przybiera lewa strona
réwnania w postaci normalnej, jesli na miejsce wsp6lrzednych
biezgcych x,y,2 wstawimy wspoirzedne danego punktu a,b,c:

(18) 8=|aCosa~+bCosp-+cCost—p|

Cwiczenia.
1. Znale$é réwnanie plaszczyzny, przesunigtej przez trzy punkty:
0,0,0); (1,23); (0,1, —1)

2, Znaledé réwnanie plaszezyzny, przechodzacal przez punkt (0, 0, 0)
i przez $rodki kul o réwnaniach :

2ty 2 x4y =0;
x4t afz=0

Geometrja Analityezna. 23
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3. Znale§é rownanie plaszezyzny, przechodzgcej przez punkt (1, 2, 3)

i przez prostg o réwnaniach
ox+ty+z=1;

By —y-b2=12;
znalesé kaly tej plaszezyzny z osiami.

4. Znale§é réwnanie plaszezyzny, przechodzgcej przez punkt (1, 2, —1)
i réwnolegle] do dwéch prostych, danych przez réwnania:

x+y=1; [ x—p=2%
2_;,:—2;:1; ‘2.\'—'—2{:-“-‘1‘

5. Znalesé réwnania dwéeh plaszezyzn réwnoleglych do siebie i przesu-
nietych przez proste dane:

j Y—p=1; j r+y=1;
| s4y42=0; | x—pte=2;
wyznaczyé odleglosé tych plaszezyzn.

6. Znale$é miejsce geometryczne punktéw, jednakowo odleglych od dwdéch
punktéw danych

Ay, p,2); B(xy, Y., 2s).

7. Znalesé miejsce geometryczne punkiéw, jednakowo odleglych od trzech
punktéw danych

Alxy, g, 1) B (xy, iz 22) 5 C (X5, Ysy 2).
8. Przez prosta, dang przez réwnania
x—p=1; 24 3z=2

przesungé plaszezyzne, ktéra tworzylaby z plaszezyzng x -y — z = 0 kat
ostry, mozliwie najmniejszy.

9. Dla jakich warto§ei na m dwie proste dane przez réwnania
r=2z+ m; r=z-42;
{ y=z—1; { y=mz+3
przecinajg sie ze sobg. _
10.  Znale&é odlegtosé punktu (1,2,8) od prostej, danej przez réwnania
2x—y=1; x-Ly—42=0.
11. Przez prosta o réwnaniach
x4+p=1; 2y —2=0

przesungé plaszezyzng, ktéra tworzylaby dany kat ostry ¢ z prosts, okredlong
przez réwnania

x—pgt+22=0; 2z — x =1,

Dyskusja istnienia rozwigzania,
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12, Z poeczgtkn uktadu wyprowadzié prosts, przecinajacg prosta dang
x4y =1; 4y — 2z =1
i réwnolegly do plaszezyzny 5x — y -+ 3z = 1.

13. Znale$¢ réwnania prostej, przecinajgcej dwie proste dane:

=2z +4+1 ' r=2z—1
D, D,
y=z-+2 ly=3z+1
i réwnoleglej do prostej_l trzeciej
& = M
§ A= 1

14. Znale$¢ rownania prostej, przecinajgcej trzy proste dane
Xo=uz:; J'.\':‘.Zz-i-l; [.t-——z—|—3;
.D1 D3 Dg
y =3z —1; |y = — = | =2 —1;
i réwncleglej do plaszezyzny o réwnaniu:
X —y—+mz-4+1=0,
Dyskusja istnienia rozwigzania ze wzgledu na m.

15. Dany jest kat tréjScienny, ograniczony trzema plaszezyznami o réw-

naniach :
x+y+z=0;
¥ =& =104
=03

wyznaezy¢ przeciecie sie plaszezyzn dwusiecznych katéw dwusciennych danego
kata trojsciennego.

16. Z punktu (0, 0, @) wyprowadzi¢ prosts, przecinajgca dwie proste:
lx:1: {.\':3z—|—1;
] z=0: y=2z—1
Dla jakich warto$ci na @ nie istnieje rozwigzanie ?
17. Jakg warto§é winien posiadaé parametr m, Zeby dwie proste
r=mz 4 1; X=z—m ;
{y=z+m;' {y:2mz+1,
przecinaly sie. Wyznaczyé wtedy réwnanie plaszezyzny przez nie przesunietej.

18, Znale§é miejsce geometryczne punktéw jednakowo oddalonyeh od
trzech danych prostych:

y=0; x=20; [ x=u;
I{ IT III
2 =0; g=20; l.\-:z.



