s

Przyklad 2. — Dany jest zwigzek
r=adinh,

przedstawiajaey, jak wiemy, koto.

/’ 0

Rys. 39.

Korzystajac ze wzoréw (6), mozemy wyrazi¢ Sin i r w zaleinoéel od
x i y, mianowicie bedzie

AT W
3"‘:4""’-‘52 2. Sinbt=+——"——:
Vx4 y%; t YR
podstawiajge te wyrazenia w rownanie dane, otrzymamy réwnanie krzywej we
wspolrzednych prostokgtnych

¥ityt=ay.
15. Réwnania parametryczne krzywej.

Przypusémy, iz wspélrzedne x i y punktu na plaszczyznie sg
okreSlonemi funkcjami pewnej zmiennej 7:

x=f(1)
y=15()

(7

kazdej wiec warto$ci zmiennej f (w pewnym przedziale) odpowiada
pewne polozenie punktu (x,y) na plaszczyinie; jeSli wielkogé ¢
zmienia si¢ w sposéb ciagly, wtedy odpowiedni punkt o wspoéirzed-
nych (x,y) opisuje tuk linji krzywej. Linja ta okreSlona jest wiec
analitycznie przez zwigzki (7); zmienna niezalezna ¢ zwie sig
parametrem, za§ zwigzki (7) zwg sie r6wnaniami para-
metrycznemi krzywej.



Zaznaczymy, iz okre§lenie zwykle krzywej w postaci zwigzku
bezpoéredniego

y=1(x)

jest szczegdlnym wypadkiem okreslenia krzywej przez réwnania
parametryczne, istotnie, zwigzek

y=f(x)
jest réWnowazny zwigzkom

x =1

y=r@

Wynikiem rugowania parametru / z dwéch réwnan (7) na-
zwiemy pewien zwigzek bezposredni miedzy wspéirzednemi w postaci

' 8) Fe,y) =0

ktory bedg spetnialy punkty krzywej, otrzymane ze wzoréw (7).
Poszukiwanie takiego zwigzku, to znaczy rugowanie zmiennej 7,
dokonywa si¢ w przykladach w ten sposob, iz zmienng ¢ wyzna-
czamy w zalezno$ci np. od x z pierwszego ze zwigzkow (7) i wsta-
wiamy otrzymane wyraZenie do zwigzku drugiego.

Przyktad 1. Mamy.
x=t41+4+1 y=21t—3
; : ; ; y-+3
aby wyrugowaé f, wyznaczamy ! z drugiego réwnania = Ty
i wstawiamy w pierwsze, wypadnie wtedy réwnanie drugiego stopnia
y'—4x-}+8y+19=0

Przyktad 2. Dana jest krzywa przez funkeje parametru

{ x=a t*+bt+te
g:ai t2+blt+ci

w tym wypadku, w celu wyrugowania parametru #, nie nalezy wyzna-
cza¢ go bezposrednio z jednego ze zwigzkoéw, gdyz to wprowadzi-
loby wyraZenia pierwiastkowe, niedogodne w rachunkach; aby wige
uzyskaé zwigzek, zawierajgcy ¢ tylko w potedze pierwszej, mno-
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zymy wyrazenia na x i y przez @, lub @ i odejmujemy, wypadnie

G x—ay=(@b—ab)t-+4(a,c—ac)

wyznaczajac za$ stad ¢ i wstawiajac do jednego z dwoch zwigzkow
danych, otrzymamy w prosty sposéb rdéwnanie danej krzywej,
ktére, jak widzimy, bedzie stopnia drugiego.

Przyktad 3. Mamy
x=acost y=asin!

w przypadkn funkeyj trygonometrycznych, rugujemy ¢, korzysta-
jac ze zwigzku cos’f -sin* =1, otrzymamy :

¥y =a’

to znaczy réwnanie kola o promienin «; parametr £ jest oczywiscie
katem, ktory tworzy promienn wodzacy danego punktu kola z osig Ox.

Jak widzimy z powyiszych przyktadéw, kazda para liczb
(x,y) wyznaczona ze zwigzkow (7) spelnia rezultat rugowania (8),
odwrotnie jednak, para liczb (x,y), spelniajacych zwiazek (8), moze
nie wynikaé ze wzoréw (7) dla zadnej wartosci na f, oznaczaloby
to geometrycznie, iz pewne punkty krzywej, odpowiadajacej ro-
wnaniu (8), mogg nie naleze¢ do fuku okreslonego przez zwiazki (7).
WeZmy np. zbiér punktéw okreslonych przez réwnania parame-
tryczne

(9)

[x=asint
|y=0bsint

rugujemy tutaj odrazu f, dzielae y przez x i otrzymamy zwigzek

a wiec punkty danego zbioru leza na linji prostej przechodzacej
przez poczgtek uktadu. Niewszystkie jednak punkty tej prostej
wynikaja z danych zwigzkéw (9), istotnie, jesli # przybiera wszel-
kie mozliwe wartoéei, to sin # waha sie od —1 do 4+ 1, a zatem
wspolrzgdna x waha si¢ od — a do+ a, za§ wspélrzedna y od — b
do + b. Wobec tego, zwigzkom (9) odpowiadaja tylko punkty od-
cinka prostej taczacego punkly (— a, — b) i ( + a, + b); widzimy
nadto, iz odpowiednio$é ta jest wielokrotna, zmieniajac np. w ré-
wnaniach (9) paramelr f od 0 do 2% osiggniemy kazdy punkt
wewnetrzny powyzszego odeinka dwukrotnie.
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Dla badania wlasnosci krzywych uzycie réwnan parametry-
cznych jest bardziej istotne i wygodne, lub nawet konieczne
w tych wypadkach, gdy rugowanie parametru f jest efektywnie
niewykonalne. Dogodno$é uzycia rownai parametrycznych jest
widoezna np. przy badaniu krzywych zamknietych; w rozwazanym
przykladzie 3-im punkt o wspélrzednych

x=acost
y=asint

opisze pelny okrag kola ‘o promieniu «a (rys. 40), gdy ¢ zmieniaé

y
M
2y
L )«
0 X
Rys. 40.

bedziemy od 0 do 2%; bezpoSrednie zas wyrazenie rzednej jako
funkeji odcietej o postaci

y=17r(x)
dotyczy¢ moze tylko punktéw jednego pélkola.

Okre§lenie krzywe] przez réwnania parametryczne jest tez
bardzo istotne z punktu widzenia kinematycznego. A mianowicie,
ruch punktu na plaszezyZnie jest w zupelnoSci okreslony, jesli
wspotrzedne (x, y) poruszajacego sie punktu sa okreglonemi funk-
cjami czasu 7:

x=f()

y=19 (1)

Zalezno$ei te okre$lajg zarazem postaé toru punktu; réwna-
nie tego toru w postaci zwigzku bezposredniego

Fix, 1) =10

mozna otrzymaé, rugujge czas f z dwéch zwigzkéw powyzszych.
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Nadmienimy jeszcze, iz krzywa mozna réwniez okre§li¢ ana-
litycznie, podajac wspolrzedne biegunowe jej punktéw jako funk-
cje parametru #

r=f@); b=9().

16. O przecigciu sie krzywych.

Niech beda na plaszezyZnie dwie krzywe o réwnaniach:
(19) F(x,y) =0; P(x,y)=0

Poszukiwanie punktéw plaszczyzny (x, y), ktéreby lezaly
jednocze$nie na jednej i drugiej krzywej, a zatem byly ich pun-
ktami przecigcia, oznacza¢ bedzie analitycznie poszukiwanie par
liczb (x, y), kléreby spelnialy jednoczes$nie obydwa zwigzki (19).
Zagadnienie takie znane jest w Algebrze pod nazwg rozwigzywa-
nia ukladu dwéch réwnan z dwiema niewiadomemi.

Badaniu punktow przeciecia dwdch krzywych odpowiada
zatem badanie ukladu dwéch réwnan z dwiema niewiadomemi.

Szczegétowem badaniem przypadkéw konkretnych zajmiemy
sie w nastepnych rozdziatach.

Przyklad 1. Znale§¢ punkty przecigcia dwdech krzywych, przedsta-
wionych przez rownania

yty=a; xy=1

Pierwsze réwnanie przedstawia linje prosts, przecinajaca osi wspdlrzed-
nych w punktach (a, 0) i (0, a), za§ drugie réwnanie — krzywsq, poznang
w art. 11. Wspdlrzedne punktéw przecigeia M, i M, (rys. 41), beds rozwigza-
niami ukladu réwnan

X~y =a;
xy=1;

rozwigzania te sg pierwiastkami réwnania

Z—az+1=0;

otrzymamy mianowicie
g ViB=0 oV A=1
HEaE——a——1 U= j_—lz—--—-;
T e | = e
_— a+ |/ a®—4 a a®—4
-“2—.4‘-';-:‘:‘_27‘ H =2 ﬂ—li_“'i

dwa punkty przecigcia istniejg wtedy, gdy o] > 2; dla a = + 2 istnieje jeden
tylko punkt, zas dla |a) < 2 niema punktéw przeciecia dwdeh krzywych.
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Rys. 41.
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Przyklad 2. Znales¢ punkty przecigeia sig kota x*--yi=1? 2 krzywa
xy =1 (rys. 42).
Zagadnienie sprowadza sie do rozwigzania ukladu réwnan :
x2fpt=r?
xy=1;

T

=
el M,

Rys. 42

Geometrja Analityczna. 4



otrzymamy stgd

24 o MV r—d.
_\‘2‘: —_— —2 : y-: 2— —
lub
.'» T T N 1 (e Ko
. 2 1'—4 . &, 4
xt=" +12 ; y== R

Pierwsza para liezb da nam punkty M, i M,', zas druga para — punkty
M,i My ;istniejg wiee cztery punkty przeciecia, gdy r = /2, za§ niema punktéw
przeciecia, gdy r == | 2; w przypadku szezeg6lnym, gdy r = I/ 2, dane krzywe
majg tylko dwa punkty wspdlne, powstate ze zjednoczenia punktéw M, M,
i M, M.

W Geometrji Analitycznej, oprécz punktéw o wspotrzednych
rzeczywistych, wprowadzamy niekiedy pojecie punktéw o wspol-
rzednych zespolonych, nazywajac je punktami urojonemi—sg to
pojecia tylko analityczne (para liczb zespolonych). — Punkty uro-
jone spotykamy w zagadnieniu przecigcia sie krzywych; np. mo-
zemy powiedzied, iz prosta o réwnaniu x--y=1ikrzywa xy=1,
podana w przykladzie 1-ym, przecinaja si¢ w dwéch punktach uro-
jonyeh, ktérych odciete s pierwiastkami zespolonemi réwnania

x?—x+41=0.

Podobnie wprowadzamy pojecie prostej urojonej, jako pojecie
analityczne, okre§lone przez réwnanie pierwszego stopnia ze wspol-
czynnikami zespolonemi; np. powiemy, iZ réwnanie

X yr=0 lub (x-yi)(x —yi)=0
przedstawia dwie proste urojone o réwnaniach
x+yi=0; x—yi=0; gdzie ’=—1.

Wprowadzenie elementéw urojonych oddaje nieraz duze ustugi
w rozwazaniach analitycznych geometrji.

17. O vukladzie krzywych.

Rozwazmy réwnanie krzywej, w ktérem wystepuje pewna
liczba statych wspélezynnikéw, wiec np. réwnanie

ax*—bxy+y*=0

ze stalemi wspélezynnikami a i b.
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Podstawiajgc na miejsce wspélezynnikéw ogélnych szereg roz-
nych wartoSci liczbowych w réwnanie dane, bedziemy otrzymy-
wali rézne linje krzywe

Loy iy, it

Rys. 43.

Jesli na miejsce wspdtezynnikéw w rownaniu z dwiema zmien-
nemi podstawiaé bedziemy wszelkie mozliwe warto§ci w pewnym
przedziale, lub, jak to sie méwi, jes§li warto§¢ wspétezynnikéw be-
dziemy zmieniali w sposdb ciggty, to otrzymamy nieskoniczony zbiér
krzywych na plaszczyznie zwany uktadem lub rodzing krazy-
wych. Krzywe danego ukltadu Igczy wspdlna cecha, a mianowicie
pochodzenie ich réwnan z tego samego 7rédla; poszczegélna
krzywa uktadu okreslona jest przez wartoéci liczbowe wspoiczynni-
kéw. Wpoélezynniki state w punktach danej krzywej, ktérych zmia-
na daje uklad krzywych, nazywamy parametrami ukltadu.

Jedli uklad krzywych otrzymany jest przez zmiane jednego
parametru, to nazywamy go jednoparametrowym; réwnania krzy-
wych ukladu takiego mozna napisa¢ w postaci réwnania, ktorego
lewa strona jest funkecja trzech wielkodei x,y i €, to znaczy

f(x,y,O’z-O

gdzie C jest parametrem uktadu.
Uktad, otrzymany przez zmian¢ wartoSci dwoch parametrow
stalyech C|i C, w rownaniu

fx,y,0,,C)=0

nazywamy dwuparametrowym i t. d.



WeZzmy np. zwigzek
gy —r=0

zmieniajgc parametr r, otrzymamy jednoparametrowy uklad kot
wspolsrodkowyeh.

Zwigzkowi y=mx-|-n z dwoma parametrami m i n, odpo-
wiada uklad wszelkich prostych na plaszezyinie (z wyjatkiem
réwnoleglych do osi Oy).

Uktad krzywych z jednym parametrem, przedstawiony przez
zwigzek

flx,y,C)=0

posiada te zasadnicza wlasnosé, ze przez dowolny punkt plasz-
czyzny (x,, y,) przechodzi wogdle okreslona krzywa danego uktadu.
Istotnie, poszczegélng krzywa uktadu okre§la warto$é liczbowa
parametru C, aby za§ krzywa, wybrana z danego ukladu, prze-
chodzita przez punkt (x,,y,), trzeba tak dobraé¢ C, aby réwnanie
krzywej bylo spelnione w punkcie (x,,y,), to znaczy, aby bylo

f(xo,5,,C)=0

warunek ten tworzy pewne réwnanie z jednag niewiadomg, z kto6-
rego wogéle wyznaczymy warto§¢é na C, a zatem i krzywa szu-
kang ukladu. Nalezy zastrzec, iz moze istnie¢ kilka rozwigzan
na C lub tez, w pewnych wypadkach, moze nie byé zadnego,
Scislej kwestje te mozZna rozpatrzeé tylko w konkretnych przypad-
kach. PowyZszg wlasno$¢ wyrazamy tez pogladowo w ten sposéb:
wuktad krzywych z jednym parametrem wypetnia plaszczyzne".

Przyktad., Wyznaczyé krzywa ukladu, przedstawionego przez réwna-
nie x*--Cy* —1=0, ktéra przechodzi przez punkt (3,2). Mamy warunel

34 Cc22—1=0,
stad

C = ——
szukana krzywa bedzie wiee miala réwnanie
1
t— e
X 5 P—1=0.

>

W uktadzie krzywych z dwoma parametrami mozna poszu-
kiwa¢ krzywych, spelniajgcych wogéle dwa dane warunki i t. d.
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Cwiczenia.

1. Naszkicowa¢ metodami elementarnemi krzywe, odpowiadajgce funkejom:

-
at-17

2. Znalezé réwnanie we wspohzednyeh biegunowyeh krzywej y = x?

obierajac punkt (0,0) jako biegun, za§ o§ Ox za 0§ biegunowa.

y=a% p=2-—1; p= PB=ux

8. Dane jest réwnanie kola x*4-y*=¢® Znalesé¢ réwnanie tego kola

we wspdlrzednych biegunowych, obierajge punkt ( ;, O)j:\ko biegun, zas$ o$
odeigtych jako o$ biegunowas.
4. Dane sg zwigzki
PO o Y S
ETEE BT IR
znale$¢ réwnanie lkrzywej.
5. Okresli¢ stopien krzywych algebraicznych, okreélonych przez zwiazki

Vx4V y=1;
)t g =1.

ROZDZIAEL IIL

ZAGADNIENIA DOTYCZACE LINJI PROSTEJ.

18. Réwnanie linji proste;j.

Polozenie dowolnej prostej D na plaszezyznie wzgledem
uktadu osi Oxy jest okresSlone w zupelnosci, jesli dany jest kat «,
ktory tworzy jeden z dwoéch zwrotow prostej z osig Ox i jesli
dane sa wspélrzedre (x,,y,) jednego punktu danej prostej M,.

Jeden zawsze z dwoch zwrotéw dowolnej prostej na plasz-
czyZnie tworzy z osia Ox kat zawarty w przedziale od 0 do =,
a drugi zwrot —kat w przedziale od = do 2= . Nadal, dla uprosz-
czenia, przez kat ', ktéry tworzy prosta z osig Ox, bedziemy
rozumieli kgt zawarty w przedziale od 0 do =.

Aby otrzymaé zwigzek miedzy rzedna y i odeieta x do-
wolnego punktu M danej prostej, zauwazmy, iZ miary rzu-
téw na osi wspélrzednych wektora M, M, laczgcego punkt staly
M, (x,,y,) z punktem dowolnym prostej M(x,y) wynoszg (rys. 44)

xX—x, i y—yo



