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w punkeie (1, 2) i do osi Ox. [Nalezy napisaé, i érodek kola lezy na normal-
nej do elipsy w punkeie (1, 2)]. —

8. Znaleéé réwnanie kola, przechodzicego przez punkt (3,1) i stycznego
w punkeie (1, 2) do elipsy

3 Ly ="

0. Dowie§é, iz powierzchnia rdéwnolegltoboku, opisanego na elipsie,
jest stala.

10, Znale§é réwnanie elipsy, kiére] ogniskami sg dwa dane punkty
(e, 0) i (—e, 0) i ktéra przechodzi przez punkt (xg, go).

Dyskusja.

11, Normalna w dowolnym punkeie elipsy przecina osi elipsy w punk-

tach Pi @ Wyznaczyé miejsce geometryczne punktow przecigeia réwnoleglych
do osi, poprowadzonych przez punkty Pi Q.

ROZDZIAL XL

WEASNOSCI SZCZEGOLNE HYPERBOLI.

57. Promienie wodzgce hyperboli.

Aby otrzymaé¢ pewne wilasnosci hyperboli o réwnaniu
(1) =P

zwréémy uwage na rachunki, ktére doprowadzily nas do wiasnosci
elipsy i zmieiimy je, podstawiajac — b’ na miejsce b

B M (x, y)

M)

A oM M

Rys. 100.
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Wiemy, iz ogniska #, i #, hyperboli (1) lezg na osi Owx,
przecinajacej te hyperbole, w odleglo$ci

(2) e=ya’--b |
od $rodka (rys. 100). Sprawdzamy bezpoSrednio, iz odleglosé

punktu hyperboli M (x,y) od punktéw F, (¢,0) i F,(—=¢,0) wyraza
sie wymiernie w zaleznogci od ., mamy bowiem:

=)/ =) G et

MF,= ]/y” ;{;_(x-—l— c)_‘-‘_z l/%{i\ “+2cx —|—- aé

a stad wypadaj&lwyrnienia wymierne dla promieni wodzgcych:

|
. __|e ;
MF=|-x—a|=|ex—a|
a ,

(3)

|
ME"_‘(il ]—a‘__|;,1 -a
gdyz Z rowna sie mimo$rodowi hyperboli .

Poniewaz 'ex| = a, wige, odejmujac wyrazenia (3), otrzymamy
(4) ] MFE,—MF =2a
Hyperbola jest wiec miejscem geomelrycznem punkitow, dla

ktorych réznica odleglosci od dwdeh ognisk jest wielkoscia stalg
i rowng osi rzeczywistej 2 a.

58. Styczna i sieczna hyperboli.

Podstawiajgc we wzorach'(10) i (13) artyknlu 55-go na miejsce
warto§ei —b* warto§¢é — b*, otrzymamy wspélezynnik katowy m
styeznej do hyperboli w punkeie (x,y)

) i X
ay
i rownanie stycznej w tym punkcie

(6) _X_-"'_E-‘L’=1

a’ b*

symbole (X,Y) oznaczajg wspolrzedne dowolnego punktu slycznej.
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Z réownania hyperboli wynika, iz

.1"-’_.9:9_}_(:9‘
y= by

a wige dla kazdego punktu hyperboli, wartosé bezwzgledna sto-

SRR S 3
Xi=—p*tla’
7 o

sunku jest wieksza od =
i b

Na podstawie tej wlasnoSei, wnioskujemy, iz warlo§é bez-
wzgledna wspolezynnika katowego m stycznej do hyperboli, danego

przez wzor (b), jest zawsze wieksza od 2, t. j. od wspdlezynnika
katowego asymptoty (rys. 100):

b
(7) mi=>-

Poznamy teraz jeszcze pewna grupe wilasnosei stycznej do
hyperboli, wynikajgcych z jej réwnania (6).

WEASNOSC 1. Styezna do hyperboli jest dwusieczng kata,
zawartego miedzy promieniami wodzgcemi punktu stycznosci.
Wystarezy wykazaé, podobnie jak dla elipsy, iz styczna w punk-
cie M(x,y) dzieli odeinek F, £, laczacy ogniska, na dwa odcinki
F,Ti TF,, proporcjonalne do promieni wodzacych £, M i F) M. Wy-
znaczmy wiec odeieta O7T punktu przecigeia sig 7 slycznej
w punkcie M z osig Ox; wstawiajgc Y=0 w rdéwnanie stycznej

(6), mamy ’
a’

X

X=0T=

Il

stad ‘ _
F,T=c+ O_Tzc—l—i
A

wiee, wedlug wzoréw (3),

y
RT_°Tx _|exta| MP,

TF, ,_¢a lex—a| MF/
X
prosta M T jest wigc dwusieczna kata przy M w tréjkgcie F, M F,
(rys. 100).
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WEASNOSC 2. Punkt stycznosci jest srodkiem odcinka
stycznej do hyperboli, zawartego migdzy asymptotami.

Niech N, i N, oznaczaja punkty przeciecia si¢ z asymptotami
stycznej w punkeie M (x, ) do hyperboli (rys. 101). Zamiast szukaé
punktéw przecigcia si¢ z kazdg asymptoty oddzielnie, praktyczniej
jest wziaé pod uwage réwnanie zespotu asymptot

XQ Yﬂ
e
® o
Qi
b'
N, Py
M (x,y) X
(0]
N
P,
Q3
Rys. 101,

i wyznaczyé liczby (X, Y), spelniajace jednocze$nie to réwnanie
i rOwnanie stycznej

Xx }’_’q___1

a’ b

w punkcie M(x,y). Wyznaczajac Y z réwnania stycznej i wsta-
wiajgc otrzymane wyraZenie w réwnanie zespotu asymptot, otrzy-
mamy roéwnanie drugiego stopnia

9) X —2xX+a*=0
ktorego pierwiastkami X, i X, sa odcigte punktéw przeciecia N, i N,
danej stycznej z asymptotami. Z réwnania (9) mamy dla polowy

sumy jego pierwiastkéw wartogé

(X +X)=wx

bo | =

a to oznacza, ze $rodkiem odcinka N, N, jest punkt hyperboli M,
0 wspétrzednych (x,y) c. b. d. d.
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WEASNOSC 3. Styczna do hyperboli i asymptoty ograni-
czajg trojkat O N, N,, ktorego pole jest stale.

Wilasno$é ta wynika natychmiast z uwagi, iz iloczyn pier-
wiastkow réwnania (9) jest staty:

(10) X, X,= a®

Istotnie, wedlug wzoru na str. 25, pole tréjkata O N, N, ma
warto§é

1
S=5|X, h—X7,

ale rzedne Y, i Y, punktéw N, i N,, na zasadzie rownai asymptot
b

Y=' i 37 -X:
a
wyrazaja sie w ten sposéb:
YIZ‘QXH Y2=_‘QX2
a a
stad
a

a wiec, wedlug wartosci (10),

S=uab

WEASNOSC 4. Jesli punkt hyperboli oddala sig nieskoriczenie,
fo styczna w tym punkcie dazy do asymptoty odpowiedniej gatezi.

Napiszmy réwnanie stycznej do hyperboli w punkcie (x,y)
w takiej postaci:

[}

2 X_b_2
) J

Jegli punkt (x,y) oddala sie nieskoriczenie po hyperboli,
wtedy mamy, wediug réwnania tej krzywej,

b

Y=
a

3

1im5‘f—11m[ a_ 4 l__,._
l]mﬁ- =0
=

a wiec rzedna stycznej ¥, odpowiadajaca odcigtej X, dazy do wartosci

Y=okl
a
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to znaczy do rzednej odpowiedniej asymptoty c. b. d. d. Na pod-
stawie powyzszej wtasnosci, mowimy tez, iz ,,asymptota jest styczng
do hyperboli w punkecie w nieskoneczonosei®.

WLASNOSCI SIECZNE.J. Zbadajmy przeciecie sie prostej

y=mx-n
7 hyperholg
X - [/ 1

-

a* b

Odciete punktéw przecigeia winny spetniaé réwnanie

x*  (mx—-n)P* __
a’ b’ =1
lub, po uporzgdkowaniu,
(10) B—am)x*—2mna*x— (n*+ 6% a*=0

Powtarzajac dobrze znana dyskusje, widzimy, iz, w razie,
gdy 0*—a’m®=~0, prosta dana przecina hyperbole w dwdch
punktach rzeczywistych; lub urojonych, albo jest do niej styczna,
zaleznie od tego, czy wyr6znik réwnania (10)

-0 —a* m*

jest dodatni, ujemny lub réwny zeru.
Jesli zas :

b — a*m? =0,

lub .

m =j-b
(45

prosta jest réwnolegta do jednej z asymptot danej hyperboli
1 wtedy, wedlug réwnania (10), przecina hyperbole tylko w jednym
punkcie pojedyriczym, gdy n=0, lub wecale, gdy n=0— wlasnosé
te znamy juz z art. 45,

Przypus§émy, iz prosta dana przecina hyperbole i zbadajmy
potozenie tych punktéw przeciecia wzgledem punktéw przeciecia
danej proste] z asymptotami. Ot6z, odciete punktéw przeciecia
P, i P, (rys. 101) prostej y=mx-}n z hyperbolg sa pierwiast-
kami réwnania '

(11) x*_ (mx—-n)y
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za$, ze wzgledu na réwnanie (8) zespolu asymptot, odciete punk-
tow przecigcia Q, i Q, tej same] prostej y = mx--n z asympto-
tami sa pierwiastkami réwnania

12) x; (m.r;— ny? —

Ale rownania drugiego stopnia (11) i (12) rodznig sie tylko
wyrazem, niezawierajacym niewiadomej x, a wiee suma pier-
wiastkow rownania (11) rowna sie sumie pierwiastkow réwnania
(12), to za§ oznacza geometrycznie, ze srodek odcinka P, P, jest
Jjednoczesnie Srodkiem odeinka @ Q,, (rys. 101), stad wynika
wtasnosé nastepujgcea. -

TWIERDZENIE. Odcinki P,Q, i P,Q,, zawarte miedzy
punktami przeciecia sige dowolnej prostej z hyperboly [ jef
asymptotami sq sobie rdwne.

Zakladajac, iz odcinek P, P, dazy do zera, otrzymamy z tego
twierdzenia, udowodniona juz poprzednio w sposéb bezposredni,
wilasno§é stycznej, a mianowicie, iz punkt slycznoSci jest srodkiem
odcinka stycznej do hyperboli, zawartego miedzy asymptotami.

Rys. 102,

7 powyisze] wlasnosci siecznej wynika prosty sposob kon-
strukeji dowolnej liczby punktéw hyperboli, gdy dane sg jej
asymptoty i jeden jej punkt. Jedli mianowicie przez dany punkt M
poprowadzimy sieczne, przecinajace asymptoty w punktach @i @ ,,
to, odmierzajac na kazdej siecznej od punktu dalszego @, w odpo-
wiednim kierunku odcinek @, M; réwny odcinkowi €, M, otrzy-
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mamy nowe punkty hyperboli M, (rys. 102). Stad tez wynika
konstrukeja stycznej w punkcie M: nalezy przez punkt M po-
prowadzi¢ taka prosta, aby ten punkt stal si¢ Srodkiem odcinka
Q, Q,, zawartego miedzy asymptotami. '

59. Zagadnienia.
ZAGADNIENIE 1. Znales¢ rownanie stycznej do hyperboli

mi H-
I
|
2|
I
e

=]

réwnolegtej do danej prostej y = mx. Réwnanie szukanej stycz-
nej winno mieé postaé

y=mx-+n

Aby wyznaczy¢ stalg n, wystarczy zastosowaé otrzymany
w poprzednim artykule warunek stycznosci

4+ —am=0
stad mamy

i réwnania dwé6ch zgdanych styeznych

y=mx+yam'—p’

Rys. 103,
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rozwigzania te istniejg, jesli dany wspétczynnik katowy m spelnia
warunek

| = b
lm|>—
a

to znaczy, jesli jego warto$¢ bezwzgledna przewyzsza wspétezyn-
nik katowy asymptoty -%- (rys. 103).

ZAGADNIENIE 2. Z punkiu danego P (x,, y,) wyprowadzic
styezng do hyperboli

x _y_

AR =

a’ b

Podobnie, jak dla elipsy, zagadnienie moZna rozwigzaé dwie-
ma metodami: 1°) poszukujac wspdélrzednych punktu stycznoSei,
2% poszukujac wspoblezynnika katowego styczne]. RozwigZemy za-
gadnienie pierwsza metoda; ot6z, piszac, iz styczna do hyperboli
w nieznanym punkcie M (x, y) winna z zaloZenia przechodzi¢ przez
dany punkt P(x,y,), mamy zwigzek nastepujacy:

X3 YYo _
13) = — =t

ktory, tacznie z réwnaniem danej hyperboli

w
[

/)
b

(14) e

— Iy
a

L3
[}

tworzy uktad dwoéch réwnan, dla okreslenia dwéch niewiado-
mych (x, 7).

Y
.' b Mx, yl
] !
_; P .i X
| o \r> y
I \
) \
‘\
: + M,

Rys. 104.
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Zbiér wszystkich punktow (x,y), spelniajgcych tylko réwna-
nie (13), tworzy linje prosta, ktéra zalezy od polozenia danego
punktu P(xo, yo) 1 zwie si¢ jego biegunowq.

Szukane punkty styczno$ci M, M, sa wigc przecigeiem biegu-
nowej (13) z hyperbola (14).

Zalézmy wpierw, iz 170, wtedy z rownania (13) mamy

_b*x, b .
I =ay," "y’

podstawiajac te wartosé¢ w rownanie (14), otrzymamny, dla wyzna-
czenia odeciete] punktu stycznogci, roéwnanie kwadratowe

5; o(B B} g (145 e
(15) ¥ (ﬂ2 b'-‘) 2x,21 114 pr) @' =0

ktérego wyrdznik ma wartosé

5 -__4f%W%i_gﬁ_)
(853 = -b* a’ 2

Jesli wiee punkt P(x,,y,) spetnia nieréwnogé

' LOM
(16) p & =0
to znaczy, gdy lezy w czesci plaszczyzny, zawarte] miedzy gale-
ziami hyperboli, wtedy z punktu tego mozna wyprowadzi¢ dwie
styczne do hyperboli, z wyjatkiem wypadku, gdy punkt P lezy
na jednej z asymptot (rys. 104), wtedy bowiem

S

e pi 0

i rownanie (15) wskazuje na istnienie jednej tylko stycznej; bie-

gunowa (13) jest wtedy réwnolegta do asymptoty odpowiedniej.
Jesli punkt P lezy na osi Ox (y,=0), wtedy réwnanie (13)

daje odrazu warto$¢ odeietej punktu styceznoéei

a
x(l

X =

i, jesli [x,|<<a, to wtedy z réwnania hyperboli otrzymamy odpo-
wiednie dwie wartosei rzednej

yr—'ib] %——1
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a wiec istnieja tez dwie styczne do hyperboli, wychodzace
z punktu (x,,0); wyjatek stanowi $rodek hyperboli (0, 0),
z ktérego stycanych rzeczywistych ani urojonych wyprowadzié
nie mozna.

Nadmienimy wreszcie, iz z punktéw pozostalego obszaru
plaszczyzny, okreSlonego przez nieréwnosé

2 2
s
stycznych rzeczywistych do hyperboli nie mozna wyprowadzié.
Cwiczenia.
1. Znale&é¢ réwnanie hyperboli, ktérej asymptotami sq proste y = == 2x
i ktéra przechodzi przez punkt (2, 3). Wyznaczyé dlugosé jej osi i mimosréd.
2. Z punktu (1, 2) wyprowadzi¢ styczng do hyperboli
2 — 3yt = 1,
3 Znalesé¢ réwnanie stycznej do hyperboli
xp = k
w punkeie (x, y).
4. Z punktu (— 1, 2) wyprowadzié styezna do hyperboli xy = 1.

5. Dany jest ukiad elips, o réwnaniu w postaci
x: )
s+ 9 =1,
i

stycznych do prostej x - y = 1. Wyznaczy¢ miejsce geometryczne punktow
przeciecia sie styeznyeh w wierzcholkach tych elips. !

6. Znale§é réwnanie lola, ktérego érodkiem jest punkt (0, 1) i ktére
jest styczne do hyperboli
2xt* — pr =1,
7. Znalesé rownanie kola, ktore przechodzi przez poczatek ukladu
stycznie do osi Ox i ktére jest styczne do hyperboli

-2 2
X - _ 1.

at b

8. Znalesé miejsce geometryezne punktéw, z ktéryeh styczne, wyprowa-
dzone do hyperboli, sq wzgledem siebie prostopadle. Dyskusja.

9. Znalesé miejsce geometryezne §rodkéw kél styeznych do dwdéeh kdél
danyeh (Odp.: hyperbola).

10. Z punktu (x,,0) wyprowadzi¢ normalng do hyperboli

Dyskusja.

Geometrja Analityezna 14
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11. Elipsa i hyperbola, majgee wspdlne ogniska, przecinajg si¢ pod ky-
tem prostym.

12. Dany jest uklad krzywych

X v
IS e — ¥ 1'
gdzie ) jest parametrem zmiennym.

1) Dowiegé, iz réwnanie to przedstawia ukiad elips i hyperbol
wspologniskowych.,

2) Wykazaé, iz przez dowolny punkt plaszezyzny (x,, y,) przecho-
dzi jedna elipsa i jedna hyperbola powyZszego ukladu.

18. Prosta zmienna tworzy z dwiema prostemi stalemi tréjkgt o stalem
polu k% Znale$é miejsce geom. $rodlkéw odeinkéw tej prostej, zawartych mie-
dzy prostemi stalemi.

14. ZnaleS¢ ogniska hyperboli xy = k%
15. Znale§é réwnanie kola stycznego do hyperboli i do jej asymptot.

16. Dowie$é, iz przez dowolny punkt hyperboli M przechodzy dwa kola
styczne do jej asymptot, ktérych odleglo§é Srodkéw ma wartosé stala, nieza-
leing od poloZenia punktu M na hyberboli.

ROZDZIAL XIIL

WELASNOSCI SZCZEGOLNE PARABOLI.

60. Wtasnosci stycznej do paraboli.
Niech bedzie réwnanie paraboli
Py=2px

ktérej wierzchotkiem jest poczatek O, zas osig symetrji 0§ odcie-
tych Ox.

Wiemy, iz ognisko F tej paraboli znajduje si¢ na dodatniej
czeSei osi Ox w odleglosci % od wierzcholka O, za$ po przeciwnej

stronie, w tej samej odlegltosci %. znajduje sie kierownica D.

Jak wiadomo, dla dowolnego punklu paraboli zachodzi wkasnosé

2 MF=MQ

gdzie Q Jest spodkiem prostopadlej, spuszezonej z punktu M na
kierownice.



