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53. Rozwazmy ukiad parabol, ktérych ogniskiem jest staly punkt F
i ktére sg styczne do stalej prostej D. Znaleéé miejscs geometryczne wierz-
chotkéw tych parabol. -

54. Niech bedzie uklad hyperbol réwnoosiowych, przechodzgeych przez
koiice érednicy stale] AB danego kola i przez konce dowolnej cieciwy tego
kola CD, réwnoleglej do AB. Znale§é miejsce geomelryczne wierzcholkéw
i cgnisk tych hyperbol.

ROZDZIAL XVIII.

PRZEKSZTALCENIA KRZYWYCH.
75. Uwagi ogélne.

Je§li kazdemu punktowi M krzywej C na plaszczyznie pod-
porzadkujemy punkty M’ tej plaszezyzny, wedlug pewnego pra-
wa, to otrzymamy zbiér punktéw, tworzacych pewng linje C',
ktéra nazywamy przeksztatcong krzywej C. Je§li wspolrzedne
punktu przeksztalconej M’ (x',y’) zaleza tylko od wspéirzednych
punktu M(x,y) krzywej danej, a wieec, jeSli przeksztatcenie okre-
slone jest przez zwiagzki o postaci

x'=f(xy
(1)
y'=9¢(xy)

to przeksztalcenie nazywamy punkfowem,
Okreflajac ze zwigzkow (1) wspoéhrzedne x i y w zaleznoSci
od x’ i y’, otrzymamy funkcje

2) x=fi(x,y); y=ao.",y);

ktore okreslaja przeksztatcenie odwroine wzgledem przeksztat-
cenia (1).

Rozpatrzmy teraz szczegélne typy przeksztalcen.

76. Jednoktadnosé.

Przeksztatcenie nazywamy jednoktadnoscia, jesli punktom M pod-
porzgdkowujemy punkty M’, lezgcenatej samej osi OM, wychodzg-

Geometrja Analityczna 18
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cej z pewnego stalego punktu O (biegun przeksztatcenia), takie, iz
miary wektoréw OM' i OM sa wzgledem siebie proporcjonalne,
a wiec

(3) OM =k.0D

gdzie k oznacza pewien czynnik staly.

Jesli biegun O obierzemy jako poczatek ukladu, to zwigzki (1)
beda w danym wypadku takie:

X =rhrx
4) '
y'=ry

Jednokladno§é zachowuje stopien réwnania krzywej, katy
figur przeksztalcanych, réwnoleglosé prostych i stosunki odcinkow.

77. Przeksztalcenie przez promienie odwrotne.

W przeksztatceniu przez promienie odwrotne punktom M
podporzgdkowujemy punkty M’, lezace na tej samej osi, wycho-

y
M
M i
' Y
v i
i i X
0 ]| |
<!
Rys, 124,

dzacej z pewnego stalego punktu O (bieguna), dla ktérych miary
promieni O M i OM' sg odwrotnie proporcjonalne, a wiec

oM =

-

gdzie & oznacza dany czynnik staly.
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JeSli obierzemy biegun jako poczatek ukladu, to zwigzki (1)
bedq mialy w obecnym wypadku postaé

x':OM'-%fz _,kx =

®) x4y
g — oY RY

oM x4y

za$ zwiazki odwrotne postaé identyczng

kx'

= =51 7%
(5!) ‘ xh'{"y -
| ye k0
y'_ x!:!_'_yr_g
Jesli wiec zwigzek
fx,y)=0

jest rownaniem krzywej danej, to zwigzek

! kx' ky'
) x'2+yf2 ? xf:!__l__y.!'i

bedzie réwnaniem krzywej przeksztalconej przez promienie od-
wrotne.

Zwykle jednak, w zagadnieniach przeksztatcania przez pro-
mienie odwrotne, wygodniej jest uzywaé¢ wsp6irzednych bieguno-
wych, obierajgc biegun przeksztalcenia O jako biegun uktadu.
Jedli mianowicie promienn wodzgcy OM=r punktu krzywej danej
jest okreSlona funkejg amplitudy

r=1(9),

to promienn wodzgcy p=O0 M’ punktu krzywej przeksztalconej
bedzie uzalezniony od amplitudy w ten sposéb:

k

P=T6)

Gdy jeden z punktéw M, M’ oddala si¢ nieograniczenie, to
punkt odpowiedni dazy do bieguna O.

ZAGADNIENIE 1. Przeksztalcic prosta przez promienie
odwrotne.

=0
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Obierzmy biegun przeksztalcenia O jako biegun ukladu, za$§
prostopadty s,, wyprowadzong z bieguna do danej prostej D, jako
0§ poczatkowa. (rys. 125).

M (r, 8]
Ml
?
k \
e. a ;i So
0 —
D
Rys. 125,

Promien wodzgey dowolnego punktu M na danej prostej D zalezy
od amplitudy € w ten sposéb:

a

" cosf

a zatem promiefi wodzacy ¢ punktu przeksztalconej M’ bedzie

S’:{z-:[f cos B,
r a

Przeksztatcona jest wige kotem, przechodzacem przez bie-
gun O i opisanem na odcinku E ,jako 'na $rednicy (rys. 125).

ZAGADNIENIE 2. Przeksztatcié koto przez pr omienie od-
wrotne.

Niech poczatek ukladu Oxy bgdme biegunem przeksztatce-
nia, za$§ zwigzek

(6) A +y)+Bx-Cy+ D=0

rownaniem dowolnie danego kola.
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Podstawiajac w réwnanie danego kola wyrazenia (5) na
miejscu wspéirzednych x i y, otrzymamy réwnanie krzywej prze-
ksztalconej w tej postaci:

(M AR*+Bhx'+Chy +D(x*+y*=0

skad wysnuwamy wazny wniosek, iz przeksztatcona kota przez
promienie odwrotne jest rowniez kotem.

Jesli w rownaniu (6) kota danego znika wyraz staly D, to
znaczy, iz kolo dane przechodzi przez biegun przeksztalcenia O,
witedy krzywa przeksztatcona (7) jest linjg prosty.

Jesli za§ w réwnaniu danem (6) znika wspélezynnik A:

A=0; D0,

wtedy réwnanie to przedstawia linj¢ prosta i odwroinie, krzywa
przeksztatcona (7) bedzie kotem, przechodzgcem przez biegun
przeksztatcenia, zgodnie z otrzymanym juz wynikiem zagadnienia
poprzedniego.

ZAGADNIENIE 3. Przehsztatei¢ przez promienie odwrotne hyperbolg
rownoosiowyg
¥ -yt =,
obierajge &rodek jej jako biegun.

Mir, 6l

Rys. 126.
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Niech (r, 1) bedq wspélrzednemi biegunowemipunktu hyperboli M; wtedy

r* Cos® # — r* Sin* 0 = «?
i stad
a‘_‘
=
Cos 26

Promieii wodzacey p punktu przeksztalconej M’ bedzie

k

P:'F|

a zatem réwnanie biegunowe przeksztalconej ma postaé
T
{8) = EE Cos 20

Gdy punkt M oddala sie nieograniczenie, wtedy punkt M’ dgiy do érodka O,
istotnie widzimy, ze gdy 6 dgzy + -I—, to p dazy do zera. Krzywa posiada punkt

podwéjny O i jest symetryezna wzgledem osi; z okreslenia stycznej wynika, iz
asymptota hyperboli, jako graniczne polozenie siecznej OM’, jest styczna do
krzywej otrzymanej w punkcie 0. Krzywg otrzymana nazywa sie lemnishata
Bernouilli’ego (rys. 126). Jest ona réwniez miejscem geometrycznem punkiow,
dla kidrych iloczyn odlegtoSci od pewnych dwdch staltych punkicw F, i F.
Jjest staly i rowny kwadratowi potowy odcinka, {aczacego le punkly. Istotnie,
niech bedg dwa punkty stale F, (m, 0) i F. (—m, 0) (rys. 127), wtedy mamy
dla punktu krzywej M':

M'F?* =g 4 m* — 2pm Cosb;

M'F} = ¢* 4+ m* +.2pm Cosf:

m
Rys. 127.
jesli wiee winno byé
MF, - MF, = m*

to wiedy
(p* + m*)* — 4p*m* Cos®l = m?,

stad wypada réwnanie
(8) ¢ = 2m* Cos20
o postaci (8).
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ZAGADNIENIE 4. Przehkszlalcié przez promienie odwroine stothowg, okre-
$long przez zwiazek

P

T 1< Cos’

obierajgc ognisko jako biegun. Otrzymujemy odrazu dla promienia wodzgcego

p= :% punktéw przeksztalconej wyrazenie

k k ke
9 N == = — 1 [
9) I - p-—[—pCosJ

So

Rys. 128.

Dla dwéeh przeciwnyeh kierunkdéw 0 1 § -4 =, promien wodzgqey (9) pray-
biera warto$ei
ke k
(9") = 4 (—— Cos 4 - )
f P p
Zgodnie z umowg na str. 27 wzér ten stosowaé mozemy réwniez dla
p < 0. Widzsimy natychmiast stad, iz punkty krzywej otrzymamy przy pomocy
prostej konstrukeji geometrycznej: mianowicie sktadnik

—k—i- Cos i
P

jest dlugoseia cieciwy 04 w kole o §rednicy

ke
a= —,

p

tworzacej kat § ze érednica, odkladajac wiee w obu kierunkach od konea cig-
ciwy A odcinek staty

b :-k

i
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otrzymamy punkty krzywej M’ i M'', odpowiadajgce katowi O i =—-0 (rys. 128);
zmieninjq_u teraz kgt / od — ~;— do + ;, otrzymamy w ten sposéb wszystkie

punkty, odpowiadajace zwigzkowi (9).

Jegli ¢ < 1, to znaczy, gdy krzywa dana jest elipsg, wtedy p nigdy nie
jest zerem i krzywa (9) obejmuje biegun, nie przechodzge przez niego.

Jegli = = 1, toznaczy w przypadku hyperboli, p staje sie dwa razy zerem
i krzywa przeksztalcona posiada punkt podwdéjny O, w ktérym krzyiujg sie
gala7 zewngtrzna z galezig wewnetrzng, odpowiadajgce blizszej i dalszej galezi
hyperboli. Punkt podwéjny odpowiada oczywiscie , punktom w nieskonczonosci”
hyperboli (rys.128) i dwie styczne w tym punkeie do krzywej sg réwnolegle do
asymptot hyperboli. Krzywa (9) nazywa sie §limakiem Pascala.

W szezegélnym wypadku paraboli (¢ = 1), krzywa przeksztalcona bedzie
miala r6wnanie o postaci

p=a -4 a Cosl,

jej promienie wodzq(.:e réznig sie wiec od promieni wodzgcyeh kola o $rednicy
a o staly odcinek, réwny tejze Srednicy «. Krzywa nie posiada galezi we-
wnetrznej, leez tylko ostrze w punkeie O; nazywa sig ona kardioida.

78. Krzywe spodkowe.

Prowadzge ze statego punktu O (bieguna) prosfopadte do siyeznych
« punktach M krzywej C, otrzymamy zbiér spodkéw prostopadtyeh M’, ktére
utworza pewng krzywa przeksztalcong €', t. zw. ,spodkowa” (podaire) krzy-
wej C (rys. 129).

C'

Rys. 129,

Przeksztalcenie to nie jes! punkifowe, albowiem polozenie punktu M' za-
lezy nietylko od poloZenia punktu M, ale i od stycznej w tym punkeie.

Przyklad Zastosnjmy przeksztalcenie powyzsze do paraboli
¥ =2px,
obierajge wierzcholek paraboli, jako biegun O.
Styezna w punkeie M(x, y) ma r6wnanie

Yy = p(X + x)
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zaé prostopadla OM', spuszezona na te styezng, ma réwnanie

y=-—¥x
P

rugujae x i y ze zwigzkdw powyiszych, otrzymamy rdéwnanie przeksztalconej

s 22X
L 2X 4 p°
lub

2X (X! 4 Y*) 4 pY? =

L

Rys. 130.

gdy X dgzy do — P—, to ¥ wzrasta nieskonczenie, kierownica jest wiee asymp-
totg krzywej; nadmienimy, iz krzywa posiada ostrze w punkeie O (rys. 130).
Réwnanie biegunowe krzywej bedzie takie:

__pSin*l _ p

2 Cosb 2 Cos

- £ Cos f,

p= 5

promien wodzgcy punktu krzywej jest wie¢c réinicg miedzy promieniem wo-

dzgeym punktow asymptoty X = —% i promieniem wodzgcym kota o Srednicy ‘; )

ktére przechodzi przez O i jest styczne do tej asymptoty. Krzywa otrzymana
nazywa sie cissoida Dioklesa.
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79. Przeksztalcenie przez biegunowq wzajemnaq.

Niech bedzie stozkowa podstawowa § i dowolna krzywa C. Kazdemu
punktowi M krzywej C podporzqdkujmy biegun M’ stycznej (b) w punkcie M
do krzywej C, wzgledem stoikowej S. Zbiorowi stycznych do € odpowiadaé
wige bedzie zbiér biegundw M’, tworzgcych pewng krzywa €', zwang prre-
kszlatcong przez biegunowa wzajemna. Przeksztalcenie to ma tg ciekawy

Rys. 131,

wlasno§é, Ze jest identyczne ze swoim odwrotnem; wykazemy bowiem, iz
odwrotnie, punki M jest biegunem siycznej (b') w punkeie M' do krzywej C'.
Istotnie, wezmy dwa punkty M i M, krzywej C i odpowiadajgce im dwa punkty
M"i M, krzywej C' (rys. 131). Punkty M’ i M, sg biegunami stycznych
w punktach M i M,, a wiec sieczna, tqczgqca punkty M’ i M," jest biegunowsg
punktu przeciecia N tych stycznyeh., W granicy, gdy M, dazy do M, sieczna
M'M' dasy do stycznej (b') w punkeie M, za$ punkt N dazy do M; wiec
punkt M jest biegunem stycznej w punkeie M’ do C'.

Wlasno&é te mozna udowodnié réwniez analityeznie. Jako stozkows pod-
stawowyg S weZmy np. parabole

x? =32y,
Réwnanie biegunowej dowolnego punktu (x', y') plaszezyzny ma wtedy postaé
Xx! =¥ yii

Aby punkt (¥, y’) byl biegunem styeznej
_ dy
Y—y=-2(X—2x)

w punkcie (x, y) do kraywej o réwnaniu y = f(x), trzeba i wystareza, Zeby
jego wspélrzedne mialy wartosei

' dy dy
10 = 24, V=t
(19) * dx' ¥ =% 9
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wzory te okreslajg analityeznie przeksztalcenie przez biegunows wzajemng.
Rézniezkujge wyrazenia (10), mamy

ay' LAy dy  dy
dy' (d-\‘-) Y@zt ¥ dx — dx

ax’ " fdxt\ d*y -
dx dx*

stqd wynikaja zwiazki

! dI!
R S

' oo Gl
(109 . dx

= '’

ktore wyrazaja wlasnosé, wykazang poprzednio, iz odwrotnie, punkt (x,y) jest
biegunem stycznej w punkeie (x’,y’) do krzywej przeksztalconej.

W przypadku przeksztalcenia przez biegunows wzajemna krzywej dru-

giego stopnia, zbyteczne jest stosowanie wzoréw (10), zagadnienie rozwigzuje

sig bowiem w spos6b prosty przy pomocy metody, wskazanej juz w rozdziale
poprzednim (zagadnienie 9 na str. 264).

Cwiczenia,

1. Przeksztaleié przez promienie odwrotne parabole, biorae wierzcholek
jako biegun.

2. Znale$é spodkowsg kola, biorge jako biegun jeden punkt tego kota.
3. Znalesé spodkowa hyperboli, biorge jej érodek jako biegun.

4., Dany jest zbiér stycznych do hyperboli xy =1. Znale$é miejsce geo-
metryczne biegundw tych styecznych wzgledem elipsy 2x* -+ y* = 1.

ROZDZIAL XIX.

KRZYWE CYKLICZNE.

80. Okreslenie.

Krzywa cykliczna nazwiemy linje, ktora opisuje dowolny
punkt plaszezyzny kola, toczacego sie ,bez Slizgania“ po prostej
lub po kole statem. Moéwimy, iz toczenie odbywa sie ,bez $lizga-
nia”, jesli predkosé punktu kola toczacego sie, dotykajgcego w danej
chwili prostej lub kola statego, réwna sie zeru. Matematycznie
oznacza to, iz dtugosci tukéw kola statego i foczacego sig, za-
warte miedzy odpowiadajgcemi sobie kolefnemi punhtami zetknie-

cia sig, sg sobie réwne.
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81. Cykloida.

Cykloida jest to linja, ktéra opisuje dowolny punkt okrggu
kota, toczacego si¢ bez $lizgania po prostej, ktérg nazwiemy
podstawa.

Oznaczmy przez r promien kola toczgcego si¢ i obierzmy
podstawe dang,jako 0§ O.x. Przypu$émy, iz w chwili poczgtkowej
rozwazany staly punkt kola toczgcego sie lezy w poczatku ukladu.
Gdy kolo obréei sie o kat 9, punkt rozwazany zajmie potoZenie
M, zas punktem zetkniecia kota z prosta bedzie punkt 7" (rys. 132);
poniewaz toczenie odbywa sie bez §lizgania, winno wigc by¢

(1) OT=tWkMT=r¢

Rys. 132.

Dla badania krzywej, najwygodniej jest wyrazié¢ wspélrzedne
(x,y) punktu cykloidy M, jako funkeje parametru ¢. Ot6z mamy
(rys. 132)

x=0M=0T—MT=r¢—rsing;
y=MM=r—rcos¢

réwnania parametryczne cykloidy beda wiec nastepujace:

x=r (¢ — sino)
(2)
y=r(1—-cosy)

Gdy koto wykona pél obrotu (p=r=), wtedy punkt M opisze
gataZz O W i znajdzie si¢ w najwyzszym punkecie W o wspélrzed-
nych (=r,2r); nastepne pél obrotu daje galez WA, symetryczng
wzgledem pierwszej. Obroty nastepne daja identyczne galezie
cykloidy.
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Wyznaczmy wspoélezynnik katowy stycznej do cykloidy w pun-
kecie M. Oznaczmy wiec przez Ax i Ay przyrosty wspélrzed-
nych, odpowiadajgce przyrostowi Ao kata . Wspolezynnik ka-
towy siecznej, przechodzacej przez punkty, odpowiadajace warto-
Sciom ¢ i 9+ Awv, bedzie mozna napisa¢ w ten sposéb:

Ay Ag
Ax— (.\x_
:\_té)

granica tej wartodei, t. j. wspélezynnik katowy stycznej bedzie
wiec

4

®) dy_ae
dx (‘{-‘E)

de

)
jesli d—{";#{), a zatem, wedlug zwigzkéw (2), wspélezynnik ka-
towy stycznej do cykloidy w punkcie M bedzie mial warto§é

dy _ rsing ®
4 o _ a
@) dx r(1—cosy) eotg2

styczna tworzy wiec kat ;;— z osig Oy, a zatem przechodzi przez

punkt $rednicowo przeciwny K wzgledem punktu stycznosci 7',

gdyz kat M K C réwna si ? . Normalna do cykloidy w punkcie M,
¢35 b

przechodzi wigc zawsze przez punkt stycznosci T kola toczgcego
sie z podstawg Ox.

82. Hypocykloida i epicykloida.

Hypocykloide opisuje punkt okregu kota, toczgcego si¢ bez
glizgania wewnatrz?) stalego kola, zas§ epicykloidg — zewnairz
stalego kota. Krzywe te, oczywiscie, skiadajg si¢ z szeregu row-
nych tukéw, majacych punkty zwrotu na kole stalym, luki te two-
rzq krzywa zamknieta, je§li stosunek promieni k6t danych (lub
ich dlugos$ci) jest wymierny, w przeciwnym wypadku krzywa nie
zamyka sie.

*)  Seiglej méwige, jezeli $rodek kola stalego i §rodek kola toczgcego
sig, znajdujg sie po jednej stronie punktu stycznosei.



— 286 —

Niech wiec bedzie koto stale o promieniu R i kolo o pro-
mieniu r, toczace si¢ wewngtrz niego. Obierzmy poczatek uktadu
w Srodku kola statego i przypu$émy, ze w polozeniu poczgtkowem
punkt M, znajduje sie na osi Ox i w punkcie stycznosci kot
(rys. 133).

y

Rys. 133.

Gdy kolo obréci sie o kat u w kierunku wskazanym na ry-
sunku, wtedy punkt M opisze fuk M, M, za$§ punktem stycznosci
bedzie punkt 7' taki, iz tuki M;7 i MT danych k6l sa sobie
rowne, stad mamy
(5) Ro=ru; uz—f-r{;
gdzie ¢ oznacza kat Srodkowy stalego kola, odpowiadajgcy tu-
kowi M,T. Oznaczmy przez (x,y) wspoirzedne punktu M, za$
przez C érodek kola toczgcego sie, wtedy, wedlug twierdzenia
o rzutach, mamy

x=rzut OC+rzut CM
(na O x)

y=rzut OC—+rzut CM
(na Oy)

Jesli, jak wskazano na rys. 133, wektor OC obraca si¢ zgo-
dnie z dodatnim kierunkiem obrotu (x,y), to wektor C M obraca
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sig w kierunku przeciwnym, a zatem, gdy wektor OC tworzy
z osig Ox kat ¢, to wektor CM tworzy kat » —u, wobec tego
bedziemy mieli

x=|0C|Cosy - |CM|Cos (p — u)
y=1|0C|Sin 9 -} |CM|Sin (v — u)

wiee, wedlug zwiazku (5),

x=(R—r) Cos¢ -+ rCos (%—1) ®

®) r
y= (R —r) Sin ¢ — rSin (7_1) o

Jest to przedstawienie hypocykloidy w postaci parametrycz-

nej. Wystarczy w tych wzorach podstawié — r na miejsce r, by
otrzymaé wzory dla epicykloidy.

Rozwazmy wypadek szczegélny, gdy promieri kola toczgcego sie r, jest

cztery razy mniejszy od promienia kota stalego k. Wstawiajac we wzory (6)

< R
warto§é e 4, otrzymamy

i — %(3003@-{—0033 ®);

i ={E (3 Siny — Sin 3 ¢);
wedlug wzoréw na Cos 3¢ i Sin 8¢, wypadnie stad
x = R Cos’ ¢; y = RSin*y

rugujge teraz kgt ¢, otrzymamy réwnanie

(7) _‘:q-rll + y!-"n —_ R"'f:l

Krzywa sklada sie z czterech lukéw, stycznych do osi wspélrzednyeh (rys. 134)
i nazywa sie asteroida.

Otrzymana krzywa posiada te osobliwg wlasnosé, iz dlugo$é odcinka
stycznej, zawartego migdzy osiami wspdtrzgdnych, jest stata w kazdym punkeie
i réwna R. Aby tego dowie$é, wyznaczmy wpierw wspoélezynnik katowy styczne]
dy

ax réwnania (7); rézniczkujac obie strony réwnania (7), mamy

stad
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3‘

réwnanie stycznej bedzie:
‘ }
Y—!}=—J—(X—~-'f),

A
X

stgd
¥ fy + Xy'.-": e x""ﬂ y'-"n R’rls .

a zatem wspdélrzedne punktéw przeciecia tej stycznej z osiami 7| i T, bedg takie:
dla X = 0; = O_?I — y‘f’:‘l Rﬂfn;
dla Y=0; X=0T,=xh Rh;

dlugo$é odeinka T T, stycznej wynosi wiee:

B T:"’“'Jr" 0T = | Rf(xh+ y"."?“)-z R.
c. b. d. d.



