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GEOMETRJA ANALITYCZNA
W PRZESTRZENL

ROZDZIAL L

WSPOLRZEDNE W PRZESTRZENI.

1. Wspétrzedne prostokatne.

Niech beda w przestrzeni trzy proste do siebie prostopadte,
przechodzgce przez punkt O. Na kazdej z tych prostych obierzmy
okreslony zwrot za dodatni i zaznaczmy to przy pomocy odpowiednich
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Rys. 135.

liter x,y,z (rys. 135). Aby okreslié polozenie dowolnego punktu
przestrzeni M wzgledem uktadu osi Ox, Oy, Oz, rozwazmy rzuty
prostokgtne punktu M na powyzsze osi. W tym celu poprowadZmy
przez punkt M trzy plaszezyzoy prostopadle do danych osi Ox,
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Oy, Oz; plaszczyzny te przetna sig z osiami Ox, Oy, Oz w pun-
ktach M’, M”, M'", ktére bedg wlasnie rzutami na nie punktu M
(rys. 135).

Trzy plaszczyzny, przechodzace przez M i trzy plaszczyzny,
przechodzace przez pary osi Ox, Oy, Oz, ograniczajg pewien
prostopadioscian, ktérego krawedziami sg OM', OM", OM'.
Obierzmy pewien odcinek jako jednostkowy i oznaczmy przez
X,y,2 wspolrzedne punktéw M', M”, M'" na osiach Ox, Oy, Oz:

Eer:x; Wﬂ:y; -O_Mmﬁz

trzy liczby wzgledne x,y,z w zupeinosSci okreslaja polofsmiie
punktu M w przeslrzeni, gdyz odwrotnie, plaszczyzny wystawione
w punktach M', M”, M'" prostopadle do osi Ox, Oy, Oz przecinajg
sic w jednym tylko punkecie przestrzeni M. Trzy liczby (x,y, 2)
nazywamy wspotrzednemi prostokginemi punktu M w przestrzeni
i piszemy M(x,y,z). Osi Ox,Oy,0z, wzdluz ktérych odmie-
rzamy te wspélrzedne, nazywamy osiami wspotrzednych, za$ ich
punkt przeciecia O— poezgthiem uhtadu wspdétrzednych. Trzy pla-
szezyzny do siebie prostopadle, przesuniete przez pary osi (Ox, O p)
(Oy.02) i (0x,02) nazywamy ptaszezyznami wspétrzednych;
tworzg one t. zw. frdjscian prostokatny Oxyz. Z rys. 135 wi-
dzimy, iz trzy plaszezyzny, poprowadzone przez M prostopadle do
osi, przecinaja sie wzdiuz krawedzi prostopadto§cianu M P, MP",
MP’. Punkty P',P"”,P"” bedg wiec rzutami punktu M na pta-
szezyzny wspotrzednyeh (Oxy); (Oy2); (Ozx). Widzimy natych-
miast, ze rzuty P’, P”, P’ punktu P na plaszczyzny wspoélrzed-
nych maja wspoélrzedne rowne odpowiednim dwém wspolrzednym
punktu M, a wiec rzut P’ punktu M na plaszezyzne (O xy) ma
wspllrzedne x i y, rzut P na plaszezyzne (Oyz) ma wspél-
rzegdne y i z i rzut P na plaszezyzne (Ox2z) ma wspolrzedne
x i 2. Widzimy nastepnie, iz

P M=2; P"M=x; P M=y

OkreSlone poprzednio wspoélrzedne (x,y,2z) dowolnego punktu
przestrzeni przybieraja wszelkie mozliwe warto§ci dodatnie i ujemne,
to znaczy, iz dowolnej tréjce liczb, wymienionych w pewnej ko-
lejnosci (x, y, 2), odpowiada zawsze okreslony punkt przestrzeni, jako
przecigcie trzech plaszezyzn prostopadltych do osi w punktach
M', M", M, odpowiadajacych wartoSciom x,y i 2.

Odcinek, faczacy poczatek uktadu O z dowolnym punktem
przestrzeni M, jest przekatng prostopadioscianu, ktérego krawedzie
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maja dlugosci réwne bezwzglednym warto§ciom wsp6irzednych
Xx,y, 2 punktu M. Otrzymamy stad wazny wzor na odleglo§é
O M=r punktu M od poczatku uktadu :

&) T e

Plaszezyzny wspolrzednych dzielg przestrzef na osiem cze-
Sci; w kaizdej ezeSci znaki poszezegblnyeh wspélrzednych sy stale.
W przypadku, podanym na rys. 135, wszystkie trzy wspélrzedne sg
dodatnie. Punkty, ktérych jedna wspélrzedna jest réwna zeru,
lezg na jednej z trzech plaszezyzn wspoélrzednych, a mianowicie:

jeSli x =0, to punkt lezy na plaszczyznie (O y2);
" = 0 r » " n " " (O X 2) H
w 2=0, » 4 45 = . (Oxy);

Gdy dwie wspdlrzedne sg réwne zeru, to punkt lezy na jed-
nej z osi wspélrzednych, mianowicie:

jesli x=0; y=20, to punkt lezy na osi Oz;
» yzos z2=0, , » » 5w O
" 2203 xz[), " " " n " 0y$

Jes§li wszystkie trzy wspélrzedne rowne sa zeru, to punk:
znajduje sie w poczatku ukladu O.

2. Wspébirzedne biegunowe.

Innym przykladem tréjki liczb, okreslajacych polozenie pun-
ktu w przestrzeni, sq wspétrzedne biegunowe.

Potozenie punktu M bedzie mianowicie okreslone przez jego
odlegtos$é r (promien wodzacy) od poczatku ukladu O, przez kat 0
(odlegtosé biegunowa), ktéry tworzy promien wodzacy O Mz osia Oz
i kat o (azymut), ktéry tworzy plaszezyzna, przesunieta przez OM
i Oz, z plaszezyzna Oxz. Kat 6 moze przybieraé wartosci od
0 do =, za$ kat ¢ od 0 do 2=, ten ostatni mierzymy w kierunku,

T

sprowadzajacym Ox do Oy po obrocie o 1{4’(2 . Trzy liczby (r,0,%)

nazywamy wspotrzednemi biegunowemi punktu M. Jeéli M’ jest
rzutem punktu M na plaszezyzne Oxy, za§ x,y,z sg wspohrzed-
nemi prostokgtnemi punktu M, to mamy (rys. 136):

OM' =rSinb; x=0M Cosy; y= OM Siny,
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stad otrzymamy nastepujace zwigzki miedzy wspéirzednemi pro-
stokqtnemi i biegunowemi punktu M:

x=rSinb Coso
(2) y=rSinfSiny

z=rCosb

ROZDZIAL IL

O WEKTORACH W PRZESTRZENI.

3. Katy wektora z osiami i jego rzuty.

Pojecie wektora w przestrzeni i jego wlasno$eci beda analo-
giczne do wlasno§ci w geometrji na plaszezyZnie. Niech wiec be-
dzie wektor (A B) w przestrzeni, majacy poczatek A, koniec B
i dowolna o§ Ox, nielezaca wogdle w jednej plaszezysnie z osia s,
na ktérej polozony jest wektor (AB) (rys. 137). Wyprowadimy
z dowolnego punktu O osi Ox o§ Os’, réwnolegla i zgodnie zwré-
cong z wektorem A B. Nazwiemy katem, ktéry tworzy wektor
AB (lub 0§ s zgodnie z nim zwrécona) z osig Ox, kgt o, ktory
tworzy o§ Os’ z osig Ox.

Inaczej niz w geometrji na plaszczyznie, katowi o nie przy-
pisujemy oRreslonego zwrotu i dla réznych kierunkéw wektora



Rys. 137.

lub osi w przestrzeni bedziemy mu nadawali warto§ci w przedziale
od 0 do =. Kat « bedzie mial oczywiscie te samg warto§¢é dla
wszystkich wektorow w przestrzeni, rownoleglych i zgodnie zwro-
conych z danym wektorem AB. Kat «, ktéry tworzy wektor A B
z osig Ox, réwna sie katowi, ktéry ten wektor tworzy z osig 4 x’,
rownolegty i zgodnie zwrécong z osig Ox. Jedli dwa .wektory
sg rownolegte, lecz przeciwnie zwrocone, to tworza katy z dang
osig wzgledem siebie spefniajgce o i = —o.

Rys. 138.

Utwérzmy pojecie rzutu wektora A B na dowolng 0§ w prze-
strzeni x, W tym celu poprowadZzmy przez poczatek A i ko-
niec B danego wektora plaszczyzny P, i P, prostopadie doosi x,
ktére przetna te o§ w punktach A’ i B’, bedgcych rzutami punk-
tow A i B. Otéz wektor A’ B’ nazywamy rzutem wektora A B
na os x.
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nego na dwie osi x i x', rownolegte i zgodnie zwroécone w prze-
strzeni, sg sobie rowne.

Istotnie, rzuty na te osi tego samego wektora bedg zgodnie
zwrécone, za§ ich wartoéci beda réwne, jako odeinki réwnolegte
zawarte miedzy dwiema rownoleglemi plaszcezyznami.

WNIOSEK 1. Miara rzutu A’B’ wektora AB na 0§ x réwna
sie tez mierze rzutn AB"" tego wektora na o§ Ax'" (rys. 138),
przechodzgca przez poczatek wektora i zgodnie zwrécong z osig x,
wiemy jednak, na podstawie definicji cosinusa, w geometrji pta-
szezyzny, iz

AB'"'=|AB| cosu

gdzie ¢ jest katem, ktéry tworzy wektor A B z osig x, a zatem
widzimy, iz, tak samo jak w geometrji na plaszezyinie, miara
rzutu wekiora w przestrzeni na dowolng o§ x rowna sie iloczy-
nowi wartosei bezwzglednej wektora przez cosinus kata, kiory
fen wektor tworzy z osig x:

(1) A'B"=| AB|cos«

Miara rzutu wektora ma wiec znak zgodny z cosinusem kata
nachylenia o i jest dodatnia lub ujemna, zaleznie od tego, czy
wektor tworzy kat ostry, czy tez rozwarty.

Wprowadzajace, zamiast wartosci bezwzglednej wektora |A B|,
miare A B wektora wzgledem osi s, na ktérej on jest polozony,
mozemy tez napisaé

(2 A'B B.cos(xs)

I

gdzie (xs) oznacza kat miedzy osiami xis, zamijast kata o wek-
tora z osig s.

WNIOSEK 2. Jezeli dwa wektory w przestrzeni sq rowne,
rownolegte i zgodnie zwrdcone, to miary rzutéw tych wektorow
na dowolng 0§ sq sobie rowne.

WNIOSEK 3. Jezeli dwa wektory w przestrzeni sq do sie-
bie réwnolegte, to stosunek miar tych wektoréw na le samg os
rowna sig stosunkowi ich wartosci bezwzglednych ze znakiem do-

datnim lub ujemnym, zaleznie od zgodnosci Ilub niezgodnosci
zarotdw wektordw.
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4. Polozenie wektora wzgledem osi wspétrzednych.

Zbadajmy teraz polozenie wektora A B wzgledem uktadu osi
prostokatnych Oxyz. Miary rzutéw wektora AB na osi Ox, Oy,

Oz ré6wnajq sie miarom
AB',AB",AB"

jego rzutéw na osi Ax',Ay’,Az’, wyprowadzone z poczatku
wektora 4, réwnolegle i zgodnie zwrécone z osiami wspoélrzed-
nych (rys. 139).

Rys. 139.

Oznaczmy trzy miary rzutéw wektora A B na osi wspohzed-
nych w ten sposéb:

3) AB=X; AB"=Y; AB"=2

Widzimy natychmiast z konstrukeji, dajacej rzuty B’, B"', B'""
punktu B na osi Ax'y’'z’, iz wekior AB jest przekatng prosto-
padtloseianu, kiorego krawedziami sq rzuty wektora AB', AB"', AB""
na osi wspotrzednych.

Stad wynika zasadniczy wniosek, iz warfosé bezwzgledna
wektora, ktéra oznaczymy przez V, réwna sie pierwiastkowi
z sumy hkwadratéw miar jego rzutow na trzy osi wspdtrzednych
prostokgtnych:

) AB|=V=yX? L ¥ F 2°
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Jegli wektor jest prostopadly do jednej z osi wspoirzednych,
wtedy jedna z trzech liczb (X, ¥, Z) réwna si¢ zeru i odwrotnie;
jesli zas wektor jest prostopadly do dwéch osi wspéirzednych,
a wiec do trzeciej jest réwnolegly, wtedy dwie z liczb (X, Y, Z)
réwnaja sie zeru i odwrotnie; jesli wszystkie trzy rzuty (X, Y, Z)
znikaja, oznacza to, i%Z poczatek wektora schodzi si¢ z jego kon-
cem. Wzér (4) oczywiScie zachowuje swojg moc we wszystkich
wypadkach.

Oznaczmy przez o,f,7 katy, ktéore wektor A B tworzy
z osiami Ox, 0y, 0z lub Ox', 0y, 02 (rys.139). Katy te majg te
same wartosei dla wszystkich wektoréw réwnolegtych, zgodnie zwro-
conych z danym wektorem i zawierajq sie w przedziale od 0 do =.

Wedlug wzoru (1) dla miary rzutu wektora, mamy natychmiast

JXchosa.
()] Y=V cos f
IZ-——_VCOS'{

Trzy wielkoSci cos o, cos f, cos 7y nazywamy cosinusami
kierunkowemi danego wektora A B lub osi Os, zgodnie z nim
zwréconej (rys. 139).

Kazdemu z katow o,(,y odpowiada okreSlona warto$é cosi-
nusa w przedziale od —1 do -+ 1 i odwrotnie, kazde] warto$eci
cosinusa w przedziale od —1 do -1 odpowiada jedna tylko
warto§é kata w przedziale od 0 do =. Cosinusy kierunkowe
okreslajg wiee w zupefnoSci katy, ktére tworzy wektor z osiami
wsp6trzednych.

Sumujac trzy kwadraty warto$ci (5), otrzymamy
X4 Y4 Z*= V?cos® o} V?cos? B+ V2 cos® v

stad, wedlug wzoru (4), mamy zasadnicza wlasno$¢ nastepujacq.

WNIOSEK. Suma hkwadratéw trzech cosinuséw Rierunko-
wych dowolnej osi lub wekfora w przestrzeni réwna sie jednosei:

(6) . cos?a - cos?f + cos?y =1

JeSli wektor jest do jednej osi wspélrzednych prostopadty,
to odpowiednia warto§¢ cosinusa kierunkowego rdwna sie zeru,
jesli zas wektor jest do jednej z osi wspélrzednych réwnolegly,
to odpowiedni cosinus kierunkowy réwna sie -1 lub — 1, zalez-
nie od zgodno§ci lub niezgodno§ei zwrotéw wektora i danej osi.



Gdy dwa wektory, lub dwie osi w przestrzeni, sq do siebie
rownolegte, lecz przeciwnie zwrdcone, to wtedy ich odpowiednie
katy z osiami wspolrzednych sg spelniajace i cosinusy kierunkowe
jednej osi maja znaki przeciwne wzgledem cosinuséw kierunko-
wych drugiej osi. Nadmienimy jeszcze, iz cosinusy kierunkowe
osi mozna uwazac¢ jako miary rzutéw na osi wspoélrzednych wek-
tora o dtugosci jednostkowej, zwréconego zgodnie z dana osia.

WyprowadZmy z poczatku uktadu wektor O M réwny, réwno-
legly i zgodnie wr6cony z wektorem danym A B (rys. 140).

Z

gﬁ

Rys. 140.

Miary rzutow tego wektora na osi wspélrzednych,mdlug
wniosku 2-go na str. 294, réwnaja sie miarom rzutéw wektora
AB, a wiec:

OM!:X; O_fl"[”:Y; d'ﬂurzz;

Wektor O M jest jednakowy dla wszystkich wektoréw réw-
nych, réwnoleglych i zgodnie zwréconych w przestrzeni, a wigc
charakteryzuje ich wartos$¢ i kierunek w przestrzeni,

Ale miary X,Y,Z sa jednocze$nie wspolrzednemi prosto-
katnemi punktu M, wiec danej dowolnie trdjce liczb X, Y, Z,
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nieznikajacych jednoczeénie, odpowiada jeden okreslony punkt M
w przestrzeni, a zatem okreslony co do wielko$ei 1 kierunku
wektor O M. Mamy stad nastepujaca zasadniczg wiasnosc.

TWIERDZENIE 1. Miary rzutow X,Y,Z wekiora na irzy
osi wspotrzednych okreslaja w zupelnosci wartosé bezwzgledng
wektora i jego kierunek w przestrzeni.

Aby wlasnosé te wyrazi¢ analitycznie, przedstawmy warlo$é
bezwzgledna wektora V i jego cosinuséw kierunkowych w za-
leznoéci od danyech miar rzutéw X,Y,Z, zaktadajae, iz jedna
przynajmniej z tej tréjki liczb nie réwna sie zeru. Otéz mamy

V=/X+ 7T Z
nastepnie za$, wediug twierdzenia o mierze rzutu, otrzymamy

cosinusy kierunkowe, dzielgec kazda z danych miar rzutéw przez
znaleziong warto§¢ bezwzgledna wektora:

X X

L e —
VX2
(7) cos f L ———_ﬁ__li..____-
vV o yxX Y42

A Z
oS {=— =" e
Ve yxE=FE 2R

Wedlug powyiszej konstrukeji wektora OM, trzy cosinusy
kierunkowe charakteryzujg w zupelno§ci kierunek osi lub wektora
w przesirzeni, ta sama bowiem tréjka cosinuséw nie moze
odpowiada¢ dwém réZznym kierunkom danego wektora V.

Tizy cosinusy kierunkowe nie moga byé¢ jednak dowolnie
podane, z racji istnienia miedzy niemi zwigzku (6), dlatego tez
w zagadnieniach, w celu okre§lenia kierunku pewnej osi w prze-
strzeni, podawaé bedziemy trzy liczby wazgledne (X, Y,Z) pro-
porcjonalne do cosinuséw kierunkowych i bedgce miarami rzutéw
pewnego wektora, lezacego na tej osi, zgodnie z nig zwrdconego.
Takie trzy liczby (X, Y, Z) nazywamy wspdlezynnikami kierunko-
wemi osi w przestrzeni; liczby te nie sa skrepowane Zadnym
zwigzkiem i jezeli niewszystkie réwnaja sie zeru, to, wedlug
wzordw (7), dzielgc kaidg z nich przexz pierwiastek z sumy ich
kwadratow, ofrzymampy cosinusy kierunkowe rozwazanej osi.
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Przylklad. Znalesé cosinusy kierunkowe wektora, ktérego miary rzu-
téw sq (— 3, 5, —1), Mamy

V = 'I:,-S:-_ _‘_g: _‘__ ]_' —_ '/35;

3 b
CO8 o = — —— ' 0 = ~’}—; cos | =

: Cos |

Y 85 V 35

1
) 8

1

TWIERDZENIE 2. Jesli dwa wekiory sg do siebie réwno-
legte, to miary ich rzutow sq do siebie proporcjonalne i majg
znaki zgodne lub przeciwne, zaleznie od zgodnosci lub niezgodnosci
ich zwrotow; wtasnosé ta jest odwracalna.

Niech wiec beda (X;, ¥;, Z) miary rzutéw jednego wektora,
zas§ (X,, Y,,Z,) miary rzutéw drugiego. Oznaczmy przez V; i V,
wartosei tych wektorow. Jesli te wektory sg rownolegle i zgo-
dnie zwrécone, to znaki miar ich rzutéw s zgodne, jesli za$
zwroty majgq przeciwne, to i znaki miar rzutéw beda przeciwne,
a wiec stosunek miar rzutéw wektorow rowny bedzie stosunkowi
warto§ci samych wektoréw ze znakiem dodatnim lub ujemnym,
zaleznie od zwrotéw; mamy zatem

V. Y, v, Z

XH_ N 2y
X-’"_':t .V'_J’ Y +V Z‘_J

Il

I:<1<

=

stad wypadnie Zadana proporcjonalnosé w postaci zwigzkéw

! 5% 4

stusznych réwniez w przypadku znikania jednego lub dwéch rzu-
tow, je§li przyjmiemy umowe, aby w razie znikania mianownika
i licznik odpowiedni by} zerem.

Wiasno$é (8) jest oczywiScie odwracalna, na mocy zwigz-
kow (7).

Zwigzki (8) wyrazaja wiec warunek réwnolegtosei dwoch
wektorow w przestrzeni.

Je§li zmienimy polozenie wektora w przestrzeni, zachowujgc
jego warto§é i kierunek, to taka zmiane nazywaé bedziemy prze-
sunieciem réwnolegtem wektora. Wedlug badan poprzednich, prze-
sunigcie réwnolegle wektora nie zmienia miar jego rzutéw na osi
wspolrzednych.

Wektor (A B) jest pod kazdym wzgledem okreslony, jesli
dane sa wspoélrzedne (x,y;,2) jego poczatku A i wspélrzedne
(xs,¥,2:) jego konca B.
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Rozumujge w ten sam sposéb, jak w artykule 5 (czesé I,
otrzymamy nastepujace twierdzenie zasadnicze (rys. 141).

Rys. 141.

TWIERDZENIE 3. Rdznice miedzy wspotrzednemi korica
wektora i jego poczathu przedstawiajg miary rzufdw wekfora na
osi wspdtrzednych:

X'—"-_-.lg‘_.ll
&) Y=y, —
Z:.22_ Zl

Podkreslamy jeszeze raz w {ych wzorach kolejnoS¢ odejmo-
wania.

Poniewaz odcinek A B jest przekatng prostopadioscianu, kté-
rego krawedziami sa wartoSci (9), otrzymamy wigeec natychmiast
warto§¢ wektora A B, t. j. wzor na odlegtosé¢ dwéch punkiéw
A(x,,y1,2) 1 B(xy,Y,,2) w przesfrzeni:

(10) AB=y(x,— 5, + (g, — 1)’ + (2. — 2,

wzlr ten jest ogélny, niezaleznie od znaku wspotrzednych. Porzg-
dek odejmowania w tym wzorze roli nie odgrywa.

Zaznaczymy jeszcze, iz wspdtrzedne prostokgtne (x,y,z) do-
wolnego punktu przestrzeni M sa miarami rzuldw na osi wspot-
rzednych wektora OM, wychodzgcego z poczgtku uktadu O i koii-
czgcego sie w punkeie M (rys. 142).
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Rys. 142,

5. Suma geometryczna wektoréw.

Sume geometryczng wektoréw w przestrzeni okreslimy w ten
sam sposob, co i na plaszezyznie. Rozwazmy mianowicie pewng
grupe wektoréw w przestrzeni i przesuimy je réwnolegle, usta-
‘wiajgc w ten spos6b, aby koniec jednego schodzit si¢ z poczatkiem
nastepnego, otrzymamy wtedy linje famang wogéle nieplaskg
Aj 4, 44....... A, . Ot6z nazywamy sumg geometryczng powyiszych
wektorow, wektor (4, 4,), wychodzgey z poczatku pierwszego
wektora i konczacy sie w punkcie koncowym ostatniego. W po-
jeciu sumy geometrycznej wchodzi wiee w gre tylko wartosé i kie-
runek wektora.

W sposéb, identyczny z podanym w artykule 6 czesci I-ej,
udowodnié¢ mozna nastepujgce twierdzenie,

TWIERDZENIE O RZUCIE SUMY GEOMETRYCZNE.J.

Miara rzutu sumy geometrycznej kilku wekforéw na dowol-
ng o$ rowna sig sumie miar rzutow poszczegdinych wektorow.

Jesli wiee (X, Y1,2,); (Xs,Y,, Z,); (X5, Y3y Zg)s-.on. (X,,Y,,Z,) sa
miarami rzutéw na osi wspéirzednych n danych wektoréw, to
rzuty ich sumy geometrycznej maja miary

X1+XJ+X'5—1' "'+Xn
(11) b Ty b b T
e SR
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trzy sumy powyzsze okreslaja w zupelnoSci wartosé i kierunek
sumy geometrycznej w przestrzeni. .

Je§li wektory, ustawione w sposéb wskazany w definicji su-
my geometrycznej, tworza famang zamknigla, oznacza to, iz ich
suma geomelryczna rowna Si¢ zeru. QOczywiscie warunkiem ko-
niecznym i wystarczajqeym znikania sumy geometrycznej jest
znikanie trzech sum miar rzutow wektorow sktadowych na kazda
z osi wspotrzednyeh.

7 o
\ B
B
2|2/ A
&
A XL . )C
4
D
O X
y
Rys. 143

Jesli dla dowolnego wektora AB zbudujemy prostopadloscian
(rys. 143), ktérego krawedzie X, ¥, Z sa rzutami wektora na osi
wspoélrzednych, to widzimy, iz tamana A C'D B, utworzona z trzech
przesunigé do siebie prostopadiych AC=X,CD=Y i DB=Z,
taczy punkty A i B, a zatem kazdy wektor mozna uwazac jako su-
me geomeliryczng jego rzutow na osi wspdirzednych.

Rzuty wektora na osi wspétrzednych nazywaja sie tez dlatego
skladowemi wektora wzdtuz tych osi.

Z uwagi ostatniej i z twierdzenia o rzucie sumy geometrycz-
nej wynika nastepujacy wazny wniosek.

WNIOSEK. Miara rzutu wektora na dowolng o§ w prze-
strzeni réwna sig sumie miar rzuldw na te o§ trzech skladowych
wektora wzdtuz osi wspotrzednych.

Niech (xs), (ys), (2s) oznaczaja katy, ktére dowolna o s
tworzy z osiami wspéirzednych, za§ V, niech oznacza miare rzutu
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na o$ s danego wektora AB (rys. 143), wtedy wniosek nasz napi-
szemy w tej postaci:

V.= rzut X + rzat ¥} rzat Z

(na s)
a wiec

(12) V,= X cos (x8) 4 Y cos (ys)-+ Z cos (25)

6. lloczyn skalarny dwéch wektoréw i kqt miedzy wektorami.

Katem miedzy dowolnemi dwoma wektorami w przestrzeni
nazywamy kat, zawarty miedzy 0 i =, ktéry one ze soba beda
tworzyly, jesli je przesuniemy réwnolegle w ten sposéb, aby mialy
wspblny poczatek. Kat ten zalezy tylko od kierunku danych
weltorow.

é Al(avlav'r)
(\"'1}
W B
¢ (V2)
0 X? :2 o * X
AY
v
Rys. 144.

Ohkreslenie. Nazywamy iloczynem skalarnym dwdch
wektorow iloczyn ich wartosci bezwzglednych. przez cosinus Rata
miedzy niemi zawartego; inaczej mowige jest to iloczyn wartosei
Jjednego wektora przez miare rzutu drugiego na oS 2zwrdécong
zgodnie z plerwszym weklorem.

Jesli dwa dowolne wektory, po przesunigciu réwnolegtem do
wspoélnego poczatku, zajely polozenia O A4, i O A, (rys. 144) i two-
rza ze soba kat ¢, to iloczyn skalarny danych wektoréw bedzie
rowny wyrazeniu

(13) V, V.Cos?

gdzie V, i V, oznaczajg wartosci bezwzgledne danych wektorow.



