— 235 —

aby ona byla styczna do stoikowej danej f(x, y) = 0 (wielkoSci u, v, w na-
zywajq sig wspélrzednemi stycznoSciowemi danego punktu styeznosei, zag zwig-
zek migdzy niemi—réwnaniem krzywej we wspélrzednych stycznogciowych; zwig-
zek ten dla stozkowych bedzie teZ 2-go stopnia).

4. Dowieé¢, %e gdy prosta oddala sie nieskonczenie od §rodka krzywej,
to jej biegun dazy do érodka krzywej.

5. Przez dowolny punkt M prowadzimy dwie sieczne. Dowieéd, iz proste,
lqczgqce punkty przecigeia tych siecznych ze stoikows, przecinajg sie na bie-
gunowej punktu M.

6. Dowiesé, iz biegunowa punktu, lezacego na kierownicy, jest prosto-
padia do prostej, taczacej ten punkt z ogniskiem.

7. Wyznaczy¢ wspolrzedne punktu, ktéry jest biegunem normalnej do elipsy

hf =1

x“:
o*
w punkeie (x, y).

8. Wyznaczyé biegun prostej 2x -+ y = 1 wzgledem hyperboli xy = 1.

9. Jedli biegun porusza sie po Srednicy krzywej, to jego biegunowa prze-
suwa sig réwnolegle.

ROZDZIAL XV.

O PRZECIECIU SIE KRZYWYCH DRUGIEGO STOPNIA.

68. Rozwazania ogélne.

Poszukiwaniu punktéw przecigcia dwéch krzywych drugiego
stopnia, majgcych réwnania

fite,y)=4, x*+Bxy+ Cy+Dx+E y+F =0
fot,y)=Asx*+ Byxy~+ Coy* + Dy x + Evy + F, =0

odpowiada zagadnienie algebraiczne rozwigzania ukladu dwoch
réwnan (1) drugiego stopnia z dwiema niewiadomemi.
Rozwazmy nastepujaca kombinacje linjowa réwnan (1):

(2) fi (e, )+ falx, ) =0

to znaczy rownanie w postaci
(4, ) Ay) x* (B, + ) By) x y+H(C+21C)y*+
(D, 2D x + (B, E)y + (B 112 F)=0

gdzie X jest dowolnym stalym parametrem.
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Réwnanie to jest drugiego stopnia i przedstawia uktad krzywych
drugiego stopnia, ktdre dla kazdego ) przechodza przez wszystkie
punkty przecigcia si¢ krzywych, jesli takowe istniejg; istotnie,
wspolrzedne, ktére spelniaja jednoczesnie obydwa réwnania (1),
spelniaja i réwnanie (2). Poszukiwanie punktéw wsp6lnych krzy-

Rys, 115.

wym (1) rownowazne jest poszukiwaniu punktéw wspoélnych jednej
z krzywych (1) np. fo=0 i krzywej (2), gdyZ i odwrotnie, przez
punkty przecigcia krzywej o réwnaniu (2) z krzywa o réwnaniu
f. =20, przejdzie krzywa o réwnaniu f; =20.

Aby uproSci¢ zagadnienie rozwigzania uktadu (1), postarajmy
si¢ tak dobrac¢ wartosé wspdteczynnika A, zeby rownanie (2) przed-
stawiato dwie proste, rzeczywiste lub urojone, t. j. aby jego lewa
strona rozszczepiata si¢ na iloczyn dwoéch funkeyj pierwszego
stopnia. Aby to mialo miejsce, trzeba i wystarcza jak wiadomo,
aby znikngt wyznacznik (art. 44):

24,4234, B,+\By, D,+1.D, |
®) Bi+)B, , 2C-+2\C;, E,+)E |=0
‘Dy+2Dy , E -+\E,, 2F - 2)\F,

Jest to réwnanie trzeciego stopnia wzgledem %, w ktérem
wspolezynnik przy A réwny jest warto§ei wyznacznika

‘2-'42’ B,, D,
i By, 2C,, E,
| D, E,, 2F,|

a wigce nierownej zeru, jesSli krzywa dana f,=0 nie jest zwyro-
dniata. Réwnanie (3) posiada wiec wtedy przynajmniej jeden
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pierwiastek rzeczywisty », ktéry, po podstawieniu do réwnania (2),
da nam pare prostych, przecinajacych krzywa f,=0 Jub f,=0
w poszukiwanych punktach wspélnych krzywym (1). Poszukiwa-
nie punktow przecigcia dwéch krzywych drugiego stopnia mozna
wige sprowadzi¢ zawsze do poszukiwania punktéow przeciecia sie
krzywej drugiego stopnia z para prostych. Stad, wedtug rozwa-
zan art. 45, mamy wlasno$é nastepujgca:

dwie krzywe drugiego slopnia, z kidrych jedna przynaj-
mniej nie jest zwyrodniata, przecinajg sie conajwyzej w czlerech
punktach rzeczywistych [ub urojonych, wszystkich roznych lub
niektorych zjednoczonych.

Liczba punktéw przeciecia, rzeczywistych lub urojonych, be-
dzie mniejsza od czterech, jesli jedna lub obie asymploty (0§ dla
parabol) krzywych drugiego stopnia bedg do siebie réwnolegle,
wtedy bowiem jedna lub obie proste (2), do przecigcia z ktéremi
sprowadzamy zagadnienie, tez beda do tych asymptot réwnolegle!)
i beda przecinaty, jak wiadomo, krzywa drugiego stopnia odpo-
wiednig w jednym tylko punkcie lub weale. Inaczej wyrazajgc
sie, powiemy, iz wtedy krzywe dane przecinaja sie tez w czterech
punktach, lecz niektére z nich sg ,punktami w nieskonczonosci”.

Dla przykladu weZmy dwie hyperbole o réwnaniach

xy=1

xy=2
majgce wspOlne asymptoty; widzimy bezposrednio, iZ réwnania
dane nie moga mie¢ wspélnych rozwigzan, a wiee hyperbole dane
nie przecinajg si¢ w zadnym punkcie rzeczywistym lub urojonym,
Przypadek mniejszej liczby punktéw wspélnych dotyczy np. tez
dwoch kol, ktére przecinaja sie tylko w dwéch punktach rzeczy-
wistych lub urojonych?).

Wniosek 1.

Dwie krzywe drugiego stopnia mogg mie¢ wigcej niz czlery
punkty wspolne tylko wtedy, gdy sa obie zwyrodniate, a wobec

1) Wynika to z uwagi, iz asymptoty danych krzywych sa réwnolegle
do prostych .
Ax? -+ By 4+ Cyt =0; Ax? - Buxy -+ Cy = 05
za§ asymptoty krzywej (2) do prostych

(4, + 24.)x* 4 (B, + 4B.)xy + (C, + 4C.) y* = 0.

) Dwa kola dowolne majg pozatem zawsze wspélne »punkty w nie-
skoficzonogci” okre§lone przez kierunki dwéeh prostych urojonych x* -+ y* =0
(patrz str. 156).
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tego bedg miaty wiecej punktow wspélnych niz cztery tylko
wiedy, gdy tworzg dwie pary prostych, majgcych jedng prostg
wspdlng.

Wniosek 2.

Przez pigé punktow na pltaszczyinie, z ktérych cztery nie
lezg na jednej prostej, mozna poprowadzi¢ jedng i tylko jedng
krzywa drugiego stopnia. '

Ot6z mozliwo$é poprowadzenia stozkowej przez pigé danych
dowolnie punktéw na plaszczyZnie byla wskazana w art. 41. Aby
wykazaé jej pojedyriczosé, w zalozeniu, iz cztery z danych punk-
téw nie lezg na jednej prostej, zauwazmy, ze gdyby przez dane
pie¢ punktéw przechodzily dwie stozkowe S, i S,, to wtedy te
stozkowe, jako majgce pie¢ punktéw wspélnych, musiatyby byé
dwiema parami prostych o jednej prostej wspélnej. Oprécz tej
prostej wspélnej, mialyby dane krzywe wtedy tylko jeden punkt
wspélny, bedacy przecieciem sie¢ dwéch prostych pozostatych,
a wiec z pigciu punktéw danych, cztery musialyby leze¢ na jednej
prostej, whrew zalozeniu; to dowodzi stuszno$ei wniosku.

Jesli z pieciu punktéw danych cztery lezg na jednej prostej,
wtedy otrzymamy nieskonczenie wiele par prostych, przez te
punkty przechodzacych, wystarczy bowiem poprowadzi¢ jedng
prostg przez cztery dane punkty i druga dowolnie przez punkt
piaty.

Jesli z pieciu punktéw danych tylko trzy leza na jednej pro-
stej, wtedy przez nie mozna poprowadzié¢ tylko jedna krzywa drugie-
go stopnia, ale zwyrodniala, ktéra beda w tym wypadku przedsta-
wiaé dwie proste: jedna, poprowadzona przez trzy dane punkty,
a druga przez dwa pozostate.

69. Ukltad stozkowych, przechodzacych przez punkty
przeciecia dwéch stozkowych danych.

Héwiliémy juz poprzednio, ze jesli
f(x,y)=0
¢ (x 1 Q’) =0

sg rownaniami dwéch danych stozkowych, t. j. krzywych drugiego
stopnia, to réwnanie

4) f,p)+re(x,y)=0



— 239 —

gdzie » jest dowolng staly, przedstawia stozkowsg, przechodzacy
przez punkty przecigcia dwoch stozkowych danych.

Zalozmy, iz dwie stozkowe, o r6wnaniach f(x, y) =0i¢(x,y)=
= 0, przecinajg si¢ w czterech punktach, a wigc trzy z tych punk-
tow nie lezg na jednej prostej. Udowodnimy, iz réwnanie (4) przed-
stawia uktad wszelkich stozkowych, przechodzgcych przez te cztery
punkty, z wyjatkiem stozkowej ¢ =0, Wykazemy mianowicie, iz
odwrotnie, dowolng stozkows S, inng niz ©=0, przechodzaca
przez cztery punkty przecigcia sie krzywych danych, mozna przed-
stawié przez réwnanie w postaci (4). Istotnie, mozna zawsze tak
dobra¢ warto§¢é parametru ), aby réwnanie (4) bylo spelnione
w pewnym punkcie (x,,y,) stozkowej S, innym niZ cztery punkty
przeciecia rozwazone. Zadajac mianowicie, aby bylo

fleg) 2o (xy, y)=0,
otrzymamy

FCx )

=12

o (X, 1) '

gdzie z zalozenia ¢ (x;,y,;)70; réwnanie (4) dla tej wartosci para-
metru ), bedzie przestawiato stozkowa identyczng ze stozkowg S,
gdyz spelnione ono bedzie w tych samych pieciu punktach, przez
ktére z zatozenia przechodzi stozkowa S, a cztery z tych punk-
tow nie leza na linji prostej.

Rys. 116.
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Niech bedg dwie proste o réwnaniach
s;=015=0

i stozkowa f(x,y)=0. Poniewaz réwnanie zespolu tych prostych
bedzie s, s,=0, na podstawie wigc réwnania (4) powiemy natych-
miast, iz rownanie drugiego stopnia

(5) flx,y)+1s,8=0

przedstawia uklad krzywych stozkowych, przechodzacych przez
cztery punkty przeciecia sie krzywej f(x,y)=0 z prostemi s, =0
is,=0 (rys. 116).

Jesli proste s,=0 i s,=0 przecinaja sie w punkcie KA,
lezacym na krzywej f(x,y) =0, to wtedy wszystkie krzywe ukta-
du (5) sa w tym punkcie sfyczne do stozkowej f=0 i nadto
przechodzgq przez pozostale dwa punkty przecigcia (rys. 117).

K

]

B

Rys. 117.

Wiasnos¢é ta wynika z nwagi, Ze gdy punkt przecigcia prostych
8,=01 s,=0 dazy do punktu krzywej K, to do tego punktu
rowniez dgzg dwa punkty M i N (rys. 116) wspélne prostym
$,=01 8 =01 krzywej f=0, krzywa (5) jest wtedy granicz-
nem polozeniem krzywych, przechodzacych przez dwa punkty
krzywej f(x,y) =0, gdy punkty te do siebie dazg.

Stad tez wynika, ze, gdy proste s;,=0 i s,——O zlewajg sie
w jedng prosta s=0, to réwnanie

(6) ' fCe,)+2s*=0
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przedstawia uktad stozkowych, stycznych do krzyw;aj f(x, =0
w dwdch punklach przecigcia si¢ K i L prostej s=0 z krzywa
f=0 (rys 118),

K

L
Rys. 118.

Przyklad Dany jest czworokat z wierzcholkami
(1,0); (2,0); (0,3); (0,5).

Punkty te moina nwazaé, jako przeciecie si¢ pary prostych, przechodzg-
cych przez punkty

(1,0)5 (0,3) i (2, 0);(0,5)

z osiami wspéirzednych, a wiece, jako przecigcie sig pary prostych o réwnaniach

o | U ! e (e
i At e s R

z parg prostych x =0 i y == 0. Réwnanie ukladu stozkowych, opisanych na
danym czworokacie, bedzie mialo zatem postaé

(%4_%—1) (; +—§-——1>—|—Axy=0,

gdzie 4 jest dowolng stalg. Z dowolnosei 4 mozna skorzystaé, nakladajge je-
szeze piaty warunek, naprzyklad, aby zgdana stozkowa przechodzila przez dany
pigty punkt.

70. Ognisko jako punkt przecigcia stycznych izotropowych.

Jegli punkt F(«, B) jest ogniskiem danej krzywej drugiego stopnia,
za$ prosta
ax +by+c¢c=0

odpowiednig kierowniea, to réwnanie krzywej drugiego stopnia, jako miejsca
geometryeznego punktéw (x, y), dla ktéryeh stosunek odleglosei od ogniska
i od kierownicy jest wielko$cig stalg, bedzie mialo postaé

@ (x— )+ (g — B)? 4 A(ax + by + ¢)* =0,

Geometrjia Analityezna. 16
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gdzie A oznnczﬁ pewngq staly; istotnie, wiemy, iz odleglosé¢ punktu (v, y) od
kierownicy réwnadé sie bedzie

ax + by e
TEX:
% postaci (7) i z rozwazai poprzedniego artykulu wynika natychmiast
wniosek, iz krzywa (7) jest styezna do utworu urojonego

(8) (x—ea) 4+ (y—8)3=
i ze kierownica
ax—+ by +e¢=10

przechodzi przez punkty stycznodei krzywej (7) z utworem (8). Réwnanie (8)
przedstawia dwie proste o kierunkach izotropowych (m = =i\, wychodzgce
z ogniska (a, §); mozemy zatem wyglosié nastgpujgce twierdzenie:

dwie styczne do krzywej drugiego stopnia, wyprowadzone
7z jej ogniska, majg kierunki izotropowe, za§ odpowiednia kie-
rownica, jako przechodzgca przez punkty styecznosdei tych
stycznych, jest biegunowg ogniska.

Widzimy tutaj uzytecznoéé elementéw urojonych w Geometrji.

Podana wlasno$é ogniska daje zreczng metode bezposredniego wyzna-
czenia wspéirzednyeh ogniska krzywej drugiego stopnia i nastepnie réwnania
kierownicy, jako biegunowej ogniska.

Cwiczenia.

1. Zbadac przeciecie sig krzywych o réwnaniach
a4 ay + =1

2% — xy — y? = C;
warunek stycznosei?

2. Zbadaé przeciecie sie elipsy z ukladem kél, przechodzacych przez
jej ogniska.

3. Dowiesé, iz spodki normalnych, wyprowadzonych z dowolnego punktu
(xy, ) do elipsy, lezg na przecieciu sie elipsy z pewng hyperbolg réwnoosiowsg
(hyperbola Apoloniusza),

4. Jaki zwigzek winien istnieé miedzy osiami ukladu elips o réwnaniu

X y'z

@ T

aby one byly styczne do hyperboli xy = 1? Wyznaczyé nastepnie miejsce

geometryczne punktow przeciecia sie stycznych w wierzehotkach ukladu elips
powyzszych.

=1

1]

5. Zbadaé przecigcie sig kola

Ayt =Rk(x+y)
z hyperboly xy = q.

6. Zbadaé przeciecie sie hyperboli
Xy =k
z ulladem elips, majacych state ogniska (¢, 0); (— ¢, 0).
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7. Wyznaczyé kierownice paraboeli o réwnaniu

(x4p)it+x—p41 =10,

jako miejsce geomelryczne punktéw, z ktérych styczne, wyprowadzone do tej
paraboli, sq wzgledem siebie prostopadle i nastepnie wyznaczyé ognisko, jako
jej biegun.

8. Dowiesé, iz hyperbola i elipsa, majgce wspdlne ogniska, przecinajg sie
pod kgtem prostym.

9. Dowies$é, iz biegunowe stalego punktu wzgledem uktadu stozkowych
fe )+ 29, =0
ze zmiennym parametrem A, przechodzg przez jeden punkt.

10. Dowie$é, iz punkty przeciecia dwéch stotkowyeh, majaeych osi sy-
metrji rownolegle, lezg na okregu kota.

11.  Jaki zwigzek winny spelniaé¢ osi « i b elipsy

aby w punktach jej przeciecia z parabolg y* = 2px styezne do tyech dwéceh
krzywych byly wzgledem siebie prostopadie,

.‘.!
a*

ROZDZIAL XVL

TWIERDZENIA PASCALA | BRIANCHONA.

71. Twierdzenie Pascala.

Wiemy, iz przez dowolne pieé punktéw mozna zawsze po-
prowadzi¢ okreslong stozkows, nakazdym wigc pieciokgcie mozna
opisaé¢ stozkowyg i tylko jedng. Inaczej przedstawia si¢ kwestja
z dowolnym sze§ciokgtem, gdyz przez sze§é dowolnych punktéw
stozkowe] wogéle poprowadzié¢ nie mozna. Mianowicie szeSciokat
wpisany w stozkowa posiada¢ bedzie ceche charakterystyczna,
ktérg poznamy w nastepujgcem twierdzeniu.

TWIERDZENIE PASCALA.

W szes$ciokacie wpisanym w stoikowg, przeciwlegte boki
przecinajg sie w trzech punkiach, lezgcych na jednej prostej.

Niech bedzie sze§ciokat, ktérego wierzcholki 1, 2, 3, 4, 5, 6
leza na stozkowej dowolnej (rys. 119). Zalozymy narazie nierow-
noleglo§é bokéw przeciwleglych. Podzielmy dany szedcickat na
dwa czworokaty, lgczac wierzcholki 1 i 4. Niech 8;,=0, 8,3, =0,
834 =0, s,,=0 i t. d. beda ré6wnaniami prostych, taczacych zazna-
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czone wierzchotki 112, 2 8 i t.d. Rozwazmy czworokat (1234);
réwnanie pary prostych (1, 2) i (3, 4), przeciwleglych w tym czwo-
rokgcie, ma postac

(1) I 812+ 834 =0
za§ réwnanie pary prostych (2, 3) i (1, 4) postaé

(2) 833.8, =10

Rys. 119,

Rownanie danej stozkowej f(x,y)=0, jako przechodzgcej
przez cztery punkty (1, 2, 3, 4) przeciecia sie tych dwdéch par,
wedlug rozwazan w poprzednim rozdziale, winno by¢ kombinacjg
linjowa réownan (1) i (2), to znaczy moina dobraé taka stalg A,
aby réwnanie f(x,y)=0 mozna bylo wyrazi¢ w postaci:

(3) F(x,9) =812 83+ A8y . 8,=0

Lecz stozkowa dana jest réwniez opisana na czworokacie
(1, 4, 5, 6), a zatem, na tej samej podstawie, réwnanie jej winno
by¢ tez kombinacjqg réwnan 8.8, =0 1i sy,.8,,=0, to znaczy,
mozna dobraé takq stalg p, zeby rownanie (3) dalo sie wyrazié
w postaci: '

4) . T ) =885+ 1814.8=0
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 Poniewaz réwnania (3) i (4) przedstawiajg jedng i te sama
krzywa, wige funkcje dwéch zmiennych (x,y), wystepujace po le-
wej stronie musza by¢ identyczne (pomijajac wspélezynnik pro-
porejonalnosei):

(5) 812+ S3q N Su3. 814 = 845 8541 Sy4 - S35

stad wynika identyczno§é funkeyj

(6) 12 Sg1— 810 S50 — S1a (— A Sgy 1 855)

Ale rownanie
) Spy 83— S5 85y =0

przedstawia pewng stozkowgq, przechodzaca przez punkty przecie-
cia pary prostych (1, 2) i (3, 4) z para prostych (1, 6) i (5, 4), to
znaczy, przechodzgcq przez dwa punkty 1 i 4 i przez dwa punkty
A;, Ay, w ktorych prosta (1, 2) przecina sie z prosta (5,4) i prosta
(1, 6) z prosta (3, 4) (rys. 119). Wedlug tozsamoseci (6) jednak,
réwnanie (7) mozna napisaé w postaci

81a (— M Sog =12 855) =0

A wiec krzywa (7), przechodzaca przez punkty 1, 4, A,, A,,
sktada si¢ z prostej o réwnaniu 8,,=0, laczacej punkty 1 i 4
i z prostej — A s, +p.s;; =0, laczacej w takim razie punkty A, i A,,
lecz prosta ta, jak widaé z postaci jej réwnania, przechodzi przez
punkt przecigcia Ay prostych s,3=0 i s;;=0, dowiedliSmy wigc,
iz trzy punkty A, 4,, A3, w ktérych przecinaja sie przeciwlegle
boki sze§ciokata, a wige bok (1, 2) z bokiem (5, 4), bok (1, 6) i (4, 3),
bok (2, 3) i (5, 6), lezg na jednej prostej.

Tatwo wykazaé, ze odwrotnie, przez sze$¢ punkiow plasz-
czyzny mozna poprowadzic okreslong stozkows, jeSli w szescio-
kacie, utworzonym przez potgczenie tych szesciu punktow, prze-
ciwlegte boki przecinajg sie w irzech punktach, lezgcych na jed-
nej prostej.

Przypusémy wiec, iz sze§¢ punktéw plaszezyzny 1,2,3,4,5,6
spetlnia wlasnoé¢ podang poprzednio i poprowadZzmy okreslong stoz-
kowg S przez pieé¢ punktow 1, 2, 3, 4, 5. Wykazemy, iz stozkowa S
przejdzie rowniez przez punkt 6. Istotnie, gdyby ona przez punkt
6 nie przechodzila, to, oznaczajac przez 6’ punkt, w ktérym prze-
dluzenie boku (1, 6) przecina te stozkowa, otrzymalibySmy szeS$-
ciokat (1,2, 3,4, 5, 6’) wpisany w stozkowg S, w ktérym, wediug
twierdzenia poprzedniego, punkty przeciecia przeciwleglych bokow
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lezg na jednej prostej, lecz punkty przecigcia bokéw (1, 2) z (5, 4)
i (1,6) z (4,3) sa te same, co i w szeSciokacie (1,2, 3,4, 5, 6),
wiec i trzeci punkt, w ktérym bok (5, 6") przecina bok (2, 3) musi
byé identyczny z punktem, w ktérym bok (5, 6) przecina (2,3),
zatem punkty 6 i 6 muszg byé identyczne c. b. d. d.

Z twierdzen powyzZszych wynika prosty sposéb graficzny
otrzymania dowolnej liczby punktéw stozkowej, przechodzgcej
przez dane zgéry pie¢ punktow.

Jesli w szeSciokacie wpisanym w stozkowa dwa punkty sg-
siednie daza do siebie, to prosta, przez nie przechodzgca, dazy do
stycznej. Otrzymamy z tej uwagi szereg wnioskéw z twierdzenia
Pascala, dotyczacych wlasnosci wielobokéw wpisanych w stozkows
(o mniejszej niz 6 liczbie bokéw) i stycznych w ich wierzcholkach
w iloSci, dopetniajacej liczbe bokéw do szeSciu. Podamy jeden
z nich, pozwalajacy na prosta konstrukeje styeznych do stozkowej,
przechodzacej przez pieé punktéow:

w pigciokgcie (1,2,3,4,5), wpisanym w stozkows, irzy
punkty, w kiérych bok (1,2) przecina sig z bokiem (4,5), bok (1,5)
z bokiem (2,3) i bok (3,4) ze styczng w punkcie (1), letq na
Jednej prostej.

Nadmienimy jeszcze, iz w przypadku réwnolegtosci jednej
pary bokéw przeciwleglych szeSciokgta wpisanego w stozkowa,
punkty przecigcia dwéch pozostalych par przeciwlegiych lezg na
prostej rownolegtej do powyzszej pary.

72. Twierdzenie Brianchona.

Analogicznie do twierdzenia Pascala, dotyczacego wlasnosci
zbioru punktéw, tworzgcych stozkows, istnieje twierdzenie, doty-
czgce wtasnoSci zbioru prostych stycznych do stozkowej. Brzmie-
nie tego twierdzenia otrzymujemy przez przestawienie pojecia
punktu i prostej, a wigc przez przestawienie pojecia punktu prze-
cigcia sie dwoch prostych z pojeciem prostej, fgczacej dwa punkty
(zasada dwoistosei),

TWIERDZENIE BRIANCHONA.

W szesciokgcie opisanym na stozkowej, trzy proste, tgczgce
przeciwlegte wierzchotki, przecinajg sie w jednym punkeie.

Niech bedzie szeSciokat, ktérego boki sg styczne do stozko-
wej danej (rys. 120). Oznaczmy przez 1, 2, 3, 4, 5, 6 jego wierz-
cholki; mamy dowiesé, iz przekatne (1,4), (2,5), (3,6) przecinajg
si¢ w jednym punkcie B. Oznaczmy przez 1’, 2', 3’, 4, 5, 6’ punkty
styeznoScei bokéw i polgeczmy je odcinkami, otrzymamy w ten spo-
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sob szeSciokat wpisany w stoikows, ktérego boki sgq biegunowemi
wierzcholkéw odpowiednich szeSciokata opisanego, jako cieciwy,
taczace punkty stycznoSci. Ale, wediug twierdzenia Pascala, prze-
ciwlegte boki szeSciokata wpisanego (1'2’3'4’'5’6") przecinaja sig
w trzech punktach A4,, A,, A,, lezgcych na jednej prostej (),
a wobec tego proste, tgczgce bieguny tych prostych, t. j. przeciw-
legte wierzcholki sze§ciokgta opisanego, jako biegunowe punktéw
Ay, Ay, Ay¥) winny sie przecina¢ w jednym punkcie B, t. ].
w biegunie prostej (b) ¢. b. d. d.
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ROZDZIAL XVII.

ZAGADNIENIA DOTYCZACE KRZYWYCH
DRUGIEGO STOPNIA.

73. Wyznaczanie krzywych drugiego stopnia, spetniajacych
dane warunki.

Wiemy, iz krzywa drugiego stopnia okreSlaja wartosci pigciu
parametrow, wystepujacych w jej réwnaniu. Ot6z, Zadajac, aby
krzywa drugiego stopnia spelniala pewne warunki geometryczne,
otrzymamy pewne warunki analityczne, w postaci zwigzkéw mig-
dzy powyzszemi piecioma parametrami. Zagadnienie wyznaczenia
krzywej drugiego stopnia, spelniajacej dane warunki, sprowadza

*)  Przypominamy, %ze gdy punkty leia na pewnej prostej, to ich biegu-
nowe przechodzg przez biegun tej prostej.



