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Jesli we wzorach 117) podstawimy na miejscu & warto§é ze
znakiem przeciwnym — ., to otrzymamy wspoélrzedne pewnego
punktu N na osi danej

] Xy - :’-.1'3 ’r I} i '” )

dla ktérego stosunek odlegloséci od punktow AiB ma t¢ samg wartosé
bezwzgledng (2 co i dla punktu M. Z dwéch punktéw M i N
jeden bedzie lezal miedzy punktami A i B, za§ drugi — zewnatrz
nich. O punktach M, N méwimy wtedy, iZ rozdzielajag har-
monicznie pare punktow A,B; spelniajy one proporcje

MA__NA
MB N B
Gdy » dazy do —1, to znaczy, gdy punkt M dazy do Srodka
odcinka A B, wtedy punkt z nim sprzezony N, jak widaé ze
wzoru (19), oddala si¢ nieograniczenie.

|/

/6. Suma geometryczna wektoréw.

Niech bedzie na plaszczyznie dowolna grupa np. czlerech
wektorow. Przesuwajac réwnolegle, ustawmy te wektory w ten
sposéob, aby koniec jednego schodzit sie z poczatkiem nastepnego;
otrzymamy w ten sposob linje tamang A, A, A; Ay 45 (rys. 17)

Ay

A A A, AL AL

Nazywamy sumg geometryczng danych wektoréow taki
wektor, ktéry lqczy poeczatek pierwszego wektora z koncem ostat-
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niego, w naszym wypadku bedzie to wektor, wychodzacy z punktu
A, 1 konczgcy sie w punkeie 4. .

W przypadku dwdéch wektorow, majacych wspdlny poczatek,
suma geometryczna bedzie dana przez przekatna réwnolegloboku
zbudowanego na danych wektorach (rys. 18).

C___ D

Rys. 18.

TWIERDZENIE O RZUCIE SUMY GEOMETRYCZNEY.

Miara rzulu sumy geomefrycznej Rilku wektorow na do-
wolng os réwna si¢ sumie miar rzutow poszezegdlnych wektorow.

Rozwazmy grupe n wektoréw, ustawionych w sposéb wyize|
wymieniony, a mianowicie tworzacych famang A, 4, A;... A, Adpisr
Suma geometryczng tych wektoréw bedzie wektor, wychodzgey
z poczgtku A; pierwszego wektora i konczacy sie w koncu A,
ostatniego wektora. Niech A’y A", A’;... A’, A’y oznaczaja rzuty
punktéw A; 4,... Anq1 na dowolng o§ s (vys. 17). Miary rzutéw
poszczegblnych wektorow na te o§ beda

Al Al AL A Alg 85 ooy Aln Alni's

za§ miara rzutu ich sumy geometrycznej bedzie

14_’1 A’n—-_—l
Wedlug uogolnionego twierdzenia Chasles'a, mamy jednak:
A_’I_A’a_; + Aig .A.'a —|" ...... ‘e '—J-‘ A’" A’ﬂ'i‘l — A;-l._j.l.’"_'_l
a to jest wilasnie treS¢ naszego twierdzenia,
Niech X;, X, ..... X, oznaczajg miary rzutéw danych wekto-
row na o§ Ox, za§ Y, Y,..... Y, miary rzutéw na o§ Oy; we-

dlug twierdzenia poprzedniego, miary rzutéw wektora, przedsta-
wiajacego sume geometryczng danych wektoréw, beda wiec

20) { X+XN+XA+..... + Xa
Y1 + K_l + }r; J(_ ..... -+ Iru
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Powyisze dwie sumy okreélaja warto§é i kierunek sumy geo-
metrycznej. W pojeciu sumy geometrycznej, jak rowniez jej sktad-
nikéw, wehodzi wiee w gre tylko warto§¢ i kierunek wektora.

Zaznaczymy, iz, wedlug wzoréw (20), suma geometryczna
wektorow nie zalezy od kolejnosci sktadnikow.

WNIOSEK. Jesli grupa wektoréw, ustawionych w sposcb
wskazany w definicji sumy, tworzy tamang zambhknigly, to suma
miar rzulow tych wektorow na dowolng o$ rowna sig zeru.

Nadmienimy jeszcze, iz dowolny wektor A B na plaszczyZnie
traktowaé mozna jako sume geometryezng dwoch wektorow, bedg-
cych jego rzutami na dwie osi wspélrzednych (rys. 19). Z tego po-
wodu tez rzuty wektora na osi nazywamy jego sktadowemi wzdtuz
osi wspohrzednych.

Rys. 19.

Z ostatnie] uwagi i z twierdzenia o rzucie sumy wynika
natychmiast wazny wniosek, dotyczgey miary rzutu wektora na
dowolna 0§ Os; jesli mianowicie X i Y oznaczaja miary sklado-
wych wektora dowolnego wzdiuz osi wspoétrzednych, a V, oznacza
miare jego rzutu na dowolng inng 0§ Os, to moZemy napisaé

Vs=rzut X + rzut ¥;
(na Os)
a wiec
Vei=X Cos (xs) + Y Cos (ys)

7. Cosinus kata miedzy osiami. Pole réwnolegtoboku.

Na poprzednich wiasnoSciach sumy geometrycznej opiera sie
wyprowadzenie zasadniczego w trygonometrji wzoru na cosinus
kata miedzy danemi osiami. Niech wiec bedzie 0§ Os, tworzgca
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katy (= , §) z osiami Ox i Oy i 0§ Os’, tworzgca katy («', )
z osiami Ox i Oy (rys. 20). Rozwazmy dowolny wektor O A4, le-

zagcy na osi Os i zgodnie z nig zwrdcony; niech 0OA' i OA”
oznaczajg skltadowe tego wektora wzdluz osi Ox i Oy.

s'(ec,B)

s(e,8)

Rys. 20.

Pojecie cosinusa kata g, ktory tworzy o$ s’ z osig s wigze
sie z pojeciem rzutu wektora O A na o§ Os’, a mianowicie miara
tego rzutu OP réwna sie O Acosy, ale, wedlug wlasnosci sumy
geometrycznej, miare rzutu wektora O A moina zastgpi¢ sumg
miar rzutéw jego skladowych O A’ i O A”; napiszemy to w ten
sposob:

rzut O A =rzut 0 A’ -~ rzut 0 A”
(nas’) (na ') (na s’
a zatem
OA. cosgp= 0A cosa' + OA". cos ¥
gdyz wektory OA" i OA” tworza z osiag Os" katy «' i . Ale,
z drugiej strony, wektory O A’ i O A” same sa rzutami wektora
O A na osi wspoélrzednych, wiec

0A" = 0A cos z;

0A” — 0 A cos B ;

wstawiajge te warto$ei do poprzedniego zwigzku i skracajage przez
0 A, otrzymamy zadany wz6r na cosinus kata ¢ miedzy danemi
osiami

cos % = cos # cos ¢’ + cos ¢ cos .



s’ 24 =T

Korzystajac teraz ze znanych zwigzkow

[ g e 4
g =al—u, f=uo— B o= ol —

2 L
otrzymamy zasadniczy wzor trygonometrji
cos (o' — a) =cos @ cos o' + sin e sin 2’}

stad zag wynikaja wzory dla sumy dwéch katow, przez podstawienie
— 2 na miejsce « i nastepnie dla sinusa sumy lub réznicy, przez

'; na miejsce o',

Rozwazmy réwnolegtobok zbudowany na danych dwoéch wek-
torach, wychodzgcyeh z punktu A (rys. 21). Niech V, i V, ozna-
czaja warto§ei bezwszgledne tych wektoréw, za$§ (X,V)) i (X,,Y.)

miary ich rzutéw na osi wspétrzednych. Przyjmijmy, jak zwykle,

Vi

podstawienie 2" +

y

Rys. 21,

obrét od Ox do Oy za dodatni i, uwzgledniajac kolejno$é weklorow,
rozwazimy liczbe wzgledng

prle e e — 7, sin (V, V)

gdzie (V,V,) oznacza kat, ktéry tworzy wektor drugi z wektorem
plerwszym; liczba S réwna si¢ polu réwnolegtoboku rozwazonego
ze znakiem dodatnim, gdy kat (V,V,) zawiera sie miedzy 0 i =,
rowna si¢ zas§ polu réwnolegloboku ze znakiem ujemnym, gdy kat
(V, V) zawiera si¢ miedzy =i2=. Mamy jednak dla kala miedzy
wektorami warto§é

(ViV)=0a,—a,
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gdzie #, i 2, oznaczajg kaly, ktére tworzy wektor pierwszy i drugi
z csig Ox, bedziemy wiee mieli

S= V. V, sin (2, — %)=V, V,(sin 2, cos ¢, — cos =, sin «,);
ale, wedlug rozwazan poprzednich, mozemy napisa¢ oczywiscie
V,cos 2, = X Vi sing, =¥,
Vycosao, =X, Vysine,=Y,

a wiec szukana warto§¢ S wyraza sie w zaleznosei od miar rzu-
tow wektoréow danych w ten sposéb:

S=XY,— XY,

WNIOSEK. Pole tréojkata, ktérego jeden wierzchotek znaj-
duje sie w poczalku uktadu, za§ dwa pozostate ‘maja wspoélrzedne
(x,,y,) i (xy,y,) rowna sie polowie wartosci bezwzglednej wyrazenia

X Yy — X

8. Wspdlrzedne biegunowe.

Wspélrzednemi punktu na plaszezyZnie nazywamy wogdle
wszelka pare liczb, ktora okresla polozenie danego punktu. Oprécz
wspélrzednych prostokatnych, uzywamy czesto t. zw. wspoét-
rzednych biegunowych, ktére okreSlamy w sposéb naste-
pujacy. Niech bedzie staly punkt O zwany biegunem i 0§ 0D
zwana osig biegunowag (rys. 22). PoloZenie punkiu M na
ptaszezyZnie bedzie okreslone
w zupelno$ci przez odleglodé OM M (r,8)
tego punktu od bieguna i przez
kat D O M, ktéry tworzy wektor

X
(O M)z osiag OD; dla kata lego
trzeba przyjaé okreslony obrot \ 5 D
za dodatni. Oznaczmy 0 -+ —
/
OM=r ADOM=10 Rys. 22.

liczby (r, 0) nazywamy wspoéirzednemi biegunowemi punk-
tu M. Odleglto$é r nazywamy promieniem wodzgcym, za$
kat 6 amplituda. Kat 0 bedzie dla réznych punktéw plaszezyzny
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przybieral wartosci od 0 do 2=. Wartosé 6 mozemy zwigkszyé
lub zmniejszyé o dowolng wielokrotno§é kata 2= t. j. 360°. Punkty,
majace ten sam promien wodzacy r, lezg na kole o promieniu r,
za§ punkty o tejsamej amplitudzie 7 na promieniu wychodzgcym
z punktu O.

Majac wartosci wspétrzednych biegunowych (r, 6) danego punktu
M, mozna obliczy¢ jego wspolrzedne prostokgtne, odniesione do
jakiego§ okreSlonego uktadu osi. Obierzmy np. 0§ biegunowg O D
za 0§ odecietych Oux, za$ prostopadia do niej w punkcie O za 0§
rzednych Oy. Jako dodalni zwrot osi Ox obierzmy zwrot osi OD,
za§ zwrot dodatni Oy obierzmy tak, aby obrét od Ox do Oy o kat 90°
odbywal sie zgodnie z przyjetym obrotem dodatnim dla kata 0,
Mamy wtedy (rys. 28), wedlug twierdzenia o rzucie weklora,
nastepujgce wzory na przejécie od wspoélrzednych biegunowych do
prostokatnych

J x=rcosb
(21)
l y=rsinb
y
M
S EY
|
.
0 X M
Rys. 23

.Wzory te stosujg si¢ do dowolnego punktu plaszczyzny; znaki
wspolrzednych x iy w réznych éwiartkach plaszezyzny zgodne bedg
ze znakami cos 6 wzglednie sin 6. Odwrotnie, ze zwigzkéw (21)
mozna obliczy¢ wspélrzedne (r, 6), znajac (x,y), mamy mianowicie

r=y xify?
- Vxity

X ;

cos =" sin 6 =¥

r r
W powyiszej definicji promien wodzgey r ma zawsze wartogé
dodatnig. Ot6z mozna nieco zmienié okreglenie wspoélrzednych
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biegunowych, wskutek czego wprowadzone beda w gre réwniez
njemne wartoSci na r. A mianowicie, niech amplituda 6 oznacza
kat, ktory tworzy z osiq poczatkowa o§ Os, przechodzaca przez
biegun O i przez dany punkt ptaszezyzny M, nie za§ sam wektor
OM, jak w poprzedniej definicji; promieniem wodzgcym r na-
zwiemy natomiast miare wektora O M na osi Os:

r=0M

W razie przyjecia takiej umowy, promiei wodzacy r bedzie
dodatni, jeSli wektor O M jest zwrocony zgodnie z osig Os, bedzie
za$ ujemny, je$li wektor OM jest zwrécony przeciwnie (rys. 24).

M

Rys. 24.

Dla osi, przechodzacej przez punkty Oi M, mozemy przyjaé jeden
lub drugi zwrot za dodatni; poniewaz za§ zmiana zwrotu osi
na przeciwny zmniejsza lub powigksza amplitude 6 o kat =, stad
wynika, ze gdy polozenie punktu M okresla para liczb (r,0), to
ten sam punkt bedzie okre§lala tez para liczb (—r,0 -+ =).

Nadmienimy jeszcze, iz ostatnia ogélniejsza definicja wspdél-
rzednych biegunowych nie zmienia postaci wzoréw (21) na zamiane
wspolrzednych biegunowych na prostokatne, wedtug twierdzenia
o rzucie wektora z osi na o08.

Wprowadzenie do rozwazan ujemnych wartoSei promienia
wodzgcego jest dogodne przy badaniu krzywych, jak zobaczymy
péZniej.
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9. Zamiana wspétrzednych prostokatnych.

Niech beda dwa uklady prostokatne osi (Oxy)i (0'x"y) "
rownolegtych i zgodnie zwréconych (rys. 25). Polozenie uktadu
(0’ x"y',) wzgledem ukladu (Oxy) bedzie okreslone, jesli dane sy
wspolrzedne (a,b) poczatku ukladu O’ wizglgdem osi (Oxy).
Oznaczmy przez (x,y) wsp6trzedne dowolnego punktu M wzglgdem
osi (Oxy), zas przez (x’,y’) wspélrzedne tego punktu w ukladzie
(0’ x'y"). Wspélrzedne x' i y' sa oczywiScie miarami rzutow wektora

y
yl
_Mri _______ | Mi(x,y)
A |
y E
Y :
: X! ox!
: 0 !
| |b : |
a | M x
0 SOy |
Rys 25

O’'M na osi wsp6trzednych, a zatem rownaja si¢ réznicy wspoéltrzed-
nych koica M i poczatku O’ tego wektora wzgledem osi (O x y).
Wspéhrzedne punktu M w uktadzie (O’ x'y’) zwigzane sg wiec ze
wspélrzednemi tego punktu w ukfadzie (O xy) wzorami

[ .\"=).‘—~a ] x:xf+(£

(23)
lw=y—b _ly=ﬁ+m

Przypusémy teraz, iz mamy dwa uklady osi wspéirzednych
(Oxy) i (Ox'y"), majace wspdlny poczatek O (rys. 26). Polozenie
ukladu (Ox'y") wzgledem (Oxy) bedzie okreslone, jesli podamy

kato, ktory tworzy o§ Oa' z osig Ox; przyjmiemy, jak zwykle, za
dodatni kierunek obrotu taki, ktory sprowadza 0§ O x do Oy po obrocie



o kat ; Zakladamy, iz kierunki obrotéw, sprowadzajgcych o$
Ox" do Oy’ i Ox do Oy sy zgodne. |
Aby otrzymaé zwigzki miedzy wspolrzednemi dowolnego punktu
M w uktadzie (O x y) i w uktadzie (0O x' y’), weimy pod uwage wek-
tor OM i jego skladowe wektory o miarach x"iy’. Wspélrzedna x
S
'i\

Rys. 26.

jest rzutem wektora OM na o§ Ox, poniewa7 za$, wedlug twier-
dzenia o rzutach, miara rzutu wektora réwna jest sumie miar
rzutéw jego skladowych, wiee moZemy napisaé

x=rzut O M=rzutx' - rzut y’
(na Ox) (na Ox) (na Ox)
podobnie mamy
y=rzut O M=rzut x'+-rzaty
tna O y) (na O y) (na O )

wiemy jednak, iz miara rzutu wektora réwna si¢ iloczynowi miary

samego wektora przez cosinus kata nachylenia odpowiedniej

osi, a zatem, oznaczajac przez (xx’) i (xy’) katy, ktire tworza osi

Ox' i Oy’ z osig Ox i podobnie przez (yx') i (yy') katy osi Ox'

i Oy’ z osia Oy, otrzymamy wzory na zamiane wspolrzednych
x=x’cos (xx’) -y cos (x 1)

(&) y=x'cos(yx)-+y cos(yy’)

Katy we wzorach (24) moZna wyrazi¢ przez jeden kat 2,
mamy mianowicie

(xx)=0o; (xy)= %Jrﬂ-; (yx')=o—

1

v

7 Wy)=u

l\;’i



— 3 =

Zwiazki miedzy wspoOlrzednemi (x,z) i (x',y") wypadng
teraz w takiej postaci:
x==ax'coso—y'sina

(25) ‘
y==ax'sine—y' cosz

7Ze wzgledu na prawidlowo$é budowy, wzory w postaci (24)
nadajg sie jednak lepiej do zapamigtania.

Podstawiajac — o na miejsce o, otrzymamy wzory odwrotne
na przejscie od wspélrzednyeh x,y do wspétrzednych x*, y".

Sumujgc kwadraty wyrazen (25), mamy

-"2_1_ y'.: —x"2 yfz

Suma kwadratow wspéhrzednych jest wige niezmiennikiem, co
jest oczywiste, gdyz suma ta przedstawia zawsze kwadrat tego
samego wektora OM.

Y

Rys. 27.

Weimy teraz wypadek ogélny dwéch dowolnie polozonych
uktadéw prostokatnych (Oxy)i (0" x' y’). Zatozymy réwniez zgodnosé
obrotéw (xy) i (x'y’). Polozenie uktadu (0’ x'y’) wzgledem ukladu
(Oxy) bedzie w zupelnoscijokreslone, jesli dane sq wspéhrzedne (a, b)
poczatku O" wzgledem osi (Oxy) i kat o, ktéry tworzy o§ Ox’
z 0sig Ox (rys. 27): PoprowadZmy przez punkt O' osi O'x” i 0'y”
réwnolegte do osi Ox i Oy. Przejécie od uktadu (Oxy) do (O’ x'y)
sktada si¢ wige z jednego przesunigeia réwnolegtego do punktu
(a,b) iz obrotu okato. Niech (x”,y”) beda wspbirzednemi punktu



M (x,y) w uktadzie (O'x” y”). Ze wzgledu na wzory (23) dla osi
przesunigtych réownolegle, otrzymujemy

=a-+ x"
g=ob-+y”

Przejscie od wspétrzednych x”, y” do x’, " odbywa sie wedlug
wzoréw (25) dla osi obréconych o kat «, mamy wiec ostatecznie
nastepujace zwigzki migdzy wspéirzednemi wzgledem osi (O x y)
i(0O'x'y):

c=a-}-x"cosz—y' sinu

(26)
y=>b-Fx"sinv-4y' cosu

Cwiczenia,

1. Dane sg cztery dowolne punkty M, 4, B, € na osi, udowodnié, i%:
MA® . BC+ MB® . CA+ MC%. AB+ BC.CA . AB=0.

2. Dowies¢, iz wspolrzedne érodka ciezkoscei trojkata, to znaczy punkiu

przeciecia sie srodkowych, réwne sg Srednim aryimetycznym wspélrzednych jego
wierzcholkéw.

3. Dowiedé, iz pole tréjkata, ktérego wierzcholki maja wspélrzedne
(xy 1), (% p2)y (x5 43), véwna sig polowie wartosei bezwzglednej wyznacznika:

o 1
oy 1
X opy 1

4. Dane sq cztery punkty ABCD na tej samej prostej. Dowiesé:
a) gdy te punkty sq harmonicznie sprzezone, to ich wspoélrzedne x; x; Xy Xy
spelniaja zwigzek :

1
Ly ¥y —g (x4 x) (x4 x) + x50 =0

b) znalezé warunek, ktéry wtedy winny speliaé liczby (a,b,c) i (a',b',c")
jeSli x; i x, sq pierwiastkami réwnania ox*--bx-e¢=0, za§ v, i x; pierwiasi-
kami réwnania o'x* - b'x -+ ¢ = 0.

5. Wyzpaczyé odlegloéé punktu (1,3) od érodka odeinka, laczgeego punk-
ty (471 (—2, —3).

6. Wspélrzedne hiegunowe punktu M sa (r, ); znalesé jego wspélirzgd-
ne prostokgtne wzgledem uktadu (Ouxy), jedli wiemy, iz biegun znajduje sig
w punkeie o wspélrzednyeh (a,b) w lym ukladzie, za§ 0§ biegunowa tworzy kat
o 7z osig Ox.

7. Znalesé wzory na zamiane miar rzutéw welktora na osi wspélrzednych
w razie przejScia od jednego do drugiego ukladu prostokatnego,



8, Jesli (.Y,, Y,) i (X, Vi) sa miarami rzutéw dwoch wektordw w jednym
ukladzie prostokatnym, zas (X', ¥)) i (X', V) miarami rzuléw tych wektoréw
na osi innego ukladu prostokglnego, to mamy:

XXl BN =% Xeoh Y F.
9. Dane sg wspoélrzedne wierzcholkow tréjkata:
4(1,1); B23); C(B,—1);

wyznaezyé cosinusy katéw lego trojkata, opierajye sie na wzorze na cosinus
kata miedzy osiami.

ROZDZIAL IL

WIADOMOSCI OGOLNE O LINJACH KRZYWYCH
| ICH ROWNANIACH.

10. Krzywa i pojecie funkcji.

Rozwazmy zbiér wszystkich punktow, lezacych na osi Ox
miedzy punktami A’ i B’. Niech x oznacza odcigta dowolnego
punktu M’ tego zbioru. Jesli dla kazdej liczby x dobierzemy pewna
liczbe y i odmierzymy ja jako rzedna na prostopadtej w punkcie M’,

y

Ny

Rys. 28,

to otrzymamy zbiér punktéw M, tworzgeych fuk krzywej A B (rys. 28).
PoloZenie i ksztalt tego luku bedzie okreslony, jesli podamy
sposdb, wedlug ktérego dla kazdej liczby x danego zbioru na-



