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ROZDZIAL V.

PLASZCZYZNA | PROSTA W PRZESTRZENI.

14. Réwnanie ptaszczyzny.

Przez dany punkt przestrzeni M, (x,, 1, , 2o) przechodzi okreslo-

na plaszezyzna P prostopadla do danego wektora V)(rys. 160). Po-
tozenie plaszczyzny wzgledem ukladu prostokatnego (O x y z) bedzie
wigc okreslone, jesli dane sg wspélrzedne (x,, 1, 2,) jednego punktu
M, tej plaszczyzny i miary rzutéw A, B, C na osi wspélrzednych

—
pewnego wektora V, prostopadlego do niej. Dowolny punkt pla-
szezyzny M(x,y,2) posiada te witasnosé, iz wektor M, M, taczacy

z/\/ (A, B,C)

M U{x0| Y ZU)

\M{x, v, ) ) =
0 \/
y

Rys. 160.

punkt M, z punktem M, jest zawsze prostopadly do wektora sta-
—
lego V', a wiec iloczyn skalarny, t. j. suma iloczynéw miar rzutéw

-
wektora M, M i wektora V na osi winna byé réwna zern w kazdym

punkcie plaszczyzny; poniewaz rzuty wektora M, M majg miary
X—Xoy Y~y 22

zatem punkty plaszezyzny P i tylko punkty tej ptaszczyzny spel-
niaja réwnanie pierwszego stopnia

) A(x—x0)+By—yo)+ C(2—2) =0
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Jest to rownanie plaszezyzny, przechodzgcej przez punkt
(xo,Y0,2,) i prostopadtej do wektora o sktadowych (A, B,C).

Odwrotnie, wykazalisSmy (str. 318), iz wszelkie réwnanie
pierwszego stopnia

(1" Ax+By-+Cz+D=0,

gdzie wspGlezynniki A, B, C niewszystkie réwnajg si¢ zeru, przed-
stawia plaszezyzne, prostopadiy do wekRtora, ktdrego sktadowe
majg miary rowne wspotczynnikom A,B,C wspdétrzednych w row-
naniu danem.

Poniewaz z zalozenia jeden przynajmniej ze wspoiczynnikow
A,B,C nie rowna sie zeru, a wiec z rownania plaszezyzny (1')
moZna zawsze jedng wspoirzedng wyrazi¢ w zaleznosci od dwoch
pozostatych, jesli np. C5~0, to mamy

A B D

p=—g k=Pl g

Polozenie plaszczyzny w przestrzeni okreslone jest wiee przez
wartosci frzech stosunkéw miedzy wspoéleczynnikami 4,B,C D;
uktad plaszezyzn w przestrzeni jest wiec frdjparametrowy i dlatego
zagadnienia, dotyczace plaszczyzny, winny zawieraé (rzy warunki
w celu uzyskania okre$lonego rozwigzania.

Widzimy roéwniez natychmiast, iz warunkiem koniecznym
i wystarczajgcym, aby dwa réwnania pierwszego stopnia

Ax-+By-} Cz+D=0
A x+B,y+C z+4D,=0

przedstawialy jedna i t¢ samg plaszezyzne, jest proporcjonalno$é
wszystkich wspétezynnikéw w postaci

A_B_0 D

A, B, C D
oczywiscie nalezy tu zachowaé umowe o znikaniu licznika w razie
znikania odpowiedniego mianownika.

Przyklad. Réwnanie plaszezyzny, przechodzgcej przez punkt (1, 2, —3)
i prostopadlej do wektora o skladowych (2, —8, —1) ma postaé

L 22—+ (=8)(y—2)+(—1)(z+3) =0,
stad wynika
2x — 38y —z4+1=0,
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Szczegdlne potoienia ptaszczyzny.

Je§li réownanie plaszezyzny nie zawiera wyrazu statego,
to znaczy ma postaé

Ax+By+Cz=0

wtedy réwnanie spetnione jest w punkcie (0,0,0), a wiec pta-
szezyzna przechodzi przex poczatek uktadu.

Jesli plaszezyzna jest rownolegta do osi Oz, wtedy rzut
wektora V na te o§ ma warto§¢ C'=0 i punkty plaszczyzny dla
dowolnego z spelniajg zwiazek z dwiema zmiennemi

) Ax—+By+ D=0,

oznacza to geometrycznie, iz rzuty (x,y) punktéw plaszezyzny
leza na linji prostej (rys. 161). Roéwnanie (2) przedstawia wiec
$lad plaszezyzny na plaszezyinie (Oxy). Podobnie wykazemy,
iz zwiazek A x-}- Cz-+4 D=0 odpowiada plaszczyZnie réwnolegtej

Z
TMtx') Yv Z]
|
0 I' X
' ;
Mix y)_—
Y AR by =

Rys. 161.

do osi Oy i zwigzek By Cz—+ D=0 plaszczyZnie rownolegtej
do osi Ox.

Je§li wreszcie plaszezyzna jest rownolegla do jednej z pla-
szezyzn wspolrzednych, wtedy dwa z trzech wspélezynnikéw A,B,C
bedg réwne zeru i dla dowolnej warto$ci dwéch wspéirzednych,
wartos§é trzeciej, jako odleglosé dwéch plaszezyzn réwnoleglych,
bedzie stala, a mianowicie:

jesli ptaszezyzna jest rownolegta do (Oxy) to z = statef
(rys. 162);
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jesli ptaszczyzna jest rownolegta do (Oyz), to x — statej;
jesli ptaszezyzna jest rownolegta do (Oxz), 1o y = stalej.

M, M

0] i X

'z -stala
¥ g |
3 ‘M

Rys. 162.

Slady ptaszczyzny i przecigcia z osiami.

Niech bedzie réwnauie ptaszczyzny ogélne
Ax+By-+ Cz+D=0.

Slady danej plaszezyzny na plaszezyznach wspélrzednych
otrzymamy, podstawiajagc w réwnaniu danem warto§¢ zero na
jedng ze wspolrzednych, a mianowicie, podstawiajgc np. z2=0,
otrzymamy $lad na plaszczyznie Oxy:

Ax-+By-+ D=0
itp
Wspélrzedne punktéw przecigcia plaszezyzny danej z osiami
otrzymamy, podstawiajac w rownanie plaszczyzny na dwie

wspélrzedne warto$é zero; a wiee bedziemy mieli, w zaloZeniu, iz
A0, B#0, C7#0,

jesli y=0,2=0, to Ax+D=0;

=
I
l

w Xx=0,2=0, ,, By+D=0; y=

3 x‘—TO,U:O, ” CZ+D:0:

N
Il
|

l
Qs &t &lo
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oznaczmy te wspoéirzedne przez a,b,c i napiszmy réwnanie
plaszczyzny w ten sposéb (D+£0):

A B C
—D'x+'b—y+3z‘|‘1=0

a zalem rownanie ptaszezyzny, ktéra na osiach wspélrzednych
odcina wektory, majace miary «,b,c (rys. 163), ma postaé

Bl e
@ a™ b—]_c =0

Rys. 163.

15. Kat miedzy ptaszczyznami.

Niech bedg dwie plaszezyzny P, i P, o réwnaniach

(4) Ay x+By+Cz-+D,=0
Ay %+ Byy+ Gy z+ D, =0

Wiemy, ze pierwsza plaszczyzna jest prostopadla do wektora

—> —
V, o skladowych (A4,,B;, C,), zas druga do wektora V, o skiado-
wych (A,,B,, Cy) (rys. 164); plaszczyzny te sg do siebie réwno-
legte lub prostopadfe, zaleznie od tego, czy powyisze wektory sa
do siebie rownolegte lub prostopadte. Otrzymamy wiec natych-
miast warunek réwnolegtoSci dwoéch plaszezyzn i warunek ich
prostopadlodei, na podstawie twierdzenia 2 (art. 4) i warunku
(17) art. 6-go.
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Rys. 164,

Warunek rownolegtosci.

Aby dwie ptaszczyzny byly do siebie rownolegte, trzeba
i wystarcza, zeby wspotczynniki wspdtrzednych w ich réwna-
niach byty do siebie proporcjonalne:

A,_B,_C

5] =

Warunek prostopadtosci.

Aby dwie ptaszezyzny byly do siebie prostopadte, trzeba
i wystarcza, zeby suma iloczyndw wspdolezynnikdw wspotrzednych
rownata sie zeru:

(6) A1A2+BLBE+Clai:0

W przypadku ogélnym kat miedzy plaszezyznami réwna sie
katowi migdzy wektorami do tych plaszezyzn prostopadiemi, a wiec,
wedlug wzoru (15) (art. 6) na kat miedzy wektorami, jesli przez ¢
oznaczymy kgt ostry miedzy plaszezyznami, to wartosé jego be-
dzie okre$lona przez wzor

| A, A=+ B, By C, C,|
(7) Cospeme—eo
VAP+B4C? V A+ B+ Cy
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Przyktad. Mamy dwie plaszczyzny o réwnamiach
2y —y+824+1=0; x-4y—2z-4+4=0;
kat ostry ¢, zawarty miedzy temi plaszezyznami, dany bedzie przez wartodé

[2+1 4 (—1)-14+3(—2)| B H]

CQS(P: =T e "
Ver4ir48 YT 2y

16. Prosta w przestrzeni.

Polozenie linji proste] w przestrzeni bedzie okreSlone przez
jeden punkt na niej lezacy i wektor dowolny do niej réwnolegty.
Wyznaczmy wiec rownania prostej, przechodzacej przez dany
punkt M,(x,, y,,2,) i rownolegtej do danego weklora o sktadowych
(a,b,c¢) (rys. 165). Otéz kazdy punkt prostej M (x,y,z) ma te wia-
snoéé, iz wektor M, M, taczacy ten punkt z punktem statym pro-
stej M,, jest réwnolegly do wektora danego (a,b,c), a wiec skla-
dowe x —x,, y—Uy, 2—=2, wektora M, M sa proporcjonalne do
skladowych «, b, c

(8) X-=mky. Yr—le: A%

Mx, y, z)

Rys. 165.

otrzymane zwigzki nazywamy réwnaniami prostej w postaci Rie-
runkowej. '

Trzy liczby a, b, ¢, charakteryzujace kierunek prostej w prze-
strzeni, nazywamy wspdtczynnikami kierunkowem! prostej. Otrzy-
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mane trzy zwigzki w poslaci (8) przedstawiaja rdéwnania rzutow
prostej danej na trzy plaszezyzny wspéirzednych Oxy, Oyz, Oxz;
tylko dwa z tych rownan sq niezaleine.

Postaé (8), wedlug umowy przyjetej we wzorach (8) na str. 299,
stuszna jest tez w przypadku, gdy jeden lub dwa ze wspélezynni-
kéw a,b,c réwne sg zeru, pod warunkiem, aby znikanie mia-
nownika pociggalo za sobg znikanie odpowiedniego licznika. A mia-
nowicie, gdy jeden ze wspoélezynnikéw Kkierunkowych znika, np.
a =0, wtedy prosta jest prostopadla do osi Ox, a wiec wspol-
rzedna x bedzie stala i punkty spelniajg dwa zwiazki

U—la__2—%

X=X,
0 b c

Jesli dwa ze wspolezynnikéow znikaja np. a=0, b=0, to
prosta jest réwnolegta do osi Oz i wspélrzedne x i y beda mialy
wartosei stale

X=Xy, Y=l

za§ wspolrzedna z moze byé dowolna.

Prostg w przestrzeni mozemy tez okresli¢ analitycznie, jako zbior
punktéw (x,y,z2), spelniajgcych dwa zwigzki pierwszego stopnia

Ajx+ B y+Cz+4D, =0

Ayx—+Byy+Cz+ D, =0

(9)

to znaczy, jako przecigcie dwo6ch plaszezyzn, w zalozeniu, iz pla-
szezyzny te nie s do siebie réwnolegle, a wige nie spelniajg pro-
porcyj (5). Rugujge wtedy ze zwigzkéow (9) po jednej zmiennej,
otrzymamy dwa niezalezne zwigzki pierwszego stopnia z dwiema
zmiennemi o postaci np.

(10) x=az-}p; y=bz+4gq

przedstawiajace rzuty danej prostej na plaszezyzny (Oxz) i (Oyz).

Aby wyznaczy¢ wspotezynniki kierunkowe prostej, okreslo-
nej przez zwigzki (9), nalezy te zwigzki, przez rugowanie zmien-
nych, doprowadzic¢ do postaci (8), to znaczy takiej, aby wspétczyn-
niki zmiennych x, y, z byly rowne jednosci, wtedy mianowniki
wyrazen przedstawia¢ bedg wspotczynniki kierunkowe prostej.
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Wspétezynniki kierunkowe prostej sg proporcjonalne do co-
sinuséw katéow Cose, CosB, Cos7, ktore jeden lub drugi zwrot
prostej tworzy z osiami wspoélrzednych:

Cosa__ Cosf__ Cos 7
a b c

Aby wyznaczyé te cosinusy, zauwazmy iz cosinusy kierun-
kowe wektora otrzymujemy, dzielac miary jego rzutéw przez do-
datnig warto$¢ wektora, t. j. przez pierwiastek z sumy kwadratow
miar rzutéw, a wiec cosinusy kierunkowe jednego ze zwrotéw
prostej (8) otrzymamy, dzielac kazdy z jej wspélezynnikow kie-
runkowych a, b, ¢ przez pierwiastek z sumy ich kwadratéow. Po-
niewaz za$ cosinusy kierunkowe dwoch przeciwnych zwrotéw pro-
stej majg znaki przeciwne, a wiec cosinusy kierunkowe dwdch
zwrotow prostej, majacej wspoélczynniki kierunkowe a, b, ¢, za-
warte sg we wzorach

Cosa =+ #

G s

(11) Cosﬁzi%ff
/@bt e

Cosy=d—————— i.‘—:_

(@ 5+

Przyktad Wyznaczyé cosinusy kierunkowe prostej, okreslonej przez
réwnania

x+y+z=1;
3x — 2y + Sz2= 2

Rugujgc raz zmienng z, a drugi raz zmienng y, otrzymamy réwnania
rzutéw

2x + Ty = 3;
Bx 4 72 =5 4

aby doprowadzié¢ te zwigzki do postaci kierunkowej (8), stosujemy nastepu-
jace przeksztalcenia:

2 =
2x=3—7y23(-—72+a}

REL SR
hY 7 7

(2)

E

r
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wreszeie, aby zniesé ulamki, mnozymy mianowniki przez 14:

; H]
i Y= #=n

7 — 2 — &

wspolezynniki kierunkowe prostej sg wiee 7, — 2, -5, a zatem cosinusy kie-
runkowe dwdch zwrotéw prostej beds takie:

7 2 5
Csa=+——; Cosfi=F ——; Cosy=F —.
V78 V78 V78

Znaki gérne dotyczg jednego zwrotu, znaki dolne — przeciwnego.

ROWNANIA PARAMETRYCZNE.

Ze zwigzkéw (8) mozna tatwo otrzymaé réwnania parame-
tryczne prostej; oznaczmy mianowicie wspélng warto$é stosun-
kow (8) przez £:

M=k W= &= 4 4y

a b ¢

stad wszystkie wspélrzedne punktu prostej wyraza sie linjowo
w zaleznogci od zmiennej ¢:

x=ux,+at
(12) y=yo+ bt
z2=2z,+ct

zmienna £ jest proporcjonalna do miary wektora, lgczacego punkt
staly (x,, Yo, 2,) z punktem zmiennym (x,y,2). Zwigzki (12) stuszne
sq oczywiscie réwniez w przypadku, gdy jeden lub dwa ze wspo6l-
czynnikow a, b, ¢ znikaja.

ZAGADNIENIE. Wyznaczy¢ rownania prostej, przechodzg-
cej przez dwa dane punkty

M (x, Yis Z1) 1 My (xy, 1, 25)

Rzuty na osi wektora stalego, 1aczgcego punkty M, i M,, maja
miary

Xy —Xoy, Hi— Yoy Z1—2

zas rzuty wektora, laczacego np. punkt M, z punktem zmiennym
M (x,y,z), majag miary

X—Xyy, Y—Y, 2—2
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T Maf X, Y12,Z0)

Rys. 166.

a wiee, oczywiScie, piszac proporcjonalno$é powyzszych miar rzu-
téw, otrzymujemy zadane réwnania prostej, przechodzacej przez
dwa dane punkty w przestrzeni:

X —X Yl 2%

13
3) Xp—Xe Y —ls 2 —2

roéznice x; — Xy, J, — Ys, 2y — %y przedstawiaja wiec wspdlczynniki
kierunkowe prostej. W szczegélnym wypadku, réwnania prostej,
przechodzgcef przez poczgtek ukladu i przez punkt (x,, y,, 2,), bedg
mialy postaé 2

(13%) — L

17. Polozenie prostej wzgledem ptaszczyzny.

Niech bedzie dana ptaszezyzna P o réwnaniu
(14) Ax+By+Cz+4+D=0

.1 prosta D okreslona przez réwnania

(19 “mar o ow

Geometria Analityczna. -
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Wiadomo, iz kat nachylenia prostej
wzgledem plaszezyzny jest to kat ostry,
- ktéry lworzy prosta ze swoim rzutem na
plaszczyzne; ale kat ten o jest dopetnia-
jacym do % (rys. 167) wzgledem kata
ktéry prosta dana tworzy z wektorem V
o sktadowych A4, B, C, prostopadlym do
plaszczyzny danej. Poniewaz liczby a, b, ¢
przedstawiaja miary rzutow wektora row-
noleglego do danej prostej, a wiec dla
kata ostrego », t. j. kata nachylenia prostej (15) wzgledem
plaszezyzny (14), otrzymamy wzér nastepujgey:

e Bh-Ca)
VA‘.'!_'_B2_{_0:’ l,a.? bd+c

Prosta D jest do ptaszczyzny P réwnolegta, jesli odwrotnie,
wektory (A,B,C) i (a,b,c) sa do siebie prostopadte. Prosta za$
jest do plaszczyzny prostopadta, jesli wektory (4,B,C) i (a,b,c)
sg do siebie réwnolegfe.

Mamy wiec taki warunek réwnolegtosci prostej (15) do pta-
szezyzny (14):

(6¥)) Aa+Bb+Cec=0 (||)

Rys. 167.

(16) Sin v =

i nastepujacy warunek prostopadtosci prostej do plaszczyzny:

(18) 4 :;i Y

18. Plaszczyzna przesunieta przez dang prostq.
Niech bedzie prosta, okreslona przez dwa zwiqiki
A x+B y+Cz+D,=0
Ay x+Byy+ Coz+Dy,=0

Rozwaimy zwigzek, bedacy kombinacjg linjowg zwigzkéw po-
wy#szych

(200 A;x—+B,y+ C z-+D, ) (A2x+ Byy+Cyz+D)=0

(19)

) jest dowolnym stalym wspéiczynnikiem. Zbiér punktéw, spel-
niajgeych réwnanie (20), tworzy pewna plaszezyzne, gdyz zwig-
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zek ten jest pierwszego stopnia i nie jest tozsamoScia z zaloZenia;
nadto widzimy, iz wspélrzedne (x,y,2), spelniajace jednoczesénie
oba zwigzki (19), beda spelnialy tez zwigzek (20); oznacza to geo-
metryeznie, iz wszystkie punkty prostej (19) leza na plaszczyznie
(20). Mamy wigc nastepujgcq wlasnosc,

TWIERDZENIE. Zwigzek, bedgcy kombinacja linjowa dwich
zwigzkow, ohkreslajgcych prosta, przedstawia plaszezyzne prze-
sunietg przez dang prosta.

Zmieniajac warto§é wspélczynnika ) w réwnaniu (20) otrzy-
mamy pek plaszezyzn, przechodzgcych przez prostg (19). Latwo
wykazaé, iz zbiér ten zawiera wszelkie moZliwe plaszezyzny, prze-
chodzace przez prosta (19) (z wyjatkiem jednej). Twierdzenie
powyisze stuszne jest rowniez, gdy prosta okreSlona jest przez
swoje rzuty, t. j. przez dwa zwigzki z dwiema zmiennemi. A wiec
réwnanie plaszczyzny, przesunietej przez prosta okreslong przez
zwigzki

x=az-+p
y=bz+gq
bedzie mialo postaé
x—az—p+r@y—bz—q)=0

W szczegbélnym wypadku, réwnanie plaszezyzny przesunietej
przez prosta, lezgca w plaszezyZnie (Oxy), a wige okrveSlong przez
dwa réwnania ax 4 by + ¢=0 i z= 0, bedzie mialo postaé

ax—+by+4cect+rz=0

Z dowolnosei wspotezynnika » w réwnaniu (20) mozna tak
skorzystad, aby plaszezyzna (20) spetniata nadto jakis drugi wa-

runek. Zagadnienia odpowiednie rozwazymy w rozdziale na-
stepnym,

ROZDZIAL VI.

ZAGADNIENIA DOTYCZACE PLASZCZYZNY | PROSTEJ.

19. Przeciecie sie trzech plaszczyzn i ptaszczyzny z prosta.
ZAGADNIENIE 1. Wyznaczyé punkl przecigcia sig frzech
plaszezyzn. Odnalezienie wspélrzednych punktu przecigeia sig
trzech plaszczyzn okreSlonych przez réwnania
Ajx+By+Cz+D =0
1) Ayx+ By + Crz+ D, =0
Ay x+Byy+ Cz~+ Dy =0



