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tité, puifqu’on peut y  ajouter &  qu’on peut 
en ôter.

Il en eft de même d’un poids &  d’autres 
chofes de cette nature.

2.

On voit donc facilement qu’il doit y  
avoir tant de différentes efpeces de gran
deurs, qu’il feroit même difficile d’en faire 
l’énumération : &  voilà l’origine des diffé
rentes Parties des Mathématiques, chacune 
d’elles s’occupant d’une efpece particulière 
de grandeurs. Les Mathématiques en gé
néral ne font autre chofe que la fcience des 
quantités , ou la fcience qui cherche les 
moyens de les mefurer.

3 *

Or nous ne pouvons mefurer ou déter
miner une quantité , qu’en regardant une 
autre quantité de la même efpece comme 
connue , &  en indiquant le rapport de 
celle-ci à celle-là.

t E L È M E N S



Qu’il s’agifTe, par exemple, de déter
miner la quantité d’une i’omme d’argent, on 
regardera comme connu un louis, un écu , 
un ducat ou quelqu’autre monnoie , &  on 
indiquera combien de ces pieces font con
tenues dans ladite fomme;

De même, s’il étoit queftion de déter
miner la quantité d’un poids, on regarde- 
roit un certain poids comme connu \ par 
exemple, une livre, un quintal, une once, 
&  on indiqueroit combien de fois tel ou tel 
poids eft contenu dans celui qu’on déter
mine.

Veut-on mefurer une longueur ou une 
étendue, on fe fervira d’une certaine lon
gueur connue , telle qu’efl: un p ed.

4 *

Àinfi les déterminations ou les mefures 
de grandeurs de toutes efpeces, reviennent 
à ceci : Qu’on fixe d’abord à volonté une 
certaine grandeur de la même efpece que 
telle qu’on veut déterminer, afin de la

A 2
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prendre pour mefure ou unité ;  enfuite, que 
l ’on détermine le rapport qu’a la grandeur 
prefcrite avec cette mefure connue. Ce 
rapport s’exprime toujours par des nom
bres , d’où il s’enfuit qu’un nombre n’eft 
autre chofe que le rapport d’une grandeur à 
une autre prife arbitrairement pour l’unité.

5 -

Il eft évident par-là que toutes les gran
deurs peuvent être exprimées par des nom
bres , &  qu'on doit faire confifter ce fon
dement de toutes les Sciences Mathéma
tiques , dans un traité complet de la fcience 
des Nombres &  un examen foigneux des 
différentes maniérés de calculer qui peuvent 
fe préfenter.

On nomme cette partie fondamentale 
des Mathématiques, 1 ’AnalyJ'e ou Y A l
gèbre (*).

(*  ) Plusieurs Mathématicien* diflinguent entre A na- 

lyft &  A^ebre. Ils entendent par le terme A'Analyfe Ja 

méthode qui e^ifeigne à trouver ces règles générales, au

4 E L i M  E N  S
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6 .
s

- On ne confidere donc dans l’Analyfe 
que des nombres qui repréfentent des quan
tités , fans s’embarraffer des efpeces parti
culières des Quantités. C ’eft dans les autres 
parties des Mathématiques qu’on s’occupe 
de ces efpeces.

7 -

On traite des Nombres en particulier 
dans XArithmétique , qui eft la fcience des 
Nombres proprement dite; mais cette fcience 
ne s’étend qu’à de certaines façons de cal
culer qui fe préfentent ordinairement dans 
la vie commune. L’Analyfe au contraire 
comprend généralement tous les cas qui 
peuvent avoir lieu dans la doctrine &  le 
calcul des Nombres. ■

moyen defquelles on foulage l’efprit dans toutes les 
recherches mathématiques ; &  ils nomment Algèbre l’inf- 
trument que cette méthode emploie pour y  parvenir. 

C ’eft la définition que M . Bcçout adopte dans la Préface 
de fon Algèbre.

A j
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C H A P I T R E  I I .

Explication des Signes -{- Plus & —  Moins, 

8.
u  a n  D  il s’agit d’ajouter à un nombre 

donné un autre nombre , celą s’indique par 
le ligne -}- qu'on met devant ce fécond 
nombre , &  qu’on prononce plus. Ainli
5 "h  3 ^gnifie qu’on doit ajouter encore
3 au nombre 5 , &  tout le monde fait qu’il 
en résultera 8 5 de même 1 2 -j- 7 font 19 }

1 6 font 41 j la fomme de 2 5 -j- 41 
eft 66 , &c.

9 -

On a coutume auffi de fe fervir du même 
f]gne plus , pour lier enfemble plufieurs 
nombres ; par exemple : 7 -f- 5 —j— 9 fignifîe 
qu’au nombre 7 il faut ajouter 5 &  de plus 
encore 9 , ce qui fait 2 1. On comprend 
donc ce que fîgnilie la formule fuivante :,

3 + 5 + 13 +  11 + 1.+ 3 +  10 »



à favoir, la fomme de tous ces nombres, 
qui fait j 1.

1 0 .

Tout cela ne peut qu’être clair , &  il 
refte à faire obferver que dans l’Analyfe 
on indique les nombres d’une maniéré gé
nérale par des lettres , comme a, b , c , 
& c. Ainfi, quand on écrit a-Ą-bs cela 
fignifie la fomme des deux nombres qu’on 
a exprimés par a &  b , &  ces nombres 
peuvent être très-grands ou très-petits. De 
même f  -j~ m -|- b -|- x , fignifie la fomme 
des nombres indiqués par ces quatre lettres*

Il fuffira donc toujours de favoir quels 
nombres ont été indiqués par de telles lettre^ 
pour trouver auffi-tôt, par l’Arithmétique ? 
les fommes ou les valeurs de pareilles 
formules.

Dy A L G E B R E. 7

Quand il eft queftion , au contraire., 
d’ôter ou de fouftraire un nombre d’un

A 4
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autre nombre, on indique cette opération 
par le figue — , qui fignifie moins, &  qu’on 
inet devant le nombre à fouftraire : ainlî 

8 - 5
fignifie que le nombre 5 doit être ôté du 
nombre 8 ; ce qui étant fait il refte 3 , 
comme perfonne ne l’ignore. -De même
12  — 7 eft: aurant que 5 , &  20 — 14 eft 
autant que 6 , & c.

. 1 2 .

Il peut arriver aufli qu’on ait plufieurs 
nombres à fouftraire d’un feul nombre. C ’eft 
le cas de cet exemple :

50— 1 —  3 — 5 — 7 — 9-
Cela fignifie : Otez d’abord 1 de 50, il refte
49 -, ôtez 3 de ce refte , il reftera 46 -, ôtez- 
en encore 5 , relient 41 $ ôtez enfuite 7 ,
il rtfte 34 ; ôtez-en enfin 9 , reftent 25 ; 
&  ce dernier refie eft la valeur de la for
mule propofée. M.iis comme les nombres 
1 > 3 > 5 > 7 ? 9 ônr t0ll$ à fouftrairê, il 
revient au même de fouftrairê leur fomme,



qui eft 1 5 , toute à la fois de 5 0 ; le refte 
fera 25 , comme auparavant.

I 3*
11 eft de même très-facile de déterminer 

la valeur de pareilles formules, où les deux 
fignes J r  plus &  —  moins fe rencontrent -t 
par exemple :

12  —  3 — 5 -|- * —  1 eft autant que 5.
Il n’y  a qu’à prendre féparément la fomme 
des nombres précédés du fîgne -j- , &  en 
ôter celle des nombres précédés de — . La 
fomme de 12 &  de 2 eft 14 ,  celle de 3 ,
5 &  1 , eft 9 ; or 9 étant dté de 1 4 ,  il 
refte 5.

1 4 .
On s’appercevra bien par ces exemples 

que l’ordre des nombres qu’on écrit eft très- 
indifférent & tout-â-fait arbitraire , pourvu 
■qu’on conferve à chacun (bu (igné. Rien 
n’empêcheroit de mettre-à la place de la 
formule du § précédent celles-ci :

1 i + i — 5— - 3 — î ; o u  2.-— 1 — 3 —- 5 + 1 2 ;

&' A L G E B R E. '~9



ou encore d’autres j &  il faut remarquer 
que dans la formule propofée , le figne ~\- 
eft cenfé être mis devant le nombre i z.

\ r r  » ï w  ' _ a r rx ̂ j  r

M -.. ■■ ■ r - • • - ' - ' - ' I  ’J  1 - * i-L

On n’aura plus de difficultés non plus 
quand, pour généralifer ces procédés, on 
voudra fe fervir de lettres à la place de 
nombres réels. 11 eft clair, par exemple, 
que :

a —  b—  c-\- d —  e 
fignifie qu’on a des nombres exprimés 
par a &  d >. &  que de ces. nombres, ou de 
leur fomme , il faut ôter les nombres ex
primés par les lettres 6 , c , e ,tk  précédés 
du figne - r - ,

1 6 .

Il importe donc principalement ici de 
favoir quel figne fe trouve devant chaque 
nombre. De là;vient que dans i’Algebre, 
les quantités fimples font les nombres cou- 
fidérés avec les lignes qui les précèdent

JO E L É M  E N  S



ou qui les affectent, On nomme quantités 
pojitives, celles devant lefquelles fe trouve 
le figue ; &  quantités négatives , celles 
qui font affe&ées du figne— .

i 7 -
La maniéré dont on a coutume d’indi

quer les biens d’une perfonne , eft très- 
propre à éclaircir ce que nous venons de 
dire. On indique par des nombres pofitifs, 
&  moyennant le figne - f* , ce qu’un homme 
poflede réellement, au lieu que fes dettes 
fe ' repréfentent par des nombres négatifs, 
ou par le moyen du figne— . Ainfi quand 
on dit de quelqu’un qu’il a 1 oo écus , maïs 
qu’il en doit 50 , c’eft dire que fon bien 
fe monte à

100— 50 ; ou, ce qui eft la même chofe, 
- f - 10 0 —  50, c’eft-à-dire 50.

l8.
Puifque les nombres négatifs peuvent 

çtre confidérés comme des dettes , en tant

n ’ A L G E B R E. I I



que les nombres pofitifs indiquent des biens 
effe&ifs, on peut dire que les nombres né
gatifs font moins que rien. Ainfi quand un 
homme ne püiïede rien, &  qu’il doit même
50 écus, il eft certain qu’il a 50 écus de 
moins que rien ; car fi quelqu’un lui faifoit 
préfent de 5 o écus pour payer fes dettes, 
il ne ferbit encore qu’au point de n’avoir 
rien , quoiqu’il fût devenu plus riche qu’il

1 t • T /n etoit.

I 9 -

, De même donc que les nombres pofitifs' 
font inconteftablement plus grands que 
rien, les nombres négatifs font plus petits 
que rien. On en obtiennes nombres po
fitifs en ajoutant 1 à o , c’eft-à dire , à rien , 
&  en continuant d’augmenter ainfi toujours 
de l’unité. C ’eil là l’origine de-la fuite des 
nombres qu’on nomme nombres naturels;  
en voici les premiers termes : 
o , + 1 ,  + Łł + 3  » + 4 ł +  5 » + 7 , -f f>, 4- j o, 

&  ainfi de fuite à l’infini.

\1 'E  L Ê M  E N S



Mais fi au lieu de continuer ainfi cette 
fuite par des additions fucceffives on la 
continuoit dans le fens contraire, en retran
chant perpétuellement l’unité , on auroit 
la fuite , ou férié fuivante , des nombres 
négatifs :

o,— i,—2 ,-3 ,—4,—î ,—6,—7,—8,—9,—10, 
&  ainfi de fuite jufqu’à l’infini.

20.
Tous ces nombres tant pofitifs que néga

tifs , ont le nom connu de nombres entiers ;  
lefquels par conféquent font ou plus grands 
ou plus petits que rien. On les nomme 
nombres entiers, pour les dilKnguer d’avec 
les nombres rompus , &  d’avec plufieurs 
autres efpeces de nombres dont nous par
lerons dans la fuite. Car 50 , par exemple, 
étant plus grand d’une unité entiere que 49 , 
on comprend facilement qu’il peut y  avoir 
entre 49 &  50 une infinité de nombres in
termédiaires , tous plus grands que 49 , &  
pourtant tous plus petits que 50. On n’a

D  A L G E B R E. 1 3



1 4  E  L  É  M  E  N  S

qu’à fe repréfenter deux lignes, l’une îori3 
gue de 5 o pieds, l’autre longue de 49 pieds, 
on conçoit aifement qu’on peut tirer un 
nombre infini de lignes toutes plus longues 
que 49 pieds , &  plus courtes cependant 
que 50 pieds*

2 1 *

11 importe extrêmement dans toute l’Al- 
gebre, que l’on fe fafle une idée nette de 
ces quantités négatives dont il a été ques
tion. Je me contenterai de faire remarquer 
ici d’avance que toutes ces formules, par 
exemple ,
- [ - I —  I ,  + 2 —  2 ,  + 3 —  3 , + 4 — 4 ,  & C ;  

valent o ou rien. Enfuite que 
-}- z —  5 vaut — 3.

Car fi quelqu’un a 2 écus &  qu’il en doive:
5 , non-feulement il n’a rien, mais il doit 
encore 3 écus : de même

7 — 12 eft autant que—
&  2 5 — 40 vaut— 1 j.
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22.
Les mêmes chofes doivent s’obferver, 

quand on emploie d’une maniéré plus gé
nérale des lettres au lieu de nombres ; on 
aura toujours o ou rien pour la valeur 
de -|- a— a. Veut-on favoir enfuite ce que 
ïïgnifie , par exemple , a— b , l’on con- 
fidérera deux cas :

Le premier a lieu quand a eft plus grand 
que b ; il faut alors fouftraire b de a &  le 
refte, devant lequel on mettra ou l’on 
fuppofera le figne 5 qui indique la valeur 
cherchée.

Le fécond cas eft celui où a eft plus petit 
que b ;  on fouftraira dans ce cas a de b , 8c 
on prendra le refte négatif, en lui donnant 
le figne — , ce fera la valeur cherchée.

m
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C H A P I T R E  I I I .

D e la multiplication des Quantités fimples.

2 3 .

C ^ u a n d  on a deux ou plufieurs nombres 
égaux à ajouter enfemble, 011 peut expri
mer cette fomme d’une maniéré abrégée j 
par exemple : 

a-\-a eft autant que 2.a  de
a~\~a-\-a--------- —  3. a; de même
a-j-a -f-a - j-  a ----4. a ,&  ainfi de fuite.

C ’eft ainfi qu’on peut prendre une idée 
de la multiplication, &  il faut remarquer
que : ,

2. a fignifie i  fois a &
3.  a  3 fois a &
4 .  a  4 fois a , &c.

24 .

S’il s’agit donc de multiplier un nombre 
exprimé par une lettre , avec un nombre

quelconque ?



Quelconque , on met Amplement ce nombre 
devant la lettre ; ainfi

a multiplié par 10  fait 20 a , &  
b multiplié par 30 donne 30 & c.

O n voit au/Ti que c pris une fois ,  o u ï e  
<eft autant que c.

2 5 -

Il eft de plus facile de multiplier de 
femblables produits encore par d'autres 
nombres -, par exemple :

2 fois 3 a fait 6 a.
3 fois 4 b fait 12 b.y »

5 fois 7 x  fait 3 5 x .
E t  ces produits peuvent fe multiplier en
core par d’autres nombres à volonté.

26.
 ̂ • • i 4 -0») ’j ir. ill'* 'i'jij.li*'): '/y. 'I *r)

Quand le nombre par lequel on devroit 
multiplier, eft suffi repréfenté par une 
lettre , on la met immédiatement devant 
l’autre lettre * ainfi quand il s’agit de mul
tiplier b par a , le produit doit s’écrire a b ;  

Tome 1 .  B

2>' A  L G E 3 R E» I J



S c p q  fera le produit de la multiplication 
.-du nombre q par p. Si l’on multiplioit ce 

/ p q encore par a , on obtiendroit a p  q.

* 7 -

Il faut bien remarquer qu’ici l’ordre des 
lettres jointes enfemble eft indifférent ; que 
a b eft la même choie que b a ;  car b mul
tiplié par a fait autant que a multiplié par b. 
Pour comprendre ceci on n’a qu’à prendra 
pour a &  b des nombres connus, comme 
3 &  4 ; la chofe fera claire par elle-même : 
3 fois 4 font autant que 4 fois 3.

28.
On n’aura pas de peine à voir, que quand 

il s’agit de mettre des nombres à la place 
des lettres jointes enfemble de la maniéré 
qu’on a v u , on ne peut pas les écrire de la 
même maniéré l’un à côté de l’autre. Car 
fi l’on vouloit écrire 3 4 pour 3 fois 4 , ce 
feroit mettre 3 4 &  non pas 1 2. On a donc 
foin, quand il s’agit d’une multiplication de



nombres ordinaires, de les féparer par des 
points : ainfi 3.4 lignifie 3 fois 4 ,  c’eft-à- 
dire 12. ])e même 1 .2  eft autant que 2 ;  
&  1 . 2 . 3  fai£ Pareillement 1 . 2 . 3 . 4. 56 
fait 1 344 ;  &  1 .2 .3 .4 . j . 6.7 . 8. 9. 1 0 vaut 
3628800, & c.

2 9 .

On peut aufïï conclure de là ce que ligni
fie une quantité de cette forme 5.7.8. abcd.  
Elle montre que 5 doit fe multiplier par 7 , 
&  qu’il faut multiplier ce produit encore par
8 ; enfuite qu’il faut multiplier ce produit 
des trois nombres, par a,  &  puis par b &: 
puis par c , &  enfin par d. On remarquera 
de plus qu’on peut écrire à la place de ç. 7.8 
fa valeur, laquelle eft 2.Sû; car c’eft ce qui 
vient, quand on multiplie par 8 le produit 
de j par 7 ,  ou 3 j.

3 °.
O n aura remarqué que nous avons nom- 

iné p r o d u it s  les formules qui naiffent de

B 2
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la multiplication de deux ou plufieurs nom
bres. 11 faut obferver audi qu’on nomme 
facteurs les nombres ou les lettres ifolées.

3 1 -

Jufqu’ici nous n’avons confidéré que des 
nombres pofitifs, &  il n’y  a pas eu lieu de 
douter que les produits que nous avons vu 
fe former ne fuffent pofitifs de même : favoir 

a par -}- b doit donner néceflairement 
-\-ab. Mais il faudra examiner à part ce 
qui doit provenir de la multiplication de-j-^ 
par— b , &  de — a par— b.

32 .

Commençons par multiplier —  a par 3 

ou 3 ; or puifque •— a peut être confi- 
déré comme une dette, il eft clair que li 
l’on prend trois fois cette dette, elle doit 
auffi devenir trois fois plus grande , &  par 
conféquent le produit cherché ell: — 3 a. 
De même s’il s’agit de multiplier — a 
par Ą- b , on obtiendra — b a , ou , ce qui

20 E  L É M  E N  S



eft la même chofe, —  ab. Nous tirons de là 
la conféquence, qu’une quantité pofitive 
étant multipliée par une quantité négative, 
le produit eft négatif; &  nous prenons pour 
regle, que -f- par fait -f~ ou plus , &  
qu’au contraire -j- Par — 5 ou —  par -(- 
donne —  ou moins.

33-

Il nous refte à réfoudre encore ce cas où
—  eft multiplié par — , ou, par exemple ,
—  a par —  b. 11 eft évident d’abord que , 
quant aux lettres, le produit fera ab ;  mais 
il eft incertain encore fi c’eft le figne -j- 1 
ou bien le figne — qu’il faut mettre devant 
ce produit ; tout ce qu’on fait , c’eft que 
ce fera ou l’un ou l’autre de ces fignes. Or 
je dis que ce ne peut être le figne—• : car
—  a par -j- b donne — a b , &  —  a par
— b ne peut produire le même réfultat que
—  a par -}- b ; mais il doit en réfui ter 
l’oppofé , c’eft-à-dire, -j-  ab ;  par confé- 
quent nous avons cette regle : —  multiplié

B 3
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par — fait - f - , de même que -f- multiplié 
par + .

34-

Les réglés que nous venons de déve
lopper s’expriment plus brièvement de la 
maniéré qui fuit :

Deux lignes égaux ou femblables, mul
tipliés l’un par i’autie, donnent - j- ;  deux 
lignes diffemblables , ou contraires , don
nent — . Ainfi quand il s’agit de multiplier 
enfemble ces nombres-ci : -fa, —b,—c, 4-d} 
on a d’abord -\-a multiplié par — b , fait
—  a b ;  ceci par —  c , fait -j- ab c , &  ceci 
enfin multiplié par-J-a^ fait abcd%

35*

Les difficultés à l’égard des lignes étant 
levées, nous n’avons plus qu’à taire voir 
comment 011 doit multiplier eniembie des 
nombres qui fmt déjà des produits eux- 
mêmes. S’il s’agit, par exemple, de mul
tiplier le nombre ab par le nombre c d ,

2Z E L È M  E N  S



le produit fera a b c d , &  il provient de ce 
qu’on multiplie d’abord a b par c , &  enfuite 
le réfultat de cette multiplication encore 
par d. Ou bien s’il s’agiiToit de multiplier
3 6 par i z : puifque 1 2 eft autant que 3 fois
4 ,  on n’auroit qu’à multiplier 3 6 d’abord 
par 3 , &  enfuite le produit 108 encore 
par 4 ,  pour avoir le produit total de la 
multiplication de 1 2 par 3 6 , lequel eft par 
conféquent 432.

3 6 .
Mais fi l’on vouloit multiplier 5 ab par

3 c d , on pourroit à la vérité écrire 3 cd
5 ab ; cependant comme il ne s’agit pas ici 
de l’ordre des nombres à multiplier enfem
ble , on fera mieux de mettre, comme c’eft 
auffi la coutume, les nombres ordinaires 
devant les lettres, &  d’exprimer le produit 
de cette maniéré : 5.3 abcd, ou 15 a b c d ;  
parce que 5 fois 3 eft autant que 1

De même fi l’on avoit à multiplier 1 2pqr 
par 7 x y  , on obtiendroit 1 2 . 7  p q r x y , ou 
84 p q r x y .

B 4

n ’ A  L G E B R E. ij.
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C H A P I T R E  I V .

D e la nature des Nombres entiers , eu égard 
à leurs jacleurs.

37 -

jNJ" o u s avons remarqué qu’un produit 
tire Ton origine de la multiplication de deux 
ou de plufieurs nombres les uns par les 
autres, &  qu’on nomme ces nombres des 
facl?urs.

Ainfi ce font les nombres a , b , c , d , qui 

font les faéteurs du produit ab cd.

Si l’on confidere donc tous les nombres 
entiers en tant qu’ils peuvent provenir de 
la multiplication de deux ou de plufieurs 
nombres entr’éux , en trouvera bientôt que 
quelques uns ne fauroient réfulter d’une pa
reille multiplication , &  n’ont par confé- 
quenr point de faveurs, tandis que d’autres



peuvent être les produits de deux ou de 
plufîeurs nombres multipliés enfemble , &  
peuvent par conféquent avoir deux ou plu- 
iïeurs fa&eurs. C ’eft ainfi que :

4 eft autant que 2.2 -, que 6 eft autant 
que 2.3 -, que 8 eft autant que 2.2.1 ; ou
27 autant que 3. 3. 3 ; &  10 autant que 
x. î , & c.

3 9 *

Mais d’un autre côté les nombres 2 , 3 ,
5 , 7 ,  1 1 ,  1 3 ,  1 7 ,  & c. ne peuvent être re* 
préfentés de la même façon par des facleurs, 
à moins qu’on ne voulût employer pour 
cet effet l’unité, &  repréfenter 2 , parexem- 
pl e, par  1.2. Or les nombres qui font mul
tipliés par 1 , reftant les mêmes, on n’a pas 
jugé à propos de compter l’unité parmi les 
fa&eurs.

Tous ces nombres donc, 2 , 3 , 5 , 7 , 1 1 ,  
1 3 ,  1 7 ,  &c. qui ne peuvent pas syndiquer 
par des fafteurs , ont été nommés nombres 
(impies,  ou nombres premiers ; au lieu que.

r? A L G E B R E. 1 5
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les autres, comme 4 , 6 , 8 , 9 , 1 0 , 1 2 , 1 4 ,
1 5 ,  1 6,  18,  & c. qui peuvent être repré- 
fentés par des fa&eurs , s’appellent des 
nombres composés.

40.
Les nombres (impiesonpremiers méritent 

donc une attention particulière , par la rai- 
fon qu’i!s ne proviennent pas de la mul
tiplication de deux ou de plufieurs nombres.
Il eft fur-tout digne de remarque que ft 
l ’on écrit ces nombres dans leur ordre 
naturel comme ils fe fuivent,

i , 3» î»7»I I » I3’ I7. I9>î 3>29>31 » 37>4i>43>47,  & c .( * )

(  * ) On trouve tous les nombres premiers depuis i juf- 
iqu’à iooooc dans les tables de Divifeur, dont je parlerai 
à  l’article 720 de la quatrième fećlion. Mais on a de 
plus des tables particulières des nombres premiers qui 

vont depuis 1 jufqu’à 1 0 1000 , &  qui ont été publiées 
à Halle par M. K -ugcr, dans un Ouvrage Allemand inti
tulé P  en fées fu r l ’Algèbre ;  M. Kruger les avoit eues en 
manuferit d« celui qui les avoit calculées, &  qui fe nom- 

moit Pierre Jacger. M. Lambert a continué ces tables juf- 

«ju’à 10 2 0 0 0 , &  les a redonnées dans fes Supplémens



on n’y  remarque point d’ordre régulier • 
leurs augmentations font tantôt plus gran
des, tantôt moindres; &  jufqu’à préiênt

anx Tables Logarithmiques &  Trigonomctriques , impri

mées à Berlin en 1770  , Ouvrage qui contient auffi plu
fieurs autres tables qui peuvent être d’une grande utilité 

dans les différentes parties des Mathématiques , &  des 
éclairciffemens qu’il feroit trop long de rapporter ici.

L ’Académie Royale des Sciences de Paris poflade des 
tables de nombres premiers , qui lui ont été préfentées 
par le P. Sletcajîel de l’Oratoire , &  par M. du Tour ;  

tr.ais elles n’ont pas été publiées : il en eft parlé dans le 

tome V des Mémoires étrangers préfentés à l’Académie , 
à Fcccafion d’un Mémoire de M. Rallier des Ourmes, 

Confeiller d’Honneur au Préfidial de Rennes , qui fe 
trouve dans ce volume , &  l’Auteur y  expofe une mé
thode facile de trouver les nombres premiers.

On trouve dans le même volume un autre Mémoire 
de M. Rallier des Ourmcs, qu’il a intitulé Méthode nou

velle de divifion, quand le dividende efl multiple du divifeur ,  

& Jîïj'eu t par confluent divtfer fans refit , & d'extrusion 

de racines quand la puijfance efl parfaite. Cette méthode 

plus curieufe à la vérité qu’utile , n’a prefque rien de 

commun avec la méthode ordinaire ; elle eft très-facile 

&  elle a cette fingularité , q e pourvu qu’on connoifTe 

autant de chiffres fur la droite du dividende ou de la puif- 
fincc , que le quotient ou la racine doivent avoir de 
chiffres , on peut fe piffer des chiffres qui les précèdent,

D* A  L G E B R E. Î7
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on n’a pu découvrir fi elles le font fuivant 
une certaine loi ou non.

41.
Les nombres compofés, qui peuvent être 

repréfentés par des fafteurs, proviennent 
tous des nombres premiers fufdits, c’elt-à- 
dire que tous leurs fa&eurs font des nombres 
premiers. Car fi l’on trouve un fafteur qui 
ne foit pas un nombre premier, on peut 
toujours le décompofer &  le repréfenter 
par deux ou plufieurs nombres premiers. 
Quand on a indiqué , par exemple , le 
nombre 30 par 5.6 , on voit que 6 notant 
pas un nombre premier, mais valant 2.3 , 
on auroit pu indiquer 30 par 5.2.3 , ou 
par 2.3.5 » c’eft-à-dire , par des fa&eurs 
qui font tous des nombres premiers. -•

&  obtenir de même le quotient. M. Rallier des Ourmes 

s’eft ouvert cette nouvelle route au moyen de quelques 
réflexions fur les nombres q û terminent les expreflions 

numériques des produits ou des puiflances, une efpece 
de nombres que j’ai remarqués aulli dans d’autrss occa- 

fions qu’il étoit utile de confcUrer.
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42.
Si l’on réfléchit maintenant fur ces nom

bres compofés réfolubles en nombres pre
miers , on y  remarquera une grande diffé
rence ; on verra que les uns n’ont que deux 
de ces fa&eurs, que d’autres en ont trois, 
&  que d’autres encore en ont un plus 
grand nombre. Nous avons déjà vu, par  
exemple, que

4 eft autant que 2.2 , 
8 ------------ 1.2 .2  ,

10 ---------- - 2 .5 ,
1 4 --------------- 2.7 ,
x 6 ----------- 2.2.2.2.

6 autant que 2.3 ,

9 ------------- 3-3.
1 2 ----------- 2 .3 .2 ,

M ------------- 3*5 y
&  ainli de fuite.

43*

On •conclura aifément de là comment 
on doit déterminer les faćieurs fimples d’un 
nombre quelconque.

Soit propofé pour exemple le nombre 
360, on le repréfentera d’abord par 2.180, 
Or 180 eft autant que 2.90, &

90 —  —  — 2.45 ,&
—  — — 3 . 1 5 , &  enfin 

I î 3*î*
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Par conféquent le nombre 360 peut êtrô 
repréfènté par les faćteurs iiinples que 
voici :

2«-Zt 3* f  )
puifque tous ces nombres multipliés en- 
femble produifent 360 (*).

44.
Nous voyons donc par tout cela, que 

les nombres premiers ne peuvent pas être 
divifés par d’autres nombres, &  que d’un 
autre côté on trouve les fa&eurs lîmples 
des nombres compofés , le plus commo
dément &  le plus furement, en cherchant 
les nombres lîmples, ou premiers, par 
lefquels ces nombres compofés font divi
sibles. Mais on a befoin pour cela de la 
divijlon ;  nous allons donc expliquer, dans 
le chapitre fuivant , les réglés de cette 
opération.

( * ) On trouve à la fin d’une Arithmétique Allemande; 
de Poétius, publiée à Lçipfig en 1 7 1 8 ,  une table oîi 

tous les nombres depuis 1 jufqu’à icooo font repréfentés 

de cette maniéré par leurs fafleuri flmplêS,
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C H A P I T R E  V .

Z)e la d'ivijïon des Quantités Jlmples.

45 -

Q u a n D il s’agit de décompofer un 

nombre en deux, trois ou plufieurs parties 
égales, on le fait par le moyen de la di- 
vifion , laquelle nous apprend à déterminer 
la grandeur d’une de ces parties. Quand 
on veut , par exemple , décompofer le 
nombre 1 1  en trois parties égales, on trouve 
par la divifion que chacune de ces parties 
eft égale à 4.

Voici quelques expreffions dont on fe 
fert dans cette opération. Le nombre qu’on 
doit décompofer ou divifer, s’appelle le 
dividende ; le nombre des parties -égaleè 
qu’on cherche fe nomme le divifeur ;  1 â 
grandeur d’une de ces parties, déterminée
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par la divifion, s’appelle le quotient ; ainfi
dans l’exemple cité :

12  eft le dividende,
3 eft le divifeur, &
4 eft le quotient.

4 6.
ïl s’enfuit de là , que fi l’on divife un 

nombre par i  ou en deux parties égales , 
il faut qu’une de ces parties, ou le quotient, 
prife deux fois, faffe exa&ement le nombre 
propofé ; &  pareillement que fi l’on a un 
nombre à divifer par 3 , le quotient pris 
trois fois doit redonner le même nombre. 
Il faut en général que la multiplication du 
quotient par le divifeur reproduile toujours 
le dividende.

47 *

C ’eft auffi pourquoi on preferit pour la 
divifion la regle, de chercher un nombre 
ou quotient tel, qu’étant multiplié par le 
divifeur, il en réfulte préçifément le divi-

d#nde.



dende. Par exemple , s’il s’agit de divifer
3 5 par 5 , on cherche un nombre qui, mul
tiplié par 5 , produile 35. Or ce nombre 
eft 7 ,  puifque cinq fois 7 fait 3 5. La façon 
de parler dont on fait ufage dans ce rai- 
fonnemcnt, eft celle-ci : 5 en 35 j ’ai 7 fois; 
&: 5 fuis 7 font 3 5.

48.
On fe repréfente donc le dividende 

comme un produit, duquel un des faveurs 
eft égal au divifeur, l’autre fafteur indi
quant enfuite le quotient. Ainfi en fuppo- 
fant qu’on ait 63 à divifer par 7 ,  on cher
cher a un produit te l, qu’en prenant 7 pour 
un de fes fa&eurs, l’autre fafteur multiplie 
par celui-ci donne exa&ement 63. Or 7.9  
eft un tel produit, &  par conféqùènt 9 eft: 
le quotient qu’on obtient en divifant 63 
par 7.

49
S’il eft queftion à préfènt de divifer en 

général un nombre ab par a , il eft évident 
Tome /. C
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que le quotient fera b ;  parce que a mul-* 

tiplié par b redonne le dividende a t\ Il eft 
clair aufîi-cpie il i ’on avoit à divifer ab  
par b , le quotient ferôit a.'

Ainfi en 'général dans tous les exemples 

de divifion qu’on peut avoir fa its, fi l’on 

divife le dividende par le quôtienr, on ob
tiendra de nouveau le divifeur : de même 
q-ue 2 4  divife .par, 4 donne 6 , 2 4  divifé: 
par 6 -donnera 4.

50 .

Comme tout le réduit a repréfenter le 
dividende par deux faveurs /dont l’un foit 
égal au divifeur, l ’autre au quotient, 011 
comprendra facilement les exemples qui 
fuivent. Je, dis d’abord que le dividende 
abc , divife par'a , donne b.c;  cdr a , mul
tiplié par b c , fait a bc  ;  pareillement a b c , 
étant divifé par b , on aura a c ; tk abc , 
divifé par ac, donne b. Je dis aufii que 
i i  mn\ divifé par 3/77, fait 4» ; car yn  , 
multiplié par- 4/2, fait 1  imn; Mais fi ce

34  Ê  L É M E N S
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înême nombre i x mn  avoit dû être divifé 
■par i i  , on auroit obtenu le quotient m n,

• PuifqUe tout nombre a peut être exprimé 

par i a ou un a , il eft évident que fi l'ôh 
avoit à divifer a ou i a par i , le quotient 

feroit le même nômbre a. Mais au con

traire , fi.Je  même nombre a ou ia^doit 

fe d iv ifer par a,  le quotient fera i . r ,

en fîohf.oiî:. ... -  • .• -n
Il n’arrive p3s toujours qu’on peut re-

. préfenter le ^dividende comme-le produit
de deux façlcurs , dont l’un foit égal: au
divifeur, &  la divifion alors ne peut pas
fe faire de la maniéré que no.y.S avons dit, .

Quand on a , par exemple, 24 à divifer
(ĵ ar 7  , on voit d’abord que lé nombre 7

■n’eft pas un 4i$è(lr de'24 ; car 7 .3  ne.:fait
^que 21 ,■ & '£ a r  conféquent trop peu, &
*7 • 4 fait , (jiłi eft déjà plus grand que 2 4.
Mais 011 voit du moins par-là que le quotient

C 2



doit être plus grand que 3 , &  plus petit 
que 4. Afin donc de le déterminer exac
tement, on emploie une autre efpece de 
nombres, qu’on nomme les fractions , &  
de laquelle nous traiterons dans un des 
chapitres fuivans.

53*

Avant qu’on pafle à l’ufage des fra&ions, 
on a1 coutume de fe contenter du nombre 
entier qui approche le plus du quotient vé
ritable, mais en faifant attention au réjidu 
qui refie; ainfi l’on dit, 7 en 24 j ai 3 fois , 

'&  le réfidu eft 3 , parce que 3 fois 7 ne 
fait que 21 , &  par conféquent 3 de moins 
que z ą . O11 confidérera de la même ma
niéré les exemples fuivans :

34 5 c’eft-A-dire que le divifeur eft 6, 
que le dividende eft 3 4,

4 que le quotient eft y,
&  que le réfidu eft 4,

3<S E l é m e n t
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4 ici le divifeur eft 9 , 

le dividende eft 41 , 
le quotient eft 4 ,

&  le réfidu eft J.
11 faut obferver la regle fuivante dans 

les exemples où il refte un réfidu.

54*

Quand on multiplie le divifeur par le 
quotient, &  qu’au produit l’on ajoute le 
réfidu, il faut qu’on obtienne le dividende ; 
c’eft la maniéré de vérifier la divifion, &£. 
de voir fi l’on a bien calculé ou non. C ’eft 
ainfi que dans le premier des deux derniers 
exemples, fi l’on multiplie 6 par 5 , &  qu’au 
produit 30 on ajoute le réfidu 4 , il vient 
34 ou le dividende.

De même dans le dernier exemple , ft 
l’on multiplie le divifeur 9 par le quotient 4, 

&  qu’au produit y S on ajoute le réfidu j , 
on obtient le dividende 4 1.

C  3

4 i

36
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Il eft enfin nécefîaire aufti de faire re
marquer ici à l’égard des fignes plus , 
&  —  moins , que fi l’on divife -j- a b par 
-f- a , le quotient fera -j- b , ce qui eft 
évident.

Mais que s’il s’agitdcdivifer -j-  ab par
—  a , le quotient fera —  b s parce que
— a multiplié par — b fait -}- a b. Enfuite : 

Que fi le dividende eft —  a b , &  qu’il
s’agifle de le divifer par le divifeur -|- a  , 
le quotient fera —  b ;  parce que c'eft —  b 
qui , multiplié par -j- a , fait — ab. Enfin , 
que s’il eft queftion de divifer le dividende
— ab par le divifeur—  a , le quotient fera 
*\-b i parce que le dividende —  ab eft le 
produit de —  a par -f- b.

56.
La divifion admet donc quant aux fignes 

; - &  —  les mêmes rcgles que nous avons.

3$ E l é m e n t '



vu avoir lieu pour la multiplication ; à 
favoir ,

+  par -j- fait -f- : -j- par —  fait —• :
■— par -j- fait — : —  par — fait -f- ; 

ou en peu de mots, les mêmes (ignés don
nent plus , les fignes contraires donnent 
moins.

57-

Ainfi quand on divife 18 p q  par —  3/>, 
le quotient eft —  6 q.

De plus : — 30xy  divifé par +  donne — 5:x  7 
&C— jĄabc divifé par — 9b donne +

car , dans ce dernier exemple , — 9 b mul
tiplié par -j- 6ac fait —  6.yabc  , ou
— 54ab c ;  mais nous croyons à préfent 
en avoir affez dit fur la divifion en quan
tités fimples ; nous ne tarderons donc pas 
à pafler à l’explication des fraftions, après 
avoir ajouté encore quelques remarques fur 
la nature des nombres, eu égard à lèurs 
divifeurs.

' ‘ C 4
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C H A P I T R E  V I .

Des propriétés des Nombres entiers par

C omme nous avons vu que quelques 
nombres font diviftbles par de certains di- 
vifeurs, pendant que d’autres ne le font pas, 
il eft néceffaire pour parvenir à une con- 
noiflance plus particulière des nombres, 
de bien faire attention à cette différence, 
tant en diftinguant les nombres divifibles 
par des divifeurs de ceux qui ne le font pas, 
qu’en confidérant le réfidu qui refte dans 
la divifion de ces derniers. Pour cet effet 
examinons les divifeurs :

1  ? 3 ? 4  j & c «

. 59-

Soit d’abord le divifeur z ; les nombres 
qui peuvent être divifés par celui-là font : 
2 , 4 ,  6 , 8 ,  i o ,  1 1 , 1 4 ,  1 6 ,  i 8 , 2 0 , & c .

rapport à leurs divifeurs.



lefquels, comme on v o it , croiffent tou
jours de deux unités. On appelle ces nom
bres , quelque loin qu’ils puiflent fe conti
nuer , des nombres pairs.

Mais il eft d’autres nombres ; à favoir :

1 » 3> 5 > 7 , 9 >  11 » ‘ 3 » 15 » ‘ 7> 19>&C* 

qui font toujours d’une unité plus petits ou
plus grands que ceux-là , &  qu’on ne peut 
divifer par 2 , fans qu’il refte le réfidu 1 ; 
on nomme ceux-ci les nombres impairs.

Les nombres pairs font tous compris dans 
la formule générale ia ; car on les obtient 
tous en mettant fucceflivement à la place 
de a les nombres entiers 1 , 1 ,  3 , 4 5 5 , 6 , 7 ,  
& c. &  de là il s’enfuit que les nombres 
impairs font tous compris dans la formule
2 a - \ - 1 , parce que 1  a 1 eft d’une unité 

plus grand que le nombre pair 2a.

60.
En fécond lieu, foit pour divifeur le 

nombre 3 : les nombres divilibles par ce 
divifeur font,
1 ) 6 , 9 , 1 2 , 1 5 , 1 8 , 2 1 , 2 4 ,  &  ainfi de fuite.

£>’ A  L G E B R E. 4 1
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Et ces nombres peuvent fe repréfenter par 
la formule 3a ;  car diyifé par 3 donne 
le quotient a fans réfidu. Tous les autres 
nombres au contraire qu’on voudroit di
vifer par 3 , donneront 1 ou 2 de réfidu, 
&  font par conféquent de deux fortes. Ceux 
qui après la divifion laiiïentle relie 1 , font,

1 > 4 > 7 » 1 o , * 3 * 16 , 19 , &  c.
&  font contenus dans la formule 3a - |- i ; 
mais l’autre efpece, où les nombres qui 
donnent le refte 1 ,  font :

 ̂  ̂ 1 4 » * 7 » iQj.&c.
&: la formule qui les exprime générale
ment ell 3a —j— 2. ; de faç. n donc que tous 
les nombres peuvent syndiquer ou par 3 a , 
ou par 3a -J- 1 ,  ou par 3a -j- 2.

6l.
Suppofons maintenant que 4 foit le di

vifeur en queftion , les nombres qu'il di- 
vife font :

4 , 8 ,  1 2 ,  1 6,  10 , 24 , &c. 
lefquels augmentent rég liércment par 4 ,
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&  font contenus dans la formule 4 a. Les 
autres nombres, c eft-à-dire ceux qui ne 
font pas divifibles par 4 , peuvent laifler le 
réfidu 1 ,  ou être de 1 plus grands que ceux- 
là : comme

*3»I7r> , *5 >&c*
• < * -  J   ̂ .̂ J  .......  ........... .................

&  être par conféquent compris dans la for
mule 4 a 1 ;j
ou bien ils peuvent donner le réiîdu 2 j 
.comme

2 , 6 ,  1 0,  1 4 ,  1 8 ,  22,  26,  &c.

&  s’exprimer par la formule 4 a 2 ; ou 
enfin ils donneront le refte 3 ; comme

3 > 7 > 11 , M  , » 2 3 » *7> &c .

& .feront indiqués par la formule 4 cr —j— 3.
Tous les nombres entiers poffibles font 

donc contenus dans l’une ou l’autre de ces 
quatre exprelfions :

4 a a 4 a 4 " , »4 fl +  i » 4 fl+ 3*



62.
Il en eft à peu près de même quand le 

divifeur eft 5 ; car tous les nombres divi- 
fibles par celui-là font contenus dans la 
formule <ja, &  ceux qu’on ne peut divifer 
par 5, reviennent à une des formules qui 
fuivent :

1 » 5 3 » 5^ +  4»

&  c’eft de la même maniéré qu’on pourra
continuer &  confîdérer de plus grands di-
vifeurs.

63.
Il eft à propos de fe rappeler ici ce 

qui a été dit plus haut de la réfolution des 
nombres en leurs faéteurs fimples j car 
tout nombre , parmi les fa6teurs duquel fe 
trouve

2 ou 3 ou 4 ou 5 ou 7 , 
ou un autre nombre quelconque, fera di- 
vifible par ces nombres. Par exemple :

60 étant autant que 2.2.3.5 »

44 E  L É M E N S



il eft clair que 60 eft divifible par 2., &  
par 3 &  par 5 (*).

D* A L G E B R E. 41

( * )  Il y  a quelques nombres qu’on voit allez facile

ment être divifeurs ou non d'un nombre propofi.
Un nombre propofé eft divifible par î  , fi le dernier 

chiffre eft p iir ; il eft divifible par 4 , fi les deux derniers 

chiffres font divifibles par 4 ; il eft divifible par 8 , fi les 
trois derniers chiffres font divifibles par 3 ; &  en général 

il eft divifible par a’ , fi les n derniers chiffres font divi

fibles par a". ‘ '
U n  nombre eft divifible par 3 , fi la fomme des chiffres 

eft divifible par 3 ; il fe divife par 6,, fi outre cela le der
nier chiffre eft pair ■ il eft divifible par 9 , fi la fomme 

des chiffres peut fe divifer par 9.
Tour ncmbre dont le dernier chiffre eft o ou j  , eft. 

divifible par 5.
Un nombre eft divifible par 1 1  , lorfque la fomme du 

prem ier, du troifieme , du cinquième , &  c. chiffre eft 
égalé à la fomtno du fécond, du quatrième , du fixiem e, 

& c . chiffre.

Il eft aiïez facile de fe rendre raifon de ces réglés, Sc 

de les étendre aux produits des divifeurs que nous venons 
de confidérer ; on peut imaginer auflî des relies pour 

quelques autres nombres ,  mais l’application en feroit ordi

nairement plus longue que l’eftai de la divifion réelle.
Je  dis , par exemple , que le nombre 53704689213 

divifible par 7 ,  parce que je trouve que,la fomme des 
chiffres du nombre 64004145433 eft divifible par 7 ; c èft



64.
De plus, comme la formule générale 

.abcd. eft non-feulement diviùbie par a 
b y &  c j &  d , mais aüfîl par

ab , ac , a d , b c , b d } ,c d , &  par 
a £ c , a b d , a c d , b c d , &  enfin par 
abcd, c’eft-à-dire , par fa propre valeur'^ 

ïl s’enfuit que 6 0 , ou 2^ .3.5 , peut fe 
divifer non - feulement par ces nombres 

-fitnples, mais aufïî par ceux qui font com- 
'pofés dé deux ftombres fu'nple?, c’e.ft-ą- 
jdire, par 4 , 6 ,  10 ,

Et pareillement par ceux qui font ccfrii- 
pofés de trois faÛeurs (impies, ,c’eft-à-dire,, 
par 1 2 ,  20 , 30 , 4k enfuŁ aufti., par 60 
même. ‘ '

65.
£TîOrlZ- T * '■ ? “ ■ ’ 4 *

Quand on aura donc reprcfehté un nonj-

que ce fécond nombre e(ł form é, fuïvant une rcgle alftz 
fitpple, des réfidus qu’on trouvé en dîvîfiLt par 7 les 
nombres 1 0 ,  10 0 ', 1000 , & c. W 6,'! 1Ô0', a c C o , & c , 

fljtrfqu’à 60 , 600 , 6 0 JO , &c„. • 1 ‘ '  1
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brc pris à volonté, par fes fa&eurs {impies, 
il fera très-facile d’indiquer tous les nom
bres par lefquels celui-là pourra être divi é. 
Car on n’a qu’à prendre d’abord les fac
teurs ftmples un à un, &  enfuite les mul
tiplier enfemble deux à deux, trois à trois, 
quatre à quatre , & c. jufqu’a ce qu’on ar
rive au nombre propofé.

66.
Il faut remarquer ici avant toutes chofes, 

que tout nombre eft divifible par 1 ; &  de 
même que tout nombre eft divifible par 
lui-même ; de forte donc que chaque nom-* 
bre a au moins'deux faveurs'ou divifeurs ; 
à-favoir ce nombre.même &  l’imite ; mais; I y
tout nombre qui n’a pas dautrè divifeur que 
ces deux, appartient à la clafte^lcs nombres 
que nous avons nommés plus haut nombres 
Jîmplcs ou prinńzrs'.

Hors ceux-là tous les .autres. nombres 
compofés ont , outre l’unité &  foi-mcme , 
d’autres divifeurs, comiïie où peut le voir
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par la table fuivante, dans laquelle on 
a mis fous chaque nombre tous Tes divi
feurs (*).

T A B L E .

Ą% E L É M  E N  S

^V-
I 2 _3 4| 5 C 7 8 _9 10 1 1 12 11 14 i l 16 IZ «8 19 20
I 1 1 1 1 i i1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 I 1 1

2 3 2 5 2 7 2 3 2 11 2 2 3 2 l7 2 *9 2
4 3 4 9 5 3 7 5 4 3 4

6 8 10 4 14 ■5 8 6 5
6 16 9 10

I 2 18 iO
I 7 2 _3 2, _4 2 _4 3 4 2 ~6 1 _4 4 _$ 2 6 2 ~6

p- P- P P- p. I . r- i P- />•

6 7 .

Enfin l’on doit obier ver que o , ou ^éro , 
peut être regardé comme un nombre qui

( '  ) On -a une pareille table pour tous les divifeurs des 
nombres naturels, depuis i jufqu’à io c o o , qui a été 
publiée à Leyde en 1767 par M . Henri Anjema. On a 
encore une autre table de divifeurs , qui va jufqu’à loo cco  £ 

mais dans laquelle il n’y  a que la plus petit divifeur da 
chaque nombre. Elle fe trouve dans le Dictionnaire A n- 

glois de Harris , dans le Di&ionnaire Encyclopédique &C' 
dans le Recueil de M. Lambert,  que nous avons déjà cité 

à l’article 40. Elle eft même continuée dans ce dernier 

^Ouvrage jufqua 10 10 00 .

à la



a la propriété d’être divifible par tous les 
nombres pôffibles ; parce que par quelque 
nombre a que l’on ait à divifer o , le quo
tient fe trouve toujours êtreo; car il faut 
bien remarquer que la multiplication d’un 
nombre quelconque par 7J.r0 ne produit 
rien, &  qu’ainfi o fois a , ou o a , eft o.

ł) A L G E B R E. 4£

C H A P I T R E  V I I .

Des Fractions en général,

68.
u A N D  un nombre, comme 7 , par 

exemple , eft dit n’être pas divifible par un 
autre nombre, fuppofons par 3 , cela veut 
feulement dire que le quotient ne peut pas 
être exprimé par un nombre entier, &  il 
ne faut point du tout croire qu’on ne puille 
pas fe faire une idée de ce quotient.

On n’a qu’à s’imaginer une ligne longue 
de 7 pieds, perfonne ne doutera qu’il ne 
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foit pofîible de divifer cette ligne en 3 par
ties égales, &  de fe faire une idée de la 
longueur d’une de ces parties.

69.
Puis donc qu’on peut fe foire une idée 

nette du quotient qu’on obtient dans des 
cas femblables, quoique ce quotient ne 
foit pas un nombre entier, on fe trouve 
conduit par-là à confidérer une elpece par
ticulière de nombres, qu’on nomme frac
tions ou nombres rompus.

L’exemple allégué en fournit une preuve. 
S’il s’agit de divifer 7 par 3 , on fe repré
fente facilement le quotient qui doit en 
réfulter, &  on l’exprime par j  ; en mettant 
le divifeur fous le dividende, &  en fépa- 
rant les deux nombres par 1111 trait.

70.
Ainfi quand en général le nombre a doit 

ćtre divifé par le nombre b , on indique le 
quotient par \ , Si on appelle cette façon

IfO E L É M  E N  S



de s’exprimer, une fraction. On ne peut 
donc donner mieux une idée d’une fraćlion 
l , qu’en difant qu’on indique de cette ma
niéré le quotient qui provient de la divifion 
du nomb:e fupérieur par le nombre-infé
rieur. Il faut fe fouvenir auffi que dans 
toutes ces fra&ions le nombre inférieur fe 
nomme le dénominateur, &  que*celui qui 
eft au - de il us du trait s’appelle le numé
rateur.

7 1 *

Dans la fraftion citée, j  , qu’on pro
nonce fept tiers, 7 eft donc le numéra
teur , &  3 eft le dénominateur.

Il faut de même prononcer 
j , deux tiers; trois quarts ;

I , trois huitièmes ; — , douze centièmes :0 7 7 IOO 7 7
mais fe prononce un dem i, &  non pas 
un deuxieme.

72 .

Afin de parvenir à une connoiflance plus 
parfaite de la nature des frayions, nous

D z
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commencerons par confidérer le cas où 
le numérateur eft égal au dénominateur, 
comme dans Or puifqu’ôn indique par- 
là le quotient qu’on obtient, quand on di- 
vife a par a , il efl clair que ce quotient 
efl exactement l’unité, &  que par confé- 
quent cette fraćlion ~ vaut autant que i , 
ou un entier ; il s’enfuit de plus que toutes 
les fraétions qui fuivent :

1  i  i  5 '£  V » fljr-
* ’  3 » 4 ’  S ’  6 ’  7  ’  8 » OCC‘

font toutes égales en valeur l ’une à l ’autre, 
Valant chacune i , ou un entier.

73 -

Nous venons de voir qu’une fra&ion qui 
a le numérateur égal au dénominateur, vaut 
l’unité. 11 faut donc que toutes les fractions 
dont les numérateurs font plus petits que 
les dénominateurs, aient une valeur moindre 
que l’unité. Car fi j’ai un nombre à divifer 
par un autre qui efl plus grand , il me 
vient néceffairemeiit moins que i : une 
ligne, par exemple, de deux pieds de long,
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d ’  A  L  G  E  B  R  E .  5.3

devant être coupée en trois parties, une 
feule de ces parties fera fans contredit plus 
courte qu’un pied ; il eft donc évident que 
j  eft plus petit que 1 ,  &  cela par la même 
raifon que le numérateur 2 eft plus petit que 
le. dénominateur 5.

' 74 *

Si le numérateur eft au contraire plus 
grand que le dénominateur , la valeur de 
la fraftion eft plus grande que l’unité. C ’eft 
ainfi que \ vaut plus que 1 ) car \  eft autant 

que \  &  encore Or \ eft autant que 1 ,

par conféquent \ vaut 1 r ,  c’ef t -à-di re,  
un entier. &  encore un demi- De même 
f  valent 1 j , ~ valent 1 ~, &  ~ valent 2 
Et en général il fufHt dans ces cas de d i

vifer le nombre fvlpéricur par l’inférieur ,
&  de joindre au quotient une fra&ion qui 
ait le réfidu pour numérateur, &  le divi
feur pour dénominateur. Si la fraftion don
née étoit, par exemple, on auroit au 
q u o t ie n t  3 ,  &  7  pour réfidu ; d’où l’on

D  3
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concluroit que ^  eft la même chofe que

l u *

75 -

On voit par-là comment les fra&ions, 
dont les numérateurs furpnfîent les déno
minateurs, fe résolvent en deux membres, 
l ’un defquels eft un nombre entier, & l’autre 
un nombre rompu , dont le numérateur eft 
plus petit que le dénominateur. On nomme 
ces fra&ions, qui contiennent un ou plu- 
fieurs entiers, des f  raclions impropres par 
oppofition aux fra&ions réelles ou propre
ment dites, qui ayant ic numérateur plus 
petit que le dénominateur, font moindres 
que l’unité ou qu’un entier.

7 6.
On a coutume de fe faire une idée de 

la nature des fraftions encore d ’une autre 
maniéré, qui éclaircit afî'ez bien la chofe.
Si l’on confidere, par exemple , la fra&ion 

îi eft évident qu’elle eft trois fois plus



grande que Or cette fra&ion -  fignifie 
que fi l’on partage i en 4 parties égales, 
ce fera-là la valeur d’une de ces parues; 
il eft donc clair qu’en prenant enfemblè
3 de ces parties, on aura la valeur de la 
fra&ion

On peut confidérer de la même maniéré 
toute autre fraftion , par exemple , ; fi 
l’on partage l’unité en 1 2 parties égales,
7 de ces parties équivaudront à la fra&ion 
propofée.

77-
C ’eft auffi à cette maniéré de repréfen- 

ter les fra&ions, que les dénominations 
fufdites de numérateur &  de dénominateur 
doivent leur origine. C ar, comme dans la 
fra&ion précédente ~ , le nombre qui eft 
fous le trait indique que c’eft en 1 1 parties 
que l’unité doit fe divifer ; par conféquent, 
comme il défigne ou nomme ces parties, 
on ne l’a pas nommé fans raifon Le dénomi
nateur.

D  4
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De plus, comme le nombre fupérieur, 
favoir 7 , indique que pour avoir la valeur 
de la fraflion il faut prendre ou raffembler
7 de ces parties , &  que par conféquent
il les compte pour ainfi dire, on a jugé à 
propos de nommer ce nombre qui eft au- 
deffus du trait, le numérateur.

? S .
Puifqu’il eft aifé de comprendre ce que 

c’eft que 3- ,  quand on fait ce que (ignifie 7  , 
nous pouvons confidérer les fra&ions dont 
le numérateur eft l’unité > comme faifant le 
fondement de toutes les autres. Telles font 
les fra&ions
1_ I I I . I I I' I I I I

tk il faut remarquer que ces frayions vont 
tou jours en diminuan: ; car plus vousdivilèz 
un entier, ou plusie nombre des parties que 
vous en faites eft grand , plus au contraire 
chacune de ccs parties devient petite. C ’eft 
ainfi que ,-^cft plus petit que que 7~phis 

petit que ^  ; &  ~ - 0plus petit que ^ 3 .
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79*
On a vu que plus on augmente le dé

nominateur de pareilles fractions, &  plus 
leurs valeurs deviennent petites. On poür- 
roit donc demander s’il ne feroit paspofïïble' 
de faire ce dénominateur fi grand , que. la 
frafrion fe réduisît à rien ? Nous répon
drons que non ; car en combien de parties , 
innombrables même , que vous divifïez. 
l’unité ; par exemple , la longueur d’un 
pied , ces parties ne laifiëront pas de con- 
ferver une.certaine grandeur, &  ne ferontO / - .

par conféquent jamais abfolument rien.

8 0 .

Il eft vrai que fi l’on divife la longueur 
d’un pied en 1000 parties., par exemple j 
ces parties" né tomberont plus ' facilement 
Tous nos feùs. Mais regardez-les par un boit 
microfeope,„elles p'aroîtrônt aflez grandes 
pour pouvoir être divifées encore en 10 a  
parties davantage.



f f  E  L  É  M  E  N  S\ r • • •- * V*. x'*.
11 ne s’agit cependant pas du tout ici de 

ce qu’il dépend de nous de faire, ou de 
ce que nous fommes capables d’exécuter 
réellement, &  de ce que nos yeux peuvent 
îippercevoir; il eft queftion plutôt de ce 
qui eft po/Tible en foi - même. Or il eft 
certain dans ce fens, que quelque grand 
qu’on veuille fuppofer le dénominateur , 1 a  
fraftion pourtant ne s’évanouira jamais en
tièrement , ou ne deviendra jamais tout- 
à fait égale à o.

8 1 .

On n’arrive donc jamais entièrement à 
rien, quelque grand qu’on fafiè le déno
minateur ; &  ces fraftions confervant tou
jours encore une certaine grandeur , on 
peut continuer, fans jamais cefier, la fuite 
de fraftions de l’article 78. Cette propriété 
a fait dire qu’il faudroit que le dénomi
nateur fût infini ou infiniment grand, pour 
que la fraćKon fe réduisît enfin à o , ou à 
rien; &  ce mot d’infini fignifie en effet



ici qu’on ne parviendroit jamais à une fin 
avec la fuite defdites fra£Kons.

82.
On fe fert pour repréfenter cette idée, 

qui eft trcs-fondée, du figne oc , lequel par 
conféquent fignifie un nombre infiniment 
grand ; &  on peut donc dire que cette frac
tion 4  eft un rien réel, par la raifon même 
qu’une fraftion 11e fauroit fe réduire à rien , 
aufti long-temps que le dénominateur n’a 
pas été augmenté à l’infini.

83.
Il eft d’autant plus néceflnire de faire 

attention à cette idée de l’infini, quelle 
eft déduite des premiers fondemens de nos 
connoifîances, &: qu’elle fera de la plus 
grande importance dans ce qui fuivra.

Nous pouvons ici déjà en tirer des con- 
féquences aufïï belles que dignes de notre 
attention.

Lafraćlion ~  indique le quotient de la
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divifton du dividende i par le divifeur oo 
O r nous favons-qu’en divifant le dividen
de i par le quotient i ,  qui eft, comnie 
nous avons vu , autant que o , on retrouve 
le divifeur àè : voici donc' une nouvelle 
notion de l’infini que nous acquérons ; nous 
apprenons qu?il provient de la dîvifion de r 
par o ; <& l’on eft par conséquent fondé à 
dire, que \ divifé par o indique un nombre 
infiniment grand ou oo.

8 4 .

Il eft néceflaire encore ici de diftiper 
l’erreur allez commune de ceux qui pré
tendant qu’an infiniment grand n’cft pas 
fufceptible d’augmentation, -j .

Cette opinion ne fauroit; fubfifter avec 
les principes folides que nous venons d’éta
blir; car fîgnifiant un nombre; infiniment 
grand, & l  étant inconteftableinent le dou
ble de il eft clair qu’un nombre , quoir 
que infiniment grand, peut devenir encore 
deux ou pluficurs fois plus grand.
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C H A P I T R E  V I I I .

Des propriétés des fractions.

N o u s  avons vu plus haut que chacune 
des fractions,

1 . i  ± 5 £ 7 i /v'r
î )  j !  4 ’  i  ’

fait un entier, &  que par conféquent elles 
font toutes égales entr’elles. La même éga
lité regtie dans les fraftions qui fuivent,
‘ 2 4 6 8  10 II : n

7 5 T> 3 J 4> 7  ’ "6 ’ '

chacune d’elles faifant deux entiers ; car 
le numérateur de chacune divifé par ion 
dénominateur, donne 2. De même toutes 
ces fra&ions

L £ 2 '11 '5 18 z-r: ’ i ’ 3 ’ 4 ’ 5 » T »
font égales' entr’elles, puifqu’elles ont 3 
pour valeur commune.



86.
On peut pareillement repréfenter la 

valeur d’une fraćłion quelconque , d’une 
infinité de maniérés. Car fi l’on multiplie 
tant le numérateur que le dénominateur 
d’une fra&ion par un même nombre , que 
l’on peut prendre à volonté, cette fra&ion 
n’en confervera pas moins la même valeur. 
C ’eft par cette raifon que toutes ces frac* 
tions
* -  l  1  2. l i i i »  
r  > 4 > 6 » 8 > 10  » Il ’  1 4 ’  16  » iS  » 1 0  > C X C *

font égales entr’elles, chacune valant 
De même
I ~ l ± JL f. 1  1  2 ™ p r
3 > 6 ’  9 ’  12 * 15 * 18 * 21 ł  14  * 2 7 1  30 * *

font des fraétions égales, &  dont chacune 
vaut j .  Les fra&ions

2 4 s >£ «  m
3 > 6 5 1 1  > 15 » 18 > i l  » 1 4  » ‘

ont pareillement toutes une même valeur ; 
&  on peut conclure enfin en général que 
la fraćHon j  peut être repréfentée par les 
expreffions fuivantes, dont chacune équi
vaut à j ;  favoir :

a 7*  3 a 4* 5a fia q

b j îi  > J î  > Ąhl Jh l Th > Cx:c*

c~
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8 ? -Pour s’en convaincre , on n’a qu’à écrire 
pour la valeur de la fra&ion une certaine 
lettre c , en entendant par cette lettre c 
le quotient de la divifton de a par b ; 8c 
fe rappeler que la multiplication du quo
tient c par le divifeur b , doit donner le 
dividende. Car puifque c multiplié par b 
donne a , il eft clair que c multiplié par
2 b donnera 2 a , que c multiplié par 3 b 
donnera 3 a , Sc qu’ainfi en général c mul
tiplié par mb doit donner ma. Or chan
geant maintenant ceci en un exemple de 
divifion, &  divifimt le produit ma par rr. b , 
l’un des faćleurs , il faut que le quotient 
foit égal à l’autre fąfteur c ; mais ma 
divifé par mb donne aufli la fra ftio n ^ , 
laquelle eft par conféquent égale à c ;  &  
voilà ce qu’il s’agiftoit de prouver : car c 
ayant été adopté pour la valeur de la frac
tion \ , il eft évident que cette fraftion eft 
égale à la fra6lion ~ , quelque valeur que 
l’on donne ù m%

t) A L C E B R E.



88.
Nous avons vu que toute fraftion peut 

ctre repréfentëe fous une infinité de formes, 
dont chacune contient la même valeur ; &• 
il eil indubitable que de toutes ces formes, 
c eft celle qui fera compofce des plus petits 
nombres , dont on faifira le mieux la ligni
fication. Par exemple , on pourroit mettre 
au lieu de .y les fra&ions fuivantes ,

i  ’i r 1 " 12 & c 
6 ’ c, ) i j J  15 ’  i S  >

mais il n’eft pas douteux que j  ne foit tou
jours de toutes ces expreffions. celle dont 
il eft le plus facile de fe faire une idée. 
Il fe préfente donc ici la queftion comment 
une fra&ion , comme ~  , qui n’eft pas ex
primée par les plus petits nombres pofliblcs, 
peut être réduite à fa forme la plus fimple 
ou à fes moindres termes , c’eft-à-dire dans 
notre exemple , à j.

89.
11 fera facile de réfoudre cette queftion , 

fi l’on confidere qu’une fraftion ne laifte
pas
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pas de conferver fa valeur, quand on mul
tiplie fes deux termes, ou fon numérateur 
&  fon dénominateur , par un même nom
bre. Car de là il s’enfuit qu’auffi en divifant 
le numérateur &  le dénominateur d’une 
fraflion par un même nombre , cette frac
tion doit conferver la même valeur. Cela 
fe voit encore plus clairement par le moyen 
de la formule générale ~b ; car fi l’on di- 
vife tant le numérateur m a , que le déno
minateur m b y par le nombre m , on obtient 
la fraftion j ,  laquelle, comme on l’a prouvé 

ci-defîus, eft égale à

90.

Afin donc de réduire une fra&ion pro- 
pofée à fes moindres termes, il s’agit de 
trouver un nombre par lequel tant le nu
mérateur que le dénominateur puifte être 
divifé. Un nombre de cette efpeçe fe nomme 
un commun divifeur, &  aufti long-temps 
qu’on peut indiquer un commun divifeur 
entre le numérateur &  le dénominateur t 

Tome /i E
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il efl: certain que la fra&ion peut être ré
duite à une exprefîion plus petite ; mais 
quand on voit au contraire qu’à l’exception 
de l’unité aucun autre commun divifeur 
ne fauroit avoir lieu , c’eft figne que la 
fra&ion fe trouve déjà fous la forme la 
plus fimple qu'il efl pofîible.

91*
Pour rendre ceci plus clair, confîdérons 

la fraftion Nous voyons d’abord que 
les deux termes fe divifent par 2 , &  qu’il 
en réfulte la fratlion Enfuite qu’on peut 
de nouveau divifer par 2 , &  réduire la 
fra&ion à ^  ; &  celle-ci ayant encore 2 
pour commun divifeur , il eft clair qu’on 
peut la réduire à -6-. Mais à préfent l’on 
s’apperçoit facilement que le numérateur 
&  le dénominateur font encore divifibles 
par 3 ; faifant donc cette divifion on ob
tient la fiaćtion j , laquelle eft égale à la 
fraftion propofée, &  indique l’expreffion 
la plus fimple à laquelle 011 puifte la ré
duire ; car 2 &  5 n’ont que le commun
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divifeur 1 , lequel ne peut diminuer ces 
nombres davantage.

Ŝ -
Cette propriété qu’ont les fraéKons , de 

garder une valeur invariable , foit qu'on 
divife ou qu’on multiplie le numérateur &  
le dénominateur par un même nombre; cette 
propriété , d is-je , eft de la plus grande 
importance &  fait le principe fondamental 
de tout ce qu’on enfeigne fur les fraftions. 
On ne peut guere , par exemple , ajouter 
enfemble deux fraftions, ou les fouftraire 
l’une de l’autre , avant que , moyennant 
cette propriété, on les ait reduites a d au
tres formes, c’eft-à-dire à des expreftions 
dont les dénominateurs foient égaux. C’eft 
de quoi nous parlerons dans le chapitre 

fuivant.

93*
Nous finirons celui-ci par la remarque, 

qu’on peut aufti reprélenter tous les nombres 
entiers par des fractions. Par exemple , 6

E 2
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eft autant que ~t parce que 6 divifé par i 
fait 6 -, &  on peut de la même maniéré 
exprimer ce nombre 6 par les fraftions 

&  une infinité d’autres qui 
ont la même valeur.

C H A P I T R E  I X.

D i l'addition & de la fouflraćłion du F  raclions.

94
JLtORSQUE les fraftions ont des dénomi
nateurs égaux , il n’y  a aucune difficulté à 
les ajouter &  à les fouftraire; car 

autant que autant q u e f .  On
n’opere dans ce cas , foit pour l’addition , 
foit pour la fouftraćtion , que fur les nu
mérateurs , &  on met fous le trait le dé
nominateur commun ; ainfi



de même j  +  j  font j  ou i , c’eft-à*dire 
un entier ; &  - — - +  1  font - , c’eft -à -

. 4 4 1 4 4
aire rien, ou c.

95*
Mais quand les fraftions n’ont pas des 

dénominateurs égaux , il eft toujours pof- 
fible de les transformer en d’autres fra&ions 
q111 aient un même dénominateur. Par 
exemple, quand on propofe d’ajouter en
femble les fra&ions1  &  ~ , il faut conftdé- 

i 2 3 
rer que - eft autant que | , &  que ~ équi
vaut à ~ , nous avons donc à la place des 
deux frayions propofées ces deux autres, 
c “}~g-, dont la fomme fait Si les deux 
fra&ions étoient jointes par le figne mains ,  
comme l-  —  j  , on auroit f  — |  ou

Autre exemple : Soient les fraftions pro
pofées |  ; puifque y eft la même chofe 
que 8- , on peut lui fubftituer cette valeur 
&  dire f - f f  font^ou i |

Suppofez qu’on demande encore ce que 
donnent j  &   ̂ ajoutés enfemble , je dis 
q«e c’eft i j  car j  fait f ,  &

E 3
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9 6.
Il peut arriver qu’on ait un plus grand 

nombre de fraêlions à réduire à un même 
dénominateur; par exemp. j , | ,  f ,  £ ,  
tout fe réduit alors à trouver un nombre 
qui foit divifible par tous les dénominateurs 
de ces fra&ions. 6o eft ici le nombre qui 
a cette propriété , &  qui devient par c on- 
féquent le dénominateur commun. Nous 
aurons donc g  au lieu de ; •'̂  au lieu de j  ;

au lieu de -3- ; ^  au lieu de -  , &  ^  au lieu6o 4  ’  6 i  J ’  60

de S’il s’agit à jpréfent d’ajouter enfemble 
toutes ces frayions g , g ;  g , g , g  ; on 
ne fait qu’ajouter tous les numérateurs, &  
on donne à la femme le dénominateur 
commun 6O ; c'eft-.Vdire qu’on aura , 
ou 3 entiers &  g , ou 3 £

.97-
Tout fe réduit ic i, nous le répétons, à 

transformer deux frayions dont les déno
minateurs font inégaux , en deux autres



aont les dénominateurs font égaux. Pour 
faire donc cette opération d’une manière 
générale , foient \ &  j  Lis fraftions propo
ses. Qu’on multiplie d'abord les deux ter
nies de la premiere par d , on aura la frac- 
tion ~  égale à j  \ qu’on multiplie enfuite les 
deux termes de la leçonde fraftion par b , 
°n en aura une valeur équivalente expri- 

Par r i  > &  v °ilà les deux dénominateurs 
devenus égaux. Maintenant fi l’on demande 
quelle eft. la fomme des deux fraftions pro- 
pofées, on peut répondre auffi - tôt que 
c’eft ; &  s’il eft queftion de la diffé
rence, on dit quelle eft - f p -  S’il s’agif- 
foit, par exemple , des fra&ions \ &  |  , en 
obtiendroit à leur place ^  ’ , dont la 
fomme &  dont la différence eft —.7r. 72.

98.
C’eft à cette matiere auftî qu’appartient 

la queftion, laquelle de deux fra&ions pro- 
pofées eft la plus grande ou la plus petite ? 
Car , pour y  répondre, on n’a qu’à réduire

E  4
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ces deux fraftions au mcme dénominateur. 
Prenons pour exemple les deux fra&ions 
|  &  -  ; fi on les réduit au même dénomi
nateur , la premiere devient — , &  la fé
condé jy , &  il eft évident à préfent que 
c ’eft la fécondé , ou |  , qui eft la plus 
grande , &  que c’eft de ~  qu’elle furpafle 
la premiere.

Soient propofées encore les deux frac
tions j  tk | , on aura à leur place celles- 

ci? &  735 d’où l’on peut inférer que 
furpafle 1 ,  mais feulement de

99-
Lorfqu’il eft queftion de fouftraire une 

fraftion d’un nombre entier, il fuflit de 
convertir une des unités de ce. nombre 
entier en une fra&ion qui ait le même 
dénominateur que celle qu’il faut fouftraire, 
le refte fe-fait fans difficulté. Qu’il s’agifle, 
par exemple, de fouftraire ~ de i , on écri
ra -j au lieu de i , &  on dira y ôté de j  laifTq 
~ de refte. De même ^  , fouftrait dc i , 
JaifTe - .

4»
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S’il s’agiffoit de fouftraire 3-  de deux, on 
écriroit i &  au lieu de i , &  on verroit 
d’abord qu’il doit relier après la fouftrac- 
îioi) i i .4

IO O .

Il arrive aufïi quelquefois qu'ayant ajouté 
enfemble deux ou plufieurs fraćlions, on 
obtient plus d’un entier , c’eft-à-dire , un 
numérateur plus grand que le dénomina
teur ; c’eft un cas qui s’eft même déjà pré- 
fenté &  auquel il faut faire attention.

Nous avons trouvé , par exemple , à 
l ’article t,6 que la fomme des cinq frac- 
tions 7 ,  f ,  3- ,  étoi' ”0- nous avons 
fait obferver que cette fomme figrûfioit
3 entiers &  fjo u ^ . De même j~\~l ou ^  

-\- — font ~  ou i Il n’y  a qu'à faire la 
divifion réelle du numérateur par le déno
minateur , voir combien d’entiers viennent. . i 4
au quotient, &  tenir compte du rendu.

On fera de même à peu près pour ajou
ter enfemble des quantités compofées de

D  A  L G E B R E. 7$
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-nombres entiers &  de fra&ions ; on ajou
tera d’abord les fraéKons, &  iï leur fomme 
fait un ou plufieurs enriers, on les ajoute 
aux autres entiers. Qu’il foit queftion , par 
exemple, d’ajouter 3 &  2 ÿ , on prend 

d’abord la foinme de j  o: j , ou de |  &  | . 

Elle eft |  ou i  ̂; donc la fomme totale eft

■' m o b 1 r*'.r.vj f.~ar:intuwu ù cjt tL.aa.̂

C H A P I T R E  X.

D e la multiplication & de la. dlvijîon 
des Fractions.

I O I .

i A regle pour la multiplication d’une 
fra&ion par un nombre entier, eft de ne 
multiplier par ce nombre que le numéra
teur , &  de ne rien changer au dénomi
nateur ; ainft

2 fois ~ fait \ ou i entier 5
2 fois j  fait - j &



3 fois l  fait |  ou \ ;

4 fois — fait — ou i 7: ou i~ 11 12 11 i
On peut cependant, au lieu de cette 

regle , employer auffi celle de divifer le 
dénominateur par le nombre entier donné ; 
&  il eft bon de s’en fervir, quand cela fe 
peut, parce qu’on abrégé par-là le calcul. 
Qu’il s’agifle, par exemple, de multiplier - 
par 3 ; fi l’on multiplie le numérateur par 
le nombre entier, on obtient —, lequel9
produit fe réduit à Mais fi l’on ne change 
rien au numérateur &  que l’on divife le dé
nominateur par le nombre entier, on trouve 
immédiatement | ou z |  pour le produit 
cherché. De même ^  multipliés par 6 
donnent 11 ou 3 1.

4 4

102.
En général donc , le produit de la mul

tiplication d’une fraftion £ par c e f t j ) ^  
on peut remarquer que quand le nombre en
tier eft précifément égal au dénominateur, 

le produit doit être égal au numérateur.
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En effet
l-  pris z fois donne i ;

|  pris 3 fois donne z ;
3-  pris 4 fois donne 3.

Et en général, fi l’on multiplie la fra£lion - 
par le nombre b , le produit doit etre a , 
comme on l’a déjà fait fentir plus haut ; 
car puifque f- indique le quotient de la di
vifion du dividende a par le divifeur b , &c 
qu’on a démontré que le quotient multiplié 
par le divifeur doit donner le dividende, 
il eft clair que \ multiplié par b doit pro
duire a.

Nous avons vu comment on doit mul
tiplier une fra&ion par un nombre entier , 
voyons à préfent aufii comment il faut 
divifer une fraftion par un nombre entier j 
cette recherche eft néceffaire avant que 
nous pallions à la multiplication des frac
tions par des fractions. Or il cil: clair que 
fi j ’ai à divifer la frafltian ~ par z , il doit
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nie venir ~ ; &  que le quotient de (~ divifé 

Par 3 y  La regle eft donc, qu’il faut 
divifer le numérateur par le nombre entier 
fans changer le dénominateur. Ainft :

-  divifé par 2 donne &
^  divifé par 3 donne &: 

divifé par 4 donne Ą , & c.

IO4.
Cette regle peut être pratiquée fans dif

ficulté , pourvu que le numérateur foit di
vifible par le nombre propofé -, mais fort 
fouvent il ne l’eft pas ; il faut donc obferver 
qu on peut transformer une frafïion en un 
nombre infini d’autres expreftions, &  que 
dans ce nombre il ne peut manquer d’y  
en avoir de telles, que le numérateur puifte 
être divifé par le nombre entier donné. S’il 
s’agiffoit, par exemple , de divifer3-  par z , 
on changeroit la fraftion en - ,  &  divifant 
maintenant le numérateur par z , on auroit 
■aufli-tôt ~ pour le quotient cherché.

Eu général, s’il eft queftion de divifer



la fra£lion -  par c , on la transformera en 

celle-ci ~ , &  divifant enfuite le numérateur 

ac par c ,  on écrira ^  pour le quotient 
cherché.

IO 5 .

Nous voyons donc que dans le cas où 
une fraftion \ doit être diviiée par un nom
bre entier c , on n’a qu’à multiplier le dé
nominateur par ce nombre, &  laiffer le 
numérateur tel qu’il eft. C ’eft ainfi que | 

divifé par 3 fait — , &  que — divifé par 5

fait h
Ce calcul devient cependant plus facile 

quand le numérateur lui-même eft divifible 
par le nombre entier , comme nous l’avons 
fuppofé à l’article 103. Par exemple -divifé 
par 3 feroit, fuivant notre derniere regle, 
^  mais par la premiere regle, qui eft ap
plicable ic i, on a ^ , eXprelïïon qui équivaut 
à , mais qui eft plus fimple.
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io 6.
On fera maintenant en état de compren

dre comment il Faut multiplier une frac
tion j  par une autre fra&ion j .  On n’a qu’à 

coniiaérer que ~ fignifie que c eft divifé" 
par d-, &  en partant de là , on multipliera 
d abord la fraftion l  par c , ce qui produit 
le réfultat ~  ; après quoi on divifera par d  
ce qui donne Nous tirons de là la regle 
Suivante, que pour multiplier deux frac
tions , on n’a befoin que de multiplier fé- 
parement les numérateurs &  les dénomi
nateurs. Ainfi

r par j  donne le produit \ ou j  ;

|  pari fait ±  ; &

4 Par ~  produit ou f6 , & c.

I O 7 .

Il nous refte à montrer comment on doit 
divifer une fraftion par une autre. Il faut 
remarquer d’abord que fi les deux fra&ions 
ont le même nombre pour dénominateur ,

D A l G E B R Eé. 7$



la divifion n’a lieu qu’à l’égard des numé
rateurs ; car il eft évident, par exemple, 
que ~ font contenus autant de fois dans ~ , 
que 3 l’eft dans 9 , c’eft-à-dire , 3 fois; &

• S
pareillement pour divifer — par ^ , on n’a 
qu’à divifer 8 par 9 , ce qui donne On 

aura de même -  en —, x fois ; 7 en — , 720 20 * ' IOO IOO “ f
fois ; ^  en £ ,  |  , & c.

I08.
Mais quand les fraftiOns n’ont pas leurs 

dénominateurs égaux , il faut avoir recours 
à la maniéré dont nous avons dit qu’on 
les réduifoit au même dénominateur. Qn’on 
a it , par exemple , la fraction  ̂ à divifer 
par la fra&ion j , on les réduira d’abord au 
même dénominateur , &  l’on aura ~d à di
vifer par f2 ;  &  il eft clair à préfent que 
le quotient doit être indiqué Amplement 
par la divifion d e ad  par bc ; ce qui donne
a d
n*

Voici donc la regle : il faut multiplier 
le numérateur du dividende par le dénomi

nateur
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nateur du divifeur , &  le dénominateur du 
dividende par le numérateur du divifeur ; 
le premier produit fera le numérateur du 
quotient, &  le fécond produit fera fon 
dénominateur.

IO 9 .

Ainfi, en fuivant cette regle pour divi- 
fer par - y 0n aura le quotient ^ ; la di_ 
vifion de ~ par ~ produira 6- ou \ , ou 1 &  \ \ 
&  celle de Par z donnera 12? ou i .

4S tr 6 240 s

I IO .

On a ćoutńme aufïï de préfenter cette 
regle pour la divifîon d’une maniéré plus 
facile à retenir , que voici : Si l’on renverfè 
la fraftion par laquelle il s’agit de divifer, 
de façon que le dénominateur fe mette 
à la place du numérateur, &  que celui ci 
s écrive fous le trait, &  qu’enfuite on mul- 
tiplxe la fraftion , qui eft le dividende , par 
cette fru&ion renvcrfée , le produit fera le 
quotient cherché. Ainfi | divifé par \ eft 
autant que 2 multiplié par j ,  ce qui fait ~ ou

Tome /. £
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i De même f- divifé par y eft autant que 
|  multiplié par 3- , ce qui produit ; ou ^  

divifé par |  fait autant que multiplié par 

j , dont le produit eft ~  ou |.

On voit donc en général que de divifer 
par la fraétion , c’eft la même chofe que 

de multiplier par j  ou i  ; que la divifion 
par * revient à la multiplication par \ ou 
par 3 , & c.

I I I .

Le nombre 100 divifé par -  donnera 
donc 2CO ; &  i ooo divifé par ÿ fait 3000. 

De plus, s’il s’agit de divifer i par ^  , 
le quotient eft 1000 ; &  en divifant 1 
nar —— , il vient 100000. Cela aide ài00000 »
comprendre qu’en divifant par 0 , il doit 
en réfulter un nombre infiniment grand -, 
car la divifion de 1 par la petite fra&ion 

; 0ooTooooo produit déjà le nombre très-grand 
1000000000.
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1 1 2 .

i  out nombre divifé par lui-même don
nant l’unité , on fent bien qu’une fra&ion 
divifée par elle-même doit aufïï donner le 
quotient 1 ; la même vérité fuit de notre 
regle : car pour divifer 3- par3- , il faut mul
tiplier I  par i  , &  on obtient11 ou 1 ; &  s’il4 1 3

s agit de divifer ~ par £ , on multiplie parh- f 

or le produit ^  eft égal à 1 .

1 1 3 *
Nous avons aufli à expliquer encore une 

expreflion dont l’ufage eft fréquent. On 
demande, par exemple , ce que c’eft que 
la moitié de -  ; cela veut dire qu’on doit 
multiplier3-  par ^. De même fi l’on demande 

ce que font les j  de J , on multipliera \ par 

ce qui produit &  3-  de font autant que ~  

multiplié par ~ , &  font

I I 4 .

Enfin il faut obferver ici à l’egard des 
fignes -f- &  — , les mêmes principes que

F z
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nous avons établis plus haut pour les nom

bres entiers. Ainfi -  multiplié par — - , 
fait — &  —  - multiplié par —  1 ,  donne 

-j- Déplus— | divifé par-f-y , fait— \\ ; 
&  —  ’ divifé par — , fait -j- ~ où -j- i .

C H A P I T R E  X I .

Des Nombres quarrcs.

1 1 5 -

3 L jE  produit d’un nombre multiplié par 
le même nombre , fe nomme un qudrré ;

par cette raifon on appelle racine' quarrée 
ce nombre confidéré relativement à un tel 
produit.

Par exemple, quand oh multiplie i z 
par i 2 ,  le produit «44 eft umquarré dont 
la racine eft 1 2. . :t

Le fondement de cette dénomination eft 
pris dans la Géométrie, où l’on trouve le 
contenu d’un quarré en multipliant fou côtç 
par lui-même.
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I l 6 .

Tous les nombres quarrés fe trouvent 
donc par la multiplication ; c’eft-à-dire , 
en multipliant la racine par elle-même.

C eft ainfi que 1 eft le quarré de 1 , parce 
que 1 multiplié par 1 fait 1 ; &  pareille
ment , que 4 eft le quarré de 2 , &  9 le 
quarré de 3 ; que 1  eft la racine de 4 , 
^  3 celle de 9.

Nous considérerons en premier lieu les 
quarrés des nombres naturels, &  nous don- 
uerons d’abord la petite table qui fuit, dans 
laquelle plufieurs nombres ou racines fe 
Souvent fur la premiere ligne, &  leurs 
quarrés fur la fécondé (*).

jVombres| i| ł| 4| 5| 6| 7[ 8| 9I io| 1 1 1 i ł j  13 

(> arr^  I i| 4l 9| i6|* ï|36|49|&4|8i |-ioc| 1 a. » 1 14 4 1165;

( ) Nous avons des tables t r i s - complettes pour les 
S[ i-irres des nombres naturels , publiées .fous le titre de 
'  ''■ ‘’gonometrij T abuljrij , &c. auclore J .  J obo L u v o i .r o • 
- - iiiKlodami, i6yo  , in-4 .0 Ces tables vont depuis 1

F 3
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1 1 7 .
On remarquera d’abord fans peine dans 

ces nombres quarrés rangés ainfi par ordre, 
une belle propriété -, à l'avoir que , fi l’on 
fouftrait chacun de ces quarrés de celui qui 
fuit immédiatement, les refies augmentent 
toujours de 1 ,  &  forment la fuite que 
voici :

3 >f>7 >9 »II>I3 >M»I7 i 19»21 > &c.
qui eft celle des nombres impairs.

I l 8 .

Les quarrés des fra&ions fe trouvent 
pareillement, en multipliant une fraftion 
donnée par elle-même. Par exemple, le 
quarré de  ̂ eft ^ , &

j  a pour quarré  ̂ ;
4 -♦.

jnfqu’a 100000 , non-feulement pour trouver ces quarrés , 

m ais aufli les produits de deux nombres quelconques 

moindres que io o o co  ; fans parler de différens autres 

ufages qui font détaillés dans l’introdu&ion qui eft à la 

te te de l’Quvrage.



“  a pour quarré ^ ;

------------------- ^ , &  ainfi de fuite.
On voit affez qu’il fuffit de divifer le 

quarré du numérateur par le quarré du 
dénominateur, &  que la fra6tion qui ex
prime cette divifion, doit être le quarré 
de la fraftion donnée. C ’eft ainfi encore 
que g  eft le quarré de ~ ; &  réciproque
ment que |  eft la racine de 

I I 9 .

Quand on veut trouver le quarré d’un 
nombre mixte, ou compofé d’un nombre 
entier &  d’une fra&ion , on n’a qu’à le 
réduire à une feule fraéHon , &  prendre 
enfuite le quarré de cette fraélion. Qu’il 
s’agifte , par exemple, de trouver le quarré 
de 2 i  j on exprimera d’abord ce nombre 
par l , &  prenant le quarré de cette frac

tion , on a ̂  ou 6 l- pour la valeur du quarré 

de 2 I. De même pour prendre le quarré 
de 3 , on dira } - eft autant que j-j donc 
fon quarré eft égal à ~ , ou à 10 &  ^. Voici

F 4

d ' A  L G E B  R E .  8 7



pour chaque quart d’augmentation les quar
rés des nombres compris entre 3 &  4.

î > 8  E  L É  M E  N  S

Nombres 3
1

n
1

3* 5* 4
Quarrés—- ■■ ___ 9 <°.-6 ' 27 M? 1 6

On peut conclure de cette petite table, 
que fi une racine contient une fra&ion , 
ion quarré ne manque pas d’en contenir 
une aufli. Soit, par exemple, la racine 1 ^  ; 
Ton quarré eft y~ , o m  ^  ; c’cft-à-dire un 
peu plus grand que le nombre entier 2.

120.

Paflons aux expreflions générales. Quand 
la racine eft a , le quarré doit être aa ;  fi 
la racine eft 1a  , le quarré eft 4aa ; ce 
qui donne à connoître qu’en doublant la 
racine, le quarré devient 4 fois plus grand. 
De même, fi la racine eft 3a , le quarré 
eft yaa ; &  fi la racine eft 4a , le quarré 
eft 1 6aa. Mais fi la racine eft ab , le quarré 
eft aabb ; &  fi la racine eft abc , le quarré 
eft aabbcc.



1 2 1 .

Amfi , quand la racine eft compofée de 
deux ou de plusieurs fa&eurs, il faut mul
tiplier enfemble leurs quarrés ; &  récipro
quement , fi un quarré eft compofé de deux 
ou de plufieurs fafteurs , dont chacun eft 
un quarré, on n’a qu’à multiplier enfemble 
les racines de ces quarrés , pour avoir la 
racine complette du quarré propofé. Ainfi, 
comme 2304 eft autant que 4. 16. 36,  la 
racine quarrée en eft 2.4.6 ou 48 -, &  en 
effet 48 fe trouve être la racine quarrée 
de 2304 j parce que 48.48 fait 2304.

1 2 2 .

Voyons aufïï ce qu’il faut obferver dans 
cette matiere à l’égard des fignes -\- &  — . 
Et d’abord il eft clair que fi la racine a 
le figne - f - , c’eft-à-dire qu’elle eft un nom
bre pofitif, fon quarré doit néceflairement 
être de même un nombre pofttif, parce 
que par _j._ fajc _j_ . jc quarré de -j- a
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\



fera -\- aa. Mais fi la racine eft un nombre 
négatif, comme —  a t le quarré n’en de
vient pas moins pofitif, puifqu’il eft -J- aa ;  
nous pouvons donc conclure que aa eft 
le quarré tant de -j- a  que de — que 
par conféquent on peut indiquer pour tout 
quarré deux racines , l’une pofitive &  
l’autre négative. La racine quarrée de 25 , 
par exemple, eft également -J- 5 &  —  5 ,  
parce que —  5 multiplié par —  5 donne
2 5 auflï bien que — 5 par — 5.

t)0  É  L È  M  É N  S

C H A P I T R E  X I I .

Des Racines quarrées & des Nombres irra
tionnels qui en résultent,

I23.

E que nous avons dit dans le chapitre 
précédent revient principalement à ceci : 
Que la racine quarrée d’un nombre pro- 
pofé n’eft autre chofe qu’un nombre tel



que fon quarré foit égal au nombre pro- 
pofé , &  qu’on peut mettre devant ces 
racines tant le figne pofitif qüe le figne 
négatif.

1 2 4 .

Ainfi quand un nombre propofé eft un 
quarré, &  qu’on a retenu dans la mémoire 
un nombre fuffifant de nombres quarrés, 
il eft facile de trouver la racine de celui 
qui eft donné. Si c’eft 196 , par exemple, 
qui foit ce nombre propofé , on fait que 
& racine quarrée eft 14.

On traite de même avec facilité les 
fo&ions : il eft clair, par exemple , que j

la racine quarrée de ~  ; on n’a , pour 
s en convaincre, qu’à prendre la racine 
quarrée du numérateur , &  celle du déno
minateur.

Si le nombre propofé eft un nombre 
mixte , comme n ' - ,  on le réduira à une 
feule fra&ion , laquelle eft ici j .  t &  on 
verra fur le champ que c’eft \ ou 3 \ , qui 
doit être la racine quarrée de 12
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12 5
. Mais quand le nombre propofé n’eft pas 
un quarré , comme i z par exemple , il 
n’eft pas poffible non plus d’en extraire la 
racine quarrée , ou d’indiquer un nombre 
tel que , multiplié par lui-même , il donne 
le produit 1 z. Ce que nous favons cepen
dant , c’eft que la racine quarrée de 1 1  
doit être plus grande que 3 , parce que 3.3 
ne font que 9 ; &  plus petite que 4 , parce 
que 4.4 font 1 6 ,  c’eft-à-dire plus de 1 z. 
Nous favons même aufli que cette racine 
eft plus petite que 3 l-  ; car nous avons vu 
que le quarré de 3 ~ ou ~ eft 1 z Enfin 
nous pouvons déterminer cette racine d’une 
maniéré encore plus approchée, en la com
parant avec 3 ~ ; car le quarré de 3 ^  ou 
de \) eft ou 1 z &  ~  , par conféquent 
cette fraftion eft encore un peu plus grande 
que la racine qu’on demande ; mais de très- 
peu , puifque les deux quarrés ne différent 
entr’eux que de



I 26 .
On pourrpit foupçopner que puifque 3 7 

^  3 17 font des nombres plus grands' que 
la racine de 12 , il feroit poflible‘d’ajouter 
à 3 une fra&iôn un peu plus petite que 77, 
&  précifé'ment telle que le quarré de la 
fomme fût égal à 12.

Effayons donc avec 3 \ , puifque .y eft un 
peu moindre que Or 3 eft autant que 
7 ,  dont le quarré eft &par conféquent 
plus petit de ^  que le quarré de 12 , qu’on, 
Peut exprimer par Ç .  Il eft donc prouvé 
que 3 Ł eft plus petit, &  que 3 % eft plus 
§rànd que la racine cherchée. E (layons. 
Qbnc un nombre un peu plus grand que
3 ~ , mais .pourtant plus petit que 3 ~ , par 
exemp. 3 <!■. C e nombre qui vaut ^ , a pour 
quarré Or en réduifant 1 1  à ce déno
minateur on trouve il s’enfuit donc que
3 r: eft encore plus petit que la racine de
1 1  » à favoir de —. Subftituons donc à ~  la 121
fraftion ^ ■ qUj un jjëu plus grande ,•
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&  voyons encore ce qui réfulte de la com- 
paraifon du quarré de 3 avec le nombre
12  propofé : le quarré de 3 ^ eft ~  , or 12  
réduit à la même dénomination fait ~169 '

ainfi 3 — eft encore trop petit, quoique feu
lement de 7^ , tandis que 3 ~ s’eft trouvé 
trop grand.

I 2 .7 .

On peut comprendre facilement que 
quelque fra&ion que l’on joigne à 3 , le 
quarré de cette fomme doit toujours con
tenir une fra&ion , &  ne peut jamais de
venir exactement égal au nombre entier 12 . 
A infi, quoique nous fâchions que la racine 
quarrée de 1 2 eft plus grande que 3 — &  
moindre que 3 ~ , nous fommes cependant 
forcés de convenir que nous ne fommes 
pas en état d’afltgner une fraction intermé-» 
diaire entre ces deux-là , &  telle en même 
temps qu’ajoutée à 3 , elle exprime exac
tement la racine quarrée de 1 2. Avec tout 
cela cependant on ne. peut pas dire que la

94 E L É M E N s
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racine quarrée de 1 1  foit indéterminée par 

elle-même &  abfolument ; il fuit feulement 

de ce que nous avons rapporté , que cette 
racine, quoiqu’elle ait néceffairement une 

grandeur déterminée , ne fauroit être ex
primée par des fra&ions.

12 8 .
N eft; donc une efpece de nombres qui 

ne font aucunement affignables par des 

fraftion s, &  qui font cependant des quan

tités déterminées ; la racine quarrée de 12  

nous en a offert un exemple. On nomme 
cette nouvelle efpece de nom bres, des 
nombres irrationnels ;  ils fe préfentent toutes 
les fois qu’on cherche la racine quarrée d’un 

«ombre qui n’eft pas un quarré. C ’eft ainfi 
que i  n’étant pas un quarré parfait, la ra
cine quarrée de 2 ,  ou le nombre q u i , mul
tiplié par lui-m êm e, produit 2 , eft une 
quantité irrationnelle,:.On nomme aufli ces 
nombres des quantités fourdes ou des in- 
comme nfarables.
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Ces quantités irrationnelles, quoiqu’elles 
ne puiflent pas s’exprimer par des fra&ions, 
font cependant des grandeurs dont on peut 
fe faire une idée jufte. Car quelque cachée 
que nous paroifte , par exemple, la racine 
de 1 2 ,  nous n’ignorons pas cependant que 
c’eft un nombre qui , multiplié par jui- 
même , produit exaftement 1 1 j &  ccîte 
propriété .eft fufKfante pour nous: donner 
une idée de ce, nombre , d’autant qu'il déT 
pend de nqus d’approcher de plus en plus 
de fa valeur. ,

I 3 O .

Comme on eft donc fuffifamment au fait 
de la fignification dei nombres irrationnels 
dont il eft cjueftiôn , 011 eft convenu1 cPtiii 
certain figne, pour indiquer les racines 
quarrées des nombres qui ne font pas des 
quarrés parfaits. Ce’ figne a cette figure y/, 
&  fe prononce en effet' racine qdariéc. Ainfi 
y j 1 2 fignifie la racine qudrrée de 12 , oü



le nombre qui , multiplié par lui-même * 
Fait i z. De même , y/z indique la racine 

quarrée de z .V> , celle de ; y / y , la 
racine quarrée de  ̂ &  en général y/ d 
indiqué la racine quarrée du nombre a. 
Toutes les fois donc qu’on voudra indiquer 
la racine quarrée d ’un nombre qui n’eft pas 
tin quarré , on n’aura qu’à le fervir de la 
marque y/ en la métrant devant ce nombre.

. . .  13L
L explication que nous avons donnée

des nombres irrationnels , nous met aufli- 
tQt fur la voie pour appliquer à ces nom
bres les calculs ufités. C ar Tachant , par 
exemple, que la racine quarrée de z , mul- 
tlpliée par elle-même , doit produire z ; 
nous favons âufll que la multiplication de 
\/z par y /2 doit produire néceflairement
1  > que de même celle de y/3 par y /3 doit 
donner 3 ; que y / 5 par y  5 fait 5 ; que 
\ / j  par y/ j  fait ~ -, &  que généralement
V a multiplié par y/ a produit a.

Tome /. G
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13 2.
Mais quand il s’agit de multiplier y  cl 

par \/b  , le produit eft yjab  ,• parce que 
nous avons montré plus haut que ft un 
quarré a des faveurs, fa racine doit être 
compofée des racines de ces fafteurs. C’eft, 
pourquoi l’on trouve la racine quarrée du 
produit a b , laquelle eft y  ab, en multi
pliant la racine quarrée de a ou y a , par 
la racine quarrée de b , ou par y  b. Il eft 
clair par-!à que fi b étoit égal à a , on au- 
roit y  aa pour le produit de Par V7 *̂ 
Or y/ aa eft évidemment a } parce que aa 
eft le quarré de a.

1 3 3 -

S’il s’agit de la divifion , &  qu’on ait 
y j  a , par exemple , à divifer par \ / b , on 
obtient y/ -b ; &  il peut arriver ici que dans 
le quotient l’irrationalité s’évanouiffe. C ’eft 
ainfi qu’ayant à divifer y / 1 8 par v/s , on 
obtient le quotient y j  j , lequel fe réduit à



V  | » &  par conféquent à - , parce que 
-eft le quarré d e|.

I 34*
Quand le nombre devant lequel on a 

mis le figne radical y/, eft lui-même un 
quatre, on en exprime la racine de la ma
nière accoutumée. Ainfi ^ e f t  autant que
2 j V 9 autant que 3 , y 3 6 autant que 6 , 
&  \ / 12  ̂autant que \ ou 3 On voit 
que dans ces cas l’irrationalité n’eft qu’ap
parente, &  qu’elle difparoît d’elle-même,

13 5-
II eft facile auffi de multiplier nos nom

bres irrationnels par les nombres «rdinaires. 
Par exemple , 2 multiplié par y / 5 fait 
ł V//5 , &  3 fois y/ 1  fait 3 y / 2. Dans ce 
fécond exemple cependant, comme 3 eft 
autant que y  9 , on peut exprimer auffi 3 
fois \/z par y/9 multipliant y / i , ou par
V 18. De même 1  y/a  eft autant que \/4 a , 
&  3V a  autant que y/9a. Et en général

G z
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b \Ja  a la même valeur que la racine quar
rée de bba ou y/abb j  d’où l’on .infère 
réciproquement, que quand le nombre qui 
eft précédé du figne radical contient un 
quarré, on peut prendre la racine de ce 
quarré ii la mettre devant le figne , comme 
on feroit en écrivant b y/a au lieu de y/bba. 
On comprendra aifément d’après cela les 
réductions qui fuivent :

y/% ou y/2 .4 eft autant que z \/z  ;

\ /12 ou v V  4 -------- î V î i

y  1 8 ou y/2.9 —---------3 y/2 ;
V 24 0 u y / ó . 4 ----------- 1  y/6 j
y/3 2 ou y/2. 1 6 ----------- 4 y / * J

V 7 5  ou V 3 *M-------- 5 V 3 >
1 3 6 .

La divifion eft fondée fur les mêmes 
principes, y/a  divifé par y/ b } fait ~t ou 
y/-t. Et pareillement

~  eft autant que y/* ou y /4  ou 1  f
, / i S  / i S  /

--------- v  t  011 V 9 ou 3 i

y 'z ----------- y/^1 ou y/4  ou 2.

I O O  E L É  M  E  N  S
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De plus

~l eft autant que ~ o u y / j  ou V 1  »

Ź  —  —  ------- % 0 U ^ l  ou ^35
S  *------ -------- ou y / £ , ou y/24

ou / 6 . ‘4 j ou enfin 1  y/6 .

I 3 7 *
U n’y  a rien à'remarquer de particulier à

1 égard de l’addition &  de la fouftra&ion, 
parce qu’on ne fait que lier les nombres 
par les figne$ -j- & — . Par exemple , y/z 
ajouté à y /3 s’écrit
Fouftrait de y / 5 s’écrit y / 5, — y/3» bo~q

Enfin nous ferons obferver que par op- 
pofition à ces nombres irrationnels, on 
nomme les autres nombres, tant entiers que 
fractionnaires, des nombres rationnels.

Ainfi toutes les fois qu’on parle de nom
bres rationnels, on entend par-là des nom
bres entiers, ou bien aufîi des fraftions.

•- 1 ~*:Ï2 n virroa  - 'f  r-
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C H A P I T R E  X I I I .

Des Quantités impojjiblcs ou imaginaires , 
qui dérivent de la même Jource.

* 39*

o u s avons déjà vu plus haut que les 
quarrés des nombres, tant pofitifs que né
gatifs , font toujours pofitifs ou ofte&és du 
iigne -j- j ayant fait obferver que —  a mul
tiplié par — a fa it-J-aa , tout comme le 
produit de -f- a par -j- a. C’eft pourquoi, 
dans le chapitre précédent , nous avons 
fuppofé que tous les nombres dont il s’agif- 
foit d’extraire les racines quarrées, étoient 
pofitifs.

140.
Quand il arrive donc qu’il foit queftion 

d’extraire la racine d’un nombre négatif, 
on ne peut que fe trouver fort embarraffé, 
n’y  ayant aucun nombre affignable dont le
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quarré foit un nombre négatif. Car fuppo- 
fez, par exemple, qu’on voulût extraire 
la racine de —  4 , ce feroit demander un 
nombre tel que, multiplié par lui- même , 
il donnât — 4 ; or ce nombre cherché n’eft 
ni -f~ 2 ni— 1 ,  parce que le quarré, tant 
de -j- 2 que de —  2 , eft -j- 4 &  non P35

4-

1 4 1 .

U faut donc conclure que la racine quar- 
ree d’un nombre négatif ne peut être ni 
un nombre pofîtif, ni un nombre négatif, 
puifquauffi les quarrés des nombres néga- 
tJfs prennent le figne plus. Par conféquent 
*1 faut que la racine en queftion appartienne 

une efpece tout-à-fait particulière de 
nombres j puifqu’elle ne peut être comptée 
ni parmi les nombres pofitifs, ni paraai les 
nombres négatifs.

1 4 2 .

Or nous avons remarqué plus haut que 
!es nombres pofitifs font tous plus grands

G  4



que rien ou o , &  que les nombres négatifs
font tous plus petits que riën ou o • de Façon

t * j
que tout ce qui furpaffe o s’exprime par 
des nombres pofitifs, &  que tout ce qui 
eft moindre que o , s exprimé 'par des nom
bres négatifs. Nous voyons donc que les 
racines quarrées de nombres négatifs ne 
font ni plus grandes ni plus petites que rien. 
Cependant on ne peut pas dire qu’elles 
foient o car o multiplié par o fait o , &  
par confisquent ne donne pas un nombre 
négatif.

143.
Or puifque tous les nombres qu’il eft 

poffible de «'imaginer, font ou plus grands 
ou plus petits que o , ou font o même, il 
eft clair .qu’on ne peut pas même compter 
la racine quarrée d’un nombre négatif parmi 
les nombres poffibles, &  il faut donc dire 
que c’eft une quantité impofîlble. C ’eft de 
cette façon que nous forrimès Conduits <). 
l’idée de nombres qui par leur nature l'ont
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impoflibles. On nomme ordinairement ces 
nombres des ‘quantités imaginaires , parce 
qu elles exiftent purement dans l’imagi
nation.

144.
Toutes les expreftions, comme y/ —  1 ,  

y f — i  , \ / — 3 , -yZ—  4 , &ci, l'ont par 
confeqùéht des nombres~impoffibles ou 
imaginaires, puifqu’ils indiquent des racines 
de quantités négatives. Et c’eft de pareils 
nombres qu’on foutient avéc faifon qu’ils 
Me F°nt ni rien , ni plus que rien", ni moin£ 
que rien 5 ce qui fait principalement qu’on 
eft obligé de les déclarer .impoffibles.

145.
Av^c tout cela‘cependant ces nombres

fè pré len tent à l’efprit, ils ont lieu dans
notre imagination, &  nous ne laiftons pas
d en avoir une idée fuftifaiite : puifque.nous 
/• , 
savons que par. 1 /— 4,  par exemple, on
e.ntend un nombre qui , multiplié par lui;
jfiême, fait _L C ’eft auflï pourquoi rien

o '  A  L C E  B R E .  10 J
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ne nous empêche d’appliquer le calcul à 
ces nombres imaginaires, &  de les em
ployer.

146.
Notre premiere notion dans la matiere 

que nous traitons, eft que le quarré de 
, par exemple , ou le ptoduit de 

y — 3 par \J — 3 , eft —  } que celuj 
de \ /  —  1 par \ / —  1 , fait — 1 j &  en gé
néral , qu’en multipliant y j  — a par \ /  — a , 
p\ik en prenant le quarré de \ / — a , on 
obtient a.  ̂ «jt

I .47 .

Maintenant, comme — a ftgnifie autant 
que -J- c l multiplié par —  1 , &  que la ra
cine quarrée d’un produit (e trouve çn mul
tipliant enfemble les racines des fa&eurs,
11 s’enfuit que la racine de a multipliée par
— i ,  ou y -—■ ci, eft autant que \ /  a mul
tipliée par %/—  i- Or \/a  eft un nombre 
poffible ou réel, par confeqüent cc qu’il 
y  a d’impofllble dans une quantité imagi



naire , peut toujours fe réduire à y /—  r. 
Par cette raifon donc , y /— 4 eft autant 
que y/ 4 multipliée par y — 1 , &  autant 
que 2 y/—  1 9 à caufe de y/ 4 égal à 1 .  
Par la même raifon y / — 9 fe réduit à 
V 9 .y /-— 1 , ou à 3 y —  1 ; &  \ / —  16 
fignifie 4 y/—

148.
De plus , comme y / a multipliée par

V  b fait y/ab, l’on aura \ /  6 pour la va
leur de y — 2 multipliée par y j  — 3 ; &
V 4 ou 2 } pour la valeur du produit dé 
y  —  « par y  — 4. On Voit donc que deux 
nombres imaginaires, multipliés l’un par 
 ̂autre , en produifent un réel ou po/fible.

Mais au contraire un nombre poffible, 
Multiplié par un nombre impoffible, donné 
toujours de l’imaginaire : m  par y/-{-£ 
fait y 7—  15.

M 9 - .
Il en eft de même à l’égard de la divi

fion ; car y /a  divifé par y/b faifant y / j  ,
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il eft clair que y j  — 4 divifé par y/ — r 
fera y/-f-' 4 ou x  ; que \/~\- 3" divifé par 
y / — 3 fera y /—• » ; &  que i divifé par 
y —  1 itie cionne — 1 ; parce
que 1 eft butant que \/-|—  ̂- 
c > ï —  / r L UO . I :

J 5O.
* V •

Nous avons obferve plus haut que la 
racine quarrée d\m nombre quelconque a 
toujours deux valeurs , l’une pofttive &  
J ’autre négative; que y/.4 , .par exemple, 
,eft également -{-. 2, &  — 2 , &  qu’en géné
ral on peut adopter — y/a  comme +  y / f  
.pour la racine quarrée de a* C^ttę remarque 
a lieu aufli, quand'il s’agit de. nombres 
imaginaires : la racine quąrre.e de — a eft 
également y/ —  a &  — y / - -  a ; mais 
il 1 faut fe garder de ■ confondre' les'fignesj - o— s « ; 1 . . i v ) °  j
-{-&  — qui fonl devant Te figne radical„y/, 
&  le figne qui ne vient qu’après ćette
marque y/.

♦ ' ' r f\
• ' brs& J  ? N  j r n  oh 110  n

t ‘ ■ ■ ■ : V ‘ ••• !
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1 5 1 *
7 X / i - i * r!wij i w C ]  ■L J -  ^ - w,

11 nous refte enfin à lever le doute qu’on 
pourroit avoir fur l’utilité des nqmbres dont 
nous venons de parler ; car en effet ces 
nombres étant impoffibles , il ne feroit pas 
étonnant qu’on les crût tout-à-fait inutiles 
&  1 objet feulement d’une vaine fpécula- 
tion. On fe tromperoit cependant} le calcul 
des imaginaires eft de la plus grande im
portance ; fouvent il fe préfente des ques
tions , defquelles on n» fauroit dire fur le 
champ fi elles renferment quelque chofe de 
reel &  de poffible ou non. Or quand la fo- 
lution d’une pareille queftion nous conduit 
à des nombres imaginaires , nous fommes 
certains que ce qu’on demande eft im- 
Poftiblc.

Afin d’éclaircir ce que nous venons de 
dire par un exemple , fuppofons qu’on 
propofe la queftion : de divifer le nombre
1 Ł en deux parties, telles que le produit 
de ces parties faflë 40. Si l’on réfout cette



queftion par les règles ordinaires, on trouve 
pour les parties cherchées 6 y/ — 4 &  
6 —  \ /  — 4 ; mais ces nombres font ima
ginaires : on conclut donc par cela même 
qu’il eft impofïïble de réfoudre la queftion.

On faifira facilement la différence , en 
fuppofant que la queftion eût été de divifer
12  en deux parties qui,  multipliées en
femble , fiflent 35 ; car il eft évident que 
ces parties feroient 7 &  5.

110 E L  É M E  N  S

C H A P I T R E  X I V .

Des Nombres Cubiques.

1 5 2 .

Q u  a  N D un nombre a été multiplié trois 
fois par lui-même , ou , ce qui revient 
au même , que le quarré d’un nombre a 
été multiplié encore une fois par ce nom
bre , on a un produit qui fe nomme niv 
cube ou un nombre cubique. C ’eft ainfi



que le cube de a eft aaa , vu que c’eft ce 
quon obtient en multipliant a par foi- 
meme , ou par a , &  enfuite ce quarré aa 
encore par a.

On voit par-là que les cubes des nom
bres naturels doivent fe fuivre dans l’ordre 
que voici (*) ;

D* A L C E B  R E.' n i

Nombresji | 2 | 3 1 4 1 5 J  6 [ 7  | 8 | 9 f 10
Cubes | i | 8 |27|64|t25|2i6!343jî ' 2I729I100C

15 3*
Si nous conftdérons les différences de ces. 

nombres cubiques , comme nous l’avons 
pour les quarrés, en fouftrayant chaque 

cube de celui qui le fuit, nous obtenons la 
fuite de nombres que voici :
7 ’  ‘ 9 > 3 7 ,  6 1 , 9 1  , » 2 7 ,  1 6 9 , 1 1 7 , 2 7 1  ; 

nous ne remarquons d’abord aucune régu-

(*) On doit à un Mathématicien , nommé J .  P *ul 

Buchner, des tables publiées à Nuremberg en 1 7 0 1 ,  dan* 
ltfquclles on trouve tant les quarrés que les cubfis ds 
tous les nombres depuis 1 jufqu’à 12000.



larité dans cette fuite ; mais fi nous prenons' 
les différences de ces nombres, nous voyons 
fe former la férié fuivante :

1 2 ,  18 , 2 4 , 30 , 3 6 , 42, 48 , 54 ; 
dans laquelle les termes augmentent tou
jours évidemment de 6.

154- ;
Apres la définition que nous avons donnée 

du cube , il ne fera pas difficile de trouver 
les cubes des nombres fra&ionnaires : on 
verra que g- eft le cube de 7 ; que ~  efl 
le cube de - , &  que — eft celui de -. En

3 2-7 J
effet on n’a qu’à prendre féparément le cube 
du numérateur &  celui du dénominateur , 
on aura Ę  pour le cube de la fraction 3~.

15 5*
Si c’eft d’un nombre mixte qu’il s agit 

de trouver le cube, il faut d’abord le ré
duire en une feule fra&ion, &  procéder 
enfuite comme il a été dit. Pour trouver, 
par exemple, le cube de 1 , il faut prendre

celui

î  I  i  E L É  M K N  $
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■Celui de ~ , q u i eft j , 011 3 &: De même 

le cube de 1 l- , ou de la fra&ion feule | ,

1 7  ou 1 &  ~ , &: le cube de 3 ^ ou
de ^  eft îi?2 4 ,  »

4 C1L e4 ł ou 3 4

I 5 6 .
Puifque a a a  eft le cube de a ,  celui du 

nombre ab fera aaabbb ;  d’où l’on voit 
que fi un nombre a deux ou plufieurs fac

teurs, on peut trouver fon cube en mul

tipliant enfemble les cubes de ces fa&eurs. 

^ ar exem ple, comme 12  eft autant que 

3*41 on multiplie le cube de 3 ,  qui eft 2 7 ,  
par le cube de 4 ,  qui eft 64 , &  on obtient 
*718 , cube de 12 . On voit de plus que 
kcu b e  de 2 a  eft 8 aaa,  8c par conféquent
8 fois plus grand que le cube de a y &  de 

tnême , que le cube de 3 a  eft 2 7 a a a ,  
c eft-à-dire qu’il eft 27 fois plus grand que 
^  cube de a.

. M 7 *
Faifons attention aufïï aux ftgnes -f- &

^  eft clair d’abord que le cube d un 
Tome /, s H



nombre pofîtif — ne peut qu’être pofitifde 
même , c’eft-à-dire -\-aaa. Mais s’il s’agit 
de prendre le cube d’un nombre négatif
—  a ,  on verra qu’en prenant d’abord le 
quarré , lequel eft ~\~aa, &  multipliant en- 
fuite , félon la regle , ce quarré par — a y 
le cube cherché devient— a a a. 11 n’en eft 
donc pas, à cet égard , des nombres cu
biques comme des nombres quarrés , puif
que ceux-ci fe trouvent toujours pofitifs. 
Le cube de —  i eft — i , celui de —  i  
eft — 8 , celui’de —  3 eft —  27 , &  ainft 
de fuite.

C H A P I T R E  X  Y.

Des Racines cubiques & des Nombres irra
tionnels qui en dérivent.

I 5 8 .

D e même qu’on peut, comme on a v u , 
trouver le cube d’un nombre donné , 011 
peut réciproquement aufli, étant donné un

U 4  E L É  M E N  S



nombre quelconque , trouver le nombre 
qu i, multiplié trois fois par lui-mêmei, 
produit le nombre propofé. Ce nombre 
cherché s’appelle relativement à l’autre, 

radne cubique. Ainfi la racine cubique 
d un nombre donné eft le nombre dont le 
cube eft égal à ce nombre donné.

1 59 *
Il eft donc facile de déterminer la racine

cubique , quand le nombre propofé eft
réellement un cube , comme nous en avons
vu des exemples dans le chapitre précédent.
On fent bien que la racine cubique de 1
eft 1 j que celle de 8 eft 2 ; que celle de
ł 7 eft 3 -, que celle de 6 4  eft 4 ; &  ainfi
de fuite* Et pareillement, que la racine
cubique de —  27 eft —  3 ; &  que celle
de—  125 eft —  5.

De plus, que fi le nombre propofé eft
rompu, comme ^  , la racine cubique en
doit être - ; &  que celle de — eft Enfin, 
n i  ■ . 343 7lue la racine cubique d’un nombre mixte

H 2
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i  doit être j  ou i parce que 2 ^  eft 
autant que

1 6 0 .

Mais fi le nombre propofé n’eft: pas réel
lement un cube, fa racine cubique ne 
pourra pas non plus s’exprimer ni en nom
bres Intiers , ni en nombres fra&ionnaires. 
Par exemple , 43 n’eft pas un nombre 
cubique -, je dis donc qu’il eft impoftible 
d’affigner un nombre, foit entier foit frac
tionnaire , dont le cube fafle exa&ement 43. 
Ce qu’on peut aflurer cependant, c’eft que 
la racine cubique de ce nombre eft plus 
grande que 3 ,  vu que le cube de 3 ne fait 
que 27 , &  que cette racine eft plus petite 
que 4 , parce que le cube de 4 eft 64. Nous 
favons donc que la racine cubique cher
chée eft néceftairement contenue entre les 
nombres 3 &  4.

161.
Si l’on veut donc , puifque la racine cu

bique de 43 lurpafTe 3 , ajouter à 3 une

I I 6 E L É M E N  S
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fraction ; il eft: sûr qu’on pourra de plus en 
plus approcher de la vraie valeur de cette 
racine j mais on ne pourra cependant ja
mais indiquer de nombre qui exprime 
exa&ement cette valeur ; parce que le cube 
d’un nombre mixte ne peut jamais être 
parfaitement égal à un nombre entier, tel 
queft 43. Si l’on fuppofoit, par exemple, 
que 3 I ou l  fût la racine cubique cherchée 

de 4 3 , on fe tromperoit de  ̂; car le cube 

de l  ne fait que y  ou 4 1

I Ó 2 .

H eft donc clair par-là que la racine cu
bique de 43 ne peut en aucune manière 
s exprimer foit par des nombres entiers, 
*°it par des fraftions. Cependant on a une 
Jdée diftinfte de la grandeur de cette ra~ 
cine ; cela engage à fe fervir , pour Fin-

diquçr, du figne \ / , qu’on met devant le 
nombre propofé , &  qu’on prononce racine 
Cut>ique , afin de la diftinguer de la racine 
quarrée, laquelle on ne fait fouvent que

H 3



nommer Amplement racine. Ainfi \ / 4 3  

iîgnifie la racine cubique de 43, c’eft-à-dire, 
le nombre donr le cube cil 4$  , ou qui, 
multiplié trois fois par lui-même , fait 43.

163.
Il eft donc clair aufli que de telles ex- 

preflions ne peuvent appartenir aux quan
tités rationnelles, &  qu’elles conftituent 
plutôt une eipece particulière de quantités 
irrationnelles. Elles n’ont même rien de 
commun avec les racines quarrées , &  il 
n’eft pas pofîible d’exprimer une telle racine' 
cubique par une racine quarrée, comme 
par exemple par \ / 12  » car Ie quarré 
de y / 1 2 étant 1 2 , fon cube fera 12  y / 1 2 ,  
par conféquent encore irrationnel &  tel 
qu’il ne peut être égal à 4 3 .

164.
Que fi le nombre propofé eft un cube 

réel, nos expreflions deviennent ration

nelles : y Ą  eft autant que 1 ; \ / 8 eft autant

118 E  L È M E N s
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que i  j y / 27 autant que 3 ; &  en général 

y j aaa autant que a.

1 6 5 .

S’il étoit queftion de multiplier une ra

cine cubique comme \/a  par une autre
3 y  t* S /

comme y / b , le produit doit être y / ab ;  

car nous favons que la racine cubique d’un 
produit ab fe trouve en multipliant en
semble les racines cubiques des fafteurs. On 
voit par cela même que s’il s’agifloit de la

divifion de \/a  par y / b , le quotient feroit
l/a •

yV
1 6 6 .

On comprend aufli que 1  \ Ja  eft autant

que y/8 a, parce que 2 équivaut à y / 8 ;

que 3 y/«  eft autant que \ / i j a ;  & ib\/c

autant que y/abbb. Ainfi réciproquement, 
fi le nombre qui fuit le figne radical a un 
&&eur qui foit un cube, on peut le faire

H 4
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difparoître en en mettant la racine cubique 
devant le figne. Par exemple , au lieu de

y / 64 a on'peut écrire 4y / a ; &  5\/a  au

lieu de y  1 25 a. Il fuit de là que \ / 16 eft

autant que z \ J  z , parce que 16  eft au
tant que 8.2.

1 6 7 .

Quand un nombre propofé eft négatif, 
fa racine cubique n’eft pas fujette aux diffi
cultés que nous avons rencontrées en trai
tant des racines quarrées. Car puifque les 
cubes de nombres négatifs font négatifs, de 
même il s’enfuit qu’aufîi les racines cubiques 
de nombres négatifs font fimplement néga

tives. Ainfi \ / —  8 fignifie —  2 , &  \ / — 27, 

eft autant que — 3. Il s’enfuit auffi que

\ / —  1 2 eft la même chofe que —  \ / 1 z ,

&  que \ / —  a peut s’exprimer par —  \ / a. 

D ’où l’on voit que le figne — , s’il fe trouve 

Herriere le figne de la racine cubique, au-
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roit aufïi pu fe mettre devant ce figne. Nous 
ne fommes donc pas conduits ici à des nom
bres impoflibles ou imaginaires, comme 
cela nous eft arrivé en confidérant les ra
cines quarrées des nombres négatifs.

C H A P I T R E  X V I .

Des Puijfances en général.

1 6 8 .

ï•Ł-fE produit qu’on obtient en multipliant 
Un nombre plufieurs fois par lui-même , fe 
nomme une puijfance. Ainfi un quarré qui 
provient de la multiplication d’un nombre 
Par lui-même , &  un cube qu’on obtient en 
multipliant un nombre trois fois par lui- 
même , font des puiflances. On dit auflî 
dans le premier cas, que le nombre eft 
élevé au fécond degré, ou à la fécondé 
puiffance ; &  dans l’autre cas, que le nom
bre eft élevé au troifieme degré ou à la 
troifieme puiffance.
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1 6 9 .

C ’efl qu’on diftingue ccs puiflances l’une 
de l’autre par le nombre de fois que le 
nombre propofé a été multiplié par lui- 
même. Par exemple , un quarré fe nomme 
la fécondé puiflance , parce qu’un certain 
nombre donné a été multiplié deux fois par 
lui-même -, fi un nombre a été multiplié 
trois fois par lui-même, on nomme le pro
duit la troifïeme puiflance, laquelle flgnifie 
donc la même chofe qu’un cube. Multipliez 
un nombre quatre fois par lui-même, vous 
aurez fa quatrième puiflance, ou bien ce 
qu’on nomme communément le quarré- 
quarré ou le bi-quarré : &  il n’efl: pas dif
ficile à préfent de comprendre ce qu’on 
entend par la cinquième , fixieme , fep- 
tieme, &c. puiflance d’un nombre. J ’ajoute 
feulement que ces puiflances ccflent après 
le quatrième degré d’avoir d’autres noms 
particuliers.



Pour éclaircir tout cela encore mieux > 
n°us remarquerons d’abord que les puif- 
fances de 1 refient conflamment les mêmes ; 
parce que, quelque nombre de fois qu’on 
Multiplie ce nombre 1 par lui-même, le 
produit fe trouve toujours être 1. Nous 
commencerons donc ici par indiquer les 
pui fiances de z &  de 3. Voici l’ordre quelles 
fuivent :

r>’ A L G E B JZ E. X1J

1 7 0 .

Pulffances. du Nombre 2 , du Nombre. 3.

I. 2 3
IL 4 9

III. 8 27
IV. 1 6 81
V. 31 2.43

VI. 64 729
VII. 12# 2187

VIII. 256 6561
IX. 5 1 1 19683
X . 1024 59049

XI. 2048 *77*47
XII. 4096 5 3 1 4 4 1

XIII. 8192 1 59432-3
X I V . 16384 4782969
X V . 32768 14348907

X V I. 65536 4304672!
XVIF. 13 1072 129140163

XVIII. 262144 387420489



Mais ce font fur-tout les puiflances du 
nombre 10 qui font remarquables j car fur 
ces puiflances fe fonde toute notre Arith
métique. En voici quelques-unes rangées 
par ordre, en commençant par la premiere 
puiflance :

I. II. III. IV . V . VI.
10, 100, ICOO, IOOOO, 100000 , 1000000 , &c.'

1 7 1 .

Si l’on veut maintenant envifager la chofe 
d’une maniéré plus générale, on verra que 
les puiflances d’un nombre quelconque a 
fe fuivent dans cet ordre :

I. II. III. IV . V . VI.
a ,  aa , a a a ,  a a a a ,  a a a a a ,  a a a a a a ,  &c.

Mais on ne tardera pas à s’appercevoir 
de l’inconvénient qui accompagne cette 
façon d’écrire les puiflances, &  qui con
fiée en ce qu’il faudroir pour exprimer de 
grandes puiflances, écrire la mème|iettre 
très-fouvent ; le Le&eur môme n’auroit 
pas moins de peine , s’il étoit obligé de 
compter toutes ces lettres pour favoir

*24 E  L à M E N  S
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quelle puiflance on a voulu indiquer. La 
centieme puiflance , par exemple , ne 
secriroit pas commodément de cette fa- 
çon-là, &  il feroit encore plus difficile de
la reconnoître.

I 7 2 .

Afin d’éviter cet inconvénient, on a ima
gine une façon bien plus commode d’ex- 
pnmer de telles puiflances, &  qui mérite, 
à caufe de Ton urage étendu, d’être expliquée 
f°igneufement : favoir , pour exprimer, par 
exemple , la centieme puiflance , on écrit 
Suplement le nombre 100 au-deflus de celui 
dont on veut exprimer la centieme puif- 
fonce, &  un peu vers la droite : ainfi a '° ° , 
cjui fignifie a élevé à 10 0 , indique la cen
tième puiflance de a. 11 ne faut pas ou
blier qu on donne le nom d’expofant au 
nombre écrit au-deflus de celui dont il in
dique la puiflance ou le degré , &  qui eft 
’,0 °  dans le cas que nous avons fuppofé.
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173 *

De cette maniéré a lignifie donc a élevé 
à i , ou la fécondé puiflance de a 3 laquelle 
cependant on indique aufli quelquefois par 
a a , parce que l’une &  l’autre expreflion 
s’écrit &  fe comprend avec la même faci
lité. Mais déjà pour exprimer le cube ou 
la troifieme puiflance aaa , on écrit a1 con
formément à la nouvelle regle , afin de 
gagner de la place. De même a4 fignifie 
la quatrième , a' la cinquième , a' la 1 
fixieine puiflance de a.

1 7 4 .

En un mot toutes les puiflances de a fe 
repréfenteront par
a ,  a y a5, a4, a! , a', a7, a \ a \  a'0 y &CÓ 
d’où l’on voit que, fuivant cette maniéré > 
on auroit très-bien pu écrire a' au lieu de 
pour le premier membre de la férié, afin 
d’en mieux faire appereevoir l’ordre. En 
effet a' n’eft autre chofe que a ,  vu que



cette unité indique que la lettre a ne doit 
s écrire qu’une fois. Une pareille fuite de 
puiffances fe nomme auiîi une progreflion 
géométrique , parce que chaque terme eft 
d un nombre de fois plus grand que le 
précédent.

I 75*
Comme dans cette même fuite de puif

fances chaque terme fe trouve en multi
pliant par a celui qui le précédé , ce qui 
augmente l’expofant de i ; on peut aufli y 
au moyen d’un terme donné , trouver celui 
qui le précédé, en divifant par a , parce 
que c*eft diminuer l’expofant d’une unité. 
Cela nous apprend que le terme qui précédé 
le premier terme a , doit être néceflai- 
tement ~ ou i ; or fi l’on fe regle fur les 
expofans, on conclura fans peine que ce 
terme qui précédé le premier, doit être a°. 
Ĉ n peut donc déduire de là la propriété 
rermarquable, que a0 eft conftamment égal 
^ 1 > quelque valeur grande ou petite qu’ait

n  A  L G E B R E. l l j



le nombre a , &  même quand a n’eft rien, 
e’eft-à-dire que même o" fait i .

1 7 6 .

Nous pouvons continuer encore notre 
fuite de puiflances en rétrogradant, &  
même de deux maniérés différentes : l’une en 
divifant toujours par a ;  l’autre en diminuant 
l ’expofant d’une unité. Et nous ne pouvons 
douter que , fuivant l’une ou l’autre façon, 
les termes ne foient parfaitement égaux. 
Nous allons préfenter cette férié rétrograde 
fous l’une &  l’autre forme, en avertiflant 
que c’eft aufli à rebours, c’eft-à-dire, en 
allant de la droite vers la gauche, que l’on 
doit la lire.

11$ E L É M  E N  S

I I f 1 I 1 1 a
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Nous voici parvenus à connoître des 

puiflances dont le$expofans font-négatifs, 
&  à pouvoir afligner exa&ement • les va
leurs de ces puiflances. Nous mettrons fous 
tas yeux ce que nous avons trouvé , de la 
façon qui fuit : d’abord v  —

a ° efl: autant que i ; enfuite

a *  

I
a a

■ 1

\ :rrol < :r:r ' a 3 y
1

a4i

1,1 , j,

1 7 8 .
Il efl: clair aufli par ce qui a précédé , 

comment on. doit trouver les puiflances 
dun produit ab. Elles feront évidemment 
ab ou a 'b \  a'b% a 'b \  a4 b*, a 'b '9 & c.

on trouvera de même les puiflances des 
fta&ions > par exemple, celles de j- font



f 3 <J «''£ r- £ N S
I

1 7 9 .

. Enfin nous avons à confidérer aufli les 
puiffances des nombres négatifs. Or fup- 
pofons donné le nombre — a ;  fes puiffan- 
ces fe fnivront dans l’ordre que voici :
—  a ,  - j-aa,— a? , — >a, r .-| -a fi, ÔÇC-

On voit donc qu’il n’y  a que les puif- 
fances dont les expofans font des nombres 
impairs, qui deviennent négatives, &  qu’au 
contraire toutes les puiflances qui ont un 
nombre pair pour expofant, font pofitives. 
En effet, les puiflances troifieme , cin
quième , feptieme, neuvieme , & c. ont 
toutes le figne —  ; &  les puiffances fé
condé , quatrième, fixieme, huitième, &c„ 
font affeôlées du figne



C H A P I T R E  X V I  L

Du calcul des Puijfances.

180*

N ° üs n’avons rien à obferver de par
ticulier par rapport à l’addition &  à la fout 
tra&ion des puiflances $ car on ne fait 
qu indiquer ces opérations moyennant les 
Agnes  ̂ quand les puiflances font
différentes entr’elles. Par exemple , a1 -j- <2* 

la fomme de la féconde &  de la troi- 
Îeiîle puiflance de a ; & a ! —  a4 eft ce qui 

tefte en fouftrayant la quatrième puiflance 
de a de la cinquième ; &  l’on ne peut indi
quer plus brièvement ni l’un ni l’autre ré
sultat. Que s’il s’agit de puiflances de la 
tneme efpece ou du même degré \ il eft 
clair qu’il n’eft pas néceflaire de les lier par 
^es Agnes : a1 - j- * 3 fait i  a? , & c.

i  i
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1 8 1 .

Mais la multiplication des puiffances 
exige qu’on faffe attention à différentes 
chofes.

D ’abord quand il s’agit de multiplier 
par a une puiffance quelconque de a , on 
obtient la puiffance fuivante , c’eft-à-dire, 
celle dont l’expofant eft d’une unité plus 
grand. Ainfi a 1 , multiplié par a , fait a 3; 
&  a3, multiplié par a , fait a \  Et de môme, 
quand il s’agit de multiplier par a les puif
fances de ce nombre qui ont des expofàns 
négatifs, on ne fait qu'ajouter i à l’expo- 
fant. Ainfi a~' multiplié par a produit aQ ou 
j  ; ce qui eft d’autant plus évident, que 
a ~ ' eft égal à ~ , &  que le produit de a 
par j  étant j  , il eft par conféquent égal à i* 
Par des raifons femblables a~ 1 , multiplié 
p a ra , fait a- 'ou &  a~ 10, multiplié 
par a , donne a“ ? , &: ainfi de fuite.



l 8 2 .

Enfuite , s’il eft queftion de multiplier 
line Puiflance de a par a a ou par la 
deuxieme puiflance, je dis que l’expofant 

evient plus grand de 2. Ainfi le produit 
e a par a1 eft a4; celui de a1 par a3 eft a’ ; 

celui de a4 par a1 eft a6 ; &  plus géné- 
rnlement encore , an multiplié par a1 fait 
a *• Pour ce qui eft des expofans néga- 
fi > °n aura a' ou a pour le produit de a~'
para1 ; Car a— > étant égal à - ,  c’eft comme
f i l ’ • .I on avoit à divifer a a par a ;  par confè
r e n t  le produit cherché eft ~  ou a. De 
Même a~ % multiplié par a1 , fait a° ou 1 ; 
^  multiplié par a1 , fait à- '.

1 8 3 .

II n’eft pas moins évident que , pour 
Multiplier une puiflance quelconque de a 
Par a’ , il faut en Augmenter l’expofant de 
îf°U unités ; &  que par conféquent le pro
duit de an par a’ elt an+\ Et toutes les fois

I 3
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donc qu’il s’agit de multiplier enfemble 
deux puiflances de a , on voit que le pro
duit fera de même une puiflance de a , &  
tel que fon expofant fera la fomme de ceux 
des deux puiflances données. Par exemple, 
a' multiplié par a? fera a’ , &  a’* multiplié 
par a7 fera a'1 , & c.

1 8 4 .

En partant de là on peut déterminer 
aflez facilement des puiflances très-élevées. 
Pour trouver , par exemple , la vingt- 
quatrieme puiflance de 2  , je multiplie la 
douzième puiflance par la douzième puif- 
fance, parce que 214 efl: autant que z'2 mul
tiplié par z'1- Or nous avons vu plus haut 
que 2” fait 4096 ; je dis donc que c’efl: le 
nombre 16 7 7 7 2 16 , ou le produit de 4096 
par 4096 , qui exprime la puiflance cher
chée

1 8 5 .

Paflons à la divifion. Nous remarque
rons en premier lieu, que pour divifer une



puiffance de a parta ,  il faut foufkaire t 
de l’expofant, ou ,1e diminuer de l’unité; 
Ainfi a ' ,  divifé p§r a■, £kif; 
divifé par a , eft autant que a~~' ou £ ; u~ii 
divifé par a , fait a- 4 . > ; -

1 86.
Si c’eft par a1 qu’il faut divifer une puif

fance donnée de à , il faudra diminuer 
1 expofant de i  -, &  fi c’eft par &\, il faut
fouftraire trois unités de l’expofant de là

• 1 J
puiffance propofée. Ainfi en général, quel
que puiffance de à  que ce'foit qu’il s’agîlle 
de divifer par une autre puiffance quel
conque de a , la regle eft toujours de fcjuf- 
tràire ï’éxpojant de la féconde de I’expo- 
fmt de la préraiere de ces puiffances. C ’eft 
ainfi que a’*,'divifé par a7,' donnera 
que a6, divifé par a7, donnera d~ 1 ; tk 
que a 5 j divifé par a4, donnera a ~ \

1 8 7 .

Par ce que nous avons dit plus haut, 
^ eft, facile de comprendre. çppiment oft

1 4
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doit trouver les puiflances des puiflances} 
&  qué cela fe fait par la multiplication. 
•Quand on cherche, par ëxemple, le quarré 
ou-la {econde puiflance de'a1 , on trouve 
c6 ; &  de la même mahiere on trouve a”  
pour la troifieme puiflance, ou le cube de 
a4; on voit que ,pour prendre le quarré 
d'unè puiflance, il n’y  a qu’à doubler fon 
expofant ; que pour en prendre le cube , 
i l  faut tripler cet expofant, &  ainfi de fuite. 
Le quarré de a" efl: le cube.de an efl: 
a3",- la fpptieme.puiflance de a".efl: c.. »» « *• ■ ■» » * J J  ,v3 i- , • w —

1 8 8 .
t _^  ^  ol^)l fil x - J

Le quarré de a*,‘ Jou le quârré du quarré 
de cz.étant a4, on voit pourquoi on nomme 
la quatrième puiflance , 1 c bi-qdarré ou le 
quarrc- quarré.

Le quarré de a’ eft a*, .c’eft ce qui a 
fait donner à la fixieme puiflance le nom 
de quarré-cube. \

Enfin le cube de a’ étant a?, on appelle 
les neuvièmes puiflances cubes-cubes. On

*1 E L Ê M E N s



n a pas introduit d’autres dénominations de 
cette efpece pour les puiflances, &  même 
les deux dernieres ne font pas fort en ufage,

D  A  L G E B R E. ÏI7

C H A P I T R E  X V I I I .  ' •

es Racines relativement à toutes les
% j . ' j  (  - • *

Puiffances en général.
D

Æ- );;n omârî

1  uisquë la racine quarrée d’un nombre 
donné eft un nombre tel que l'on quarré 
eft égal à ce nombre donné &  que la 
racine cubique d’un nombre donné eft un 
nombre tel, que fon cube eft. égal à ce 
n.0Jnbre donné ; il s’enfuit qu’étant donné 
lltl nombre quelconque, on peut toujours 
°n indiquer des ’ racines telles que leur 
Quatrième ou leur cinquième puiflance , 
° u quelque autre à volonté, foit égale au 
n°mbre donné. Afin de diftinguér mieux 
Ccs différentes efpeces de racines, nous
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“pommerons la racine quarrée ? racine dctt' 
pie me ;  la racine cubique, racine troijiémei 
parce que d’après cette dénomination on 
peut nommer racine quatrième , celle dont 
le quarré-quarré eft égal à un nombre 
donné j &  racine cinquième, celle dont la 
cinquième puiflance eft égale à un nombre 
donné, & c.

I  9O .
A  - f

De même que la racine quarrée ou deu
xième ^indique par le figne \/> &  *a racine

cubique ou troifieme , par le figne y/, on 
repréfente la racine quatrième par le figne

\ / i  la racine cinquième par'le figne \ / , 
&  ainfi de fuite. Il eft clair que fùivant cette 
façon de s’exprimer, le figne de la racine

quarrée devroit être y/. Mais comme de 
toutes les racines c’eft celle-ci qui fe pré- * _ 
fente le plus fouvent, on eft convenu , pouf 
abréger , d’omettre le nombre 1  du figne 
de cette racine. Ainfi, quand dans vin fignC



radical il ne fe trouve pas de nombre, cela 
ftippofe toujours que c’eft la racine quarrée 
qu on a voulu indiquer.

1 9 1 .
Nous allons /pour nous expliquer encore 

mieux , mettre fous les yeux les différentes 
racines du nombre a , avec leurs fignifi-
cations.

V a eft la 1 1/  racine de a ,

. ÿ a  ------ I I I /  --------------

V a  ------ IV .' —--------- a ,

\/a  ------  V .e ------------ a,
6/  : .

V a -------v  L* -------------- a,
&  ainfi de fuite.

De forte que réciproquement : 
la 11.* puiffance de \/a  eft égale à a 

la 111.® ---------------------- y / 2 ----------------------a

la I V .- ---------------  $ a --------- ------

la V . ' ---------------  1/ a --------------- *

ja V I / ----------------y/ a — — —
ainfi de fuite.

D* A L G E B R E. 1 3 9
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Que le nombre a Toit donc grand ou 
petit, on comprend quel fens on doit 
attacher à.toutes ces racines de différensyj . . ■ i t > . t - • J
degrés.

11 faut remarquer aufli, que fi l’on prend 
pour a l’unité , toutes ces racines reftent 
conftamment i j parce que toutes les puif- 
fances de i ont pour valeur l’unité. Que 
fi le nombre a efl: plus grand que i , toutes 
fes racines aufli furpafleront l’unité. Enfin, 
que fi ce nombre efl: plus petit que i , 
toutes fes racines aufli feront moindres que 
l’unité.

m -

' Quand le nombre a eftpofitif, on com
prend , par ce qui a été dit plus haut des 
racines quarrées &  cubiques , que toutes 
les autres racines aufli pourront être indi
quées réellement, &  feront des nombres 
réels &  poflibles.



Mais fi le nombre a eft négatif, il faufc 
que fes racines, deuxieme , quatrième , 
fixieme , &  en général toutes celles d’un 
degré pair, deviennent des nombres im- 
poffibles ou imaginaires ; parce que toutes 
les puiffances d’un degré pair , tant des 
nombres pofitifs que des nombres négatifs, 
f°nt toujours affe&ées du figne plus. Au 
Heu que les racines troifieme, cinquième , 
%>tieme, &  eii général toutes les racines 
impaires, deviennent négatives, mais ra
tionnelles j parce que les puiffances im
paires de nombres négatifs, font négatives 
de même.

1 9 4 .

Enfin nous avons là aufïï une fource iné- 
puifable de nouvelles efpeces de quantités 
fourdes ou irrationnelles ; car toutes les fois 
que le nombre a n’eft pas réellement une 
puiffance telle que le figne radical en in
dique une , ou femble en requérir une, il 
eft impoffible aufli d’exprimer cette racine,

b  A  L G E n  R E. 141



Toit en nombres entiers, Toit par des frać* 
tions , &  par conféquent cette racine doit 
alors être rangée dans la clafle des nom' 
bres qu’on nomme irrationnels.

'14 i E  L è m  e rf S

C H A P I T R E  X I X .

De la manière d’indiquer les Nombres irtaJ 
tionnels par des expofans fraSionnaires*

1 9 5 *

o u s venons de faire voir dans le cha
pitre précédent, que le quarré d’une puif- 
fance quelconque fe trouve en doublant 
l’expofant de cette puiflance , &  qu’en gé
néral le quarré ou la fécondé puiflance de 
a' eft a” . Il s’enfuit de là l’inverfè, favoir, 
que la racine quarrée de la puiflance à1" eft 
a" , &  qu’on la trouve en prenant la moitié 
de l’expofant de cette puiflance, ou en 
divifant cet expofant par 2.
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. Ainfi la.racine quarrée de a* eft a' j. 
celle de a4 eft a1 ; celle de a6 eft a? ; &  
ainfi de fuite. Et comme c’eft là une vérité 
generale , on voit que la racine quarrée 

a? doit nécefîairement être a " ,  &  que 
celle de a' eft a "î. Par conféauent on aura
J  ^ 1

e meme a * pour la racine quarrée de a'ÿ 

l’on voit que a7 eft autant que y ja ;  
&  cette nouvelle maniéré d’indiquer la 
racme quarrée, demande qu’on y  faffç
Mention.

1 9 7 .

Nous avons montré auffi que pour trou
e r  le cube d’une puiflance comme a " , 
•’l falloit mulriplier fon expofant par 3 ,  &  
que paj- cpnféquent ce cube étoit a)\

Ainfi, quand il s’agit de trouver en ré- 
*r°gradant la racine troifieme , ou cubique, 

la puiflance a’*, on ne fait que divifer 
Cet expofant par 3 , &  on conclut que

v: • , . IY- -
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la racine cherchée eft a". Par conté' 
quent a ' , ou a , eft la racine cubique de 
a’ -, cf eft celle de a6* a5 eft celle de a9, 
&  ainfi de fuite.

. . - J ' .  I

Rien n’empêche d’appliquer ces prin- 
cipes aux cas où l’expofant ne feroit pas 
divifible par 3 , & de conclure que la racine 
cubique de a-eft aï , &  que celle de o!" 
eft a i  ou a1 T. Par conféquent aufli la 
racine troifieme, ou cubique, de a même, 
ou bien de a ' , doit être ai. D ’où l’on voit

que a i eft la même chofe que y/a.

1 9 9 -
11 en eft de même des racines d’un degré 

plus élevé. La racine quatrième de a fera 
a  ̂ , laquelle expreflion lignifie donc au

tant que \/ a. La racine cinquième de a 
fera aJ , ce qui eft par conféquent l’équi

valent de \/a ; &  ces vérités s’étendent 
fans difficulté à toutes lqs racines d’un degré 
plus élevé. 100.

9 8 .
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200.
On pourroit donc le pafler entièrement 

des fignes radicaux ufités, &  employer à 
leur place les expofans fra&ionnaires que 
nous venons d’expliquer ; cependant comme 
° n eft accoutumé à ces fignes depuis long
temps , &: qu’on les rencontre dans tous 
les écrits analytiques, on auroit tort de 
vouloir les bannir tout-à-fait du calcul. 
Mais on a raifon aufii de fe fervir beaucoup, 
comme l’on fait aujourd’hui , de l’autre 
maniéré , parce qu’elle répond avec évi
dence à la nature de la chofe. En effet, 
°n voit fur le champ que a* eft la racine 
quarrée de a , parce qu’on fait que le quarré 
de cà , c’eft-à-dire, a* multiplié par cà , 
eft égal à a' ou a.

201.
On voit par ce qui a précédé , comment 

°n doit interpréter tous les autres expofans 
r°mpus qui peuvent fe préfenter. Que fi 

Tome /. K



l’on a , par exemple, a ï, cela fignifie qu’il 
faut prendre d’abord la quatrième puiflance 
de a , &: en extraire enfuite la racine 
cubique ou troifieme -, de forte que ai eft 
autant que , fuivant la façon ordinaire,
31 ,

y  a\ Que pour trouver la valeur de a ł , 
il faut prendre d’abord le cube ou la tro^ 
fieme puiflance de a , qui eft a5, &  en 
extraire après cela la racine quatrième ; 
de façon que a* eft la même chofe que

f a .  De même ai eft autant que y /a*3 &c.

202.
Quand la fra&ion qui repréfente l’ex-

pofant furpafîe l’unité , on peut indiquer
encore d’une autre inaniere la valeur de
la quantité propofée. Suppofez que ce foit
c* j cette quantité équivaut à a2? , qui eft
le produit de à1 par a*. Or a» étant égal
à \/a , on voit que a* eft autant que a a .

De meme a t  ou a3î  eft autant que 
3/ 0 1 1  

a } oi a* , c’eft-à-dire flgnifie

i4<5 E l é m  e n  s



& }/a\ Ces exemples fuffifent pour faire 
concevoir la grande utilité des expofans 
fra&ionnaires.

2 0 3 .

Leur ufage s’étend aufli aux nombres 

r°mpus : Qu’on ait on fait que cette 

quantité eft égale à ^  ; or nous avons vu 

plus haut qu’une fraÉKon de la forme 

peut s’exprimer par a ~ n-f ainfi pour JL 

0n peut fe fervir de l’expreflion a—*. De
A I ,

u ême ~ra efl; autant que a—t . Soit pro-

pofée encore la quantité ; qu’on la tranf-
a 1 ^ a 3

forme en celle-ci: —r ,  qui eft le produit 
a*

de a' par a ~ *■, or ce produit équivaut
i l  j L 4/

a< ou à a ł , ou enfin à a y  a. L ’ufage

rendra faciles de femblables rédu£lions.
K  z
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Enfin nous obferverons que chaque ra
cine peut fe repréfenter d’un grand nombre 
de maniérés. Car y/a étant la même chofe 
que a*, &  \ pouvant être transformé en 

toutes ces fra&ions, 1 ,  ± , &c.

il eft clair que y / a  eft autant que y / a %  &
8/que y/a3, &  que y/a4, &  ainfi de fuite.

V -Pareillement, y/a qui fignifie a3 , fera

égale à y / a 1 &  à y / a 3 , &  à y /  a4. Et l’on 
voit de même que le nombre a , ou a 1 , 

pourroit syndiquer par les expreffions ra
dicales qui fuivent :

y / a 1 , y / a 3 , y / a 4, y / a * , & c.

2 0 5 .

Cette propriété eft d’un bon ufage dans 
la multiplication &  dans la divifion. Car

fi l’on a ,  par exemple, à multiplier y / a

par on écrit y/a3 pour y/a , &  y/d‘

1 4 8  E L É  M  E N S



au lieu de y/a ;  de cette façon on obtient 
de part &  d’autre le même figne radical, 
&  la multiplication fe faifant maintenant,

donne le produit y /a\ Le même refultat 
^  déduit de ce que aï multiplié par aJ fait

1 l 1
car-^-J-j eft \ , &  par conféquent 

k  produit en queftion. eft en effet az ou

\ a \  .. ■ » 1

S’il s’agiffoit de divifer y  a ou a1 par
3/ i . . i_i

V a ou ai , on auroit pour quotient a 1 3 >
i.—.i . ou a 6 6 ? c’eft-à-dire a ou y  a.

C H A P I T R E  X X .

Qui traite en général des différentes maniérés 
de calculer & de leur liaifon.

206.
N o u s  avons expofé jufqu’ici différentes 
opérations de calcul : l’Addition, la Souk 
tra£lion , la Multiplication &  la Divifion j

K. 3
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l ’élévation des Puiflances, &  enfin l’ex- 
traftion des Racines. Il ne fera donc pas 
hors de propos de remonter à l’origine de 
ces différentes maniérés de calculer &  
d’expliquer la Iiaifon qui eft entr’elles, afin 
qu’on puifle s’aflurer s’il eft poflible ou non 
qu’il exifte encore d’autres opérations de 
cette efpece. Cette recherche ne pourra 
que répandre plus de jour fur les matieres 
que nous avons traitées.

Nous nous fervirons dans ce deflein d’un 
nouveau figne qu’on peut employer à la 
place de l’expreflion fi fouvent répétée , 
ejl autant que ,• ce figne eft celui-ci = ,  
&  fe prononce cjl égal. Ainfi quand j ’écris 
a = b , cela fignifie que a eft autant que b , 
ou que a eft égal à b ; de même , par 
exemple, 3 .5 = 1  j.

2 0 7 .

La première façon de calculer qui fe 
préfente à notre efprit, eft fans contredit 
l’addition, par laquelle 011 ajoute deux 
nombres enfemble, &  qu’on trouve leur

1 5 o E l e  m  e  ń  s \



fomme. Soient donc a 8c b ces deux nom
bres propofés, 6c qu’on indique leur fomme 
par la lettre c , on aura a-\-b-=.c. Ainfi 
quand on connoit les deux nombres a &  b ,
1 addition enfeigne à trouver moyennant 
ceia le nombre c.

2 0 8 .

Confervons cette comparaifon a-\-b— <c, 
mais renverfons la queftion en demandant, 
comment, les nombres a tk c étant connus, 

doit trouver le nombre b.
Il s’agit donc de fa voir quel nombre il 

Faut ajouter au nombre a , pour qu’il en 
r f̂ulte ce nombre c. Soit, par exemple, 
a:=:=3 6c c— 8 -, de forte qa'il faudroit que1)
on eût 3-|~Z>=8 ; il eft clair qu’on trou

vera b en fouftrayant 3 de 8. Ainfi en 
général, pour trouver b y il faudra fouftraire 
a de c , d’où provient b=zc—a ,• car en 
ajoutant de nouveau a de part &  d’autre , 
o n a £ - [ - a ~ c — a - j-a , c’eft-à-dire =  c, 
comme on l’avoit fuppofé.

Et voilà donc l’origine de la fouftraćKon.
K  4
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Ainfi la fouftraftion a lieu, quand on 
renverfe la queftion qui donne lieu à l’ad
dition. Or il peut arriver que le nombre 
qu’il s’agit de fouftraire foit plus grand que 
celui duquel il faut le fouftraire ; comme, 
par exemple, s’il s’agifloit de fouftraire 9 
de ) ; ce cas eft donc propre à nous fournir 
l ’idée d’une nouvelle efpece de nombres, 
qu’on nomme nombres négatifs, parce que

5— 9— — 4*
2 1 0 .

Quand plufieurs nombres qui doivent 
être ajoutés enfemble font égaux entr’eux , 
leur fomme fe trouve par la multiplication, 
&  fe nomme un produit. Ainfi ab fignifie 
le produit qui provient de la multiplication 
de a par b , ou bien de ce qu’on a ajouté 
enfemble un nombre a de nombres b. Si 
nous indiquons à préfent ce produit par la 
lettre c , nous aurons ab— c ;  &  la mnl- 
tiplication nous apprend comment , les



nombres a &  b étant connus, l’on doit 
déterminer par-là le nombre c.

2 1 1 .  •

Propofons-nous maintenant la queftion 
Vivante : Les nombres a Sec étant connus « 
trouver le nombre b. S o it , par exemple, 

c — i 5 , de façon que $ b = . i j  , 
&  qu’on demande par quel nombre il faut' 
multiplet- 3 ■ pour qu’il nous vienne 15 j 
c cft à qu0i revient la queftion propofée. 
Or c eft ici le cas de la divifion 5 le nombre 
quon demande fe trouve en divifant iç  
P'ir 3 , &  en général le nombre b fe trouve 
dôn'c en diviféint c par a ;  d’où il réfulte 
Par conféquent l’équation b=z=c-,
f i M * f A r

-  ■ -  -1 1 1 0  • ’■> ■ ; .îrc'3

1 1 2 .

O r , comme il arrive ibuvent que le 
nombre c ne peut être divifé réellement 
l)ar le nombre a , &  que cependant la 
jettre b doit avoir une valeur déterminée, 
 ̂ préfente encore une nbuvelle efpece

n ’ A  L G E B R E.



de nombres ; ce font les fra&ions. Par 
exemple , en fuppofant <7=4, c—  3 ,  de 
façon que 4/^=3 , on voit bien que b ne 
fàuroit être un nombre entier, mais que 
ce fera upe fraćtion ? &  qu’on aura b— .3- , ,

2 1 3 .
t  w ■ J  • • • • » O f f I O . r ï .»•. ' i

, Nous avons vu que la multiplication 
provient de l’addition , c’eft-à-dire, de ce 
qu’on ajoute enfemble plufieurs quantités 
égales; Si nous allons à préfentplus loin, 
nous voyons.que c’eft à la multiplication 
de.plufteurs quantités égales:entr’elles que 
les puiflances doivent leur origine. . Ces 
puiflances fe repréfentent d’une manière 
générale par la.formule ah , par laquelle-on 
entend que le nombre a doit être m ultiplié  
autant de fois par lui-même que le nombre 
b l’indique. Et l’on fa it, par ce qui a pré
cédé , qu’ici a eft ce qu’on nomme la racine, 
b l’expofanc, .&  ah la puiflance.

Ł J 4 E  L É M E n s
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Si nous indiquons maintenant cette puif- 

Since même par la lettre c , nous avons 
a ===c > une équation par conséquent dans 
laquelle fe préfentent trois .lettres a , b , c.

on montre dans la théorie des puif- 
Sances, comment une racine a -, avec l’ex-. 
P°Sant b étant donnés, on doit trouver la 
Pujfîance elle-même, c'eft-àrdire. lalettre c. 

0it> par exemple, a ^  b =  3 , en 
0rte que c__ j 3 - on voir qU’il faut prendre 

|a troifjeme puiflance d;e 5 , -qui, eft 125 j 
*  qu’ainfx c = i 25.

A L G E B R E. 155
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On a vu comment, par le moyen de 
k  racine a &  de Uexpofant'Æ , .on doit dé- 
l?rniincr la puiflance c ;. l'on veut
 ̂préfent changer ou renverfer la queftion , 

c°mme on a déjà fa it, on ver a que cela 
PGut fe faire de deux manierez, &  qu’on 
a dcux cas différons à considérer. En effet



f i , deux de ces trois ,nombres a , b , c étant 
donnés, il s’agit de trouver le troifîeme, 
on voit aufli-tôt que cette queftion ad
met trois fuppofitions différentes, &  par 
conféquent trois fôlutions. Nous venons de 
confidérer le cas Où a &  b étoient les don
nées , nous pouvons donc fuppofer encore 
que c &  a , ou bien que c&zb foient connus, 
&  qu’il faille déterminer la troifïeme lettre. 
Remarquons donc , avant que d’aller plus 
loin , une différence affez effentielle entre 
l’élévation des puiflances &  les deux ope- 
i'ations qui conduifent à celle-là. Lorfque 
dans l’addition nous avons renverfé la 
queftion, nous n’avons pu le faire que d’une 
feule maniéré ; il étoit indifférent de prendre 
c &  ci ou c &  b pour données , parce qu’il 
eft indifférent d’écrire a-Ą-b ou d’écrire 
bĄ-a. Il en étoit de même de la multipli
cation ; on pouvoir pareillement prendre 

les lettres a &  b l’une pour l’aytre , l’équa
tion ab=zc étant exaélement la même que 
6a— c. ;
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Dans le calcul des puiflances, au con
traire la même chofe n’a pas lieu, &  on 
ne peut point du tout écrire ba au lieu de 
a • Un feul exemple fuflit pour s’en con
vaincre : Soit a =  « , &  b= 3 ; on a 

b
a 12.5. Mais ba— ÿ  —  243 : deux

réfultats très-différens.

2 l 6 .

H eft donc clair qu’on peut réellement 
fe propofer encore deux queftions : l’une , 
de trouver la racine a par le moyen de 
ta puiflance donnée c , &  de l’expofant b, 
Vautre, de trouver l’expofant b , en Suppo
sant connues la puiflance c &  la racine a.

2 1 7 .

On peut dire que la premiere de ces 
Sueftîons a été réfolue dans le chapitre de
1 extra&ion des racines. Car, par exemple, 
fi b = :i  &  qUe a1— c , nous lavons que 
Cela lignifie que a efl: un nombre tel que 
Fon quarré foit égal à c , &  par conlcquent
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que a = \ / c .  De même, fi b—  3 &
on fait qu’il faut que le cube de a foit égal
au nombre donné c , &  conféquemment

que a— y/c. II eft donc aifé de conclure 
généralement de là comment 011 doit déter
miner la lettre a par le moyen des lettres

b,
c &  b : il faut néceflairement que c.

2 l 8 .

Nous avons aufli déjà fait remarquer la 
conféquence qui s’enfuit du cas très-fréquent 
où le nombre donné c n’eft pas réellement 
une puiflance ; favoir, qu’alors la racine 
cherchée a ne peut s’exprimer ni par des 
nombres entiers, ni par des fracHons. Et 
comme cette racine doit avoir cependant 
néceflairement une valeur déterminée, la 
même remarque nous a conduits à une 
nouvelle cfpece de nombres que nous avons 
dit qu’on nominoit nombres J'ourds ou irra
tionnels , &  que nous avons vus fe divifer 
en une infinité d’efpcces à caul’e de la
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grande diverfité des racines. Enfin la même 
confidération nous a appris à connoître
1 efpece particulière de nombres, qu’on a 
nommee nombres imaginaires»

2 1  9 .

“  nous refte à confidérer la fécondé 
Queftion, qui étoit de déterminer l’expofant 
Par le moyen de la puiffance c &  de la 
Racine a , toutes deux connues. Cette quef- 
tl0n ? qui ne s’étoit pas encore préfentée, 
n°us conduira à l’importante théorie des 
^■°garithmes, dont l’ufage eft fi étendu dans 
toutes les Mathématiques, qu’il y  a peu de 
long calcul dont on puiffe venir à bout fans 
f°n fecours. On verra dans le chapitre 
Vivant , pour lequel nous réfervors cette 
théorie , qu’elle nous fait parvenir à une 
espèce de nombres encore tout-à-fait nou- 
' elle, &  qu’on ne peut pas même compter 
Parmi les nombres irrationnels dont nous 
ayons parlé.



E L £  M  E N  S

3
C H A P I T R E  X X I .

Des Logarithmes en général.

220.
F  n  reprenant l’équation ah= c , nou* 
commencerons par remarquer que dans la 
doftrine des logarithmes on adopte pouf 
la racine a un certain nombre pris à vo' 
lonté , &  qu’on fuppofe que cette racine 
conferve invariablement la valeur adoptée- 
Cela pofé, On prend l’expofant b tel, que 
la puiffance ab devienne égale à un nom' 
bre donné c , &  c’eft alors cet expofant b 
qu’on dit être le logarithme du nombre c> 
Nous nous fervirons, pour exprimer cette 
fignification , de la lettre L. ou des lettres 
initiales log. Ainfi en écrivant b = \ ^ .c , 
ou b = lo g .c , on indique que b eft égale 
au logarithme du nombre c , ou bien que 
le logarithme de c eft b.

2 2  t •
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221.
On voit donc que la valeur de la 

racine a une fois établie , le logarithme 
d un nombre quelconque c n’eft autre chofe 
que l’expofant de la puiflance de a , qui 
eft égale à c. C ’eft: ainfi que c étant= a b, b 
eft le logarithme de la puiflance ah. Si l’on 
fuppofe à préfent que b = i  , on a i pour 
le logarithme de a' , &  par conféquent 

Si l’on fuppofe b— z , on a z pour 
le logarithme de a1 ; c’eft-â-dire, L. a2 =  z. 
On peut obtenir de la même maniéré , 
L .a5~ 3  j L.n4 =  4 ;  L . =  j , &  ainfi 
de fuite.

222 .

Si l’on fait b— o , on voit que o fera fe 
logarithme de a° : or a ° =  i ; par confë- 
quent L. i = o , quelque valeur qu’on donne 
à la racine a.

Que fi l’on fuppofe b= — i , ce fera 
i qui fera le logarithme de a ~ \  Or 

Tome /, L
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a~ o n  a donc L. 7— — 1. On aura 

pareillement L .^ r =  —  1-, L. ^7 =  — 3 ;

L . ~ r — — ' 4 ,  & C.  a4 n 1

2 2 3 .

Il eft donc évident comment on peut

fances de la racine a , &  même ceux do 
fra&ions qui ont pour numérateur l’unité, 
&  pour dénominateur une puiflance de a. 
On voit aufli que dans tous ces cas les 
logarithmes font des nombres entiers ; mais 
il faut obferver que fi b étoit une fraftion, 
elle feroit le logarithme d’un nombre irra
tionnel. Car fi l’on fuppofe, par exem

ple , b— \ , il fuit que -  eft le logarithme 

de ai ou de \/a ; par conféquent on a 

L . y/a= ~ . On trouvera de même L .y /a=~i

indiquer les logarithmes de toutes les puif-
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2 2 4 .

Mais s’il s’agit de trouver le logarithme 
d un autre nombre c , on voit aifément qu’il 
ne peut être ni un nombre entier, ni une 
fra&ion. Cependant, il faut qu’il exifte un 
expofant b , tel que la puiffance ab devienne 
egale au nombre propofé : on a donc />=L.c, 
^onc généralement aL-c= c t

: 2 2 5 .

Confierons à préfent un autre nombre d ,  
dont le logarithme ait été indiqué d’une 
Maniéré femblable par L .d ; de façon que 
ald= d .  Si nous multiplions cette formule 
Par la précédente aL c= c  , nous aurons 
aL,c+LJ — cd;  or l’expofant eft toujours le 
logarithme de la puiffance j par confé
quent L.c-\-L.d=L.cd.

Que fi au lieu de multiplier nous divi
sons la premiere formule par la fécondé , 
n°us obtiendrions aL'c~L,d— ~ ; &  par con

s e n t  L.c— L .d = L .j .
L x
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226.
C ’eft ainfi que nous avons été conduits 

à la découverte des deux principal# 
propriétés des logarithmes, qui confident 

dans les équations h.c~\-\..d— h .c d , & 
L  .c —  L .( / = L . j. La premiere de ces 
équations nous apprend que le logarithme 
d’un produit, comme c d , fe trouve efl 
ajoutant enfemble les logarithmes des fac
teurs. La fécondé nous indique la pro- 
priété, que le logarithme d’une fraétiofl 
peut fe déterminer en fouftrayant le loga
rithme du dénominateur de celui du nu
mérateur.

2 2 7 .

Il s’enfuit donc de là , que quand il s’agi{ 
de multiplier ou de divifer deux nombres 
l’un par l’autre, on n’a befoin que d’ajou
ter ou de fouftraire leurs logarithmes. Et 
c’eft là précifément en quoi confifte L’uti
lité infigne des logarithmes dans le calcul-



Car qui ne voit qu’il eft incomparablement 
plus aifé d’ajouter ou de fouftraire des nom
bres , que d’en multiplier ou d’en divifer, 
Sur-tout quand la queftion roule fur de 
grands nombres.

228.
Les logarithmes offrent des avantages 

encore plus grands, dans le calcul des 
Puiflances &  dans l’extra&ion des racines. 
Car fi } on a par ia première pro

priété L .c -\ -L c = L .c c  ; par conféquent 
On obtient pareillement 

; L.c4= 4 L .c  i  &: en général 
L" c,,:=/zL\c.

Si l’on fubftitue maintenant à n. des nom
bres rompus, on aura, par exemple, L.c^, 
c eft-à-dire, L .\ / c = ~ L .c .

Enfin, fi l’on fuppofe que n repréfente 
de!J nombres négatifs, on aura L .c- 1  ou 

c ’ - E»c y E*c ou L . -  2 L • c > 
^  ainfi de fuite. Cela fuit non-feulement 

l’équation L.cn =  « L .c , mais aufli de

L S
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ce que , comme nous lavons vu plus 
haut, L. 1 = 0 .

2 2 9 .

Si l’on a donc des tables dans lefquelles 
les logarithmes fe trouvent calculés pour 
tous les nombres, on a , comme l’on voit, 
un puiflant fecours pour venir facilement 
à bout de calculs très-prolixes , qui exi- 
geroient beaucoup de multiplications, dp 
divifions, d’élévations de puiflances &  d’ex- 
tra£Hons de racines. Car on trouveroit dans 
ces tables non-feulement les logarithmes 
pour tous les nombres , mais aufli les nom
bres pour les logarithmes. Par exemple, 
s’il eft queftion de chercher la racine quar
rée du nombre c , on cherche d’abord le 
logarithme de c , qui eft L .c , &: prenant 
enfuite la moitié de ce logarithme, ou ~ L.c, 
on fait qu’on a le logarithme de la racine 
quarrée qu’on cherche. On n’a donc qu’à 
voir dans les tables quel nombre répond 
à ce logarithme, 011 eft afluré qu’il exprime 
la racine cherchée.

1 6 6  £  L É  M  E N  S
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2 3 O .

î^ous avons vu plus haut que les nom
mes 1 > 1  , 4 , <j , 6 ,  & c. c’eft-à-dire tous 
les nombres pofitifs, font des logarithmes 
de la racine a &  de fes puiflances pofitives, 
^  par conféquent des logarithmes de nom- 
bresplus grands que l’unité. Et au contraire 
tïUe les nombres négatifs, comme —  1 , 

* ,  &c. font les logarithmes des fraéUons 
« ’ "Ta &c. qui font plus petites que l’unité, 
mais cependant encore plus grandes que 
rien.

II fuit de là que fi le logarithme efl: p<5- 
frif, !e nombre efl: toujours plus grand que
1 unité j mais que fi le logarithme efl: né
gatif , le nombre efl: toujours plus petit que 
1 ,  &  pourtant plus grand que zéro. Par 
conféquent on ne fauroit indiquer des loga
rithmes de nombres négatifs, &  il faut en 
conclure que les logarithmes des nombres 
negatifs font impoflibles, &  qu’ils appartien
nent à la clafle des quantités imaginaires.

L  4
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2 3  I .

Il fera bon , afin d’éclaircir tout cela en
core mieux, d’adopter un nombre déter
miné pour la racine a , &  nous choifirons 
celui-là même fur lequel on a fondé les 
tables logarithmiques ordinaires. C ’eft le 
nombre 1 o ; on lui a donné la préférence, 
parce qu’il fert déjà de bafe à toute notre 
Arithmétique. Mais on voit facilement que 
tout autre nombre, pourvu qu’il fût plus 
grand que l’unité, pourroit fervir au même 
ufage. Quant à la raifon pourquoi on ne 
pourroit pas fuppofer a— i , elle eft claire; 
toutes les puiflances ah feroient conftam- 
ment égales à l’unité , &  ne pourroient 
jamais devenir égales à un autre nombre 
donné c.



C H A P I T R E  X X I I .

Des Tables de Logarithmes ujitées.
2 2 2 .

T)
a n s  ces tables on part de la fuppo- 

fiù°n, comme nous venons de le dire, 
la racine a = 1 0 .  Ainfi le logarithme 

Un nombre quelconque c eft l’expofant 
duquel il faut élever le nombre 1 0 ,  pour 
qn il en refaite une puiffance égale au nom
bre c. Ou bien, fi l’on défigne le logarithme 

c par L  .c ,  on aura toujours io Li<:= c.

2 3 3 ‘•Nous avons déjà'fait remarquer que le 
^°garithme du nombre i eft toujours o j 
^  en effet on a i o ° = i  ; par conféquent : 
^,I;==o; L . i o = i  ; L . i0 0 = 2  j L. 10 0 0 = 3  -,

• ioooop:4} L .io o o o c= j ;L . 1000000=6. 
^ e  plus



Ces logarithmes des nombres principaux 
fe déterminent, comme on voit, fans aucune 
peine. Mais il eft d’autant plus difficile de 
trouver les logarithmes de tous les autre* 
nombres, &  cependant il eft néceffaire 

qu’on les infere dans les tables. Ce n’ctf 
pas ici encore le lieu de donner toutes le5 
inftruftions requifes pour cette recherche) 

nous nous contenterons pour le préfent & 
voir en général ce qu’elle exige.

2 3 5 .

D ’abord, puifque L. 1 =  o &  L. 1 o =  1 > 
il eft évident que les logarithmes de tou* 
les nombres entre 1 8c 10 doivent être 
compris entre o &  1 , &  être par consé
quent plus grands que o Sz plus petits que 

Nous n’avons qu’à conlidérer le fc1̂  
nombre 2 ; il eft certain que fon logarithfl^ 
eft plus grand que o , &  cependant plus petlC 
que l’unité ; &  fi nous délignons ce log,y



r‘î*ime par la lettre -r, en forte que L . z = x , 
 ̂ âut que la valeur de cette lettre foit telle 

quon ait exa&ement 10* —  2.
Il eft facile aufli de fe convaincre que x  

doit être beaucoup plus petit que \ ou ce 

qui revient au même , que 10* eft plus 
gmnd que 2. Car ft nous prenons de part &  
d autre les quarrés, on trouve le quarré de 

^ ^ l o '  &  celui de i — 4 i  or ce dernier 
eft de beaucoup moindre que le premier.

même j  eft encore une valeur trop 

grande pour a: , c’eft-à-dire que 1 oT eft plus

§randque 2. Car le cube de io> eft i o } 
^  celui de 2 ne fait que 8. Mais au 
c°ntraire en ne faifant x  que de 7 on lui 
donnerait une valeur trop petite, parce que 
ta quatrième puiflance de 107 étant 10  &  

Celle de 2 étant 1 6 ,  il eft clair que 107 
eft moindre que 2.

On voit que -v ou le L. 2 eft plus petit 
7 , &  cependant plus grand que On 

Peut déterminer de la même maniéré à

Z>’  A  L G E B  R  É .  1 7 1



l ’égard de toute fra&ion contenue entre 

j ,  fi elle efl: trop grande ou fi elle eft 

trop petite. £ 11 tentant, par exem ple, avec 

|  » qui eft une fraftion moindre que j  , &  

plus grande que il fàudroit que 10*, 

ou 1 o ? , fût =  2 -, ou bien que la feptieme 

puiffance de io ? , c’eft-à-dire i o 1 ou 10 0 , 
fût égale à la feptieme puiffance de 2 ; or 
celle-ci e f t =  i 28 , &  par conféquent plus 

grande que celle-là. Nous concluons donc 

de là que i o ? eft aufli moindre que 2 , &  

qu’ainfi =- eft moindre que L. 2 ,  &  que L . 2 

qui s’étoit trouvé plus petit que ~ eft ce* 

pendant plus grand que z~.
Eflayons encore une autre fra&ion qui 

foit, en conféquence de ce que nous venons

de trouver , comprife entre  ̂ Une telle 

fraftion eft ~  , &  il s’agit donc de voir Æ 

i o r» =  2 ;  ft cela e f t , les dixièmes puif' 
fances de ces deux nombres font a u f l i  

égales entr’elles ; or la dixième puiffance 

de x o 7» eft i o 5= j o o o ,  &  la dixième

l j l  E  L É  M  E N  S



puiflance de z eft =  10x4 ; il faut donc 
conclure que 1 n’eft pas =  2 , que ^  
eft une fra&ion trop petite pour produire 
cette égalité , &  que le L. 2 , quoique plus 
petit que ~ eft cependant plus grand que

* *  . i  

2 3 6 .  •- --

Cette confidération fert à nous faire voir 
*ïUe L. 2 a une grandeur déterminée, puis
que nous favons que ce logarithme eft cer- 
îainement plus grand que ^  &  plus petit 

que j .  Nous ne pouvons pas aller plus 
I°in pour le préfent, &  puifque nous igno- 
r°ns encore la vraie valeur de ce loga
rithme, nous l’indiquerons par x , en forte 
que L. z =  x ;  &  nous montrerons corn
a n t  , fi elle étoit connue, on pourroit en 
déduire les logarithmes d’une infinité d’au- 
tres nombres. Nous nous fervirons pour 
Cet effet de l’équation rapportée plus haut 
L- c^ = L .c - j-L .c / , qui renferme la pro
priété , que le logarithme d’un produit fe

n ’ A  L G E  B  R  E .  1 7 3
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trouve en ajourant enfemble les logarithifl^
des fa&eurs.

' '! 237-
D ’abord, comme L.z— .r , & L . i o = i  > 

nous aurons L a o  i -, L.zoo== x -\-i > 

L. 2 0 0 0 = * -] -3 ; L. 2o o o o = .v -]~ 4  -,
& L. 200000=^4“ 5 >

238.
D ép lu s, comme L.cI= 2 L .c & L .c ,==3L^ 

&  L.c4= 4 L . c , & c. nous avons
L.4=2^v; L .8=3*,-  L .i 6z=ąx; L.3 

L .0 4  =  6x  , &  c. &  nous trouvons par-^ 
que

L.40 =  2A r-]-I  ; L.400 —  2 X - ] ~ z ;  ■ 

L.4000==2.V~|-3 } L .40000 =  2X-^4  , &:C' 
L . 8o =  3-*-{~i'} L .8 o o = 3 a t-{-2  -r 
L.8ooo=3-v-f~3 » L .8 o o o o = :3x-[-4 ,
L. 16 0 = 4 ^ '-f- 1 ; L .i6 ’o o = 4 r - | -  .1 ;
L . 1 6000=4^-1-3; E-16oooo=4Ar-j-4,&c'

239.
Reprenons aufli l’autre équation fonda' 

mentale, L. c2 =  L. c — L  J 9 &  fuppofon*



c— io , &  < /= z  ; puifque L . io —  1 &  
L, i= zx  , nous aurons L. ~  ou L. 5 =  1 — x ,  
&  nous déduirons de là les équations fui- 
Vantes : -
L. JO — 2 — x  . L .  Ç 0 0  =  3 — X ;

L. 5000 =  4 —  X) & c. 
ł 5 =  i —  i x  ;  L. 125 =  3 —  3 *  i

• i L.625 — 4 —  4X ’ & c*

*-• M o =  3 _ ■  XX ;  L .  2  5 0 0  =  4  —  i x  ;
L. 2. 5 000 = J  --- IX y &C.

^  1 M  0  ^  4 — } x ;  L . I 2 j o o = 5  —  } x ;  
L» 125000 =  6 —  3a:, & c.
^ 2 5 0 =  ç — 4 x ;  L. 6 2 5 0 0 = 6  —  4#  ;
^-•625000 =  7 --- 4X y &C.

^  ainfi de fuite.

2 4 O .

Si l’on connoiffoit le logarithme de 3 , 
Ce feroit encore le moyen de déterminer 

nombre prodigieux d’autres logarithmes. 
n voici quelques preuves, en fuppofant 

c *-.3 exprimé par la lettre y .
L . 3 ° = j - j - i  - L .3 0 0 = 7 + 2  j 

L. 3 0 0 0 = 7 + 3 ,  & c.

d ' A  L G E  S  R E .  1 7 5



L .9  =  l y  ;  L . 2 7 = 3 ^ ;  L .8 i = 4/ '  
L . 243 =  5y  ;  &C.

On aura aufli 
L .6— X -|-y ; L. I l  —  i x  -{-y  ;

L. i 8 = x - | -  i y  * 
& L . 1 5  = L .  3 -f- L. 5 = y - \ - 1 —  *•

' 2 4 1 .

Nous avons vu plus haut que tous ^ 
nombres proviennent de la multiplicatif

• des nombres qu’on nomme premiers.  ̂
l ’on connoiffoit donc feulement les log*1' 
rithmes de tous les nombres premiers, °l! 
pourroit trouver par de (impies addition 
les logarithmes de tous les autres nombr^ 
Le nombre 2 1 0 ,  par exemple, étant fortf1 
des fa&eurs 2 , 3 ,  5 , 7 , ion logarith^ 
fera =  L. 2 -j- L. 3 -j~ L. 5 - f  - L. 7. P are il 
ment, puifque 360=^2.2.2.3.3.5 = 2 ?  3’ f» 
on a L. 3 6 0 = 3  L. 2 - j-2 L . 3 —}— L. 5. H 
donc clair que moyennant les logarithme 
des nombres premiers, on peut déterminé 
ceux de tous les autres nombres, &  <llI(;

176 E L É M E N  S
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c eft à déterminer ceux-là qu’il faut s’atta
cher avant toutes chofes, fi l’on fe propofe 
de conftruire des tables de logarithmes.

C H A P I T R E  X X I I I .

k  maniéré de repréfenter les Logarithmes.

N 2 4 -2 **
°u s  avons vu que le logarithme de 2 

plus grand que ^ &  plus petit que ~ , 
^  que par conféquent l’expofant de 10 doit 
tomber entre ces deux fraftions , pour que 
a puiflance devienne =  2. Or quoiqu’on 

fâche cela , quelque fra&ion cependant 
Su on adopte conformément à cette condi- 
*l0r>, la puiflance qui en réfulte fera tou
jours un nombre irrationnel, plus grand 

plus petit que 2 ; &  par conféquent le 
§anthme de 2 ne fauroit être exprimé 

J!3r Une telle fra&ion. Cela fait qu’il faut 
e contenter de déterminer la valeur de ce 

Tome /. M



logarithme d’une maniéré allez a p p r o c h é e  

pour que l’erreur devienne infenlible. On 
fe Sert pour cela des j  raclions décimales; 

c’eft ainli qu’on nomme des quantités, dont 
la nature &  les propriétés méritent d’être 
mifes dans tout le jour poflible.

2 4 3 .
1

On fait que dans la maniéré ordinaire 
d’écrire les nombres avec le fecours des dix 
chiffres ou cara6ïeres

0 , ‘ » 2 » 3 » 4 , 5 5 6 » 7 , 8 , 9  ,
il n’y  a que le premier chiffre à droite qui 
ait fa lignification naturelle ; que les chiffres 
à la fécondé place fignifient dix fois plus 
que ce qu’ils fignifîeroient à la premiere > 
que les chiffres à la troilieme place figni' 
fient cent fois davantage ; &: ceux à la qua
trième mille fois davantage, &  ainft de 
fuite -, c’ell-à-dire qu’à mefure qu’ils avan' 
cent vers la gauche ils acquièrent une va' 
leur dix fois plus grande qu’ils n’avoient au 
rang précédent, C ’eft ainfi que dans Ie

jyS E L È M  E N  s



nombre 1765 le chiffre 5 eft au premier 
rang à la droite, &  fignifie aufli 5 réel
lement. Au fécond rang eft 6 ; mais ce 
chiffre, au lieu de fignifier 6 , indique 10.6 
° u 60. Le chiffre 7 eft au troifieme rang, 
^  fignifie 100.7 ou 7 ° ° '  Enfin le 1 , qui 
^  au quatrième rang, fignifie 1000; voilà 

nc pourquoi on prononce le nombre pro- 
P°fé de cette maniéré ,

n mMe ( ou mille, ) fept cent ,foixante 
& cinq.

2  4 4 *

Puifque la valeur des chiffres devient 
|°ujours dix fois plus grande en allant de, 
a droite vers la gauche, &  que par con

s e n t  elle devient continuellement dix 
°̂ls moindre en allant de la gauche vers 
a droite , on pourra en fe conformant à 

|"ctte loi avancer encore davantage .vers 
 ̂ droite , &: on obtiendra des chiffres dont 

,̂a %nification continuera de devenir dix 
ls moindre. Mais à quoi il faudra bien

M z

A L G E B R E. J 79



faire attention, c’eft la place où les chiffres 
ont leur valeur naturelle, on l’indique paf 
une virgule qu’on met après ce rang. Si 
l’on rencontre donc, par exemple, le nom
bre 36,54892,  voici comme il faut l’en
tendre : le chiffre 6 d’abord a fa valeur 
naturelle -, &  le chiffre 3 ,  qui eft au fécond 
rang, fignifie 30. Mais le chiffre 5 qui vient 
après la virgule , ne fignifie que ~  ; en-

fuite le 4 ne vaut que 7^ ; le chiffre 8 figni-

fie î L  i le chiffre 9 TôoSô > &  le
chiffre 2 IO*—. On voit donc que plus 
ces chiffres avancent vers la droite, plus 
leurs valeurs diminuent, &  qu’à la fin ces 
valeurs deviennent fi petites, qu’on peut 
avec raifon les regarder comme nulles (*).

( ł ) Les opérations de l’Arithmétique fe pratiquent 

fur les fractions décimales de la même maniéré que fur 
les nombres entiers ; il y  a feulement quelques précau' 
tions à prendre après l’opération pour placer la virgule 
qui fépare les nombres entiers des décimales. On peut 
confu'.ter fur ce fujet prefque tous les Traités d’Arithmé- 

tique. Lorfque dans la multiplication de ces fraélions Ie 

multiplicande &  le multiplicateur ont un grand nombfC

l8o  E L è M E N  s
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245*
Voilà l’efpece de nombres qu’on nomme 

fractions décimales , &  c’eft de cette ma- 
Hiere aufîl qu’on indique les logarithmes 
dans les tables. On y  exprime , par exem- 
P̂ e » le logarithme de z par o,3 o 1 o3 00, où 
n°us voyons 1 .° que puifqu’il y  a un o de- 
vant la virgule, ce logarithme ne fait pas un 
e*tler i 2°. que fa valeur eft £  +  - f  7 ^  
+  ---- ----- 1-----— 4-— — . On peut

I IOOOOO I IOOOOOO I IOOOOOOO I

remarquer qu’on auroit bien pu omettre 
les deux derniers zéros, mais c’eft qu’ils 
Servent à indiquer que le logarithme en 
^Ueftion ne contient aucune de ces parties 
^ i  ont 1000000 &  10000000 poür dé- 
n°minateur. On ne nie pas au relie qu’on

décimales, l’opération feroit fort longue &  donneroit 
Un réfultat beaucoup plus exa£t qu’on n’en a befoin com - 

unément j  mais on peut la Amplifier par une méthode 
tlU| "e  fe trouve pas dans beaucoup d’Auteurs , &  que

• M t lie a indiquée dans fon édition des Leçqns de 

a,hématiques de M. de la Caille , où il explique aufli 

nc méthode femblable pour la divifion des décimales,

M 3



n’eût pu trouver, en continuant encore, 
des parties plus petites ; mais pour ce qui 
eft de celles-ci on les néglige à caufè de 
leur extrême petitefïe.

2 4 6 .

Le logarithme de 3 fe trouve exprimé 
dans les tables par 0 ,4771213  -, on voit 
donc qu’il ne contient point d’entier , &  
qu’il eft compofé des fraćtions luivantes : 
± 4 _  2. -L. —̂— [---- ----- !-----—— I-
1 0  I IOO I lOOO I IOOOO I IOOOOO 1

l8z E L É  M  E  N  S

IOOCGOO

-j----- 3-— . Mais il ne faut pas croire que
• lOOOOOOO 1 1

de cette maniéré le logarithme foit afligné 
avec la derniere précifion. On peut feu
lement être certain que l’erreur eft moin
dre que de il eft vrai d’un autre 
côté que cette erreur eft fi petite, qu’ofl 
peut très-bien la négliger dans la plupart 
des calculs.

2 4 7 .

Suivant cette façon d’exprimer les lo
garithmes , celui de 1 doit être indiqué



par 0,0000000, puifqu’il eil réellement 
^ o .  Le logarithme de io e ft 1,0000000, 
0U l’on reconnoît qu’il eft exactement =  1. 
Le logarithme de 100 eft 2,0000000 , oïl 
exaftementr= 2. Et f  on peut en conclure 
que les logarithmes de tous les nombres qui 
font contenus entre 1 o &  100,  &  par con
séquent compofés de deux chiffres, que ces 
^°garithmes, dis-je, font compris entre 1 
^  1 j &  par conféquent qu’ils doivent s’ex
primer par 1 -j- une fraftion décimale. C’eft 
ainfi que L. 50 =  1,6989700 ; fa valeur 

donc l’unité, &  outre cela 7 ;4 “ 7^ 
—1--̂ — 1---- 7— , On n’aura pas del̂OOO 1 IOOOO l 100000 1

peine à remarquer de même que les loga
rithmes des nombres entre 100 &: 1000 
s’expriment par 2 entiers avec une fraftion 
décimale. Ceux des nombres entre 1000 
&  îoooo , par 3 -j- une fraftion décimale. 
Ceux des nombres entre 10000 &  100000 
Par 4 entiers joints à une telle fra&ion , 
^  ainfi de fuite. Le log. 800,  par exem- 
le » eft =  2,9030900 f celui de 2290 eft 

5>M9835 5 > & c. M iv
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Les logarithmes au contraire des nom
bres moindres que 1 0 ,  ou qui ne s’expri
ment que par un feul chiffre , ne font pas 
vn entier, &  voilà pourquoi on trouve un
0 devant la virgule. Ainfi nous avons deux 
parties à confidérer dans un logarithme. La 
premiere efl celle qui précédé la virgule 
&  qui indique les entiers quand il y  en a ; 
l ’autre indique les fractions décimales qu’il 
faut ajouter aux entiers. La partie premiere 
ou enriere d’un logarithme , qu’on nomme 
Je plus fouvent la caraclérijlique, fe déter
mine facilement d’après ce que nous avens 
dit dans l’article précédent. Elle eft o pour 
tous les nombres qui n’ont qu’un chiffre ; 
çlle eft 1 pour ceux qui en ont deux ; elle 
eft i  pour ceux qui en ont trois, &  en 
général elle eft toujours d’une unité moindre 
que le nombre des chiffres. Si donc on 
demande le logarithme de 17 66 , on fait 
déjà que la premiere partie , ou celle des 
entiers, eft } néceffairemçnt.

184 E  L É M  E  N  S
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2 4 9 .
Ainfi réciproquement on reconnoît à la 

Première infpe&ion de la premiere partie 
c Un logarithme, de combien de chiffres 
j compofé le nombre qui répond à ce 

§anthme ; puifque le nombre de ces 
£Ures eft toujours d’une unité plus grand 

que la partie des entiers du logarithme. Si 
° n av°it trouvé, par exemple, pour le loga- 
•^hnie d’un nombre inconnu 6 , 47 71 2 1 3  , 
,n |clUfoit d’abord que ce nombre doit être 

ePf chiffres, &  plus grand que 1000000, 
11 Cn effet ce nombre eft 3000000; car 

3000000 =  L. 3 -}- L. 1000000. Or 
' 3̂ 0, 47712 13  , &  L. 1000000 =  6 ,  

la fomme de ces deux logarithmes eft:
^ 477 1 * 1 3 .

250.
I

 ̂ 1-e principal pour chaque logarithme eft 
'nc fraftion décimale qui fuit la vir- 

^ll'e » laquelle même une fois connue fert
1 'Ur plufieurs nombres, Pour prouver ceci,



confidérons le logarithme du nombre 365: 
fa premiere partie eft z fans contredit ; 
quant à l’autre ou la fra&ion décimale, 
îndiquons-la, pour abréger , par la lettre x> 
Nous avons donc L. 36 5 =  2. -j- a:. Or en 
multipliant continuellement par 10 ,  nous 
nurons L. 3 6 5 0 = 3  —j—jcr ,• L.36 5 oo=-4-f"x > 
L.36 5 0 0 0 =  j-]-*  > &  ^e fuite. Mais 
nous pouvons aufli Yebroufîer &  divifer 
Continuellement par 1 0 ,  cela nous don
nera L . 3 6 ,5 =  1 - \ -x ;  L.3,65 =  o - f - j c ;  

L .o ,3 0 5 = — i-\ -x ;  L .0 ,0 3 6 ^ — i-\~x> 
L. 0,003 6 j = — 3“H 'r t &  ainfi de fuite.

2 5 I .

Tous ces nombres donc qui proviennent 
des figures 365 , foit précédées, foit Sui
vies de zéros, ont toujours la même frac
tion décimale pour fécondé partie du loga
rithme ; &  toute la différence roule fut 
le nombre entier qui eft devant la virgule» 
lequel peut même, comme nous avons vu» 
devenir négatif, favoir quand le nombre

l86 E L É M E N S



propofé eft plus petit que 1. Or comme 
les Calculateurs ordinaires ont de la peine 
à traiter les nombres négatifs, on a cou
tume dans ce cas d’augmenter de 10  les 
entiers du logarithme , c’eft-à-dire qu’on 
ecr't 10 au lieu de o devant la virgule.

forte qu’à la place de —  1 on a 9 ; 
au lieu de — 2 on a 8 5 au lieu de — 3 
011 a 7 , &c. Mais il ne faut jamais oublier 
a‘°rs que la cara&ériftique a été prife de 
dix unités trop grande , &  ne pas s’ima- 
§lner que le nombre eft de 1 o , ou 9 ou 8 
Offres. On fent bien que fi dans le cas 
d°nt nous parlons, cette caraâériftique eft 
Plus petite que 10 , on ne peut commencer 
 ̂ écrire les chiffres du nombre qu’après- 

Une virgule. Par exemple, que fi la carac- 
teriftique eft 9 , on doit commencer au 
Premier rang après une virgule ; que fi elle 

8 , il faut mettre encore un zéro à ce 
P' tmier rang , &  ne commencer à écrire 

chiffres qu’au fécond rang. C ’eft ainfi 
^Ue 9,5622919 feroit le logarithme de

D* A L C E B R E. 187



0,365 , &  8,5622929 le log. de 0,0365. 
Mais c’eft dans les tables des Sinus princi
palement qu’on fait ufage de cette maniéré 
d’écrire les logarithmes.

Z 5 2 .

On trouve dans les tables ordinaires les 
décimales des logarithmes pouflees jufqu’à 
Sept chiffres ou figures , dont la derniere 
par conféquent indique les , &  on
eft sûr qu’ils ne font jamais en défaut d’une 
telle petite partie entiere, &  que l’erreur 
ne peut donc être d’aucune importance. 
11 y  a cependant des calculs où l’on a befoin 
d’une précision encore plus particulière -, 
on fe fert alors des grandes tables de Vlacq, 
où les logarithmes fe trouvent calculés en 
dix décimales.

25 3*
Comme la premiere partie, ou la carac

téristique d’un logarithme , n’eft Sujette à 
aucune difficulté , on l’indique rarement

18 8  E L É  M  E N  S



dans les tables ; on n’y exprime que la 
féconde partie, ou les fept figures de la 
fraftion décimale. On a des tables angloifes \ p ^
0u 1 on trouve les logarithmes de tous les 
nombres depuis 1 jufqu’à 100000, &  
même ceux de nombres plus grands, parce 
que de petites tables additionnelles indi
quent ce qu’il faut ajouter aux logarithmes, 
 ̂ raifon des chiffres que les nombres pro- 

P°fés ont de plus que dans les tables. On 
trouve, par exemple, le logarithme de 
379456 facilement, par le moyen de celui 

37945 &  des petites tables dont nous 
Parlons (*).

(*) Ces tables angloifes (ont celles que Schenvln publia 
au c°mmencement de ce fiecle , &  qui ont été réim

primées plufieurs fois ; on les trouve aufli dans les table* 

Gardincr, dont les Agronomes fe fervent communé- 

j^ent j &  qui viennent d’être réimprimées à Avignon.'
bon de remarquer à l’égard de ces tables , que 

c°mme |es logarithmes n’y  font pouffes que jufqu’à fept 

Cîra^eres, abftra&ion faite de la caraélérift ique, on ne 
par leur moyen opérer avec une entiere exactitude 

^ue fur des nombres qui n’aient pas plus de fix carac- 

ïrcs J njais quand on emploie les grandes tables de Vlaï<[ ,

ï> A L C E n R  E. 189
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2 5 4 .

On comprendra aifément par ce qui 3 
été di t , comment, ayant trouvé un loga- 
rithme, on doit prendre dans les tables te

où les logarithmes font poufles jufqu’à dix cara&eres en 
décimales , on peut, en prenant les parties proportion
nelles , opérer , fans commettre aucune erreur , fur des 
jiombres qui aient jufqu’à neuf cara&eres. La raifon cte 

ce que nous venons de dire &  les moyens de faire fervir 
facilement ces tables à des opérations fur de plus grands 

nom bres, fe trouvent très-bien expliqués dans les E l i '  

mens d’Attire de S a u n d e r so .v  , L iv . IX  , I L 0 Part.

Ces tables, au relie , ne donnent direétement que le5 
logarithmes qui répondent à des nombres propofés , &  

lorfqu’on veut repafler des logarithmes aux nombres, 

comme on rencontre rarement dans les tables le loga

rithme qae l’on a , on eft obligé le plus fouvent d< 
chercher ces nombres par une méthode d ’interpolation, 
c’eft-à-dire , par une voie indirecte. Pour fuppléer à c3 
défaut on a calculé en Angleterre une autre table , qui 
a été publiée à Londres en 1 7 4 2 ,  fous le titre de Tht 
Anti-logarithmle Canon , &c. b y  James D o d S o n  , &  qU> 
eft encore allez peu connue j on y trouve les décimal*-  ̂
des logariihmes rangées par ordre depuis 0,0001 jufqu’à 

1,0 0 0 c  , &  a cote les nombres correfpondans poiilk* 

jufqu’à onze chiffres ; on y  trouva aufli les parties pr<**.
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nombre qui lui convient. Cela deviendra 
encore plus clair par un exemple : mul
tiplions les nombres 343 &  2401. Puif- 

il faut ajouter enfemble les logarithmes, 
° n écrira le calcul de la façon qui fuit :

343= M 35’ 94i 
*-.2401= 3,3803922

5,915 6^63 
6847

16.
Le nombre cherché eft donc 823543.
Car la fomme eft le logarithme du pro

f i t  cherché ; on voit par fa caraftériftique
5 'lue ce produit eft compofé de fix chiffres, 
^  ceux-ci fe trouvent par le moyen de 
la fra&ion décimale &  de la table, être 

8i3S4J .

2 5 5-
Comme c eft en particulier dans l’ex- 

tra£lion des racines que les logarithmes

P°^'onnelles néceflVres pour déterm'ner les nombres 

 ̂ 11 répondent a'ix logarithmes intermédiaires quj ne fe 
^ 0u'ent pas dans la table.
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rendent de grands fervices, donnons aufli 
un exemple de la maniéré dont on les 
applique à cette partie du calcul. Suppolez 
qu’il s’agifle d’extraire la racine quarrée de
10 . Vous divilèz Amplement par z le lo' 
garithme de 10 , qui eft 1,0000000; le 
quotient 0,5000000 eft le logarithme de la 
racine cherchée. Or le nombre qui dans 
les tables répond à ce logarithme , eft 
3, 16228 , dont le quarré eft effeftivement 
égal à i o , à un cent millième près dont 
il eft plus grand.

S e c t i o n
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SECTIO N SECONDE.

Des différentes Méthodes de Calcul 
pour les Grandeurs compofées ou
complexes.

c h a p i t r e  p r e m i e r .
F Addition des Quantités complexes.

25 G.

• L o r s q u ’on a deux ou plufieurs for
mules compofées de plufieurs termes à 
Ajouter enfemble, oirne fait Souvent qu’in
diquer cette addition par des figues, en 
Mettant chaque formule entre deux pa- 
;enthefes, &  en la liant avec les autres 
Par le moyen du figne -j-. S’il s’ag it, par 
CXemplc, d’ajouter enfemble les formules 

Tome /, N
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a -\-b -\- c Sc d - e -[- f ,  on indique la 
fomme en cette maniéré :

( a -|- b c) -{- ( d-\- e - { - / ) .

2 57*
On fent bien que ce n’efl: pas là effeéluer 

l ’addition, que ce n’eA que l’indiquer. Mais 
on voit aufli que pour la faire réellement 
on n’a qu’à omettre les crochets ; car 1® 
nombre d - \ - e - \ - f  devant être ajouté à 
l’autre , on fait que cela fe fait en y  joignant 
d ’abord - \ - d ,  enfuite -\-e  &  enfuite -j- f i  
ce qui donne donc la fomme a -\ -b -\ - 1 
4 - d - \ - e - \ - f

On fuivroit la même vo ie , fi quelques' 
uns des termes étoient afïe&és du figne r—î 
il faudroit les joindre de la même façon* 
moyennant le figne qui leur efl: propre.

2 5 8 .

Afin de rendre ceci plus clair, non* 
confidérerons un exemple en nombres purs? 
nous nous propoferons d’ajouter à la fof' 
mule i l —H cette autre i j —6. Si non*



Commençons donc par ajouter 1 5 , nous 
aurons 12 —  8 —j— 15 5  or c’étoit ajouter 
trop , puifqu’il ne falloir ajouter que 15 — 6, 
&  il eft clair que c’eft 6 que nous avons 
aJouté de trop. Otons, reprenons donc ces 

 ̂ en les écrivant avec leur figne négatif, 
n°us aurons la fomme véritable 

1 2  —  8 - f - 1 j—  6.
D’où l’on voit que les fommes fe trou

vent en écrivant tous les termes, chacun 
ayec le figne qui lui eft propre.

2 5 9 ‘
S’il eft donc queftion d’ajouter la for

mule d — e — f  à la formule a — b-\-c , 
° û exprimera la fomme ainfi :

a —  Æ-j-c-J-c/—-e — f ,  
en remarquant cependant qu’il n’importe 
en rien dans quel ordre on écrit ces termes, 
^n  peut les changer de place à volonté, 
P°urvu qu’on leur conferve leurs fignes. 
Cette fomme pourroit , par exemple, 
s écrire ainfi :

c —  e-\-a  —  f -1- d — b.
N x

D' A  L G E B R E. r 9 y
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l 6 0 .
On voir aflez que l’addition ne fouffre 

aucune difficulté , de quelque forme que 
foient les termes à ajouter. S’il falloit ajouter 

enfemble les formules la? -j- 6 \/b  —  4 L. c

&  5 y/a-— 7 c ,  on écriroit

rai 6 \/b  —  4 L .c—f— 5 \/a  —  7c , 
foit dans cet ordre même, foit en chan- 
géant cet ordre des termes. La fomme 
reviendra toujours à cela , fi l’on ne change 
pas les fignes. ,

2 6 1 .

Mais il arrive fouvent que les fommes 
trouvées de cette maniéré peuvent fe ré
duire confîdérablement : favoir, quand 
deux ou plufieurs termes fe détruifent les 
uns les autres. Par exemple , fi l’on ren
contre dans une même fomme les termes 
- } - a — ci ou 3 a — 4 a a ;  ou bien quand 
on peut réduire deux ou plufieurs termes 
en un feul. Voici des exemples de cette 
fécondé réduftion :
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3<*-}-2a =  ja,- 7 h— ib  —  -\-Ą b ;
---6 c-\- lOC —  -\-ĄC ;

5 a ■ 8 —  j a ;  —  7 b -\-b z = . —  6 Æ J
~ ~ } C  —  ą c  =  —  7 c ;

la  5a~f~a— —ia >— 3^— )b-\-}.b— — 6b.
On peut donc abréger toutes les fois que 

^eux °u plufieurs termes font entièrement 
es mêmes quant aux lettres. Mais il ne 

pas confondre ces cas avec ceux-ci 
ou 2. b̂  — b* ; ceux de cette 

c P̂eCe ne Souffrent point de rédu&ion.

2 6 2 .

Confidérons encore quelques exemples 
e fédu£Hon ; le Suivant nous conduira 
abordà une vérité très-utile. Suppofez qu’il 

kiÜe ajouter enfemble les formules a b 
^  a — b ;  notre regle donne a-\-b \-a— b 
° r m  » &  b —b—  o ;  la fomme

donc 2a ;  par conféquent fi l’on ajoute 
enfemble la fomme de deux nombres (a \-b) 
^  leur différence ( a—b ) ,  011 obtient le . 

°uble du plus grand de ces deux nombres*
N 3
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Voici encore d’autres exemples :
3 a— i b —  c 
5 b —  6c-\-a

a? — zaab-\- zabb  
— aab Ą -zab b  —  b5

Aa~\~}b 7c a? —  3 aab -J- 4abb —

C H A P I T R E  I I .

D e la Soujlraclion des Quantités complexé'

2 6 3 .

S i  on ne veut qu’indiquer la fouftraćłiofl, 
on enferme chaque formule entre deu* 
crochets , en joignant par le figne— la 
formule qui doit être fouftraite à celle dont 
il faut la fouftraire.

En fouftrayant, par exemple, la formula 
d—e-\-f de la formule a— bĄ-c , on trouve 
le refte

( a — b-\~c) —  ( d — e - \ - f )  ;
&  cette façon de l’indiquer donne fufHfaifl' 
ment à connoître laquelle des deux fot' 
mules doit être fouftraite de l’autre.
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2 6 4 .
v . . *

Mais quand on veut effe&uer réellement 
la fouftra&ion, il faut obferver premiére- 
ment , qu’en fouftrayant d’une quantité a 
Une autre quantité pofitive-j- b, on obtient 
a b. En fécond lieu , qu’en fouftrayant 
de a une quantité négative —  b , on ob- 
tlent a -j- b y parce qu’ôter à quelqu’un une 
dette eft autant que lui donner quelque 
chofe.

2 6 5 .

Suppofons maintenant qu’il s’agifte de 
fouftraire de la formule a— c la formule 
^ "-d , on ôtera d’abord b ;  ce qui donne 
® c— b : or c’étoit ôter la quantité d de 
trop , puifqu’il ne falloit fouftraire que b—d; 
^ faudra donc reflituer la valeur de 
^  on aura

a — c — b Ą -d  ;  
doù il eft; évident

%nes des termes de la formule à fouftraire ,
N 4

qu’il faut changer les



&  les joindre avec ces ftgnes contraires aux 
termes de l’autre formule.

2  6 6 .

Il eft donc facile, moyennant cette regle, 
de faire la fouftraftion, puifqu’on ne fait 
qu’écrire , telle qu’elle e ft, la formule de 
laquelle il faut fouftraire , &  que l’autre 
s’y  joint fans autre changement que celui 
des fignes. C ’eft ainft que dans le premier 
exemple, où il s’agifloit de fouftraire de 
a—i + c  la formule d— e -\ - f ,  on obtient 
a —  b —J— c — d~j- e — f .

Un exemple en nombres rendra cela 
encore plus clair. Si on fouftrait la-formule 
6 — i  —J— ą de 9 —  3 —j— 2., on obtient 

9 — 3 +  2 —  6 4 -2  —  4 =  0 ,  
cela eft évident -, car 9 —  3 +  2 =  8 ;  de 
même 6 —  2 + 4  =  8 ;  or 8— 8 =  0.

2 6 7 .

La fouftraftion n étant donc fujette à 
aucune difficulté, il ne refte qu’à faire

aoo E  L É M E  N  s



remarquer que fi dans le refte il fe trouve 
deux ou plufieurs termes tout-à-fait fem- 
blables quant aux lettres , ce refte peut fe 
réduire à une exprefïion plus abrégée, 
Vivant les mêmes réglés que nous avons 
données pour les fommes dans l’addition.

268.
Qu’on ait à fouftraire de a-\-b , ou de

1 r .a *omme de deux quantités , leur différence
> on aura d’abord aĄ -b  — a-Ą-b ;  or 

a~"a;:=o &  b-\-b— ib ;  le refte cherché 
donc 2b , c’eft-à-dire le double de la 

^ Us petite des deux quantités.

2 6 9 .

Les exemples fuivans tiendront lieu
Cc’airciflemens ultérieurs :
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**±ab-\-bb
^~\-ab— aa

3a— 4^-H c 
ibĄ-ĄC— 6 a

2 aa, 9 a— 6b-\-c.
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a?-\-^ aab-\-)abbĄ -b ' 
a} — ]aab-\- T,abb— b*

6aab ib \

y/a -j- 2 \ /  b 

\/ a —  j \/ b

+  5 \/b.

C H A P I T R E  I I I .

D e la multiplication des Quantités 
complexes.

2 7 0 .

L o r s q u ’il  n’eft queftion que d’indiqu^ 
{implement une telle multiplication , d1 
met entre deux crochets chacune des fof' 
mules qui doivent être multipliées enfefl1' 
b l e , &  on les joint les unes aux autres > 
quelquefois fans aucun figne , quelquefo*5 
en mettant un point ou le figne x  ent^ 
deux. Par exempl. pour indiquer le prodtfi1



deux formules a — b -\-c tk .d — e Ą ~ f  
Multipliées l’une par l’autre, on écrit

(a ~b-\-c). (d— e + f )  OU ( a — bĄ-c) X  (d— * + / ) •

On fe fert beaucoup de cette façon d’in
diquer les produits, parce qu’elle donne 
a connoître fur le champ de quels fa&eurs 

font compofés.

2 7 I .

Mais pour montrer comment on doit s’y  
Pendre pour faire une multiplication e t  
fe&ive, nous remarquerons d’abord que 
P°ur multiplier, par exemple, une formule 
comme a — b-\-c par 2 ,  on en multiplie 
chaque terme féparément par ce nombre, 

forte qu’on obtient

2 a —  2 b —J-  z c.

Or la même chofe a lieu pour tous les 
au‘ tes nombres. Si c’étoit par d  qu’il fallût 
Multiplier la même formule . on obtien
d r a

a d— b d -^ cd .

d ’ A L G E  B  R  E . l o y
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2 7 2 .

Nous avons fuppofé tout-à-l’heure que 
d étoit un nombre pofitif ; mais û c’eft par 
un nombre négatif comme —  e , que la 
multiplication doit fe faire, il faut fe rap
peler la regle que nous avons donnée plus 
haut, que deux fîgnes contraires multipliés 
enfemble font —■, &  que deux lignes égaux 
donnent -j-. On aura donc :

— ae -}- b e — ce.

2 7 3 .

Pour faire voir à préfent comment une 
formule, comme A , qu’elle foit fimple ou 
complexe, doit être multipliée par une 
formule complexe d — e i nous confîdére- 
rons d’abord un exemple en nombres or
dinaires , en fuppofant que A  doive être 
multiplié par 7— 3. Or il eft évident que 
c ’eft ici le quadruple de A  qu’on demande j 
car fi l’on prend d’abord A  fept fois, il fau
dra fouftraire enfuitc A  pris trois fois.



En général donc s’il s’agit de multiplier 
par d — e } on multipliera la formule A  
d abord par d  &  enfuite par e , &  on fouf- 
tfaira ce dernier produit du premier j d’où 
réfulte d A — e A .

 ̂ Suppofons maintenant A — a— b , Sc que 
c cette quantité ci qu’il faut multiplier 
Par d— e ;  nous aurons

d A ^ = a d — bd  
e A  ~ c e  — be ; 

^°nc le prod. cher c. =  a d —  b d  —  a e b e.
■ * j ' '//• f i 1' iy i j J  >' *

2 7 4 .

^uifque nous connoiflons donc le pro- 
11 (a — b ). ( d — e ) ,  &  que nous n’avons 

Pas lieu de douter de fa jufteffe, nous nous 

Mettrons le même exemple de multipli- 
Cati°n fous les yeux . fous la forme que
Voici ; ' t «

£> A  L G E B  R  E . X0 5
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11 nous fait voir qu’il faut multiplier chaque 
terme de la formule fupérieure par chaque 
terme de la formule inférieure, &  que pouf 
ce qui regarde les ftgnes il faut obfervef 
ftri&ement la regle donnée plus haut ; regle 
qui fe confïrmeroit par-là entièrement, Æ 
elle, avoit pu être révoquée en doute Ie 
moins du monde.

27 5*
Il fera facile, d’après cette regle , de 

calculer l’exemple fuivant, qui eft dc mul' 
tiplier a-\-b  par a — b :

a-\-b

a — b •

aa-Ą-ab
— ab —• b b

le produit fera —  aâ — bb.

2 7 6 .

On fait qu’on peut fubftituer pour aScl> 
des nombres déterminés à volonté -, ainfi



1 exemple que nous venons de donner, 
Enferme le principe que voici : le produit 
de la fomme de deux nombres multipliée 
Par leur différence eft égal à la différence
J  0
es quarrés de ces nombres. On peut ex

primer cette vérité en cette maniéré : 
(a-j-£) x  ( a— b) = a a  —  bb.

1 °n en conclut cette autre vérité : que 
différence de deux nombres quarrés eft: 

t0ujours un produit, &  divifible tant par 
a fomme que par la différence des racines 

ces deux quarrés j &  que par confé- 
^Uent la différence de deux quarrés ne 
Peut jamais être un nombre premier.

2 7 7 .
Calculons encore quelques autres exem

ples :

— 3 H.) 4aa— 6a-{-9

a~f-*2 2 a ~}"3

2aa— g a)— , laa-^-iüa  

-f-4 a— 6 -}-i laa— i8 a-j“ z7

D* A L G E B R E. 20J

2aa-|- a— 6. 8a5-|-z7.



III.) $<Kl— 2 ab — bb
2 a—  4 b

6a3—  4 aab— labb
— i 2aab-\-§abb-\-Ąb'

6a3—  1 6aabĄ-6abbĄ-Ąb'\

îo8 E l JS M  E N s

IV.) aa-\-2ab -|-zbb  

aa— 2ab - j -2 bb

a*-\-2àib-^-2aabb 
—̂ia 3b— 4 aabb— 4 ab3

•Ą~iaabb-\-Ąab3 -j~ab*

a4 —1~ 4 b*,
« • J i ‘ 1 - »7 * U  J  - i  ‘ 1 . . .  . 4t

V . )  2aa— 3ab — 4bb . ,
3 aa— 2a£ ’ -j-tô

6a4—:9a5b — 1 laabb 

■—4a3 b -\-6aabb-]^%ab3
- \~zaabb— iab3— 4 b*• * » . . r ___ __

6a4:— 1 3a5 ĄaabbĄ-yab‘— Ąb*.



a*-\-bb -j-cc^ab— ac—bc 
a+b + c

a ~\~abb-\-acc—aab— aac.—abc

~~abb—acc-\-aab-\-aac—abc Ą-b3 -\-bcc__bbc

—abc —ict-\-bbc-\-c*
— ----- r— .

0 -{-c*.

2 7 8 .

^orfqu’on a plus de deux formules à 
^ultipiier enfemble , on comprendra fans 

Ute qu’après en avoir multiplié deux l’une 
âr 1 autre , il faut enfuite multiplier ce 

Pr°duit par une de celles qui relient , &: 
a‘nfi de fuite ; &  qu’il eft indifférent quel 
^ re on fuive dans ces multiplications. 
Vu on fe propofé , par exemple , de trou- 
^er la valeur du produit fuivant compofé 
c quatre fa&eurs :

1  I I . I I I .  I V .
(\aa-\-ab-\-bb) (a— b) (aa—ab-\-bb) , 

Tome 1 . O

d ' A  L G E B R E. 20C>
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on multipliera d’abord les faćłeurs I &  I I :
II . aa-\- abĄ-bb 
I. a + b  

a ’ -\-aab~^-abb 
-Ą-aabĄ-a bb-\-b5

-- . . ■■■ ■ ■ ------ ■ - ■ -
I. II. a3 -^-zaab-^-iabb-Ą-b .̂

Après cela on multipliera les fafteur*
III &  IV :

I V . aa— abĄ-bb
III. a— b

a 3— aabĄ-abb 
— aab-\-abb■— b3 

III. IV. a3— zaabĄ-iabb— b\
Il refte donc à multiplier le premier pro' 

duit I , I I , par ce fécond produit I I I , IV :
<z5-j- iaabĄ~iabb-\-b3 I. IF. 

a^— iaabĄ -iabb—b % III. IV .

rt6-f- z a ' bĄ-'iaAb b + a 1b1
— l a 'b — 4 a*bb—Ąa* b} —*iaab*

Ą -ia* bbĄ-ĄtiW 4- Ądab* -j- la b 1

—  a* b z — 2 aab* — la b '1 —|£ł

210 E L É M  E  N  S

Et ceci eft le produit cherché,
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2 7 9 .

Reprenons le même exemple, mais chan
geons-en l’ordre, en multipliant d’abord 
les formules I &  I I I , &  enfuite les for
mules II &  IV ;

I. a-\-b 
III. a— b

aa-\-ab 
■—ab— bb

I. III. = aa—bb.

II . aa-\-ab -J-bb 
IV . aa— ab -j-bb

b-iç-aabb 
— a 'b — aabb— ab?

-Ą-aabb-\-ab5 -\-b4

H. !V , =  a4-{-cM ^-{-^4.

O  2
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Multipliant enfin ces deux produits I , M 
&  I I ,  I V :

II. IV . =za* -Ą-aabb-\-bĄ
I. III. = a a — bb

a6-\-aĄ bb-\-acibĄ 
— a4 bb— aab4— b 5

on a a6— b6, 
qui eft le produit cherché.

2 8 0 .

Nous ferons ce calcul encore dans ufl 
autre ordre , en multipliant d’abord la V e 
formule par la IV.% &  enfuite la II.e par 

la III.e
I V . aa— ab -|-bb

I. a-\-b

a 3— aab-Ą-abb 
—y-aab— abb-\-b ’

I. IV. = a ' + b \
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1I. aa—J—ab —J—bb
I I I .  a—  b

a * —J—£2̂7̂ —|—übb 
• — aab— abb— b *

II- III . z=.a‘ — b\
Il refte à multiplier les produits I , IV 

* 11, II I .

I. IV. =  a’-f.J’
II.III. =  a»—b'

ać- j-a 3 b'

■ i i b  r.-p , ^  ^

*  Ion trouve encore a6— b&+

2 8 1 .

Il eft à propos d’éclaircir cet exemple 
Par une application numérique. Faifons 

&  b ~ 2  , nous aurons û4-Æ=î  &q / *
. ' ^ i  ; de plus, cmz=c) , ab— 6 , b b =  4̂  
I)0nc aa-\-ab-^-bb— 19 &  aa— abĄ-bb— 7.

° nc on demande le produit de «. 1 9 . 1 . 7 ,  
^  eft 665 .

O 3
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Or a! ' ~ 7 19  &  b{' = 64 , par consé
quent le produit cherché a*— b6= 6 6 j i  
comme nous venons de le dire.

C H A P I T R E  I V .

De la Divijion des Quantités complexé-

2 8 2 .

C ^ u a n d  on ne veut qu’indiquer I3 
divifion , on fe fert ou de la marque ordi' 
naire des fra&ions, qui eft d’écrire Ie 
dénominateur fous le numérateur , &  & 
les féparant par un trait ; ou bien de deu* 
crochets qui renferment chaque formule» 
&  en mettant deux points entre le divi' 
feur &  le dividende. S ’il eft queftion , p̂ f 
exemple,  de divifer a-Ą-b par c-}-*/, o'1 
indique le quotient ainfi, ~ d , fuivant 
premiere maniéré * &  de cette façon t 
( a-\-b ) : ( c-\-d) , fuivant la fécondé. L’uilC
&  l’autre expreflion fe prononce a ^  
divifé par c-\-d.



2 8 3 .

S il s’agit de divifçr une formule com- 
P°fée par une formule fimple, on diviie 
chaque terme féparément. Par exemple : 
6a 83-|—4c divifé par 1  fait yą-^ĄbĄ-icĄ  
& '( aa— 2 a b ) : ( a ) = z a  — zb. De mêmq 
( a>—- laabĄ-^abb) : (a)— aa—-zab-\-^bb; 
( ‘łaab—6aac-\-8abc'):(La)=ial>—-)ac~\-Ąbc; 
(9aabc—\ iabbc-\-l 5 übcc) 1(3 abç)—30—4/4- 5 c 
&c.

2 8 4 .  p ■

S’il arrive qu’un des termes du dividende 
ne foit pas divifible par le divifeur, on in
ique le quotient par une fraôKon, comme 
âns la diviifxon de a-\-b par a , qui donne 

De même 

(aa-—a £ - | - ^ )  : ( a a ) = :  1 — '
Par la même raifon, fi l’on divife ia-\-b 

Par 1 ,  on obtient a -\-~ ‘f &  on peut re
marquer à cette occasion qu’on pourroit 
ecrire 1  b au lieu de £ , parce que î  fois b

O 4

Z>’ <A- L G E B R E. 21 j
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eft autant que Pareillement ~ eft autant 

que j b ,  &  y  autant que ~ b , &c.

Mais quand le divifeur eft lin-même une 
quantité complexe, la divifion a plus dé 
difficultés. Souvent elle a lieu où on s’en 
doute le moins; mais lorfqu’elle ne petit 
fe faire, il faut Té contenter d’indiquer le 
quotient par.une fra&io'n , de la manière 
que nous avons dit. Nous commencerons 
par confidérer quelque? cas où la divifion
effective réuffit. .‘ • . /n (e ï.- «
- (i , 2 8 6 .  ■ •• 2j;(:

, f~\ - ; v f ,,,r, , *.
Suppofons qu’il s agifle de divifer le di

vidende a c— bc par le divifeur’ ’a — b , il 
faut donc que le quotient foit tel qu étant 
multiplié par le divifeur — b , on obtienne 
le dividende dc'— bc. Or on voit aifément 
que ce quotient doit renfermer ufi c, puif- 
que faris cela on ne pourroit obtenir ac. 
Ahrt donc de voir fi c eft le quoticht entier,



0n na qu’à le multiplier par le divifeur,
& voir fi cette multiplication produit le 
dividende en entier , ou fi elle n’en donne 
c|u Une partie. Dans notre cas, fi nous mul- 
npHons a— b par c , nous avons ac-^-bc qui 
eft en effet le dividende même ; de forte 
fiUe c eft le quotient complet. IL n eft pas 
m°ins clair que
(c'a+ab):(a+b)=a; (]aa—iab):(]a—lb)z=a f
{6aa—~ÿab):(ia— 3 ^ = 3 0 ,  & c.

2 8 7 .

On ne peut manquer de cette maniéré 
e trouver une partie du quotient,  ft donc 

qu’on a vu 'multiplié par le divifeur , 
n ePuife pas encore le dividende , on n’a 
clu à divifer le réfidu encore par le divifeur, 
^°Ur obtenir une fécondé partie du quo- 
lent ; pon continuera de la même ma- 
ie‘e jufqu’à ce qu’on ait trouvé le quotient 

Cn entier. ï
^ivifons } afin de donner un exemple , 

a' h ) a b - j - i b b  p u ra-j-b  j  il eft clair en

d ' A  L G E B R  E. I J l
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premier lieu que le quotient contiendra te 
terme a , puifque, fi cela n’étoit pas , on 
n’obtiendroit point aa. Or en multipliant te 
divifeur a-\-b  par a , il provient aa-\-ab> 
laquelle quantité étant fouftraite du divi
dende , laifle un refte zabĄ-zbb. Ce refte» 
il faut aufli le divifer par a-\-b ;  &  il faute 
aux yeux que le quotient de cette divifion 

doit contenir le terme ib. Or zb multiple 
par aĄ-b fait exa&ement zab-\-zbb ;  p̂ f 
conféquent a~\~ib eft ce quotient cherche 
q u i , multiplié par le divifeur a-\-b, dd1 
produire le dividende aa-j-^abĄ-zbb. Voi^1 
toute l’opération : . r  ;

a-Ą-b)aa-j" 3 abĄ-.z bb {a-^-zb 
aa-̂ -> ab

(■ni-
-oui

-\-zab-\-zbl>
•Ą~zab-\~zbb

*' ' i ---------------- - no !
o

z88.
On fe facilite cette opération en fai'fa1̂  

choix d’un des termes du divifeur p°uf



1 écrire le premier , &  pour ranger enfuite 
termes du dividende , en commençant 

Par les plus hautes puiflances de ce premier 
terme du divifeur. Ce terme étoit a dansy
exemple précédent. Les exemples fuivans 
rendront la chofe encore plus claire :
*

a'~~by)aJ— 3 aab-\- 3 abb— b~‘ (aa— iab-\-bb 
a3— aab

— zaab-^-yabb - 
— 1  aabĄ-zabb

d ’ A  L  G E  B  R  E . ZI9

■Ą-abb—b} 
-)-abb— b3

I
O.

a-\-b) aa— bb (a— B 
aaĄ-ab

— a b — bb  

■— a b — bb

o.



3 a— ib) 18 aa—  %bb(6a-\-Ąh
18 aa— izab

------- --------=------------  !  .

—j — 1 zab~t— $bb

i Cą  E  l  é  m  e  n  s

înzvia ? » *; - j- i  lab — 8bb

O.

a-\-b) a5-|-£5 (aa— ab-\-bb 
a}-\-aab

— aabĄ-b1 
 aab— abb

.0-

-J-abb-^-b* 
4 -abb-\-b'

O.

ù- . f'i ' r.
ta—b) 8a3— b'‘ (4aa-\-iab-\-bb

8a ’— 4 aab

-}-4 aab— by 

-\-4aab— iabb

--\-iabb— b1

-J-2 abb— b1
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Ga lab-^-bb) a4— 4aJ -j-6aabb— Ąa^-^b* 
c-a—~labĄ-bb') a*— 1 a}b-\- aabb

— itfbĄ-jaabb— 4 afr 
— ia'b-\-Ąaabb— lab?

- j-  aabb— lafr-^b* 
- j-  aabb— lafr-Ą-b* 

O.

aa~-'lab-j.Ąbb') a*+Ąaabb+1 6b* 
aa't'*ab-\-Ąbb)aĄ —1a 3 b Ą-Ąaabb

-\-ia\b + 1 6bĄ 
Ą-ia}b —4 aabb-ł-Sob'

-\-4aabb~SaP + 1 6hA
-\-Ąaabb— $aP +  i6b*

o.

aa"-ZabĄ-ibb) aĄ+Ąb* 
aâ ~iab+ibb) a*—ia}b+iaabb

+ia=b—iaabb+Ąb*
Ą-ia^b—ĄaabbĄ-Ąab*

Ą-iaabb—Ąabi+Ąb*

+iaabb—Ąal>,+Ąb*
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I— 1 * + * * )  I —  ̂ X - \ - 1 0 X X — 1 0 X ^ - \ - < j X 4 — X i

i - ^ x - \ - ] x x - x y') i  —  i x - \ - x x

—  3 X - \ - ÿ X X — IO  x l

—y x + G x x — 3*1
+-$xx— 7x'-\-}x* 
Ą-}xx— 6*3+ }x*

— Ar3-t-i*4— 
_ j;5+ 2a:4—xs

C H A P I T R E  V .

D t la Réfolution des Fractions en des fuite5 
infinies (*).

2 8 9 .

Ç\yA N D  le dividende n’efl: pas divifible 
par le divifeur, le quotient s’exprime > 
comme nous l’avons déjà dit, par une 
fra&ion.

( » ) La théorie des fériés eft une des plus importantes 0e 

toutes lq> Mathématiques. Les fériés dont il eft queftio”



Ceft ainfi que fi l’on doit divifer i pat

I a ) on obtient la fraélion Cela n’em- 
peclie pas cependant qu’on ne puiffe en- 
treprendre la divifion fuivant les réglés que 
n°us avons données, &  qu’on ne puiffe la 
c°ntinuer auffi loin qu’on veut. On ne lai£ 
êra pas de trouver le vrai quotient, quoi

que fous des formes différentes.

* 9 0 .

Pour le prouver, divifons réellement le 
dividende i par le divifeur i — a ,  comme 
°n va voir :

>  ce chapitre , ont été trouvées par Mercator au milieu
II f'ecle palle, &  A ’ewton trouva bientôt après celles 

(î'11 dérivent de l ’extraition des racines , &  dont il fera 

^Ueftion au chapitre x n .  Cette théorie a reçu enfuite un 

5°uveau degré de perfeffion de plufieurs autres G éo- 

^ etres diftingués. Les Œuvres de Jacques Btmoulli &  
a feconde partie du Calcul différentiel de M. Eu ler , font

ouvrages où l’on pourra le mieux s’inftruire fur ces 
*îlat'cres. On trouvera auffi dans les Mémoires de Berlin 
P°ur 1768  , une nouvelle méthode de M. de la Grange 
Pour réfoudre , par le moyen des fuites infinies, toutes 

ês équations littérales de quelque degré qu’elles foient,

£>’ A L G E B R  E .
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I — <0 i (l~|-fL~ OU I — a) 1 ( i - j - a - j - 5  
“j “  i — a -|- i — a

réfidu -j-a . -j-<z
— a —  tja

réfîdu -j-aa 
Pour trouver encore un plus grand nom' 

Łre de formes, on n’a qu’à continuer en 
divifant a a par i —  a :

I— a)aa(aa-\-—a enfuite I— a)a? (a3-}-^}

aa-a3 a1-a4
+ a3

a’&  puis I — a) a“ (a4-f:

+  , &c.
2 9 I .

Nous voyons par-là que la fraélion 73 
peut fe mettre fous toutes les formes qui 
fuivent :

L )  H . )  1  a  —J— 5

l. m



III.) i -J- a _j- a a _L .
i-a

IV.) i-j-a-|-ûû-|-û3-j-— ;
I •a

V .) i —|-a -|-a  a - J - a 3 —|— æ4 —J— ü - } & c .
l - a

Or en confîdérant la premiere de ces

formules, qui eft i -f- ~  , &  en faifant

attention que i eft autant que nous, 
avons

D  A  L  G E B R  E. 21 f

r
I -a  '

j I ______ l - a  |_____ < * _ ____l - a + £

1 l - a  \ - a  I i - a  1  - a

Si on fuit le même procédé pour la fe-< 
£°nde formule c’eft-à-dire que
° n réduife la partie des entiers au

^ erne dénominateur 1 —  a , on aura T~r, à 
Suoi fi i’on ajoute -f- ~ on aura ,

c eft-à-dire — .
l - a  ^

L̂ ans la 3 .° formule 1 —f-a— aa-j— — ,
1 1 a 
es entiers, réduits au dénominateur 1 —a,

font i_— ,• &  fi on y  ajoute la fra&ion 
1— a

a3
^  on a _i__ j donc toutes ces formules 

Tome /. V



font en effet égales en valeur à la fraêlion
propofée

2 9 2 .

Cela étant on pourra aller plus loin & 
auffi loin qu’on voudra, fans avoir befoii1 
de calculer davantage. On aura donc 

da -f- a3 -j-  a4 -}- a5 ^  -J-

^_; o\i bien on pourroit continue1
l ~ a  [L

encore , &  même fans jamais finir. C ’el‘ 
pourquoi l’on peut dire que la fraêlion prO' 
pofée a été réfolue en une fuite infinie» 
laquelle e f l , î-j-a-j-aa-j-a1 -j-a’ -j-a5 
+ - a 7-|-fl8 —j—a9 —J—a'° ~^-a" -{“ a” -[- & C .   ̂

l’infini. Et on efl très-fondé à foutenir qu2 
la valeur de cette férié infinie efl la mêfl* 
que celle de la fra£lion — .

2 9 3 .

Ce que nous venons de dire peut , 
premier abord , paroître étonnant ; mais 1* 
confidération de quelques cas particulier 
le fera comprendre aifément.

2l6 E  l  è . m  e  n  s



Suppofons premièrement a = i  ; notre 
fuite deviendra i i — i —f- 1 — ï — 1 » 
&c.f julqu’à l’infini. La fraólion — , à la

quelle elle doit être égale, devient ; or 

n°us avons remarqué plus haut que i  eft 
Un nombre infiniment grand $ cela fe con
firme donc ici d’une maniéré élégante.

Mais fi 1 ’on fuppofe a = z , notre fuite 
devient i z -j— 4~}-8 -j— i <5—J—3 2-[-64 , 

k'c. à l’infini, &  fa valeur doit être ^ , 

c e ft-à -d ire ~ = — 1 ; ce qui au premier 
c°up d’œil femblera abfurde._ Mais il faut 
reniarquer que fi l’on veut s’arrêter à quel
que terme de la férié fufdite , on ne doit 
k faire qu’en joignant la fraćtion qui refte. 
^uppofons , par exemple , que nous vou
ons nous arrêter à 6 4 , il faudra, après 
avoir écrit 1 - Hi —1~4+ 8- f" 1 6-j—3 z-[-64 , 
joindre la fraûion j-j- ou —  ou— 128 ; 011 
aura donc 1 2 7 — 128 , c’eft-à-dire en effet 
"~ i.

Que fi on continuoit fans cefle la fuite ,
* P z
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il ne feroit à la vérité plus queftion de 
la fraftion, mais aufli on ne s’arrêteroit 
jamais.

2 9 4 .

Voilà donc des confédérations néceflai- 
res, quand on prend pour a des nombres 
plus grands que l’unité. Mais fi l’on fuppofe 
a plus petit que 1 , tout devient plus facile 
à concevoir.

So it, par exemple, on aura
I I

=  _i_ — ~T =  2 , ce qui fera égal à la férié 

Suivante :
& c . à l’infini. Or fi l’on prend deux termes 
feulement de cette fuite , on a 1 +  l-  , &  

il s’en faut de quelle ne foit égale à 
Si on prend trois termes, il s’en faut en

core de -  ; car la fomme eft 1 - . Si l’on 
4 4

prend quatre termes on a 1 |  , &  il ne 

manque plus que g. On voit donc que plus 
on prend de termes, &  plus la différence 
devient petite , &  que par conféquent &

2i8 E  l  é m  e  n  s



0n c°ntinue à l’infini, il n’y  aura plus de 
différence du tout entre la fomme de la 
faite &  la valeur 2 de la fraftion — .

i —a

2 9 5 .

Soit notre fra&ion ^  fe ra =  [ *
^ 3  1 3

, à quoi fe réduit par conféquent
Ia fuite , & c. juf-

I j  I 9 t 17  I Si I Î4î  *<lu » l’infini.
Quand on prend deux termes on a 1 f  .o 1 3
u manque Si vous prenez trois ter- 

^  > vous avez 1  ̂ , &  il manquera 

eilcore^. Prenez quatre termes, vous au- 
re* 1 ~ ,  &  la différence eft 7 - .  Puis donc 
*ïUe l’erreur devient toujours trois fois 
Moindre , il faut bien qu a la fin elle s’éva- 
n°uiffe.

2 9 6 .

Sw ppofonsa=ij nous aurons I
3 7 , - fl j — -

j r 5 , &  la fuite 1 +  +

c > jufqu’à l’infini. Prenant d’abord 1 -  ,

* 3
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l'erreur eft 1 ~ ; prenant trois termes, qui 

font 2 , l’erreur eft de  ̂ ; prenant quatre 

termes on a 2 ~ , &  l’erreur eft encore

de £
2 9 7 .

I I
Si a =  - , la fra&ion eft “  J  =  1 1 ;

1 — 4  4  3

&  la  faite devient i  +  i  - f  i  - f  J-  +  .-L , 

& c. Les deux premiers termes farfèht 1 -j-^ , 

produiront d’erreur ; &  prenant un ter

me de plus on a 1 c’eft-à-dire feule
ment d’erreur.

2 9 8 .

On pourra de la même manière réfoudre 
en férié infinie la fra&ion ~ , en divifant 
réellement le numérateur 1 par le déno
minateur 1 - \ -a ,  comme on va voir :

Z30 E L É M E  N S



i ( 1 — a -J-a a — a 3- j - a 4 
1 -[-a

—  a
— a—  aa 

—J— aa 
- \-aa-\-a5

— a3
—  a3 — a4 . ..

• + â<
-j- a A-\-ai

-j—a\  ̂ Sic.

d ou il fuit que la -fra&ipp eft égale à 
k  fuite ,
1 —-a -j- a a — a3 -j-a4 — a5 -f~a* — a7, & c.

2 9 9 .
. '

Si l’on pofe a = i  , on a cette compa- 
raifon remarquable :

= =  I ----1 “ j”  1 ---- i “ j "  I ---- 1 ~j“  1 1 >

à l’infini. On y trouvera quelque çhofe 
de contradi&oite $ car fi 011 s’arrête à — 1,

P 4
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la férié donne o ; &  fi on finit pat -f" 1 > 
elle donne 1. Mais c’efl là précifément ce 
qui tranche le nœud ; car puifqu’on doit 
continuer jufqu’à l’infini fans s’arrêter jamais 

ni à —  i , ni à -j- 1 , il efl clair que la 

fomme ne peut être ni o ni 1 ,  &  qu’il faut 

que ce réfultat final tienne un milieu entre 

ces deux , 8c qu’il foit

300.
Faifons à préfent a— \ , notre fra&ion 

fera 7 ^ 1 = f  , laquelle doit donc exprimer

la valeur de la férié 1 —  ïr + r ê -

, & c . à l’infini. Si l’on ne prend de 

cette férié que les deux premiers termes, 

on a , ce qui efl trop peu de Si l’on 

prend trois termes, on a , ce qui efl trop 

de —. Si l’on prend quatre termes, on a

1 , ce qui efl trop peu de I , & c.
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3 0 1 .

Suppofons encore notre fra&ion

êra==i 4 l = = 4 > &  c e^ à quoi doit fe 

réduire laVérie , —  1 + 1 —  -i 4 .  - L ______l_
î  * 9 27 I S i 24J

729 > & c. à l’infini. Or en confidérant 

Renient deux termes on a j , c’eft trop 

^CU de îî> Trois termes font^, c’eft trop 

ê Is* Quatre termes font c’eft trop peu

ics > &  ainfi de fuite.

3 0 2 .

La fraftion ~  peut fe réfoudre encore
J>

Ur>e autre maniéré j favoir en divifant 1 

Par a -J- j  9 comme il fuit :



Par conféquent notre fra&ion ^  eft ég^e 

à la fuite infinie

— Ą  , & c. Qu’on fafle a = i  , on aura ^



lecrie i
a. »

c°mme ci-deflus. Et fi l’on fuppofe a = z  , 
°n aura la férié i - L - L - I
r> 2. 4  I 8 16 t 32  64
<*c. ^ 1 

3 '

3°3*
d’une maniéré femblable qu’on 

P°urra réfoudre généralement en une faite 
*nfinie la fra(̂ ion — on aura

a+Mc ( i ^ h- ± \ bhc b'c & r 
Va *»■ 0iC*

c+ic
a

^ b T
a •••':. ' . ,

—ic —
<2 a

■Ą-bbc
aa

•\-bbc -j-b'c



d ’où. l’on voit qu’on peut comparer aVÊ<:

la férié ~ ^ + ^ —  —  & c.ju fqu ’àri>1' 

fini.
Soit a—  i ,  b = 4 , c =  j  , nous auro^

± ______ i_  —  1 —  I  —  L ___ ,  _L_< ____, ,  & c /a+6 4 + 2 6 2 2  3 I *
Soit a = i o , £ = i  &  c = i  i , nous avot15

« __ » — t —  i 1__m i n » Kç.
a+b io+i io ioo I îooo ioooo

Si on ne confidere qu’un feul terme & 

cette fuite, on a ̂  , ce qui eft trop de ^ » 

fi on prend deux termes , o n a ^ ,  c’eft trop 

peu de ^  ; fi on prend trois termes, on3 

c’eft trop de & c.

3°4.
Quand il y  a plus de deux termes dâ 5 

le divifeur, on peut également continué 
la divifion jufqu’à l’infini, de la même 
maniéré.

C ’eft ainfi que fi on propofoit la fra&i°° 

— I— , la fuite infinie à laquelle elle $
l-<x +  a a  7 —  A

égale, fe trouveroit comme il fuit :

2 J Ó  E L É M E N S



* " -« + « « )  I ( i  - f a — a5— a4- f a * - f a 7 ,  & c.

i — a - f  aa 

- f a — aa 

• f a — a a-fa *

—a>
—a3 -fa4—a5 

— a4 -f a 5 
— a4 - f a 5 — a®

• + ?
- f a * —  a7+ a s 

- f a 7— <z*

- f a 7 — a8 - f a9 
— a9.

Nous avons donc l’équation \ J ~  =  i

—  a ’ _ a 4-|-a6- j- a 7— a ’ —  a '8 , & C . 

âns fin. Si nous faifons ici a —  i , nous 

9v°ns i =  i —J— i — i — i - j - 1 “ l~ 1 — i — i 

^  1 -f“ 1 j & c* laquelle férié contient deux 

ls la férié trouvée plus haut i — i- } - 1 — 1

5 & c. or comme nous avons trouvé 

Celle-ci =3 i , il n’eft pas étonnant que nous 

r°uvions ~ ou i pour la valeur de celle 

nous venons de déterminer.

n ’ A  L G E B R E. *37
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Q u’on fafle a — 1- ,  on aura l’équali#1

i = f = , + i - j - i + i  +  à - rL.

& c.

Qu’on fuppofe a — ~, oji aura leq'J3' 

tion^ — 9= i +  i _ - i _  ' O -  -1-  , &«■
L  7  1  1 j  1 7  8 1  1  W  ’
9 1.

Si on prend les quatre premiers termes 

cette fuite, on , qui n’efl: que de Jir 

moins que

Suppofons encore a =  j ,  nous auro#5

|  =  f =  .  + 1  -  i  -  g  +  £  & c .  i l  fc»‘ 

donc que cette fuite foit égale à la pre' 

cédente ; &  fouftrayant l’une de l’autre 1 

il faut que o =  — 7- -  Jj +  Ą  & c . C* 

quatre termes ajoutés enfemble font — {[■

3 0 5 .

La méthode que nous avons expoféc fcft 
à réfoudre généralement toutes les fra£H°IlS 
en fuites infinies, &  par-là elle cil fouvC‘)l



la plus grande utilité. De plus il eft très- 
remarquable d'ailleurs qu’une férié infinie, 
Quoiqu’elle ne cefie jamais, puifïe avoir 
Une valeur déterminée. Aufîi a-t-on tiré de 

0̂ncls les inventions les plus importantes, 
cette matiere mérite d’autant plus, qu’on 

etudie avec toute l’attention pofïïble.

C H A P I T R E  V I .

es Quarrés des Quantités complexes.

o  ■. 3 ° 6 'NCUand  il s’agit de trouver le quarré 
Une grandeur complexe , on n’a qu’à la 

Multiplier par elle-même, le produit fera 
^ Quarré qu’on cherche.

^ar exemple, le quarré de a-j-Æfe trouve 
la maniéré fuivante : 

aĄ-b 
a-\-b 

aa-^-ab 
-\~ab -1-bb 

aa-\-xab-^bb.

D  A  L G E  B  R E .  1 3 9
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3°7*
Ainfi quand la racine confifte en dcû  

termes ajoutés enfemble, comme a- 
le quarré renferme, 1 .° les quarrés de l’ul1 
&  de l’autre terme, favoir a a S c b b ; i ° Ü  
double du produit des deux , favoir i a b- 
De forte que la fomme aa-\- iab-\-M  
eft le quarré de a-\-b. So it, par exemple» 
a =  1 0  &  b =  3 , c’eft-à-dire qu’il foit q u d '  

tion de trouver le quarré de 1 3 , on a u t f  

i o o - { - 6 o - | - 9  011

3 0 8 .

On trouvera facilement, par le fecoitf5 
de cette formule, les quarrés d’aftez gran# 
nombres, en les partageant en deux parties- 

Pour trouver , par exemple, le quarré de 
5 7 ,  on confidérera que ce nombre ^  
= 50+7 id ’ où l’on conclut que fon quarr£ 
eft =  2 5 00 -j- 700 -j- 49 =  3 249.

3 ° 9 .

On voit aufli par-là que le quarré de
« +  1 feraaa-f-ia-J- 1 : or puifque le quarre

de



a eft aa , on tfouve donc le quarré de 
a' f ,i en ajoutant à celui-là 2a-j-i $ &  il faut 
remarquer que ce eft la fomme des
^ux racines a &  a -\-1.

Ainfi comme le quarré de 10  eft 100 ,  
celui de u  fera io o -{-2 1* Le quarré de 
57 étant 3249 f celui de 58 eft 3 14 9 -I-1i J 

3364. Le quarré de 5 9 =  3364—j—1 1 7  
" 348x ; le quarré de 6o= $ ą8 i -\~i 19 
^ 3 6 0 0 , &c.

3 I O .

“̂e quarré d'une quantité complexe , 
°̂ttirne a-Ą-b , s’indique de cette façon : 

On a donc ( a-\-by =  aa-\~zab 
\ ° b J d’où l’on déduit les équations fui-
vantes : 
ł
a+i)*=<ra+2<H-l} ( a + i) 1~ a a + 4 a + 4 ;
a+ 3)*= û a + 6a + 9 } (a + 4) ’ =ca»f-8a+i(3i 
°fc.

3 1  i*
la racine eft a— b , le quarré en eft 

j qui renferme par conféquent 
Tome I, Q
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auffi le quarré des deux termes, mais efl 
forte qu’il faut en ôter le double du produit 

de ces deux termes.
So it, par exemple , a =  10  &  b—  i ,  1e 

quarré de 9 fe trouvera =  100 —  20-j'1 
=  81.

3 1 2 .

Puifque nous avons l’équation (a— 
= a a — zab-\-bb , nous aurons (a— l) 
— aa— 1a  -[-i. Le quarré de a— 1 fe trouvé 
donc en fouftrayant de aa la fomme 
deux racines a &  a— 1 ,  favoir 2 a—-1' 
So it, par exemple, o , on a a a = 2 ij o0 
&  a — 1 =  49 i donc 491 =  2 ] 00— 91) 
=  2401 .

3 1 3 .

Ce que nous avons dit peut aufli  ̂

confirmer &  s’éclaircir par des fraélions. &  

fi l’on prend pour racine j  -j- ̂  ( ce qui &

1 ) le quarré fera :

+  ceft-à-dirê 1.

i Ą l  E  L É  M E  N  S



De plus le quarré de ~ —  j  (oude
fera L-_1 1 1 __ _ 1

« 3 » » --- 36*

3r4-
Lorfque la racine eft d’un plus grand 

notnbre de termes , la méthode de déter
miner le quarré eft la même. V oici, par 
tem ple, comment on trouve le quarré 
d' « + 4 c :

« +  £ - | - C

-\-c

aa~\-ab -j-ać  -j-b c  
“j-ab  -\-ac-\-bb-\-bc-\-cc

aa-\-iab zac-\-b b i b c c c  ;
°n Voit qu’il renferme d’abord le quarré de 
chaque terme de la racine, &  outre cela 

doubles produits de ces termes multi
pliés deux à deux.

3 1 5*
Pour éclaircir ceci par un exemple, par- 

tageons le nombre 256 en trois parties,

Q *
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2oo-}~50-j-6 j fon quarré fera donc coin' 
pofé des parties fuivantes :

40000 256
2500 256

36 1536
20000 1280

2400 512
600 65536

6 5536 ,  ce qui eft: évidemment égal au 
produit 2 5 6 . 2 5 6 .

3 1 6 .

Quand quelques termes de la racine fort 
négatifs, le quarré fe trouve encore par  ̂
même regle j mais il faut faire attention 
quels fignes on doit donner aux doublé 
produits. Ainfi le quarré de a— b— c étafl1 
<ia-\-bb~\-co— 2ab— zacĄ-ibc, fi l’on Ie' 
préfentoit donc le nombre 2 5 6  par 
— 40— 4 , on auroit



d ’ A  L G E B  R  E.

Parties pojitives.

4~90000
1600

16

!4S

+ 9»936
" 16 4 0 0

Parties négatives.

-24000
2400

■26400

deff,
65536 ,  quarré de 256 comme ci-

us.

c h a p i t r e  v i i .
i extraction des Racines appliquée aux 

Quantités complexes.

3 1 7-
SVJl nous voulons donner une regle fûre 
P°ur cette opération , il nous faut confi
e r  attentivement le quarré de la racine 

> qui eft aa-\-iab-\-bb , afin de voir 
Animent on peut réciproquement parvenir 
 ̂trouver la racine d’un quarré donné. Fai- 
ns donc les réflexions qui fuivenr.

Q 3
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3 l 8 .

D ’abord comme le quarré aa - \- ia b - \- $  

eft compofé de plufieurs termes, il eft cer
tain que la racine aufli renfermera plus d’un 
terme ; &  que ft l’on écrit le quarré & 
maniéré que les puiflances d’une des lettres» 
comme de a , aillent toujours en diminuant» 
le premier terme fera le quarré du prenûer 
terme de la racine. Et puifque dans notre 
cas le premier terme du quarré eft aa> 
il faut que le premier terme de la raciilfi 
foit a.

3 X9-

Ayant donc trouvé le premier terme & 
la racine , c’eft-à-dire a , on confidérera Ie 
refte du quarré, favoir iab-\-bb , pour vûlf 
fi on pourra en tirer la fécondé partie & 
la racine qui eft b. Nous remarquerons lCt 
que ce refte iabĄ-bb peut être repréfeflte 
par ce produit-ci, ( ia-\-b)b. Or ce retfe 
ayant donc deux fadeurs, za-\-b &  b > ^



eft clair qu’on trouvera ce dernier b , qui 
eft la fécondé partie de la racine, en divi- 
fant le refte iabĄ-bb par zaĄ-b.

3 2 0 .
C eft donc le quotient de la divifion du 

refte fufdit par ra-\-b , qui eft le fécond 
terme cherché de la racine. Or remarquons 
dans cette divifion que 2 a eft le double 
du premier terme a de cette racine, lequel 
eft déjà déterminé. Ainfi, quoique le fécond 
terme foit encore inconnu , &  qu’il faille 
jufqu’à préfent laiffer fa pl ace vide, nous 
P°uvons néanmoins entreprendre la divi- 
1̂0n j puifqu’on n’y  regarde qu’au premier 

terme 2a. Mais auflx-tôt qu’on aura trouvé 
le quotient, qui eft ici b , il faudra le mettre 
 ̂ la place v id e, &  rendre de cette façon 

^ divifion complété.

3 2 1 .
Le calcul donc par lequel on trouve la 

racine du quarré aaĄ-iab-\~bb , peut fe 
repréfenter de cette maniéré :

Q 4
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a a - ^ - i a b Ą - b b  ( a - \ - b
a a

2 ą 8 É  l  é  m  e  n  s

ia Ą -b - j-  2 a b - \ * b b  

-}- îa b-^ -bb

O.

3 2 2 .

On pourra de la même maniéré trouver 
la racine quarrée d’autres formules compo' 
fées, pourvu qu’elles foient des quarrés j 
les exemples fuivans le feront voir : 

a a  - \ - 6 a b - \ - y b b  ( a —J— 3 ^
a a

la Ą - y b Ą - 6  a b - \ - y  b b 

-\~6 ab-^-ybb

o.

4 aa  — 4 a b - \ - b b  ( 2 a  —  b

4 aa

4 a —  b 4 ab  —J— b b

14 a b —y~b b



9PP~\r2Ąpq-\~\6qq ( 3 / > + 4?
9PP
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6P~\~Ąq +  l Ąp q + l 6qq  

r \ -lĄ p q -\ r \ 6 qq

O.

15 X X —  6o x-[-36  ( 5 * -
X') X  X

l ° *  - 6 —  6o x - \ -  36
—  o a x -l-3 6

0.

32 3*
Quand après la divifion il refte un ré- 

, c’eft figne que la racine eft compofée 
plus de deux termes. Ce qu’on fait alors, 

ceft de regarder les deux termes déjà trou
a s  comme faifant la premieré partie , &  

tirer du réfidu la fécondé partie , de la 
^etue maniéré qu’on avoit trouvé le fécond 
tCrnie de la racine. Les exemples fuivans 
rcndront ce procédé plus clair.



aa-\-iab— zac— zbcĄ-bbĄ-cc(a-\-b^c
aa

2J0  E L É M E N s

za-\-b -|-zab— zac— ibc-\-bbĄ-cc 
-\-zab -j-bb

za-\-zb—c — zac— zbcĄ-cc
— zac— zbc-\~cc

a* —J—2.a3 — 3 aa-|-2a-|--i (aa-j-tf'f'1

iaa-\-a -j-z a ] -[“ 3aa 
—j— 3 —|—

la a -\~ z a -\-\ ~y-zaa-^-za-f-i
—j—2.£Z£Z—|— —}— I •

ł— Ąa'b-[-%ab' + 4 b* (aa—lab—i^

îaa—zab — 4a,^-f8a^’ 
—Ąa'b+Ąaabb

zaa—Ąab —zbb —Ąaabb-\-% ib 3 +  4b*
— Ąaabb+Sab* +  4̂ '*
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3 2 4 .

On déduit facilement de la regle que 
nous venons d’expofer , la méthode qu’en- 
feignent les livres d’Arithmétique pour l’eX' 
traftion de la racine quarrée. Voici quel
ques exemples en nombres :

) 29 
4

1 7 '6 4  
1 6

42 2 3 0 4  
i 6

48

43 i *9 
1 29

82 1 6 4
1 6 4

88

-j 
-j

 
0 

0
4» 

4-

0. 0. 0.

40 9 6 
36

64 96'0 4 
81

98

124 4 9 6  
49 6

188 M 0 4 
1 5 0 4

0.f 0.

1 * 5 6 ' * ,
1

99'8o'oi 
8 i

999

2.2

245
4 4

122 j 
I225 

O.

189 

1 989

1880
1 7 0 1

1 7 9 0 1
17901

o.
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3 2 5 .

Mais lorfquaprès l’opération entiere il 
r®fte un réfidu, c’eft une marque que le 
nombre propofé n’eft pas un quarré, &  
Par conféquent qu’on ne peut pas en afligner 
ta racine. On fe fert dans ces cas du figne 
Radical que nous avons déjà employé plus 

aut j on écrit ce figne devant la formule , 
^  °n met la formule elle-même entre deux 
j-r°chets, ou fous un trait. C ’eft ainfi que 

racine quarrée de aa-\-bb s’indique par 

V(aa-^-bb) , ou par y/a aĄ -b b-, &  que

V (i.— x x ) , o n \ / i — x x ,  exprime la 
racine quarrée de 1 — xat. On peut aufli, 

lieu de ce figne radical, faire ufage de 
expofant rompu { ,  &  indiquer, par exem- 

» la racine quarrée de aa-\-bb par 
ou par aa-\-bb±.
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C H A P I T R E  V I I I .

D u Calcul des Quantités irrationnelles> 

3 2 6 .

X - io r s  q u ’ i l  s’agit d’ajouter enfemble 
deux ou plufieurs formules irrationnelles» 
cela fe fa it, fuivant la maniéré prefcrite 
plus haut , en écrivant de fuite tous Ie5 
termes chacun avec le figne qui lui eft pr°' 
pre. Et ce qu’il faut remarquer quant ati* 
façons d’abréger, c’eft que , par exemple

au lieu de y/a-j-y/a on écrit zy/a,tk que 

y /a— y/a fait o , ces deux termes fe 

truifant l’un l’autre. C ’eft ainfi que les f°r 

mules 3—|— z &: x-j-V^2 ajoutées en(e&' 
b le , font 4 - j - i  y / 1  ou 4 +  V8 i °[ue  ̂
fomme de 5—f-\ / 3 &  de 4— y/ 3 , eft 9 ' 

&  que celle de z y / j -j-  3 V1 > &  ^  

y / 3 _  y/z , eft 3 y /3 +  z yA -
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327.
La fouftra&ion fe fait de même très-faci

lement , vu qu’on n’a befoin que d’ajouter 
enfemble les nombres propofés, en prenant 
^ contraire des fignes qui les affeftent :
1 exemple fuivant le fera voir ; nous fouf- 
trairons le nombre inférieur du fupérieur.

4—  1  y/ 3 3 \ / Î + 4 V^6

— 1 V^3— 5 v A + 6 V  6

3-—3 y/ 2. +  4V/3+ 2

3 2 8 .
On fe rappellera dans la multiplication 

y/ a multiplié par y/ a fait a ; Si. que 

 ̂ les nombres qui fuivent le figne y/  font 

^ifférens, comme a &  b , on a y a b  pour 

^ ptoduit de \/a  multiplié par y/b. 11 fera 

fecile après cela de calculer les exemples 

^ui fuivent :
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I —j— y /  2 Ą - ^ - l y / 1

I - j -  j / 2  2 —  y / 2

1+ y/ 2 8—j—4y/2
4 ~ y i Ą - i  — 4 Z  2— 4

1 “ ^ ~  2  y / 2 —j— 2 ^ = 3 ~ | - 2 j / 2 .  8  —  4  = - 4’

3 2 9 .

Ce que nous avons dit regarde aufli Ie5 
quantités imaginaires. On obfervera feule' 
ment encore que y/ —a multiplié par \ J  
fait —  a.

S’il s’agifloit de trouver le cube & 
— 1+\/-3 , on prendroit le quarré de ce 
nombre , &  on multiplieroit ce quarré 
core par le même nombre ; voici l’op2'
ration :

—1+  V — 3 - 1+ y/-î
+ 1 — v7—3

-  y / -3— 3
+  i - i / _ 3_ 3= - 2- i v /_3

- » +  V ~ ï
+ 1 + iy /—3

— ly/ -3 4-6
1+ 6  =8.

3 3 0 .
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3 3 0 ‘Dans la divifion des quantités fourdes 
° n na befoin que de mettre les quantités 
Propofées en forme de fraétion ; celle-ci 
peut enfuite fe changer en une autre ex- 
Preflion dont le dénominateur foit ration- 
nel- Car fi ce dénominateur eft, par exem
ple , a~j—y/ 1  y &  qu’on le multiplie de même 

^Ue le numérateur par a— y/b , le nouveau 
en°minateur fera aa— b , où il ne fe trouve 

plus de figne radical. Suppofons qu’on pro- 

P°le de divifer 3 -j- 2 y / 1  par 1 -}- y / i  r 
110115 aurons d’abord \ Multipliant 
Maintenant les deux termes de la fraftion 
P51- i — \ / 2 , nous aurons pour le numé- 
rateur :

3+V *
1 —  \ /  2

3+ V  2

— 3 y / 4

3 —  \ / l  —  Ą  —  —  —  \  j

T'orne 1. R
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&: pour lè dénominateur : 

i + v / i  

i — y j i

I-j-V7 2-
—-yj i — 2

1 ---2 = --- 1.

Notre nouvelle fra£Hon eft donc 

&  fi nous multiplions encore les deux term^ 
par —  1 , nous aurons pour le numératetf 
+  y j 2—{— 1 , &  pour le dénominateur-pi' 
Or il eft facile de fe convaincre que y j 2-H

équivaut à la fraćłion propofée 7 ^  ; ciï 

\ A - f - i  étant multiplié par le divifé^ 

1 +  V/*
14 -  y  1  

i-f- y/z

i 4 - y/x

4~ ^ 4 - 2

011 a 14- 2^ 4- 1= 34-2/ 2*
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Autre exemple : 8 — 5 y / 2 divifé par 

3 * \ / 1  fait Multipliant ces deux

termes de la fraftion par 3-j-zv/z , on a 

P°ür le numérateur

8 -  5 /  

3+  2V '

24— 15 y /2.

— 16 y / 2— 20

2 4 +  y/2— 2 0 = 4-{-\/2i 

^  Pour le dénominateur 

3— 2y/ 2 

3 - J - 2 y /  2

9— 6 y /2

J—6 y/ 2— 4 • 2

9 — 8 =  - j - i .

Par conféquent le quotient feroit 4 + y / i .  

■̂ü voici la preuve :



I 2 + 3 \ /  2

— 8 y /2— 4 

1 2 — 5 y /  2— 4 = 8 — 5 y / z.

3 3 *•
C ’eft de la même maniéré qu’on peut 

transformer de ces fra&ions en d’autres» 
dont le dénominateur foit rationnel. Si l’on

a , par exemple, la fra&ion & que 
l’on en multiplie le numérateur &  le dé' 

nominateur par 5— 1\ / 6 ,  on la transfor 

mera en celle-ci , —  2y/6.

De même la fraétion _1-̂ /r ~3 prend cettf 

forme, £ ,  dévie»*
_  1 1 + 11/30 , /

— — i =ii-\-iy 30.

3 32.
On pourra de la= même maniéré faire 

difparoître peu à peu les radicaux du dé'
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dominateur , quand il contient plufieurs 

ternies. Soit propofée la fraftion ylo^/izp] ■> 
011 multipliera d’abord ces deux termes par 

v / io - f  y / 2 y / 3 i on aura 
Multipliant enfuite encore ce numérateur 
^  ce dénominateur par 5 2.\/<5 , on a 

5 1 y / 2 - [ - 9  y /  3 ~ | - 2 y / 6 o .

C H A P I T R E  I X.  '

& es Cubes & de l’extraiïïon des Racines 
cubiques.

P  3  3  3 ’O u R trouver le cube d’une racine 
a+& , on ne fait que multiplier fon quarré 
a<l'\'iah-\-bb encore une fois par a-\-b , 

aa—j— ~̂ ç~bb 
a-]~b

a 1-\~zaab-^-abb
+  aab-\-zabb-\-bJ

^ cube fcra==,a'-\-)aab-\-yabb-\-b>

R  3

/



Il renferme donc les cubes des deux 
parties de la racine , &  outre cela encore 
^aab-^-^abb  , quantité qui équivaut & 
(3 ab).(a -\-b)  , c’cft-à-dire, au triple du
produit des deux parties atk b , multipHe

_ _ j i ‘ ■ > . • 
par leur lomme.

334-
Ainfi toutes les fois qu’une racine eÆ 

compofée de deux termes, il eft: facile d’en 
trouver le cube d’après cette regle. Paf 
exemple, le nombre 5 = 3 -f-2 -, ion cube 

eft donc i7-f-8—}— 18 • î — , 2 5*
Que 7 - {~ 3 = io  foit la racine; le cube 

fera 343—{—2.7—{-63 . 1 0 = 1 0 0 0 .
Pour trouver le cube de 36 , on fiippo' 

fera la racine ) 6 = } o - \ -6 , &  on aura pour 
le cube cherché, 27000-I-216-I-540.. 3̂  
=  46656.

. 3 3 5-
Mais fi c’eft au contraire le cube qui etf 

donné, favoir ^ a a b ^ a b b - ^ - b ' , & 
qu’il s’agifle d’en trouver la racine, on fer*1 
préalablement les remarques qui fuivent*

252 E L É M E N  S



D’abord fi le cube eft ordonne fuivant 
ks puiflances d’une lettre , on reconnoît 
facilement par le premier terme a 3, le pre
mier terme a de la racine , puifque le cube 
enefta>; fi l’on fouftrait donc ce cube du 
cube propofé , on obtient le refte , 3aab 
" h 3 ? leqUel doit fournir le fécond 
terme de la racine.

3 3 6 .

Mais comme nous favons d’avance que 
ce fécond terme eft -\-b , il s’agit princi
palement de voir comment il fe déduit du 
refte fufdit. Or ce refte peut être exprimé 
Par deux fafteurs , comme ( T,aa-\-T,ab 
+ b b ) . ( b ) ;  fi 011 le divife donc par 3 a a 
4" 3 , c’eift le moyen d’obtenir la
feconde partie de la racine b , qu’oa 
Amande.

337-
Mais comme ce fécond terme ne doit 

pas être fuppofe connu, le divifeur eft in- 
c°nnu pareillement j cependant nous avons

R  4
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le premier terme de ce divifeur , &  cela 
fuffit -, car il eft 3 aa , c’eft-à-dire, le triple 
du quarré du premier terme déjà trouvé, 
&  moyennant cela il n’eft pas difficile de 
trouver aufli l’autre partie b , &  de com
pléter enfuite le divifeur avant qu’on achevé 
la divifion. Il faudra pour cet effet joindre 
à 3<za le triple du produit des deux termes 
ou 3 ab, &  bb ou le quarré du fécond terme 
de la racine.

3 3 8 .

Appliquons ce que nous venons de dire 
à deux exemples pour d’autres cubes 
donnés,1 ■ t ■ J
I. ) ci1 - j— I xaa—J—4 8 12 -J-6 4  f-4

û5

3 aa *-{- ï i  a -j— ï 6

264 E L É M E N  S

—|— I zaa—|—48c!— 64

—|-1 l a a —1—48(2—J-64

O.
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339-
L ’explicàtion que nous avons donnée &l£ 

le fondement de la regle ordinaire p°ur 
l ’extra&ion des racines cubiques des non1' 
bres. V o ici, par exemple, le plan de l’ope' 
ration pour le nombre 2197 :

2 '197 ( 1 0 + 3 = 1 3
1 000 

300 1 1 9 7  
90

399__L_L2Z_
o r  i

Faifons encore le calcul de l’exl(ra£tfo11 
de la racine cubique de 34965783 :

34 965 783 (300+20^
27. 000 000

270000 
18000 

400 
288400

7 965 7^3 

5 768 000
307200 2 197 783

6720 ł
49

31 5969 2 197 783
o.
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C H A P I T R E  X .

ULffances plus hautes des Quantités 
complexes.

3 4 0 .
*A ) A.  } .  r > r -  r N

' pRÈs les quarrés &  les cubes viennent
s Puiflances plus liautes, ou id’un plus

§rand nombre de degrés. On les indique
Par des expofans de la maniéré que nous
3v°ns expliquée plus haut ; il faut feule-
^ent obferver. ouand la racine ëft com 
Plex

A

ferver, quand la racine eft com- 
;e > de l’enfermer entre deux paren-

^ efes. Ainfi (\a-\-b) 5 fignifie que a-\-b eft 
 ̂eVe au cinquième degré , &: (a— b)6 in- 

la fixieme puiflance de a— b. Nous 
r°ns voir dans ce chapitre le dévelop

p e n t  de ces puiflances.

s • 341 *
pu'p')lt Ĉ0nc a~\~b la racine ou la premiere
Ve Itln.ce , les puiflances plus hautes fe trou-

° “ t par la multiplication de la maniéré 
^  fuit : ‘
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(a-\-b) ' —  a-\-b 
a-\-b

aa-Ą-ab
-|-ab -j-bb

(aĄ-by = a a -\-ia b  -\-bb. 
a-\-b

a'-\~iaabĄ- abb 
-j- aabĄ-iabb

(„-(-£) "= a > + 3  aab-\~$abb -\-bi 
a-^-b

bĄ-^aabb ab5 
a^bĄ-yaabb —)—3

ęa-Ą-by^^a* —|—Ąa^b—j—ôuabb -^-Ąab ‘ -f-  ̂
a-\~b

a'-\-Ąa*b-\-6a'1 bb-\-Ąaab’ +  ^  ̂ 
-J~ a*b-^-Ąaibb~Ą-6aab’

+  *'*



a-^-b

«6 —|—5 a'b -\-\oa4bb -\ - lo a ' b* 

-|~5 aabĄĄ -a b ' 

- ] -  a^bĄ- 5 a* bb - [ -  I o a 3Z>» 

-j-IOa*Z>4-}-5 ab '-\-b6.

â~ł~ )̂6̂ =a6 —|—ócz’  ̂—j— 1 5 a*bb-Ą- 2 0 a 3 bJ 

- j- i ) a a b * 6 c i b ' b 6 y & c.

3 4 2 .

j trouve de même les puiflances de 
racine a— b , &  on va voir qu’elles ne 

Gèrent des précédentes, qu’en ce que les 
termes 2e , 4e , 6e , & c. font affeftés du 

moins :

^ ^ ) , =  a— b 
a— b

Z> A  L G E  B R E, 269

+ ^ab^-Ą-b1

aa— ab 
— abĄ-bb.



(a—b y = .a a — 2ab -j-bb 
a— b

270 E  L é M'E N  S

a 1— taab-y* abb
—  aab-\-iabb — b'\

(a—b)i— a ’> —  3 aabĄ-^abb — b i 
a— b

a 4 — 3 a 3 bĄ-^aabb— ab3

—  a3b-^-^aabb— 3ab'

(a—b)4 —  a*— Ąa’ b-\~6aabb— 4 ab1 -j-^4 
a— b

a ' — 4a 4 ̂ -}-6a3 bb— 4aa^3

—  fi4^ -j-4 a 3 M — 6aab*
~\~4ab*— b\ ^

(a— b ) '— a5— jrt4̂ -j-io a 3̂ ^— î o a ^ 3
- j-  $abĄ— b s

a— b

a 6 —  j a ’ b-1- 10a Ąbb—  1 o a 3 b 1 

jaab*— ab5
—  s^a'bb— lo a 'b 1 

4 -ioaa^4 — ̂ ab'Ą-b6»



(<*—,b y ^ za 6 —  6a' b-\-i ja 4bb— 20a3b'1
-j-i jaab4— 6ab'' Ą-bG, & c. 

On voit ici que toutes les puiflances im
paires de b reçoivent le fig;ne -— , tandis

i  O

(IUe les puiflances paires gardent le figne 
4~* La raifon en efl: évidente -, car puifque 
|jans la racine fe trouve —  b , les puiflances 

cette lettre monteront de cette maniéré :
~ b ' ,  + t \  & c . 

’i eft clair par-là que les puiflances paires 
°ivent être affe&ées du figne -f-, &  les 

lmPaires du fig ne contraire— .

343-
s préfente ici une queftion importante 3 

comment, fans continuer le calcul de 
^ême maniéré dans toutes les formes, 

°n Pourroit trouver toutes les puiflances 
tant de aĄ -b , que de a— b. Nous remar
ierons avant toutes chofes, que fi on eft 
en état d’aflîgner toutes les puiflances de 
a4 “£ , celles de a— b font toutes trouvées, 
f^ifqu on n’a qu’à changer les figues des

d ' A  L G E  B  R E . 171



termes pairs, c’eft-à-dire du fécond , du 
quatrième, du fixieme terme, & c. Le ptin' 
cipal revient donc à établir une regle > 
d’après laquelle toute puiflance de a-\-b > 
quelque haute qu’elle fo it, puifle être de' 
terminée fans qu’il foit néceflaire de fa're 
le calcul pour toutes celles qui la précèdent'

344-
O r obfervons que {î dans les puiflance5

déterminées ci-defTus on fait abftrafti0'1
des nombres qui précèdent chaque terme*
&  qu’on nomme les coëfliciens , il regn’
dans tous ces termes un ordre remarqué
ble j d’abord on voit le premier terme ll
de la racine élevé à la puifTance mêin1,
qu’on demande ; dans les termes fuiva"5
les puiflances de a diminuent continuelle
ment de l’unité, les puiflances de b augmen'
tent d’autant ; de forte que la fomme de5
expofans de a &  de b eft toujours la mên11
&  égale au nombre du degré demanda
&  à la fin fe trouve le terme b feul élevé *

13
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ta même puiflance. Si l’on demande donc 
ta dixieme puiflance de a-\-b , on eft sûr 
que les termes dégagés des coëfficiens fe 
Suivront dans l’ordre que voici : a ' ° a9>b, 
a%hh, a7 b’ , <fb ' ,  a ' b ' 9 a* h6-, a)b' \ 

a b \  b '\

345-
11 refte donc à faire voir comment on 

^°it déterminer les coëfliciens qui appar
tenant à ces termes , ou les nombres par 
e%Uels il faut multiplier ces termes. Oc 
^ant au premier terme, fon coefficient eft: 
T°üjours l’unité ; &  quant au fécond 
°̂n coefficient eft conftamment l’expofant 

M̂ rne de la puiflance; mais pour ce qui 
re8arde les autres termes, il n’eft pas fî 
^c'le d’obferver un ordre dans leurs coëf-P .
1Clens. Cependant fi l’on continue encore 

Ces coëfliciens, on ne laiflera pas d’apper- 
Cevoir aufli une loi , moyennant laquelle 
°n Pourra aller aufli loin qu’on voudra. C ’eft
Ce 1

que la table fuivante fera voir.
Tome I. S

d ’A  L G E B R E.
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I. puifT. coëfficiens i , i
I I* “T---------------  1 , 2 , 1
I I I  .  1 , 3 , 3 , !

I V .  - 1 , 4 , 6 , 4 , 1
V.    1 , 5 , 1 0 , 1 0 , 5 , 1
V I.   1 ,6,15,20,15,6,1

V I I .  —  1,7,21,35,35,21,7,1

V III. — 1,8,28,56,70,56,28,8,1

IX . 1,9,36,84,126, i 26,84,36,9,1

X.  1 , 10,45, 120,210,252,210, 120,45, 10'  
■&c.

On voit donc que la dixieme puiflattf 
de a-\-b fera :

■ a -[-IOa^bĄ- 45a- bbĄ-I:20a7 b’-\-z \ o
—)—2 5 za5 b ’-j-2I Oci4/’6-j-l 20a3 b7—J—45 ̂
J f i o a b '+ b * .

3 4 6 .

Il faut remarquer à l’égard de ces coel‘ 
ficiens, que pour chaque puiflance l£l1 
fomme doit être égale au nombre 2 élcv 
à la même puiflance. Qu’on fafle 
&  b= - 1 , chaque terme, abftra&ion foi1.
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du coefficient, fera =  i ; par conféquent 
Ce fera Amplement la fomme des coeffi- 
ciens qui indiquera la valeur de la puif
fance ; cette fomme dans l’exemple pré
cédent eft 1 0 2 4 ,  &: en effet ( i  +  i ) ‘a

, 1 0  _

M en eft de même des autres puiffances ; 
° n a pour la

[ + 1 = 2 = 2 ' ,

+ 2 + 1  = 4 = 2 %
+ 3+ 3+ * — 8— 23, 
+ 4 + 6 + 4 + 1  =  1 6 = 2 4, 

+ 5 + 1 0 + 1 0 + 5 + 1 = 3  2 = 2 J , 

+ 6  +  1 5  +  2 0 + 1 5 + 6 + 1  =  6 4

=  *%
U.e Ï + 7  +  2 I + J 5 + 3  j  +  2 1 + 7 + 1  

=  I 28 =  2 7 ,  & C .

I.e
I Ie

Ul.e
IV.e
V.e

VI.e

347-
Une autre remarque à faire au fujet de 

Ĉs coëfficiens, c’eft qu’ils croiffent depuis 
e commencement julqu’au milieu, &  qu’en- 
lllte ils décroiffent dans le même ordre.

•
‘ S 2
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Dans les puiffances paires le plus grand 
coefficient eft exafrement au milieu ; mais 
dans les puiffances impaires , on voit deux 
coëfficiens égaux &  plus grands que 
autres qui fe trouvent au milieu , &  qul 
appartiennent aux termes moyens.

Quant à l’ordre de ces coëfficiens,  ̂
mérite une attention particulière ; car c’e$ 
dans cet ordre même qu’on trouve 
moyens de les déterminer pour une pui*' 
Tance quelconque , fans paffer par les pre' 
cédentes. Nous allons en donner la ta? 
thode, en en réfèrvant cependant la 
monftration pour le chapitre fuivant.

3 4 8 .

Pour trouver les coëfficiens d’une pu*** 
fance propofée, par exemple, la feprietftf’ 
on écrira les fraćlions qui luivent l’uiîC 
après l’autre :

7 <5 1  4  ■? î  1
r  * i f  ÿ >  4 f  j- J «S > 7*

On voit dans cet arrangement que 1e5 
ifttmératcurs commencent par l’expofa'nt^
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ta puifTance qu’on demande, &  qu’ils dimi
nuent fucceffivement de l’unité pendant 
clue les dénominateurs fe fuivent dans Tor
dre naturel des nombres, i , 2 , 3 ,4  , & c. 
Or le premier coefficient étant toujours 1 , 
ta premiere fra&ion donne le fécond coef
ficient. Le produit des deux premières 
bâfrions , multipliées l’une par l’autre , 

le troifîeme coefficient. Le pro
mis premieres fraftions repréfente 

ta Quatrième coefficient, &  ainfi de fuite.
Ainfi le premier coefficient =  1 j le fe- 

cond == ^= = y ■ le troifiemezs=1I . 6-= =  21 ;

le quatrième =  7.7.]-— 3) » Ie cinquième
^ . 1 = 3 5 ;  lefixieme 

^  21 j le feptieme —  2 1 . }  =  7 j le hui

tième = 7 .^ - :=  1.

349-
On a donc pour la fécondé puiflance 

les deux fraftions 7.7, d’où il s’enfuit que 

ta premier coefficient =  1 ; le fécond= \

~ i &  le troifieme =  2. —  1.
» S 3

repréfente 
duit des tr



La troifîeme puiflance fournit les frac
tions ; donc le premier coefficient 

— i -, le fécond= 1 = : )  ; le troifîeme =  3 

• j  —  3 j le quatrième == =  i .
On a pour la quatrième puiflance ces 

fra£Kons-ci, Ą '-  ; par conféquent Ie 

premier coefficient =  i  ̂ le fécond ~ = 4  i 

le troifîeme = 6  -, le quatrième — 4>
&  le cinquième —

3 5 0 .

Cette regle nous procure donc évident 
ment l’avantage de n’avoir pas befoin de 
connoîrre les coëfficiens précédens, &  de 
trouver au contraire fur le champ, poiif 
une puiflance quelconque , les coefficient 
qui lui font propres.

Ainfi pour la dixième puiflance on écrit"3
les fraftions— \ - l  * ?

x » î  > 3 ’  4 ’  i  ’  ’  ’  7 ’  !  > >
moyennant quoi l’on trouve 

le premier coefficients: i , 

le f é c o n d i o ,

2?8 E  L à M E N S
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le troifieme =  10 ^  =  4 5 ,

le quatrièmer= 45.j r=  1 1 0 ,

le cinquième =  1 20.1  = 2 1 0 ,
1 r . g 4 vj,
ie lixieme =  21 o.- =  2 5 2 ? 

le feptieme =  2 5 2 . ^ =  2 1 0 ,  

le huitième =  210.^ =  120 ,  

le neuvieme =  1 20.| =  45 , 

le dixieme =  45^ =  1 0 ,
1 l ' y '  )

onzieme —  id .^ = = i.10

v f ,  ■ 3 5 1 -
p n peut auffi écrire ces fractions telles 
eHes font, fans en calculer la valeur ,
ll eft facile de qette maniéré d’écrire une 

j^iffance quelconque de aĄ-b , quelque 
,aute qu’elle foit. C ’eft ainfi que la Cert- 

tlerne puiffance de aĄ-b  fera ( a -(- b ) "*

^ a '« + 'J2 .d » b  +  '^ a * b b  +  î ^ a * b }

^ > ï 3î " 7a9S£4 +  , &c. d’où il eft aifé

conclure quelle fera la loi des termes 
divans.

"
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C H A P I T R E  XI .

J)e  la permutation des Lettres , fu r  loquet 
fe  jonde la démonjlration de la Reg'c 
précédente.

3 52 .

S 1 on remonte à l’origine des coëfficie115 
dont nous venons de nous occuper, 011 
trouvera que chaque terme fe p réfet 
autant de fois qu’il eft poflible de tranfpoi# 
les lettres qui compofent ce terme ; ou bien» 
pour nous exprimer d’une autre manière > 
que le coefficient de chaque terme eft éga' 
au nombre des permutations que fouffrei1’ 
les lettres dont ce terme eft compofé. D^'5 
la féconde puiflance, par exemple , le teri^c 
ab eft pris deux fois., c’eft-à-dire que f°!l 
coefficient eft x ; &  on peut en etfe[ 
changer doublement l’ordre des lettres qll! 
compofent ce terme , puifqu’on peut écüiC 
ab b a i  le terme a a au contraire ne  ̂

\



Prefente qu’une fois, parce que l’ordre des 
ettres ne peut fubir aucun changement ou 

Permutation. Dans la troifieme puiffarice 
a~r^ , le terme aab peut s’écrire de trois 

Maniérés différentes , aab , ah a , baa ;  auffi 
e coefficient eft-il 3. De même dans la 

Quatrième puifTance le terme a 'b  ou aaab > 
acW t les quatre difpofitions différentes , 
° aab , aaba , abaa , b a a a ;  c’eft pour
v o i fon coefficient eft 4. Le terme aabb  

ufrre fix permutations , aabb, abba , baba , 
aJ }ab} hbaa , baab } &  fon coefficient eft 6.
Il

en eft de même dans tous les cas.

3 53-
En effet fi l’on confïdere que la quatrième 

Pl"flance , par exemple , d’une racine quel- 
c°nqUe compofée même de plus de deux 
termes, comme ( aĄ-bĄ-cĄ-d)4, Te trouve 
J1 multipliant ces quatre fa&eurs, I. aĄ-b 

I I .a + b + c + d i  m . a + b + c + d ;
on peut voir aifément 

Ille chaque lettre du premier fafteur doit

■£>’ A L G E B R E. 281



fe multiplier par chaque lettre du fécond, 
enfuite par chaq.ue lettre du troifîeme, & 
enfin encore par chaque lettre du qua
trième.

11 faut donc non-feulement que chaqi,e 
terme foit compofé de quatre lettres, malS 
aufîi qu’il fe préfente ou qu’il entre dans I3 
fomme autant de fois que ces lettres peu' 
vent être difpofées différemment entr’elles? 

d’où provient enfuite fon coefficient.

3 54-
Il importe donc beaucoup ici de favort 

de combien de maniérés différentes un 
nombre donné de lettres peuvent être 
pofées entr’elles. Et il faudra dans cette &  
cherche faire attention fur-tout fi les lettré 
dont il s’agit font les mêmes ou divertè5’ 
Quand elles font les mêmes, il ne peut/ 
avoir de permutation, &  c’eff aufïï po^' 
quoi les puiflances Amples, comme a*, 
a4, &c. ont toutes l’unité pour coëflicie111’

iSz E L É M  E N  S
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3 5 5- .
Nous fuppoferons d’abord toutes les 
res diverfes ; &  en commençant par le 

Cas k  plus fimple , de deux lettres ou ab , 
ll0üs voyons que ce font évidemment deux
îran̂ pofitions qui peuvent avoir lieu, favoir
üb l } ba.

c*
^  1 nous avons trois lettres, abc, à confi- 

r̂er j nous remarquons que chacune des 
pourroit prendre la premiere place, 

 ̂ ls que les deux autres admettroient 
Permutations. Car fi a eft la premiere 

^ tre » on a les deux difpofitions abc, acb ;
à la premiere place,  on a les dif- 

étions bac, bca ; enfin fi c occupe la pre- 
J?**  place , on a de même deux difpo- 
j l̂0ns, favoir cab , cba. Et par conféquent 

n°mbre total des dirpofitions eft 3. 1 — 6. 
^  on a quatre lettres , a b c d , chacune 

cj ° cc»per la premiere place ; &  dans 
P a°l,n de ces cas les trois autres peuvent 

Jîler fix difpofitions différentes , comme



nous venons de voir. Le nombre total de$ 
permutations eft donc 4 . 6 = 1 4= 4 .3 .2 .1*  

Si on a cinq lettres ; a b c de  , chacune 
des cinq pouvant également le trouver  ̂
premiere, &  les quatre autres fouffrir ving1 
quatre permutations, il s’enfuit que le nofl1' 
bre total des permutations lera 5 . 2 4 = 1 ^  
■ ■ ■ -

3 5 6 .

Quelque grand par conféquent que f;,;1 
le nombre des lettres , on voit affez que’ 
pourvu qu’elles foient toutes différente5’ 
il eft facile de déterminer le nombre ^ 
toutes les permutations, &  qu’on pou^ 
faire ufage de la table fuivante :
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3.2.i =  6.
Ą » ̂  • 2. • I ■

5.4.3,2.1 =  120.
---------6.5.4.3.2.1 =  7 10 .
------ 7.6.5.4.3.2.1 —  5040.
-----8.7.6.5,4.3.2.1 =  40320.
— 9.8.7.6.5.4.3.2.1 =  362880.

X. 10.9.8.7.6.5.4.3.2.1 =  3628800#

3 57-
^ais comme nous l’avons infinué , les 

n0lnbres de cette table ne peuvent s’em- 
^°yer qvie dans les cas où toutes les lettres 
^nt différentes ; car fi deux ou plufieurs 
^entre elles font femblables, le nombre 

Permutations devient beaucoup moin- 
re > &  fi toutes les lettres font les mêmes, 
n̂n a qu’une feule difpofition. Nous allons 

voir comment les nombres de la table 
°lyent être diminués fuivant le nombre 
es lettres femblables.
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3 5 8 .

Quand deux lettres font données, &  ^  
ces lettres font les mêmes, les deux dify0' 
étions fe réduifent à une feule, &  par con^ 
quent le nombre que nous avions trou'1' 
ci-delTus fe réduit à la moitié, c’eft-à-^ 
qu’il faut le divifer par 2. Si on a trois lettfÊ5 
femblables, 011 voit fix permutations fetC 
duire à une feule ; d’où il fuit que les nomfrrtS 
de la table doivent être divifés par 6==}-1,1' 
Et par une raifon femblable, fi quatre lettr̂  
font les mêmes, il faudra divifer les no111 
bres trouvés par 24 ou par 4.3.2.1 , &C‘

Il eft donc facile maintenant de détff' 
miner, par exemple, de combien de pcr 
mutations les lettres a aab Le font fufceP 
tibles. Elles font au nombre de fix , & Ÿ] 
conféquent fi elles étoient toutes di$e 
rentes, elles admettroient 6.5.4.3.2.1 Ÿe[ 
mutations. Mais puifque a (e trouve trois 
dans ces lettres, il faudra divilèr ce 
de permutations par 3 . 1 . 1  ; &  puif*?^
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 ̂ fe rencontre deux fo is, il faudra encore 
divifer par 2 . 1 ; le nombre des permuta

i s  cherché fera d o n c = ^ ^ i —  5.4.3 
^ 6 0 .

3 59-
^ nous fera donc facile à préfent de

terminer les coëfliciens de tous les termes 
cTUne puiflance quelconque. Nous en don
nons un exemple fur la feptieme puiflance
H - ï) ? . '

I *^e premier terme efl: a7, qui ne fe ren-
c°ntre qu’une fois ; &  comme tous les autres 
tetÎ es ont chacun fept lettres, il s’enfuit 
^Ue le nombre de toutes les permutations 
^°Ut" chaque terme feroit 7.6.5.4.3.2.1 , fi 
t0üfes les lettres étoient diflemblables. Mais 
û̂ que dans le fécond terme a6 b on trouve 
l3c lettres femblables, il faudra divifer ce 

Pr°duit-là par 6.5.4.3.2.1 , d’où il fuit que

,e coefficient e f t = ^ ^ = 7r .
Dans le troifieme terme a' b b , on trouve 

Clnq fois la même lettre a , 6c deux fois la



même lettre b ; il faut donc divifer ce nom' 
bre d’abord par 5.4.3.2.1 , &  enfuite en' 
eore par 1 . 1 ; d’où réfulte le coëfficient
7 . 6 5 . 4 .3.2 . 1_
J  .4 .3 .2 . 1 . 1 .2  1 .2 *

Le quatrième terme a* b' contient quatr 
fois la lettre a , &  trois fois la lettre b ; paf 
conféquent le nombre total des permut3' 
tions de fept lettres, doit être divifé e” 
premier lieu par 4.3.2.1 , &  en fécond 1^  
par 3.2.1 ,ou par 1.2.3 , &  le fécond co^“ 

fident devient
On trouvera de la même maniéré 

pour le coefficient du cinquième terme, * 
ainfi des autres ; au moyen de quoi la rc$  
donnée plus haut fe trouve démontrée (*)’

• • 3 6*

(*) Souvent au(Ti on tire de la théorie des Comtty1 
fons les règles qu’on vient de voir pour la déterminé0 
des cocfficiens des termes de la puiflance d’un binon1 1 

c’eft peut-être avec quelque avantage , parce que to,Jt * 
rapporte alors à une feule formule. ^

Pour indiquer d’abord «n paffant la différence fî1" C 
entre les permutations &. les cotnbinaifons , remarqu0'1 

que dans celles-là 011 demande do combien de inu ii®^  

différentes, par cxcm p lt, les lettres qui composent ’,n
ce r ^ ‘1#
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3 ,6 0 .

Ces confédérations nous conduifent en- 
c°re plus loin, &  nous montrent aufïï corn
a n t 011 doit trouver toutes les puiflances

^tame formule peuvent changer de place , au lieu que 

j ns *cs combinaifons on demande combien de fois ces 
res peuvent être prifes ou multipliées enfemble une à 

e > Jeux à deux , trois à trois.
 ̂ Q uon a it , par exemple , la formule a b c  ,  on a vu que 

^  lettres qui la compofent fouffrent fix permutations, 
av°ir abc, ccb , bac , bca , cab , cba. Mais s’il s’agit des

0lT1b;naifons J je dis que fi on prend ces trois lettres
r* ' - “ —

°n 'es prend deux à deux , on a les trois combinaifons

Une;a 1u"e , on a trois combinai$>ns , favoir ^  &  c. Que 
n '

«  8c bc. Enfin , que fi on prend ces trois lettres 

r°'S * trois , on a la feule combinaifon abc.

de même qu’on prouve que ^  chofes différentes 

je t te n t  1 .2 .3 .4 .-5  permutations différentes, &  que fi 

6 Ces 5 chofes il y  en a r égales , le nombre des per-

^ t io n s  eft 1 1  • on prouve aufli que  ̂ chofes peu-
1 .1 .3  - r  * 1 —

prendre r à r ,  le nombre l,; 3 s ,Jr- de fo is,
i . a . j —r

Ve»t fe
o» -  -  ' *•* ~r
 ̂ «Pe de ces 5 chofes on peut en prendre £  d autant

manieres différentes. Cela fait que fi on nomme ^  

e*Pofant de la puiffance à laquelle on veut élever le

Tome /. T



des racines qui font compofées de plus & 
deux termes (*). Nous en ferons l’appÜ' 
cation à la troifîeme puiflance de 
dont les termes doivent être formés &

binôme a-\-b, &  M ’expofant de la lettre b dans un terfl1* 

quelconque, c ’eft toujours cette formule 

qui exprime le coefficient de ce terme. Ainfi dans l’exetf’' 

pie de cet article 359 ou 5 = 7 ,  on a pour le troifie^ 

terme a ^ b b , l'expofant r = z ,  &  par conféquent le co([‘ 

f ic ie n r=  — .I .2
Pour le quatrième terme on a r — 3 &  le c o ë ffic i^1 

—77777 > &  ainfi' de fuite. Ce font, comme on voit * ^ 

mêmes réfultats que par les^ permutations.

O n a des traités complets &  étendus fur la théorie &  
combinaifons , qu’on doit à Mefiieurs Frenîcle ,  de M°f' 

mort, Jacques Bemoulli, & c . Ces deux derniers ont appr<,/ 

fondi cette théorie, relativement à fon grand u fy1 ’ 

dans le calcul des probabilités , calcul qui mériteroit b's!l 

qu’on en eût un traité élémentaire en franfois , v0<>' I 
leulement à caufe des nombreufes applications qu’on ^ 

fait aujourd'hui, mais aufli parce qu’il exerce l’efprit P‘a> 

que tout autre , &  de la maniéré la plus agréable.

( * )  On nomme ces racines ou ces quantités cort?0' 
ftes de plus de deux termes, des polynomts , pour 

diftinjuier des binômes ou des quantités complexes !i ^  
termes.

M)0 E  L É  M  E  N  S
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toutes les combinaifons poffibles de trois 
ettres, &  où chaque terme doit avoir pour 
coefficient , comme ci-deffus, le nombre 

fes permutations.
La troifieme puiffance de (<2—J— j—c ) * 

êra, fans paffer par la multiplication, a ’ 
'\'laab-^‘ ^aac~\-^abbĄ-6abc~\-^ acc -J- b * 

bcc-\~c
^appofons a =  1 , b = 1 , c z = i , le cube 
l+ i  +  i » ou de 3 , fera

P ^ 3+ 3+ 3+ 6+ 3+ i + 3+ 3+ i = = a7- 
e réfultat eft jufte &  confirme la regle.
Si l’on avoit fuppofe a —  1 ,  b —  1 &  

, on auroit trouvé pour le cube 
e 14~ 1 —  1 , c’eft-à-dire de 1

,+ 3̂ 3- J _ j _ 6+ 3+ i — 3+ j — ! = ! .
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C H A P I T R E  X I I .

D u Développement des Puijfances irratioft" 
nelies par des Juites infinies.

3 6 1 .

C o m m e  nous avons fait voir de quelle 
maniéré on doit trouver une puifTance quel' 
conque de la racine a-\-b , quelque gra^ 
que foit l’expofant, nous fommes en ét‘lt 
d’exprimer généralement la puifTance & 
a-\-b, dont l’expofant fëroit indéterminé 
H eft évident que il on indique cet expofa^ 
par n , on aura par la regle donnée plu? 
liaut ( art. 3 48 &  fuiv. ) :

( a Ą - b y z = a n-\ -nTa '- 'b -\--i . n- l a ' - i ł > '^

. b » - f  i  . £ 2  . > 

& c.

3 6 2 .

Que fi 011 demandoit la meme’ puiflan^ 
de la racine a— £,on ne feroit que changé



s ,]gnes du fécond, quatrième , fx  eme , 
terme, &  on auroit ( a — b ) nz=.an 

" 7  a - ' l _j_l m n_zLa->b1 — 1 .î=!. a’- 3 b3

^ a r-*64 — , & c.

• 3 ^ 3 -

Ces formules font d’une utilité infîgne ; 
Car elles fervent aufli à exprimer toutes 
es efpeces de radicaux. Nous avons fait 
V° lr que toutes les quantités irrationnelles 
Peuvent fe mettre fous la forme de puif- 
lllnces dont les expofans font rompus, &:

\/-*ï=a{  , \ / a — a) , &  ,
c* on aura donc aufli

(a+ ^ ) = i(a+ ^ ) 1 > V (a~ M ) = ( a“M ) 3
^  ^ ( a Jr b) =  {a-\-bY , & c.

C eft pourquoi * fi l’on veut trouver la 
aeine quarrée de a-\-b , on n’a befoin que 

fubflituer à l’expqfant n la fraftion ~ 
ans la formule générale de l’art. x6i . fk. 

aura d’âbord pour les coefficient j
• . w /.lv  c l j T  % r i ‘ ijc

D* A L G E B R E. 2oî
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___» / , , O r " - ł ___  1 n-2 i n-J L-—  V a ^ a  ; a = - ; a  = tay

& c. ou bien on pourra exprimer ces pû '

fan ces de a de cette autre maniéré :
y S

___V± . n-2 ___ ___  K a n-3 ___  5-
a * a ' 2 2 i a J

a a a

V a n-4 a "  V a  o
=  j T 5 « = “ ,  =  “ > 

a a a

3 6 4 .

Cela pôle, la racine quarrée de a -\ °  
pourra s’exprimer de la maniéré qui fuit : 

y / ( t f - f £ ) :=

y / a + ' - b ^ —  +  I  . ' - A b ' Al i a  1 4 « « I 2 4 6 g}

__i  I  1 5 l< \/a O,
a * 4 ’ 6 ’ 8 b  — T  » KC|

CL

3 6 5 .

Si donc a eft un nombre quarré , 011 
pourra afligner la valeur de y/a , &  Par



^onféquent racine quarrée de a+b pourra 
etre exprimée par une fuite infinie fans au- 
CUn figne radical.

Soit, par exemple, a = c c ,  on aura

V « = c , -  d o n c * / ( « : + « )  = c  +  L ‘— ^

- f i  t _  J < * & c
*5* c t TTs'~ 7  ’  a c *

On voit par-là qu’il n’eft aucun nom- 
r̂e dont on ne puifle extraire la racine 

quarrée. de la même maniéré -, puifque tout 
n°mbre peut fe décompofer en deux par- 
tles, dont l’une foit un quarré repréfenté 
Par ce. Si on cherche, par exemple , la 
racine quarrée de 6 , on fera 6— 4 - }-  2 , 
Par conféquent c c = 4 ,  c = i , 6 = 2  j d’où 
^fulte \ / ô = i + ;  — & c. 
1 on vouloit ne prendre que les deux 

lim iers termes de cette fuite , on auroit 
*?= =  \ , dont le quarré j  eft de plus 
Srand que 6 -, mais fi on confidere trois 

termes on a 2 , dont le quarré ~ -

encore de trop petit.

' T  4
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Puifque dans cet exemple ~ approche

beaucoup déjà de la valeur vraie de y/^» 
nous prendrons pour 6 la quantité équiva

lente j — l-  Ainfi cc — — ; ; & = — 

&  calculant feulement les deux premia
I

termes, nous trouvons \/ó  =  ^

296 E L É M  E A’ S

I

i  —  le quarré de
2 2 _[ 2

2

cette fra&ion étant ne furpaffe que de 

£  le quarré de y /6.

Faifant maintenant 6 = ~ —  ~  , de 

forte que c =  ^ S z l> = — &: ne prc' 
nant encore que les deux premiers termes»

1 li,J( ' 1 •
/ , 40 t I 4OO 49 I 400 . Q

on a y/6 =  4̂ + - . —  ̂ = T o  —
1 0  >0 "16  -

— , l b = S  » dont le cIuarré efl ==
Or 6 réduit au même dénominateur ctf

—  Wtsoo » l’errci>ir n’efi: donc plus que &c



3 6 7 .

On pourra de la même maniéré expri- 
nier la racine cubique de aĄ-b par une

^rieinfinie. Car puifque \/(a-\-b)— (a-\-by,

011 aura dans la formule générale n = j i

^  pour les coëfficiens, 7 =  j»  ~7~— — j»  
*-■ — n- ^ = — -  , & c. &9 ’ 4 3 s «s ’

^ant aux puiflances de a , on aura an= \ / a ;

Q ,:== y /a ; o""" —  ; “ ~3 =  ^  & c*

D  A  L G E  B  R E.  2 9 7

*
aa

V  V7 —  J  ' hb

+  &&r<

3 6 8 .

^ donc a efl: un cube, ou a = c i ,

Q v a  =  c ,  &  les Agnes radicaux s’éva-
°üiront j car on aunr ' “

, bb < b' \l b*



3 6 9 .

Voilà donc une formule, au m oyen  
laquelle on pourra trouver par approxiffl*' 
tion , comme on dit, la racine cubique d un 
nombre quelconque ; puifque tout noinbre 
peut fe partager en deux parties, coffl^ 
c 3 -\ -b , dont la premiere foit un cube.

On voudroit, par exem ple, déterminé 
la racine cubique de 2 ; on repréfent^1
2 par i- j- i  y de façon que c—  1 &

par conféquent y  2 = 1 - } -  j — —j— ̂ 7, ^ c' 

les deux premiers termes de cette fuite f0”1 

1 ‘ = j  , dont le .cube ^  eft trop gra111'

de Qu’on fafle donc 2 =  ^  , 0(1 

aura c—  ~  , &  par conféque”1

3 -i_ ° ‘  ~ ,  . • f 

\ / 2 =  j — j .— Ces deux termes f"0’11

dont le cube eft Ś Ś 3-. Or ’

ainfi Erreur eft j g f c  E. voi»

2.98 E L É M E N  S
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c°mment on pourra approcher toujours da
vantage , &  d autant plus vite qu’on pren- 
ra un plus grand nombre de termes (*).

( ) M . Halley a donné dans les TranfaSlions philo fo- 

' Ues l (>94 une méthode très-belle &  très-générale 
^°Ur ex;raire par approximation les racines d’un degré 

^'conque. Monfieur H alley  prouve'qu’on a générale

ment "l — ___  ~bl /  il , m-1 , \ /  | _________ ____•
a +  b — „777“* +  * (m-1)1 21 

^U‘ ne "̂eront Pas à portée de confulter les Tran- 
j t0ns philofophiques , trouveront des éclairci ffemens fur 

Orrnation &  fur les ufages de cette form ule, dans la 
,0llvelle édition des Leçons élémentaires de Mathématiques 

e l’Abbé de la Caille,  publiées par M . l’Abbé M a rk ,



C H A P I T R E  X I I I .

D u Développement des Puijfances négative*' 

3 7 0 .

o u s avons fait voir plus haut qu 0,1 

peut exprimer ~ par a~} -, on peut donc & 

même exprimer ~-b par (a-}-^)_I ;deforte 

que la fra&ion ~ -t peut être regard  
comme , une puiflance de a + b , c’eft-à'0,re 
celle dont l’expofan* efl:— 1 ; &  il s’enfo11 
de là que la férié trouvée ci-deflus pour ‘*ł 
valeur de (a-\-b)" s’étend aufli à ce cas.

* 371- -
Puis donc que flgnifîe autant (\ü': 

» fuppofons dans la formule citc* 
n —  —  1 ; nous aurons d’abord pour 1e5 
coëfficiens : " = — 1 : - - — — j • — — — 1 ;

I 7 2 ’  3

V  — — 1 1 & c* i &  enfuite pour les p11̂ " 
fances de a :



“  a ’ a* 1 a '  a b 

k même fuite que nous avons déjà trouvée 
haut par la ^divilion.

37Z*
plus— étant autant que (a+ł>)-\

Iê uifons aufli cette formule en une fuite 
lnfinie. H faudra pour cet effet fuppofer

i , &  nous aurons pour les coëf- 

flciens d’abord nT = — f  ~

i ---4 ? & C' ^  P0Ur leS PÛ “

fances de a : a’ == \  ; a”-' =  — ; a* '1 
a a J

an~} =  &c. Nous obtenons



4^  i * ? 13  4
O r 7 =  2 » 7 * r  —  3 » r* ! •  3 — 4> i • a ’ 3 

== 5 , & c . Par conféquent nous avo>lS

a 1 a 5 a 4 4 a*

& c.

3 7 3 .  '

Continuons &  fuppofons « = — 3 ,  nollS 

aurons une fuite qui exprimera la valeur

d e ;—r-rr ou de (a-\-b)~\ Les coëfficie115
O n"*)1

fe ro n t* -____ 3-  • — — __ ±- — ------- -Vîeront. , —  t , a —  1 , } —  3
&c. &  les puiflances de û ê'

i 1 *
viennent: a" =  — ; a " - '  —  — a ”-1 

a 3 a 4

& c. ce qui nous donne : ^ ~j—J ÿ  ^  "o,

h b1 * h* (.V_3 _f__! 3. i _ ;_î i i : __L 3 4 L -ia4 T"i*aaf *’2*3 a6 T  r*â*3'4 a
I *> y , b '  b 3 £

& c. =  - ^ - - 3^ + 6- t  —

I o * ‘ I ^
- 1 1  ? + * ® " î 6 ? - •+ -* »



Faifons encore n =  —  4 , nous aurons 

P°ur les coëfHciens : -  =  —  5-.
n-* > 1 ’  2 1 >

— ~ & c. &  pour les puif- 

fences ; an =  — ; a *"  =  : a"_I=  —  .«4 » ®  —  fl6 »

D  A  L G E  B  R  E. 3 0 J

8 3---- - i a*-4 =  — f & c. d’où l’on tire:a7 c8 7
---ï__4 b ! 4 5 4 i«^’

H * ) 4~“ a 4 r-r-3̂ 7
4- i  ! 6 7 b* q I Æ ,

I *2 i~* * H OlC» • k ■ ————— ^  —— ■ I ■< J  Q  --- -*
3 4 a 8 a 4 *  a» ‘ a 6

Â4 U

î 0 7 + 3 i ?  *4 + > & c -

374-
différens cas que nous venons de 

^ufidérer nous mettent en état maintenant 
 ̂conclure avec certitude qu’on aura gé- 

neralement pour une telle puiflance néga- 
tlVe quelconque de a-\-b : '

m m +l



Et on peut, moyennant cette formule, 
transformer toutes ces efpeces de fra&ions 
en fuites infinies , en fubftituant même a 
m des fraftions , afin d’exprimer des f°r' 
mules irrationnelles.

3 0 4  E  L É M E N  S

375-
Pour éclaircir encore davantage cette 

matiere , nous joindrons ici les confié' 
rations qui fuivent.

Nous avons trouvé :

a 1 ‘ a ’ a 4 ^  a 5 a ba + b  ‘
& c.

Si nous multipliops donc cette fuite 
aĄ-b , il faut que le produit foit =  1 : & 
cela fe trouve v ra i, comme on va le voir» 
en effectuant la multiplication :

a '
a -j- b

1 b % b> . b* b ' . o,c
+ 7 - , T T + ^ - a- + &C-+



Nous avons trouvé auffi -— —  ~
(a-\-hy

-  ÿ + l ï l - * t .+  ï L - 6J 1 & c. -Si
a a4 a f ‘ a a7 
multiplie donc cette fuite par (a-\-b ) 2, 
aut que le produit foit pareillement =  i. 
r = aa-\-zab-\-bb , voici donc

e plan de l’opération : 
l  ï b  )bb 4 b ’ ib 4 6b' 
k -p -  +  
«fe.

3 7 <5.

jj» i ybb 
a  1 a a —  +a 3 ‘ a A

6b ' 
a. 7 —j~ & c.

ł j __4jà i
« a a  •"

6 b 1
~ î

u *
_ 4

. ioZ>5 
1 - f -----& c.a J a '

j _  bb r b '  . 3 b* 4 b 5 ,
+  ra- ^ r -  +  - r - ^ r  + & c.

1 Produit que la nature de la chofe exigeoït. 
Tome I. V



377-
Que fi l’on ne multiplioit que par 

la férié trouvée pour la valeur de 

il faudroit que le produit répondît à la frac

tion —b, ou fût égal à la férié trouvée cV
i n- i & i b b  b '  . b *  Q cr

deflus, --------7 -\— ------- r~ f“ T  & c*a a 1 1 a 3 a 4 . 1 a !
c’eft ce que la multiplication effe£Hve
confirmera.

j . _  î i  _l  _l  i i i  &c.a “ a3 ' a4 a5 1 a6

I __îf + &c.
fla~  c 3 a 4 ' a s

+  ± _ i ÿ + î Ü _ 4i 4 & c .
' «j a 3 ' a 4 a !

i  —  i - 4- —  —  - 4 - ^ —  & c.a a a l a l a4 à 1

} 0 6 E L É M E N S
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SECTION TROISIEME.
&es Rapports & des Proportions.

C H A P I T R E  P R E M I E R .

Rapport arithmétique, ou de la différence 
entre deux Nombres.

b
3 7 8 .

Eux grandeurs font ou égales l’une
* 1 autre , ou elles ne le font pas. Dans ce 
^rnier cas où l’une eft plus grande que
* autre, on peut envifager leur inégalité 
J*s deux points de vue différens ; on peut
erUander de combien une des quantités elt 

P'Us grande que l’autre ? On peut aufli de
mander combien de fo is  l’une eft plus grande 
^Ue l’autre ? Les déterminations qui for
cent ies réponfes à ces deux queftions, fe

V  1
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nomment toutes deux des rapports ou des 
raifons ; on a coutume de nommer la pre- 
miere rapport arithmétique , &  la féconde 
rapport géométrique , fans cependant que 
ces dénominations ayent aucune liaifo'1 
avec la chofe même ; c’eft arbitrairement 
quelles ont été adoptées.

379-
On s’imagine bien fans doute qu’il fa"1 

que les grandeurs dont nous parlons foient 
d’une même efpece, puifque fans cela on 
ne pourroit rien déterminer au fujet de leuf 
égalité ou de leur inégalité. Il feroit ab' 
furde , par exemple , de demander fi den* 
livres &  trois aunes font des quantité5 
égales ? C ’efl pourquoi dans ce qui va fuivtf 
il ne peut être queftion que de quantité5 
d’une même efpece ; &  comme elles pe11' 
vent toujours être aflignées en nombre-5» 
ce n’efl aufli, comme nous en avons avertl 
dès le commencement, . que des nombre5 
dont nous traiterons.



3 8 0 .

Quand on demande donc de deux nom- 
res donnés, de combien l’un eft plus grand 

cJUe 1 autre, la réponfe à cette queftion 
etettnine le rapport arithmétique de ccs 
eux nombres. Or puifque cette détermi- 
ation fe fait en indiquant la différence des 
eux nombres, il s’enfait qu’un rapport 

^hmétique n’eft autre chofe que la dif- 
erence entre deux nombres. Et comme 
e mot de différence nous paroît une ex- 

Pteflion plus propre, nous rélèrverons celles 
rQ-ppon ou raifon , pour exprimer les 

sports géométriques.

3 8 1 .

différence entre deux nombres fe 
r°Uve j comme on fait, en fouftrayant le 
Us petit du plus grand ; rien de plus facile 

Par conféquent que de réfoudre la queftion, 
ç c°mbien l’un eft plus grand que l’autre. 

f dans le cas donc où les nombres font

V 3
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égaux , la différence étant nulle ou zero, 
fi l’on demande de combien un des nom' 
bres eft plus grand que l’autre , on report' 
dra, de rien. Par exemple , 6 étant = 2-3 ’ 
la différence entre 6 &  2.3 eft o.

382.
Mais lorfque les deux nombres ne l"01ît 

pas égaux , comme 5 &  3 , &  qu’on 
mande de combien 5 eft plus grand que 3 ’ 
la réponfe e ft, de 2 ; &  elle fe déternû112 
en fouftrayant 3 de 5. De même 1 f 
plus grand que 5 , de 10 ; &  20 furpa^ 
8 de 1 1 .

3 8 3 .

Nous avons donc trois chofes à codv 
dérer ici : 1 .° le plus grand des deux n0$' 
bres i 2.0 le plus petit, &  3.0 la différent’ 
Et ces trois quantités ont entr’elles une l>al" 
fon telle, que deux des trois étant donnes5’ 
elles déterminent toujours la troifîeme.

Soit le plus grand nombre =  a , le p̂ llS 
petit =  k , la différence =  d : on tro11

3 1 O E L É M E N  $



vera la différence d en fouftrayant b de a , 
façon que d = a  —  b ;  d’où l’on voit 

comment a &  b étant donnés on peut trou
ver d.

384.
Mais fi c’eft la différence qui eft donnée 

avec le plus petit des deux nombres, ou b, 
Ce fera le nombre plus grand qu’on pourra 
^terminer, favoir, en ajoutant enfemble la 
différence &  le nombre plus petit, ce qui 
0̂lme a = b - \ - d .  Car fi on ôte de b-\~d 

^ moindre nombre b , il refte d , qui eft 
différence connue. Soit le moindre nom- 

r̂e= = i 2 ,  la différence:=  8 , le nombre 
grand fera =  zo.

3 8 5 .

Enfin fi outre la différence d le plus grand 
n°mbre a eft donné, 011 trouve l’autre nom- 
re b en fouftrayant la différence du plus 

§rand nombre, ce qui fait qu’on a bz=a—d. 
fi j’ôte le nombre a — d du nombre

V  4

-D* A  L G E B R E. 311



plus grand a , il refte d , qui eft la différence
donnée.

3 8 6 .

La liaifon entre ces trois nombres a ,h ,^  
eft donc telle qu’on en tire les trois de- 
terminations fuivantes : 1 .° d z = a  —■  ̂ »
2.° a— b Ą - d ;  3.0 b = z a —  d ;  &  fi Uüe 
de ces trois comparaifons eft jufte, il &ul 
néceftairement que les deux autres le foie111 
auffi. Donc en général fi i = x - ] - y  ,  ̂
faut abfolument que y — f — *  &  x = i ^ '

3 8 7 .

Il eft à remarquer au fujet de ces raifànS 
arithmétiques, que fi l’on ajoute aux deü* 
nombres a &  b un nombre cpris à v o l o n t é ?  

ou qu’on l’en fouftraie , la différence re^f 
la même. C ’eft-à-dire que fi d  eft la d '̂ 
férence entre a &  b ,  ce nombre d 
auffi la différence entre a-f-c &  b-^-c > 
entre a—c &  b—c. Par exemple, la d '̂ 
f'.vace cnreles nombres 2 0 &  12  étant

312 E L  É M  E  N  S
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Cefte différence reftera la m êm e, quelque 

n°mbre qu’on ajoute à ces nombres 20 

^  l 2 , &  quelque nombre qu’on en re
vanche.

3 8 8 .

preuve en eft évidente. Car fi a—b 
on a aufli —  (b-\-c)=^d; &

Unièm e ( a —c) —  ( b— c )r= */ ..<

3 8 9 .

Si on double les deux nombres a &  b , 
a différence deviendra double aufli. Ainft 
^and a— b = d , on aura 2a —  2b— x d ;  

en général na— n b = n d , 
re qu’on prenne pour n.

quelque nom-
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C H A P I T R E  I I .

Des Proportions arithmétiques.

'  39 ° -

L o r s q u e  deux rapports arithmétiqUÊ’ 

font égaux , cette égalité fe nomme ^  
proportion arithmétique.

Ainfi quand a— b = d  &  p —q— d , ^ 
forte que la différence eft la même entrS 
les nombres p  &  q , qu’entre les nombfe5 
a &  b , on dit que ces quatre nombres ^  
ment une proportion arithmétique j 011 

l’écrit a— b = p —q , &  on indique cla1̂  
ment par-là que la différence entre û ^ 
eft égale à la différence entre p  &

-  39 1 *

Une proportion arithmétique co fl^  
donc dans quatre termes, qui doivent ^  
tels, que fi on fouftrait le fécond du pf£ 
mier, le refte fe trouve le même cIut

[
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fouftrayant le quatrième du troifieme. Ainfi 
Ces quatre nombres 1 2 , 7 , 9 ,  4 forment 
llne proportion arithmétique, parce que

l i - 7  =  9 - 4 C).

3 9 2 . .

. Quand on a une proportion arithmé- 
tl(îUe comme a—b—p —q , on peut faire 
Ranger Je  place au fécond &  au troi- 
1Crne terme , en écrivant a — p =  b — q ; 
Cette égalité ne fera pas moins vraie. Car 
^*que a—b = p — q , qu’on ajoute d’abord 

ês deux côtés, on aura a— b-Ą-p—q. 
°n fouftraie enfuite p  des deux côtés, 
aura a — p =  b —  q.

Ainfi, comme 12 — 7 = 9 — 4 > on a aufli

' ^ 9= 7— 4-

3 93-
On peut aufli dans toute proportion arith

métique , mettre le fécond terme à la place

p j  )  P°ur d^figncr que ces nombres font une telle pro- 

u° n > quelques-uns les écrivent ainfi : 1 2 . 7 : 9 - 4-



du premier, fi on fait en même temps u,K- 
tranfpofition pareille du troifieme &  ^  
quatrième. C ’eft-à-dire que fi a—b = p —P 
on aura auffi b—a— q—p. Car b — & ^  
la négative de a — b , &  de même 
eft la négative de p — q. Ainfi , puif<3ue 
12 — 7 = 9 — 4 )  on a pareillement 7 " ''1* 
= 4 — 9.

3 94-
Mais la propriété principale d’une pra" 

portion arithmétique quelconque eft ce^  
ci : que la fomme du fécond &  du troifieIlie 
terme eft égale conftamment à la foiD^ 
du premier &  du quatrième terme. Ce£te 
propriété, à laquelle il faut bien faire at 
tention , s’exprime auffi de cette façon: 
fomme des moyens eft égale à la fom11*6 
des extrêmes. Ainfi, comme 12 — 7=9-^"^ ’ 
©n a 7 4 - 9 = 1  24-4 ; &  en effet la fofl111̂  
eft 16 de part &  d’autre.

3 16 E L  É M  E  N  S
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395-
, pour démontrer cette propriété 

Principale , a—b = p — q ; fi on ajoute de 
Part &  d’autre b-\-q, on a a-\-q=b-\-p ;  
Ceft-à-dire que la fomme du premier &  

Quatrième terme eft égale à la fomme 
fecond &  du troifîeme. Et réciproque- 

Wleilt> ft quatre nombres, a , b , p , q , font 
jfk que la fomme du fécond &  du troi- 
leiîle eft égale à la fomme du premier &  
11Quatrième , c’eft-à-dire que b+p— a+q  , 

°n eu conclut, fans pouvoir fe tromper, 
ces nombres font en proportion arith

métique , &  que a— b = p — q. En effet, 
JUlfque a- \ - q = b - \ - p t fi on fouftrait de 
llln Sc de l’autre côté b -\ -q , on obtient

°= = p — q-
Ainfi les nombres 1 8 , 1 3 ,  15 , 10 étant 

que la fomme des moyens 13 -j- x 5; 
^ *8  eft éeale à la fomme des extrêmes
j o « O
5 T  to = 2  8 , on eft certain qu’ils forment 

une proportion arithmétique, &  par 
c°nféquent que 1 8— 1 3 = 1 5 — 10.



39 6.
f  , /

H eft facile au moyen de la propriete 
dont nous parlons, de réfoudre la quelh(,n 
qui fuit : les trois premiers termes clulie 
proportion arithmétique étant doni^5 > 
trouver le quatrième ? Soient a , b , p ceS 
trois premiers termes , &  exprimons paT ? 
le quatrième qu’il s’agit de déterminer, n°uS 
aurons a-\-q— b-\-p ; fouftrayant enfurte 
de part &  d’autre, nous obtenons q = b - f f  
— a. Ainfi le quatrième terme fe trouvet)l 
ajoutant enfemble le fécond &  le troifie1111' ’ 
&  en fouftrayant de cette fomme le prefl11̂ ' 
Suppofez , par exemple, que 19 , 28» ^ 
foient les trois premiers termes donnes > 
fomme du fécond &  du troifieme e ft^ 4l ’ 
ôtez-en le premier qui eft 1 9 ,  il refte 
pour le quatrième terme cherché , & 
proportion arithmétique fera indiquée p‘ 
19— 1 8 = 1 3 — 2 2 ,  ou par 28 — 1 9 ^
— 1 3 ,  ou par 28— 2 2 = 1 9 — *3*

}i8 E L É  M  E  N  S
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397*
Lorfque dans une proportion arithmé- 

tlciue le fécond terme eft égal au troifieme, 
°n na que trois nombres, mais dont la 
Pr°priété eft telle que le premier moins 

^cond fait autant que le fécond moins 
troifieme, ou bien que la différence entre 

 ̂ Premier &  le fécond nombre eft égale 
a différence entre le fécond &  le troi- 

^ e .  Les trois nombres 1 9 ,  1 5 ,  11  font 
Cette efpece, puifque 1 9 — 15 = 1 5  — 11.

398.
P*i dit de trois nombres tels que ceux- là , 

forment une proportion arithmétique 
°̂nt>nue , &  on le défigne quelquefois par 

, figne -i , en écrivant, par exemple , 
*9 , 1  j , 1 1 . On nomme aufli ces fortes 

e proportions des progrejjlons arithmèti- 
^ esi fur-tout s’ il y  a un plus grand nombre 

termes qui fe fuivent conformément à 
3 *nême loi.

t



Une progreflion arithmétique peut être 
ou croijfante ou décroijfante. La premier2 
dénomination lui convient quand les terme5 
vont en augmentant, c’eft-à-dire , quai  ̂
le fécond furpafle le premier, &  que  ̂
troifieme furpafle d’autant le fécond, com^ 
ces nombres-ci, 4 , 7 ,  10. La progrefl’1011 
décroiflante eft celle où les termes vo'11 
toujours en diminuant de la même qu*1'1’ 
tité, tels font les nombres 9 , 5 , 1 .

399-
1

Suppofons que les nombres a ,b  ,c  foief' 
en progreflion arithmétique , il faut üf 
a— b— b— c y d’où il fuit, à caufe de l’é-53 
lité de la fomme des extrêmes &  de 
des moyens , que xb— a-\-c ,• &  fi on 
trait a de part &  d’autre, on a c = z b —

400.
Ainfi quand les deux premiers terme5’ 

a , b , d’une progreflion arithmétique i"01’1 
donnés , 011 trouve le troifieme , en ôt*111'

’ le

320 É  L É M  E  N  S
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*e premier du double du fécond. Soient
1 & 3 les deux premiers termes d’une pro- 
8reffion arithmétique, le troifîeme fera 
^  2 • 3 —  1 =  5 • Et ces trois nombres 1 ,3 ,5  
donnent la proportion 1 — 3 = 3 — 5.

401 .
On peut, en fuivant la même vo ie , aller 

Plus loin &  continuer la progrefîîon arith- 
^ iq u è  aufli loin qu’on voudra : on n’a 

chercher le quatrième terme moyen- 
nant le fécond &  le troifîeme, de la même 
^niere qu’on a déterminé le troifîeme au 

°ÿen du premier &  du fécond, &  ainfi 
‘uite. Soit a le premier terme, &  b le 

ec°nd , le troifîeme fera =  zb —  a , le 
Ûatriem e= 4b— za—b— ^b— 2a , le cin- 

jj^nie —  6b—•4a—-zb-\-a=z^b— 3a,  le 
'X'eme r=;8£— 6a— }b-\-za—  ̂ b—4a , le 
^iernerziioÆ—8£—4^—j—3 —j a.

T'orne I. X
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C H A P I T R E  I I I .

4 0 2 .

Des Progrejjlons Arithmétiques.

N o u s  avons infirmé qu’on nomme pr0‘ 
grejjion arithmétique une fuite de nombr  ̂
compofée d’autant de termes qu’on veuc’ 
lefquels croiffent ou décroiflent toujoüfS 
d’une même quantité.

Ainfi les nombres naturels écrits pat 
ordre, comme 1 ,  2 , 3 , 4 , 5 ,  6 , 7 , ^  
9 , 1 0 ,  & c. forment une progreflion ari^‘ 
métique , parce qu’ils augmentent toujo^* 
de l’unité ; &  la fuite 2 5 ,  2 2 , 19 ,  
1 3 , 1 0 , 7 , 4 ,  1 , 8cc. eft aufli une 
progreflion , puifque ces nombres di^1’ 
nuent conftamment de 3.

4 0 3 .

Le nombre ou la quantité dont les terril 
d’une progreflion arithmétique devienne1



plus grands ou plus petits, fe nomme la 
différence. Ainfi quand le premier terme eft 
donné avec la différence , on peut conti- 
nuer la progreflion arithmétique aufli loin 
qu on voudra. Soit , par exemple, le prê
te r  terme —  1  , &  la différence =  3 , 
°n aura la progreflion croiflante qui fuit ; 
a>5, 8 ,  u  , 14,  1 7 , 2 0 , 2 3 ,  26,29 , & c .  
°ü chaque terme fe trouve en ajoutant la 
différence au terme précédent.

4 0 4 .

On a coutume d’écrire les nombres natu- 
rek > 1 ,  2 , 3 , 4 , 5 ,  &  c. au-deffus des 
termes d’une telle progreflion arithmétique, 

qu’on reconnoifle d’abord le rang où 
1)11 terme quelconque fe trouve être dans 
}a Progreflion. On peut nommer ces nom- 
res écrits au-deflùs des termes, des in-

d ' t  1  r •

lCes i ainfi l’exemple cité s’écrira comme 
ÿ fuit :

In d ien ,  1 , 1 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0  

r°g. arithm. 2 ,5 ,8 ,11 ,1 4 ,1 7 ,20 ,23 ,2 6 ,1 9
X  2
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& c. où l’on voit que 29 eft le dixième
terme.

4 0 5 .

Soit a le premier terme, &  d la diffe' 
rence , la progreflion arithmétique confl' 
nuera dans cet ordre : 
1 2 3 4 5 6 7  
a, a+d, a+ id , d, «4-4d, 5 d, a-\-6d, &C' 
par lequel on voit qu’il eft facile de trotf' 
ver aufli-tôt un terme quelconque de  ̂
progreflion , fans qu’il foit néceflaire 
connoître tous les termes précédens, & 
uniquement par le moyen du premier terme 
a &  de la différence d. Par exemple, ^ 
dixicme terme fera =  , le centiefl^ 
terme =  a-j-99</, &  en général le terfl12 
n quelconque fera r=<z-}“ (/z— \)d.

4 0 6 .

Lorfqu’on s’arrête en quelque endroit^ 
la progreflion, il eft effentiel de 
attention au premier &  au dernier terme >



^  1 indice du dernier indiquera le nombre 
termes. Si donc le premier terme= a , 

ta différence =  </, &  le nombre des termes 
' - ' ,z 5 on a le dernier terme =<z-|-(/z— \)dy 
kquel fe trouve par conféquent en mul- 
tjpliant la différence par le nombre des 
|ermes moins un, &  ajoutant à ce produit 
e Premier terme.

Suppofèz , par exemple, une progrefïïon 
aruhmétique de cent termes, dont le pre- 
j11'er^=4t3 &  que la différence foit = 3  , 
e dernier terme fera =  99.3-1-4^=301.

4 0 7 .

Lorfqu’on connoît le premier terme a &  
e dernier 1  , avec le nombre des termes 

on peut trouver la différence d. Car 
Pu'fque le dernier terme i ) d >
, 011 fouftrait de part &  d’autre a , on ob- 

tle,lt — i)d.  Ainfi en fouftrayant
Pren\jer terme du dernier, on a le produit 

e ta différence multipliée par le nombre 
es termes moins 1. On n’anra donc qu’à

X  x

z> A  L  G E B  R  E . 3 2 J
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divifer {—a par n— i pour obtenir la valeur 

cherchée de la différence d , qui fe r a = ^ ' 
Ce réfultat fournit cette regle : on fouftra11 
le premier terme du dernier terme, &  °n 
divife le refte par le nombre des terfl^5 
diminué de l’unité, le quotient eft la diffe 
rence ; par le moyen de laquelle on ^  
en état enfuite d’écrire toute la progrefîi011,

4 0 8 .

Suppofons, par exemple , une progr^' 
fion arithmétique de neuf termes, dont  ̂
premier foit =  2 , &  le dernier = 1 6  
qu’il s’agiffe de trouver la différence. Il 
dra donc fouftraire le premier terme 1  ^  
dernier 26 &  divifer le refte qui eft *4’ 
par 9 — 1 , c’eft-à-dire par 8 ; le quotient ) 
fera égal à la différence cherchée , &  ^ 
progrefïion entiere fera :

1 2 3 4  5 6 7 8 * 9  

z? * 4 5 17  ? » 23 » ^
Suppofons, pour donner un autre e*efl* 

pie , que le premier terme foit =  J ?



dernier =  2 , le nombre des termes = 1 0 ,  
& qu’on demande La progreflion arithmé- 
tJque qui répond à ces fuppofitions, nous 
aurons aufîi-tôt pour la différence j
^  de là nous conclurons que la progreflion
eft:

! 1  3 4 5 6 7 8 9  10
I T1 T̂ . j l  t 1 T— T — -y> ’ 9 ’ *9 ’ V  S ’ 9 » 9 ’ 2*
Autre exemple. Soit le premier terme 

^  i  , le dem i* == 1 2 1 , &  le nombre 
des termes =  7 ,  on aura la différence

1 ï __10  ̂ — ~ ~  1 ^7, &  par con-
6 36 36 ? ^

féquent la progreflion :
1 2. 3 4 5 6 7

x 1? 5 1 ~  29 r
3 * 4 j 6 > 5 x 8 >  7 7 7 5  9 ?  > 1 0 36 > 1 Z z m

4 0 9 .

Maintenant fi les données font le prê
t e r  terme a , le dernier terme { &  la 
différence d , elles font trouver le nombre 

termes n. Car puifque {—a = ( n — i)d ,  
°n divifera des deux côtés par d ,  &  on aura,

r> A  L G E  B  R  E . 317
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=  —1. Or n étant de 1 plus grand 

que n — i , o n  a « =  ; par conte"
quent le nombre des termes fe trouve en 
divifant la différence entre le premier & 
le dernier terme, ou \ — a ,  par la chffe" 
rence de la progreffion , &  en ajoutant

l’unité au quotient

Soi t , par exemple , le premier terme 
=  4 , le dernier =  100 y &  la différence

=  1 2 ,  le nombre des termes fera 
&  voici quels feront ces neuf termes : 
1 2  3 4 5 6 7 8 9 
4 , 1 6 ,  28 , 4o , 52,  64,  76 ,  88, io0‘

Si le premier terme = 2 . ,  le dernier =  61 

&  la différence = ' 1  j  , le nombre des tet'

mes fera 4 j &  ces quatre ternit
1 3.

feront
1 2 3 4
2  > 3 f  > 4  7  j  6 .

Soit encore le premier terme =  ê 

dernier = = 7 - ,  &  la différence =  1 \ » *e



n°mbre des termes fera 3 - --  ̂ 3- *
1 9

"~4 ; &  voici ces quatre termes :
1 7 Ć. 2 * 23 J  > 4 9 > o j ,  7 3 » .

' • • J  2 xr * ‘ • » ■' ,v
4 1 0 .

^ais il faut obferver que le nombre des 
^ e s  devant être néceifairement un nom- 
re entier , fi on n’avoit. pas trouvé un tel 

^rnbre pour n dans les exemples de l’ar- 
tlck précédent, les queftions auroient été
K urdes.

T • » ■1 °utes les fois donc qu’on ne trouvera Pas b
;.3 un nombre entier pour la valeur de 
f ł *1 fera impofllble de réfoudre la quef- 
l̂0n > &  par conféquent pour que ces fortes 

queftions foient polTibles, il faut que 
^~a foit divifible par d,

4 1 1 .

On conclura de ce que nous avons dit , 
^  ° n a toujours quatre quantités ou élé- 
. ‘Clls à confidérer dans une progreflion
Amérique :
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I. le premier terme a ,
II. le dernier terme £ ,
III. la différence d ,
I V .  le nombre des termes n.

Et les rapports de ces quantités les un# 
aux autres font tels, que fi on en conno*1 
trois, on eft en état de déterminer la qu3' 
trieme, car :
I. Si a , d  &  n font connus, on a 

- j-  (/z— i )d.
II. Si { ,  d &  n font connus, on a a ̂  

— ( n — i ) d.
III. Si a , i  &  n font connus, on a d=^

IV. Si a ,  ̂&  d  font connus, o n a n ^ ^

c + 1 ’

3 3 0  E  L É M E N S
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C H A P I T R E  I V .

la Sommation des Progrcjjions 
arithmétiques.

4 1 2 .

^  N a fouvent befoin aufli de prendre 
a fornme d’une progreflion arithmétique, 

trouveroit en ajoutant enfemble tous 
termes ; mais comme cette addition

fa •
er°it très-prolixe , quand la progreflion 
c°nfifte en un grand nombre de termes, 
j°n a imaginé une regle, par le fecours de 
Quelle on trouve très-facilement la fomme 
°nt nous parlons.

4 1 3 .

^ous confidérerons d’abord une progref- 
’°n de cette efpece qui foit donnée, &  
ê e que le premier terme =  2 , la difle- 
eilce =  3 , le dernier terme =  29 , &  le 

noinbre des termes =  1 0 :



1 2 3 4  5 6 7 8 9 i °
5 > 8 j 1 U »  1 7  , î o ,  2 3 , 1 6 ,  29.

Nous voyons que dans cette progreÆ011 
la fomme du premier &  du dernier tern12 
=  31 ; la fomme du fécond &  du pénul' 
t ie m e =  31 ; la fomme du troifieme &  
l ’antépénultieme =  3 1 ,  &  ainfi de fuite » 
&  nous en conclurons que la fomme 
deux termes quelconques également éloJ' 
gnés l’un du premier &  l’autre du derrtief 
terme , eft toujours égale à la fomme 
premier &  du dernier terme.

41 4*
Il eft facile d’en faifir la raifon. Car 1*

lenous fuppofons le premier terme = a ,  
dernier &  la différence d ,  la {otn&e 
du premier &  du dernier terme eft = a -p {  ' 
&  le fécond terme étant = a - \ - d  &  le pe' 
nultieme,™{ —  d , la fomme de ces dei1% 
termes eft auffi Enfuite le troi<ienie
terme étant a -\ -x d , &  l’antépénultid112

—  x d , il eft clair que ces deux ternieS

33* E  L È M E  N  S



‘'joutes enfemble font aufli £-}-{. On dé
montrera la même chofe de tous les autres.

4 1 5 .

Pour parvenir donc à déterminer la 
0rnme de la progreflion propofée on écrira 
^efîbus, terme pour term e, la même 
Pr°gteflion prife à rebours , &  on fera 
, édition des termes correfpondans, comme
11 fuit :

1 +5 + 8 + 1 1+ 14 + 17 + 2 0 + 2 3 + 2 6 + 2 9  
$ + * 6 + 2 3 + 10 + 17  +  1 4 + 1 1  +  8+ 5 +  2

3l+ 3 1 + 3 1 + 3 1 +  3 1 + 3  1 +  31  + 3 1  +  3 1 +  31

-̂ette fuite de termes égaux efl: évidem
ment égale au double de la fomme de la 
r̂°greflion propofée j or le nombre de 

Ces termes égaux efl: 10 , comme dans la 
Progreflion , &  leur fomme, par confé- 
Ûen t, = 1 0 . 3 1  =  310.  Ainfi , puifque 

jCette fomme efl: le double de la fomme de 
Progreflion arithmétique , il faut que 

Cette fomme cherchée foit =  i 55.

r i  A L  G E  B  R  E . 333



3 3 4 É  L É  M  E N  S

4 1 6 .

Si on procédé de la même maniéré à
l’égard d’une progreflion arithmétique q11̂ '
conque, dont le premier terme fo it^ ^ '
le dernier =  { ,  &  le nombre des terme5
=  /z; en écrivant fous la progreflion d011'
née la même progreflion en rétrogradant)

on aura, en faifant l’addition terme à tertfe’
une fuite de n termes, dont chacun ^

> la fomme de cette fuite fera pJf
conféquent =  /z , &  elle fera
double de la fomme de la progreflion ar '̂1
métique propofée ; celle-ci fera do|lC 
__n(a+Q
—  2 •

4 1 7 .

Ce réfultat fournit une méthode 
pour trouver la fomme d’une progreÆ0'1 
arithmétique quelconque ; elle fe rédui1 
cette regle :

Multipliez la fon*ne du premier &  ^  
dernier terme par le nombre des terme5 >



h moitié du produit indiquera la fomme 
toute la progreflion.

Ou, ce qui revient au même , multipliez 
ta fomme du premier &  du dernier terme 
Par la moitié du nombre des termes.

Ou bien , multipliez i la moitié de la 
Wrne du premier &  du dernier terme par 
ta nombre total des termes. Ces deux ma
cères d’énoncer la regle, donnent également 
^ lomme de la progreflion.

4 1 8 .

H fera néceflaire d’éclaircir cette regle 
âr quelques exemples.
Soit d’abord la progreflion des nombres 

n3türels, 1 , 2 , 3  & c. jufqu’à 100 ,  dont 
 ̂ s’agiire de trouver la fomme. Celle - ci 

^ra par la premiere regle =  = 5 0  
' lQl =  5050.

on demande combien de coups une 
Ofloge fonne en douze heures ? il faudra 

a)°uter enfemble les nombres 1 , 2 , 3  juf- 
(i11  ̂ 1 1 : or cette fomme fe trouve fur le

d ’ A  L G E B  R  E.  3 3 5 ;



champ =  !^-3 —  6 . 1 3  =  78. Que fi 10,1 
vouloit lavoir la fomme de la même pr0' 
greffion continuée jufqu’à 1 000,  on trou 
veroit 500500; &  la fomme de cette pr0' 
greffion, continuée jufqu’à 1 0000,  fef0lt 
50005000.

4 1 9 .

Autre quejîlon. Quelqu’un acheté 11,1 
cheval , fous la condition que pouf  ̂
premier clou il payera 5 fous, pour * 
fécond 8 , pour le troifîeme 1 1 ,  &  pareil 
ment toujours 3 fous de plus pour chacun $  
fuivans : le cheval 3 3 2  clous, on deman^ 
combien il coûtera à l’acheteur ?

h
On voit qu’il s’agit ici de trouver 

fomme d’une progreflion arithmétique, do111 
le premier terme efl: 5 , la différence == 3 ’ 
&  la fomme des termes = 3 2 .  Il 
donc commencer par déterminer le derrti  ̂
terme ; on le trouve ( par la regle ^  
articles 4 0 6 , 4 1 1 )  = 5 —]—3 ï . 3 = 9 8 . Ma’1’ 
tenant la fomme cherchée fe trouve, ^

d i f f i c u l t é
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difficulté, 103 . 1 6  ; d’où l’on

c°nclut que le cheval coûte 1648 fous, 

° u 8* liv. 8 f.
420.

Soit en général le premier terme =  a , 
ta différence =  d , &  le nombre des termes

&  qu’il s’agiffe de trouver , par le 
^°yen de ces données, la fomme de toute 
a progreflion. Comme le dernier terme 
doit être = a -}-(«  — 1 ) d , la fomme du pre- 
j^er &r du dernier fera =  i a Ą - ( n  — 1 )d.

u'tipliant cette fomme par le nombre des 
terifies n , on a ma  -}-/z(/z— \ )d ,■ donc la

^ m e  cherchée fera =  na-j-  —
Cette formule appliquée à l’exemple pré

s e n t  , où a = 5 , dz= 3 , &  « = 3  z , donne 

5*3i 1 60-f- 1488 == 1648 ; la 

tïleme fomme qu’on avoit trouvée.

4 2 1 .
S il eft queftion d’ajouter enfemble tous 

Cs nombres naturels depuis 1 jufqu’àrc , on 
Tome 1. Y



a pour trouver cette fomme : le premie* 
terme =  1 , le dernier terme =  n , &  Ie 
nombre des termes =  n ;  donc la fomme
t 1  / n n + n  n ( n - b i )cherchee = —  1=2 2

Si on fait n = i j 6 6  , la fomme de tous 
les nombres, depuis i jufqu’à 1766 , fer3 
=  883 . 1 7 6 7  =  1560261 .

4 2 2 .
Soit propofée la progreflion des nombr  ̂

impairs, 1 , 3 , 5 ,  7 > continuée jû  
qu’à n termes, &  qu’on en demande  ̂
fomme :

Le premier terme efl: ici =  1 , la diÆe' 
rence =  2 ,  le nombre des termes =  n ’ 
le dernier terme fera donc =  1 
=  in — 1 , &  par conféquent la fon# 
cherchée =  nn.

Tout fe réduit donc à multiplier le not*1' 
bre des termes par lui-même. Ainfi quel £}ü£ 
foit le nombre des termes de cette pr<r 
greflion qu’on ajoute enfemble , la fomme 
fera toujours un quarré, favoir le quarré ^
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Uombre des termes. C ’eft ce que nous allons 
lettre fous les yeux : 
jndic. 1 ,2 , 3 ,4 ,  5, 6, 7, 8, 9, io &c.  

y o g n f. 1 ,3 ,5,7,  9> & c*
, i ,4 ,9 ,1 6, i  j ,3 6,49,64,81 , i oo & c.

4 2 3 .

Soit à préfent le premier terme =  1 ,  la 
différence =  3 , &  le nombre des termes 

on aura la progreflion 1 , 4 , 7 , 1 0 ,  & c. 
d°nt le dernier terme fe ra := i +  («—  3)3 
^ 3̂ — 2 ;  donc la fomme du premier 
^  du dernier terme =  3 n —  1 , &  par 
c°nfequent la fomme de cette progreflion 

gj Qn fUpp0^  n— io  , la 

0̂mme eft =  10 .59 = 59 0 .

4 2 4 .

Soit encore le premier terme =  1 , la 
différence :=</, &  le nombre des termes 
^ '/z, le dernier terme fera= i-}-(rt— 0^* 
Ajoutant le premier on a 2— (/z— 1 )d , &  
Multipliant par le nombre des termes on

Y  2
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a — i)</, cî’où fe déduit la fomme

de la progreflion= /2 -|-

Joignons ici la petite table, qui fuit :

Si d = i , la fomme e fl= « -f-  = -
i  I la .'b-i )----------------  «4
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nn+ft

2.

d—  j ----------------- «

r f = 5 ----------------- H " 2*

2

5n(rt-i)
2
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C H A P I T R E  V.

& es Nombres figurés ou polygones,

4 M -

T-'A fommation des progreflions arithmé- 
tlcI1Jes qui commencent par i , &  dont la 
différence eft i ou i  ou 3 , ou quelqu’autre 
n°'fibre entier que ce foit $ cette fomma- 
tl°n ) 'dis-je , nous conduit à la théorie 
c'Cs nombres polygones , lefquels fe forment 
(jü3nd on ajoute enfemble quelques termes 
Ce 1 une ou de l’autre de ces progreflions.

4 2 6 .

Si on fuppofe la différences 1 ; puifque 
^ Premier terme eft conftamment = 1 ,  on 
?'Ura la progreflion arithmétique , 1 , 2 , 3 ,  
M  , 6 ,  7 ,  8 , 9 ,  1 0 ,  1 1 ,  I 2 , & c .  Et
1 dans cette progreflion on prend la fomme 

un , de deux , de trois & c. termes, on 
Verra ié former cette fuite de nombres :

Y  3
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i , 3 , 6 , ï ° , ï 5 , n , 2 8 , 3 6 , 4 5 , 5 5 , 6 6 &c. 
car 1 = 1 ,  1 +  2. =  3 , 1 4 - 2 + 3 = 6 ,  i4 " ł 
4 - 3 4 - 4 = 1 0  , & c.

Ces nombres 011 les nomme triangulaires 
ou trigonaux , parce qu’on peut toujours 
ranger en triangle autant de points qu’ils 
contiennent d’unités, comme on va voir : 

1 , 3 ,  6,  1 0,  1 5,

2 1 ,  28,

&c.
4 2 7 .

On voit dans tous ces triangles combie'1 
chaque côté contient de points. Dans Ie 
premier triangle il n’y  a qu’un point ; dailS 
le fécond il y  en a deux j dans le troifioII)C



il
11 y  en a trois -, dans le quatrième il y en 
a quatre, & c. Ainfi les nombres triangu- 
luires, ou le nombre des points ( qu’on 
n°iume Amplement le triangle ) , fe reglent 
Ûr le nombre des points que contient le 
Coté , lequel nombre on nomme en un mot 
Ie côté. C ’eft-à-dire que le troifieme nombre 
^angulaire, par exemple , ou le troifieme 
Sangle, eft celui dont le côté a trois points ; 
^ quatrième, celui dont le côté eft quatre, 
^  ainfi de fuite -, &  voici comment nous 
repréfenterons cette propriété :

Côté . . . . . . . . . . 
Triangle . ...................................... ....
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Côté , . . 
triangle . . . .

• • • •

• • • • 

• • •

• •
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4 2 8 .

Il fe préfente donc ici la queftion, 
comment, le côté étant donné , 011 doit 
déterminer le triangle? Et après ce que nous 
avons expofé, nous y  fatisferons facilement*

Car foit le côté =  n , le triangle
1 —|—2.— 3 —j— 4 —|—. . . .  n. Or la fomme & 

cette progreflion eft =  par conte'

quent la valeur du triangle eft (*)• 
Et fi n=i , le triangle efl: = 1  ,

fi n =  1 , ----------------- — 3 ,
fi n= ) , -----------= 6  ,
fi n = Ą  , ----------------- = 1 0 ,

&  ainfi de fuite. Lo.rfque n = i c o ,  le trian

gle fera =  5050.
4 2 9 .

On nomme cette formule , la l'of'
2 7

mule générale des nombres triangulaires»

( * )  M . de Joncourt a  publié à  la  H a y e  en  1 7 6 2  ur'C 

ta b le  d es n o m b re s  tr ig o n a u x  ,  q u i ré p o n d e n t  à  tous ,c> 
n o m b re s  n atu re ls  d ep u is  1 ju fqu ’à  2 0 0 0 0 .  C e s  ta b le s  pei:'  

v e n t  être  u tiles  p o u r  fa c ilite r  un g ra n d  n o m b re  d ’op 1̂  

r a t io n s  a r ith m é t iq u e s ,  co m m e  l ’A u te u r  le  fa it  v o ir  dan5 

u n e In tro d u c tio n  fo rt  étend ue.
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parce que par Ton fecours on trouve le 
^nibre triangulaire , ou le triangle , qui 
rcPond à un côté quelconque indiqué par n.

Ou peut transformer cette formule en 
Celle-ci, 'n ( ”+1} 5 &  cela fèrt même à faci- 
lter le calcul, parce que toujours un des 
eu* nombres n , ou /z—{— i , eft un nombre 

PairY&par  conféquent divifible par i .
C eft ainfi que fi n=zi 2 , le triangle eft

—  6.i 3 = 7 8 . Et que fi /z= i 5 , le
triajigie eft =  ^ ^ = 1 5 . 8 = 1 2 0  , Scc.

• • . .
4  3 ° ;  t

Qu’on fuppofe à préfent la différence
X  • » « • • • • t » / . *

; on aura la progremon arithmétique 
^ an te :. ‘  '.

0,lt les fommes-, en prenant fucceflive- 
^ nt un , deux , trois, quatre ternies', & c. 
prient cette férié
’ 4 >9,16 , 2 5 , 3 6 , 4 9 , 6 4 , 8 1 , 1 0 0 , 1 2 1 ,
 ̂ nomme les termes de cette fuite, 
s Nombres quadrangulaires , ou plutôt



t

quarrés ;  puifqu’en effet cette fuite repre> 
fente les quarrés des nombres naturels» 
comme nous les avons trouvés plus haut»
&  cette dénomination leur convient dau 
tant plus, qu’on peut toujours former 
quarré du nombre de points qu’indiqueIlt 
ces termes, ainfi qu’on va le voir :
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1 6 , n »

3<S, 49

441- ,
On voit ici que le côté d’un tel 

contient précifément le nombre de



^indique la racine quarrée. Le côté du 
^arré 2 5 9 par exemple, eft de cinq points ; 
Cêui du quarré 3 6 eft de fix points ; &  en 
général donc , fi le côté eft n , c’eft-à-dire 
iUe le nombre des termes de la progref-

î°n ’ 1 » 3 » î > 7 5 & c* qu’on aura Pfis 9 
0lt indiqué par n , on voit que le quarré ,
^  ê nombre quadrangulaire , fera égal à
5 W m e de ces termes, ou =  /z/2, ainfi

nous l’avons trouvée à l’article 422.
No AUs ne nous arrêterons pas davantage à
[es nombres quarrés, en ayant traité au
°nS plus haut.

4 3 2 .

^aifant maintenant la différence =  3 ,  

Prenant de la même maniéré lesfommes, 
°n obtiendra des nombres qu’on appelle 
^ ntagones, quoiqu’on ne puiffe plus fi bien 
^  repréfenter par des points (* ) . Ces 

ltes commencent ainfi :

j O  C e  n ’e ft  p a s  c e p e n d a n t  q u ’ o n  n e  p u if lc  au fli r e p r e -  

Cr P ar  des p o in ts  le s  p o ly g o n e s  d’un n o m b re  q u e l-
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Indices, i ,  i ,  j  , 4 , y , 6 , 7 , 8 , 9 
Prog.arith. 1 , 4 , 7 , 1 0 , 1 3 , 1 6 , 1 9 , 2 2 ,  M &C* 
Pentagone, I, 5,12,22,3 5 ,5I,7° , 92»u7 
les indices indiquant le côté de chaque pel1' 
tagone.

433-
II s’enfuit de là que fi on fait le côté = '2’ 

le nombre pentagone fera =  =  ÜÜP'* 

Soit , par exemple , j i = . j  , le pentag°ne 
fera =  70. Si on demande le pentagone 
dont le côté efl: 100 , on fera n =  \oo , ^ 
on aura 14950 pour le nombre cherche*

conque de côtés ; mais la regle que j’ai remarqué qu’il *"a' 

fuivre pour cet effet, &  que je vais indiquer, me pjr°; 

avoir échappé à tous les Algébriftes que j’ai confultés-

O n  c o m m e n c e  p a r  t ra c e r  un  p etit  p o ly g o n e  reg11 

q u i a it  le  n o m b re  d e  c ô té s  qu ’o n  d e m a n d e  ; c e  non1 

re fte  c o n fia n t  p o u r  un e m êm e fu ite  d e  n o m b re s  P0'̂  

g o n e s , &  il e ft  ég a l à  a  plus la  d iffé ren ce  d e  la Pr<J 

g re flio n  arith m étiq u e  q u i p ro d u it la  fu ite ;  o n  c h o ifr  e'̂  
fu ite  u n 'd e s  an g le s  d e  ce  p o ly g o n e  p o u r  t ire r  du P0 .̂ 

d e  c o n c o u rs  a u ta n t de d ia g o n a le s  in d é fin ies  qu ’ il eft Pa ‘ 

b le  ;  o n  p ro lo n g e  d e  m êm e in d éfin im en t le s d eu x  cCI  ̂

q u i fo rm en t l’a n g le  qu ’on  a ad o p té  ; ap rès  ce la  on PrtI1 

c e s  d e u x  c ô té s  &  le s  d ia g o n a le s  du p re m ie r  p o ly S 01"'
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434 *

Que fi l’on fuppofe la différence =  4 , 011 
Parvient aux nombres hexagones , comme 
°n le voit dans les progreffions qui fuivent :

ifuj j. ment autant de fois qu’on veut fur les lignes 
siç(j nies ; on tire des points correfpondans où le compas 

arrêté, des lignes parallèles aux côtés du premier 

° ne , &  on les partage en autant de parties égales ,
Myg|
«uPar
«N,

autant de points qu’en ont aftuellement les dia- 

^  ês 8c les deux côtés prolongés. Cette regle efl: gé- 

6 ^ePu*s tr‘angle jufqu’au polygone d’un nombre 
tli J1 'k  côtés. Les deux figures qui fuivent fuffiront pour 

Militer l’application.

•"at'1 ^ V'̂ lon ces ^§ures en triangles fournit encore 
ere à différentes confidérations curieufes &  à des 

Ijf ° rrr|ations aflez joli** des formules générales, par 
^JNUes on voit dans ce chapitre comment s’expriment les 

polygones; mais je ne crois pas dovoir tn'y



Indices, 1 , 2 ,  3 , 4, 5 ,  6 ,  7  ,  8 ,  9 

Prog.arith. 1 ,5 ,9 ,1  3, i 7 , zi, 25 , 29, 33 &C’ 
Hexagone, 1,6,15,28,45,66,91,120,1 J } &C< 
les indices montrant encore le côté ^ 
chaque hexagone.

43 5-
Àinfi quand le côté eft n , le nom^ 

hexagone eft =  in n — n =  n ( m  — 1)>^ 
on obfervera au refte que tous les nom ^ 
hexagones font aufli triangulaires, puiĄue 
en ne prenant de ces derniers que le p̂  
mier, le troifieme , le cinquième , & c .c1’ 
a précifément la fuite des hexagones.

4 3 6 .

On trouvera de la même manière ^  
nombres heptagones, o&ogones, emieî 

gones , & c. Nous nous contenterons ^ 
donner encore ici le tableau des fbrifl^f 
générales de tous ces nombres , comprl5 
ious le nom général de nombrespolygon^' 

En fuppofant le côté = n  , on a 

le triangle =
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Quarré ann+on
2 ’ —  IL  ! L  ?

v  gone $ n n - n2 n(jn-l) 
--- a »

Vl gone Ą n n - m

2 =  1/2/2—n—n\
gone _5/7/1 - 3/1

2
n(5n-3) 

a î
Vj ii gone __Cnn -  47*

2 .—  3/2 72-2/2=/:

Ix gone 7/7/1 - 5 » n(7° - 5)

1® y 8/ii» — . *g°ne —  —;— =  4/2/2-3/2=72 (4/2-3)

 ̂ Xi gone =  9̂ z2 1 9
I? V u  _  ionn-8» ,  »* ‘ 1 gone = —-— =  $72/2-4/2 =72(57^-4)

6 gone = I^_I—=  9/2/2—8/2=72(972—8) 

le *X v gone= Ü22pl?—  ’Ltw pi) ̂  

le^ go n e = (CT-1)ga; (- - 4-)n (*) .

437-
^infi le côté étant n , on a en général le 

^°îîîbre m angulaire =  --J -—4-" ; d’où 

°n peut déduire tous les nombres poly-

tjüj  ̂ remarcIucra âns peine que cette table n’eft 
Celle de l ’article 42.4 pouflce plus loin.



gones pofïïbles dont le côté' feroit n> ^  o!) 
cherchoit, par exemple, les nombres 
gulaires, on anroit m =  2 , &  par con '̂ 
quent le nombre cherché=/z ; c’eft-à-^  
que les nombres biangulaires font les noi11 
bres naturels 1 , 2 , 3 ,  & c.

Si on fait m=z 3 , 011 a le nombre tria®
t • n n  -+- ngulaire =  —- .
Si on fait m =  4 , 011 a le nombre qiiarfl 

■=.nn, &c.

438: . • , 1Suppofons, pour éclaircir cette regle p-

des exemples, qu’on cherche le nofl^ 
x x v  gone , dont le côté eft 36 ; on cher' 
chera d’abord dans notre table le nofli^ 
x x v  gone pour le côté n ; on le trouvé 
_ _ i 3 F a i f a n t  enfuite « = 3 6  , 011 

vera le nombre cherché =  14526.

43 9*
Queftion. Quelqu’un a acheté une ),1lU 

fon , &  on lui demande combien il 0,1 * 
payé? Il répond que le nombre 36 Jg 0̂
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i l  eft le nombre d’écus qu’il l’a
achetée.

Afin de trouver ce nombre , on fera
&  n = .  12 -, &  fubftituant ces

VaW s dans la formule générale , on
tr°uvera pour le prix de la maifon 23970 
ecus. (*) .

J O  Le chnpltre qu’on vient de lire , eft intitulé des nom- 

figurés ou polygones. On peut avoir remarqué que ce 

pas fans fondement que quelque? Algébriftes diftin- 

^ ent entre nombres figurés &  nombres polygones. En 

1 'es nombres qu’on nomme communément figurés,  
^ r'vent tous d’une feule progreflion arithmétique, &  

 ̂̂ Ue fuite de ces nombres fe forme après cela en ajou- 

 ̂ enfemble les termes de la fuite précédente. Chaque fuite 

nombres polygones ,  au contraire , provient d’une 
.̂°2reflion arithmétique différente ; cela fait qu’on ne peut 
Te * la rigueur d’une feule fuite de nombres figurés, 

e eft en même temps une fuite de nombres poly- 

]ç Ss- Oa s’en convaincra mieux en jetant les yeux fut; 
tables qui fuivent.

r * B L E  D E S  N O M B R E S  F I G U R É S .

0|tibres conftans ---------------  1 . 1 .  i .  i .  i .  j .  & c.'

naturels ----------- -—  i.a . 3 . 4.  5. 6. & c .
triangulaires --------- 1 ,3 . 6 .10 .15 .  a i .  & c .

pyramidaux --------- 1 .4 .10  10 .3 5 . 56. & c.
trianguli-pyramidaux 1 . 5 . 1 5 . 3 5 . 7 0 . 1 2 6 .  & c .

T'orne J. Z
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t a b l e  d e s  n o m b r e s  p o l y g o n e s .

D iff. de la progr. Nombres

i triangulaires------ 1 .3 .  6 .10 .15 .

1  q u a r r é s ----------1.4 . 9 .16 .25 . & c'

3 p en tago n es------ 1 .5 .12 .2 2 .3 5 . & c’

4  h e x a g o n e s ------ 1.6 .15 .28 .4 5 . & c’

Les puiflances forment a jfii des fuites particulières &

nombres. Les deux premières fe retrouvent dans les n0151” 
bres figurés, &  la troifieme dans les nombres poty' 

gones ; c ’eft ce qu’on va  voir , en fubftituant à a fuccc**1' 
;Vement les nombres 1 , 2 , 3  &  c.

T A B L E  D E S  P U I S S A N C E S .

a 0 -------------—  1 .  x .  1 .  1 .  1 .  & c.

a ' ---------------- 1 . 2. 3. 4. 5. &  c.

«j 1 ------ -----------1 . 4. 9. 16 . 25. & c .

---------------- 1 . 8 .27. 6 4 .125 . & c .

a * ---------------- 1.16 .8 1 .2 5 6 .6 15 . & c .

Les Algébriftes du feizieme &  du dix-feptieme fieC>! 

fe font tous beaucoup occupés de ces différentes efpe£:* 
de nombre* &  de leurs rapports entr’elles ; ils y  0 
trouvé une variété fingul.ere de propriétés curieu^5' 

mais leur utilité n’étant cependant pas grande, on négfe* 

aujourd’h u i, avec raifon , d’en parler beaucoup dans ^  

çpurs de Mathématiques.
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C H A P I T R E  V I .

D u Rapport Géométrique.

440.
ï  1 ; ' • '•
^ E  rapport géométrique entre deux nom- 
r̂es contient la réponfe à la queftion , com- 

de fo is  l’un de ces nombres eft plus 
8rand que l’autre ? On lè trouve en divi- 

l’un par l’autre ; le quotient indique la 
raifon cherchée.

a «i \

4 4 1 •
Ona donc trois chofes à conftdérer ic i} 

** le premier des deux nombres propofés, 
jju°n nomme Xantécédent ;  i .°  l’autre nom- 
re> qu’on appelle le conféquent ; 3.0 la 

taifon des deux nombres , ou le quotient 
la d.vifion de l’antécédent par le confè

rent. Par exemple c’cft le rapport 
es norubres 18 &  1 2 qu’il s’agit d’indiquer, 

eft i’antécédenr, 12  eft le conféquent,
Z z



&  la raifon fera =  i $ d’où l’on voit 
que l’antécédent contient le conféquent 
une fois &  demie.

4 4 2 .

On a coutume d’indiquer le rapport 
géométrique par deux points , mis l’un. W 
deflus de l’autre entre l’antécédent &   ̂
conféquent.

Ainfi a\b fignifie le rapport géométrie^ 
de ces deux nombres, ou la raifon de b à “• 
Nous avons déjà remarqué plus haut qu ̂  
fe fert de ce figne pour indiquer la divifiofli 
&  c’eft aufli pourquoi on l’emploie ici) 
parce qu’afin de connoître ce rapport,  ̂
faut qu’on divife a par b. La raifon, in 1̂' 
quée par ce figne , fe prononce en dif»*1 
fimplement a ell à b.

443 •
On repréfente donc l’exprefllon d’^ 

rapport par une fraftion dont le numéro 
teur eft l’antécédent, &  dont le dénom»' 
nateur eft le conféquent. La clarté exige
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^  011 réduife toujours cette fra&ion à fes 
Moindres termes , ce qu’on fa it, comme 
nous l’avons montré plus haut, en divifant 
e numérateur &  le dénominateur par leur 

plus grand commun divifeur. Ainfi la frac
tion i! fe réduit à \ , en divifant les deux 

ternies par 6.

4 4 4 .

Les rapports ne différent donc entr’eux 
^u’en tant que leurs raifons font diffé- 
tentes ; &  il y  a autant de différentes 
e*peces de rapports géométriques qu’on 
Peut imaginer de différentes raifons.

La premiere efpece eft fans contredit 
celle où la raifon devient l’unité j ce cas 
9rrive quand les deux nombres font égaux , 
c°rnme dans 3 :3 ; 4 :4  ; a : a ;  la raifon eft 
1Cl 1 , &  à caufè de cela on la nomme le 
Apport de l’égalité.

Viennent enfuite les efpeces où la raifon 
un autre nombre entier ; dans 4 :2  la 

raif6n eft 2 , &  on la nomme raifon double s

Z 3
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dans 1 2 : 4  la raifon eft 3 , &  on la nomme 
raifon triple ;  dans 24:6  la raifon eft 4 > 
&  elle s’appelle raifon quadruple , 8zc.

Après ces efpeces-là viennent celles dont 
les raifons s’expriment par des frayions, 

comme 1 2 : 9 ,  où la raifon eft j  ou 1 j  i 

1 8 : 2 7 ,  où la raifon e f t j ,  & c. On peut 

même diftinguer parmi celles-ci les raifons 
où le conféquent contient exaftement deuX 
fois, trois fois & c. l’antécédent : tels font 
les rapports 6 : 1 2 ,  5 : 1 5  & c. dont quel
ques-uns nomment les raifons, raifons Jous- 
doubles, fous-triples, & C .

Nous ajouterons qu’on nomme raifon dt 
nombre à nombre , celle dont le quotient 
n’eft pas un nombre inexprimable , l’anté
cédent &  le quotient étant des nombres 
entiers, comme 1 1 : 7 ,  8 : 1 5  tkc. &  qu’on 
appelle raifon irrationnelle ou fourde, celle 
dont le quotient ne peut s’exprimer exac
tement ni par des nombres entiers, ni par 

des fra&ions, comme y / 5 à 8 , 4 à y /3.
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S o i t  à  p r é f e n t  a l ’ a n t é c é d e n t ,  b l e  c o n f è 

r e n t  &  d l a  r a i f o n  ,  n o u s  f a v o n s  d é j à  q u e  

a &  b é t a n t  d o n n é s  ,  o n  t r o u v e  d =
Q u e  f i  l e  c o n f é q u e n t  b é t o i t  d o n n é  a v e c  

t a t a i f o n ,  o n  t r o u v e r a i t  l ’ a n t é c é d e n t  a = b d f 
P a r c e  q u e  bd  d i v i f é  p a r  b f a i t  d. E n f i n  f i

1  a n t é c é d e n t  a e f l  d o n n é  &  l a  r a i f o n  d ,  o n  

t r o u v e r a  l e  c o n f é q u e n t  b = a-  ;  c a r  e n  d i -  

V l f c i n t  l ’ a n t é c é d e n t  a p a r  c e  c o n f é q u e n t  j  ,  

° n  t r o u v e  l e  q u o t i e n t  d ,  c ’ e f t - à - d i r e  l a

raifon.

4 4  6.

T o u t  r a p p o r t  a:b  r e f t e  c o n f i a n t ,  f o i t  

o n  m u l t i p l i e  o u  q u ’ o n  d i v i f e  l ’ a n t é c é -  

^ e n t  &  l e  c o n f é q u e n t  p a r  l e  m ê m e  n o m 

b r e  ,  p a r c e  q u e  l a  r a i f o n  r e f t e  l a  m ê m e .
C .
° ° i t  d  l a  r a i f o n  d e  a:b  ,  o n  a  o r  l a

r a i f o n  d u  r a p p o r t  na : nb e f t  a u f l i  j  =  d ,  

^  c e l l e  d u  r a p p o r t  |  : -  e f t  p a r e i l l e m e n t  £

445 -
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4 4 7 .

Q u a n d  u n e  r a i f o n  a  é t é  r é d u i t e  à  f e s  m o i i v  

d r e s  t e r m e s ,  i l  e f t  f a c i l e  d ’ e n  r e c o n n o i t r e  I e  

r a p p o r t  Sc d e  l ’ é n o n c e r .  P a r  e x e m p l .  q u a n d  

l a  r a i f o n  j  a  é t é  r é d u i t e  à  l a  f r a c t i o n - ,  0 1 1
q

d i t  a : b = p : < j y a :b : :p :q ,  c e  q u i  f e  p r o '  

n o n c e  ,  a e f t  à  b c o m m e  e f h  à  A i n f i  > 

l a  r a i f o n  d u  r a p p o r t  6 : 3  é t a n t  j  o u  2  ,  o n  

d i r a  6 : 3  =  2 : ! .  O n  a u r a  d e  m ê m e  1 8  :  *1 
=  3 : z , & 2 4 : i 8  =  4 : 3 , &  3 0 : 4 5 = 2 : 3  

& c .  Q u e  f i  l a  r a i f o n  n e  p e u t  s ’ a b r é g e r ,  I e  

r a p p o r t  n e  d e v i e n d r a  p a s  p l u s  c l a i r  ;  o n  

n e  f i m p l i f i e  p a s  e n  d i f a n t  9 :  7 = 9  : 7 .

4 4 8 .

O n  p e u t ,  a u  c o n t r a i r e ,  t r a n s f o r m e r  q u e l '  

q u e f o i s  e n  u n  r a p p o r t  c l a i r  &  f i m p l e  c e U 1 1  

d e  d e u x  t r è s  -  g r a n d s  n o m b r e s  ,  f a v o i r  » 

l o r f q u c  l a  r a i f o n  f e  r é d u i t  à  d e  t r è s - p e t i t 5  

t e r m e s .  P a r  e x e m p l e  ,  q u a n d  o n  p e u t  d i r e  

2 8 8 4 4 :  i 4 4 Z z  =  z :  1  } o u  1 0 5 6 6 : 7 0 4 4 ^ = 3  

:  2 ,  o u  5 7 6 0 0 : 2 5 2 0 0 = 1 6 : 7 .
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449-
1  e f t  d o n c  e f t e n t i e l ,  p o u r  e x p r i m e r  u n  

A p p o r t  q u e l c o n q u e  d e  l a  m a n i é r é  l a  p l u s  

C |a ’ r e  q u ’ i l  f o i t  p o f f i b l e  ,  d e  c h e r c h e r  à  

r £ d u i r e  l a  r a i f o n  a u x  p l u s  p e t i t s  n o m b r e s  

f e  p u i f f e .  C e l a  f e  f a i t  f a c i l e m e n t ,  e n  

l v u a n t  l e s  d e u x  t e r m e s  d u  r a p p o r t  p a r  l e u r  

^ U s  g r a n d  c o m m u n  d i v i f e u r .  P a r  e x e m p l e ,  

P ° U r  r é d u i r e  l e  r a p p o r t  57600:25200 à  

Ce l u i - c i , 1 6 : 7 ,  t o u t  c o n f î f t e  d a n s  l a  f e u l e  

° P ś r a t i o n  d e  d i v i f e r  l e s  n o m b r e s  576 &  
p a r  3 6 , q u i  e f t  l e u r  p l u s  g r a n d  c o m -  

d i v i f e u r .

4 5 0 .

^ n  v o i t  d o n c  a u f ï ï  c o m b i e n  i l  i m p o r t e  

^ u ° n  f â c h e  t o u j o u r s  t r o u v e r  l e  p l u s  g r a n d  

c ° n i m u n  d i v i f e u r  d e  d e u x  n o m b r e s  d o n n é s  ;  

^ a i s  c ’ e f j .  c e  q U i  d e m a n d e  u n e  m é t h o d e  

n o u s  d é t a i l l e r o n s  d a n s  l e  c h a p i t r e

V i v a n t .



/
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C H A P I T R E  V I I .

D u plus grand commun D ivifeur de 
Nombres donnés.

451-
X  L  eft des nombres qui n’ont d’autre coW 
mun divifeur que l’unité, &  quand le ^  
mérateur &  le dénominateur d’une fra#'0” 
font de cette nature , il n’eft pas po/Ti  ̂

/ de la réduire à une forme plus commode.
, On v o it , par exemple , que les ^  
nombres 48 &  35 n’ont pas de comfl11111 
divifeur , quoique chacun ait fes divifé^5 
en particulier. C ’eft pourquoi on ne peUt 
exprimer plus Amplement le rapport 48 
parce que la divifion de deux nombres par 1 
11e les rend pas plus petits.

4 5
Mais lorfque les deux nombres ont11,1 

commun divifeur, on le trouve , &
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3 plus grand qu’ils aient, par la regle

.0fl!lvante :
 ̂ faut divifer le plus grand des deux 

n°rnbres par le plus petit ; on divilera 
enfuite par le réfidu le divifeur précédent 
j, refte dans cette fécondé divifion , 
tVlra après cela de divifeur pour une 
r°*fieme divifion , dans laquelle le réfidu 
^ Ie divifeur précédent fera le dividende , 

continuera de la même maniéré juf- 
^  ce qu’on arrive à une' divifion faqs 
ê e > le divifeur de cette divifion , &  par 
C°nféquent le dernier divifeur, fera le plus 

commun divifeur des deux nombres 
°nnés. v
^°ici cette opération pour les deux 

n°mbres 576 &  2 5 2 :

252 576
504

2

72 252 3
2 1 6 r. ,

36
î72

7*
0.

>
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Ainfi le plus grand commun divifeur 
ici 3 6.

453-
Il fera bon d’éclaircir encore cette regle 

par quelques autres exemples. ,
Supposons qu’on cherche le plus grallû 

commun divifeur des nombres 504 &  
on aura :

504 1
31 * j  *

192 3 Ï2 1
j 92
120 192 1

1 2.0

7* 120 I
7*

• 48 7* 1
* 48

24 48
48
o.

Ainfi 24 eft le plus grand commun divl 
feur, &  par conféquent le rapport 504:3*' 
fe réduit à la forme 2 1 : 1 3 .



Soit donné le rapport 62 5 :5  29 , &  qu’on 
Perche le plus grand divifeur commun 
entre ces deux nombres ;

4 5 4 -

529 6 25 
Sz9
.96 529

480

49

5

6 
49
47 49

47
47
46

2 2  
2 1
O#

■Donc 1 eft ici le plus grand commun 
1Vlfeur, &  par conféquent on ne peut 

^primer la raifon 625:5  29 par des nom- 
res plus petits, &  la réduire à de moindres 

ternies.
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45 5‘
Il fera néceflaire à préfent de donner auÆ 

la démonftration de cette regle. Suppol°IlS 
pour cela que a foit le plus grand &   ̂ ^ 
plus petit des nombres donnés, &  que 
foit un de leurs communs divifeurs , 
comprendra d’abord que a &  b ét^nt di'1' 
fibles par d , on pourra aufli divifer p# ̂  
les quantités a— b , a— ib 3 a— } b , &  £!l

k  L *  1
4 5 6 .

Le réciproque n’eft pas moins vrai ; 
à-dire que fî les nombres b &  a— nb fort 
divifibles par d , le nombre a fera a^1 
divifible par d. Car nb pouvant être d iv $  
par d ,  on ne pourroit divifer a— nb par ^  
fi a n’étoit pas divifible de même par d.

4 5 7 ‘
Nous remarquerons de plus que fi d $  

le plus ęrand commun divifeur des dd1* 
nombres b 6c a— n b , il fera aufli le p^5

général a—nb.



Sfand commun divifeur des deux nombres 
s ^  h  Car f i , pour ces nombres a &  b , 

divifeur commun plus grand que d  pou- 
0̂lt avoir lieu , ce nombre feroit aufli un 
lVlfeur commun de b &  a— nb , &  par 

^féquent d ne feroit pas le plus grand 
% tfeur de ces deux nombres. Or nous 
Vetl°ns de fuppofer d  le plus grand divifeur 
^ m u n  à b &  à a—nb ; donc il faut que 

°û auffi le plus grand commun divifeur 
de* & d  z b .

4 5 8 -
.

j, ^es trois chofes étant pofées, divifons,
I 1Vant la regle , le plus grand nombre a par 
C Plus petit ̂  y &  fuppofons le quotient=/z, 
°Us aurons le réfidu a—nb , qui ne peut 

^  ^re plus petit que b. Or ce refie a—nb 
jtyant le même plus grand commun divi- 
CUr avec b que les nombres donnés a &  b , 
^  qu’à recommencer la divifion, en 
|vifant le divifeur précédent b par ce 

a — nb ;  le nouveau réfidu qu’on
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obtiendra, aura encore, avec le divifé^ 
précédent, le même plus grand commun 
divifeur, &  ainfi de fuite.

459*
On continuera donc de la même ma' 

nierc, jufqu’à ce qu’on parvienne à ^  
divifion fans refte , c’eft-à-dire où le r 
foit zéro. Soit p  ce dernier divifeur, conter1 
exactement un certain nombre de fois dailS 
fon dividende ; ce dividende fera (l°nî 
divifible par p , &  aura la. forme 
ainfi ces nombres p8z mp font tous les de1̂  
divifibles par p , &  il eft sûr qu’ils n’û11 
pas de plus grand commun divifeur, pafce 
qu’aucun nombre ne peut être divifé rée^ 
ment par un nombre plus grand que 
même. Par conféquent c’eft aufli ce dern:e‘ 
divifeur qui eft le plus grand commun div/ 
feur des nombres propofés a &  b , &  vo$ 
la démonftration de la regle preferite.

4 6 ° -  i
Mettons ici encore un exemple de 1 

même regle, en cherchant le plus g^111
conim1"1

'368 È  l  è m e  n  s



Commun divifeur des nombres 1728 &  
ł 3° 4. Voici l’opération :

1 7 2 8

D* A L G E B R E. 369

2304 I
172 8

576 1 72 8
172 8

3

o.
ïl s’enfuit de là que 576 eft le plus, grand 

c°nimun divifeur , &  que le rapport 1728 
: *304 fe réduit à celui-ci, 3 :4  i c’eft-à- 

que 1728 eft à 2304 tout comme 3
< u 4.

C H A P I T R E  V I I I .

Des Proportions Géométriques*

4 6 1 .

e u x  rapports géométriques font égaux 
l°rfque leurs raifons font égales. Cette éga- 

de deux rapports fe nomme une propor- 
tl°n géométrique ; &  on écrit, par exemple, 

ou a\b\:c\dj pour indiquer que 
Tome /. A a



370 E  L  É  M  E  N  S

le rapport a:b efl: égal au rapport c : d ; mais 
on exprime plus Amplement la lignification 
de cette formule, en difant a efl à b comme 
c à d. Une telle proportion efl: celle-ci» 
8 : 4 = 1 2 : 6  -, car la raifon du rapport 8:4 
efl: j , &  c’eft: aufli la raifon du rapp°rI 
1 2 :6 .

4 6 2 .

Ainfi a :b  =  c :d  étant une proportion 
géométrique, il faut qu’une même raî o0 

ait lieu des deux côtés , &  que j  —  j ', *  

réciproquement fi les fra£Kons j  &   ̂
égales, on a a:b —  c:d.

4 6 3 .

Une proportion géométrique confié 
donc en quatre termes, tels que le pre* 
mier , divifé par le fécond , donne le m ê^ 
quotient que le troifieme , divifé par  ̂
quatrième. On déduit de là une propriete 
importante , commune à toutes les prop°r 
tions géométriques, &  qui eft que le prodlllt
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du premier &  du quatrième terme eft tou

jours égal au produit du fécond &  du troi
sième ; ou plus Amplement, que le produit 

des extrêmes eft égal au produit des moyens.

4 6 4 .

Prenons, pour démontrer cette propriété, 
ta proportion géométrique a: b —  c : d , de 

^rte que * - = 7 .  Si on multiplie l’une &  

 ̂autre de ces deux fraftions p ar. b , 011 

°W n t a = Y ,  &  multipliant de plus par d

• deux côtés, on a a d = b c . Or ad eft;1 7
e produit des termes extrêmes, bc eft celui 

des moyens, &  ces deux produits fe trou
ant égaux.

4 6 5 .

Réciproquement fi les quatre nombres 

a> c ,  d , font tels que le produit des 

deux extrêmes a &  d eft égal au produit 
des deux moyens b &  c , on eft certain qu’ils 

°rrnent une proportion géométrique. C a r, 
Puifque ad— bc , on n’a qu’à divifer de part

A  a z
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&  d’autre par b â % on aura ou \

= j ,  &  par conféquent a : b = c : d .

4  6 6 «

Les quatre termes d’une proportion géo' 
métrique, comme a : b = e : d , peuvent ie 
tranfpofer de différentes maniérés, fans que 
la proportion ceffe de fubfifter. Car le prit1' 
cipal étant toujours que le produit 
extrêmes foit égal au produit des moyens/ 
ou a d = b c , on peut dire : i b :a  =  d:C>
2.° a : c = b : d i  y °  d:b=zc:a ,• 4 .0 d :c = b '^ ',

4 6 7 .

Outre ces quatre proportions géon^' 
triques, on peut en déduire encore d’autr 5̂ 
de la même proportion, a : b = c  : d. On pel,t 
dire : a - \ - b :a ,  ou le premier terme pluJ 
le fécond , efl: au premier , comme le tr°r 
fieme-{-le quatrième eft au troifieme, c ^ ‘ 
à-dire, a -\~ b :a = .c-\-d :c .

On peut enfuite dire : le premier — ^ 
fécond eft au premier comme le troiflenie



" - le  quatrième eft au troifieme , ou bien 
a b : a = c —  d\c.

Car fi l’on prend le produit des extrêmes 
^  des moyens, on a ac— bc=ac— ad, ce 
1 ui revient évidemment à l’égalité ad=bc.

Enfin facile auffi de démontrer que 
a-\-b:b~c-\-d:d ;  &  que a—b :b = c— d:d.

4  6 8 .
Toutes les proportions que nous avons 

vu dériver de a :b = c :d , peuvent fe repré
senter de la maniéré générale qui fuit : 

ma-\-nb : pa-\-qb=:mc-\-nd : pc-^-qd.
Car le produit des termes extrêmes eft 

^Pac-^-npbc-^-mqad-^-nqbd , ou , puifque 
^ ^ b c , ce produit devient mpac-\-npbc 
"\~mqbc-\-nqbd. De plus le produit des ter
mes moyens eft mpac-\-mqbc-\-npad-\-nqbd9 
011 > à caufe de ad=bc  , il eft mpac-\-mqbc 
''\~npbc-\-nqbd, ainfi ces deux produits font 
égaux.

i, 4 ^ 9 .
11 eft donc clair qu’une proportion géo

métrique étant donnée, par exemple, 6 :3
A a  3
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=  1 0 : 5 ,  on peut en déduire une infinité 
d’autres de celle-ci. Nous n’en mettrons ici 
que quelques-unes.

3 :6 = 5 :10  j 6 :10 = 3 :5  ; 9 :6 = 1  5:10 )

3 : 3 = 5  : 5 j 9 : 1 5 = 3 : 5  ; 9:3jjgM  : 5*

4 7 0 * ^
Puifque dans toute proportion géomé

trique le produit des extrêmes eft égal au 
produit des moyens, on peut, les trois pre* 
miers termes étant connus, trouver par leur 
moyen le quatrième. Soient les trois pre* 
miers termes 2 4 : 1 5  =  40 à.... comme le 
produit des moyens eft ici 600 , il faut q«e 
le quatrième terme multiplié par le premier 1 
c’eft-à-dire par 24 , fafle pareillement 600; 
par conféquent en divifant 600 par 24 , Ie 
quotient 2 5 fera le quatrième terme cher' 
ché, &  la proportion entiere fera 24: M 
=  40:25.  En général donc, fi les trois pre'
miers termes font a : b = c : ....  on mettra ^
pour la quatrième lettre inconnue ; &  pu»' 
qu’il faut que a d = b c , on divifera de paft



&  d’autre par a , &  on aura d = b-̂ . Ainfi 

ta quatrième terme eft =  ^ , &  on le 

trouve en multipliant le fécond terme par 

ta troifieme , &  en divifant ce produit par 

ta premier terme.

4 7 1 .

Voilà le fondement de cette regle de trois 
fi célébré dans l’arithmétique ; car que 

cherche-t-on dans cette regle ? On fuppofe 

trois nombres donnés, &  on en cherche 

quatrième qui foit avec ceux-là en 

proportion géométrique ; de façon que lé 

premier foit au fécond comme le troifieme 

au quatrième.

4 7 **
Quelques circonftances particulières fe 

préfentent à remarquer ici.
D ’abord , fi dans deux proportions les 

premiers &  les troifiemes termes font les 
bernes, comme dans a:b— c\d &  a :f= c :g ,  
Je dis que les deux féconds &  les deux qua

trièmes termes feront aufli en proportion
A a  4

n ’  A  L G E  B  R E .  3 7 5
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géométrique , &  que b :d = f:g . Car la pre* 
miere proportion fe transformant en celte' 
c i , a\c=b:d , &  la fécondé en celle-ci, a:C 
= f ' - g , il s’enfuit que les raifonsÆ:af & / :£ 
font égales, puifque chacune d’elles e# 
égale à la raifon a:c. Par exemple, fi 5 :1 ° °  
= 2 :4 0 , &  5 : 1 5= 2 :6  , il faut que 100:4° 

= 1  j:6 .

4 7  3;
Mais fi deux proportions font telles que 

les termes moyens font les mêmes dans l’un? 
&  dans l’autre, je dis que les premier5 
termes feront en raifon inverfe avec l^5 
quatrièmes. C ’eft- à-dire, fi a: bz=c :d , &  
— c : g , il s’enfuit que a : f = g : d .  Soient, par 
exemple , les proportions 2 4 : 8 = 9 : 3  , & 
6 : 8 = 9 1 1 1 ,  on aura 2 4 : 6 = 1 2 : 3 .  LarąifoĄ 
en eft évidente : la premiere proportion 
donne ad=bc  ,• la fécondé donne f g = ^ c > 
donc ad=.fg  &  a : f = g : d , ou a :g = f :d .

474*
Deux proportions étant données, on peut 

toujours en faire une nouvelle , en multi*



Priant féparément le premier terme de l’une 
par le premier terme de l’autre , le fécond 
par le fécond , &  ainfi des autres termes, 

ainfi que les proportions a:b=c:d  &  
fourniront celle-ci, ae:bfz=çg:dh. 

la premiere donnant ad=.bc , &  la fe- 
c°nde donnant e h = f g , on aura aufli adeh 
^ cfg . Or adeh eft le produit des ex- 
'rejnes, &  b c f g  eft le produit des moyens 

la nouvelle proportion ; ainfi ces deux 
Produits étant égaux , la proportion eft 
Vraie.

475-
Soient, par exemple , les deux propor- 

ll0ns , 6 : 4 = 1 5 : 1 0  &  9 : 1 2 = 1 5 : 2 0 ,  leur 
C0l̂ binaifon donnera la proportion, 6.9:4 
‘I i := i 5 . 1 5 : 1 0 . 2 0 ,

ou 54:48 =  225 : 200 ,  
ou 9 : 8 =  9 : 8 .

4 7 6 .
\r

 ̂ ^ous obferverons enfin que fi deux pro- 
‘ts lont égaux , comme a d = b ç , on peut
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réciproquement convertir cette égalité & 
une proportion géométrique.

On a toujours l’un des fafteurs du pre' 
mier produit à un des fa&eurs du fecofl  ̂
produit, comme l’autre fafteur du fecoi^ 
produit à l’autre fa&eur du p r e m i e r  produit 
c’eft-à-dire , dans notre cas a :c= b\d , °u 
a:b— c\d. Soit 3 .8  =  4 .6 , on en forn^3 
cette proportion, 8 : 4 = 6 : 3  , ou celle-01’ 
3 :4 = 6 :8 . De même fi 3. 5 = 1 . 1  5,  onauf2 
3 : 1 5 = 1 : 5 ,  ou 5 : 1 = 1 5 : 3 ,  ou 3 : 1 = 1 5  M'
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C H A P I T R E  I X .

Remarques fu r  les Proportions & fu r  liü1 
ufage.

477-
C ^ et t e  théorie eft tellement nécefl"3^

r py
dans la vie commune , que perfonne p* 
que ne peut s’en paflfer. Il y  a toujours pr° 
portion entre les prix &  les m archandé’



^ quand il efl: queftion de différentes ef- 
Peces de monnoie , tout fe réduit à déter- 
m,ner les rapports qui lbnt entr’elles. Les 
exemples que ces réflexions nous four
r e n t ,  feront très-propres à éclaircir les 
Prmcipes des proportions, &  en faire voir 
Utüité dans l’application.

4 7 8 .

On voudroit favoir, par exemple , le 
âPport entre deux efpeces de monnoie : 

,^Ppofons un louis d’or vieux &  un ducat, 
fondra voir d’abord combien ces efpeces 

Vaknt, étant comparées à une même ef- 
Ainfi un louis vieux valant à Berlin

* r'xdales &  8 gros, &  un ducat valant 
 ̂Udałeś 5 fi on réduit ces deux valeurs à 

Ülle même efpece ; foit à des rixdales, ce 

donne la proportion 1 L. : 1 j  R.

j* ou =  16 : 9 ; foit à des gros , dans 
^S'uel cas on auroit 1 L. : I D. =  118  : j z  

16: 9. On voit que ces proportions don- 
nCllt Ie rapport juftc du louis vieux au duccîr j

r i  A  L G E  B  R  E . 3 7 9



car l’égalité des produits des extrêmes & 
des moyens donne dans l’une &  dans l’auto 
9  louis =  1 6 ducats ; &  au moyen de cette 
comparaifon on pourra changer en ducats 
une fomme quelconque de louis d’or vieux» 
&  réciproquement. Suppofez qu’on 
mande combien iooo louis vieux font en 
ducats, vous ferez cette regle de trois • 
9  louis font 1 6  ducats ; que font i ooo louis* 

&  vous répondrez, 1 777   ̂ducats.
Que ft l’on demandoit, au contrais > 

combien 1000 ducats font de louis d°r 
vieux , il faudroit faire cette regle de trois ' 
1 6 ducats font 9 louis; que font 1000 àv 

cats ? répdnfe ,  562  ̂ louis d’or vieux.

479-
Ici ( à  Saint-Pétersbourg ) la valeur 

ducat varie &  dépend du cours du changé 
C ’eft ce cours qui détermine la valeur c'ü 
rouble en ftuvers ou fous de Hollande > 
defquels 105 font un ducat.

Ainfi quand le change eft à 45 ftuvers >

3S0 E L É M E N  S



a cette proportion, 1 rouble : 1 ducat 
" ' -45:105 =  3 : 7  ; &  de là l’égalité: 7 rou
t a i  3 ducats.
On trouvera par-là combien un ducat 

kit en roubles -, car 3 ducats : 7 roubles 

^ 1 ducat : . . ,  réponfe , 2 j  roubles.
Si le change étoit à 50 ftuvers, on auroit 

Cette proportion, 1 rouble : 1 ducat =  50 
' IoJ = i o : 2 i ,  ce qui donneroit 2 1 rou- 

^es = i  o ducats ; &  on auroit 1 d u cat= 2  ^ 
r°ubles. Enfin, quand le change efl à 44 
divers, on a 1 rouble : 1 ducat : =  44 : 105 ,

^  par conféquent 1 ducat =  2 ^  roubles 

^  * roubles 38 ~-Ą copeckes.

4 8 0 .

M s’enfuit de là qu’on peut aufli comparer 
enfemble plus de deux efpeces de monnoie, 
Ce ^u’on a très-fréquemment occafion de 
aire dans les lettres de change. Suppofons, 
P°ur en donner un exemple , que quelqu’un 
 ̂ici ait 1000 roubles à faire payer à Berlin,
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&  qu’il veuille favoir combien cette formas 
fait en ducats à Berlin.

Le change efl: ici à 47 \ , c’eft-i-d're 

qu’un rouble fait 47 ^ftuvers. En Hollande»

20 fluvers font un florin ; 1  florins de 
Hollande font une rixdale de Hollande* 
De plus le change de la Hollande avi^c Berl111 
eft à 1 4 2 ,  c’eft-à-dire que pour 100 r1*' 
dales hoilandoifes on paye à Berlin N 1 
rixdales. Enfin le ducat vaut à Berlin » 
rixdales.

4 8 1 .

Pour réfoudre maintenant la queft*01’ 
propofée, allons pas à pas. En commençai 
donc par les ftuvers, puifque 1 roui^ 
=  47 \ ftuvers, ou 2 roubles =  95 ftuve’- 
nous ferons 2 roubles : 9 5 ftuvers =  1 ooo *' 
réponfe, 47500 ftuvers; &  fi nous all°n5 
plus loin &  que nous difions, 20 ftuvcr*’ 

: i  florin =  47500 ftuvers:.... nous auroi’5 
1 375  florins.

De plus, 2 ^ florins =  1 rixdale h o ll^
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°̂ife , ou 5 florins =  2 rixdales hollan

d e s  j on fera donc 5 florins : 2 rixdales 

°̂Handoifes =  2375 florins : . . . .  réponje ,  

550 rixdales hollandoifes.

Prenant enfuite les écus de Berlin fuivann 
^change à 1 4 2 ,  nous aurons 100 rixdales 

°*'andoifes : 1 4 2 rixdales =  9 5 o : au qua
trième terme , 1 349 rixdales de Berlin, 

allons enfin aux ducats, &  difons 3 rixdales 

■' ducat= 1 3 4 9  rixdales à ....... rép. 449 |

Vats.

4 8 2 .

Suppofons, pour rendre ces calculs en- 
^°re plus complets, que le Banquier de 

erün faflë difficulté , fous quelque pre
s t e  que ce foit, de payer cette fomme, 

^  ^u’il ne veuille acquitter la lettre de 

change qu’à raifon de cinq pour cent de 

rabais, c!eft-à-dire en ne payant que 100  

au üeu de 1 0 5 ,  il faudra encore faire cette 

ïegle de trois: 1 0 5 : 1 0 0  =  449 j  à un qua- 

trieme terme , qui efl: 428 ^  ducats.
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4 8 3 .

Nous venons de voir qu’on avoit befoirf 
de fix opérations en le fervant de la rcgl£ 
de trois $ or on a trouvé moyen d’abrégé 
extrêmement ces calculs par la regle qu 011 
nomme regle de réduction. Pour expliqu£r 
cette regle, nous confidérerons d’abord Ie5 
deux antécédens de chacune des fix ope' 
rations précédentes :

1.) 2 roubles : 95 ftuvers.
II.) 20 ftuvers : 1 flor. holi-

III.) 5 flor. holl. : 2 rixd. holi*
IV .) 100 rixd. hol. ; 142  rixd.
V .)  3 rixdales : 1 ducat.

V I.) 105 ducats : 100 ducats.
Si nous repaflons à préfeat fur les calc^’ 

ci-deflus, nous remarquerons que n°ll> 
avons toujours multiplié la fomtie prop0' 
fée par les féconds termes, &  que 
avons divifé les produits par les premia5 
termes ; il eft donc clair qu’on parvien t 
au même réfultat, en1 multipliant la foirn1'*



propofée toute d’une fois, par le produit 
de tous les féconds termes, &  en divifant 
par le produit de tous les premiers termes.
Ou, ce qui revient au même , qu’on 
naura qu’à faire la regle de trois fuivante : 
^mme le produit de tous les premiers 
Urines eft au produit de tous les féconds 
termes, ainfi le nombre de roubles donné 

au nombre de ducats payables à Berlin.

4 8 4 .

Ce calcul s’abrége encore davantage, 
Huand parmi les premiers termes il s’en 
lr°üve qui ont des divifeurs communs avec 
û-lques-uns des féconds termes ; car dans 

Ce cas on efface ces termes, &  on met à 
place les quotiens provenus de la divifion 

Par ce divifeur commun. L’exemple précé
dent prendra de cette maniéré la forme 
^u°n va voir :

d ’  A  L  G E  j}  R  E* 385
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Roubles x. ftuv. v i o o o  r
,z0. i flor. holland.

z  rixd. holland. 
100. 142 rixd.

3. 1 duc.
j -çj f . i i .  % tcjxp duc.

3 §6 E L É M E N  S
.bl<*

6300 : 2698 —  10 00 à.... 

7)26980.

9)3854(2.

42^(2. Réf.  428 ^  duc#5,

485.
L ’ordre qu’il faut fuivre en fe fervant ^ 

la regle de réduction efl: celui-ci : 011 coïï' 
mence par l’éfpece de monnoie dont il 
queftion , &  0:1 la compare avec une autr̂  
qui doit commencer le rapport fuivant, 
lequel on compare cette fécondé efpeC? 
avec une troifîeme , &  ainfi de fuite j ^ 
façon que chaque rapport commence paf 
l’efpece par laquelle le rapport précédé1’1 
finifl'oit $ on continue de même jufqu’à cl



^uon arrive à l’efpece fur laquelle on 
Amande la réponfe , &  à la fin on tient 
compte encore des faux frais.

4 8 6 .
Donnons encore d’autres exemples, afin 
faciliter la pratique de ces opérations.
Si les ducats gagnent à Hambourg 1 pour 

Cent fur deux rixdales de banque , c’eft-à- 
que 5 o ducats valent, non pas 100 , 

^ais 10 1  rixdales de banque , &  que le 
change entre Hambourg &  Konigsberg

119 gros de Pologne, c’eft-à-dire que
1 rixdale banco fafle 1 1 9 gros polonois, 
c°mbien feront 1000 ducats en florins polo- 
n°is? 30 gros polonois font 1 florin polon. 
^Ueat 1 : z  rixd. B .° io o o  duc.

d ’ A L G E  B R E. 3 8 7

•J00 5O 
I

30

10 1 rixd. B.° 
1 19  gros pol.

1 flor. pol.
i <j 00 : 1 zo : 9 =  i o00 duc. :....

3)  1 2 0 1 9 0 .

5 ) 4 0 0 6 3 ( 1 .
8012(3.  Rép. 8012 =-fl. p. 

B b  z
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On peut auffi abréger encore un peu da* 
vantage, en écrivant le nombre qui fait Ie 
troifieme terme au-defîus du fécond rang? 
car alors le produit du fécond rang , div$ 
par le produit du premier rang , donnera 

la réponfe défirée.
Queftion. On fait venir à Leipfig 

ducats d’Amfterdam, ayant cours dans ce£tfi 
derniere ville à raifon de 5 flor. 4 fluvefS 
courans, c’eft-à-dire que 1 ducat vaut 
ftuvers , &  que 5 ducats valent 16  florins 
hollandois. Si donc l'agio di B .°  efl: à 
terdam de 5 pour cent, c’eft-à-dire que 
105 courans faflent 100 de banque, &  <Iue 
le change de Leipfig à Amfterdam , el1 

argent de banque , foit 13 3 J- pour cent> 

c’efl-à-dire que pour 100 rixdales on paye 

à Leipfig 1 3 3 ^  rixdales ; enfin 2 rixdales ̂  
Hollande faifant 5 florins de Hollande , °n 
demande combien , fuivant ces changé ’ 
il faudra payer de rixdales à Leipfig p°ur 
1 0 0 0  ducats?
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ducats.

^ucats % : z6 fl. holl. cour.
*0^.21  : 4.2<t).t<p<t> flor. holl. B.° 
X  : ar rixd. B.° *

#<P<P.2: : 533 rixd. à Leipf.

21 : 3)? Ï 432(K 

7)18477(4.

2639.

Rép. 2639 Ï7 nxdales , ou  

2639 rixdales &  1 j  
bons gros.

C H A P I T R E  X.

Des Rapports compofés.

4 8 8 .

^  N obtient des rapports compofés, en 
Multipliant par ordre les termes de deux 
°u de plufieurs raifons, les antécédens par
mn

nntecédens, &  les conféquens par les
B b  3



conféquens ; &  on dit alors que le rapport 
entre ces deux produits eft compojé des 
rapports donnés.

C ’eft ainft que les rapports a : b , c : d , e ' f  
donnent le rapport compofé ace:bdf\*)•

4 8 9 .

Une raifon reftant toujours la même» 
quand , pour l’abréger, 0 1 1  divife fes deux 
termes par un même nombre, on peut faci
liter beaucoup la compofition c i -def fus  

en comparant les antécédens &  les confe' 
quens dans le deflein de faire de telleS 
réduftions , ainfî que nous l’avons fait dafls 
le chapitre précédent.

V oici, par exemple, comment on trouve 
le rapport compofé des rapports donnes 
qui fuivent.

( * )  C h a c u n e  d e  ces  tro is  ra ifo n s  e ft  d ite  ê tre  u n e de* 

racines d e  la  ra ifo n  c o m p o fć e .

3po E L É  M  E N  S
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Rapports donnés.

I 2 : a j  ,  2 8 : 3 3  , &  : 5 6 .

•?.2-,4r,2 : 5 ÿ .
<2# : j j - ,3'̂ '.
JrT f  ^ ^0.

h  2 :°nc 2 :5  efl: la raifon compofée qu’on
Perchoir.

4 9 0 .

Le même procédé a lieu , quand il s’agit 
Q °pérer en général fur des lettres ; &  le 
Cns le plus remarquable eft celui où chaque 
Antécédent eft égal au conféquent de la 
raifon précédente. Si les raifons données
font

a : b 
b : c 
c : d 
d : e 
e : a ;

a raifon compofée eft 1 : 1 .

B b  4
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On verra l’utilité de ces principes, en 
remarquant que deux champs quarrés ont 
entr’eux un tel rapport, compofé des rap' 
ports des longueurs &  des largeurs.

Soient, par exemple , les deux champs 
A  &  B  ;  que A  ait 500 pieds de longueur 
fur 60 pieds de largeur, &  que la longueur 
de B  foit de 360 pieds , &  fa largeur de 
100 pieds ; le rapport des longueurs fef3 
5 0 0 : 3 6 0 ,  &  celui des largeurs 6 0 : 100, 
Ainfi l’on a

^00,5 : 6 ,0 0 .
#0 : j-00.

5 : 6*
Donc le champ A  eft au champ B  comme
5 à 6.

4 9 2 *

Autre exemple. Soit le champ A  1 onê 
de 720 pieds, large de 88 pieds ; le champ 
B  long de 660 pieds, &  large de 90 pieds »
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0n compofera les rapports de la maniéré 
*ïui fuit :
^apport des long.
^apport des larg. 88 8 z

^ap. des champs A  &  B  1 6

Z»’ A  L G E  B R E. 3 9 3

I J ,00,100.
*0.

M-

4 9 3 -
De plus, s’il s’agit de comparer deux 

^ambres, relativement à l’efpace ou au 
c°ntenu, on obfervera que ce rapport eft 
c°mpofé de trois rapports ; favoir, de celui 
ês longueurs, de celui des largeurs &  de 

Celui des hauteurs. So i t , par exemple , la 
Cambre A , dont la longueur =  36 pieds, 
la largeur =  1 6 pieds , &  la hauteur =  14  
PJeds j &  la chambre B  , dont la longueur 

42 pieds, la largeur =  24 pieds, &  la 
auteur =  1 o pieds 5 on aura ces trois 

apports :
pour la longueur
pour la largeur * £,*,2 : z#,#.
pour la hauteur j-^,2 : *0, j .

h;

4 5-
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Ainfi le contenu de la chambre A  efl au 
contenu de la chambre B  comme 4^5-

494*
Lorfque les raifons qu’on compofe de 

cette maniéré font égales, il en réfulte des 
raifons multiples, bavoir , deux raifo^5 
égales donnent une raifon doublée ou quof" 
rée ; trois raifons égales produifent la raifo!l 
triplée ou culnque , &  ainfi de fuite. Par 
exemple, les raifons a :b  &  a\b  donnent I3 
raifon compofée aa : bb ; c’efi; pourquoi 1 
dit que les quarrés font en raifon doublee 
de leurs racines. Et le rapport a : b multipl'c 
trois fois, donnant le rapport a 3 : b 3, on d'1 
que les cubes font en raifon triplée de leurS 
racines.

495-
On enfeigne dans la Géométrie que deu* 

efpaces circulaires font en raifon doublé 
de leurs diamètres j cela fignifie qu’ils f°nt 
l’un à l’autre dans le rapport des quarrés 
leurs diamètres.



Soit A  un tel efpace dont le diametre 
^ 4* pieds, &  B  un autre efpace circu- 
laire dont le diametre =  30 pieds ; le pre- 
niIer efpace fera au fécond comme 45.45 

î°«30 , ou , en compofant ces deux rai
sons égales ,

A f M  '■. -TM»2*

d ’ A  L G E  B R E. 395

^°nc ces deux aires font entr’elles comme 

4.

496.
On démontre aufli que les folidités des 

fyheres font en raifon cubique des dia
c r e s  de ces globes. Ainfi le diametre d’un 
globe A  étant 1 pied , 8c le diametre d’un 
globe B  étant 1  pieds, la folidité de A  fera
11 celle de B  comme i 3: z 3, ou comme 
1 à 8.

Si donc ces fpheres font d’une même 
^atiere , la fphere B  pefera 8 fois autant 
l̂le la fphere A .
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497-
On voit qu’on peut trouver par-là Ie 

poids des boulets de canon , leurs diametres 
&  le poids d’un feul étant donnés. Soit, par 
exemple, le boulet A  dont le diametre ==1 
pouces, &  le poids = 5  livres, &c qu’on 
demande le poids d’un autre boulet don1 
le diametre feroit de 8 pouces , on aura 
cette proportion , 1 3: 8 3 =  5 j au qua' 
trieme terme , 3 2 0  liv. qui indique le poids 
du boulet B . On auroit pour un autre boule£ 
C y dont le diametre feroit =■ 15 pouces,

2 3 : i j 5 =  j : ........  Rép. 2 10 9  § 1̂ '

4 9 8 .

Quand on cherche le rapport de deu* 

frayions, comme j  : j  , on peut toujours 

l’exprimer en nombres entiers ; car on n3 
qu’à multiplier les deux fra&ions par bd> 
on obtiendra le rapport ad'.bc qui eft e^
à l’autre , &  d’où réfulte la proportion^' î 

=zad: bc. Si donc ad &  bc ont des divifeurs
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Communs, le rapport pourra fe réduire à 

moindres termes. C ’eft ainfi que ^  : j| 
^ 1 5 . 3 6 :  24. 25 =  9: 10.

4 9 9 .

On voudroit favoir encore quel eft le 

Apport des fraftions -a &  \ ; il eft clair qu’on 

aUra ~ \ L ~ b :  a ;  ce qu’on exprime en 
îfant que deux fraétions qui ont l’unité 

P°ur numérateur, font en raifon réciproque 
°u inverfe de leurs dénominateurs. On dit la 
^ême chofe de deux fra&ions qui ont un 

même numérateur quelconque ; car e-  : -b 
‘s"  ̂  : a. Mais fi deux fraftions ont leurs de
ssinateurs égaux, comme : h- , elles font 
en raifon directe des numérateurs, favoir, 

c°mme a:b. Ainfi |  ^ = 6 : 3 = 2 :  r,

^ 7 : ^ =  1 0 : 1 5 ,  ou =  2 : 3.

500.
On a remarqué dans la chute libre des 

COrPs j qu’un corps tombe de 15 pieds dans



une fécondé , que dans deux fécondes de 
temps il tombe de la hauteur de 60 pieds > 
&  que dans trois fécondés il tombe de • 3 î 
pieds ; on en a conclu que les hauteurs f°nt 
entr’elles comme les qua?rés des temps > 
&  que réciproquement les temps font en 
raifon fous-doublée des hauteurs, ou comme 
les racines quarrées des hauteurs.

Si donc on demande combien de temps 
il faut à une pierre pour tomber de la hâ ' 
teur de 2160 pieds; on aura 15 :2160^  
au quarré du temps cherché. Ainfi le quarfe 
du temps cherché eft 1 44 ,  &  par confë' 
quent le temps qu’on demande eft lî 
fécondés.

5 0 1 .
On demande combien de chemin, 011 

quelle hauteur, une pierre pourra parcoüf11 
en tombant pendant une heure de temps» 
c’eft-à dire en 3600 fécondés? On d11'1 
donc, comme les quarrés <̂ es temps, c’e^' 
à-dire i ’ ^ ô o o ’ ; ainfi la hauteur donm> 
=  15 pieds, à la hauteur cherchée.
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1 : 12960000=15 :.... 194400000 haut1-.
15 cherchée.

6480000o 

1296

194400000.

Si nous comptons maintenant 18000 

Pleds pour une lieue, nous trouverons cette 
tuteur de 10800 , &  par conféquent près 

Quatre fois plus grande que le diametre 
la Terre.

502.
Il en efl: de même à l’égard du prix des 

Patres précieufcs , lefquelles ne fe vendent 
Pas dans la proportion des poids j tout le 
^onde fait que ces prix fuivent un plus 
£rand rapport. La regle pour les diamans 

j que le prix efl: en raifon quarrée du 
P°ids, c’eft-à-dire que le rapport des prix 

égal à la raifon doublée des poids. On 
Pnme le poids des diamans en carats, 
un carat vaut 4 grains j fi donc un dia-

o ’ A  L G E B R E,  399
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mant d’un carat vaut 10 liv. un diamant 

de ioo carats vaudra autant de fois 
livres, que le quarré de 1 00 eft plus grand 
que i ; ainfi on aura, fuivant la regle & 
trois,

i * :  i o o ’ ^ i o l i v .  : 
ou I : loooo = 1 0 : .....R ép.ioooool"''

Il y  a un diamant en Portugal qui pcle 
1680 carats ; fon prix fe trouvera doncel1 

faifant

l s : 1680* =  1 o liv. : .....ou
1 : 1821400 = 1 0  : i 8 i i 4 0 o o l lV

5 O 3 .

LeS poftes fourniflent aflez d’exempt* 
de rapports compofés, parce quelles  ̂
payent en raifon compo.fée du nombre ^  
chevaux &  de celui des lieues ou des pof^ 
Par exemple, un cheval fe payant 20 f"01’’ 
par pofte , qu on veuille favoir ce qu 
aura à payer pour 28 chevaux &  pour 4 >



Poftes ? On écrira d’abord le rapport des
chevaux , -------------------- 1 : 2 8 ,

fous ce rapport on mettra celui
des poftes , ------------’ —  * : 9 ,

^  compofant les deux rapports,
°n a u r a -------------------- 2 : 1 5 2 ,
ou 1 : 1 2 6  =  1 liv. à 126 fr. ou 42 écus. 
Autre queftion. Si on paye un ducat pour 

huit chevaux par trois milles d’Allemagne, 
c°mbien coûteront trente chevaux pour 
^atre milles ? On fera le calcul fuivant : 

%  :
f  : *• ' ' f "

-------------------------- '
i : 5 =  1 duc. : au ą.c terme, qui

fera 5 duc.

5°4-
La même compofition des rapports fe 

Préfente , quand il eft queftion de payer 
des Ouvriers , puifque ces payemens fui
ent ordinairement la raifon compofée du 
n°mbre des Ouvriers &  de celui des jours 
Su on les a employés.

Tome /. C e
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Si on donne , par exëmplfc, 25 fous par 
jour à un Maçon , &  qu’on demande ce 
qu’il faudra payer à vingt-quatre Maçons 
qui auront travaillé pendant 50 jours ? On 
fera ce calcul :

,  -  1  • 2 4  

. 1  : 50

1 : 1 2 0 0 = 2  5 : .....15  00 fraitts

20)30000(1500.

Comme dans ces fortes d’exemples on 
a cinq données, on nomme dans les livr# 
d’Arithmétique regle de cinq, celle qui fer* 
à réfoudre ces queftions.
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C H A P I T R E  X I .

Des ProgreJJions géométriques.

5°5‘
T îv î j e  fuite de nombres qui deviennent 
toujours un même nombre de fois plus 
2rands ou plus petits , fe nomme une 
Pr°grej]lon géométrique , parce que chaque 
terrne eft conftamment au fuivant dans le 
*ême rapport géométrique. Et le nombre 

indiq ue combien de fois chaque terme 
^  plus grand que le précédent, s’appelle 
le*pofant. Ainfi ,  quand le premier terme 

1 & l’expofant =  2 ,  la progreflion géo
métrique devient :

3»4, 5,  6,  7 ,  8 , 9 &c.
. r°Sr- I ,  2 , 4 , 8 , 1 6 ,  3 2 , 6 4 , 1 2 8 ,  256&C.

nombres 1 , 2 , 3  & c. marquant tou- 
,0Urs les quantiemes termes de la pro-< 
8'effion.

C C 2
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Si on fuppofe, en général, le 'premier 
terme =  a &  l’expolant =  b , on a la pro* 
greffion géométrique fuivante :

* *  ̂> 3 ? 4 > 6 , 7? 8 .... n*
Progr. tf, ab,ab*, ab\ ab\ ab5, ab*, ab7.. ab"''' 

Ainfi , quand cette progreflion efl: de n 
termes, le dernier terme efl: = a b a' 1. Il fout 
remarquer ici /  que fi l’expofant b efl: pluS 
grand que l’unité, les termes augmente^ 
continuellement ; que fi l’expofant ^ = 1  ’ 
les termes font tous égaux ; enfin, que 
l’expofant b efl: plus petit que 1 ,  ou qu’il 
une fraftion , les termes décroiflent 

cefle. Ainfi quand æ =  i S t b — ^,  on*1 

cetre progreflion géométrique :
i - I - —  ±  l _L Rrr
1 5 2 > 4 J S ) i<S,> 3 1  > 64 1 ,28 j  CV

5 0 7 .

Ici fe préfentent donc à confidérer :
I.)  Le premier terme que nous avoilS 

nommé a.

404 E  L  £  M  E  N  S
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) L’expofant, que nous appelons b.
) Le nombre des termes que nous avons 

md i que par n.

) Le dernier terme , que nous avons 
trouvé =  abn~l.
Ainfi, quand les trois premieres de ces 

Parties font données , on trouve le dernier 
terme, en multipliant par le premier terme 
«la n —  i re puiflance de , ouÆ’1-1.

Si on demandoit donc le 50e terme de 
^ progreflion géométrique I , 2 , 4 , 8 , 
$ c .  011 auroit a =  l , b =  z &  n =  j  o ;  

Par conféquent le 50e terme =  z<9. Or 2’  
^ânt =  5 1 2 ;  2 '0 fera =  1024. Donc le 
Quarré de 2 '0, ou 1 10, = 1 0 4 8 5 7 6  , &  le 
^Narré de ce nombre, ou 10^9 5 1 1627776 
^  1 40. Multipliant donc cette valeur de 
240 par 29 ou par 5 12  , on a z49 égalant 
56294995341 1312 .

5 0 8 .

Une des principales quefiions qui fe pré
sentent dans cette matiere, c’eA de trouver

C e  3



la fomme de tous les termes d’une pro
greflion géométrique j nous allons donc en 
expliquer la méthode. Soit donnée d’abord 
ïa progreflion fuivante, compofée de dix 
termes :

^5 2 ? 4 y ^ » i ^ ) 3 2 j ^ 4 )  128,  2 j 6 ,   ̂Ht 
dont nous indiquerons la fomme par / ,  de 
forte que :

/ =  1 +  2+4 +  >>+16 +  3 2 + 6 4 -H 28 +  2 
+  5 1 2 ,  nous aurons, en prenant le double 
de part &  d’autre, 2/==2—J—4—|—8—}— 1 6-f-3 2 
— 64—}— i 28-j—2 5 <5— 5 12 —j—1024* Otant de 
ceci la progreflion indiquée par f ,  il refte 
f = i o i Ą  —  1 = 1 0 2 3 ;  donc la fomme 
cherchée = 1 0 2 3 .

5 0 9 .

Suppofons maintenant que dans la même 
progreflion le nombre des termes foit indé' 
terminé &  = :  n , de façon que la fomme en 
queftion, ou f ,  {oit =  1 -|—2 — 2.a—|—2.J 
.... 2"~I. Si on multiplie par 2 , on a 2/==* 
+ 2 i 4 ~ 2 1 + 2 <. . . .  2" 3 &  fouftrayant de
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cette égalité la précédente, on a / =  2" —  1. 
On voit donc que la fomme cherchée fe 
Votive , en multipliant le dernier terme, 
ł '!' 1 , par l’expofant 2 , afin d’avoir 2", &  
en fouftrayant de ce produit l’unité.

5 1 0 .

Cela devient encore plus clair par les 
temples fuivans , où nous fubftituerons 
^cceflivement à n les nombres 1 ,  2 ,  3 , 
4 5 & c.

j  I  +  2 r = 3  j  1+  2 + 4 1 = 7  ; I + 2  +  4  +  8  

^*5 5 I“j“ 2-j-4-j-8 -f-l6 = 3  I i I—[— 2 —j— 4 

'T'8 —J—1 6—f-3 z =  63 , & c.

5 1 1 .
On propofé ordinairement dans cette 

Matière la queftion qui fuit : Un homme 
Propofe de vendre fon cheval par les clous, 
4̂ 1 font au nombre de 3 2 ;  il demande
1 tard pour le premier clou , 2 liards pour 
Ie fécond clou, 4 liards pour le troifieme 
cl°u 5 8 liards pour le quatrième , &  ainfi

C  c 4



•de fuite-, en demandant pour chaque clou 
le double du prix du précédent. On de
mande quel feroit le prix du cheval?

Cette queftion fe réduit évidemment à 
trouver la fomme de tous les termes de 1<1 
progreflion géométrique i , 2 , 4  , 8 , 
& c . continuée jufqu’au 32e terme. O r  ce 
dernier terme eft 23' ; &  comme nous avor>s

1 0
trouvé plus haut 2 10 = 1 0 4 8 5 7 6 ,  &  1 
=  1024 , nous aurons 2 10. 2 '°  =  1 30 égal à 
1 0737418x4;  &  en multipliant encore par
2 ,  le dernier terme 2 3' = 2 1 4 7 4 8 3 6 4 8 )  
en doublant donc ce nombre &  en retrait 

chant l’unité du produit , la fomme chef' 
chée devient 4294967295 liards. Ces liards 

font 1073741823 j  fous,&  divifant par i °  

on a 53687091 liv. 3 f. 9 den. pour leprl>: 
cherché.

5 I 2 '
Soit à préfent l’expofant =  3 , &  qu’1* 

s’agifte de trouver la fomme de la pr0' 
greffion géométrique 1 ,  3 , 9 , 2 7 , 8 1 ,  zą} ’
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7*9 , compofée de 7 termes. Suppofons-Ia 
P°ur un moment =  / ,  de forte que

^ I +  3 + 9  +  27 +  8l +  243+ 7i 9-
Nous aurons, en multipliant par 3 :

3/^=3—|—9—}—2.7-]—8 1 —j—i  43—i—7 i 9 _ł ' i  18 7* 
Et fouftrayant la férié précédente , nous 

ayons i f = i  187— 1 = 2 186. Ainfx le double 
^  la fomme e f t = 2 i8 6 . ,  &  par confè
rent la fomme cherchée =  1093.

5 I 3 -

Soit dans la même progreflion le nombre 
des termes =  n , &  la fomme — f i  de forte

^ e  f = i^-  3 “j-31-}~3, + 3 4 +  * •*• 3'1-1* 

^ on multiplie par 3 , on a 3 / =  3 -f- 3* 
33 34 —j— - . .  - 3". Souftrayant de ceci 

k* valeur de f ,  comme tous les termes de 
CeUe- c i , excepté le premier , détruifent 
tQus les termes de la valeur de 3f ,  ex- 
Ccpté le dernier, on aura 2 / =  3 "— 1 ‘,

donc / =  Ainfi la fomme cherchée
2

trouve en multipliant le dernier ternie
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par 3 , en fouftrayant i du produit, 8ç 
divifant le refte par z. C ’eft ce qu’on voit 
aufli par les exemples fuivans : i  =  i  -, i - H

= âT L= 4 î i + 3+ 9 ===,-T2= i J J  i +3  +9 
+  17 =  3~ =  40; i +  3 +  9 +  2 7 - f 8 1

5.81-1
= i z i .

5 1 4 .

Suppofons maintenant , en général,  ̂
premier terme = a  ,  l’expofant =  b , ^ 
nombre des termes = « ,  &  leur fornn  ̂
= / ,  en forte que
_/ —  a 4~ ab -f- ab1 -}- ab' ab* -j-1 • • • • cibn 

Si nous multiplions par b , nous avofl*

bf= =  “ 1“  3 “ f " “ h  1 “ { " • • • •  â ‘1
&  fouftrayant l’égalité précédente il rei^ 
( b— x ) / =  a£“ — a ;  d’où nous tirons fac1'

lement la fomme cherchée / = ^ —— P3f

conféquent la fomme d’une progreflion gé°' 
métrique quelconque fe trouve , fi on nW' 
tiplie le dernier terme par l’expofant de I3 
progreflion , qu’on fouftraie du produit Ie



Premier terme &  qu’on divifé le refte par 
^‘xpofant diminué de l’unité.

5*5-
Soit une progreflion géométrique de fept 

terrnes, dont le premier =  3 , &  que l’ex- 
P°fant foit =  2 , on aura a =  3 , b =  1  &  
fl5=:7 ; donc le dernier terme = 3 .2 %  ou 
^ 4==i9 2 -, 8c la progreflion entiere fera 

3 , 6 ,  1 2 , 24 , 48 , 96 , 192. 
de plus on multiplie le dernier terme 

par l’expofant 2 , on a 384 j ôtant le 
Minier terme 3 , il refte 3 81 ; &  divifant 
^  par b— 1 ou par 1 , on a 381 pour la 

^fiie de toute la progreflion.

5 1 6 .

Soit encore une autre progreflion géo- 
^rrique de fîx termes , que 4 en foit le 

fr°rnier , &  que l’expofant foit =  La 

r̂°Sreflion eft
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Multiplions ce dernier terme i r p ar ' e** 

pofant \ , nous aurons ^  ; la fouftra£H°n 

du premier terme 4 laifle le refte 7^, qu’’ 

divifé par b— 1 =  *-, donne -g- =  85 §"*

5 1 7 -
Lorfque l’expofant eft plus petit que l ’ 

&  que, par conféquent, les termes de  ̂
progreflion vont toujours en diminuant) 
on peut indiquer la fomme d’une telle pr°' 
greflion décroiflanre qui iroit à l’infini.

So it, par exemple , le premier - terP12

=  1 ,  l’expofant =  \ , &  la fomme = / >  ̂  
forte que :

fans fin.
Si on multiplie par 2 , 011 a

l / = 2  - f -  I - j -  5— +  

l’ans fin.
Et fouftrayant la progreflion précédent^ 

il refte f = i  pour la fomme de la progrc1' 
fion infinie propofée.
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Si le premier terme =  1 ,  Pexpofant^rj» 
^  la fomme =  f  ;  de façon que
/ ^ I + J + J  +  J. +  rï +  > & c. à l’infini.

On multipliera le tout par 3 , on aura 
î / ^ 3  -|_ x à l’infini;

^fouftrayant la valeur de f ,  il refte 1  f  

^  3 > donc la fomme

5 1 9 .

Qu’on ait une progreflion dont la fomme 
^ / j  le premier terme = 2 ,  l’expofant= - ■  

façon que

/;aa * + 1 + 1  +  g  +  5 r + , & c.à  l’infini. 
Multipliant par'j. on aura j / =  j  +  x " M

"H  §  +  vis +  >& c - &ns fouf" .

trayant la progreflion f , il refte j  f  —  |  ; 
^°nc la fomme cherchée =  8,

5 20.
Si on fuppofe, en général, le premier 

ler m e = a ,  &  l’expofant de la progreflion

f i ’ A  t- G E B R E. 4 1 J



=  j  , de manière que cette fraftion foit plttf 
petite que i , &  par conféquent c plus grand 
que b; voici comment on trouvera la fomme 
de cette progreflion pouflee à l ’infini : on 
fera

Ą I 4 Ë  L  É  M  E f t  S

fans fin.
Multipliant par * , on aura

Et fouftrayant cette égalité de la précé

dente , il refte ( i —  f — a.
• CL

Par conféquent f —  — j
C

Si on multiplie les deux termes de cetté 
frattion par c , on â f =  La fomme &  
la progreflion géométrique infinie propol^ 
fe trouve donc en divifant le premier terme 
a par i moins l’expofant, ou bien en flïul' 
tipliant le premier terme a par le dénomi
nateur de l’expofant, &  en divifant 
produit par le même dénominateur diminué 
du numérateur de l’expofant.
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5 2 1 .

On trouve de la même maniéré les/*
°nimes des progreflions, dont les termes 
°̂nt affe&és alternativement des fignes -j~ 

^ Soit, par exemple ,

ab 1 a ^  a ^  i al}A r— ---- h — ------ r  ~\-----:-----, & c.
c ' c CJ c

Si on multiplie p arb- , on a

v('_ab a b* . ab1 ab4 0
i1 '------------ i— ---- 5--------— &C.

c c 1 c 3 c 4

Et fi on ajoute cette égalité à la pré

sente , on obtient ( i-J- ? )  f —  a* D ’où
r a
°n tire la fomme cherchée f  — — j— ou

■ C

«■+4 *
5 2 Z .

voit donc que fi le premier terme 

^  } ,  &  l’expofant =  j , c’eft-à-dire , b 
^ ł & c  =  j , on trouvera la fomme de

a P ro g re flio n \+  £  +  +  & c .  = =  i  i
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puifqu’en fouftrayant l’expofant de i il ref' 
tera f  , &  qu’en divifant le premier terme 
par ce refte, le quotient eft i .

On voit en fécond lieu que fi les terme5 
font alternativement pofitifs &  négatits, & 
que la progreflion ait cette forme :

.1  . . .  . 5 j s T i i j  S a i T ^ ’

la fomme fera
3
j

5 2 3 .
exemple. Soit la progreflion infifl* 

i J . 1  1__L_ J ___L. J ___L_ I & c
J0  I 100 I ÎO C O  1 lO O O O  I 1 0 0 0 0 0  I

Le premier terme eft ici ^ , &  l’exp0, 

fant eft -i. Souftrayant ce dernier.de 1 ’

il refte — ; &  fi l’on divife le premier terPie
10 . \ .v 

par cette fraftion, il vient j  pour la fomÇ1
de la progreflion donnée. Ainfi en1 11
prenant qu’un terme de la ptogreffi011’
favoir ^ , l’erreur feroit de

1 »
È11 prenant deux termes , >*.!



 ̂s’en faudrait encore de que la fomme 
ne fût =  ' »

V > 524*
Autre exemple. Soit donnée la progreffioa 

înfinie :
o ' ----Ł -4 -&C.I io  I 100 » 1000 l 10000 r

premier terme efl 9 , l’expofant eft-^.

Ainfi 1 moins lexpofant fait £ $ &  F = 1 0 ,
f , to *Dmme cherchée.

On remarquera que cette fuite s’exprime 
Par une fra&ion décimale en cette maniéré, 
959999999 5 & c*

_____1___ a L g j a L '.r- . r u j i v . j . 'm v ^ B t T ï a r r t g j ’. g B n . a

C H A P I T R E  X I I .

Des Fractions décimales infinies.

52  5-
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No u s avons vu plus haut que dans les 
calculs logarithmiquesjon emploie desfrac- 
t!°ns décimales au lieu des fraôHons ordi- 

Tomc /. D  d



naires ; cela fe pratique aufli avec beaucoup 
d’avantage clans d’autres calculs. Il s’agir3 
principalement de faire voir comment on 
transforme une fra&ion ordinaire en une 
fraction décimale , &  comment on peut 
exprimer réciproquement la valeur d’une 
fraftion décimale par une fraction ordi' 
naire. *

5 2 6 .

Qu’on ait généralement à changer en

fraftion décimale la fraćKón j  : comme cettf 
fraftion exprime le quotient de la divifio11 
du numérateur a par le dénominateur b , ofl 
écrira à la place de a la formule a,ooooooOt 
dont la valeur ne différé pas du tout àe 
celle de a ,  puifqu’elle ne contient m 
dixièmes, ni centiemes & c. On divifer3 
enfuite cette formule par le nombre b, fu1' 
vant les réglés ordinaires de la divifion9 & 
en obfervant feulement de mettre à la placC 
convenable la virgule qui fépare les déc1' 
maies &  les entiers. Voilà tout le procéda
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& nous allons l’éclaircir par quelques 
temples.

Soit donnée d’abord la fra&ion \ , la di- 
Vlfion en décimales prendra cette forme :

2)1,0000000__i_
0,5000000 

Nous voyons par-là que eft autant que 
'■M 000000 ou que 0,5 ; &  en effet cela 
eft évident , puifque cette fra£Hon décimale 
l!1dique ^ , qui équivalent à j .

5 2 7 .

Que ~ foit la fraéHon donrée, on aura
3)1,0000000 - 1 

0,3333333“ '
Cela fait voir que la fraftion décimale , 

jW  la valeur =  ) , né peut, à la rigueur, 
ttre difcontinuée nulle part, &  qu’elle va 
 ̂ 1 infini en confervant toujours le nombre 

^ Aufli avons-nous trouvé plus haut que

lcs fraftions - 4 - - - 4 - - — Y--1 -  » & c- à p "-iiuub ,0 [ 100 I 1000 r 10000 >
lnfi>ii, ajoutées enfemble font j .

D d  z
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La fraftion décimale qui exprime fa 

valeur de j , fe continue de même à l’infini> 

car on a
3)2,0000000__4

1,6666606 3’
Et cela fuit d’aiileurs évidemment de cS 

que nous venc ns de dire, parce que j  

le double de^.3
5 2 8 .

Si i  eft la fra&ion propofée , on a
4)1,0000000 ,

0,2500000 4*
Ainfi  ̂eft autant que 0,2 500000 ou ql1 

0,25 ; &  cela eft clair, p u ifqu e^-p ^
—  21 — i

100 4 • j

On auroit pareillement pour la fra£ti0111
4)3,0000000__?

0,7500000 4* .
Ainfi \ =  0,7 5 j &  en effet £ + 7^ ̂  

_ î

La fra&ion i  fe change en fraftion déc' 

cimale, en faifant



D* A  L G E B R E, 42  I

4) 5,0000000_5

1,2 50 0 0 0 0  4 *

° r  1  +  , 0 0 — ; •

5 2 9 .

On trouvera de la même maniéré
5

» 5 —- ° j 4 j y —— j J ' —=0,8 ; y = 1  j
6

1 ,2  , & c .

Quand le dénominateur eft 6 ,  on trouveI 7
« ^ 0 , 1 666666 & c . ce qui eft autant que 

666666— 0 ,5 . O r 0,666666= ^  & o ,5  

^ j- ,  donc en effet 0 , 1 6 6 6 6 6 6 = j  — ̂ = | - .

On trouve aufTi |  = 0 , 3  3 3 3 3 3  & c . =  j  ; 

^ ais |  devient 0 ,5 0 0 0 0 0 0 =  Enfuite 

^ 0>8 3 33 3 3 = ° > 333333+°>5 > c’eft-à-

5 3 0 .

Lorfque le dénominateur eft 7  , les frac-

l,°ns décimales deviennent plus com pli

quées. Par exemp. on trouve ^ = 0 , 1 4 2 8 5 7  

^ c- cependant il faut remarquer que ces 

chiffres 1 4 2 8 5 7  reviennent conltam-
D d  3



Ą l l  E L  É  M  E  N  S

ment. Pour fe convaincre donc que cette 
fraftion décimale exprime précifément la 
valeur de on peut la transformer en une 
progreflion géométrique , dont le premier 
terme foit =  &  l’e x p o fa n t= ^ s ;i

&  par conféquent la fomme =  - —
 ̂ i oooooo

= = ?w?99 ^en multipltant les deux termes par 
i oooooo ) =  -.7

531-
On peut prouver encore d’une manière 

plus facile , que la fraftion décimale trou' 
vée fait exa&ement car pofant pour fr 
valeur la lettre f ,  on a

y==o, 14 1 857142857142857  & c* 
i o / = i ,  4 1 85 71 4 1 857 1 42 857  & c' 

10 0 /1= 14 , 2857142857142857 
10 0 0 /=  14 2, 857142857142857 &’C' 

IOOOOy==i428, 57I42857I42857 & C' 
IOOOOO/=:I4285, 7 142857 1 42857  

IOOOOOO/=l42857, 142857142857 & C’ 
Souftrayez7=  O, 142857142857 & c‘

9 9 9 9 9 9 7 = 1 4 2 8 5 7 .
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Et divifant par 999999 , vous aurez f  
^ 9 9 ^ —  f* Donc la fraétion décimale, 

on avoit fait = f ,  eft =  y

5 3 2 ‘
On transformera de la même maniéré1

7 en une fraftion décimale, qui fera 
0î*8 57i428 & c. &  cela nous conduit à 
îrouver plus facilement la valeur de la 
fraftion décimale que nous venons de fup- 
p o fe r= /y  parce que 0 , 1 8 5 7 1 4 x 8 ,  & c. 
ü°it être le double de celle-là, &  par corn» 
féquent — i f .  Car nous avons eu

i o q /^ 1 4 , 2 85 7 1  428571 & c.
ainfi en fouf

trayant i f — 0 , 1 85 7 1 4 1 8 5 7 1  &  c. 
il refte 9 8 7 = 14  

donc f = \
On trouve aufti ^=0,428 >7142857 &ic. 

Ce qui , après notre fuppofition, doit être 
^ 3 f ;  or nous avons trouvé

10/— 1 , 42857 1 428) 7 ,  & c.
flInfi en fouf

trayant ; / = o,4?8 5? 142857 , & c.

n°us avons 7 / = ! , donc/ = 7 -
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53 3-
Ainfi quand une fraôtion propofée a Ie 

dénominateur 7 , la fraction décimale eft 
infinie, &  6 chiffres y  font continuellement 
répétés. La raifon en e f t , comme il 
facile de s’en appercevoir, qu’en continuant 
la divifion il faut qu’on revienne tôt ou tard 
à un réfidu qu’on aura déjà eu. O r  il nC 
peut relter dans cette divifion que 6 nom' 
bres différens , favoir 1 , 2 ,  3 ,  4 , 5 , i 
ainfi, après la fixieme divifion au plus tard > 
il faut que les mêmes chiffres rev ien n en t  ) 
.mais lorfque le dénominateur eft de nature 
à faire parvenir à une divifion fans refte > 
ces cas-là ne peuvent avoir lieu.

534-
Suppofons à préfent que 8 foit le dénO' 

minateur de la fraction propofée , 011 troU' 
vera les fraćtions décimales qui fuivent : 

g = ; o ,  12  j ; g ——0,2 50 j g z = o , 3 7  5 

I — o,5oo} 1 = 0 , 6 2 5 } | = o y 75° i  

£ = 0 ,8 7 5  , & c.



Ï 3 ) •
Si le dénominateur eft 9 , on a 

î^ O ji 1 1  &c.^ = o , i i i  &c. ^ = 0 ,3 3 3  & c. 
Si le dénominateur eft 10 ,  on a

I
î ^ c . i o o ; — = o , i c o  : — =0 ,-5 . Cela eft

7 '  I O  7 ■ ' I O

clair par la nature de la chofe , de même 

<3Ue4  =  ° }° 1 i que £ 5 = 0 , 3 7 ;  q u e ^ |  

^ 0 , 2 5 6 ;  que ,-5555 =  0,0024, &c.

5 3 6 .
Que 1 1  foit le dénominateur de la frac- 

tlon propofée, on aura ^  =  0,0909090 , 
^ c* Or fuppofons qu’on veuille trouver la 
valeur de cette fraftion décimale, &  nom- 
Itl°ns-la f ,  nous aurons f =  0,090909, &  
l°-A=:oo,909090 -, de plus, 100/1=9,09090.
î donc nous fouftrayons de ceci la valeur 

d e / j nous aurons 99^== 9 , &  par confè
ren t f =  —  -L. Nous aurons aufli 
î  99 • >

îî ̂ o , 1 8 1 8 1 8 ,  = 0 ,2 7 2 7 2 7 ,8 0 :.—

^ ° > 5 4 S 4 5 4 >  & c.
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537-
II efl: donc un grand nombre de fra£Kon$ 

décimales, où un , deux ou plufleur* 
chiffres reviennent conftamment, &  qul 
continuent de cette maniéré jufqu’à l’infini' 
De telles fractions font aflez remarquable5> 
&  nous allons faire voir comment on peut 
trouver aifément leurs valeurs (*).

( * )  Ces fraftions décimales périodiques fournifl"el,t 

matiere à plufieurs recherches intéreffantes ; j’avois co&' 

mencé à m’en occuper, même avant que d’avoir vu c&:e 
Algèbre, &  j aurais peut-être continué , fi je n’attend015 
aufli l occafion de voir un Mémoire inféré dans les 

faflions philofophiques pour 176 9  , &  intitulé o f  the Th‘ o!\ 
o f  circubting F  raflions. Je me contenterai de rapporterl£l 

le raifonnement par lequel j’avois commencé.

N  . . > X{
Soit — une frattion réelle quelconque irrédu&ible a

moindres termes ; on demande jufqu’à combien de c h ^ 5 

il faudra la réduire en décimales, avant que les v n ^ e> 

termes ou chiffres reviennent. Je  fuppofe que 10 N  

plus grand que D  ;  fi cela n’étoit p as, mais que i ° °  1 
ou 1000 N  feulement fût >  D , il faudrait commencer

. r  10  N  100 N  „ ,  . . <,.»$
par voir u ~ j y  ou ——  & c . fc réduit à de mom“ r

N‘
termes, ou à une fra&ion
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Su p p o fo n s d ’ab o rd  q u ’ un feul ch iffre  foit 
t0ujours r é p é t é , &  in d iq u o n s-le  p ar a ,  de  
forte q u e f  = o ,a a a a a a a .  N o u s  a v o n s  

1 0  J= .a ,a a a a a a a  , 

^ fo u f t r a y a n t  f = o , c,aaaaaaa 

n°us au rons y f = a ;  d o n c f
pofé , je dis que la même période ne peut re-

que lorfque dans la divifion continuelle qu’on fa it,

e ^ême réfidu A' revient. Suppofons que jufqu’alors on

911 ajouté f  zéros, &  que Q foit le nombre du quotient

entier, &  abllra&ion faite de la virgule, 011 aura
"Mo/ N N

l j — =  Q + p ,  dônc Q =  — x- ( i o f -  1 ). O r Q devant

C,re Un nombre entier , il s’agit de déterminer pour f

le 1 N
Ptys petit nombre entier, tel que — x ( 10 /  -  1 ) , ou

^em ent que —° ^ —- foit un nombre entier.

j problème demande qu’on diftingue différens cas •"

“ Premier eft celui où D  eft un divifeur de 1 0 ,  ou de 

10:1 ou de 10 0 0 , & c . ; &  il eft clair que dans ce cas au- 
Cun« fcaftion périodique ne peut avoir lieu. Nous pren- 

. Ulls pour le fécond cas celui où D  eft un nombre 

tnI>a‘r , &  qui ne foit pas un fa&cur d’une puiflance de 
lo i dans ce cas la valeur de /  peut aller jufqu’à D - 1  , 
rr‘a s fouvent elle eft moindre. Un troifieme cas enfinłA

où D  eft pair , &  où par conféquent, fans être 

Un £»£teur d’une puiflance de 1 0 , il a cependant un



Lorfque deux chiffres font répétés ? 
comme a b , on a f —  o,abababa. Donc 100/ 
z=ab,ababab ;  &  fi on en fouffrait/ ,  il rc^e 
y c ) f= a b s  par conféquent f = j ^

Lorfque trois chiffres, comme ab c , ^ 
trouvent répétés-, on a f=za,abcabcabc y par 
conféquent j 000 J — abc^abcabc y &  en foui' 
trayant f , il refie 999 J — a b c ;  donc/ 
=  ~  , &  ainfi de fuite.

538.
Toutes les fois donc qu’une fraftion dé

cimale de cette efpece fe préfente , il 
facile d’en trouver la valeur. Soit donnée» 
par exemple, celle-ci, 0 , 196296,  fa va' 
leur f e r a := ^ = = ^ ,  en divifant les deu* 
termes par 37.

commun divifeur avec une de ces puiflances. Ce coin111111] 

divifeur ne peut être qu'un nombre de la forme i ‘ > 11
D  '

donc — =  d , je dis que les périodes feront les mèlI'£S

N  1 t
que pour la fraftion -— , mais quelles ne com m enceron

qu'au chiffre défijné par c. Ainfi ce cas revient au (eco^  

c j s ,  &  il eft évident au refte que c’eft celui-ci qui ^ lt 

l ’eflentiel de cette théorie.

428 E L É M E N  S
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Cette fraétion doit redonner la fra&ion 
décimale propofée ; &  on peut fe convain- 
Cre facilement que ce réfultat a lieu en 
cffet, en divifant 8 par 9 , &  après cela le 
Quotient par 3 , parce que 2 7 = 3 .9 . On a

9)8,0000000
3 ) 0 , 8 8 8 8 8 8 8 "

0,2962962 & c.
Ce qui eft la fra&ion décimale propofée.

539-
Donnons encore un exemple allez cu- 

^eux, en changeant en fra&ion décimale 
'a fraftion------- , ce qui fe fait de, 1.1.3 ,4 .5 .6 .7 .8 .9 .10  ’  T.

a maniéré qu’on va voir :
2) 1,00000000000000
3 )o, 5 0000000000000
4)0,1 66666ÓÓ6066Ó6 
5 )o,D4166666666666

6)0,00833333^33333
7)0,001 38^88888888
8)0,00019841 269841
9)0,00002480158730

10)0,00000275 573 192
0 ,000 0 0 0 ^ 557319 .
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C H A P I T R E  X I I I .

Des Calculs d’ intérêts (*).

5 4 0 .

0 = 5  a coutume d’exprimer les intérêts 

d’un capital en pourcents, en difant combie11 
on paye annuellement d’intérêt de la foinflie 
de 100. Il eft allez ordinaire qu’on pla^ 
fon capital à 5 pour cent,  c’eft-à-dire>

( * )  La théorie du calcul de l'intérêt doit fes premia* 

progrès à L e i b n i l qui en donna les principaux élémSnS 

dans les A S à  Eruduorum. de Leipfig pour 16 83. & e 1 
fourni matiere enfuite à plufieurs diflertations detacb-c 

très-intéreffantes ; ceux qui l’ont le plus avan cée , ^ nt 
les Mathématiciens qui ont travaillé lur l ’A ritlunéti^ 

politique , dans laquelle on combine d’une maniéré vdj 
tablement utile le calcul des probabilités , le calcul c 
l’intérêt &  les données que fournirent depuis envir0” 

un fîecle les regiftres mortuaires. De bons élémens d’A rlf 
métique politique nous manquent encore , quoique c-’ !,î 

branche des Mathématiques , aiilfi belle qu’étendue > 31 

été fort cultivée en Angleterre, en France &  en 

lande.
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Ue maniéré qu’on tire 5 écus d’intérêt d’un 
Capital de 100 écus. Ainfi rien de plus facile 
QUe de calculer les intérêts d’un capital 
Quelconque : on n’a qu’à dire , fuivant la 
regle de trois :

100 donnent j ; que donne le capital 
f*r°pofé ? So it, par exemple , le capital 
^0 écus, on trouve fon intérêt annuel, en
*fan t:

100:5 =  860 à.... Rêp. 43 écus.

5
100)4300

43- 

5 4 1 .

Nous ne nous arrêterons pas à ces calculs 
l’intérêt fimple, afin de pafier aufli-tôt 

911 calcul de l'intérêt fu r  intérêt. On dé
bande principalement dans ce calcul , à 
Quelle fomme monte un capital donné après 

certain nombre d’années, fi on joint 
annuellCment l’intérêt au capital, &  que de 
Cc<tc maniéré on augmente continuellement



le capital ? On part , pour réfoudre cettë 
queftion , de ce que i oo écus placés à f 
pour cent fe changent au bout d’une annee 
en un capital de io j  écus. Soit le capit  ̂
=  a , on trouvera ce qu’il vaut au bout d0 
l’année, en difant : 100 donne 1 0 5 ,  

donne a ;  la réponfe eft ^  =  ce que 

l’on peut aufli écrire de cette maniek’ 

^ . a , o u  de celle-ci, a ^ . a.

5 4 2 .

Ainfi , quand on ajoute au capital a& ^  
fa vingtième partie, on obtient la vale^ 
du capital pour l’année prochaine. Ajouta111 
à celui-ci fon vingtième, on fait ce que 
le capital donné après deux ans , &  
de fuite. 11 eft donc facile d’apprécier ^  
accroiflemens fucceflifs &  annuels du cX 
p ita l, &  de continuer ce calcul aufli lQl11 
qu’on voudra.

543-
Suppofons un capital qui foit préfefitf'

ment de 1000 écus, qu’il foit placé à cin4
pouf

43 ł É  L Ê M  E Ń  S



P°ur cent, &  qu'on joigne chaque année 
Untérêt au capital. Comme ce calcul ne 
tatde pas à conduire à des fra&ions, nous 
n°us fervironsdes fra&ionsdécimales, mais 
ftns les pouffer plus loin que jufqu’aux 
millièmes parties d’un écu , vu que des 
Parties plus petites n’entrent pas ici en 
c°nfidération.

Le capital donné de 1000 écus vaudra 
après i an —  —  —  1050 écus

5 M >

1 ^ > I k
ï> A  L G E  S  R  E .  33 $

après 2 ans—  -----

après 3 ans------- - —  1x57,625
S7>88i» .

après 4 ans ------- - —  1215,506
6o>77S »

après 5 ans------------ 1276,281  & c.

5 44*
On peut continuer de la même maniéré

P°ur autant d’années qu’on voudra ; mais
Wque le nombre des années eft fort grand,
^ calcul devient long &  ennuyeux ; voici
c°mment on peut l’abréger :

Tome I. E  e
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Soit le capital prélent =  a , &  puifquun 
capital de 10  écus vaut 21 écus au bout de

1 année , le capital a vaudra ^  a après 

an. Le même capital montera l’année fr1' 

vante à ~ . a. Ce capital de 
'

deux ans vaudra ( ^ ) ’« a l’année d’après j 

ce qui fera donc le capital de trois an* 

Celui-ci augmentant de même, le capita‘ 

donné vaudra au bout de quattf

ans. Il vaudra . a au bout de cinq an* 

Après un fiecle il vaudra 0^) 7 a y &  e° 

général . a fera la valeur de ce cap*' 

tal après n années ; &  cette formule fer' 
vira à déterminer la quantité du capi^ 
après un nombre quelconque d’années.

* 4 ) * '
La fraftion ^  qui eft entrée dans ce cv' 

cu l , fe fonde fur ce que les intérêts ont ete 

comptés à 5 pour cent, &  que ~  eft
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fant qyc Que fi les intérêts fe comp

tent à 6 pour cent ,.!e capital', cl monte- 

r0it à O  au bout f  un an ; à ( g ) 1 . a 

au bout de deux ans; &  à ( —V . a  au
, V0°/
^ t  de'rt.anriées< ! ,

Mais fi les intérêts ne font que de 4 pour

Cent , le capital a pe vaudra que * a 
après n ans.

54 6.
" "£f J . ' ' - i CO I z.

Or il eft aifé, lorfque le capital a ,  ainfi 
le nombre des années ,̂ eft donné*, Üe 

foudre ces formules par. les logarithmes, 
^ r  s’il eft queftion de celle que nous avons 
tr0uvéè‘.datas*la-premiere fuppofition , on

Pendra le logarithme de . a, qrii eft

1°§* ^ue ôr_
^ule en queftion eft le produit de

^  de à. Et c o r h m c e f t  Une puirfance,

0ri,aura L . ( ~ ) n =  Ainfi le loga-
J i  , » '  r , ’ I O  . i i y P j ,

‘noie du. capital cherché e t t= r t^ L .,—
E e  1
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L. a. De plus le logarithme de la frac

tion ~ = L »  n  — L. 20.

< A * J5 47*
Soit à préfent le capital =  i ooo écus> 

&  qu’on demande de combien il fera ^  
bout de t oo ans, en comptant les intérêt 
à 5 pour cent? • ; -!

Nous avons ici n— i o o . Le logarithme 
du capital cherché fera par c o n fé q u e 111

= .  i oo L. — 4- L. i ooo, &  voici comme111
i imą • Si ooptyji  , o i n ; f b . I i  iO. 
on évalué cette quailtite :

fOnnoL üu tii»£inB w>  ol 0-‘
L. 2i = 1 ,3 2 2 2 1 9 3

h n - 'fouftrayant
,nov£

v ,  T J  y '
fouftrayant L. 10  =  1 ,3  o 1 o 300 

L* S  = 0 , 0 2 1  189}
multipliant par 100

. ,, 100 L. ^  = 2 , 1 1 8 9 3 0 0  
ajoutant L. 10 0 0 = 3 ,0 0 0 0 0 0 0

logarithme du =  5, 1 189^00 
capital cherché.

On voit par la cara&érifMqué de ce 1°' 
garithme , que le capital cherché fera



nombre de fix chiffres, &  en effet ce ca- 
pital- fe t ro u v e r  1 3 1 5 0 1  écus.

5 4 8 .

Un capital de 3 452 livres à 6 pour cent, 
combien fèra-t-il après 64 ans ?
Nous avons ici 0 = 3 4 5 2 ,  &: n =  6Ą<. 

^°nc le logarithme du capital cherché

^64 L. ^ - j“ L. 3452 , ce qu’on calcule de

Cette maniéré r
L. 53 =  1,7242759 

fouftrayant L. 5 0 =  1 ,698970a

L» f0 = o ,o m 5059
^Ultipl.par64:64L. p  = 1 , 6 1 9 5 7 7 6  

L- 34.5* =  3^5380708 

5,1576484.
Ht en prenant le nombre de ce loga- 

rithme , on trouve le capital cherché égal 
^  * 4 3 7 6 3  livres.

S 49*
Quand le nombre des années eft fort 

8rand, comme il s’agit de multiplier c i
E e  3

d ' A  L G E B R E. 4J7
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nombre par le logarithme d'une fraâioflj 
il pourroit provenir une afi’ez grande erreur 
de ce que les logarithmes ne fe trouvefl 
calculés dans les tables que jufqu’à 7 chiffra 
de décimales. C’eft pourquoi il faudra ein 
ployer des logarithmes poufles à un 
grand nombre de figures, comme on ^ 
fait dans l’exemple fuivant :

Un capital d’un écu reftant placé à f 
pour cent pendant 5 00 ans, &  les intéret’ 
s’y  joignant annuellement, on demande & 
quelle fomme fe montera ce capital apr£S 
les 500 années?

On a ici a =  1 &  n =  500 ; par CÔ c 
quent le logarithme du capital cherchéê  
égal à 500 L. ~  —f- L. 1 , ce qui prod^ 
ce calcul :

L. 2 1 =  1^3222192947339^
fouftrayant L. 2 0 =  1,3010299956639^.

L. ^  =  0,0211892990699^! 

m u l t .  p a r  500 o n  a  10,5946495 34969°°^ 
V o i l à  d o n c  l e  l o g a r i t h m e  d u  c a p l t l ‘ 

c h e r c h é ,  l e q u e l  f e r a  p a r  conféquent é g < 1 

3 9 j  2 3 1 0 0 0 0 0  é c u s .



5 50.

Si on ne fe contentoit pas de joindre 
annuellement l’intérêt au capital, &  qu’on 
v°ulût encore l’augmenter tous les ans 
 ̂une nouvelle fomme=b, le capital a&uel 

Que nous nommerons a, s’accroîtroit chaque 
année de la maniéré qu’on verra : 
aPfès i an *Ąa-\-bt

aPrès 2 ans

aPfes 3 ans a -f- g ) ’ b -{- g  b -f- 

aPres 4 ans ( ^ ) 4 a g ) 5’ b - f  ( g ) * b 
+  ( * ) * *  +  * ’ 

aPrès „  « ' g ) - a + j g ) ^ + e ) - i

+...t bJr b-
Ce capital conflfte , comme on v oi t , en 

deux parties, dont la premiere =  a , 

^ dont l’autre prife à rebours forme la férié

* + = * + c o * * + ( ë ) ' * + - - ( 5r * -
'-ette fuite eft évidemment une progreflion 
^ométrique, dont l’expofant eft égal à — %

E e  4
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Nous en chercherons donc la fomme, en 

multipliant d’abord le dernier terme  ̂

par l’expofant^ j nous aurons ( ^ ^ .S o u f ' 

trayant enfuite le premier terme b , il re^e 

— b ;  &  divifant enfin par l’expofallt 

moins i , c’eft- à-dire par ^ , nous trouve' 

tons la fomme cherchée=  10  Q^)'’^~z0 >̂

donc le capital cherché eft, (~ ï)n a -Y 10

G O * b — xob —  (rô)" • (a+ i 0 ^)—

5 5 1 -
Le développement de cette formule c^xf 

qu’on calcule féparément fon premier ten11* 

( û - j- îo ^) » ce ^  ^ en prenai11 
fon logarithme, qui eft nL. ̂  +  L. (a+ 2°^  ’ 
car le nombre qui répond à ce logarithfl*2 
dans les tables, fera la valeur de ce p,c" 
mier terme. Si l’on fouftrait enfuite 
de cette quantité, on connoît le c;’plta 
cherché.



5 5 2-
Queftion. Quelqu’un a un capital de « ooo 

ecus placé à cinq pour cent, il y  ajoute 
annuellement 100 écus outre les intérêts, 
°n demande la valeur de ce capital au bout 

vingt-cinq ans ?
Nous avons ici a =  iooo ; ^ = 10 0  -, n

5 ; voici donc le plan de l’opération :

L . ~ = 0 , 0 2 i 189199.  

Multipliant par 25 on a

M L- ^ = o , 5297324750 
L .( a - J - 2o é ) = 3,477i 2i 3i 35 

= 4 ,0 0 6 8  5 3788 5. 

Ainfi la premiere partie , ou le nombre 
cjui répond à ce logarithme, eft 10159, 1  
écus, &  ft on en fouftrait 20 £ =  1000 , 
°n trouve que le capital en queftion vau- 

, après vingt-cinq ans , 8 1 5 9 , 1  écus.

5 5 3- ‘
Puis donc que ce capital de 1000 écus 

va toujours en augmentant, &  qu’après

E>’ A  L G E  B  R  E . Ą Ą I



vingt-cinq ans il fe monte à 8 1 59 7 ^ cuS’ 
on peut faire la queftion, en combien d an' 
nées il montera jufqu’à 1000000 écus.

Soit n ce nombre d’années, &  puifque 
a =  1000,  b =  100 ,  le capital fera au bout 
de n ans :
Ç ± y  (3000)— îooo , fomme qui doit fai#

1 000000 d’écus ; de là réfulte donc cette 
égalité ou équation :

3 000 (!ô) ” —  2000 —  1000000. 
Ajoutant des deux côtés 2000 , on a

3000 (jQ) " =  » OO 1000.
Divifant de part &  d’autre par 3000 > ^

• /n\ n
vient = 3 3 4 .

T ^
Prenant les logarithmes, on a «

=  L. 334 ; &  divifant par L. ~Q , on ob'

tient n =  Or L. 334 =  2 , 5 1 3 7 4̂ 5 1

&  L .^  =  0,021 1893 ; donc n=
Et fi l’on multiplie enfin les deux termeS 
de cette fraftion par 10000000, on a«r‘l 

n =  , ce qui fait cent dix-neuf aIlS

4 4 *  . E  L É M E N S



mois fept jours, &  c’eft-là le temps après 
kquei le capital de 1000 écus fè fera accru 
Jufqu’à 1000000 d’écus.

5 54-
Mais fi on fuppofoit que quelqu’un, au 

lieu d’augmenter annuellement fon capital 
d Une certaine fomme fixe , le diminuât en 
eiriployant, chaque année , une certaine 
^ m e  pour fon entretien, on auroit les 
Sudations fuivantes pour les valeurs de ce 
Capital a , année par année , en le fuppofant 
placé à 5 pour cent, &  en entendant par 
 ̂la fomme qu’on en ôte annuellement :

après 1 an, — a — b,
7 20 t

après z ans, ( 5 ) * ^ Tob ~ b *

aPrès 3 ans, (|Q* a—  ( £ ) * b —  &  —  ‘b ,

après « ans,

.......—ÇQb—b.
5 5 5.

Ce capital confifte donc en deux parties,

1 une eft > &  l’autre qui doit en être

D* A  L  G E  B  R  E . 443
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fouftraite forme , en prenant les terme5 
en rétrogradant , la progreflion géomé
trique fuivante :

Nous avons déjà trouvé ci-deflus la fomme 

de cette progreflion =  20 ( ^ ) B b— iob> 

fi donc on fouftrait cette quantité de (^) a* 

on aura le capital cherché, après n ans > 

=  G z ) n ( a ~  i o b ) - \ - i o b .

55 6.
On auroit pu tirer aufli cette forrm^e 1 j  

immédiatement de la précédente. Car oe 
même qu’on ajoutoit, dans la fuppofitio'1 
précédente , annuellement la fomme b , 0,1 
ôte à préfent chaque année la mên12 
fomme b. On n’a donc qu’à mettre dans 1‘1 
formule précédente, par-tout —  b à la plac 
de - f  b. Il faut remarquer principalem^ 
ici que, fi 20£ efl: plus grand que a-y ^ 
premiere partie devient négative , &  plir 
conféquent que le capital va toujours ea
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diminuant. Cela fe comprend aifément, car 
*î ôn ôte plus du capital annuellement qu’il 
ne s y joint d’argent en intérêts , il eft clair 

ce capital doit devenir continuellement 
plus petit, &  qu’à la fin il doit même fe 
reduire abfolument à rien. C ’eft ce que nous 
â ons éclaircir par un exemple.' .

4 U - 5 5 7 .  . <

Queftion. Quelqu’un a un capital de 
l00ooo écus placé à 5 pour cent ; il lui faut 
ctaque année 6000 écus pour fon entre- 
tlen cela fait plus que les intérêts de fon 
r̂gent, Iefquels ne fe montent qu’à 5000 

eCüs ; par conféquent le capital ira toujours 
en diminuant. On demande en combien 

temps il s’évanouira tout-à-fait. Suppô
t s  ce . nombre d’années = . n , &  puifque 
^  100000 &  £ =  6000, nous favons que 

n ans la valeur du capital, fera =  

10000 (^ )"  4 “ 1 AOOO°  > ou 1 10000 
^ io o o o  ( ^ ) ’ . Ainfi le capital fe réduira 

 ̂ *éro, lorfque 20000 (^ )"  fe montera à



i 20000 écus, ou lorique 20000 (!*)” éga
lera 120000. Divifant des deux côtés paf

20000, on a Prenant les loga

rithmes , on a n L. ^ = =  L. 6. Divifant par 

L. — , il vient n , ou'*20 7 L' ~  0,0211893 720
—  7Ju8ÿj' ^ onc «==$<> ans 8 mois 2* 
jours, au bout duquel temps il ne refter‘l 
plus rien du capital.

5 5 8 .

Il fera bon de faire voir aufli commet » 
en partant des mêmes principes, on peüt 
calculer les intérêts pour des temps plus

courts que des années entieres. On fe *ert 

pour cela de la formule (75)° « trouvée plü5 
haut, qui exprime la valeur d’un càpita 
placé à 5 pour cent après n années ; car Æ 
le temps efl: de moins d’un an , Yeüpà^1 
n devient une fraftion , &  le calcul fe ^  
par les logarithmes comme auparavant* 
on demandoit, par exemple , la valeur ^  

capital après un jour , on feroit n ==jśj}

446 É  L Ê M  E  N S



 ̂ c eft après deux jours, n =  y6- ,  &Ł ainfi 
de fuite.

5 S 9 -
Soit le capital a =  100000 écus, placé 

 ̂5 pour cent, à combien montera-t-il en 
ûit jours de temps ?

Nous avons a = 1  ooooo, =  par 

c°nféquent le capital cherché =  1T'. 

ł°oooo. Le logarithme de cette quantité

^  ^  L (rÔ )^ + L ‘ 100000 —  j !s L. g  
i " L. iooooo. Or L. ^  =  0 ,0  2 i 1 8 9 3  , 

Multipliant par ^  on a 0,0004644 

aJ°utant.L» 10 0 0 0 0 =  5,0000000

La fomme eft =  5,0004644.
Le nombre de ce logarithme fe trouve 

^ 100107. Ainfi dans les premiers huit jours 
intérêts du capital font déjà 107 écus.

' A  
$ 6 0 .

L̂ ans cette matiere fe préfentent auffi les 
^eftions d’eftimer la valeur préfente d’une

n  A  L G E  B  R E .  4 4 7



fomme d’argent qui ne feroit payable ^  
dans quelques années. On confidérera que * 
puifque 20 écus en argent comptant mon 
tent à 21 écus en douze mois , il faut cjue 
réciproquement 21 écus qu’on ne pourroit 
toucher qu’au bout d'un an , ne vale»1 
actuellement que 20 ecus. Si donc 01 
exprime par a une fomme dont le payent11 
écherroit au bout d’un an , la valeur pre 
fente de cette fomme efl: ~  a. Ainfi p°l,r 
trouver combien un capital a , payable 
lement au bout d’un certain temps, va**' 
droit une année plutôt, il faudra le mV 
tiplier par ^  ; pour trouver fa valeur dellS 
ans avant 1 échéance , on le multipliera lrjr 

a i &  en général fa valeur, n ans aval'1

l’échéance, s’exprimera par

561 .
jluo j 1 Jipb irroi ; -•
Suppofons qu’un homfne ait à tirer p£i

clant cinq années confëcutives une rentC
annuelle de cent écus, &  quTil veuille
céder pour de l’argent comptant, en coMr

4^8 E L È M E N  S
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taiit les intérêts à 5 pour c en t , fi on de

mande combien il doit recevoir , voici 

Comment il faudra raifonner :
Pour xoo écus qui échoient 

après 1 an il reçoit 95,239.
après 2 a n s --------- 90,704.
après 3 a n s --------- 86,385.
après 4 a n s --------- 82,272.
après 5 a n s --------- 78,355.
fomme des 5 termes 43 2,95 5.

Ainfi le poffeffeur de la rente ne peut 
Prétendre en argent comptant que 43 2,9 5 5 

ecus , ou 1298 livres 17  fous 3 ~ deniers.

5 6 2 .

On remarquera que fi une telle rente 

^ vo it durer un nombre d’années beaucoup 

Plus grand , le ca l cu l , de la maniéré que 

nous l’avons fa it , deviendroit très-pénible, 

v°ici les moyens de le faciliter :
Soit la rente annuelle =  a , commençant 

des-à-préfent &  durant n années, elle vau
dra actuellement :

Tome I, F  f



- +  ( i ? )  - + CI ? ) ’ C H ) ’ - + œ ) ‘ . . . . .
+  Gt)" “•

Voilà une progreflion géométrique , & 
tout fe réduit à en trouver la fomme. On 
multipliera donc le dernier terme par l’eX' 

pofant, le produit efl; ( £ ) " + a >' fouftrayant 

le premier terme, il refte (77 Y +' &— a ’ 
divifant enfin par l’expofant moins 1 > 

c’eft-à-dire, par — ^ , ou, ce qui revient 

au même, multipliant par — 2 1 ,  on aura^ 

fomme cherchée = — 21 a - j - 21 >

ou bien, 2 1 a — 21 &  ce fecon^

terme qu’il s’agit de fouftraire, fe calcul 
facilement par les logarithmes.

4J0 E L É M  E  N  S
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1
SECTION QUATRIEME.
® es Equations algébriques, & de la 

réfolution de ces Equauons.

C H A P I T R ' E  P R E M I E R .

la résolution des Problèmes en général.

5 6 3 -

^  E but principal de l’Algebre , ainfi que 
^  tontes les parties des Mathématiques , 

de déterminer la valeur de quantités 
'M auparavant étoient inconnues. On l’at- 
teint en pefant avec attention les conditions 
é c r i t e s , lefquelles s’expriment toujours 

des quantités connues. C ’efi: aufil pour
vo i on définit i’Algebre , la feienez qui en- 
fc’%ne à déterminer des quantités inconnues 

le moyen de quantités connues.
F f  1
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Ce que nous venons de dire s’accorde 
aufli avec tout ce qui a été expofé jufqu’ici' 
Par-tout on a vu la connoiffance de cer
taines quantités faire arriver à celle d’autres 
quantités qu’on pouvoit auparavant regaf' 
der comme inconnues.

L ’Addition en offrait,d’abord un exem
ple. Pour trouver la (omme de deux ou & 
plufieurs nombres donnés, il falioit chef' 
cher un nombre inconnu qui fût égal à 
nombres connus pris enfemble.

Dans la Souftraftion on cherchoit urt 
nombre qui fût égal à la différence de deu* 
nombres connus.

Une multitude d’autres exemples fe fOIlt 
préfentés dans la Multiplication &  dans I3 
Divifion , dans 1 élévation des puiffanc^ 
&  dans l’extrafrion des racines ; la quefli0’1 
fe réduifoit toujours à trouver , par ^ 
moyen de quantités connues, une autfC 
quantité inconnue jufqu’alors.

45 i E l é m e n t



Enfin dans la derniere fe&ion nous avons 
réfolu différentes queftions , où il 

s agifToit de déterminer un nombre qui ne 
Pouvoit être conclu de la connoiffance 
d autres nombres donnés que fous de cer
taines conditions.

Toutes les queftions fe réduifent donc 
 ̂ trouvef , par le fecours de quelques 

nombres donnés, un nouveau nombre qui 
ait avec ceux-là une certaine connexion ;
& cette connexion fe détermine par de cer
taines conditions ou propriétés qui doivent 
convenir à la quantité cherchée.

5 6 6 .

Lorfqu’il fe préfente une queftion à ré
foudre , on indique par une des dernieres 
^ttres de l’Alphabet le nombre cherché , 
^  on examine enfuite de quelle maniéré 
les conditions données peuvent former une 
égalité entre deux quantités ; cette égalité

F f  3
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qui eft repréfentée par une efpece de for
mule qu’on appelle équation., fert enfuite 
à déterminer la valeur du nombre çjierche, 

&  par conféquent à réfoudre la queftion*
11 arrive quelquefois qu’on cherche ph1' 
iîeurs nombres ; on les trouve pareillement 

par des équations*.,

; 5 6 7 .

Expliquons-nous mieux par un exempt?
6  fuppofons la queftion ou le problème qu1 
fuit : . . ]

Vingt perfonnes , hommes &  femmes » 
mangent dans une auberge j l’écot d’u11 
homme eft 8 fous, celui cl’une femme Çv
7 fous ; &  la dépenle totale fc monte à 7 liv>
5 fous: on demande le nombre deshomm^
6  celui des femmes?

On fuppofera, pour réfoudre cette qu^' 
tion, que le nombre des hommes foit = *  >
&  regardant maintenant ce nombre comme 
connu, on procédera de la même ma' 
iiiere que fi on vouloit faire la preuve &
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voir fi ce nombre fatisfait à la queftion. 
Or le nombre des hommes étant = x , &  
les hommes &  les femmes faifant enfemble 
yingt perfonnes, il eft facile de déter
miner le nombre des femmes, on n’a qu’à 
fouftraire de 20 celui des hommes, c’eft- 
à-dire que le nombre des femmes =  20 
— x.

Mais un homme dépenfe 8 fous, donc 
*  hommes dépenfent 8* fous.

Et puifqu’une femme dépenfe 7 fous, 
2o— x  femmes auront dépenfe 140— j x  
fous.

Ainfi ajoutant enfemble 8* &  140— 7x  ,  
°n voit que toutes les 10  perfonnes auront 
dépenfe 140-}- x  fous. Or on fait d’avance 
combien elles ont dépenfe , favoir 7 liv.
5 fous, ou 1 45 fous ; il faut donc qu’il y 
ait égalité entre i4 0 -{-* &  145,  c’eft-à-dire 
qu’on ait l’cquation 140—j—-xr= * 4 5 j &  de 
là on tire facilement x = j .

Donc 1 ecot étoit de* 5 hommes &  de
1 ï femmes.

F  f  4



568.
Autre quejlion de la même efpece.

Vingt perfonnes, hommes &  femmes* 
fe trouvent dans une auberge -, les homme5 
dépenfent 24 florins, &  les femmes autant»
&  il fe trouve qu’un homme a dépend
1 florin de plus qu’une femme ; on demail(̂ e 
combien il y  avoit d’hommes &  combi?11 
de femmes ?

Soit le nombre des hommes =  x  , 
celui des femmes fera == 20 —

O r ces x  hommes ayant dépenfé *4 
florins, l’écot de chaque homme efl ^  

j- florins.
De plus les 20— x  femmes ayant au$ 

dépenfé 24 florins, l’écot de chaque femfl10 

efl: ~ r x florins.
Mais on fait que cet écot d’une femtfe 

efl: d’un florin plus petit que celui dm1 
homme ; fi donc on fouftrait 1 de l’écot 
d’un homme , il faut qu’on obtienne cel^ 
d’une femme, &  par conféquent que r

4 5<S E L È M E  N  S



Voilà donc l’équation de la- 
Quelle il s’agit de tirer la valeur de at on 
ne trouve pas cette valeur avec la même 
Milité que dans la queftion précédente ; 
^ais on verra dans la fuite que * = 8  , &  
cette valeur fatisfait en effet à l’équation ;

Car^ — ï — Tî renferme l’égalité x =  i .

5 6 9 .

On voit bien à quel point il eft efientiel, 
dans tous les problèmes, de pefèr avec 
Mention toutes les circonftances de la 
^eftion , afin d’ 'en déduire une équation , 
en exprimant par des lettres les nombres 
Perchés ou inconnus. Tout l’art confifte 
enfuite à réfoudre ces équations pour en 
tlfer les valeurs des nombres inconnus, &  
Ceft de quoi nous nous occuperons dans 
Cette feftion.

5 7 0 .

Nous avons à remarquer d’abord une 
d*verfité qui réfide dans les queftions elles-

d ' A  L  G E  B  R  E . 4 j 7



mêmes. Dans quelques-unes on ne cherche 
qu’une feule quantité inconnue, dans d’au
tres on en cherche deux ou plufieurs -, & ü 
faut obferver dans ce dernier cas qu’il faut* 
pour les déterminer toutes, pouvoir dé
duire des circonltances ou des conditi°llS 
du problème , autant d’équations qu’il y a 
d’inconnues.

571-
On a déjà pu s’appercevoir qu’une éq1'3' 

tion confifte en deux membres qu’on fépnfe 
par le .figne d’égalité, = ,  pour indiqlief 
que ces deux, quantités font égales l’une3 
l’autre. On efl: obligé fouvent de faire 
bien des transformations à ces deux men1
• J  ' 1 . i . J  1̂
bres, afin d’en déduire la valeur de 
quantité inconnue ; mais ces transfor^-1 

tions cependant doivent toutes fe fonder 
fur ce que deux quantités égales retfel’ 
égales , foit qu’on leur ajoute ou qu’o n eI 

retranche des quantités égales, foit qllCl1 
les multiplie ou qu’on les divife par un tnèt&
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noijibre , foit qu’on les éleve toutes deux 
k  même puiffance , ou qu’on en extraie 
racines d’un même degré, foit enfin que 

°̂u prenne les logarithmes de ces quan- 
tlfés, comme nous l’avons déjà pratiqué 
ar>s la feftion précédente.

5 7 2 ‘
Les équations qu’on réfout le plus faci- 

^nîent, font celles bù l’inconnue ne paffe 
P35 la premiere puiffance après qu’on a mis 

termes de l’équation en ordre , &  on 
appelle équations du premier degré. Mais 

'°r̂ qu’ayant réduit &  ordonné une équa- 
t,0n , on y  rencontre le quarré ou la 
kcündé' puiffance de l’inconnue , on a une 
‘lotion du fécond degré , qui eft déjà plus 
!̂ftcilè à réfoudre. Enfuite viennent les 

étions du troifieme degré, qui renferment 
cube de l’i n co nn u e&  ainfi de fuite.

N
°us traiterons de .toutes dans cette feetion.



D e la réfolution des Equations du p'remUf 
degré.

573 -
H/ORSQUE le nombre cherché ou inconflu 
eft indiqué par la lettre x , &  que l’éq11̂  
tion qu’on a obtenue eft telle que l’un & 
Tes membres renferme fimplement cet x , ^ 
l’autre purement un nombre connu, comfl1̂  
par exemple, x = i j  , la valeur cherché 
de x  eft toute trouvée. C ’eft donc à parveillf 
à une telle forme qu’il faut toujours 
fes efforts , quelque compliquée que ^  
l’équation qu’on a trouvée d’abord. NoüS 
donnerons dans la fuite les réglés qui rel1 
dent ces réduftions plus faciles.

574-
Commençons par les cas les plus ftmpleS’

&  fuppofons d’abord qu’on foit parvenu **

C H A P I T R E  I I .
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équation at—j—9 = 1 6  , on voit fur le champ 
Que x = . j .  Et en général fi on a trouvé 

<b , où a &  b fignifient des nombres 
Quelconques, mais connus, on n’a qu’à 
fouftraire a de l’un &  de l’autre membre, 
^  on obtient l’équation x — b— a , qui 
lndique la valeur de x .

5 7 ? ‘Si l’équation trouvée eft x — a = b , on» 
joutera des deux côtés a , &  on aura la 
valeur cherchée de x ~ b -^ a .

On procédera de même , fi la premiere 
Quation a cette forme , x — a=aa~\~ 1 j 

on aura fur le champ x = a a -\-a -\-i.
Cette autre équation, x — 8a— 10— 6a, 

^onne x = z o — 6a-\~8a , ou x = io - \ - ia .
Et celle-ci, x -\-6 a = io -\ -)a  , donne .v

5=:zo~h3a— ’  ou x z = 1° — 3a*

5 7 6 .

Si l’équation primitive a cette forme, 
»on Peut commencer par ajou- 

ter de part &  d’autre a , on aura x-\-b— c+a;



Si en fouftrayant enfuite b des deux cotés * 
on trouvera x=.c-\-a-^b. Mais on peut 
aufli ajouter d’abôrd -j-a— b de part & 
d’autre ; on obtient par-là fur le champ
.V---C—j— CL----b m

Ainfi dans les exemples fuivans 
Si x — laĄ-ybz^o , on a x = n a —-'} b.
S i x — yaĄ-Lb=.i^-Ą-aĄ-ib, on a x ^ ~ )  

+ 4a-
Si x — 9~[-6a=2 5-}-2a, on a x = i>ą— l a‘

577-
Quand l’équation trouvée a la forfl^ 

a x = b , on divile feulement les deux niefl1'

bres par a , &  on a x =  ~ Mais fi l’équr  

tion eft de la forme ax~\~b—c = d , il faudr‘1 
d’abord faire difparoître les termes q111 
accompagnent a x , en ajoutant de part & 
d’autre — b-\-c y &  après cela, en diviû111 
par a la nouvelle équation ax=d-— b-\*>

d - b  +  c
on aura x =  — —.

On auroit trouvé la môme chofe en fot^' 
trayant - f -b— e de l’équation donnée j ° :1

E L É M E  N S
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^roit eu pareillement a x = d —b-\~c 3 &  

En conféquence de cela 
^ 2jr-|~5 =  i 7 , on a i x = i  i , &  x=z6.
Si 3*— 8 = 7  , on a } x = i  5 , &  x = f .  
^ ąx— 5— 3^ =  1 5 + 9 ^  , on a ą x = i o  

“f-i 1a  , &  par conféquent x = ] - \ - } a .

5 78.
Quand la premiere. équation aura la 

°̂rrne x-  =  b , on multipliera des deux côtés 
o. , pour avoir x=zab.

Mais fi l’on a ~ -\-b— c = d  , il faudra

^abord faire ~ = d — b-\-c , après quoi on 
tiendra x=z(d—b-\-c)a=>ad— abĄ-ac.

Soit x — 3 = 4  , on a \ x = y  , &  x  
^ 1 4 .

Soit - x — i + 2 t f = 3  + a ,  on aurai * = 4  
, &  x = i  i — 3 a.

Soit --------i = a .  on a u r a r = a + i  ,  &a- 1 '  4-1 I '
^ a a — 1.

5 7 9 ‘
Quand on eft parvenu à une équation, 

c°nime ^ - = c , on multiplie d’abord par
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b , afin d’avoir a x = b c  , &  divifant enfuite 

par a , on trouve . r =  —:.
Que fi ^ — c= d >  on commenceroit par 

donner à l’équation cette forme ^  = a + c > 

après quoi on parviendrait à la valeur de

&  à celle de jc=
Suppofons j x — 4 = 1  , nous aurons j

x = j , &  i a := i  5 ; donc x = '-±  o u = 7r
i

Si|„v -j-^  =  5 , nous avons - x  —  ^ ' i  

= -  ; donc 3 Jt:= 1 8 , &  x — 6.

5 8 0 .

Confidérons à préfent le cas , qui peüt 
arriver fréquemment, où deux ou plufieur5 
termes contiennent la lettre x  , foit dallS 
un feul membre de l’équation, foit da'lS 
tous les deux.

Si ces termes font tous du même cote» 
c’eft-à-dire dans un feul membre , comllie

<]
dans l’équation .v-j- ^ x  -|- J = ** » 011 

jr - f- j  * = 6  y &  3 * = i  x , &  enfin

Ą $ Ą  E L  É  M  E  N  S
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Soit x  - x  -|- -  x  == 4 4 , & ' qu’on de
mande la valeur de x  : fi on multiplie 
i, ■ ; ; r  
ü abord par 3 , on a 4X ~\-3-  x = i ^  -, mul-

tjpliant enfuite par 2 , on a n x = 2 6 4  ; 
ônc x = i ą . On auroit pu procéder plus 

brièvement, en commençant par réduire 
'es trois termes qui renferment x , au feul 

terme ^  x  ; &  divifant enfuite par l i  l’équa- 

tion ~ a t = 4 4  , on aitroit eu ^ x = ą , donc 
24* . . . ç

Soit - x — - x - \ - - x = . i , on aura, en ré-3 4 1 2 ’ ’
^ifant, , &  x  =  i - ,

7 12 7 5

Soit , plus généralement, ax —  bx-\-cx  
> c’eft: comme fi on avoit (a— b-\-c) 

d’où l’on tire - f —.* a-o-bc

581.
Lorfqu’il fe trouve des termes renfer

mant x  dans l’un &  l’autre membre de
rQuation , on commencera par faire dif- 
Paroître ces termes du côté où cela eft plus 
l|eile, c’eft-à-dire où il y  en a le moins. 

Tome /. G  g



Si on a , par exemple , l'équation 3-v-f-î 
r=s x-\~ 10 , il faudra fouftraire d’abord X 
des deux côtés, on aura zx - } - z =  i o ; donc 
ł x = 8  ,  &  x = Ą .

Qu’on ait .*-[-4:= 20— x ,  il eft clair que 
î ;c - |-4 = 2 0 ; &  par conféquent i x = - i 6 f
& * =  8 .

Soit x +  8 = 3 1 — ] x ,  on aura ąx+ $ ~  
enfuite 4 ^ = 2 4 ,  t k x = 6 .

Soit 1 5 — x = z o —  zx y on aurai j-}-* 
=  20 , &  x = < j .

Soit 1 -f-x =  5 —  on aura 1 -j- \ * 

=  5 ; après cela \ x = ą j 3 ^ = 8 ;  enfr1

466 E L É  M  E  N  s

C’ * 1 * * “• 1 .bi - ~  j  x = z -  — ~ x , on ajoutera j * '  

cela donne ~ =  j  -}- ± x  ;  fouftrayant ^

refte -^ x = ^ - ,  &  multipliant par 1 2 ,  0,1 
obtient x = z .

S i l T ~  \ x  — \ +  \ x > on ajoute - *  > 
cela donne 1 I  =  i- J -  2 x . Souftrayant 

on a \ x = i  d’où l’on tire a :=  i ^ =  H 1 
en multipliant par 6 , &  en divifant par 7.



d ' A  L G E B R E. 467 

5 8 2 .

Si on eft parvenu à une équation où le 
Nombre inconnu x  eft un dénominateur , il 
faut faire difparoître la fracłioa , en multi
pliant toute l’équation par ce dénominateur. 

Suppofons qu’on ait trouvé — 8 = 1 2  > 

ajoutera d’abord 8 , &: on aura — ^ x o ;  
Multipliant enfuite par x , on a i0 0 = 2 0 .y ; 
^  divifant par 20 , on trouve x = ^ .

S ?  =  7-
î on multiplie par .r— 1 ,  or. a 5 x - \ - ) = 7 x  

' 7'
fouftrayant <jx, il refte y =  z x — 7. 
Ajoutant 7 ,  il vient z x = i  o. Donc x z = j.

5 8 3 .

Quelquefois aufïï on rencontre des lignes 
radicaux , &  l’équation ne laifte pas d’ap- 
Partenir au premier degré. Par exemple , 
°n cherche un nombre x  au-deflous de 1 00,  
^  tel que la racine quarrée de 10 0 — x  
^vienne é g a l e à S j O u y ^ ( 1 00  —  .v) =  8,

G g 2



on prendra des deux côtés le quarré 100
—  x = 6 ą , &  en ajoutant x  011 aura loo 
=  64 +  x , d’où l’on tire x =  100— 6 4 = )

On pourroit aufli, puifque 10 0 — x = 6 4 i 
fouftraire 100 de l’un 8c de l’autre membre ; 
011 auroit— x = — y6 ,  &  en multiplia111 
par—  1 , x = z }6 .

584.
Quelquefois enfin le nombre inconnu * 

fe trouve dans l’expofant, nous en avons 
vu des exemples plus haut, &  il faut alon> 
avoir recours aux logarithmes.

Ainfi, quand on a 1 2 , on prend
des deux côtés les logarithmes ; on a x  h-1 
=  L. 51 2 ; &  en divifant par L. 2 , on trouvé 
x = - L-^ . Les tables donneront donc

1,7091700 270927 
X =  - - = -------OU X =  0 .0,3010300 30103 y

Soit 5 .3 ^ — 10 0 = 3 0 ')  , on ajoute^ 
10 0 ;  cela fait 5 .3 ”  =  405 ; divifant par
5 , on a 3“  =  81 ; prenant les logarithme5 
7.x L. 3 = L . 8 1 , &  divifant par 2 L. 3 , on a

L.81 L. Si . 1,908485?
* =  x ? 0U * = r ?  i donc x  =  0 ,^ ^
_i 9oS4S;o __

‘ 9541415 — ' Z*
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la folution de quelques queftlons relatives 
au Chapitre précédent.

5 8 5 .  

h
*  r e m i e r e  Q u e s t i o n . Partager 7 en 
^ux parties, telles que la plus grande fur- 
Pafie de 3 la plus petite.

Soit la plus grande partie =  a:, la plus 
Petite fera =  7 — x  ;  il faut donc que x  
^ 7 — x  -J- 3 , ou 10 — x ;  ajoutant x ,  
0r> a 2 X = iO j  &  divifant par 2 , le réful- 
tgt eft x  =  5.

Réponfe. La plus grande partie eft 5 ,  &  
plus petite eft 2.

Seconde queftion. On propofé de par
l e r  a en deux parties, de façon que la 
plus grande furpafle de b la plus petite.

Soit la plus grande partie = x ,  l’autre 
kra a ■— x  ; uin(î.Y =  a —  x~\-b ; ajoutant

G g  3
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x  y on a 2.x =  a-Ą-b ;  &  divifant par
__a + b

X  ——• 2 • f

Autrè folution. Soit la plus grande partie 
:= * , •  comme elle efl: plus grande de b que 
la plus petite , il efl: clair que celle-ci eft 
de b plus petite que l’autre, ł k = x — »• 
Or ces deux parties, prifes enfemble , dot* 
vent faire a ; il faut donc que î x — b==:aJ  
ajoutant b , on a ix = a -\ -b  ;  donc 
c’efl: la valeur de la plus grande p3rtie» 
&  celle de la plus petite fera a-~  — b ou <

2 b a-bou —,

5 8 6 .

Troifieme quefiion. Un pere qui a trois 
fils , leur laiffe 1600 écus. Le teftamei^ 
porte que l’aîné aura zoo écus de plus que 
le puîné, &  que celui-ci aura 100 écus 
de plus que le cadet. On demande quelle 
fera la portion de chacun ?

Soit la portion du troifieme fils =  *> 
celle du fécond fera =  x  -j- 10 0 , &  celle du 
premier =  *-[-300. Or on fait que ces trois

-ĄJO E  l  é  m  e  n  s



portions font enfemble 1600 écus. On a 
donc }x-\~ąoo  = 1 6 0 0  

3 x  = 1 2 0 0  
&  *  =  4OO.

Réponfe. La part du cadet eft 400 écus, 
celle du puîné eft 500 écus, &  celle de 
laine eft 700 icus.

5 8 7 .

Quatrième queftion. Un pere laiiïe quatre 
fils &  8600 liv. ; fuivant le teftamenr la part 
de l’aîné doit être double de celle du fé
cond , moins 100 liv. $ le fécond doit rece- 
voir trois fois autant que le troixïeme, moins 
ioo liv. ; Se le troifieme doit recevoir quatre 
fois autant que le quatrième , moins 300 1. 
On demande quelles font les portions de 
ces quatre fils ? Nommons x  la portion du 
cadet ; celle du troifieme fils fera =  4*
— 300; celle du fécond =  i2 x — n o o ,  
&  celle de l’aîné =  ząx— 2300. La fomme 

ces quatre parts doit faire 8600 liv. On 
a donc l’équation ą \x — 370 0 = 8 6 0 0  , ou 
■4'I^ = i 2 3 o o ,  &  * = 3 0 0 .

D  A  L C E B R E. 471
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Réponfç* Il revient-au cadet. 300 livres, 
au troifieme fils 900 livres, au fécond 2 5 00 
livres, &  à l’aîné 4600 livres.

•5 8 8 .
r o c . ,  i ro nb r r •

. Cinquième quejlion.. Un homme laiffe
110 0 0  écus à partager entre fa veuve,
deux fils &  trois filles* U veut que la mere
reçoive deux fois la portion d’un, fils, &
qu’un fils reçoive deux fois autant qu’une
fille. Où demande combien il revient à ces

r  ' ■  r> ’ 1 V ) i2 ' .AV.  i -perlonnes ieparement r 
Suppofons la portion d’uné’f i l le s * c e lt e  

d’un fils eft par conféquent =  i x  3 &  celle 
de la veuve —  4* y tout l’héritage eft donc 
3at—j— 4Âr— 4̂ v y ainfi 1 ix = =  1 1000 , &  *

* '• vff ‘ ,r , ,
—  1 C G C .r • > r , • s

Réponfe. Une fille tire 1000 écus, '
'ainfi toutes les trois reçoivent 3000 écus. 

Un fils tire 2000 écus,
ainfi lès deux fils reçoivent 4000 

La mere reçoit-------------- 4000

fomme 1 1 ooo écus.

472 E  l  é  .#i  p  n  s



5 8 9 .

Sixième queftion. Un pere veut par Ton 
teftarnent, que Tes trois fils partagent fon 
^e» de la maiîiere fuivante : L ’aîné reçoit 
’ooq écus de moins que la moitié de tout
pL 1
héritage , le fécond reçoit 800 écus de 

’floins que le tiers de tout le bien -, &  le 
tr°ifieme reçoit 600 écus de moins que le 

du bien. On demande à quelle fomme 
’ftonte l’héritage entier , &  quelle eft la 

P'irt de chaque héritier ?

Exprimons l’héritage par x  :

la part du premier fils eft 7 * — 1000
celle du fécond *-x—  800

. iJ i

celle du troifieme ~x—  6004
Ainfi les trois fils enfemble tirent -  x  4 - -1 1 3^ i j

— 1400, &  cette fomme doit être 

e§ale à -je { on a donc l’équation '-^x —  2400

D  A  L C E  B  R  E.  4 7 3

^°ultrayant x  , il refte ^  x —  2 4 0 0 = 0 .
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A j o u r a n t  2400, o n  z ~ x = . ią o o .  Muta* 

p l i a n t  e n f i n  p a r  12  ,  l e  p r o d u i t  e f t  x  éga* 
l a n t  28800.
Réponfe. L ’héritage eft de 28800 écus,& 

l’aîné des fils reçoit 1 3 400 écus. 
le puîné —  — —  —  8800 

•le cadet — ------------ 6600

tous trois enfemble 28800 éc^'

Septieme queftion. Un pere laifle qu3tre 
fils, qui partagent Ton bien de la mani^ 
qui fuit:

Le premier prend la moitié de l’héritage 
moins 3000 livres.

Le fécond prend le tiers, moins 1 00O  ̂
Le troifieme prend exa&ement le qtf3ft 

du bien.
Le quatrième prend 600 livres, &   ̂

cinquième partie du bien.
De combien étoit l’héritage, &  c o r o ^  

chaque fils a-t-il reçtt ?

5 9 0
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Soit l’héritage total =  x :  

l’aîné des fils aura l- x —  3000

le puîné — --------j x  — 1000

le t ro if ie m e -------- '-x

le cadet —  —  —  y x -\ -  600 

Tous les quatre auront reçu^* +  )x-\-~

— 3400, ce qu’il faut égaler à x  ,
n 5

Q °ù réfulte l’équation ^ x  —  3 4 0 0 = *  ; 

fouftrayant x ,  o n a ^ x  —  3 4 0 0 = 0  i 

ajoutant 3 400 , on a ^  * = 3  400 j 

divifant par 1 7 ,  on a ^ * = 2 0 0  ; 
multipliant par 60 , on a * : =  12000.

^éponfe. L ’héritage étoit de 12000 liv. 
le premier fils en a pris 3000
le fécond — -------------3000
le troifieme — --------3000
le quatrième-------------30Q0

5 9 1 .

Huitième quejlion. Trouver un nombre 
que, fi on y  ajoute fa moitié, la fomme



furpaïïe 60 d’autant que le nombre lui' 
même eft au-defîous de 65.

•  ̂ I 1
Soit ce n o m b res a:, il faut que *  - r  * 

x — 6 0 = 6 5 — x  > c’eft-à-dire^Y— 60
—  X }

ajoutant x  , o n a ^  —  6 0 = 6 5 ;
,  '  5 

a j o u t a n t  6 0 ,  o n  a  -  x =  1 2 5 ;

j . i divilant par 5 , on a - .x =  2 5 ;

multipliant par 2 , on a x =  50. 
Réponfe. Le nombre cherché eft 5 o.

5 92*
Neuvielne queftion. Partager 3 1 en deu* 

parties telles que , fi je divife la moindfe 
par 6 ,  &  la plus grande par 5 , les deü* 
quotiens pris enfemble faflent 6.

Soit la plus petite des deux parties ch£r' 
chées=Ar ; la plus grande fera =  j 2 — * ’ 
la premiere, divifée par 6 , donne \ ; lu 

conde , divifée par 5 , donne ~  ; or  ̂

faut que ^ - f-^ p -= 6 . Ainfi multipliant par

5 > o n  a  ï * + 3 1 — • * = 3 0 ,  o u  —  \ x \ ) 1 
=  3 0 .
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ajoutant ~ x , il vient 3 2 =  30-}- £

fouftrayant 3 o , il refte 2 =  j  x ;

multipliant par 6 , o n a ^ — 12.
^éponfe. Les deux parties font : la plus pe

tite = 1 2 ,  la plus grande =  20.

593-
Dixieme queftion. Trouver un nombre 

tçl que, fi je le multiplie par <j , le produit 
°̂it autant au-deftous de 40 , que le nom- 

lui-même eft au-deftous de 12 . Je  nom
merai ce nombre x , il eft au-deftous da 

de 1 2— x  ,• prenant le nombre x  cinq 
°̂is, j’ai 5x ,  ce qui eft moindre que 40 

de 40—  5 x , cette quantité doit être égale 
^12 — x.

J ’ai donc 40— 5 * =  12 — x ;  
ajoutant j x , j ’ai 4 0 =  1 2-j-4*,* 
fouftrayant 1 2 ,  j’ai i S = ąx ;  
divifant par 4 , j ’ai x = j  , nombre cher

ché.

D* A L G E B R E. 477
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594-
On^ieme Queftion. Partager 25 en deu* 

parties, telles que la plus grande contienne 
49 fois la plus petite.

Soit cette derniere =  x ,  la plus gran^ 
fe r a = 2  5 — x.  Celle-ci divifée par cell^3 
doit donner le quotient 49 j on a donc
as-*
~T~=— 49*

Multipliant par x , on a 2 5 — x = 4 9 x ’
ajoutant x t -----------25 = 5 0 * '

Divifant par 5 0 ,------- at

Réponfe. La plus petite des deux partit 

cherchées e f t &  la plus grande eft z4 V 

divifant celle-ci par , ou multipliant pat 
2 ,  on trouve 49.

Dou^ieme queftion. Partager 48 en ncll> 
parties, de façon que l’une foit toujours ĉe 
^-plus grande que la précédente.

Soit la premiere &  la plus petite paftl 
— x ,  la fécondé fe r a = x - { - ï ,  la troifici1̂  
= x - | - i  , & c.
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Or ces parties formant une progreflion 
arithmétique , dont le premier terme = * ,  
fe neuvieme Sz dernier terme fera — x 
Ajoutant ces deux termes enfemble , on a 
ł*4~4> multipliant cette quantité par le 
tl°mbre des termes, ou par 9 , on a 1 8x 
' f j ó  ; &  divifant ce produit par 2 , on 
°^ient la fomme de toutes les neuf parties 
^ 9 * 4 "  18 , &  qui doit équivaloir à 48. 

a donc 9* -j“ 1 8 =  48 ; 
fouftrayant 18 ,  il refte 9 * =  30 ;

&  divifant par 9 on a x  =  3 ÿ. 

Réponfo. La premiere partie eft 3 y , &  

'es neuf parties fe fuivent dans l’ordre que 
v°ici :
1 2 3 4 5 6 7 8  9

^ j + Î 6+ 4) - + 4| +  5 5 |  +  6j + 6| + 73l * 
*°utes enfemble font 48.

5 9 6 .

*reiÿeme quejlion. Trouver une progre£ 
*°n arithmétique , dont le premier terme 
^  5 , le dernier =  io  , &  la fomme = .6 o .



Nous ne connoiffons ici ni la différence 
ni le nombre des termes, mais nous favon$ 
que le premier &  le dernier terme n°u 
fyffiroient pour exprimer la fomme de I3 
progreflion , fi feulement le nombre d# 
termes étoit donné. Noüs fuppoferons d°nc 
ce nombre= a* , &  là fomme de la pr°' 
greffion s’exprimera par ^  ; or nous favo^ 
d’ailleurs que cette fomme’ eft 60 j ai11*1 

& = 6 o ;i y x = A , 8 c x = $ .  

Maintenant, puifque le nombre ^  
termes eft 8 , fi nous fuppôfons la din£' 
re n c e = ^ , il ne s’agit plus que de cherché 
le huitième terme dans cette fuppofition, *  
de le faire =  1 o. Le fécond terme eft 5-‘H ' 
le troifieme eft 5 , &  le huitième $

5 » ainfi 
5 

5
*Réponfe. La différence de la progreffi^

eft - , &  le nombre des termes eft 8 , & 
7 ,

par conféquent la progreftion eft

4 8 0  E L Ë  M E N S
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1 2  3 4  ; 5 6  7  8

5+5 l  +  7 i  +  8± +  9. | + i o ,

^°nt la fomme =  60.
» *' ? - i- - 3 ” r  ̂ ?/yflL,r»

597-
Quatorrjeme queftion. Je cherche un 

flofrbre te l, que fi du double de ceJ 
Nombre je fouftrais 1 , &  que je double le. 
refte , qu’enfuite je fouftraie 2 , &  què’ je 
îvife le refte par 4 , le nombre réfultant 

ces opérations foit de-i plus petit que 
fe nombre cherché. •

Je fuppoferai ce nombre =  x  ;  le doulble
i x  ;  fouftrayant 1-, il refte z x  —  1 j- 

^oublant ceci, j’ai 4 x  —  2 fouftrayant 2 , 
]l me refte 4 x  —  4.; divifànr par 4 , il me 
vient x — 1 ; &  c’ell ce qui doit être d’une 
^nité plus petit que x  i ainfi . . ■ . l 

a:— i = x — 1. ,j  .• ■ \  
Mais voilà ce qu’on- nomme une équd- 

tl°n identique ; elle indique que x  n’eft pas 
tout déterminé , &; qu’on peut prendre 

"fe place un nombre quelconque à volonté. 
Tome /, H H
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Quinzième queftion. J ’ai acheté quelques 
aunes de drap à raifon de 7 écus pour f 
aunes, j’ai revendu de ce drap à raifon de 
I l  écus pour 7 aunes, &  j’ai gagné io ° 
écus fur le tout : on demande combien i* 
y  avoit de drap ?

Suppofons qu’il y  en ait eu x  aunes j 
il faudra voir d’abord combien l’emplette 
a coûté j cela fe trouve par la regle de 
trois fuivante :

Cinq aunes coûtent 7 écus ; que coûtetf

x  aunes?. Réponfe, j x  écus.
Voilà ma dépenfe. Voyons à préfet 

quelle efl; ma recette ; il faudra faire 
regle de trois qui fuit : Sept aunes me valefl1 
1 1  écus, combien me rapportent x  aunes? 

Rèp. — x  écus.
Cette recette doit furpaffer de 100 écU* 

la dépenfe ; on a donc cette équation : 
=  - jr- ł- io o  :

7 5 1 9
fouftrayant 7- x , i l  refte £  .v= 1 0 0  j

4 S i  E L e m  e N s
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donc 6 x =  3500 , &  at =  5 8j 

Réponfe. Il y  avoit 583 I  aunes, qui ont 

achetées pour 8 16 ? écus, &  revendues 

enfuite pour 9 16 ^  écus, moyennant quoi 
fe profit a été de 100 écus.

599-
Sei^ieme queftion. Quelqu’un achete 1 i  

pieees de drap pour 140 écus. Deux font 
blanches, trois font noires &  fept font 
bleues. Une piece de drap noir coûte deux 
çcus de plus qu’une piece de drap blanc, 
8c une piece de drap bleu coûte trois écus 
de plus qu’une noire ; on demande le prix 
^e chaque forte.

Suppofez qu’une piece blanche coûte x  
écus, les deux de cette forte coûteront zx.  

ï^e plus une piece noire coûtant * - { - 2  , les 
tfois pieces de cette couleur coûteront $ x  

+ 6 . Enfin une piece bleue coûte ; 
donc les fept bleues coûtent 7 -̂—[—3 5. Ainfi 
toutes les douze pieces reviennent enfemble
^ * 2-x- j— 4 * •

H h  2
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Or le prix réel &r connu de ces douze 
pieces eft 140 écus; on a donc 12.^— 4 1 
=  14 0 ,

-
&  I  2 *  — 9 9  ;

donc * = 8 , - ;4 7
ainft une piece de drap blanc coûte 8 écus.

drap noir 1 o  ̂

drap bleu 13  ~

600.

. Dix-feptiemc quefllon. Un homme qui 
a acheté des noix mufcades, dit que trois 
noix lui coûtent autant au-delà d’un foU 
que quatre lui coûtent au-delà de dix liards • 
on demande le prix de ces noix ?

On nommera x  l’argent que trois noi* 
coûtent de plus qu’un fou ou quatre liards» 
&  on dira : trois noix coûtent x -\-ą liards» 
&  quatre coûteront , par la condition dO 
problème, x - j- 10  liards. Or le prix de 
trois noix donne celui de quatre noi* 
encore d’une autre maniéré, favoir par ^ *
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fegle de trois; on fera 3 :at—[—4^=4. Ré-

P0nfe  3 Ainfi = x - \ - i  o , ou ąx

4~i6 =  3x - f - 30 ;
donc x - \ - i 6 = } 0  ,
&  x  = r l 4.

Réponfe. Trois noix coûtent 18 liards, 
& quatre coûtent 6. fous; donc chacune 
coûte 6 liards.

60 I.
Dix-huitieme queftion. Quelqu’un a deux 

gobelets d’argent avec un feul couvercle 
pour les deux. Le premier gobelet pefe 

onces, &  fi on y  met le couvercle , il 
pefe deux fois plus que l’autre gobelet ; 
mais fi on couvre l’autre gobelet, celui-ci 
pefe trois fois plus que le premier : il s’agit 
de trouver le poids du fécond gobelet &  
celui du couvercle.

Suppofons le poids du couvercle =  .v 
0lices ; le premier gobelet étant couvert 
pefera x - \ - n  onces. Or ce poids étant le 

 ̂ double de celui du fécond gobelet, il faut
H h 3

\



que ce gobelet-ci pe k '- x - \ - 6 .  Si on le 
couvre, il pefera  ̂ —|— 6 , &  ce poids doit 
être le triple de 1 2 ,  ou du poids du pre

mier gobelet. On aura donc l’équation\ *  

•-j— ̂ = 3 6 ,  ou l x = ) 0  ; donc ^ x = l o  &

X = 10.

Réponfe. Le couvercle pefe 20 onces? 
&  le fécond gobelet pefe 16  onces.

602.
D ix - neuvleme queftion. Un Banquier a 

deux efpeces de monnoie ; il faut a pièces 
de la premiere pour faire un écu j il faut b 
pieces de la fécondé pour faire la même 
fomme. Quelqu’un vient &  demande c 
pieces pour I écu ; combien le Banquier lu1 
donnera-t-il de pieces de chaque efpece 
pour le fatisfaire ?

Suppofons que le Banquier donne x  pièces 
de la premiere efpece ; il efl clair qu’il 
donnera c— x  pieces de l’autre efpece. Or 

les x  pieces dç la premiere valent *- éctf \

4^6 E  L é  M E N s



par la proportion a : i = x :^  ;  &  les c — x  

pièces de la fécondé efpece valent — écu , 

parce qu’on a b : i = c — x : ~ .  Il faut donc 

^ueÎ + T = *  ,O tt£  +  c - * = J ,  ou bx 
4~ûc— a x = a b ,  ou bien bx— a x = a b — ac ;  

d où l’on tire x —  , ou x = a~^p. Par 

conféquent c—■x=.l~ - ~ b-^^,

Réponfe. Le Banquier donnera pieces

de la premiere efpece, &  pièces de 
la féconde elpece.

Remarque. Ces deux nombres fe trouvent 
facilement par la regle de trois, lorfqu’il 
s agit de faire une application de nos ré- 
fultats. On dira, pour trouver le premier ; 
b— a:b  — c = a : a- ~ .  Le fécond nombre

D —d

fe détermine en faifant : b— a : c— a = b  : b-a
Il faut remarquer aufli que a eft plus 

Petit que b , &  que c eft pareillement plu? 
Petit que b , mais cependant plus grand 
que a , ainfi que la nature de la chofe le 
demande.
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Vingtième queftion. Un Banquier a deux 
fortes de monnoie : dix pieces de l’une font 
un écu , &  il faut 20 pieces de l’autre pour 
faire un écu. Or quelqu’un demande à 
changer un écu contre dix-fept pieces de 
monnoie ; combien recevra-t-il donc de 
pieces de chaque forte ?

Nousavonsici < 1= 10 ,£ = 2 .0 , & cr=l7> 
ce qui fournit les réglés de trois fuivantes:
I. 1 0 : 3 = 1 0 : 3 ,  ainfi 3 pieces de la pre' 

miere forte.
II. 1 0 :7 = 2 0 : 1 4 ,  &  14  pieces de la fé

conde forte.

6 0 4 .

Vingt-unieme queftion. Un pere lailTe à 
fa mort quelques enfans, avec un bien qu’ils 
partagent de la maniéré fuivante :

Le premier reçoit cent écus &  la dixième 
partie du refte.

Le fécond tire deux cents écus &  I3 
dixième partie de ce qui refte.

E  L É M  £ N  S
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L e  troifiem e p ren d  trois cen ts écu s &  la 
dixièm e p artie  de c e  q u i refte.

L e  q u atrièm e p re n d  q u atre  cen ts écu s  
^  la d ix ie m e  partie de ce  q u i r e ft e , &  ainfi 

fuite.
E t  il fe tro u v e  à la fin ,  q u e  le bien a été  

Partagé égalem en t entre tous les enfans. 
On d em an d e m aintenant de co m b ie n  éto it  
h é r i t a g e ,  co m b ie n  il y  a v o it  d ’e n fa n s ,  
^  co m b ie n  ch a cu n  a re çu  ?

C e tte  q u e ftio n  e ft  d ’une nature to ute p ar
ticulière , &  m érite p ar-là  q u ’on y  fafîe  
Attention. P o u r  la ré fo u d re plu s fa c ile m e n t, 
n°u s fu p p o fero n s l’ h é ritage to tal é cu s ;  
^  p u ifq u e  tous les enfans tirent une m ê m e  
W m e ,  foit cette  po rtio n  d ’un c h a c u n  = x ,  
M oyennant q u o i le n o m b re des enfans s’e x 
prime p ar t .  C e la  p o f é , v o ic i  co m m e n t  
n°u s  nous y  pren d ro n s p o u r réfo u d re la  
^ e f t io n  p ro p o fé e .
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j partager.

?

l ~ X 
%---- I X

Ï — 3X
l — ĄX 

l —  SX

Ordre
des

Enfans.

le 1 /

le 2.d

le 3.e

le 4*e

le j .e

le 6.e

E  L É  M E  N  S

Portion de chacun. Différences.

x = i o o - { -LÎ22I 10 
{-JT-100x = z o o -|-  

* = 3 0 0 -}-
I O

\ - i x - ^ o o

I O

\-lX-ĄOO1 \~3~-*
4°o~ r ïô

ï -4* - 50<>r = 5  oo 

x = 6  oo

10

{-5*-6oo

ioo-

lOO-

I oo- 

ioo-

:0
10  

X —  T 00__

10
X-lOO ____Q

10

X-lOO

&  ainfi de fuite*

Nous avons inféré dans la demie# 
colonne les différences qu’on obtient efl 
fouftrayant chaque portion de la fuivant 
O r toutes les portions étant égales, il faut 
que chacune de ces différences foit = 0' 
Et comme il arrive heureufement qu’u^ 
même expreffion a lieu pour toutes cc$ 
différences, il fuffirad’en égaler une feule*1 

zéro, &  on aura donc l’équation i oo—
=  o. Multipliant par io ,  on a ioo o — *
—  i o o = o ,  0 1 1 9 0 0 — x :  

quent * = 9 0 0 .
:o ; par confé'



Nous favons donc déjà que la part de 
chaque enfant étoit 900 écus ; ainfi en pre- 
nar>t à préfent à volonté une des équations 

la troifieme colonne, par exemple la 
Premiere , elle devient, en fubftituant à x  

^valeur, 9 0 0 = 1  d’où l’on tire
tfar le champ ; car on a 9000=1000-}-^  
^~ioo,ou 9000=900-}-{ i donc ^ = 8  1 00; 

par conféquent 7 = 9 .
Réponfe. Ainfi le nombre des enfans=9 ; 

héritage laifle par le pere =  8ioo écus j 
^ la portion de chaque enfant =  900 écus.
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C H A P I T R E  I V .

la rèfolution de deux ou de plujîturs 
Equations du premier degré.

6 0 5 .

Î , .
Ł arrive fouvent qu’on efl: obligé de faire

eritrer dans le calcul deux ou plufieurs de
Ces nombres inconnus, repréfentés par les
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lettres x ,  y , & c. &  fi la queftion eft 
déterminée , on parvient dans ce cas-là à 
autant d’équations, defquelles il s’agit en- 
fuite de tirer les inconnues. Comme nous 
ne confidérons encore que les équations qul 
ne contiennent pas des puiflances cl une 
inconnue plus élevées que la premiere, nl 
des produits de deux ou de plufieurs 
connues, on voit que ces équations auro’u 
toutes la forme a^-\-by -\-cx— d.

606.
Commençant donc par deux équations? 

nous chercherons à en tirer les valeurs & 
x $ z y ;  &  pour traiter ce cas d’une 
niere générale , foient les deux équations* 

I. ax-\-by=zc , &  II. fx - \ -g y = h  , où a,f 
b , c S c f ,  g ,  h fignifient des nombres con

nus. Il s’agit donc ici de tirer de ces cleU* 
équations, les deux inconnues x  &cy-

6 0 7 .

La voie la plus naturelle pour y  parvenir 
fe préfente aifément ù l’efprit ; c’eft &
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déterminer par l’une &  l’autre équation la 
valeur d’une des inconnues, par exemple, 

&  de confidérer enfuite l’égalité de 
deux valeurs ; car on aura une équar 

li°n , dans laquelle l’inconnue y  fe trouvera 
feule &  pourra être déterminée par les 
regles que nous avons données plus haut. 
Connoiflant donc alors y , on n’aura plus 
û’à fubftituer fa valeur dans une des quan- 

lltés qui exprimoient x .

6 0 8 .

D ’après cette regle, nous tirons de la 

premiere équation : x  =  ~ , &  de la fe- 
c0 n d e , x = ~ y  pofant ces deux valeurs 
%ales l’une à l’autre , nous avons cette 
Nouvelle équation :

c-b__t£ ï •
T "  /  *

Multipliant par a , le produit eft c —  by
__«b-agy .
*7 ' f  *

Multipliant par f y le produit eft fc  —-fby 
=  ah — * agy ,■
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ajoutant a g y , on a f c — fby  -J- agy =  
fouftrayant/c, il refte—fby-Y agy—ah—f '■ * 

ou bien ( ag— b f ) y = a h —f c  ;  
divifant enfin par ag— b f y nous avons

y ----ah~fc
J  a g -b fk

Pour fubftituer donc à préfent cette va* 
leur de y  dans une des deux valeurs que 
nous avons trouvées pour x ,  comme dans 

la premiere nous aurons d’abord

- f y = - ~ ^ / d e  là c - b y = c - ï $

ou c__b \ ~ acg ~ bcf~ M+bcf=z *cp~m  ■ &  di'
J  a g - b f  a g -b f *

vifant par a , x — c- = ^ ~ c- i ± é1 7  a  a g - b f '

6 O 9 .

Premiere quefîlon. Pour éclaircir cet^ 
méthode par des exemples, foit propo^ 
de trouver deux nombres, dont la fomm2 
foit = 1 5 ,  &  la différence =  7.

Nommons x  le nombre qui eft le 
grand, tk y  le plus petit. Nous aurons



La premiere équation donne x = i  5—y  ,  
^ la fécondé donne x = 7+ y  y de là ré— 
fuite lą nouvelle équation 15 —y = 7 + y .  
Ainfi 1 5 = 7 + 1 y ;  2 7 = 8  , &  y =  4 ; au 
^oyen de quoi on trouve j* t= i i.

Réponfe. Le plus petit nombre eft 4 ,  Sc 
fe plus grand eft 1 1.

6 l O .

Seconde quejîion. On peut aufli généra- 
^er la queftion précédente, en cherchant 
<feux nombres , dont la fomme foit = a  , 
^  la différence =  b.

Soit le plus grand des deux = z x , &  le 
Plus petit = y .

On aura I. ) x - j - y = a , &  II. ) x —y = J>  ,* 
fe premiere équation donne x = a —y ;
fe fé c o n d é -----------------r —  J t = £ + y .
^°nc a—y= zbĄ -y ; a = b -\ -iy s  i y = a — b; 

^ ( i n j — &  par conféquent x = a —-y
^ ___ a+b____ _ a+b

2 2 *

Réponfe. Le plus grand nombre, où x  
j &  le plus petit, où jy eft =  ̂  y

D* A L G E B R E. 495



ou, ce qui revient au même, x = \ a -\ - \ b f 

'8cy =  J- a — l-b  } &  de là  réfulte le théo
rème fuivant : Quąnd la fommende' deu* 
nombres quelconques eft a , &  que la dif
férence de ces deux nombres eft b , le 
grand des deux nombres eft égal à la mort12 
de la fomme plus la moitié de la diffc' 
rence ; &  le plus petit des deux nombre5 
eft égal à  la fomme moins la moitié de ^ 
différence.

» U **• - * i» v i  ’

On peut auffi réfoudre la même qua
tion de la maniéré qui fuit :

Puifque les deux équations font, x-\~j 
z = a , &  x — y  =  b.

Si on les ajoute l’une avec l’autre , on 
2 x = a -\~ b .

' Donc x = — .
Enfuite, fouftrayant les mêmes équation5 

l’une de l’autre ,o a  a z y = .a — b ;  d°nC

'496 E L  É  M E  N  s
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6 l  2.
Troifieme queftion. Un mulet &  un âne 

Portent des charges
T 5
 ̂âne fe plaint de la fienne &  dit au mulet : 
ne me manque que de porter encore un 

Quintal de ta charge, pour être plus chargé 
toi du double. Le mulet répond : O u i, 

^ais fi tu me donnois un quintal de la 
tlenne, je ferois trois fois plus chargé que 

On demande combien de quintaux ils 
P°rtoient chacun ?

Suppofons la charge du mulet de x  quin- 
taux, &  celle de l’âne de y  quintaux. Si le 
^ulet donne à l’âne un quintal , celui-ci 
aiira y - 1 - 1 ,  &  il reftera à l’autre x  —  1 ; 
^  puifque dans ce cas l’âne eft deux fois 
Plus chargé que le mulet, on a y - \ - i  =  2x  
^  2.

Mais fi l’âne donne un quintal au mulet, 
Celui-ci a jc - j- i ,  &  l’âne garde y  —  1 ; &  
^ charge du premier étant maintenant triple 
Scelle du fécond, on a x - \ - l = i , ÿ —'3* 

Tome /. I i

de quelques quintaux.
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Nos deux équations feront par confc' 
quent

l * ) j + I= L JC — ■i , I I 0 A' + I =  ? J " 3* 
La premiere donne x = y~ ^ , &  la &  

conde donne x = $ y — 4 > de là rélulte  ̂
nouvelle équation ^ = 3 / — 4, quidonn£ 

y ir = —, &  au moyen de quoi on détermine 

auffi la valeur de x , qui devient =  2. f.
Réponfe. Le mulet portoit 1  -  quintau* > 

&  lane portoit 2 -  quintaux.

6 1 3 .

Lorfqu’on a trois nombres inconnus, ^ 
autant d’équations, comme, par exempt

I. ) x-\-y— { = 8 ,  II.) * + ? —7=9  > ri1-)/ 
— a t = i o ,  on commencera, comIlie 

auparavant, par tirer de chacune la valeüf 
de jc , &  on aura par la l.e ) x=%-\-^-~y* 
par la ll.e ) x=zy-\-y— &  par la 11I.L)* 

= /  +  { — I0 -
Comparant maintenant la premiere & 

ces valeurs avec la fécondé, &  après cà*
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aufii avec la troifieme, on aura les équa- 
llons fuivantes :

I* )8+ ï —y = 9-h y — { > n O 8 + \ - y = y
+  { —  io.

Or la premiere donne 2^—■ 2y= i , &; 
ta fécondé donne 2 ^ = 1 8 ,  ou y==^-, fi 
donc on fubftitue cette valeur de y  dans

— 1y —  * j on a 1 {— 1 8 = 1  , &  ï { = i 9  , 
ainfi 1 = 9  il ne refte donc que x  à dé

terminer , &  on le trouve facilement = 8  -.' 2
II eft arrivé ici par hafard que la lettre 

{ s’eft éliminée dans la derniere équation , 
^  qu’on a trouvé la valeur d e y  immédia
tement. Si ce cas n’avoit pas eu lieu , on 
adroit eu deux équations entre { Scy , qu’il 
auroit fallu réfoudre par la regle précé
dente.

6 1 4 .

Qu’on ait trouvé les trois équations fri
pantes :
1 ) 3 * +  jy —  4 f= 2  5, II.) 5 a-—  i y + ^ z = 46t 

HL) iy~\-jl—x=6z.
I i  z



Si on tire de chacune la valeur de*?  
on a

I .)  AT==M ±i5, I I . ) ^  =  l l ± p I ,

W - ) * = 3. y + K —'6l- 
Comparant à préfent ces trois valeur* 

entr’elles, &  d’abord la troifieme avec 1J 

premiere , on a 37 -j- 5 { — 62 =  i 
multipliant par 3 ,  c>y —{— 15^ — 186 =  2f 
— 5̂ + 4{y ainfi 9 J + X  5 ^ = 2  i 1—
&  1 ^ = 2 1 1  par la premiere &  ^
troifieme. Comparant auffi la troifieme av^ 
la fécondé, on a 3_y-J- 5  ̂— 62 1
ou 46 +  27 — 3 { =  15 ^ 4 -2 5 ^ — 3 10 , cj 
qui fe réduit à 3 5 6 =  1 3 7 -j- 28^.

On tirera maintenant de ces deux ncP 
velles équations la valeur de y  :
I.) 2 1 1 = 1 4 y-\-i 1 { ;  donc 1 =  2 ix—ï1»

& m - n ry = -----
j  i 4

II.)3 56=i3j+z8{;donc 1 37=356—z$îJ
&  y =  îltî$ !.

13 îleCes deux valeurs forment la nouvel1*

équation laquelle fe changé
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1= 9-
Cette valeur étant fubftituée dans une 

des deux équations de y  &  on trouve 
, &  enfin une fubftitution femblable 

dans une des trois valeurs de x  ,  donnera

6 1 5 .

Si on avoit plus de trois inconnues à dé ter* 
Miner , &  autant d’équations à réfoudre , 
°n pourroit s’y  prendre de la même ma
cère ; mais on fe trouveroit engagé le plus 
fouvent dans des calculs fort prolixes.

11 efl donc à propos de remarquer que 
chaque cas particulier on ne manque 

§uere de rencontrer des moyens qui en faci
litent beaucoup la réfolution. Ces moyens 
[°nt d’introduire dans le calcul, à côté des 
lnconnues principales, une nouvelle incon- 
nue arbitraire, telle qu’eft, par ex. la fomme 

toutes les autres; &  quand 011 eft un

3



peu verfé dans ces fortes de calculs, on 
juge aflez facilement ce qu’il efl: le plus 
convenable de faire (*). Nous allons rap
porter quelques exemples qui peuvent gui
der dans l’application de cette méthode.

6 1 6 .

Quatrième queftion. Trois perfonnes 
jouent enfemble ; dans la premiere partie 
le premier Joueur perd avec chacun des 
deux autres autant que chacun d’eux avoir 
d’argent fur lui. Dans la fécondé partie , 
c ’efl: au fécond Joueur que les deux autres 
gagnent autant chacun qu’ils ont déjà d’ar
gent. Dans la troifieme partie enfin, le 
premier &  le fécond Joueur gagnent aU 
troifieme autant d’argent chacun, qu’ils en 
avoient. Ils cefîent alors de jouer , 8c il &

( * )  M . Cramer a donné à la fin de fon Intradufl'on i  
Tandlyfe des lignes courbes , une très-belle regle pour dé
terminer immédiatement, &  fans pafler par les opération* 

ordinaires , la valeur des inconnues de ces fortes d’équa

tions , en quelque nombre que foieut ces inconnues.
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tr°uve qu’ils ont tous une fomme égale, 
favoir vingt-quatre louis chacun. On de
mande avec combien d’argent chacun s’eft 
Mis au jeu ?

Suppofons que l’enjeu du premier Joueur 
3lt été de x  louis, celui du fécond , y  3 &  
celui du troifieme, Et faifons outre cela 
ta fomme de tous les enjeux, ou x-\-y-\~i 

Or le premier Joueur perdant dans 
ta premiere partie autant d’argent qu’en 
°nt les deux autres, il perd f-—x  y ( car 
lui-même ayant eu x  , les deux autres au- 
r°nt eu f-—x )  y donc il lui reftera i x —f ;  
fe fécond aura i y , &  le troifieme aura 2£.

Voici donc ce que chacun aura après 
ta premiere partie : le I. ) zx—f ,  le II.) zy , 
fe III. )

Dans la fécondé partie, le fécond Joueur 
Qui a maintenant zy , perd autant d’argent 
Qu’an ont les deux autres, c’eft-à-d. / — zy ;  
*1 lui refte par conféquent 4y — f .  Quant 
aUx autres, ils auront le double chacun de 
Ce qu’ils avoient $ ainfi après la féconde

l i  4
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partie les trois Joueurs ont, le I.) 4X— ł/ ’
le II. ) 4y—f , le III. ) 4{.

Dans la troifieme partie , c’eft le troi
fieme Joueur , lequel a a&uellement 4{ > 
qui eft le perdant ; il perd avec le premier 
ą x— i f ,  &  avec le fécond 4y —f  ;  par 
conféquent après cette partie nos trois 
Joueurs auront :
le I.) Sx— 4 /, le II. ) 8y— 2f ,  le III.) 8{—-/• 

O r chacun ayant maintenant 24 louis» 
nous avons trois équations, telles que la 
premiere donne fur le champ x  ,\d. féconde 
y , &  la troifieme 1  ;  de plus f  eft connu 
&  =  7 2 , puifque les trois Joueurs enfemble 
ont 72 louis à la fin de la derniere partie j 
mais c’eft à quoi il n’eft pas même néceffaire 
de faire attention d’abord, comme on v3 
le voir. Nous avons
I. ) 8 x — 4 / =  24, ou 8x =  2 4 ou *

—  3 4 "  \f»
II.) $y— 2/=24,OU8j=24-}-2/,OU/=3

III .)8 {-/= 2 4 , ou 8 {= 2 4 + / , ou { = 3+ ^ 7-
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Ajoutant ces trois valeurs, on a

Ainfi, puifque x Ą - y - \ - 7L= f ,  on a / = 9

. + ! / ;  donc~f =  9 ,  &: f  = 7 1 .
Si on fubftitue à préfcnt cette valeur de 

/dans les expreffions trouvées pour x , y  
^  l , on trouvera qu’avant que de fe mettre 
au jeu , le premier Joueur avoit 39 louis ; 
fe fécond , 21 louis j &  le troifieme , 1 2 
feüis.

On voit par cette folution comment, 
Par le fecours de la fomme des trois in
connues , on furmonte heureufement les 
°bftacles qui fe préfentent dans la voie 
°rdinaire.

6 1 7 .

Quoique la queftion précédente paroifle 
d’abord aflez difficile, nous remarquerons 
Cependant qu’on peut la réfoudre, même 
fans algebre. On n’a qu’à chercher à le 
>̂re en rétrogradant. On confidérera que 

Puifque les Joueurs, en quittant le jeu ,



avoient chacun 24 louis, &  que dans la 
troifieme partie , le premier &  le fécond 

ont doublé leur argent, ils doivent avoir 
eu avant cette derniere partie :

le I.) 1 2 ,  le II.) 1 2 , &  le III.) 48.
Dans la fécondé partie ce font le pre'  

mier &  le troifieme qui ont doublé leur 
argent -, donc avant cette partie ils avoient : 

le I.) 6 , le II.) 4 2 , le III.) 24.
Enfin, dans la premiere partie, le fécond 

&  le troifieme Joueur ont gagné chacun 

autant d’argent qu’il en avoit forti ; donc 
en commençant les trois Joueurs avoienc 
devant eux :

J.)  39, II.) 2 1 ,  III.) 1 2.
Ce que nous avons aufli trouvé par la 
folution précédente.

6 l 8 .

Cinquième quejlion. Deux perfonnes doi' 
vent 29 piltoles -, elles ont de l’argent toUteS 
les deux , mais pas autant chacune p°ur 
pouvoir acquitter feule cette dette coin'
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^une ; le premier Débiteur dit donc au 

^CGnd : Si vous me donnez les j  de votre 
5rgent, je payerai feul la dette fur le 
champ. Le fécond lui réplique qu’il pourroit 
aufii acquitter feul la dette, fi l’autre lui 

^°nnoit les l  de fon argent. On demande4 D
c°mbien ils ont l’un &  l’autre r 

Suppofons que le premier ait x  piftoles, 
^ que le fécond aitjy piftoles.

Nous aurons d’abord x - \ - ~ y  =  29 ; 

Enfuite aufli, y 3- x =  29.

La premiere équation donne * = 2 9  

&  la fécondé donne x = —̂  j 
ain(i 29 — j y  =  " 6̂ . On tire de cette 

Quation 7  =  14 ^ ;  donc x  =  i^ '-.

Réponfe. Le premier Débiteur a 19 1  

Moles , &  le fécond a 14 piftoles.

6 1 9 .

Sixième queftion. Trois freres ont acheté 
üne vigne pour cent louis. Le cadet dit
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qu'il pourroit la payer feu l, fi le fécond 
lui donnoit la moitié de l’argent qu’il a » 
le fécond dit que fi l’aîné lui donnoif Ie 
tiers feulement de fon argent, il payeroU 
la vigne feul -, enfin l’aîné ne demande que 
le quart de l’argent du cadet, pour payef 
feul la viGfne. Combien chacun avoit-^O
d’argent ? Que le premier ait eu x  louis ; 
le fccond, y  louis ; le troifîeme , { louis} 
011 aura les trois équations fuivantes :
l .) A :- j- ly  — 100. il. ) y  —j— ' { = t  00. III.) {

00 ; deux defquelles feulerne^ 
donnent la valeur de a: , favoir I. ) x  =  io°
—  \ y ,  III.) *  =  400—  4{. Ainfi on 3 
l’équation :

10 0 — J - ^ 4 0 0 — 4 {, ou 4 i ~ ; y = y o O i  
qu’il faudra combiner avec la féconde > 
afin de déterminer y  &  £. Or la fécond  ̂
équation étoit j>'—j— - 100 ; on en tire  ̂ f 

donc y  =  1 00 —  j- £ &  l’équation trouvé 

en dernier lieu étant 4  ̂—  i y = ) o o ,  011 
a y = 8 ^ — 600. Par conféquent la dernier  ̂
équation efl :
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1 00— =  — 600 ; ainfi 8  ̂=  70 0 , 

°u y ^ = 7 o o  , &  { = 8 4 .  Donc y  =  100 
28 =  72 , &  x — 64.

Réponfe. Le cadet avoit 64 louis, le 
puîné avoit 72 louis, &  faîne avoit 84 
louis.

620.
Comme dans cet exemple chaque équa

tion ne renferme que deux inconnues, on 
peut parvenir d’une façon plus commode 
à la folution cherchée.

La premiere équation donne j = 2 0 0  
~—i x ;  ainfi y  efl déterminé en x  ;  &  fi 
°n fubflitue cette valeur dans la fécondé 
équation, on a 200 —  2x-(- l-^  == 100 j 

donc j  { =  i x — 100 , &  i = 6 x  — 300.
Ainfi { efl auffi déterminé en x  y &  fi 

on introduit cette valeur dans la troifieme

équation, on obtient 6x— 300-f-^ J £ = i 00, 
°ù x  fe trouve feul &  qu’on réduit à î ^x  
■— 1 6 0 0 = 0 ,  d’où l’on tire * = 6 4 .  Par 
conféquent y = i o o —  12 8 = 7  2 , &  { = 3  8 4
— 3 0 0 = 8 4 .
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6 21 .
On peut fuivre le même procédé, lors

qu'on a un plus grand nombre d'équations. 
Suppofons, par exemple , qu’on ait d’une 

maniéré générale: I.) «-J- 3~ = n , I I .) * 'H

= n ,  I I 1 . ) J + L — n, I V . ) { + j = « y ° u’ 
en chafTant les fra&ions : I.) au -j- x  =  ant
II.)  bx - \ -y  = .  bn , III.) cy-£- ç =  en ) 
IV .) d [ -\ -u —  dn.

Ici la premiere équation donne d’aboi 
x = .a n —  au, &  cette valeur étant fubffr 
tuée dans la fécondé, on a abn— abu-\~j 
z=.bn ;  a\ï\C\ yz=:bn— abnĄ-abu ;  la fubfH' 
tution de cette valeur dans la troifiemc 
équation donne ben— abcn-\-abcu-\-ç=cni 
donc ç = c n — bcnĄ-abcn— abeu ; fubftituan* 
enfin ceci dans la quatrième équation , on a 
cdn— bedn - | -  abedn —abedu u—dn. Ainfi 
dn —  cdn - j -  bedn —  abedn = —  abedu - j- 11 ’ 
OU bien (  abcd—  i )  u=zabcdn —  bcdnĄ-edfl 

— dn;  d’où l’on tire abcd-i
(a tcd-bcd+ cd-d  ) 

abçd-i *
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Par conféquent on aura

. «__  abcdn--acdn+adn-an
—  ^  •

(  abed-aed+ad-a )
abcd-i abcd-l *

-  abcdn -abdn+abn—bn
—  n .

( abed-abd+ab-b )
abcd-i abcd-i *

- abedn--abcn+bcn-cn
= z n . ( abcd-abc -+■ bc-c )

abed-ï abcd-i *
___ abedn- -bcdn+cdn-dn i--71 *

( abed-bed-f- cd-d  )
abcd-l a bcd-i *

622.
Septième queftion. Un Capitaine a trois 

compagnies : l’une eft de Suifles, l’autre 
de Suabes, la troifieme eft de Saxons, 

veut donner un aflaut avec une partie 
ĉe ces troupes, &  il promet une récom- 
Pcnfe de 901 écus fur le pied fuivant :

Que chaque Soldat de la compagnie 
<J\ii montera à l’aflaut, recevra 1 écu , &  
cjue le refte de l’argent fera diftribué éga
l e n t  aux deux autres compagnies.

Or il fe trouve que fi les Suifles donnent 
^aflaut , chaque Soldat des autres com
pagnies reçoit un demi-écu -, que fi les Sua- 
^es vont à l’aflaut, chacun des autres reçoit 

ï écu} enfin, que ILJes Saxons donnent



l’aflaut , chacun des autres reçoit - eCU' 
Ou demande de combien d’hommes étoit 
chaque compagnie.

Suppofons le nombre des Suifies == * ’ 
celui des Suabes = j , &  celui des Saxd15 
=  Et failons de plus x -\ -y -\ ~ i= f, parcS 
.qu’il eft facile de voir que c’eft le moy£!’ 
d’abrécrer confidérablement le calcul.  ̂
donc les Suifi’es donnent l’affaut, leur no^ 
bre étant =  x , celui des autres fera f - —*! 
or ceux-là reçoivent i écu, &  ceux-ci ^  
demi-écu ; ainfi on aura

— ' - X — ÿ O l .

On trouvera de la même maniéré (jf 
fi les Suabes donnent l’aftaut, on a

y - \ - \ ï ~ \ y  =  9OK
Et enfin que , fi ce font les Saxons cj111 

montent à l’affaut, 011 aura

{ +  4-/ J  7— 9®%
Chacune de ces trois équations fuffr*1 

pour déterminer une des inconnues *  ’

y  &  { >
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car la premiere donne * = 1 8 0 2 —/ V '  
la fécondé donne 2 ^ = 2 7 0 3 —/ ,  
la troifieme donne 3 ^ = 3 6 0 4 —f .

Or fi l’on prend maintenant les valeurs 
de 6 x , 6y &  6 { , &  qu’on écrive ces 
valeurs l’une fous l’autre , on aura 

6 x = i o 8 i z —  6 f  
6y  =  8 10 9 —  3f»
6 { =  7208—  i f t

& ajoutant : 6 / = 2 6 12 9  — 1 1 / ,  ou 17 /  
^ 26129 ; ainfi f = i  532 ; c’eft: le nombre 
l°tal des Soldats, au moyen duquel on 

lrouve
* := i8 o 2 — 1 5 3 7 =  l6li >

ly = 2703— 1 j 3 7 = 1 1 6 6  , o u y =  583 î 
3^— 3604— 1 5 3 7 = 1 0 6 7 ,  ou { = 6 8 9 .  

Réponfe. La compagnie des Suifles eft 
265 hommes; celle des Suabes, de 583 

^mmes j &  celle des Saxons, de 689 
Sommes.
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C H A P I T R E  V.

D e la rêfolution des Equations pures 
fécond degré.

6 2 3 .

O  N dit qu’une équation efl: du feco  ̂
degré, quand elle renferme le quarré 0̂  
la fécondé puiflance de l’inconnue, 
qu’on y  trouve des puiflances plus élevée 
de cette inconnue. Une équation qui 
fermeroit aufli la troifieme puiflance ^ 
l’inconnue, appartiendrait déjà aux éqü3' 
lions cubiques , &  fa rêfolution deman^ 
roit des réglés particulières.

6 2 4 .

Il n’y  a donc que trois efpeces de tern12’ 
dans une équation du fécond degré. $  
premier lieu les termes où l’inconnue ^ 
fe trouve pas du tout, ou qui ne ^  
compofés que de nombres connus.



' En fécond lieu, les termes dans lefquels 
°n rencontre feulement la premiere puif- 
fance de la quantité inconnue.

En troifieme lieu , les termes qui con
tiennent le quarré de la quantité inconnue.

Ainfi x  fignifiant une quantité inconnue, 
& les lettres a , b , c , d , & c. repréfentant 
des nombres connus, les termes de la pre
mière efpece feront de la forme a , les 
termes de la fécondé efpece auront la forme 
^ x , &  les termes de la troifieme efpece 
auront la forme c x x .

6 2 5 .

On a déjà vu fuffifamment que dtfux ou 
plufieurs termes d’une même efpece peu- 
vent fe réunir enfemble, &  être confidérés 
comme un feul terme.

Par exemple, on peut confidérer comme 
lttl feul terme la formule axx—bxx-^-c x x ,  
Cri la repréfentant par ( a — b~\-c) x x  ;  
Ptiifqu’en effet a —b-\-c efl une quantité 
c°nnue.

D A  L G E B R E. ÿj Ç -
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Et quand même de tels termes fe trou* 
veroient des deux côtés du figne = ,  on 
a vu comment on doit les porter d’un même 
côté, &  les réduire enfuite à un feul terme. 
So it, par exemple , l’équation

xxx— } x -Ą-ą= j x x — 8at—[—ï ï ; 
on fouftrait d’abord x x x , &  il vient 

— y x -\~ 4 = y x x — 8at-|— i i ; 
ajoutant enfuite Sx  , on obtient

5* 4 - 4= 3* * + *  i * 
fouftrayant enfin n  , il refte $ x x = f x — 7*

6 ï 6 .

On peut au/fi tranfporter tous les termes 
d’un même côté du figne = ,  de façon qu’il 
ne refte que o dans l’autre membre ; te 
principal eft de faire attention que quand 
on tranfporte des termes d’un côté à l’autre> 
il faut en changer les fignes.

C ’eft ainfi que l’équation ci-defîus prefl' 
dra cette forme, y x x — 5rr 4 “ 7 = 0 5  ^  
c’eft aufii pourquoi on peut repréfente1' 
toute équation du fécond degré généra* 
lcmcnt par cette formule ,

y i 6  E L Ê M E N S



a x x +  b a t + e = 0 , 

dans laquelle le figne +  fe prononce plus 
°u moins, &  indique que de tels termes 
peuvent être tantôt pofitifs &  tantôt 
négatifs..

627.
Quelle forme qu’ait- primitivement une 

équation du fécond degré, on peut toujours 
la réduire à cette formule de trois termes t 
Qu’oïl foit. parvenu , par exemple y à 
 ̂équation

ax +  b ___ t x + f
cx +  d gx +  h *

il faudra, avant toute chofè , chaffer les 
fraćtions : multipliant pour cet effet d’abord 
par c x -\-d ,  on a ax~\-b =  ?

enfuite par g x * \-h , on a 
agxx-\-bgx+ahx+bk<=cexx+cfx-ïcdx-\-fd, 
ce qui efl une équation du fécond degré ,
&  qu’on réduit aux trois termes fuivans, 
^ue nous tranfpoferons en les rangeant de
là maniéré qui efl; le plus en ufage :

r i  A  L  G E  B R  E , J 17



0=agxx-\-bgx-\-bh  ,
—  cexx -\-ahx—f d  ,

—  CjXy
— edx.

On peut repréfenter aufli cette équation 
de la maniéré fuivante , qui efl; même plus 
claire :
O ̂ (ąg—ce)xx+(l>g+ah—c f—ect)x+bh—fd .

çiS E  L É M  E  N  S

Ces équations du fécond degré, où toutes 
les trois efpeces de termes fe trouvent, fe 
nomment complétés, &  leur réfolution efl 
aufli fujette à plus de difficultés ; c’efl: pour
quoi nous commencerons par co'nfidérer 
celles où un de ces termes manque.

Or fï c’étoit le terme x x  qui ne fe trou
vât pas dans l’équation , elle ne feroit pas 
du fécond degré, mais elle appartien
drait à celles donr nous avons traité ; que 
fi c’étoit le terme qui ne contient que des 
nombres connus, qui manquât, l’équatiofl 
auroit cette forme, a x x + b x ~ o ,  laquelle



étant divifible par x ,  fe réduit à ax + b = o , 
qui eft pareillement une équation du pre
mier degré, &  n’appartient pas ici.

. '  * * f  " T  . . t

6 2 9 .

Mais lorfque c’eft le terme m oyen , 
lequel contient la premiere puiflance de x  , 
qui manque , l’équation revêt cette forme ,  
a* x + c r = o ,  ou a xx —  +  c ;  le figne de c 

Pouvant être foit pofitif, foit négatif.

Nous appellerons une telle équation, une 
équation du fécond degré pure , par. la 

raifon que fa rêfolution ne fouffre aucune 

difficulté. En effet , oç n’a qu’à divifer par a ,  

On obtient =  &  prenant de part Sc 
d’autre la racine quarrée , on trouve x  

au moyen de quoi l’équation eĄ

îéfolue.

6 3 0 .
«

Mais nous avons $  prcfent trois cas à 

confidérer ici. Le premier, quand ~ eft u n , 

Uombre quarré, dont on puiffe par confé*

D *  A  L G E B  R  E.  f l p
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quent affigner réellement la racine, on 
obtient dans ce cas pour la valeur de x  un 
nombre rationnel, lequel peut être ou 
entier ou rompu. Par exemple , l’équation 
x x , donne x = i  1  ; &  celle-ci, xx 

donne x  =  ~.

Le fécond cas a lieu, quand j  n’eft pas 
un quarré, dans lequel cas par conféquent 
il faut fe contenter du figne y/. S i, par 
exemple, x x = i  z , on a y/i 2 , dont 
la valeur peut fe déterminer par approxi
mation , comme nous l’avons fait voir 
plus haut.

Le troifieme cas enfin eft celui où - de-
c

vient un nombre négatif ; alors la valeur 
de x  eft tout-à-foit impoffible &  imaginaire >
&  ce réfultat prouve que la queftion qui 
a conduit à une telle équation , eft im- 
poflible d’elle-même.

6 3  T.

Nous obferverons encore, avant que 
d ’aller plus lo in , que toutes les fois qu’il

JlO  E  L È  M E  N  S
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eft queftion d’extraire la racine quarrée 
d un nombre, cette racine a toujours deux 
valeurs, dont l’une eft pofitive &  l’autre 
negative. Nous avons déjà fait remarquer 
Cela plus haut. Q u’on ait l’équation x x = ą j  , 
ta valeur de *  ne fera pas feulement- { - 7 ,  
Mais aufli —7 , ce qu’on indique par x = + j m 
Ainfi toutes ces queftions admettent une 
folution double ; mais on remarquera ce
pendant que dans plufieurs cas, dans ceux, 
Par exemple, où il s’agit d’un certain nombre 
 ̂hommes, l’on comprend bien que la valeur 

negative ne fauroit avoir lieu.

6 3 2 .

Dans le cas précédent même, où c’eft 
a quantité connue qui manque, les équa- 
tlons, a x x = b x , ne laiflent pas d’admettre 
^ux valeurs de a: , quoiqu’on n’en trouve 
Qu’une feule, fi l’on divifé par x.  Car fi l’on 

par exemple , l’équation x x — y x ,  où 
 ̂s agit d’afligner pour x  une valeur telle , 

^Ue devienne égal à 3 * ,  cela fe fait

D* A  L G E B R E. Ç 2 1
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en fuppofant x  =  3 , valeur qu’on trouve 
en divifant l’équation par x  ;  mais outre 
cette valeur il en eft encore une autre qm 
fatisfait également, c’eft x = o  y car alors
jtrx =  o , &  } x  =  o. Toutes les équations
du fécond degré en général admettent deux 
réfolutions, tandis qu’une feule folutiofl 
peut avoir lieu pour les équations du pre' 
mier degré.

Nous allons maintenant éclaircir paf 
quelques exemples ce que nous avons dtf 
fur les équations du fécond degré pures.

6 3 3 .
v  V  f  * C.

Premiere queftion. On cherche un nom' 
bre dont fa moitié , multipliée par le tiers » 
fafle 14 ?

Soit ce nombre il faut que

multiplié par j  x , donne 24; on aura donc 

l'équation £ x x = i < \ .
Multipliant par 6 , on a i 44 ; 

l’extra&ion de la racine donne x==-+ 1 1 '

yïz Ê '  L É  M  E  N  S



°n met +  ; car fi' x  =  -|- 12  , on a ~ x = 6 ,  

^ - * = = 4  , &  le produit de ces deux nom

mes efl: 24 ; &  fi ^ =  — 12 , on a '- x = —6 , 

^~-* = — 4 ,  dont le produit eft éga- 
Went 24.

6 3 4 .
'A
Seconde queftion. On cherche un nom- 

te l, qu’en y ajoutant 5 , &  en en re- 
^anchant 5 , le produit de la fomme par 
^ différence foit =  96. - r

Soit ce nombre x  , il faudra que x - j - j , 
Multiplié par x — 5 , donne 96 ; d’où réfulte 
équation atx —  2 5 = 9 6 .
Ajoutant 2 5 ,o n a .x\r= i 2 f; Sc extrayant 

k racine, il vient x  =  1 1 .  Ainfi at—{— 5 =  16 ,  
^ — 5 = 6  ; or en effet 0 . 1 6  =  96.

6 3 5 .

Troifieme quefiion. On cherche un nom- 
r̂e tel,  qu’en l’ajoutant à 1 0 ,  &  en le 

branchant de 10 , la fomme multipliée par 
^ refte , ou par la différence, donne 5 1.

B*  A  L G E  B  R  E. 5 23



Que a: foit ce nombre ; il faut que i o+# > 
multiplié par 10 — * ,  falTe 5 1 , &  qu’ainf* 
100— x x = j  1. Ajoutant x x ,tk  fouftrayant 
5 1 ,  on a x x = zą<) t dont la racine quarrée 
donne x = j .

6 3 6 .
_ 9

Quatrième queftion. Trois Joueurs cjd 
ont fait une partie , fe retirent j le premier 
avec autant de fois 7 écus, que le fecon  ̂
a de fois trois écus ; &  le fécond avec autan1 
de fois 17  écus, que le troifieme a de (o$ 
5 écus j &  fi on multiplie l’argent du pr£' 
mier par l’argent du fécond, &  l’argent d11 
fécond par l’argent du troifieme, &  enfa 
l ’argent du troifieme par l’argent du pre' 
mier , la fomme de ces trois produits eft 

383o |- Combien d’argent ont-ils chacun?
Suppofons que le premier Joueur ait * 

écus -, &  puifqu’il a autant de fois 7 écus > 
que le fécond a de fois 3 écus, cela fignifie 
que fon argent eft à celui du fécond, en 
raifon de 7 : 3 .

524  E  L É  M E  N  S



On fera donc 7 :  } = x , à l’argent du 

fecond Joueur , qui eft donc x.

De plus, comme l’argent du fécond 
loueur eft à celui du troifîeme en raifon 
^  17 : j , on dira 17 :5  =  2 x  à l’argent du 

troifieme Joueur , ou à ^  x.

Multipliant à préfent x  , ou l’argent du 

Premier Joueur , par |  x  , l’argent du fe- 

c0nd, on a le produit - x x .

Après cela, - x , l’argent du fécond, mul- 
llplié par l’argent du troifîeme, ou par ii-jr, 

donne ~  xx. Enfin l’argent du troifîeme, 

° ^ ~ x ,  multiplié par x , ou l’argent du 

premier, donne ■— xx. La fomme de ces 

trois produits eft 3ÿ x x ~\~i^x x ~ \ -~ x x j8 c  

réduifant au même dénominateur, on 
ta trouve =  l°? x x , ce qui doit équivaloir 

aU nombre 383OJ.

On a d o n c ^ x x = ^ 8 î o i .J  J j*
Ainfi^ ~ x x =  1 1 4 9 2 ,  &  i $ i i x x  étant 

cgal à 9572836 ,  divifant par 1521  , on
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a x x = 5 v,'-> &  en prenant la racine# 

on trouve x=--— Cette fraftion eft en'39
core réduftible à de moindres termes, en 

divifant par 13 ; ainfi at= = 7 9 ^ ;  & 

on conclut de là que 3- x  =  3 4 , &  que ^5*
=  ! O.

Réponfe. Le premier Joueur a 79 é̂cus> 
le fécond a 34 écus,  &  le troifieme & 
retire avec i o écus.

Remarque. Ce calcul peut fe faire encotf 
d’une maniéré plus facile ; favoir, en pre' 
nant les faćleurs des nombres qui s’y  pre' 
Tentent, &: en faifant attention principe 
lement aux quarrés de ces fa&eurs.

On voit que 507 =  3 . 1 6 9 ,  &  que 169 
eft le quarré de 1 3 ;  enfuite, que 833^  

7 . 1 1 9 ,  &  que 1 1 9 =  7 . 1 7 .  Or on a 7 ^  

* *  =  38302.,  &  fi on multiplie par 3 , 0,1 

a x x =  1 1492. Qu’011 réfolve aufli ce 
nombre en fes fafteurs ; on voit dabo^

que le premier eft 4 , c’eft-à-dire, que u  49* 
=  4.2873 ; déplus 2873 cftdivifible paf
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l 7 , de forte que 2873 =  17 .16 9 . Par con
séquent notre équation aura la forme fui- 

Vante : 7^9 —  4 • 1 7 • 1 69-, laquelle, divifée 
Par 169 , (è réduit à x x  =  4.. 1 7 ; mul
tipliant de plus par 17 .4 9  , &  divifant par 

9 î on a x x  =  4'2??"*9- ,  où tous les fa&eurs 

font des quarrés j d’où il fuit qu’on a , fans 
autre calcul, la racine

• j  3 3comme ci-devant.

6 3 7 .

Cinquième queftion. Quelques Négocians 
établirent un Fafteur à Archangel. Chacun 
d’eux contribue pour le commerce qu’ils 
ont en vue, dix fois autant d’écus qu’ils font 
d’Affociés. Le profit du Fafteur eft fixé à 
deux fois autant d’écus qu’il y  a d’Affociés 

pour 100 écus. Et fi l’on multiplie la ^  

partie de fon gain total par 2 1 , on trouve 
le nombre des Aflociés. On demande quel 
eft ce nombre ?

Soit ce nombre =  *  i  &  puifque chaque



AfTocié a fourni î o x ,  le capital entier eft 
z ^ io x x .  Or avec chaque centaine d’écus 
le Fafteur gagne zx  , fon profit fera donc 

Y x 5 avec le capital io x r .  La ^  partie de 

ce gain efl: -̂ox J ; multipliant par z j ,  ou 

par —, on a — x 3, ou — x 5, &  c’eft cey 9 “ 4500 7 225 "
qui doit être égal au nombre des Affociés *• 

On a donc l’équation ^ x ' = x  y ou x ' 
=  iz<)X j  elle paroît d’abord être du troi
fieme degré ; mais comme on peut divifer 
par x , elle fe réduit à l’équation du fécond 
degré x x  =  zz f ,d ’où l’on tire x = i  j.

Réponfe. 11 y  a quinze Affociés, &  chacun 
a contribué 15 o écus.

5 zS E L É M E N S
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d ’ A  L  G E  B  R  E .

C H A P I T R E  V I .

De la réfolution des Equations mixtes 
du fécond degré.

6 3 8 .

O  N dit d’une équation du fécond degré, 
Qu’elle eft mixte ou complété, lorfqu’on 
y rencontre trois efpeces de termes, favoir, 
celle qui contient le quarré de la quantité 
^connue, comme axx ; celle où l’in
connue fe trouve feulement élçvée à la 
premiere puiflance, com m et,- enfin l’ef- 
pece de termes qui n’eft compofée que de 
quantités connues. Et puifqu’on peut réunir 
deux ou plufieurs termes d’une même efpece 
en un feul, &  qu’011 peut porter tous les 
termes d’un même côté du figne = ,  la 
forme de l’équation mixte du fécond degré 
fera celle-ci :

axx  +  bx 4- c= o.
Nous montrerons dans ce Chapitre 
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comment on doit tirer la valeur de *  de 
ces fortes d équations j on verra qu’il y a 
deux routes pour y  parvenir.

6 3 9 .

Une équation de l’efpece dont il s’agit, 
peut fe réduire , par le moyen de la divi* 
fîon , à une forme telle, que le premia 
terme ne contienne purement que le quarr£ 
x x  de l’inconnue at. On laifîera le fecofld 
terme du même côté où eft x , &  le terme 
connu on le portera de l’autre côté du fxg‘*e 
= .  Notre équation prendra de cette rn3' 
niere la Form e x x  + p x = + q , où p &  1 

t des nombres connus quelconques» 
pofitifs ou négatifs ; &  tout fe réduit à pre' 
fent à déterm iner la v ra ie  valeur de x .  Noi's 
commencerons par remarquer que fi ** 
~\~px étoit un quarré cfle&if, la réfolutio11 
n’auroit aucune difTiculté , parce qu’il 
s’agiroit que de prendre des deux côtés Ü 
racine quarrée.

5 J 0  E L É M E N S



6 4 0 .

Mais il eft clair que x x -\-p x  ne faurcit 
erre un quarré, puifque nous avons vu plus 
haut que fi une racine eft de deux termes, 
par exemple x-\-n , fon quarré contient 
toujours trois termes, favoir, outre le quarré 
de chaque partie , encore le double du 
produit des deux parties; c’eft-à-dire, que 
le quarré de x-\-n eft x x Ą -in x  -\-nn. Or 
nous avons déjà d’un côté x x-\-p x  , nous 
pouvons donc regarder x x  comme le 
quarré de la premiere partie de la racine, 
& il faut en ce cas que p x  repréfente le 
double du produit de la premiere partie a: 
de la racine par la fécondé partie ; par confé

quent cette fécondé partie doit être '-p  , 

&  en effet le quarré de x -\- '-p  fe trouve 

être xx-\-p x-\-'-p p .

6 4 1 .

Or xx -\-p x-\- '-pp étant un quarré réel 

qui a pour racine x  -j- \ p , fi nous repre-
L 1 *
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lions notre équation x x -\-p x  =  q ,  nous 

n’avons qu’à ajouter de part &  d’autre l-pp> 
ce qui nous donne x x  -\-px-\-'- ppz=q-\-\ 
p p , où le premier membre eft efîeftive- 
ment un quarré , &  où l’autre membre ne 
renferme que des quantités connues. Si donc 
nous prenons des deux côtés la racine quar

rée , nous trouvons x ~ \-x-p—  y / (~pp-\-^i
&  fouftrayant l- p , nous obtenons x — —■- 

p - \ - i  &  comme toute.racine 
quarrée peut êtreprife foit affirmativement» 
foit négativement , nous aurons pour * 
deux valeurs exprimées de cette maniéré :

x=r-'-p±y/'-pp + q.
6 4 2 .

Voilà la formule qui contient la règle» 
d’après laquelle toutes les équations du 
fécond degré peuvent être réfolues , &   ̂
fera bon d’en imprimer la fubftance dans la 
mémoire , afin qu’on n’ait pas befoin de 
répéter à chaque fois toute l’opération que



nous venons de faire. On pourra toujours 
ordonner l’équation, de façon que le quarré 
pur x x  fe trouve d’un feul côté, &  qu’ainfi
1 équation ci-deffus ait la forme x x = —p x  

où l’on voit alors fur le champ que

* = —  j/ °± v 4 ^ + ? -

6 4 3 .

La regle générale que nous déduifons 
de là pour réfoudre l’équation * * = —p x  
"\-q , confifte donc en ceci :

Que la quantité inconnue x  eft égale à 
la moitié du nombre qui multiplie *  dans 
l’autre membre d(*T équation ,plus ou moins 
la racine quarrée du quarré du nombre que 
l’on vient de dire, &  de la quantité connue 
qui forme le troifieme terme de l’équation. 

C ’eft ainfi que fi on avoit l’équation
7 , on diroit aufli-tôt que x=z$

iv ^ 9 +  7 = 3  +  4» d’où réfultent ces deux 
valeurs de x  , 1. ) x = . j  ; II.) x = — 1. P i
aillement l’équation x x = i o x — 9 , don*

D* A L  G E  B  R E . 5 3 $
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neroit a t =  j +  y / 25 — 9 =  5 +  4» c’eft-à" 
dire que les deux valeurs de x  font 9 &  1 •

6 4 4 *

On fe mettra encore mieux au fait de 
cette regle en diftinguant les cas fuivans : 
I. ) fi p  eft un nombre pair ; II. ) fi p  eft un 
nombre impair ; &  III.) fi p  eft un nombre 
rompu.

Soit l . ) p  un nombre pair , &  l’équatio11 
telle que, x x — ip x -\ -q , on aura x= zf

+ y £ + * :
Soit II.) p  un nombre impair, &  l’équa' 

tion xx=px-\-q, on aura x =  \p +  A  PP+1* 

&  puifque '-pp-\-q—  on pourra eX' 
traire la racine quarrée de ce dénomina' 

teur,&  écrire x = - p  -f v/rp "M =■ Zr-VlL^-7 2 * — a j
Enfin III. ) Soit p  une fraftion , on poufl-3 

réfoudre l’équation de la maniéré qui fui*: 
Que l’équation en queftion foit celle-ci? 
a x x ~ b x -\ ~ c , ou x x  =  — 4 - - , on aura,

p a r  l a  r e g l e ,  x =  ~ ±  y / E  4 -  f .  O r  j s
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- = il+Ąac où le dénominateur eft un1 a Ąaa '
Quarré; ainfi

6 4 5 .

L’autre voie qui conduit à la réfolution 
des équations du fécond degré mixtes, eft 
de les transformer en des équations pures. 
Cela fe fait en fubftituant, par exemp. dans 
l’équation x x = .p x - \ - q , à la place de l’in
connue x  y une autre inconnue^ , telle que 

x ^ y J ç - l p ;  au moyen de quoi, quand 
on a déterminé y , on trouve auffi-tôt la 
valeur de x.

Si nous faifons cette fubftitution de y  
4 “ ^  à la place de x ,  nous avons x x = y y

4~ÆX \pp > &  Px = Py~\~'ïPP ’ Par cou"
féquent notre équation fe change en celle-

ci : ÿ y ^ r p y ^ i ,  pp  — py  "t“ ïP P 'fâ  » ciul le
réduit, en fouftrayant py , d’abord à y  y  

4~ - p p = lp p + q  ; &  enfuite, en fouftrayant

\ p p > * y y = \ p p ^ r ï-  Ceci une éciua"
tion du fécond degré pure, qui donne auiïi-

L 1 4
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tôt y  =  ± \ / l-ppĄ-q. Or puifque x = y +  \ p,

on a x = z '-p - f- y / l pp-\-q , ainfi que nous
1 avons trouvé ci-deflus. Il ne nous relie 
donc qu’à éclaircir cette regle par quelques 
exemples.

6 4 6 .

Premiere quejlion. J ’ai deux nombres; 
fun furpafle l'autre de 6 , &  leur produit 
efl: 9 1. Quels font ces nombres ?

Si le plus petit efl: x ,  l’autre eft x -\ -6 ,  
&  leur produit 91 = x x -Ą -6 x .

Souftrayant 6 x , il refte x x = ^ i — 6x} 

&  la regle donne x ==.— 3 +  y / 9 + 9 1= — ) 
+  10 ; ainfi x = y  , &  *= = — 1 3.

Rép. La queftion admet deux folutions:
Suivant l’une, le plus petit nombre *  

eft ■= 7 , &  le plus grand x  -{- 6 =  13.
Suivant l’autre , le plus petit nombre *  

=■— j 3 j &  le plus grand x-\- 6 = — 7.

6 4 7 .

Seconde quejlion. Trouver un nombre 
tel que, fi de fon quarré je retranche 9 1
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d me vienne un nombre qui foit d’autant 
d’unités plus grand que i o o , que le nom
bre cherché eft plus petit que 23.

Soit le nombre cherché = x , -  je vois que 
* x — 9 furpafle j 00 de x x — 109. Et pui£ 

■ que x  eft au-deflous de 23 de 23— x , j’au
rai cette équation : x x  — 109 =  23— x.

Donc x x  = — x —J— 1 3 2 , &r ,par la regle,

I + v A  +  1 3 i , = _ i + / ^ = — -2 * 4  ̂ 5 2 -— » 4 2

Ainfi x =  11 &  x  = — 12.

Réponfe. Lorfqu’on ne demande qu’un 
nombre pdfitif, ce nombre cherché eft 1 j , 

dont le quarré moins 9 eft 1 1 2 ,  &  par 
conféquent de 12 plus grand que 10 0 , de 
même que 1 1  eft de 1 2 plus petit que 23.

6 4 8 .

Troifieme queftion. Trouver un nombre 
tel, que fi on multiplie fa moitié par fon 
tjers, &  qu’au produit on ajoute la moitié 
du nombre qu’on cherche , le réfultat 
foit 30.
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Qu’on fuppofe ce nombre = : x ,  fa moi

tié , multipliée par fon tiers, fera \ xx  ;  ̂

faut donc que * = 3 0 .  Multipliai
par 6 , on a x x - \ - $ x = i3 o , ou xx= ~ --y^  

—j—180, ce qui donne *  — — s- +  y/|+i8<*
— _ î  J -î7

» — *• : , I
Par conféquent x  eft ou— 12 , ou egJ1

6 4 9 .

Quatrième queftion. Trouver deux noifl' 
bres qui foient en proportion double , & 
tels que fi on ajoute leur fomme à leur 
produit, on obtienne 90.

Soit l’un des nombres —  * ,  &  le plüS1 # Çr
grand =  î x , leur produit fera =  i x x , L 
fi on y  ajoute 3* ou leur fomme, la no1-1' 
velle fomme doit faire 90. Ainfi 2*x-f'3 v 
=  9 0 ; i * * = 9 o  —  ) x ;  x x = . — 3- x - j '4 >̂ 

d’où l’on tiré x = —  ̂+  \ /  75+45 = — \ ;£"♦*

Par conféquent * = 6  , ou * = — 71* .



Cinquième queftion. Un Maquignon qui 
a acheté un cheval pour un certain nom
bre d’écus, le revend pour 1 1 9 écus, &  

gagne autant pour cent écus , que le 
cheval lui a coûté. On demande ce qu’il 
en avoit payé ?

Suppofons que le cheval ait coûté x  écus j 
comme le Maquignon y gagne x  pour cent, 
On dira 100 donnent le profit x  : que donne
* i  Réponfe, ~ .  Pais donc qu’il a gagné ~  
& que le cheval lui coûte x  écus d’achat, 

H faut qu’il l’ait vendu pour *  +  7^ j d °nc
* --j- ~  =  119 . Souftrayant x  , on a ~

— x -\-  1 19  ; &  multipliant par 10 0 , il 
vient ta— — i oo *-j- 1 1 9°®* Appliquant 
maintenant la regle , on trouve * : = — 50

+ \ Jx  5 o o -f-i 1 9 0 0 = —  jO +  v / 14 4 0 0  
^ —  50 +  1 iC.

Réponfe. Le cheval a coûté 70 écus, &  
puifque le Maquignon a gagné 70 pour



cent en le revendant, le profit doit avoir 
été de 49 écus. Le cheval doit, par consé
quent , avoir été revendu en effet pour 7° 
+  49> c’eft-à-dire pour 1 1 9 écus.

6 5 I .

Sixieme quejlion. Quelqu’un achete n'1 
certain nombre de pieces de drap ; il paye 
pour la premiere z écus ; pour la féconde»
4 écus ; pour la troifietne , 6 écus, &  de 
même toujours z écus de plus pour les 
fuivantes ; &  toutes les pieces enfemble lu1 
coûtent 1 10  écus. Combien y  avoit-il de 
pieces ?

Soit le nombre cherché ;  &  voie1 
le plan de ce que l’Acheteur a payé pouf 
les différentes pieces :

pour la 1 ,  2 , 3 ,  4 , 5 x  
il paye 2 , 4 , 6 , 8 , 1 0  zx écus.
Il s’agit par conféquent de fommer J3 

progreflion arithmétique 2— 4—j—6—j-8—f-10
........ i x , qui efl de x  termes, afin d en

déduire le prix de toutes les pieces de drap
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prifes enfemble. La regle que nous avons 
donnée plus haut pour cette opération, 
exige qu’on ajoute le dernier terme &  le 
premier. La fomme eft zx 1  j qu’on mul
tiplie cette fomme par le nombre des 
termes x , le produit eft îx x  -(- *x  ;  qu’qn 
divife enfin par la différence i , le quotient 
eft x x  —j— x } c’eft la fomme de la progref- 
fion ; ainfi l’on a x x - \ - x =  i 10 -, donc x x  

x - j - n o ,  & x = —  7 +  y A  +  i 10
i _i_ _  1 « — ! o.
2. I *  4 2 I 2

Réponfe. Le nombre des pieces de drap 
achetées eft io.

6 5 2 .

Scptieme queftion. Quelqu’un a acheté 
plufieurs pieces de drap pour 180 écus. S’il 
avoit reçu pour la même fomme 3 pieces 
de plus , il auroit eu la piece à meilleur 
Marché de 3 écus. Combien a-t-il acheté 
de pièces ?

Faifons le nombre cherché —  x  ;  chaque 
piece aura coûté réellement --- écus. Or fi

x
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i’Acheteur avoit eu x  3 pieces pour 180 

écus, la piece lui feroit revenue à écus j 
&  puifque ce prix eft moindre de 3 écus 
que le prix réel , il faut que nous ayonS 
l’équation ,

Multipliant par x  3 nous avons ^  =  1

—  ) x ;  divifant par 3 , l’on a ~  = 6 o—x* 
multipliant par x - j-3  , nous aurons 60* 
=  i 80—j— — x x  i  ajoutant x x , l’on auf3 
xx-{-6ox=i$o-\-<)7x ;  fouftrayant 60X; 
nous aurons x x = — 3 »  80.

La regle donne par conféquent

* = —  t +  V^ï -t-»8o,oux=—  I-f?
=  1 2 .

Réponfe. On a acheté pour 180 écus 1 1 
pieces de drap à 15 écus la piece , &  ̂
on eût obtenu 3 pieces de plus, favoir Jf 
pieces pour 180 écus, la piece ne ferol£ 
revenue qu’à 12  écus, c’eft-à-dire, à 3 écus 
de moins.



6 5 3 .

Huitième queftion. Deux Marchands en
tent en fociété avec un fonds de 100 écus ; 
ûn laifTe fon argent dans la fociété pendant 

trois mois, l’autre laifîe lefien pendant deux 
ftois, &  chacun retire 99 écus de capital 
& d’intérêts. On demande quelle part 
chacun avoit fourni au fonds ?

Suppofons que le premier AfTocié ait 
Contribué x  écus, l’autre aura contribué 
Ioo— Or  celui-là retirant 99 écus, fon 
profit eft 99 — x , qu’il aura acquis en trois 
^ois avec le capital *  ,• &  puifque le fécond 
tetire pareillement 99 écus, fon profit eft
* — 1 , qu’il aura acquis en deux mois de 
temps avec le capital ico — x ;  &  il eft 
clair que le profit de ce fécond AfTocié eût 

^ t é ~  , s’il avoit refté trois mois dans la 
fociété. Maintenant , comme les profits 
acquis dans le même temps font propor- 
llonnels aux capitaux , nous avons évidem

ment x :y  9 — * = j o o — x '.¥ -~ .
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L’égalité du produit des extrêmes &  de 
celui des moyens donne l’équation

—  iy y x - \ - x x ;

multipliant par i ,  nous aurons yxx  — 3̂  
=  19800— y y $x -\-ix x  ;  fouftrayant ixx> 
l ’on aura x x — 3 x ^ 19 8 0 0 — 398X.; ajoü' 
tant 3X, nous aurons x x = i9 8 o o  —  395*' 

Donc par la regle

y ______ 395 _ j _ y / ü i 2 i l _ | _  T222Ü— __  395. _ |_  i?-

=  T = 4 J-
!

Réponfe. Le premier AfTocié a contribue 
45 écus , &  l’autre 55 écus. Le premii 
ayant gagné en trois mois 5 4 écus, aurolC 
gagné en un mois 18 écus ; &  le fecoi^ 
ayant gagné en deux mois 44 écus, auroic 
gagné en un mois 1 1  écus : or ces deu* 
profits s’accordent ; car, fi avec 4 5 écuS 
on gagne 18 écus dans un mois de temps » 
on gagnera dans le même temps ix  ćcllS 
avec j j  écus.



6 5 4 .

Neuvieme quejlion. Deux Payfannes por- 
^nt enfemble icoœ ufsau  marché; l’une

porte plus que l’autre, &: cependant le 
produit eft le même pour l’une &  pour 
*autre. La premiere dit à la fécondé : Si 
javois eu tes œufs, j ’aurois retiré 15 fous. 
L’autre lui répond : Si j’avois eu les tiens, 

îaurois retiré 6  ̂ fous. Combien d’œufs 
chacune a-t-elle portés au marché ?

Que la première ait eu x  œ ufs, la fé
conde en aura eu 10 0 — x.

Puis donc que celle-là eût vendu 100
*—x œufs pour 15 fous, on fera la regle 
de trois fuivante :

1 0 0 :  15 ==*.... à fous.

De même, puifque la fécondé eût vendu

* œufs pour 6 r- fous, on trouvera com
bien 10 0 — x œufs lui euflent rendu, en 
difant :

i ô  ___  v 10 0 0 -2 0 *x i ■— —100 Xt• • t# à — *̂ •
Tome /, M m
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Or les deux Payfannes ont retiré autant 

d’argent l’une que l’autre ; nous avons par

conféquent l’équation, —  = = —3 ^ »  
fe réduit à celle-ci,

25 x x =  100000 —  4000X j  

&  enfin à celle-ci,
x x : = —  i 6 o * 4 " 8 o o o  ; 

d’où l’on tire

x = — 80-}-^/ 6 4 0 0 4 -8 0 0 0 = — 80-j-i 
=  40.

Réponfe. La premiere Payfanne avort 
'40 œufs, la fécondé en avoit 60 , &  cha* 
cune a retiré 10  fous.

6 5 5 .

Dixieme queftion. Deux marchands vetf'
dent chacun d’une certaine étoffe ; le k '
cond en vend 3 aunes de plus que le pre'
mier , &  ils tirent enfemble 3 5 écus. Le
premier dit au fécond : J ’aurois retiré de
votre étoffe 24 écus; l’autre répond,
moi j’aurois retiré de la vôtre 1 2 écus &  

. P
demi. Combien d’aunes avoient-ils chacun.
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Suppofons que le premier ait eu x aunes, 
le feconcl aura eu jv-j~ 3 aunes. Or puifque 
le premier eût vendu x~\~^ aunes pour 24 

ćcus, il faut qu’il ait retiré ~  écus de fes
* aunes. Et quant au fécond, puifqu’il eût 
débité x  aunes pour 12  i  écus, il faut qu'il 

3it vendu fes x ~\~t, aunes pour ~ ~  -, ainfî 

lî fomme totale qu’ils ont retirée eft — 
+ ^ ± 2 !  =  j , écus.

Cette équation fe réduit à x x = i o x  
'“‘-7 5 , d’où l’on tire x = i o +  \ / 100 — 75 

5=510 + 5*
Réponfe. La queftion a deux folutions : 

fuivant la premiere, le premier Marchand 
«tvoit 1 % aunes, &  le fécond en avoit 18 ;

puifque celui-là eût vendu 18 aunes pour 
*4 écus, il aura vendu fes 15 aunes pour 

écus ; le fécond, qui eût vendu 15 aunes 
Pour 12  écus &  demi, aura vendu fes 18 
aünes 15 écus ; donc en effet ils ont tiré 
3 5 écus de leur marchandife.

Suivant la fécondé folution, le premier
M m 2
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Marchand avoit <j aunes, &  l’autre 8 aunes; 
ain fi, puifque le premier eût débité 8 aunes 
pour 24 écus, il aura retiré 15 écus de fes 
j aunes; &  le fécond , puifqu’il eût vendu

5 aunes pour 12  écus &  demi, fes 18 aunes 
lui auront rendu 10  écus. La fomme eft 
encore 3 ) écus.
, ________ . . . .

C H A P I T R E  V I I .

D e ï  extraction des racines des nombres 
polygones.

6 $6.
]j^"ous avons fait voir plus haut comment 

011 doit déterminer les nombres polygones» 
or ce que nous avons nommé alors un côté y 
s’appelle aufli une racine. Si donc on indique 
la racine par x , on trouvera ce qui fu*1 
pour tous les nombres polygones :
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le ni g o n e , ou le triangle
n xx+x 

ł 2 3

le IV gone , ou le quarré , XX ,

le V gone — ------------ JXX-X . 
2 t

le VI gone

le vu  gone — ------- — jxx—x 
2 y

le vin  gone ------- --------- — 3XX— i x 3

le IX gone —. —  .—. — •JXX-'jX 
~  »

le x gone

le n gone
(n-l)xx-’n-Ą)x

657 - •
i

Nous avons fait voir fufôfomment plus 
haut, q j’il eft facile , par le moyen de ces 
formules, de trouver , pour une racine 
donnée quelconque, un nombre polygone 
cherché. Mais lorfqu’il s’agit de trouver 
réciproquement le côté , ou la racine d’un 
polygone dont on connoît le nombre 
des côtés, l’opération eft plus difficile 
^  demande toujours la rêfolution d’un$

M m 3
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équation du fécond degré. Cela fait que 
cet article mérite d’être traité ici fépare- 
ment. Nous le ferons par ordre , en com
mençant par les nombres triangulaires, &  
en pafîant de là à ceux d’un plus grand 

nombre d’angles.

6 5 8 .

Soit donc 91 le nombre triangulaire 
donné , &  duquel on cherche le côté otf 
Ja racine.

Si nous faifons cette racine =  * ,  il fa 

q u e ^ ^  foit = 9 1 ;  que x x -\-x = z \% ii  
ôc xxz= — &  par conféqueitf

que * = _ i + v 4 + . 8 i = - L + \ / ?  

= — Î " 4 ~ T ~  1 3* Nous en concluons que 
la racine trigonale cherchée eft 13 ; 
le triangle de 13 eft 9 1.

6 5 9 .

Mais foit en général a le nombre trigond 
jîonné, &  qu’on en cherche la racine.



Ce réfultat donne la regle qui fuit : Pour 
trouver une racine trigonale, il faut mul
tiplier par 8 le nombre trigonal donné , 
ajouter i au produit, extraire la racine de 
la fomme, fouftraire i de cette racine, 
&  divifer enfin le refte par z.

6 6 0 .

On voit par-là que tous les nombres 
trigonaux ont la propriété, que û on les 
multiplie par 8 , &  qu’on ajoute l ’unité au 
produit, la fomme eft toujours un quarré : 
la petite table qui fuit en donne quelques 
exemples.
Triangles: I ,  j  , 6 ,  IO, I Ç , i l , 28 , 36 ,  45 , 55 
S fois + 1 :9 ,2 5  , 4 9 ,  8 1, 1 2 1 ,  169,  225, 289, 3 6 1 , 4 4 1  & cJ

On remarquera que fi le nombre donné 
« ne fatisfait pas à cette condition, c’eft

M  m 4



figne que ce n’eft pas un nombre trigonal 
rée l, ou qu’on ne peut en indiquer une 
racine rationnelle.

6 6 1 .

Qu’on cherche, fuivant cette regle , la 
racine trigonale de 2 10 ,  on aura a =  210 
&  8a-\-i =  i6 8 i , dont la racine quarrée 
eft 4' ; d’où l’on voit que le nombre 21O 
eft réellement triangulaire , &  que fa ra
cine eft =  ;̂  =  20. Mais fi on donnoi*

2

pour trigonal le nombre 4 , &  qu’on pro- 
posât d’en afiigner la racine, elle fe trou
verait =  ~  i , &  par conféquent irra
tionnelle ; cependant 011 trouve réellement 

le triangle de cette racine ~  — ~ , de la 
maniéré qui fuit :

Puifque , on a x x = —^ - i

&  en y  ajoutant x , la fomme eft xx-\-*  

z = ~ ~ 8  , &  par conféquent le triangle?, 

pu le nombre trigonal ^  =  4,

5 f î  E  L è  m e  k s



662 .
Les nombres tétragones étant la même 

chofe que les quarrés, ils ne caufent au
cune difficulté. Car fuppofons le nombre 

tétragone donné =  a , &  fa racine cher

chée — x  , nous aurons x x  =  a ,  &  par 

conféquent x =  \/a ;  de forte que la ra
cine quarrée &  la racine tétragone font la 

même chofe.

6 6 3 .
Paflons donc aux nombres pentagones.
Soit 2 l un nombre de cette efpece , &

*  fa racine ; il faudra q u e —  1 1  , ou 

$ x x — 44,  ou x x == j X -\- j . O n tire

de là x = ' c +  , ou ' Ą &

= = 1 + 2  =  4.

Donc 4 efc la racine pentagone du nom

bre 1 1 .

664*
Qu’on propofé maintenant la queftion : 

étant donné le pentagone a > trouver fa 

Racine.
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Soit cette racine = x  , on aura l’équa-
• 1 X X - X  ztion = a  , ou y x x —x = z a , ou x x = -  

x ~ h j>  au moyen de quoi on trouve x

= j+V/p+?> c’eft-à-A
Lors donc que a eft un pentagone effe&if, 

il faut que 240-}“ 1 f° i£ un quarré.
Que 330 foit, par exemple, le penta

gone donné, la racine fera x =

f J4 È  L  £  M  É  N  S

66 5.

Soit à préfent a un nombre hexagone 
donné , &  qu’on en cherche la racine.

Si on la fuppofe.= x ,  011 aura i x x —*  

=  a , ou x x =  '- x Ą - l-a  ;  d’où l’on tire *

= H V l + R = i i l r ^  Ainfi po»< 
que a foit réellement un hexagone , il ftuc 
que 8rt-|-i devienne un quarré ; d’où l’011 
voit que tous les nombres hexagones font 
compris dans les trigonaux ; mais il » en 
eft pas de même des racines.

Soit, par exemple, le nombre hexagonC



ï z i f  , fa racine fera x = z i-^ 5*8— =
=  25. 666.

Suppofons a un nombre heptagone , du
quel il foit queftion de trouver le côté ou 
h  racine.

Soit cette racine =  x  . on aura —* 1
ou x x  =  1  x - j- ~ a  , ce qui donne x

+  Tous les
nombres heptagones ont par conféquent la 
propriété, que û on les multiplie par 40 

qu’on ajoute 9 au produit, la fomme 
eft toujours un quarré.

Soit, par exemple , le heptagone 20^95

on trouvera fa racine = . v =  î + v̂ - -~ =  
^=29.

D* A L G E B R E.  Ç J J

6 6 7 .

Qu’on entende par a un nombre o&o- 
gone, duquel on veuille trouver la ra
cine x.

Pnaura } x x —z x ~ a 3 oux x —*-x -\-jc i3



d’où réfulte x =  j - \ - \ / i~}
Tous les nombres o&ogones font tels, par 
conféquent, que fi on les multiplie par } 
&  qu’on ajoute i’unité au produit, la fomfl16 
èft conftamment un quarré.

Soit, par exemple , 3 8 16 un o& ogone}

fa racine fera *  — 11121 = 3 6.

668.
Soit enfin a un nombre n gone donne , 

dont il s’agiffe de déterminer la racine ; 011 

aura cette équation :
( n - z ) x x - ( n - 4 ) x _ _ a  ^  o u  ^ n — 1 ) J f X _ T. ( n — 4 )

x =  i a , par conféquent x x = .  -  ~.a~ + ^  j 
on en tire ________

r ___ »-4 i \ / » ° u
X --- V  4(» -a )  ' n"2

V ( n — 4 ) 1 , 8 ( a - i ) t f

4(« -a) > + 4C«-0 * ł °
____n -44 -V//8 ( « — : )a +  (n - 4 V

-------------- 7(7— )
Cette formule renferme une regle gc< 

nérale pour trouver toutes les racines pflty* 
goucs pofiibles de nombres donnés.
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Par ex. foit donné le nombre x x iv  gone 
5009; puifque a eft ici =  3009 &: 72=24 , 
on a 11 — 2 =  22 &  n — 4 =  20 ; donc la

racine ou x  =  =  1

V  A L G E B R E, 557
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C H A P I T R E  V I I I .

De l 'extraction des Racines quarrées des 
Binômes.

6 6 9 .

O  N nomme en Algebre un binôme (*) ÿ 
Une quantité compofée de deux parties qui 
font, ou toutes affećtćes du figne de la 
racine quarrée > ou dont l’une au moins 
renferme ce figne.

C ’eft par cette raifon que 3 +  ^ 5

( * )  Quoique dans PAlgebre on nomme en général 

l'nome une quantité compofée de deux termes, M . Euler 
* jugé à propos d’appeler ainfi en particulier les expref- 
fions que les A nalyses franço's défignent par quantités 

(n partie ccmminfiirablcs , &  en partie incommenfuratliS,



lin binôme , &  pareillement y / 8 —f - 3 » 
&  il eft indifférent que ces deux termes 
foient joints par le figne-f-ou par le figne 
— . C ’eft pourquoi 3— y  5 eft auffi bien 
un binôme que 3—[—y / 5.

6 7 0 .

L a principale raifon pour laquelle ces 
binômes méritent attention , c’eft que dans 
la rêfolution des équations du fécond degre, 
c’eft toujours à des quantités de cette forme 
qu’on parvient, lorfque la rêfolution ne 
peut fe faire. Par exemple , l’équation X* 
z = 6 x — 4 donne x  =  3 - j - y ^ .

On fent bien , par conféquent, que ces 
Formules doivent fe préfenter fréquemment 

dans les calculs algébriques ; auffi avons- 
nous eu foin plus haut de faire voir corn-' 
ment on doit les traiter dans les opérations 

ordinaires de l’Addition , de la Souftrac- 
tion , de la Multiplication &  de la Divi" 
fion ; mais ce 11’eft qu’à préfent que n°us 
fommcs en état de montrer comment on

558 Ë  l  é  m  e  n  3



doit en extraire les racines quarrées, c’eft- 
à-dire, autant que cette extraction eft 
poffible ; car, quand elle ne l’eft pas, on 
fe contente de donner un nouveau figne 
radical à la quantité. La racine quarrée de

3 +  y/ 2 eft y / 3 -j- y/ 2\

671.
Il faut obferver d’abord que les quarrés . 

'le tels binômes font auffi des binômes 
pareils, dans Iefquels même un des termes 
eft toujours rationnel.

C ar, qu’on prenne le quarré d ea  +  \Zb, 
Qn trouvera (aa-\-b)-\- za y/b. Si donc il 
5>’agifloit réciproquement de prendre la 
racine de la formule {aa-\-b)-\-zay/b, on 
la trouveroit =  a - j-y / b ,  &  il eft, fans 
contredit, bien plus facile de s’en faire une 
Jdée de cette maniéré, que fi on avoit fim- 
plement mis encore le figne y/ devant cette 
formule. De même , fi on prend le quarré 
de y / a-[-y/ b , on trouve (a-]^b)-\-z\/ab ;  
donc réciproquement la racine quarrée de

D* A  L G È B R S) 5 59



1 y/ab fera y/a-\-y/b , laquelle 

fera pareillement plus facile à faifîr, que 
fi on fe contentoit de mettre le figne \ j  
devant la quantité.

6 7 2 .  *

Il s’agit donc principalement de déter
miner un cara&ere qui puifle faire recon- 
noître dans tous les cas fi une telle racine 
quarrée a lieu ou non. Nous commence
rons , dans ce defïein, par une formule 
facile, en cherchant fi on peut afligner, 
dans le fens que nous avons dit , la racine 
quarrée du binôme 5 -}~ 2 y/  6.

Suppofons donc que cette racine foit y j  

'Ą -y /y  ;  le quarré en efl (-v-f-j)-}-* \ / x$  > 

&  il doit être égal à la formule 5 -j" 2 \  
Par conféquent la partie rationnelle x - ^ y  
doit être égale à 5 , & 'l  
nelle 2 y/xy  doit être égj 
derniere égalité donne ÿ  
c= 6 . Or puifque =  j , on a
— x ,  Sc çette valeur fubûituée dans l’équa

tion

j6b Z  L  é  M  E  Ń  S

i partie irration' 
le.à 1  y j 6. Cette 
x y = y  6 ,  &  xy



tïon x y = 6  , produira 5 x-\-xx = 6 , ou x x

^=5x— 6. Donc x =  |  -j- \ / ~ ---- 7  —  \

4 - ^ =  3. Ainfi x =  3 &  y — i , d’où .nous 
concluons que la racine quarrée de j +  2. y  6

eft 'Z  3 + v / * • '

6 7 3 .

Comme nous avons trouvé ici les deux 
équations, I. ) *-\-y= 5 , &  II. ) x y  == 6 , 
łious allons indiquer une voie particulière 
pour en tirer les valeurs de x  &  de y.

Puifque x - \ - y =  5 , qu’on prenne les 
quarrés xx-\-ixy-^—yy^=-i. 5 ; faifant atten
tion maintenant que x x — zxy-j-yy  eft le 
quarré de x —y  , qu’on fouftraie de xa: 
4 - z x y -\ -y y = i)  l’équation x y  =  6 prife 
quatre fois , ou 4 x 7 = 2 4  > afin d’avoir x x  

lXy  _j_ y  y  —  i ; car prenant à préfent 
les racines, on a x —y = i  j &  x + y  étant 
^  <f , on trouvera aifément x = 3  t k y = i ,  

t^ouc la racine quarrée* de eft

3 +  y / 2 *

, ■ Tonie I . N n
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Confidérons le binôme gérerai a \ \ / b , &  
fuppofons fa racine quarrée —y/x+y/y, nous 
aurons l’équation ( * + 7 )  +  ly/xyzzza-ï'/bj 
ainfi x-\-y=ci,  &  iy / x y = y /b , ou 4x y = b  f  
fouftrayant ce quarré du quarré de l’équa" 
tion x - \ - y = a , ou de x x  -}- zx y-\-y y= a ci, 
il refte x x — ixy-\-yy=zaa— b, dont la ra

cine quarrée eft a-—y = y j a a — b. Or X 

> Ą -y= a ; nous avons donc x = f . +.r-.^zL &

r = ^ 4 — - , &  par conféquent la racine

quarrée cherchée de b eft

^  A  -  \/jj h.

6 7 5 .
Nous conviendrons que cette formula 

eft plus compliquée que û l’on eût 
fimplemcnt le ftgnc radical \ /  devant & 

. binôme donné ô-j-* , &  qu’on eût écrit

y / a-f- y/ b. Mais considérons que ladite 
formulepcut fe Amplifier beaucoup, lorfql,e

E L Ê  M E  N  $

6 74.



les nombres a &  b font tels que aa— b 
devient un quarré , puifqu’alors le figne y  
qui eft fous le ligne y /  fe trouve éliminé. 
Nous voyons en même temps qu’on ne 
peut extraire commodement la racine quar
rée du binôme a Ą - y / b , que lorfque aa 
—b=zcc ;  car dans ce cas la racine quarrée

cherchée eft y/  — -“ f- ^  <3ue ^ acl
*—■ b n’eft pas un quarré parfait, on ne peut 
indiquer plus convenablement la racine 
quarrée de a -\ - y / b ,  qu’en mettant le figne 
radical y /  devant cette quantité.

6 7 6 .

La condition donc qui eft requife pour 
qu’on puiffe exprimer d’une façon plus 
commode la racine quarrée d’un binôme 

b , c’eft que aa— b foit un quarré ; 
& fi 011 indique ce quarré par cc , on aura

Pour la racine quarrée en queftion y — "

v/~r* W faut remarquer de plus que la

tîcine quarrée dc a — y/b fera y  '?
N n z
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car, en prenant le quarré de cette formule t
/  . ron trouve a —  z y  ~j~ -, or puifque cc=^aa.

—  b , &  par conféquent aa—  c c = b ,  le 

même quarré fe trouve —  a — z \ J  =  a 
- i ± = a - ^ b .

<f; ^ 77 -

Lors donc qu’il s’agit d’extraire la racine 
quarrée d’un binôme tel que a +  y j  b , la 
regle eft de fouftraire du quarré aa de la 
partie rationnelle le quarré b de la partie 
irrationnelle, de prendre la racine quar
rée du refte , &  en nommant cette racine

c , d’écrire pour la racine cherchée \ / ^  

f 0 ? - '
6 7 8 .

Qu’on cherche la racine quaTtée de 2 
-]- } , 011 a a = z  &  ; donc aa—-b 
= c c =  i , & c = i  ; ainfi la racine cherchée

=  \ /  i  V  {•
Qu’il s’agifle de trouver la racine quarrée 

du binôme 1 1  -j-  6 y  z , on aura a 1 1 f

) 6 4  E  L  È  "AT E  N  S



Zc \ / 1>=:6 \ /  2 ;p a r  conféquent l> =  3 6 . 2. 
^ 7 2  , &  aa— <£=49; ce q u i donne c =  7 ; 
&  il réfulte de là que la racine quarrée de

1 1 -J- 6 y /  2 eft y 7 9 -}~ \ /  z > ou 3 ~|-
Qu’on cherche la racine quarrée de 1 1  

’-j-z y / 30 : ici a =  1 1  &  \ /  Z’ =  2 y/3 o ; par 
conféquent ^ = 4 . 3 0 = 1 2 0 ,  &  aa— £ = 1  , 
&  c =  1 j donc la racine cherchée =  y/ 6

—  V 'ï -
6 7 9 .

Cette regle a lieu également, lors même 
que le binôme renferme des quantités ima
ginaires ou iropoffibles.

Soit propofé , par exemple, le binôme
1 —j— 4 y/ —  3 , on aura a =  1 &  y / ^ =  4
— 3, c’eft-à-cîire, £ = — 48 &  aa— £ = 4 9 . 
Donc c =  7 , &  par conféquent la racine 
quarrée qu’on cherche =  y/4'i~V/ — 3 = 2

4 - v / — 3-
Autre exemple. Soit donné—

D ’ A l g è b r e .
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z=. i , &" c =  i -, &  le réfultat cherché cÆ

V j +  ■ - = !  - f -  ~ l > OU - f - 1 v / —  3*

Un autre exemple remarquable ell: celui 
où il s’agit de trouver la racine quarrée de
2 } / —  i . Comme il n’y  a point ici de partis 
rationnelle, cm aura a =  o ; or y /b = . z yj 
*— i &  b = i — 4,d o n cca— b = 4 lk  c = i î  
par conféquent la racine quarrée qu’on 

cherche eft \ / 1 y j i =  i -|- y /—  » 
en effet le quarré de cette quantité eft i 
<-j- 2 --- 1 --- 1 = 2  y/---- I .

680.
Suppofons encore qu’il le préfentîlt uns 

équation telle que x x = .a Ą -\ / b,&z que clu 
•— b fû t^ c c y  on en concluroit la valeur

«.le x = .  y / î^  +  \ / ~  •> ce clu  ̂ Peut £ 'ïC 
d ’ufage en bien des cas.

S o it, par exem ple , xx==z 1 7 -[- 1 2 y /~ t 
(Dn aura * ^ = 3 - } -  y/  8 =  3 —{— 2 2.

6 81.
Ce cas a eu lieu principalement dans la ré

solution de quelques équations du quatrième



degré, par exemple, de x* =ziaxx~\~d. 
Car Ci l’on fuppofe x x = y , on a x Ą= y y ^  
ce qui réduit l’équation donnée h y y = i a y  

&  d’où l’on tire y = a + \ / a a -\ -d . On 

a donc x x = a +  \/a a + d , &  par conféquent 
encore une extra&ion de racine à faire. 
O r , puifqu’ici \ / b = i\ / a a  +  d , on aura b 

aa— bz==. — d. Si donc —  d  eli 
un quarré comme cc, c’eft-à-dire que d 
= — cc y on pourra affigner la racine de
mandée.

Suppofons qu’effe&ivement d = — cc^ou 
bien que l’équation du quatrième degré 
propofée foit x * z = ia x x — cc , nous trou

verons donc x — y /^ -  +  y/ a-̂ ->

68 2 .
■ . * ■*' -j 

Nous rendrons plus fenfible, par quef-
ques exemples, ce que nous venons de dire.

i°. On cherche deux nombres dont le
produit foit i o 5, &  dont les quarrés failent
enfemble 274.

1)  A  L G E  B  R E.  j  ( , j
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Indiquons ces deux nombres par x  & y  * 
nous aurons les deux équations, 1.) * y  
=  ,0 5 , &  II.) x x - \ - y f — i 1A .

La premiere donne y = - J -, &  cette va
leur d e j  étant fubftituée dans la féconde
l . I IO!1équation , nous avons x x - f =  1 74.

Donc x 4+ i o j 1= 2 7 4 * x ,  ou x A= i y Ą X X  

t— 1051.
Si nous comparons maintenant cette 

équation avec celle de l’article précédent, 
nous avons i a - 1 - 17 4 , &  — cc — —  105** 
par conféquent c — 10 5 , &  a— 1 37. Nous 
trouvons par conféquent

x ~ ^ u E ^ + / i Ę . ü = n + 4.

Il s’enfuit de là que x  eft, ou = 1 5 ,  
ou =  7. Dans le premier cas y = 7 , dans 
le fécond cas y =  15. Donc les deux nom" 
bres cherchés font 15 &  7.

6 8 3 .

11 fera bon cependant de remarquer ql!e 
ce calcul peut fe faire beaucoup plus f;l" 
çilement d'une autre manière. Car pu/que

568 E l  ê  m e n s



xx-Ą-ixy-\--yy &  x x — x x y -j-y y  font des 
quarrés, &  que nous connoiflbns les va-' 
leurs de x x -\-yy  &  de x y , nous n’avons 
qu’à prendre le double de cette derniere 
quantité, l’ajouter à la premiere &  l’en fouf
traire , comme on va voir : x x - \ - y y = i ’/ 4 . 

Si on y  ajoute i x y =  2 1 0 ,  on a x x  +  2x y  

't^-yy=Ą% Ąi ce qui donne x - |“j = 2  2.

Souftrayant à préfent i x y , il refte x x  
— 2x y-j-y yz= 0 4 , d’où l’on tire * —- y = 8 .

Ainfi 2 ^ = 3 0  &  i y =  14  j &  Par con" 
fëquent * = 1 5  & c y = 7.

La queftion générale qui fu it, fe réfout 
par la même méthode.

2 0. On cherche deux nombres , dont 
le produit fo it=O T, &  la fomme des

quarrés =  >
Si ces nombres font, l’un =  x ,  l ’autre 

===y,on a les deux équations fuivantes :
1.) x y = m  , 11.) x x -\-y y = n . Or x x y = im  
étant ajouté à x x -\-y y = n  , on a x x -\- ix y  
^ ■ y y = n -\-z m  , (k par conféquent *  ~j-y 

t=  y n - \ -  2.m.

n 1 A  L G E  B  R E .  5 6$
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Mais fouftrayant i x y ,  il refte x x — 2x y  
'Ą -yy  —  n — zm , d’où l’on tire x — Y 

■ = \  n — im  y on aura dônc x = ~ y / n + in *

,+j y f ï — zni}&zy==-~y/n+im— n— lin* 

6 8  +

30. On cherche deux nombres tels 
leur produit r=  3 5 ,&  la différence de leur? 

quarrés =  24.
Soit le plus grand des deux nombres 

&  le plus petit = z y , on aura les deux équa
tions x y = .  3 j , &  x x —y  y  =  24 ÿ Sz les 
mêmes avantages n’ayant pas lieu ici, on 
procédera par la voie ordinaire. La pre
mière équation donne y = j ,  &  , en fuM' 

îituant cette valeur de y  dans la féconde > 

on a x x — ^  =  24. Multipliant par x *t  
on a x 4— i 22 5 =  2 4 x x , &  x ąz=ziąXx 
- {-12 2 5 . O r , le fécond membre de cette 
équation étant affefté du figne -j~ ? on n<î 
pourra pas faire ufage de la formule donnée 
ci-deffus, parce que cc éçant = — »2 i5 J 
c deviendroit imaginaire.
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Qu’on fafle donc on aura 7^
s= 24 7 + 1 1 1 5  , d’où l’on tire * .=  12

+  v / m 4 + 1225 »ou T= I  zd :î7 » Par con“ 
féquent x x  =  12  +  37 5 c c^~à-d. ou 49
ou =  — 25.

Si on adopte la premiere valeur, on a
x — 7 & y?=  5*

Si on adopte la fécondé valeur, on a

x  =  y /— 2 5 &  J '  =  F ^  =  V ^ 7s==V^

*— 49*
6 8 5 .

Nous terminerons ce Chapitre par là 

queftion fuivante :
4°. On cherche deux nombres tels qu’il 

y  ait égalité entre leur fomme, leur pro
duit &  la différence de leurs quarrés.

Soit x  le plus grand des deux nombres, 
&: y  le plus petit ; il faudra que les trois 
formules qui fuivent foient égales entre 
elles : I. ) la fomme x - j- y  ;  II. ) le produit 
x y ;  III.) la différence des quarrés x x —y y .  
Si l’on compare lu premiere avec h



y j l  E  L  È  M  E  N  s  

féconde, on a x-\-y— x y , ce qui donnera 
une valeur de a: ;  car on aura j y = * y — *  

z = x  ( y — i ) ,  &  Par conféquent 

x - ^ - y = ~ ,  &  x y  =  -~-i , c'efl-à-dire q°e 

la fomme efl en effet égale au produit» 
&  c’cfl à quoi doit être égale aufli la dit' 
férence des quarrés. Or on a x x — f ]  

------y y — faifant donc ceci
y y - l y + i  J J  y y - y - r  l »  ̂ ^

égal à la quantité trouvée , on a
= yy^yi\ i divifant par y  y , il vient p
= ^ r ^ 7 >  multipliant par ( y — i )% on 3
y — 1 = —-yy-\-iy  i par conféquent y y ^ j

- | - i .  Cela donne y z = '- +  y l--\ -  i

+  \ ou y  =  —^ , &  on aura donc * 
__i+i/j

Pour chafler la quantité fourde du denO' 
minateur, on multipliera les deux ternie? 

par y/ 5 -j- i , &  on obtiendra * = ^ " '
__ %+yj
* 2 *

Réponfe. Le plus grand des nombres 
cherchés, ou jr, — h p . &  ie piuS petit, 

y  3 =  . Ainfi leur fomme
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■4- \ /  5 ; leur produit x y = z  +  \ / j  ; &  

puifque x x = ^ p - , ô z y y = ï± p ,  on aauffi 

la différence des quarrés x x  — y y  =  z

+Vs-
686.

Comme cette folution étoit affez longue, 
il fera bon de faire remarquer qu’on peut 
l’abréger. Qu’on commence par faire la 
fomme x - j- y  égale à la différence des 
quarrés x x —y y  , on aura x - \ - y = x x —y y  ;  

Sc divifant par à caufe de x x —y y
^  ( x -\~ y  ) ( x —y ) ,  on trouve \ = ^ x — y  

&; x = y - \ ~ i .  Par conféquent x - j - y = z y  

4~I , &  XX—y y = z y - j~ i  ; de plus la 
produit x y  ou y y - j- y  devant être égal à la 
même quantité , on a y y  ~\~y= i y  i , 
ou y y = y - j - i  , ce qui donne, comme 
ci-deffus, y =  - p .

6 8 7 .

50. La queftion précédente nous conduit 
^confidérer encore celle-ci : Trouver deux



nombres tels, qu’ il y  ait égalité entre leur 
fomme , leur produit &  la fomme de leurà 
quarrés.

Nommons x  fk y  les nombres cherchés} 
il faut qu’il y  ait égalité entre I.) y
II. ) x y  , &  III.) xx-\~yy.

Comparant la premiere &  la féconde 
formule, nous avons x - \ - y = x y , d’où nous 

tirons x = yy-  -, par conféquent x y  ou x-\~ y  

= — • Or la même quantité équivaut à

' xxJryy > n o u s  a v o n s j , 7 r ^ “  - } ~  y y
—  ~ i '  Multipliant par y y —-zy-\~\ , le 
produit efl: y 4 —  zy3 -|- z y y = y i  — y y , 
ou y 4 =  3y* —  3y y  y &  en divifant par 
y y  y nous avons y y = y j — 3 ; ce qui donne 

J — 3 -, par conféquent

y —  t =  d’où réfulte x z =  &
en multipliant les deux termes par i — y/ —3 , 
le réfultat eft x = — ou ■■■ \4 +

Réponfe. Donc les deux nombres cher

chés font *  =  Ê Ç * , &  y = & = 1 , leur 

fomme eft x - \ - y = )  , leur produit x y = }  >

*7 4  E  L  é  u  E  -N s



'enfin , puifque x x = ^ ~ -  fk y y  — -1  ̂
la fomme des quarrés x x - j - y y  =  3,

688.
On peut abréger confidérablement ce 

Calcul par un artifice particulier , qui eft 
applicable aufli dans d’autres cas. II confifte 
à exprimer les nombres cherchés par la 
femme &  par la différence de deux 
lettres, au lieu de les indiquer par des 
lettres fimples.

Qu’on fuppofe , dans notre derniere 
queftion , l’un des nombres cherchés =  p  

&  l’autre=/>— q , leur fomme fera 
ip  , leur produit fera pp — qq , &  la fomme 
de leurs quarrés fera == rp p -\-rq q , &  ces 
trois quantités doivent être égales entr elles. 
Égalant d’abord la premiere à la fécondé, 
on a 2p—pp-qq , ce qui donne qq—pp—ip . 
Subftituant cette valeur de qq dans la troi
fieme quantité , &: comparant le réfui ta t 
App—sp avec la prerpiere, on a 2p=Ąpp  

— s,p, d’où l’on tire =



Par conféquent qq — — - ,  &  q i 

'de forte que les nombres que nous cher

chons fontp-^-q=?-^-p-, &  p —q— ^ r 2 > 

comme nous les avons trouvés ci deflus.

5 7 6  E i é m e n S

C H A P I T R E  I X .

D e la nature des Equations du fécond de°rh

6 8 9 .

O  N a vu fuffifamment par ce qui pré
cédé , que les équations du fécond degré 
font réfolubles de deux maniérés ; &  cette 
propriété mérite à tous égards d’être ex3' 
minée , parce que la nature des équations 
d’un degré fupérieur ne peut que recevoir 
par-là beaucoup de jour. Nous remonte' 
rons donc avec plus d’attention aux caufcs 
qui font que toute équation du fécond degré 
admet une double folution ; elles renfer

ment indubitablement une propriété effen- 
tielle de ces équations.



6 9 0 .

Il efl vrai que nous avons déjà vu que 
Cette double folution provient de ce que 
la racine quarrée d’un.nombre quelconque 
Peut être prife , foit pofitive, foit négative ; 
cependant, comme ce principe ne s'appli
querait pas aifément à des équations de 
dimenlîons plus hautes, il fera bon de 
développer clairement la même propriété 
encore d’une autre maniéré. Nous pren
drons pour exemple l'équation du fécond 
degré , x a .=  i i x — 3 ) , &  nous donnerons 
Une nouvelle raifon, par laquelle cette équa
tion eft réfoluble de deux façons, en ad
mettant pour x les deux valeurs 5 &  7 qui 
lui fatisfont également.

6 9 1 .  :

Î1 eft plus convenable pour notre but 
de commencer par tranfpofer les termes 
de l’équation , c’ j  maniéré qu’un des mem
bres devienne o ; cette équation prend par 

Tome I. O o

1
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conféquent la forme x x — n x - f ~ t f = O t  
&  il s’agit à préfent de trouver un nombre 

tel que , fi on le fubftitue à x , la formule 
x x  — i ia: —j— 3 5 fe réduifè efîe£livement à 
rien ; il fera queftion après cela de mon
trer pourquoi cela peut fe faire de deux 
maniérés.

6 9 2 .

Or le tout confiftc ici à faire voir avec 
clarté, qu’une quantité de la forme x *  
—• 1 ix -\ -  ] 5 peut être envifagée comme le 
produit de deux fatteurs ; ainfi en effet l‘l 
formule dont nous parlons eft com pofés 

des deux fa&eurs (x— 5 ) . ( * — 7 ) .  Car puifque 
cette quantité doit fe réduire à o , il faut 
aufli que le produit ( x — 5) .(x — 7) =  0 i 
mais un produit, de quelque nombre de 
faveurs qu’ il foit compofé , devient = 0  r 
lors même qu’un feul de ces fafteurs fe 
réduit à o ; c’eft un principe fondamental 
auquel il faut faire attention, fur-tout quand 
il s’agit d’équations de plufieurs degrés.



6 93 -

On comprend donc aifément, que le 
produit ( x — j ) .(x— 7) peut devenir o de 
deux façons : l’une , quand le'premier fac
teur * — 5 = 0  j l’autre, quand le fécond 
fadeur x — 7 =  0. Dans le premier cas 
x =  5 , dans l’autre cas * = 7 .  La raifon efl: 
donc très-claire , pourquoi une telle équa
tion x x  —  i i x - | - 3 5 = o ,  admet deux 
folutions ; c’eft-à-dire , pourquoi on peut 
affigner pour jc deux valeurs qui fatisfont 
également à l’équation. Cette raifon fon
damentale confifte en ce que la formule 
xx  — 1 2.jtr—}— 3 5 peut être repréfentée parle 
produit de deux facteurs.

Ć 9 4 .

Les mêmes circonftances fe retrouvent 
dans toutes les équations du fécond degré. 
Car, après avoir porté tous les termes d’un 
même côté , on ne manque jamais de par
venir à une é^v.juion de la forme x x —ax

O 0 z
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4 - ^ = 0 ,  &  cette formule peut toujours 
être regardée pareillement comme le pro
duit de deux fadeurs, que nous repréfen- 
tcrons par ( x —p ) x — q , fans nous embar- 
rafTer quels nombres font les valeurs de p 
Si de q. Or ce produit devant être =  o 
par la nature de notre équation, il elt claie 
que cela peut arriver de deux maniérés : 
en premier lieu , lorfque x = p  ; &  en fé
cond lieu , lorfque x = .q  ;  &- ce font-là les 
deux valeurs de x qui fatisfont à l'équation.

6 9 5 .

Voyons maintenant de quelle nature 
doivent être, ces deux fafteurs, pour que 
la multiplication de l’un par l’autre repro- 
duife exa&ement notre formule x x —aX 
~\-b. Nous trouvons , en les multipliant 
réellement, xx  — (p-\~-j) x ~\-pc] i or cette 
quantité doit être la même chofè que 
—-a x -^ l) , il faut donc évidemment qije 
pĄ-y— a y &  pq— b• Ainfi nous apprenons 
cette propriété bien remarquable, que dans



toute équation de laforme^.v— ax-\-b— oy 
les deux valeurs de x  font telles que leur 
fomme eft égale à a , &  leur produit égal 
à b } d’où il fuit que , dès qu’on connoît 
l’une des vaieurs, on trouve auffi l’autre 
facilement,

6 9 6 .
Nous venons de confidérer le cas où les 

deux valeurs de *  font pofitives, &  qui 
exige que le fécond terme de l’équation 
ait le figne — , &  que le troifîeme terme 
ait le figne -f-. Confidérons donc auffi les 
cas dans lefquels foit l’une ou toutes les deux 
Valeurs de *  deviennent négatives. Le pre
mier de ces cas a lieu , lorfque les deux 
fafteurs de. l’équation donnent un produit 
de cette forme ( * —/>) ( * + - ? ) ;  car alors 
les deux valeurs de x  font x = p  & x = — q ;  
l’équation elle-même devient x r  -j- (q ~ p )  
x —p q — o ; le fécond terme a le .figne - f - , 
quand q eft plus grand que p , &  le figne 
—, quand q eft plus petit que p ; enfin le 
troifieme terme eft toujours négatif.

O o 3
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Le fécond cas, où les deux valeurs de 
x  font négatives, a lieu, lorfque les deux 
fa&eurs font (jr-j-/ ’ ) (-V“W )  > car on a ' 
x = —p  &  x = — q ;  l’équation e lle -m ê m e  

devient .r.r -j- - 0 > °ù
fécond comme le troifieme terme font 
afîeftés du figne - f".

6 9 7 .

Les fignesdu fécond &  du troifieme 
terme nous font connoître par conféquent 

la qualité des racines d’une équation quel
conque du fécond degré. Soit l’équation 
x x . . . . a x o  : fi le fécond &  le troi
fieme terme ont le figne ■+ , les deux valeurs 
de x  font négatives ; fi le fécond terme a 
le figne — , &  que le troifieme terme ai£ 

les deux valeurs font pofitives ; enfin» 
fi le troifieme terme affefte de même Ie 
figne— , une des valeurs en queftion eft 
pofitive.‘ Mais dans tous les cas au refte Ie 
fécond terme contient la fomme des deux 
valeurs, &  le troifieme terme contient leur 
produit.

5 8 Z E L Ê M E  N  s



6 9 8 . .

On trouvera très-facile , après ce qui a 
été d it, de former des équations du fécond 
degré qui renferment deux valeurs données 
à volonté. On demande , par exemple, une 
équation telle que l’une des valeurs de x  
foit 7 , &  que l’autre foit —  3. .Qu’on forme 
d’abord les équations (impies x = y  &  .r 
= — 3 ; enfuite de-là celles-ci, x  —  7 =  0 
&  jc - j-3 z = o ,o n  aura de cette maniéré 
les fa&eurs de l’équation cherchée, laquelle 
devient par conféquent x x  4^ 2 1 = 0 .  
Aufli en appliquant ici la regle donnée plus 
haut, trouve-t-on les deux valeurs de x  
fuppofées ; car fi x x  =  4 x -}-2 i , on a x  
=  2 +  \ A  j =  2 + 5 , c’eft-à-dire x  =  7 ,  ou 

x = — 3.

6 9 9 .

II peut arriver aufli que les valeurs de 

x  deviennent égales : qu’on cherche , par 
exem ple, une équation où ces deux valeurs 
fo ie n t=  5 , les deux faveurs feront ( x — 5 )

O o 4
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(.v  —  5 )5 8 : l’équation cherchée fera xx
—  10x~\~ i<j —  o. Dans cette équation x  
paroît n’avoir qu’une valeur ; mais c’eft que 

x  fe trouve doublement =  5 , comme la 
folution ordinaire le fait voir pareillement^ 

car o n a x j r m o . ï — 25 ; donc x r = 5 + \ /  0 
=  5 + 0 ,  c’eft-à-dire que x  eft de deux 

façons =  5.

700.
Un cas remarquable fur-tout, &: qui 

arrive quelquefois, c’eft celui où les deux 

valeurs de x  deviennent imaginaires ou im- 
poffibles -, car il eft tout-à-fait impofîible 

alors d’affigner pour x  une valeur telle 

qu’elle fatisfafle à l’équation. Q u’on fe pro- 
pofe, par exemple , de partager le nombre 

j o en deux p arties, telles que leur pro
duit foit 3 0 ; fi on nomme x  une de ces 
parties, l’autre f e r a =  10  —  x , &  leur pro
duit fera 1 o x  —  x x  =  3 o ; donc x x  =  1 o *
— , o , &  x = 5  +  y/— 5 , ce qui eft un nom

bre imaginaire qiti apprend que la queftion 

fft impoflible.

5 8 4  E L É  M E  N  S
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701.
Il efl: donc très-important de trouver un 

figne auquel on puifle reconnoîrre fur le 
champ fi une équation du fécond degré 
eft poflible ou fi elle ne l’eft pas.

Reprenons l’équation générale xx  —  ax 
=  o , nous aurons xx  =  a x — b,  &  x

fl+ \/ ̂  aa— b. On voit par-!à que fi b

eft plus grand que  ̂aa , ou 4b plus grand

que aa , les • deux valeurs de x deviennent 
toujours imaginaires, vu qu’il s’agiroit d’ex
traire la racine quarrée d’une quantité 
négative ; &  au contraire , que fi b eft plus 

petit que i  aa,  ou même plus petit que o, 

c’eft-à-dire que ce foit un nombre négatif, 
les deux valeurs feronr poffibles ou réelles. 
Au refte, qu’elles foient réelles ou quelles 
foient imaginaires, il n’en eft pas moins 
Vrai qu’on pourra toujours les exprimer,
&  qu’elles ont auffi toujours la propriété 
que leur fomme eft =  <2,& leur produit 
2 = b. Dans l’équation x x —G x - j- i j  — o j



p a r  e x e m p l e  , l a  f o m m e  d e s  d e u x  v a le u r s  

d e  x  d o i t  ê t r e  = 6  ,  &  le  p r o d u i t  d e  ces  

d e u x  v a le u r s  d o i t  ê t r e =  i o  j  o r  o n  t r o u v e ,

I . )  *  =  3 - f ~ \ /  — i ,  &  I I . )  • * — 3 — V — 1 » 

q u a n t i t é s  d o n t  la  f o m m e  =  6 ,  &  l e  p r o - 

d u i t =  i o .

702.
L e  c a r a f . e r e  q u e  n o u s  v e n o n s  d e  t r o u v e r  

p e u t  s ’e x p r i m e r  d ’ u n e  m a n ié r é  e n c o r e  p lu s  

g é n é r a l e  , 6c  d e  f a ç o n  à  p o u v o i r  m ê m e  ê t r e  

a p p l i q u é  a u x  é q u a t io n s  d e  c e t t e  f o r m e ,  

f x x  ± £ x -\ -h = o  i c a r  c e t t e  é q u a t io n  d o n n e

YV —  T  i  &  x  —  T - i 4 -  \/Ie-__ -  OUx---- l~7 7 ’ /»
j -  — r g ± v / ^ ~ 4 */• d ’ o ù  l ’ o n  in fe r e  q u e  le s 

i /  . . • 
d e u x  v a le u r s  f o n t  i m a g i n a i r e s ,  &  p a r  co n -

f é q u e n t  l ’é q u a t i o n  i m p o f l i b l e ,  q u a n d  4 / ^  

e f t  p lu s  g r a n d  q u e g g ;  c ’e f t - à - d i r e ,  lorfque 

d a n s  l ’é q u a t i o n  f x x — gx  - J -  h = o , le  q u a 

d r u p le  d u  p r o d u i t  d u  p r e m i e r  &  d u  d e rn ie r  

t e r n ie  f u r p a f le  le  q u a r r é  d u  f é c o n d  te r m e  ; 

c a r  c e  p r o d u i t  d u  p r e m i e r  &  d u  d e rn ie r  

t e r m e ,  p r i s  q u a t r e  f o i s ,  c i l  4\fhxx, &
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q u a t r e  d u  t e r m e  m o y e n  e f t  ggxx ;  o r  f i 

4 / A x x  e f t  p lu s  g r a n d  q u e  ggxx  ,  4 f h  e f t  

a u f l i  p lu s  g r a n d  q u e  g g ,  &  d a n s  c e  c a s

1 é q u a t io n  e f t  é v i d e m m e n t  im p o f l ib le .  D a n s  

tou s  le s  a u tr e s  c a s  l ’é q u a t io n  e f t  p o f l ï b l e , &  

o n  p e u t  a f f i g n e r  d e u x  v a l e u r s  r é e l le s  p o u r  

x ;  il  e f t  v r a i  q u e  fo u  v e n t  e l le s  d e v i e n n e n t  

i r r a t io n n e l le s  ; m a is  n o u s  a v o n s  v u  p lu s  h a u t  

q u e  d a n s  c e s  c a s  o n  n e  laifTe p a s  d e  p o u v o i r  

l e s  c o n n o î t r e  e n  a p p r o c h a n t  a u ta n t  q u ’o n  

v e u t  ; au  l ie u  q u ’a u c u n e  a p p r o x i m a t i o n  n e  

f a u r o i t  a v o i r  l ie u  p o u r  les  e x p r e f ï io n s  i m a 

g in a i r e s  ,  te l le s  q u e  \ / —  5 ;  c a r  1 0 0  e f t  

a u f f i  é l o i g n é  d ’ê t r e  la  v a l e u r  d e  c e t t e  

r a c i n e ,  q u e  F e f t  1 o u  u n  a u t r e  n o m b r e  

q u e l c o n q u e .

7 0 3 .

N o u s  a v o n s  e n c o r e  à fa ir e  r e m a r q u e r  

q u ’ u n e  f o r m u le  q u e l c o n q u e  d u  f é c o n d  

d e g r é ,  Ar.Y +  a.v +  Æ , e f t  t o u jo u r s  n é c e f ta i re -  

m e n t  r é f o lu b le  e n  d e u x  f a & e u r s ,  te ls  q u e  

(  x + p )  (x + ç f).  C a r  fi l ’ o n  p r e n o i t  t ro is

d ’ A  L G E  B  R  e '. 587



f a & e u r s  p a r e i l s  à  c e u x - l à  , o n  p a r v i e n d r o i t  

à  u n e  q u a n t i t é  d u  t r o i f ie m e  d e g r é  ,  &  en  

n e  p r e n a n t  q u ’ u n  fe u l  f a f t e u r  p a r e i l , on 

n e  p a f l e r o i t  p a s  le  p r e m i e r  d e g r é .

C ’e ft  d o n c  u n  p o in t  q u i  e f t  a u -d e f lu s  de  

t o u t e  c o n t e f t a t io n  , q u e  t o u t e  é q u a t io n  du 

f é c o n d  d e g r é  r e n f e r m e  n é c e f la i r e m e n t  d e u x  

v a l e u r s  d e  x , q u ’ il  ne  p e u t  y  e n  a v o i r  

m o in s  o u  d a v a n t a g e .

7°4*
N o u s  a v o n s  d é jà  v u  q u e  q u a n d  o n  a 

t r o u v é  les  d e u x  f a f t e u r s  , o n  c o n n o î t  aufli 

le s  d e u x  v a le u r s  d e  x , v u  q u e  c h a q u e  f a c 

t e u r  d o n n e  u n e  d e  c e s  v a l e u r s , q u a n d  on  

le  f u p p o f e = o .  L ’ i n v e r f e  a  l ie u  p a r e i l l e 

m e n t ,  c ’e f t - à - d i r e  q u e  d è s  q u ’ o n  a  trouvé 

u n e  v a l e u r  d e  x  , o n  c o n n o î t  a u f l i  u n  des 

f a f t e u r s  d e  l’ é q u a t i o n ;  c a r  fi x = p  in d iq u e  

u n e  des  v a le u r s  d e  x  d a n s  u n e  é q u a t io n  

q u e l c o n q u e  d u  f é c o n d  d e g r é ,  x — p e ft  u n  

d e s  f a & e u r s  d e  c e t t e  é q u a t i o n  ; c ’c f t - à - d i r e  

q u e  to u s  les  termes a y a n t  é té  p o r té s  d u
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în ê m e  c ô t é  ,  l ’é q u a t io n  e f t  d i v i f i b ’e  p a r  

x—p , &  q u i  p lu s  e f t , le  q u o t ie n t  e x p r i m e  

•l’a u tr e  f a f t e u r .

7°5*
S o i t  d o n n é e  ,  p o u r  é c l a i r c i r  m i e u x  c e  

q u e  n o u s  v e n o n s  d e  d i r e , l ’é q u a t io n  xx  
4 - 4 *  —  2 1 = 0 ,  d e  l a q u e l l e  n o u s  f a v o n s  

q u e  x  =  3 e ft  u n e  d e s  v a le u r s  d e  x , p a r c e  

q u e  3 . 3 - J - 4 . 3  —  2 1  =  0 ;  c e la  n o u s  fa it  

j u g e r  q u e  x  — ■ 3 e f t  u n  d e s  f a & e u r s  d e  c e t t e  

é q u a t i o n ,  o u  q u e  x x - | ~ 4 x —  1 1 e f t d i v i f i b l e  

p a r  x — 3 , &  e n  e f fe t  la  d i v i f i o n  f u i v a n t e  

le  fa i t  v o i r .

x — 3 )  x x  - } ~ 4 x — x i  ( x - | ~ 7
X X ---- 3 X

7X—il .
7 X —  2 1

o .

Ainfi l’ a u tr e  f a f t e u r  e f t  x - J - 7  , &• n o t r e  

équation fe r e p r é fe n t e  p a r  le  p r o d u i t  ( x — 3 )  

( x - j - 7 )  =  o ;  d ’ o ù  s’e n f u i v e n t  im m é d ia 

te m e n t  les  d e u x  v a le u r s  d e  a* , le  p r e m ie r  

f a f t e u r  d o n n a n t  x  =  3 , &  l ’a u t r e  f a c t e u r  • 

d o n n a n t  x = — 7 .
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C H A P I T R E  X.

Des Equations pures du troifieme degré. 

7 0 6 .

O  N  d i t  d ’ u n e  é q u a t i o n  d u  t r o i f ie m e  

d e g r é , q u ’e l l e  e f t  pure, l o r f q u e  le  c u b e  d e  

la  q u a n t i t é  i n c o n n u e  e f t  é g a l  à  u n e  q u a n 

t i té  c o n n u e  , fans  q u e  n i  le  q u a r r é  d e  

l ’ in c o n n u e  n i  l ’ in c o n n u e  m ê m e  fe  t r o u v e n t  

d a n s  l ’é q u a t io n .

x s= i i j  ,  o u  p lu s  g é n é r a l e m e n t  x '= < t}

=  f o n t  d e s  é q u a t io n s  d é  c e  g e n r e .

707 .

I l  e f t  c l a i r  c o m m e n t  o n  d o i t  t i r e r  h  
v a l e u r  d e  x  d ’ u n e  te l le  é q u a t i o n ,  v u  q u ’ on  

n ’a  b e f o in  q u e  d ’e x t r a i r e  d e s  d e u x  c ô t é s  la 

r a c in e  c u b i q u e .  L ’é q u a t i o n  „r’ rsci 15 donne

* = 5 ,  l ’ é q u a t io n  x ’ = a  d o n n e  x = \ / a >
î

•& l’équation donne * =  y/ \ , ou x



. ï

^  I l  fu f f i t  d o n c  q u ’ o n  a i t  a p p r i s  à  e x -
\ h

tra ire  la  r a c in e  c u b i q u e  d ’ un  n o m b r e  p r o 

p o fé  ,  p o u r  q u ’o n  fo i t  e n  é t a t  d e  r é f o u d r e  

d e  f e m b la b le s  é q u a t io n s .

7 0 8 .

O n  n ’ o b t ie n t  d e  c e t t e  m a t ie r e  q u ’ u n e  

f e u le  v a l e u r  p o u r  x  y c e p e n d a n t  t o u t e  é q u a 

t io n  d u  f é c o n d  d e g r é  a y a n t  d e u x  v a l e u r s ,  

o n  eft; fo n d é  à  f o u p ç o n n e r  q u ’ u n e  é q u a t i o n  

d u  t r o i f ie m e  d e g r é  a  p a r e i l l e m e n t  p lu s  d ’u n e  

v a l e u r ;  i l  v a u d r a  d o n c  la  p e in e  d ’a p p r o 

fo n d ir  l a  c h o f e  ,  &  e n  c a s  q u ’ o n  t r o u v e  

q u ’ u n e  te l le  é q u a t io n  d o i t  a v o i r  p lu f i e u r s  

V a le u rs  p o u r  a* ,  d e  d é t e r m in e r  c e s  v a l e u r s .

709 .

C o n f i d é r o n s , p a r  e x e m p l e ,  l e q u a t i o n  

ar’ ï = 8  ,  d a n s  la  v u e  d ’e n  c o n c l u r e  t o u s  

les  n o m b r e s  d o n t  le  c u b e  e f t  8 .  C o m m e  

x =  z e f t  fans c o n t r e d i t  u n  te l  n o m b r e  , i l  

f a u t , d ’a p r è s  le  C h a p i t r e  p r é c é d e n t , q u e  

la  f o r m u l e - v ’ —  8 ^ = 0 ,  fo i t  n é ç e f l a i r e m e n t
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d i v i f i b l e  p a r  x — z. F a i f o n s  d o n c  c e t t e  

d i v i f i o n  :

x — i )  x'’ —  8

.Y 3 ---- 1 X X

i x  x — 8

1 X X ----4-Y

4-y — 8

Ą X --- 8

o .

I l  s’e n fu i t  q u e  n o t r e  é q u a t i o n  * 3 —  8 = 0  

p e u t  fe  r e p r é f e n t e r  p a r  c e s  f a & e u r s - c i  :

( y  —  z )  ( y .y - I - 2 * - !- ^ ) ^ 0 *

7 1 0 .

O r  la  q u e f t i o n  e f t  d e  f a v o i r  q u e l  n o m b r e  

o n  d o i t  fu b f t i t u e r  à  la  p l a c e  d e  y  ,  p o u r  q u e  

x 3 =  8 ,  o u  q u e  x 3 —  8 =  0 ;  &  i l  e f t  c la i r  

q u ’ o n  fatis fa it  à  c e t t e  c o n d i t i o n , e n  f u p p o -  

fan t  =  o  le  p r o d u i t  q u e  n o u s  v e n o n s  d e  

t r o u v e r  -, m a is  c e l a  a r r i v e  n o n - f e u le m e n t  

q u a n d  le  p r e m i e r  f a & e u r  x  —  z —  o ,  d’où 
r é fu l te  .y =  z ,  m a is  a u f f i  q u a n d  le  f é c o n d

f a & c u r
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^ A l g è b r e » T 9 5  

fa c te u r  . v , Y - f - 2 j r - j - 4 : = o .  Q u ’o n  fa f ie  d o n c  

Xx  “ f -  zX ,  o n  a u r a  * *  = —  z x — 4 ,

&  d e  l à  —  1 -f- y / — j ,

7 1 ï *
O u t r e  le  c a s  d o n c  o ù  x = i ,  q u i  û t i f -  

fa it  à  l 'é q u a t i o n  x 3= 8  , n o u s  a v o n s  e n 

c o r e  p o u r  x  d e u x  a u t r e s  v a l e u r s  d o n t  le s  

c u b e s  f o n t  p a r e i l l e m e n t  8 ,  &  q u i  fo n t  :

I.)x=-1 + \/ — J , & ÎI.) AT=—I— —3- 
O n  n ’ e n  d o u t e r a  p l u s , f i  o n  p r e n d  les  

c u b e s  e f î e f t i v e m e n t  c o m m e  n o u s  a l lo n s  

fa ir e  :

— 1 +  v/ — 3 —i— v' 3

—  1 +  y/ — 3 —  1 —  y/ — 3

i —  / — 3 1 - ł~ v/— 5

—  / — 3— 3 +  1 / — 3— >

- 2 — 2 / — 3 q u a r r é  — * + * » / — 3

- » +  y / — 3 — 1 —  y /— ;

2 + V —  3 2— 2/— 3
— 2 y / — 3 - | - 6  ~\~W— 3~H >

8 c u b e .  8 .

Tome I,  P  p



5ç>4 E L é  m e  n  s
I l  e f t  v r a i  q u e  c e s  d e u x  v a l e u r s  f o n t  

im a g in a i r e s  o u  i m p o f f ib le s  ; m a is  e l le s  m é 

r i t e n t  c e p e n d a n t  q u ’ o n  y  fa f le  a t t e n t io n .

7 1 2 .

C e  q u e  n o u s  v e n o n s  d e  v o i r  a  l i e u  e n  

g é n é r a l  p o u r  t o u t e  é q u a t i o n  c u b i q u e , t e l le  

q u e  x ' —  a ;  o n  t r o u v e r a  t o u j o u r s  o u t r e  la

v a l e u r  x =  V *  ,  e n c o r e  d e u x  a u t r e s  v a l e u r s .

Q u ’ o n  f u p p o f e ,  p o u r  a b r é g e r ,  y /a —c ,  d e  

fo r t e  q u e  az=zc',  n o t r e  é q u a t i o n  p r e n d r a  

c e t t e  f o r m e ,  x 5 — c 5 = 0 ,  q u i  fe ra  d i v i f i b l e  

p a r  x  —  c y c o m m e  la  d i v i f i o n  e f f e c t i v e  le  

fa i t  v o i r  :

x — c )  x ’ —  c 5 ( A x - j - c x - j - c c

X  1 ---- CX X

c x x — c 1

CX x  —  ccx

c c x — c* 

c c x — c ’

o .



r i  A L G E  B  R  e '. j g  j

P a r  c o n f é q u e n t  l ’é q u a t i o n  e n  q u e f t i o n  

p e u t  ê t r e  r e p r é f e n t é e  p a r  le  p r o d u i t  ( x — c )  

(  x x - j - c A ' - j - c c  ) = o  , q u i  e f t  e n  e f f e t  = 0 ,  

n o n - f e u le m e n t  lo r f q u e  x — c = o  ,  o u  x = .c ,  
m a is  a u f f i  q u a n d  . r x - | - c x - } - c c = o .  O r  c e t t e  

f o r m u l e  c o n t ie n t  d e u x  a u t r e s  v a l e u r s  d e  x ;  

c a r  e l l e  d o n n e  x j : — — ex— ce ,  &  x = — -______  a

+  \Z'i;~cc > o u  x  r =  j c ’ e f t - à - d i r e  ,

7 1 3 -

O r  c o m m e  t a v o i t  é té  m is  à  la  p l a c e

d e  \ / a , n o u s  e n  in fé r o n s  q u e  t o u t e  é q u a 

t i o n  d u  t r o i f i e m e  d e g r é  , d e  la  f o r m e  x J 

=  a , f o u r n i t  t ro is  v a l e u r s  p o u r  x  e x p r i m é e s  

d e  la  m a n ié r é  f u i v a n t e  :

I . )  x = y / t a ,  I I . ) x  =  — y j a ,

III0*==t r łV *
O n  v o i t  par-là  q u e  c h a q u e  r a c in e  c u b i q u e  

a  t r o is  d i f fé r e n te s  v a le u r s  j m a is  q u ’ u n e  

f e u le  e f t  r é e l le  o u  p o f f i b l e  .. le s  d e u x  a u t r e s

P p  z



é t a n t  im p o f f ib le s .  C e l a  c i l  d ’a u t a n t  p lu s  à  

r e m a r q u e r , q u e  t o u t e  r a c in e  q u a r r é e  a d e u x  

v a l e u r s ,  &  q u e  n o u s  v e r r o n s  p lu s  b as  q u ’ une 

r a c in e  b i - q u a r r é e  a  q u a t r e  v a l e u r s  d i f f é 

r e n te s  ,  q u ’ u n e  r a c i n e  c i n q u i è m e  a  c i n q  

v a l e u r s , &  a in fi  d e  fu i te .

1 1  e f t  v r a i  q u e  d a n s  le s  c a l c u l s  o r d in a ir e s  

o n  n’ e m p l o i e  q u e  la  p r e m i e r e  d e  c e s  t ro is  

v a l e u r s  , p a r c e  q u e  les  d e u x  a u t r e s  fo n t  

i m a g in a i r e s  -, c ’e f t  c e  q u e  n o u s  c o n f i r m e 

r o n s  p a r  q u e l q u e s  e x e m p l e s .

7 M -

Premiere queftion. T r o u v e r  u n  n o m b r e  

t e l  q u e  fo n  q u a r r é  m u l t i p l i é  p a r  f o n  q u a r t  

p r o d u i f e  4 3 2 .

Q u e  x  fo i t  c e  n o m b r e , il f a u t  q u e  le  

p r o d u i t  d e  x x  m u l t i p l i é  p a r l-  x  fo i t  é g a l  a u  

n o m b r e  4 3 2 ,  c ’ e l l - à - d i r e  q u e  '-x y= Ą ) i ,

&  q u e  x : Q u ’ o n  e x t r a i e  la  r a c in e  

c u b i q u e ,  o n  a u r a * = 1 2 .

Réponfe. L e  n o m b r e  c h e r c h é  e f t  1 2 ; c a r  

fo n  q u a r r é  1 4 4 ,  m u l t ip l i é  p a r  f o n  q u a r t  e u  

p a r  3 ,  d o n n e  4 3 2 .

59 6 E  L É M E N  s



Seconde queftion. J e  c h e r c h e  u n  n o m b r e  

t e l , q u ’e n  d i v i f a n t  fa  q u a t r i è m e  p u i f la n c e  

p a r  fa  m o i t i é ,  &  e n  a jo u t a n t  1 4 ^  a u  p r o 

d u i t  ,  i l  m e  v i e n n e  1 0 0 .

J e  n o m m e r a i  c e  n o m b r e  x  ;  fa  q u a t r i è m e  

p u i f la n c e  fe ra  * '•  ; d i v i f a n t  p a r  la  m o i t i é  \ x  ,  

j ’a i  i x 1 , &  i l  fa u t  q u ’e n  a jo u t a n t  1 4 - ,  l a  

f o m m e  f o i t  1 0 0  ; j ’ a i  d o n c  zx3 - { -  1 4 1

—  1 0 0 ;  f o u f t r a y a n t  1 4  j ,  i l  r e f i e  zx3= ^  • 

d i v i f a n t  p a r  z ,  j ’a i  x 3 =  3̂ -, &  p r e n a n t  l a  

r a c in e  c u b i q u e ,  j ’o b t ie n s  e n f i n x  =  l .

7 1 6 .

Troifieme queftion. Q u e l q u e s  C a p i t a i n e s  

fe  t r o u v e n t  e n  c a m p a g n e  ; c h a c u n  c o m 

m a n d e  à t ro is  fo is  a u ta n t  d e  C a v a l i e r s ,  &  

à  v i n g t  fo is  a u t a n t  d e  F a n t a f l i n s  q u ’ ils  fo n t  

d e  C a p i t a in e s .  U n  C a v a l i e r  r e ç o i t  c h a q u e  

m o is  p o u r  fa  p a y e  a u t a n t  d e  f lo r in s  q u ’il  y  

a  d e  C a p i t a i n e s , &  c h a q u e  F a n t a f l in  r e ç o i t

P p  3



l a  m o i t i é  d e  c e t t e  p a y e  ; la  d é p e n f è  t o t a le  

p a r  m o is  e f t  d e  « 5 0 0 0  f lo r i n s ;  o n  d e m a n d e  

c o m b i e n  il  y  a  d e  C a p i t a i n e s ?

S o i t  x  le  n o m b r e  c h e r c h é  ,  c h a q u e  C a 

p i t a in e  a u r a  fo u s  lu i  ) x  C a v a l i e r s  &  1 0 X  

F a n t a f l in s .  A i n f i  le  n o m b r e  t o t a l  d e s  C a 

v a l i e r s  e f t  } x x ,  &  c e l u i  d e s  F a n ta / î in s  e ft  

2 0 X X .  O r , c h a q u e  C a v a l i e r  r e c e v a n t  g a r  

m o i s  *  f l o r i n s ,  -ik c h a q u e  F a n t a f f in  r e c e 

v a n t  ~x  f lo r .  la  p a y e  d e s  C a v a l i e r s , à c h a 

q u e  m o i s ,  fe  m o n t e  à  } x 3, &  c e l l e  d e s  

J a n t a f l i n s  e f t  i o a t ’ ;  i ls  r e ç o i v e n t  d o n c  t o u s  

e n f e m b l e  1 3 * ’ f lo r .  &  c e t t e  f o m m e  d o i t  

é q u i v a l o i r  à  1 3 0 0 0  f lo r in s  ;  o n  a d o n c  1 yxJ 
z=  1 3  0 0 0 ,  o u  x 3 —  1 0 0 0 ,  &  x  =  i  o ,  n o m 

b r e  c h e r c h é  d e s  C a p i t a i n e s .

717 .

Quatrième qvejlion. Q u e l q u e s  N é g o c i a n s  

e n t r e n t  e n  f o c i é t é  ,  &  c h a c u n  c o n t r i b u e  

c e n t  fo is  a u ta n t  q u ’ il  y  a  d ’ A f l o c i é s  ;  i ls  e n 

v o i e n t  u p  F a d e u r  à V e n i f e  p o u r  fa i r e  v a l o i r  

ce c a p i t a l  ;  c e  F a d e u r  g a g n e  p o u r  c e n t
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i e q u i n s  d e u x  fo is  a u t a n t  d e  f e q u in s  q u ’ i l  

y  a  d ’ I n té r e f fé s  ,  &  i l  r e v i e n t  a Ÿ e c  z66z 
f e q u i n s  d e  p r o f i t  ;  o n  d e m a n d e  le  n o m b r e  

d e s  A f f o c i é s  ?

S i  c e  n o m b r e  efl- f u p p o f e  , c h a c u n  

d e s  N é g o c i a n s  a f f o c ié s  a u r a  f o u r n i  1 0 0 *  

f e q u i n s  , &  le  c a p i t a l  e n t ie r  a u r a  é té  d e  

î o o x x  f e q u in s  ; o r  le  p r o f i t  é ta n t  d e  z x  
p o u r  i o o ,  le  c a p i t a l  a u r a  r a p p o r t é  z x ’ -, 
a in f i  il  fa u t  fa i r e  zx’ = i6 6 z  , o u  x ' =  i 3 3 1  ;  

c e l a  d o n n e  *  —  1 1  , &  c ’ e f t  le  n o m b r e  d e s  

A f f o c i é s .

7 1 8 .

Cinquième quejl. U n e  P a y f i i n n e  é c h a n g e  

d e s  f r o m a g e s  c o n t r e  d e s  p o u l e s , à  r a i f o n  

d e  d e u x  f r o m a g e s  p o u r  t ro is  p o u l e s  j  c e s  

p o u l e s  p o n d e n t  c h a c u n e  j  a u t a n t  d ’œ u f s  

q u ’ il  y  a d e  p o u le s  ;  la  P a y f a n n e  v e n d  a u  

m a r c h é  n e u f  œ u f s  p o u r  a u ta n t  d e  fo u s  q u e  

c h a q u e  p o u l e  a  p o n d u  d ’œ u f s ,  &  e l l e  t i r e

7  z fo u s  ; o n  d e m a n d e  c o m b i e n  d e  f r o m a g e s  

e l l e  a  é c h a n g é  ?

Pp 4
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S o i t  le  n o m b r e  d e s  f r o m a g e s  =  x ,  c e lu i  

d e s  p o u l e s  q u e  la  P a y f a n n e  a u r a  r e ç u e s  

e n  é c h a n g e  fe ra  =  ~ x  ,  &  c h a q u e  p o u l e  

p o n d a n t  * .r  œ u f s ,  le  n o m b r e  d e s  œ u f s  fe ra  

= 3- x x .  O r  n e u f  œ u f s  fe  v e n d e n t  p o u r  \ x  

f o u s ,  a in f i  l ’a r g e n t  q u e  3- x x  œ u f s  p r o d u i -  

f e n t ,  &  il  f a u t  q u e  =  7 2 .

P a r  c o n f é q u e n t  2 4 .  7 2 = 8 . 3 . 8 . 9 = 8  

. 8 . 2 7 ,  &  x = i 2 ;  c ’e f t - à - d i r e  q u e  la  P a y 

fa n n e  a  é c h a n g é  d o u z e  f r o m a g e s  c o n t r e  

d i x - h u i t  p o u l e s .

6o O E  L É  M  E  N  S

C H A P I T R E  X I .

D e la réfolution des Equations complettes 
du troifieme degré.

719 .

" v J n e  é q u a t i o n  d u  t r o i f i e m e  d e g r é  e f t  d i te  

complene , l o r f q u ’ e l l e  r e n f e r m e , o u t r e  le  

c u b e  d e  l ’ i n c o n n u e ,  a u f l i  c e t t e  qu an tité  

in c o n n u e  e l l e - m ê m e , &  le  q u a r r é  d e  c e t t e



q u a n t i té  ; d e  fo r te  q u e  la  f o r m u l e  g é n é r a l e  

p o u r  to u t e s  c e s  é q u a t i o n s ,  e n  p o r t a n t  t o u s  

les t e r m e s  d ’ u n  m ê m e  c ô t é , e f t  

a x ' + b x 1Jrcx + d = o .
C ’e f t  à  f a i r e  v o i r  c o m m e n t  o n  d o i t  t i r e r  

d e  te l le s  é q u a t i o n s  les  v a l e u r s  d e  x , q u ’ o n  

n o m m e  auff i  les  racines d e  l ’é q u a t i o n ,  q u e  

n o u s  d e f t in o n s  c e  C h a p i t r e .  N o u s  f u p p o -  

fe ro n s  q u ’ o n  n ’a  a u c u n  d o u t e  q u ’ u n e  t e l le  

é q u a t io n  n ’ a it  t r o i s  r a c i n e s , a p r è s  q u e  n o u s  

a v o n s  fa i t  v o i r  d a n s  le  C h a p i t r e  p r é c é d e n t  

q u e  c e la  e f t  v r a i  à  l ’é g a r d  d e s  é q u a t io n s  

p u re s  d u  m ê m e  d e g r é .

720.
N o u s  c o n f id é r e r o n s  d ’a b o r d  l ’é q u a t i o n  

— 6 x x -\ -  1 1  x  —  6  —  0 ;  &  d e  m ê m e  

q u ’ u n e  é q u a t i o n  d u  f é c o n d  d e g r é  p e u t  ê t r e  

re g a r d é e  c o m m e  é t a n t  l e  p r o d u i t  d e  d e u x  

f f t & e u r s , 011 p e u t  r e p r é f e n t e r  u n e  é q u a t i o n  

<lu t r o i f i e m e  d e g r é  p a r  le  p r o d u i t  d e  t r o i s  

^ i f te u rs  q u i  fo n t  d a n s  n o t r e  c a s ,  ( x —  1 )  

— : 2. ) (  x —  3 ) ^ = 0  ;  p u i f q u ’e n  les  m u l 
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t ip l ia n t  e f ï e & i v e m e n t  o n  p a r v i e n t  à  l ’ é q u a 

t io n  d o n n é e  j c a r  ( x — i ) . ( x —  2 )  d o n n e  

x x — 3 * - } - i , &  m u l t ip l i a n t  c e c i  p a r  x — } 
o n  t r o u v e  x 5 —  6 x x - | - i  ix  —  6 ,  c e  q u i  eft  

e n  e f f e t  la  f o r m u l e  p r e f c r i t e ,  &  q u i  d o it  

ê t r e = o .  O r ,  c e l a  a l i e u  p a r  c o n f é q u e n t ,  

q u a n d  le  p r o d u i t  ( x — i )  ( x — 2 ) ( x — 3 ) f e  

r é d u i t  à  r ie n  ; &  c o m m e  il  fu f f i t  p o u r  c e t  

e f f e t  q u ’u n  f e u l  d e  c e s  f a & e u r s  fo i t  =  o ,  

t r o i s  d i f fé r e n s  c a s  p e u v e n t  d o n n e r  c e  r é fu l 

t a t  ,  f a v o i r  x  —  i =  o  ,  o u  x  =  i ;  e n  

f é c o n d  l i e u ,  x —  2 =  0 ,  o u  x = 2  ; &  en  

t r o i f i e m e  l i e u  , x  —  3 =  o , o u x  =  3 .

O n  v o i t  f u r  le  c h a m p  a u f f i ,  q u e  fi o n  

f u b f l i t u o i t  à  la  p l a c e  d e  x  u n  n o m b r e  q u e l 

c o n q u e ,  a u t r e  q u ’ u n  d e s  t r o is  c i - d e f f u s ,  

a u c u n  d e s  t ro is  f a & e u r s  n e  d e v i e n d r o i t = o ,  

&  p a r  c o n f é q u e n t  q u e  le  p r o d u i t  n e  de- 

v i e n d r o i t  p a s  o  n o n  p lu s  ; c e  q u i  p r o u v e  

q u e  n o t r e  é q u a t i o n  n e  p e u t  a v o i r  d ’a u tre  

r a c in e  q u e  c e s  t r o is  r a c in e s - là .
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D* A  L G È  B R Bl

7 2 1 .

S i  l ’ o n  p o u v o i t  d a n s  t o u t  a u t r e  c a s  

a f l i g n e r  d e  m ê m e  les  t ro is  f a ć t e u r s  d ’u n e  

t e l le  é q u a t i o n  ,  o n  a u r o i t  i m m é d i a t e m e n t  

fes  t ro is  r a c in e s .  C o n f i d é r o n s  d o n c  d ’ u n e  

m a n ié r é  p lu s  g é n é r a l e  c e s  t r o i s  f a v e u r s ,  x  
*—  p ,  x  —  q , x  —  r ;  fi  n o u s  c h e r c h o n s  l e u r  

p r o d u i t ,  le  p r e m i e r  m u l t i p l i é  p a r  le  f é c o n d  

d o n n e  x x  —  > &  c e  p r o d u i t

m u l t i p l i é  p a r  x  —  r  fa i t  x 3 — (.P~\~<J~\~r ')

X x -\-(P ‘l J r P r J r ‘l r ) x — pqr.
O r  fi c e t t e  f o r m u l e  d o i t  d e v e n i r  = 0 ,  

c e l a  p e u t  a r r i v e r  d a n s  t ro is  c a s  : le  p r e m i e r  

e f t  c e l u i  o ù  x  — p ~ o  , o u  x = p  ;  le  f é c o n d  

a  l ie u  q u a n d  x — <7 =  o , o u  x =  q le  t r o i 

f ie m e  c a s  e f t  c e l u i  d e  x  —  r =  o ,  o u  d e  

9c = r ,

7 2 2 .

R e p r é f e n t o n s  m a in te n a n t  la  f o r m u l e  t r o u 

v é e  p a r  l ’é q u a t i o n  x !— a x x + ^ v — c = o ;  il  

e f t  c l a i r  q u e  p o u r  q u e  fes  t ro is  r a c in e s  f o ie n t



I . )  x = p  , I I .  )  x = q  , I I I . )  x = r ,  i l  f a u t  1* . 

q u e  a = p -\-q-\-r ,  2 ° .  q u e  >

&  3 0. q u e  c = p q r .  A i n f i  n o u s  a p p r e n o n s  

p a r - l à  q u e  le  f é c o n d  t e r m e  c o n t ie n t  la 

f o m m e  d e s  t ro is  r a c i n e s , q u e  le  t r o i f ie m e  

t e r m e  c o n t ie n t  la  f o m m e  d e s  p r o d u i t s  des 

r a c in e s  p r i f e s  d e u x  à  d ç u x , e n f in  q u e  le 

q u a t r i è m e  t e r m e  efl: f o r m é  d u  p r o d u i t  d e  

t o u t e s  le s  t ro is  ra c in e s  m u l t i p l i é e s  les  u n e s  

p a r  le s  a u tr e s .

C e t t e  d e r n ie r e  p r o p r i é t é  n o u s  p r é fe n t e  

a u f ï ï - t ô t  u n e  v é r i t é  i m p o r t a n t e  , q u i  efl: 

q u ’u n e  é q u a t i o n  d u  t r o i f ie m e  d e g r é  n e  p e u t  

c e r t a i n e m e n t  a v o i r  d ’a u t r e s  r a c in e s  r a t io n 

n e l l e s  q u e  d e s  d i v i f e u r s  d u  d e r n i e r  t e r m e  j 

c a r  p u i f q u e  c e  t e r m e  efl: le  p r o d u i t  d e s  t ro is  

r a c i n e s , il  f a u t  q u ’ i l  fo i t  d i v i f i b l e  p a r  c h a 

c u n e  d ’e l le s .  O n  v o i t  d o n c  fu r  le  c h a m p  i 

l o r f q u ’ o n  v e u t  c h e r c h e r  u n e  r a c in e  p a r  le 

t â t o n n e m e n t , d e  q u e l s  n o m b r e s  o n  d o it  

f a i r e  l ’e f l a i  ( * ) .

( * ) On verra clans la fuite , qi:e cette propriété efl 

générale pour les équations d’un degré quelconque. A4
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S i  n o u s  c o n f t d é r o n s ,  p o u r  n o u s  e x p l i 

q u e r  m i e u x ,  l ’ é q u a t i o n  x 3 x  + 6  ,  o u j : 1 

•— x — 6 = 0 ,  c o m m e  c e t t e  é q u a t i o n  n e  

p e u t  a v o i r  d ’ a u t r e s  r a c i n e s  r a t i o n n e l l e s  q u e  

d e s  n o m b r e s  q u i  f o n t  f a f t e u r s  d u  d e r n i e r  

t e r m e  6 ,  n o u s  n ’ a v o n s  b e f o i n . d ’ e f f a y e r  q u e  

l e s  n o m b r e s  i  ,  z ,  3  ,  6  ,  &  v o i c i  l e  d é t a i l  

f i e  c e s  e f f a i s  :

I . )  S i  .Y—  1  ,  o n  a  1 — 1 — 6 '— — 6.
I I . )  S i  x = i ,  o n  a  8 — 2 — 6 = 0 .

I I I . )  S i  x = 3  ,  o n  a  2 7 — 3 — 6 = 1 8 .

I V . )  S i  x = 6 ,  o n  a  2 1 6 — 5— 5— 2 0 4 .

N o u s  v o y o n s  p a r - l à  q u e  x  =  2  e f t  u n e  

d e s  r a c i n e s  d e  l ’ é q u a t i o n  p r o p o f é e  ,  &  f a -  

c h a n t  c e l a  i l  n o u s  e f t  f a c i l e  d e  t r o u v e r  l e s  

d e u x  a u t r e s  ;  c a r  x = i  é t a n t  u n e  d e s  r a 

c i n e s ,  x — z  e f t  u n  f a f t e u r  d e  l ’ é q u a t i o n ,  

&  o n  n ’ a  d o n c  q u ’ à  c h e r c h e r  l ’ a u t r e  f a & e u r  

p a r  l a  v o i e  d e  l a  D i v i f î o n  ,  a i n f i  q u e  n o u s  

a l l o n s  l e  f a i r e  :

refte coinrne ce tâtonnement exige qu’on connoüTe tous 
les divifeurs du dernier terme de l’équation , on peut 
avoir retours pour cela aux tables indiquées à l'art. $6 .
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P u i s  d o n c  q u e  n o t r e  f o r m u l e  fe  r e p r é -  

l ê n t e  p a r  le  p r o d u i t  (  x — 1 )  ( . v * - {—i->r—(—3 )  ? 

e l l e  d e v i e n d r a i  o , n o n - f e u le m e n t  q u a n d  

x — 2 = 0 ,  m a is  a u f ï ï  q u a n d  x x - j - 2 *  

- j -  3 —  o .  O r  c e  d e r n ie r  f a d e u r  d o n n e  xx  
— 2 x — 3 ,  &  p a r  c o n f é q u e n t  x = —-l 

+y/— 2 .  C e  fo n t  d o n c  i c i  le s  d e u x  a u tre s  

r a c in e s  d e  n o t r e  é q u a t i o n  ,  l e f q u e l l e s  f o n t ,  

c o m m e  o n  le  v o i t ,  im p o f l i b le s  o u  im a* 

g in a i r e s .

7 2 3 .

L a  m é t h o d e  q u e  n o u s  v e n o n s  d ’ in d iq u e r   ̂

n ’ e f t  a p p l i c a b l e  i m m é d i a t e m e n t  q u e  lo r fq u e  

l e  p r e m i e r  . t e r m e  x J e f t  m u l t i p l i é  p a r  1 >



&  q u e  les  a u t r e s  t e r m e s  d e  l ’é q u a t io n  o n t  

p o u r  c o e f f i c i e n s  d e s  n o m b r e s  e n t ie r s .  Q u a n d  

c e t t e  c o n d i t i o n  n ’a  p a s  l i e u ,  il  f a u t  c o m 

m e n c e r  p a r  u n e  p r é p a r a t i o n  q u i  c o n f i f t e  

à  t r a n s fo r m e r  l ’é q u a t i o n  e n  u n e  a u t r e  q u i  

a i t  la  c o n d i t i o n  r e q u i f e , a p r è s  q u o i  o n  fa i t  

l ’e f l a i  q u e  n o u s  a v o n s  d i t .

S o i t  d o n n é e  , p a r  e x e m p l e  ,  l ’é q u a t i o n  

x 3 —  î x x - j - — x — ; c o m m e e l l e r e n -
y 1 4 4

f e r m e  d e s  q u a r t s ,  q u ’ o n  f a f ie  x = ^ - ,  o n  

a u r a — — — i = o  , &  e n  m u lt i^
8 4 * 8 4

p l ia n t  p a r  8 ,  o n  o b t ie n d r a  l ’ é q u a t io n  y 1

—  fy y  " f " 1 iy — 6 =  o ,  d o n t  le s  r a c in e s  

f o n t ,  c o m m e  n o u s  l ’ a v o n s  v u  p lu s  h a u t ,  

y z =  i ,  y =  i ,  y = }  i d ’o ù  i l  s’ e n fu i t  q u e  

d a n s  l ’ é q u a t i o n  p r o p o f é e  o n  a  I . ) x  =  ï- ,  

I I . )  A T = I  ,  1 1 1 . ) # = ^ .

7 2  +

Q u ’ o n  a it  u n e  é q u a t i o n ,  d o n t  le  p r e 

m i e r  t e r m e  a it  p o u r  c o e f f i c i e n t  u n  n o m b r e  

e n t i e r  a u t r e  q u e  1 ,  &  d o n t  l e  d e r n ie r  t e r m e

D % A  L G E B  R  E.  6o y



f o i t  i ;  p a r  e x e m p l e ,  6 x >— 1 1  x x -\-6 x
—  1 = 0  -, fi  o n  d i v i f é  p a r  6 ,  o n  a u r a  x 1
—  ^  x x  —j— x — — Oj  o n  p o u r r o i t  p u r g e r  

c e t t e  é q u a t i o n  d e s  f r a â i o n s , p a r  la  r e g le  

q u e  n o u s  v e n o n s  d e  d o n n e r , e n  fu p p o fa n t  

x = ~ - ,  c a r  o n  a u r o i t - ^ — —  7 = 0 ;6 ’  2 1 6  2 1 6  1 6  6

&  e n  m u l t ip l i a n t  p a r  2 1 6 ,  i l  v i e n d r o i t  y ’ 
— 1 iy y  - f "  3t y — 3 6  =  0 .  M a i s  c o m m e  il 

f e r o i t  t r o p  l o n g  d e  fa i r e  l ’efTai a v e c  to u s  les 

d i v i f e u r s  d u  n o m b r e  3 6 ,  r e m a r q u o n s  q u e  

. p u i f q u e  l e  d e r n ie r  t e r m e  d e  l ’é q u a t i o n  p r i 

m i t i v e  e f t  1 ,  il  v a u t  m i e u x  f u p p o f e r  dan s 

c e t t e  é q u a t i o n  c a r  o n  a u r a  l ’é q u a 

t io n  ~ —  - î - f - T  —  i = o ,  q u i  m u l t i p l i é e

p a r  f 5 d o n n e  6— 1 1  { + 6 { ’  —  ^ = 0 ,  &  en  

t r a n fp o f a n t  t o u s  les t e r m e s , f 3 —  n {
—  6 = 0 .  L e s  r a c in e s  Font i c i  (  1 5 8 )  1 = 1  > 

1 = 2 . ,  {  =  3 ; d ’o ù  i l  fu i t  q u e  d a n s  n o tre  

é q u a t i o n  =

6 o8 E L É M  E iV  s
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7*5-
O n  a u r a  o b f e r v é  d a n s  le s  a r t i c l e s  p r e c e 

d e n s  , q u e  p o u r  q u e  les  r a c in e s  fo ie n t  to u t e s  

d e s  n o m b r e s  p o f i t i f s , i l  f a u t  q u e  les  f ig n e s  

plus &  moins fe  f u i v e n t  a l t e r n a t i v e m e n t  ;  

m o y e n n a n t  q u o i  l e q u a t i o n  p r e n d  c e t t e  

f o r m e  , x 5 —  axx -\-bx  —  c =  o , d a n s  la

q u e l l e  le s  f ig n e s  c h a n g e n t  a u ta n t  d e  fo is  

q u ’ i l  y  a  d e  r a c in e s  p o f i t i v e s .  S i  t o u t e s  le s  

t ro is  ra c in e s  e u f fe n t  é té  n é g a t i v e s , &  q u ’ o n  

e û t  m u l t ip l i é  e n t r ’e u x  les t ro is  f a f t e u r s  x-\-p, 
x + - < 7 ,  x r ,  to u s  le s  t e r m e s  a u r o i e n t  

e u  le  f i g n e  plus ,  &  la  f o r m e  d e  l ’é q u a t io n  

a u r o i t  é té  j r 3- j - a x x - j - ^ x - | - c  =  o ,  o ù  o n  

v o i t  les  m ê m e s  f ig n e s  fe  f u i v r e  trois f o i s , 

c ’ e f t - à - d i r e , le  n o m b r e  d e s  r a c in e s  n é g a 

t i v e s .

O n  a  d o n c  c o n c l u  q u ’ a u ta n t  d e  fo is  q u e  

les  f ig n e s  c h a n g e n t  , a u ta n t  l ’ é q u a t io n  a  

d e  r a c in e s  p o f i t i v e s , &  q u ’a u ta n t  d e  fo is  

le s  m ê m e s  f ig n e s  fe  f u c c e d e n t  , a u ta n t  

l ’é q u a t io n  a  d e  r a c in e s  n é g a t i v e s  -, &  c e t te  

Tome /. Q q



r e m a r q u e  e f t  t r è s - i m p o r t a n t e , p a r c e  q u ’o n  

fa i t  p a r - là  fi c ’e f t  en  plus o u  e n  moins q u ’ o n  

d o i t  p r e n d r e  les  d i v i l è u r s  d u  d e r n ie r  t e r m e ,  

q u a n d  o n  v e u t  f a i r e  i ’e f f a i  d o n t  n o u s  a v o n s  

p a r l é .

7 2 6 .

. C o n f i d é r o n s  ,  a f in  d ’é c l a i r c i r  p a r  u n  

e x e m p l e  c e  q u e  n o u s  v e n o n s  d e  d i r e ,  

l ’é q u a t i o n  x 3 - f ~ x x  —  3 4 *  - f -  5 6  =  o , d a n s  

l a q u e l l e  les  f ig n e s  c h a n g e n t  d e u x  f o i s , &  

o ù  c e  n ’e f t  q u ’ u n e  fo is  q u e  le  m ê m e  f ig n e  

r e v i e n t .  N o u s  c o n c lu o n s  q u e  l 'é q u a t io n  a  

d e u x  r a c in e s  p o f i t i v e s  &  u n e  r a c in e  n é g a -  

t i v e , &  c o m m e  c e s  r a c in e s  d o i v e n t  ê t r e  

d e s  d i v i f e u r s  d u  d e r n ie r  t e r m e  5 6 ,  i l  fau t  

q u ’e l le s  f o ie n t  c o m p r i f e s  d a n s  le s  n o m b r e s  

±  1 ,  2 ,  4 ,  7 ,  8 ,  1 4 ,  1 8 ,  5 6.
S i  n o u s  fa i fo n s  m a in t e n a n t  x = z  ,  n o u s  

a v o n s  8 — 4 — <58—J—5 <5̂ = o  ; d ’o ù  n o u s  c o n 

c l u o n s  q u e  x  =  z e f t  u n e  r a c in e  p o f i t i v e ,  

&  q u ’a in f i  x — 2 e f t  u n  d i v i f e u r  d e  n o tre  

é q u a t i o n ,  a u  m o y e n  d e  q u o i  n o u s  t r o u v o n s
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f a c i l e m e n t  les  d e u x  a u tr e s  ra c in e s  ; c a r  

d i v i f a n t  e f f e c t i v e m e n t  p a r  x — i , o n a  

a:— 2 )  x'-\- xx — 3 4 -v - { -5  <5 ( x x - f ^ x — 2 8

X ’---- 2  X X

3 x x — 3 4 x 4 - 5 6  

^xx—  6x

— 28 X  ) Ó

—  A x + ) 6  

c.
E t  fi 011 fa it  c e  q u o t i e n t  x  x  — J— 3 x  —  2 8  

=  o , o n  t r o u v e  le s  d e u x  a u t r e s  r a c i n e s ,

q u i  f e r o n t  x = — ^ + ^ + 2 8 : = — ï + T »  

c ’e f t - à - d i r e  x  =  4 &  x  = —  7 ;  &  te n a n t  

c o m p t e  d e  la  r a c in e  t r o u v é e  c i - d e f f u s ,  

x = i ,  o n  v o i t  c l a i r e m e n t  q u ’e n  e f fe t  l ’ é q u a 

t io n  a  d e u x  r a c in e s  p o f i t i v e s  &  u n e  n é g a 

t i v e .  N o u s  d o n n e r o n s  e n c o r e  q u e l q u e s  

a u t r e s  e x e m p l e s  p o u r  r e n d r e  la  c h o f e  

p lu s  é v i d e n t e .

7 2 7 .

Premiere quejlion. O n  a  d e u x  n o m b r e s  ,  

l e u r  d i f f é r e n c e  e f l  1 2 ,  l e u r  p r o d u i t  m u l -

Q q  x
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t i p l i é  p a r  l e u r  f o m m e  fa it  1 4 5 6 0 .  Q u e l s  

f o n t  c e s  n o m b r e s  ?

S o i t  x  ie  p lu s  p e t i t  d e s  d e u x  n o m b r e s , 

l e  p lu s  g r a n d  fe ra  x  - j -  1 1 ,  l e u r  p r o d u i t ,  

= jcjc-4— 1 2 *  , m u l t i p l i é  p a r  la  f o m m e  2 X  

- j - 1 2 , d o n n e  2 .y ’ +  3 6 * *  + 1 4 4 *  =  1 4 5 6 0 j  

&  d i v i f a n t  p a r  2  ,  o n  a  a 3- [ - i  S x - v - f - ? 2 *  

=  7  2 8 0 .

O r  , le  d e r n ie r  t e r m e  7  2 8 0  e f l  t r o p  g r a n d  

p o u r  q u ’ o n  p u i f l e  e n t r e p r e n d r e  l ’e f l a i  d e  

t o u s  fes  d i v i f e u r s ,  &  n o u s  r e m a r q u o n s  q u ’ il 

e f l  d i v i f i b l e  p a r  8 ; c ’e f t  p o u r q u o i  o n  fe ra  

x = i y ,  p a r c e  q u ’a p r è s  la  fu b f t i t u t io n  la  

n o u v e l l e  é q u a t i o n ,  8 y 3- \ - 7 1y y - \ - 1 4 4 ^  

=  7 2 8 0 ,  é ta n t  d i v i f é e  p a r  8 , fe  r é d u ir a  

à  c c l l c - c i ,  —J— 1 = 9 1 0  , p o u r

l a q u e l l e  o n  n ’a  b e f o in  d ’e f f a y e r  q u e  les 

d i v i f e u r s  1 , 2 ,  5 , 7 , 1 0 , 1 3 ,  & c .  d u  n o m 

b r e  9 1 o .  ( J r ,  il e f t  é v i d e n t  q u e  les  p r e m i e r s ,  

1 , 2 , 5 ,  fo n t  t r o p  p e t i t s  ; e n  commençant 
d o n c  p a r  la fu p p o f i t io n  d ey  = ^ 7 ,  o n  t r o u v e  

a u f î i - t ô t  q \ u - c ’e f t  là  u n e  d e s  r a c in e s  î  c a r  

l a  f u b f t i t u t io n  d o n n e  3 4 3  + 4 4 1  -j-1 2 6 = ^ 9 1  o .

6 n  E  L È M  E N S



I ) '  A  L C E B  R E.

IZ fu i t  q u e  x =  1 4  ,  &  o n  t r o u v e r a  les  d e u x  

a u t r e s  r a c in e s  e n  d i v i f a n t  7 ’ - | -  9yy~\~ 1 ^

—  9 1 0  p a r  y — 7 ,  c e  q u e  n o u s  a l io n s  fa ir e  :

y — 7  )7 5 + 9 7 7 + 1 fy— 9 1 °Cyy+ 1 6 7 + 1 3 °  

73 ~ ~  7 o r

1 6 7 7 + 1 8 7 — 9 1 °

1 6 7 7 — I I 2 V

1 3 0 7 —  9 1 0  

1 3 0 7 — 9 . 0
-----------------

o .

S u p p o f a n t  m a in t e n a n t  c e  q u o t i e n t  y  y  
- } - 1 6 7 “ h  1 3 0 = 0 ,  o n  a u r a 7 7 — — 1 6 7

—  1 3 0 ,  &  d e  l à 7 = — 8 + y /  — 66 : p r e u v e  

q u e  le s  d e u x  a u tr e s  r a c in e s  fo n t  im p o f f ib le s .

Réponfe. L e s  d e u x  n o m b r e s  c h e r c h é s  f o n t  

1 4  &  2.6 ; l e u r  p r o d u i t  3 6 4  , m u l t ip l i é  p a r  

l e u r  f o m m e  4 0  , d o n n e  1 45 6 0 .

7 2 8 .

Seconde q'ueflion. T r o u v e r  d e u x  n o m 

b r e s , d o n t  la  d i f f é r e n c e  f o i t  1 8 ,  &  q u i  

f o ie n t  t e l s ,  q u e  fi o n  m u l t ip l i e  e n f e m b l e  le u r
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f o m m e  &  la  d i f f é r e n c e  d e  le u r s  c u b e s ,  o n  

o b t ie n n e  le  n o m b r e  2 7 5 , 8 4 .

S o i t  x  le  m o in s  g r a n d  d e s  d e u x  n o m b r e s ,  

x-\-  iB  fe ra  le  p lu s  g r a n d  ; le  c u b e  d u  p r e 

m i e r  fe ra  =  x 3 , & .  le  c u b e  d u  f e c o n d  =  x r 

- { -  5 4 X X - J -  9 7 2 x - { -  5 S 3 2 ; la d i f f é r e n c e  d e s  

c u b e s =  5 4 jv_v —j— c?7 2 . —J— 5 8 3 2  =  5 4  ( x x  
► j -  1 t U ' - j -  1 0 8  ) , m u l t i p l i é e  p a r  la  f o m m e  

zx-\-  18 o u  2 ( , v - ] - 9  ) ,  d o n n e  le  p r o d u i t  

1 0 8  ( . v 3- [ - 2 7 * x - j ~ 2 7 0 * 4 - 9 7 1 ) —  2 7 5  1 8 4 .  

D i v i f a n t  p a r  1 c 8  ,  o n  a  a 3- ] -  2 7 x ^ 4 -  27 0 .V  

4 - 9 7 2 = 2 5 4 8 ,  OU -V3 4“  2 7 * * 4~ 2 7 0 *  

=  1 5 7 6 .  L e s  d i v i f e u r s  d e  1 5 7 6  fo n t  1 , 2 ,

4  , 8 ,  & c .  les  p r e m ie r s  1 , 2  fo n t  t r o p  p c t i r s  ; 

m a i s  fi o n  e f f a ie  * = 4  ,  o n  t r o u v e  q u e  c e  

n o m b r e  fat is fa it  à l ’é q u a t io n .

1 1  r e f t e  d o n c  à  la  d i v i f e r  p a r  - r — 4 ,  a f in  

d e  t r o u v e r  les  d e u x  a u t r e s  ra c in e s .  C e t t e  

d i v i f i o n  d o n n e  le  q u o t i e n t  - * * 4 “  3 1 x 4 ~ 3  9 4  ;  

e n  fa i fa n t  d o n c  x x = — } i x  —  3 0 4 , o n

t r o u v e r a  x = — —  HZ?, c e f t - i -  

d i r e  d e u x  r a c in e s  im a g in a i r e s .

Réponfe. L e s  n o m b r e s  c h e r c h é s  fo n t  4

&  i z .
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729 .

Troifieme queftion. J e  c h e r c h e  d e u x  n o m 

b r e s  d o n t  la  d i f f é r e n c e  =  7 2 0 ,  &  te ls  q u e  

i î  j e  m u l t i p l i e  le  p lu s  p e t i t  p a r  la  r a c in e  

q u a r r é e  d u  p lu s  g r a n d , il  m e  v i e n n e  2 0 7  3 6.
S i  le  p lu s  p e t i t  e f t  x  , le  p lu s  g r a n d  f e r a  

. r - j - 7 2 0 ,  &  i l  fa u t  q u e  x y / * + 7 2 0 = 1 0 7  3 6  

=  8 . 8 . 4 . 8 1 .  Q u a r r a n t  les  d e u x  m e m b r e s , 

j ’a i  x x  ( x - f - 7 1 0 )  =  x '-\- ']io x x z = % \  8 !  

ą 2. 8 i *. J e  f a i s x ^ S y , -  c e t t e  fu p p o f î t io n  

m e  d o n n e  8’’ y  +  y i o .8 2y 2= 8 2 8" 4 :  8 1 2 ;  

&  d i v i f a n t  p a r  8 ! ,  j ’a i  y 3-^-yoyy =  8 . 4* 

8 i \  J e  f u p p o f e  d e  p lu s  y = i r ,  &  j ’a i  

8 { 5- f - 4 - 9 0 { { = «  . 4 ’ 8 V ,  o u ,  e n  d i v i f a n t  

p a r  8 ,  f  +  4K { = 4- 8 l ’ *

J e  fa i s  e n c o r e  {  =  9 u ,  p o u r  a v o i r  9 ’ u} 
- f -  4 5  • 9 2 uu== 4* 9 4 « p a r c e  q u ’e n  d i v i f a n t  

à  p r é fe n t  p a r  9 3 , l ’é q u a t i o n  fe  r é d u i t  à  u‘ 
• 4 - 5 « « = 4^9 , ° u a a ( « - | - 0  =  i 6 .  9 = 1 4 4 .  

J e  n ’a i pas d e  p e in e  à  v o i r  i c i  q u e  7 ^ = 4  ; 

c a r  d a n s  c e  c a s  u u = .  1 6 &  « - } -  5 = 9 .  Puis-  

d o n c  q u e  « = . 4 ,  j ’a i  ^ ^ = y 6 j.y = = y i  &

Qq 4
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5 7 6 ,  c ’ e f t  le  p lu s  p e t i t  d e s  d e u x  n o m 

b r e s  c h e r c h é s ;  a in f i  le  p lu s  g r a n d  e ft  i 2 9 6 ,  

&  e n  e f fe t  la  r a c in e  q u a r r é e  d e  c e l u i - c i , 

o u  3 6  ,  m u l t ip l i é e  p a r  l ’a u t r e  n o m b r e  5 7 6 ,  

d o n n e  2 0 7 3 6 .

730 .

Remarque. C e t t e  q u e f t i o n  a d m e t t o i t  u n e  

f o lu t i o n  p lu s  f im p le  ; c a r  p u i f q u e  la  r a c in e  

q u a r r é e  d u  p lu s  g r a n d  n o m b r e , m u l t ip l i é e  

p a r  le  p lu s  p e t i t  n o m b r e  ,  d o i t  d o n n e r  u n  

p r o d u i t  é g a l  à  u n  n o m b r e  d o n n é ,  i l  f a u t  

q u e  le  p lu s  g r a n d  d e s  d e u x  n o m b r e s  fo i t  

u n  q u a r r é .  S i  d o n c , p a r  c e t t e  c o n f i d é r a t i o n ,  

n o u s  le  f u p p o f o n s  =  x x ,  l ’ a u t r e  n o m b r e  

f e r a * *  —  7 2 0 .  C e l u i - c i  é ta n t  m u l t ip l i é  p a r  

l a  r a c i n e  q u a r r é e  d u  p lu s  g r a n d , o u  p a r  * ,  

n o u s  a v o n s  x 3 —  7 2 0 * — 2 0 7 3 6 = 6 4 .  2 7  

. 1 2 .  F a i f o n s  x = 4 y ,  n o u s  a u r o n s  6 4 7 ’ 

— 7 2 0 . 4 ^ = 6 4 . 2 7 . 1 2  ,  o u  b ie n  ÿ *— 45 y  
=  2 7 . 1  2 .  S u p p o f a n t  d e  p lu s  7 =  y{ , n o u s  

t r o u v o n s  2 7 —  1 3 5 ^ = 2 7 .  1 2 ,  o u  e n  

d i v i f a n t  p a r  2 7 ,  — j ^ = i 2 , o u { ’ — 5 {
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•— 1 2  =  0 .  L e s  d i v i f e u r s  d e  1 2 , fo n t  1 , 2 ,  

3 ,  4 ,  6 ,  1 2 ;  les  d e u x  p r e m ie r s  fo n t  t r o p  

p e t i t s ;  m a is  la  fu p p o f i t io n  d e  { = 3  d o n n e  

p r é c i f é m e n t  2 7 — 1 5 — 1 1  =  0 .  P a r  c o n f é 

q u e n t  ^ = 3  , y — 9 &  *  =  3 6 ; d ’ o ù  n o u s  

c o n c lu o n s  q u e  le  p lu s  g r a n d  d e s  d e u x  n o m 

b r e s  c h e r c h é s  , o u n , =  i  2 9 6 ,  &  q u e  l e  

p lu s  p e t i t ,  o u  x x — 7 2 0 ,  = 5 7 6 ,  c o m m e  

c i - d e f fu s .

73 l -
Quatrième queftion. O n  a  d e u x  n o m b r e s ,  

d o n t  la  d i f f é r e n c e  efl: 1 2  ;  l e  p r o d u i t  d e  

c e t t e  d i f f é r e n c e  p a r  la  f o m m e  d e s  c u b e s ,  

e f l  1 0 2 1 4 4  : q u e l s  fo n t  c e s  d e u x  n o m b r e s ?

N o m m a n t  *  le  p lu s  p e t i t  d e  c e s  d e u x  

n o m b r e s , le  p lu s  g r a n d  e f l  2 , le  c u b e  

d u  p r e m i e r  e f l  x 3 , &  le  c u b e  d u  f é c o n d  

e f l  * 3- [ " 3 6 * * 4 “ 4 3 2 * - | - i 7 2 8  ; le  p r o d u i t  

d e  la  f o m m e  d e  c e s  c u b e s  p a r  l a  d i f f é r e a c e

1 2  , e f l

1 2 (2A-3—f-  3 6 x x + 4 i  2 * 4 - 1 7 2 8 ) =  1 0 2 1 4 4  ; 

d i v i f a n t  f u c c e f f i v e m e n t  p a r  1 2  &  p a r  2 , o n
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x ' - j -  i S x x  - f -  2 i 6 „ y - } -  8 0 4  =  4 2 5 6 ,  o u  

a-3 - f - 1 8 a\ v  - ) -  2 1 6x =  3 3 9 2  =  8 .8 .5  3.

Q u ’ o n  f u p p o fe  x = z i y , q u ’ o n  fu b lH tu e  

&  q u ’ o n  d i v i f e  p a r  8 ,  o n  a u r a

f + 9y y +  H 7 = 8 * n r = 4î 4-

L e s  d i v i f e u r s  d u  d e r n ie r  m e m b r e  fo n t  

i , 2 , 4 , 8 , 5 3 , & c .  1 & 2  fo n t  t r o p  

p e t i t s ;  m a is  fî l ’ o n  fa i t  y =  4 ,  o n  t r o u v e  

6 4 - f - i 4 4 —j—x 1 6 = 4 2 4 .  D e  fo r t e  q u e y = 4  
&  *  =  8 ; d ’ o ù  l ’ o n  c o n c l u t  q u e  les  d e u x  

n o m b r e s  c h e r c h é s  fo n t  8 &  2 0 .

732 .

Cinquième quejlion. Q u e l q u e s  p e r fo n n e s  

f o r m e n t  u n e  fo c ié t é  &  é t a b l i r e n t  u n  f o n d s ,  

a u q u e l  c h a c u n e  c o n t r i b u e  d i x  fo i s  a u ta n t  

d ’é c u s  q u ’ e l le s  fo n t  d e  p e r fo n n e s  ; e l le s  

g a g n e n t  fu r  c h a q u e  c e n t ie m e  d ’é c u s  6  é c u s  

n u - d e là  d u  n o m b r e  d ’é c u s  é g a l  à l e u r  n o m 

b r e  ; le  p r o f i t  t o ta l  e f t  d e  3 9 2  é c u s  -, o n  

d e m a n d e  c o m b i e n  ils fo n t  d ’ A f f o c i é s ?

S o i t  x  le  n o m b r e  c h e r c h é  ; c h a q u e  

A f l o c i é  a u r a  f o u r n i  1 0 *  é c u s ,  &  t o u s
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e n f e m b l e  i o n *  é c u s  ; & :  p u i f q u ’ ils g a g n e n t  

j f - j - 6  p o u r  c e n t , i ls  a u r o n t  g a g n é  a v e c  le

c a p i t a l  e n t i e r , — > c e  q u ’ il  f a u t  é g a l e r '

à  3 9 2 .

O n  a  d o n c  * , - J - 6 x j r =  3 9 2 0 ,  &  e n  

fa i fa n t  X = i y  &  d i v i f a n t  p a r  8 , y '-\ -  3y y  
=  4 9 0 .  L e s  d i v i f e u r s  d u  f é c o n d  m e m b r e  

fo n t  1 ,  2 , j , 7  , 1 0  ,  & c .  le s  t ro is  p r e 

m ie r s  fo n t  t r o p  p e t i t s  ; m a is  e n  f u p p b fa n t  

^ = 7 , 0 1 1  a  3 4 3 - j - 1 4 7  =  4 9 0  ;  d e  fo r te  

q u e  7  =  7 ,  &  * = 1 4 .

Réponfe. 11 y  a v o i t  q u a t o r z e  A f f o c i é s ,  

&  c h a c u n  d ’e u x  a  m is  1 4 0  é c u s  d a n s  la  

m a f l e  c o m m u n e .
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Sixieme queftion. Q u e l q u e s  N é g o c i a n s  

o n t  en  c o m m u n  u n  c a p i t a l  d e  8 2 4 0  é c u s  ; 

c h a c u n  y  a jo u t e  q u a r a n t e  fo is  a u ta n t  d ’é c u s  

q u ’ ils  fo n t  d ’ A f i o c i t s  ; i ls  g a g n e n t  a v e c  la  

f o m m e  to ta le  a u ta n t  d e  fo is  p o u r  c e n t  q u ’ils  

fo n t  d ’ A lT o c ié s  ; e n  p a r t a g e a n t  le  p r o f i t , il  fe  

t r o u v e  q u ’a p r è s  q u e  c h a c u n  a  p r i s  d i x  fo is



a u t a n t  d ’é c u s  q u ’ ils fo n t  d ’A f f o c i é s , il  r e f t e  

2 1 4  é c u s .  O n  d e m a n d e  q u e l  é t o i t  d o n c  le  

n o m b r e  d e  c e s  A f f o c i é s  ?

S i  c e  n o m b r e  e f t  x ,  c h a c u n  a u r a  a jo u t é  

4 0 *  é c u s  a u  c a p i t a l  8 2 4 0  é c u s ;  p a r  c o n 

f é q u e n t  to u s  e n f e m b l e  a u r o n t  a j o u t é  4 0 X X  ,  

c e  q u i  a  r e n d u  le  c a p i t a l  =  4 0 * x - { -  8 2 4 0 ;  

i l s  g a g n e n t  a v e c  c e t t e  f o m m e  x  é c u s  p o u r

c e n t  -, a in f i  le  g a in  t o ta l  e ft’  b  100 1

= f o * ’ + !^  =  ï * '  +  1? ' -  C e f t  de
c e t t e  f o m m e  q u e  c h a c u n  p r é l e v e  i o x ,  &

p a r  c o n f é q u e n t  to u s  e n f e m b l e  1 o x x , e n

la i f f a n t  u n  r e f te  d e  2 2 4  é c u s  ;  il  f a u t  d o n c

q u e  le  p r o f i t  a i t  é té  j o x x - { - 2 2  4 , 8 c  q u ’ o n
• n  / . I X '  I 4 12* I

ait 1 équation —— (- —  =  1 o x x  - \ - z 1 4 .

M u l t i p l i a n t  p a r  5 &  d i v i f a n t  p a r  2  ,  o n  

a  x , - J - 2 0 ô x = 2  j x x - l - ^6 0 , o u  x 3— 2 5 X X  

2 o 6 x — - 5 6 0 = 0  : la  p r e m i e r e  f o r m e  

fe r a  c e p e n d a n t  p lu s  c o m m o d e  p o u r  e f f a y e r .  

L e s  d i v i f e u r s  d u  d e r n ie r  t e r m e  (on t  x , 1  > 
4 , 5 , 7 , 8 , 1 0 ,  1 4 , 1 6 ,  &  c .  &  il f a u t  

l e s  p r e n d r e  p o f i t i f s  , p a r c e  q u e  d a n s  la
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f é c o n d e  f o r m e  d e  l ’ é q u a t io n  les  f î g n e s  

v a r i e n t  t ro is  f o i s , c e  q u i  d o n n e  à c o n n o i t r e  

a v e c  c e r t i t u d e  q u e  to u t e s  les t ro is  ra c in e s  

fo n t  p o f i t i v e s .

O r  fî l ’ o n e f T a y e  d ’a b o r d  x = i  &  x = i ,  
i l  e f t  é v i d e n t  q u e  le  p r e m i e r  m e m b r e  d e -  

v i e n d r o i t  p lu s  p e t i t  q u e  le  f é c o n d .  N o u s  

fe r o n s  d o n c  l ’ e f fa i  d e s  a u t r e s  d i v i f e u r s .

Q u a n d  * = 4 ,  o n  a  6 4 - 1 - 8 2 4  =  4 0 0  

- j -  5 6 0  , c e  q u i  n e  fa t is fa i t  p o in t .

Q u a n d  x =  5 ,  o n  a  x 2 5  - f -  1 0 3 0  =  61  ç
5 60 , c e  q u i  n e  fa t is fa i t  p a s  n o n  p lu s .

Q u a n d  *  =  7 ,  o n  a  3 4 3 - 1 - 1 4 4 2 = 1  2 2 5  

—}— 5 6 0  , c e  q u i  fa t is fa it  à  l ’é q u a t io n  ;  d e  

fo r t e  q u e  x =  y e n  e f l  u n e  r a c in e .  C h e r 

c h o n s  d o n c  à p r é fe n t  le s  d e u x  a u t r e s , e n  

d i v i f a n t  p a r  x  —  7  la  f é c o n d e  f o r m e  d e  

n o t r e  é q u a t io n .

x-j) x ,- 2 ^ x x + 2 o 6 . y - 5 6 o  ( . y a * - i 8 a - + 8 o  
a t3— yxx

— ib x x + io 6 x
—  ] 8 .V A -f-  I i f > X

8 o a — 5 ô o  

8 oat— 5 6 0

o .
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E g a l a n t  le  q u o t i e n t  à  z é r o  , n o u s  a v o n s  

x x —  1 8 . t - j - 8 o  =  o  o u a ' * =  i Sx— 8 0 , c e  

q u i  d o n n e  *  =  9 +  1 , d e  fo r te  q u e  les  d e u x  

a u t r e s  r a c in e s  fo n t  ^  =  8 &  x  =  10.
Réponfe T r o i s  r é p o n fe s  o n t  l ie u  p o u r  la 

q u e f t i o n  p r o p o f é e  : fu i v a n t  la  p r e m i e r e  le  

n o m b r e  d e s  N é g o c i a n s  e ft  7 ,  f u i v a n t  la 

f é c o n d é  il  e f t  8 ,  &  f u i v a n t  la  t r o i f i e m e  il  

e f t  i o  ; le  t a b le a u  f u i v a n t  p r é fe n t e  la p r e u v e  

d e  to u t e s  :

I .  AL  I I I .
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Nombre des Nógocians 7 8 , o  f

Chacun fournit 4 0 * ................ 280 •32O 4 0 0  j

Tous enfemble ajoutent 40/0: i960 2560 4 OGO i

L ’ancien capital étoit . . . . 8 2 4 3 8 14 O 8 2 4 0  j

Le capital entier eft ^o x x  
+ 8 2 4 0 ................................. j o i o c I - 8 0 C

î

1 2 2 4 0

Ils gagnent avec ce capital 
autant pour cent qu’ils font 
d ’Affociés ............................. 7*4 864,' 1 2 2 4

Chacun en ôte î o . v ................... 70 80 IOO

Ainfi tous enfemble pren-
490 640 ICOO

2 2 4 114 1 1 4  !£.
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C H A P I T R E  X I I .

D ela  Regle de Cardan ou de SciPioN 
Ferreo.

734-
L o r s q u ’ o n  a  c h a f l e  les  f r a & I o n s  d ’ u n e  

é q u a t i o n  d u  t r o i f î e m e  d e g r é  ,  f u i v a n t  la  

m a n i é r é  e n f e i g n é e ,  Sz q u ’ a u c u n  d e s  d i v i 

fe u r s  d u  d e r n ie r  t e r m e  n e  fe  t r o u v e  ê t r e  

u n e  r a c in e  d e  l ’é q u a t i o n , c ’ e f t  u n e  m a r q u e  

c e r t a in e  , n o n - f e u le m e n t  q u e  i ’ é q u a t io n  n ’a  

p a s  d e  r a c in e  e n  n o m b r e s  e n t i e r s , m a is  

q u ’ u n e  r a c in e  f r a & i o n n a i r e  m ê m e  ne  p e u t  

a v o i r  l ie u  -, c ’e f t  c e  q u e  n o u s  a l lo n s  p r o u v e r .

S o i t  l ’ é q u a t i o n  x 3—  a x x -\-b x — c = o ,  
o ii a ,b ,  c ,  f ig n i f ie n t  d e s  n o m b r e s  e n t i e r s ;  

û o n  v o u l o i t  f u p p o f e r , p a r  e x e m p l e , x =  \ ,  

o n  a u r o i t y  —  — c ; o r l e  p r e m i e r

t e r m e  a  fe u l  i c i  8 p o u r  d é n o m i n a t e u r  -, to u s  

le s  a u t r e s  f o n t ,  o u  d e s  n o m b r e s  e n t ie r s  ,  

o u  d i v i fé s  f e u le m e n t  p a r  4  o u  p a r  z  ,



n e  p e u v e n t  p a r  c o a f é q u e n t  fa i r e  o  a v e c  l e  

p r e m i e r  t e r m e  : la  m ê m e  c h o f e  a  l ie u  p o u r  

t o u t e  a u t r e  f r a & i o n .

73 5-
C o m m e  d o n c  d a n s  c e s  c a s  les  r a c in e s  

d e  l ’ é q u a t i o n  n e  fo n t  n i  d e s  n o m b r e s  e n 

t ie r s  ,  n i  d e s  f r a & i o n s ,  e l l e s  f o n t  i r r a t io n 

n e l le s  , o u  m ê m e ,  c e  q u i  a r r i v e  f o u v e n t , 

i m a g in a i r e s .  O r , la  m a n ié r é  d e  le s  e x p r i 

m e r  a lo r s  &  d e  d é t e r m in e r  le s  f ig n e s  r a -  

d i c a u x  q u i  le s  a f f e f t e n t , fa i t  u n  p o in t  t rè s -  

i m p o r t a n t ,  &  q u i  m é r i t e  d ’ê t r e  e x p l i q u é  

i c i  a v e c  f o in .  O n  a t t r ib u e  c e t t e  m é t h o d e  ,  

q u ’ o n  n o m m e  la regle de Cardan , à  Cardan, 
o u  p l u t ô t  à  Scipion Ferreo, q u i  o n t  v é c u  

il  y  a  q u e l q u e s  f ie c le s  ( * ) .

7 3 6 .

Il f a u t , p o u r  e n t r e r  d a n s  l ’e f p r i t  d e  c e t t e  

r e g l e  ,  c o n f id é r e r  d ’a b o r d  a v e c  a t t e n t io n  la

(*  ) L hiftoire clc cette regle , découverte d.\ns le même 

temps par Tartalta, fe lit avec autant d'intérêt que de 

Jruit dans 1 Ilijioirc des Mjt/umjtiyucs, par M. dt M ontixlt

n a t u r e
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n a t u r e  d ’ u n  c u b e ,  d o n t  la  r a c in e  e f t  u n  

b i n ô m e .

S o i t  a-\-b c e t t e  r a c i n e , le  c u b e  e n  e f t  

x '  -}- 3 aab -|~3 a b b Ą -b 3, &  n o u s  v o y o n s  

q u ’ il  e f t  c o m p o f é  d e s  c u b e s  d e s  d e u x  

t e r m e s  d u  b i n ô m e , &  o u t r e  c e la  d e  d e u x  

t e r m e s  m o y e n s ,  yaabĄ-yabb,  q u i  o n t  l e  

f a f t e u r  c o m m u n  3 ab ,  l e q u e l  m u l t i p l i e  

l ’a u t r e  f a f t e u r  a - ^ b ,  c ’e f t - à - d i r e  q u e  c e s  

d e u x  t e r m e s  c o n t ie n n e n t  l e  t r ip le  p r o d u i t  

d e s  d e u x  t e r m e s  d u  b i n ô m e  , m u l t i p l i é  p a r  

l a  f o m m e  d e  c e s  t e r m e s .

737-
Q u ’o n  f u p p o f e  m a in t e n a n t  x = a - \ - b  , 

&  q u ’ o n  p r e n n e  d e  p a r t  &  d ’a u t r e  le  c u b e ,  

o n  a  x ' = a ’ Ą-b^-^yab^aĄ-b). O r  p u i f 

q u e  a -\-b = x  , o n  a u r a  l ’é q u a t io n  d u  t r o i -  

f î e m e  d e g r é ,  a :3z = a ’  —|— ^ 7 — yabx o u  x J 
^=yabx-\~a’ -\-b’ ,  d o n t  n o u s  f a v o n s  q u 'u n e  

d e s  r a c in e s  e f t  x = a - \ - b .  T o u t e s  les  fo is  

d o n c  q u ’ il  fe  p r é fe n t e  u n e  te l le  é q u a t io n  ,  

n o u s  p o u v o n s  e n  a l ï ï g n e r  u n e  r a c in e .

Tome / .  R  r

n ’ A L G E B R  E. 625
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S o i t  p a r  e x e m p l e ,  a = i  &  b =  3 ,  o n  

m ir a  l ’ é q u a t i o n  x 3 z z n 8 x - | -  3 5 ,  q u e  n o u s  

l 'a vo n s  a v e c  c e r t i t u d e  a v o i r  p o u r

r a c in e .

7 3 8 .

Ç  u e  d e  p lu s  o n  f u p p o f e  à  p r é f e n t  a 3 = p

& c b ‘= : q ,  o n  a u r a  a = \ / p  &  b=zy/q ,

p a r  c o n f é q u e n t  ab =  y/pq ; l o r s  d o n c  q u e  

l ’o n  r e n c o n t r e  u n e  é q u a t io n  d u  t r o i f i e m e

d e g r é  d e  la  f o r m e  x ' = . t, x  \Zpq-\~p~{-q >

o n  fa it  q u ’ u n e  d e s  r a c in e s  e f l  \ //?  —}— % /

O r  o n  p e u t  t o u jo u r s  d é t e r m in e r  p  &  q ,

d e  m a n ié r é  q u e  ta n t  3 y/pq q u e ^  f o ie n t  

d e s  q u a n t i t é s  é g a le s  à  u n  n o m b r e  d o n n é ;  

a in f i  o n  eft: t o u j o u r s  e n  é ta t  d e  r é f o u d r e  

u n e  é q u a t i o n  d u  t r o i f i e m e  d e g r é ,  d e  l ’e f p e c a  

d o n t  n o u s  p a r lo n s .

739 *

S o i t  p r o p o f é e  e n  g é n é r a l  l 'é q u a t i o n  x J 
~ f x~YS> i l  s ’a g i r a  i c i  d e  c o m p a r e r / a v e c



3 y jp q ,  &  g  avec p-\-q ;  c ’efl-à-dire qu ’il 

faudra déterminer p  &  q de maniéré que

3 \/pq  devienne égal à f ,  &  que p-\-q  
devienne égal à g ;  car nous fàvons alors 

q u ’une des racines de notre équation fera

d ’ A  L G E B R E, 6 27

740 .

N ous avons donc à réfoudre ces deux

équ ation s, I. ) 3 y/pqz= f,, &  I I .) p-\-q=g.

L a  prem iere donne s/p q — yr &CP9= 'Ç} 

4 / > ? = ^ / 5- L ?  fécondé équa

tion étant q u arrée , donne 
= g g i  fi l’on en fou lirait 4 p q = ~ f } , on

a pp— ip q + M = g g — r7P >  &  P renant
la  racine quarrée de part &  d ’autre , on 

a p — q = y / g g ~ f ' -  O r_puifque p +  q

= g , on a ip = g - \ -  \/§S ~ ii ' ’ &  2 4 

= g — \/gg— r7f ’ , Par conféquent p =

g +  \/gg—  ~ f \  & g = g —  V g g — r7f s

2 2
1 1 r 2
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741-
T o u t e s  les  fo is  d o n c  q u ’ o n  a  u n e  é q u a 

t io n  d u  t r o i f i e m e  d e g r é  d e  la  f o r m e  x z 
q u e l s  q u e  f o ie n t  l e s  n o m b r e s  

/ " &  ^ , o n  a  t o u jo u r s  p o u r  u n e  d e s  r a c in e s  

3 ________ J _______________

X = \ ^ / 7+  Ą  f '  - j~  y / ?  -  V7  gg -  / 7- / '  ;

c ’e f t - à - d i r e  u n e  q u a n t i t é  i r r a t io n n e l le  , q u i  

r e n f e r m e  n o n - f e u l e m e n t  le  f i g n e  r a d i c a l  

q u a r r é  , m a is  a u f f i  le  f i g n e  d e  la  r a c in e  

c u b i q u e  ; &  c ’efi: c e t t e  f o r m u l e  q u ’ o n  

n o m m e  p r o p r e m e n t  l a  regle de Cardan.

7 4 2 .

A p p l i q u o n s - l a  à  q u e l q u e s  e x e m p l e s ,  

p o u r  e n  m i e u x  fa ir e  c o m p r e n d r e  l ’ u fa g e .

S o i t  x 5 = 6 x-\-y  ,  o n  a u r a / i = 6  & .g = y  j  

a in f i  gg= 8 1  , p  =  1 1 6 ,  &  ±  f '  =  3 2  }

p u is  gg— ^ P  =  4 9 ,  &  V g g — l T = 7- 
D o n c  u n e  d e s  r a c in e s  d e  l’ é q u a t io n  d o n n é e

e f t  , v =  V & +  J & =  J / ’{ +

+  V 1 = !  +  1 = J .



743*
Soit propofée cette autre équation xJ 

=  3 x4 - 2 ; on aura f=  3 & ^ = z ; p a r  con

féquent £ g =  4 , / ’ —  2 7 ,  =  4 ;  ce 

qui nous donne y/g°-— ^ / 5 =  o ;  d’où il 

s’enfuit qu’une des racines eft ■x -= y //—

4~ =  i4~1:= 2'
744-

Il arrive fouvent cependant q u e , quoi

q u ’une telle équation ait une racine ration

nelle , on ne peut trouver cette racine par 

la regle dont nous nous occupons.

Soit donnée l’équation x 3 = 6 x 4 - 4 0  , où 

x = 4  eft une des racines. N ous avons ici 

f = 6  &. £ = 4 0  , de p lu sgg—  1 6 co  &  ~~ 
f  =  3 2  ;  ainfi g g —  ± p = z  1 5 ô 8  , &

V g g —  £ / J = V w 6 8  = ' / 4 ‘ 4 - 4 9 - z
=  2 8  \ J 2 ; p a r  c o n f é q u e n t  u n e  d e s  r a c in e s

Z>’ A L G E B R E, 629

* =  , ou
R  r  3



x = \ /  i O - \ - i Ą \ / l - \ - \ /  l O — 1 4 / i  ; &  

cette quantité eft réellem ent =  4 ,  quoiqu ’à 

la premiere infpeélion on ne s’en cloute 

pas. En effet le cube de i -|-\/z étant 20  

- j-  1 4 V  z , on a réciproquem ent la racine 

cubique de 2 0 -)-  1 4 »/z égale à 2
3 ---------------------

de même y  2 0 —• 14  y / z =  z —  1 / 2 ;  donc 

notre racine x = i-^ ~  y/ 2 - } - i— v7 * — 4 (*)•

745-
O n  pourroit ob jefter à cette regle , 

q u e lle  ne s’étend pas à toutes les équations 

du troifieme degré , parce que le quarré 

de x  ne s’y  rencontre p o in t , c ’eft-à-dire

( * ) On n’a pas pour l’cxtrafUon de la racine cubique 

«le ccs binômes, des règles générales comme pour l’ex- 

traûion de la racine quarrée : celles que différens Auteurs 
©m données ramenent toujours à une équation mixte du 

troifieme degré femblable à la propofée. Au refte, quand 
l ’extraftion de la racine cubique eft poftible , la fomme 

tics deux radicaux qui r«préfentent la racine de l ’équa

tion , devient toujours rationnelle, de for;e qu’on peut 

la trouver imnjidiatcmsnt par la méihodç indiquée à 

f  article 7 12»
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q u e  l e  f é c o n d  t e r m e  m a n q u e  d a n s  1  é q u a 

t io n .  M a i s  n o u s  r e m a r q u e r o n s  q u e  t o u t e  

é q u a t i o n  c o m p l e t t e  p e u t  fe  t r a n s fo r m e r  e n  

u n e  a u t r e  o ù  l e  f é c o n d  t e r m e  m a n q u e  ,  

p p r è s  q u o i  l ’ o n  p e u t  p a r  c o n f é q u e n t  a p p l i 

q u e r  la  r e g le .

S o i t  p o u r  le  p r o u v e r ,  l ’é q u a t i o n  c o m 

p l é t é  x 3— 6 x x + 1 i x — 5= o .  S i  l ’o n  p r e n d  

i c i  le  t ie rs  d u  c o e f f i c i e n t  6  d u  f é c o n d  t e r m e ,  

& :  q u ’o n  f a f f e  x — 2 = y , o n  a u r a  

x = y - \ -  2 ,  x x = y y  - f  4 7 - f -  4 ,  &  

x 3= y 3-\ -6 y y -\ -i  2 j ' - } - S  ; p a r  c o n f é q u e n t  

x 3—y 3 +6yy-\-1 2 y +  8 

— 6xx— —ó y y -jiĄ y —iĄ  
- f - i  u =  + 1  i y + 2 2

—  6=  - 6  
x ’ — 6 x x - \ - n x — • 6 = y 3 — y .

O n  a  d o n c  l ’ é q u a t i o n  y 3— y = 0 ,  d o n t  

l a  r é f o l u t i o n  e f t  m a n i f e f t e  , p u î f q u ’ o n  v o i t  

f u r  le  c h a m p  q u e l l e  e f t  le  p r o d u i t  d e s  f a c 

te u rs  y  ( y y — i ) = y  {y - f - 1 j C j — 1 )  = 0 .

S i  l ’ o n  f û t  m a in t e n a n t  c h a c u n  d e  c e s  

f a c t e u r s  = 0 ,  o n  a

E> A  L G E B  R E. 63 J.

Rr  4
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c ’eft-à-d ire,  les trois racines trouvées déjà 

plus haut.

raie du troifiem e d e g ré , x ’ -\-axx-\-b x  
-j-cr==o, de laquelle il s’agiffe d ’éliminer 

le  fécond terme.

O n  ajoutera pour cet effet à a: le tiers 

du coefficient du fécond te rm e ,  en con- 

fervant le  m êm e figne , &  on écrira pour 

cette fomme une nouvelle lettre , par exem 

p le ,  y ;  de forte qu ’on aura * - } - ~ a = .y  ,  
&  x - y - ~ a , d’où réfulte le calcul fuivant :

= r ’ -  ay y + ’ aay —~ a> 
—  + ay y - \ aa y -\ -\a '
=  +  L y  —  '-ab

3

C

3
- f  C

y '— C-aa-«b)yĄ-^a' — l-ab-|- c _  o,



équation dans laquelle le fécond terme 

m anque.

747-

N ous fommes en é ta t, m oyennant cette 

transform ation, de trouver les racines de 

toutes les équations du troifiem e degré * 

l ’exem ple qui fuit en fournira une preu ve.

L ’équation propofée e f l x ? —  6 x x - j - 1 3 *

—  1 2 =  o.
Il s’agit d ’abord de chaffer le fécond 

terme ; on fera pour cet effet x  —  z = y ,  

&  on aura x = y - j -  2 ,  y y -\-Ą y-\-4 > 
&  x ,= y , -{-6 yy-\-iiy -\-S -, donc

*5 =  y' +  6yy+ 1 *y+ 8
— 6xx =  — 6yy —  2 4 7 — 24 

- \ - i $ x =  4 - 1 3 7 - 1 - 2 6

— 1 2 =  - * 1 2

y -  2  —  0

ou f = — y -\ -  2.
S i on com pare cette équation avec  la 

form ule x }~ f x - \ - g ,  on a/ = = —  1 , g = *  >

D* A L G E B  R  E. 63 J
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d o n c g g - = 4  ? &  t7f — ~ r 7’ P1us Sf>

- 4 / ’ = - ' + é = W >  &  y / e s - r jz=zy~ = ; par conféquent 

3 3 f  - 1+ 41/11 >. /  1- 4^ 11^

(-rO  +  V w O > ou
7 = ^ 7+ ^ +  v /7 3 f l = ^ E S J

I 3/ q - 2 1 / i i  3/ i 7 +<5i / î i  . 3/ i 7 - 6 ^ i i  I.

r r  V ? “  v —  ~r V ~ ~ z 7 ~ ~  =  3
y _____________________________ .  I  3  « ___________________ _

y / 27-|-6 \ / 2 I ‘T ' i 'y /2 7 ---6 y ' Z I J &  il

refte à fubftituer cette va leu r dans x = y

r h 2*

748.

N ous fommes parvenus dans la folution 

de cet e x e m p le , à une quantité double

ment irrationnelle ; mais il ne' faut pas en 

conclure fur le cham p que la racine eft 

irration n elle , parce qu ’il pourroit arriver 

par un heureux h a fa rd , que les binômes 

2 7 + 6 \ A i  fuffent des cubes effectif; ; &  

c’cft aufli ce qui a lieu ici j car le cube



dc î̂ p é t a n t ^ ^ ü = î 7 + 5 V/’ î ' . ;1
fuit que la racine cubique de 27 - j-ô y /21 

e f t , &  que la racine cubique de 27

—  G \ / 1 1  eft ’ Cela fait donc que la 
valeur trouvée pour y  , devient y = ~

( ^ P )  + j ( * £ 9  =  ,L+ i =  '•  Or puif- 
que7 =  1 , nous avons x = ^  pour une des 
racines de l’équation propofée , &  les deux 
autres fe trouveront en divifant l’équation 
par x  —  3.

x — 3 ) x 3— 6x x - 1— 13^-— 12 Çxx— 3*-{-4

x 5---)XX

---}XX~\- I 3 * --- 12

•-- }XX-\- C)X

ĄX---12

ĄX— 12

d ' A  L G E E R E '. 63 J

O.
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E t  e n  é g a la n t  à  o  le  q u o t i e n t  x x — 3 je—f“4 »

* l ’ o n  a  x x  — y x — 4 ,  &  * =  1 - f- y / 1

r a c in e s  e n  q u e f t i o n ,  m a is  e l l e s  fo n t  im a 

g in a i r e s .

C ’e f t  p a r  h a f a r d ,  c o m m e  n o u s  l ’a v o n s  

r e m a r q u é  , q u ’ o n  a  p u  , d a n s  l ’e x e m p l e  

p r é c é d e n t  ,  e x t r a i r e  la  r a c in e  c u b i q u e  d e s  

b i n ô m e s  t r o u v é s , &  c e  c a s  n ’a  l i e u  q u e  

l o r f q u e  l ’é q u a t i o n  a  u n e  r a c in e  r a t i o n n e l l e ,  

&  q u e  p a r  c o n f é q u e n t  o n  e m p l o i e  a v e c  

p l u s  d e  f a c i l i t é , p o u r  t r o u v e r  c e t t e  r a c i n e , 

l e s  r é g l é s  d u  C h a p i t r e  p r é c é d e n t .  M a i s  

q u a n d  a u c u n e  r a c in e  r a t io n n e l l e  n ’a  l i e u ,  

i l  n ’e f t  p a s  p o f î i b le  a u  c o n t r a i r e  d ’e x p r i m e r  

a u t r e m e n t  la  r a c in e  q u ’ o n  t r o u v e  ,  q u ’ e n  

f u i v a n t  la  r e g l e  d e  Cardan ;  d e  fo r t e  q u ’ il 

e f t  im p o f l i b le  a lo r s  d ’a p p l i q u e r  d e s  r é d u c 

t io n s .  P a r  e x e m p l e  , d a n s  l e q u a t i o n  x ’ 

=  6 x - J - 4 ,  o n  a / = = 6  &  £ = 4 i  d e  f o r t e

C e  f o n t  le s  d e u x

7 4 9 -



que X = \ /  2-[- l y / —• 1 -(- \ /  2 ---2. y / ----1 ,
ce qui ne peut s’exprim er d ’une maniéré 

différente (*).

(*  ) On a dans cet exemple ~  p  plus petit que gg ' 

ce qui eft le cas très-connu fous le nom du cas Irréduc
tible du troifieme degré, &  qui eft d’autant plus remarqua
ble , qu’alors toutes les trois racines font toujours réelles. 

On ne peut dans ce cas faire ufage de la • formule de 

Cardan ,  qu’en y  appliquant des méthodes d’approxima

tion , par exemple, en la transformant en une férié infinie. 

M . Lambert a donné dans l’ouvrage cité à l ’article 40 ,  
des tables particulières qui fervent à trouver facilement 
les valeurs numériques des racines des équations du troi
fieme degré ,  tant dans le cas irréductible que dans les 

autres cas. On peut aulïï employer pour cet ufage les 

tables ordinaires des finus. Voyez l'Ajlronomie fphérique 
de M. Mauàuit, imprimée à Paris en 1765.

A u refte ,  il ne faut pas chercher dans cet Ouvrage de 
M . Euler , tout ce qa’i} y  avoit à dire fur les réfolutions , 

foit direftes, foit approchées , des équatons. Il avoit à 

traiter encore trop d’objets curieux &  importans, pour 

s'appefantir fur ces matieres ; mais qu’on confulte Y H îf-  
toire des Mathématiques , Y Algèbre de M. Clairaut, le Cours 

de Math -maùqucs de M. Bc{Out, &  les derniers volumes 
des Mémoires des Académies des Sciences de Paris &  

de B :r l  n , on y  trouvera à peu près tout ce qu’on fait 

aujourd'hui fur la rêfolution des équations.

d ’ A  L G E B R E. 6 3 7
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C H A P I T R E  X I I I .

D e la réfolution des Equations du quatrième 
degré.

750 .

I L o r s q u e  la plus haute puiflance de la 

quantité x  monte au quatrième degré , on 
a des équations du quatrième degré,  &  la 

formule générale en efl
x Ą-\-ax‘i -\-bx x Ą -c x -\ -d := o .

N o u s  c o n f id é r e r o n s  e n  p r e m i e r  l ie u  les  

é q u a t io n s  d u  q u a t r i è m e  d e g r é  pures ,  d o n t  

l a  f o r m u le  efl: A m p le m e n t  x * = f ,  &  dont: 

o n  t r o u v e  a u f l i - t ô t  la  r a c in e  e n  p r e n a n t  d e  

p a r t  &  d ’a u t r e  la  r a c in e  b i - q u a r r é e  ,  p u i l -

q u ’ o n  o b t ie n t  xz=z y / f .

751 *

C o m m e  x 4 e f t  le  q u a r r é  d e  a\v  ,  o n  fe 

f a c i l i t e  b e a u c o u p  le  c a l c u l  e n  c o m m e n ç a n t  

p a r  e x t r a i r e  l a  r a c in e  q u a r r é e  ,  c a r  o n  a u r a



a lo r s  x x  —  \  f :  &  p r e n a n t  e n fu i t e  d e  n o u 

v e a u  la  r a c i n e  q u a r r é e  , o n  a  * =  y /  y /f  ;

d e  fo r t e  q u e  y / f  n ’e f t  a u t r e  c h o f e  q u e  l a  

r a c i n e  q u a r r é e  d e  la  r a c in e  q u a r r é e  d e f  
S i  o n  a v o i t ,  p a r  e x e m p l e  ,  l ’é q u a t i o n  

* < 1 = 2 4 0 1 ,  o n  a u r o i t  d ’a b o r d  x x = ą 9 ,  &  

a p r è s  c e l a  x  =  y.

75 2 -

I l  e f t  v r a i  q u e  v o i l à  f e u le m e n t  u n e  r a 

c i n e  , &  c e p e n d a n t  p u i f q u ’ o n  t r o u v e  t o u 

j o u r s  t ro is  r a c in e s  c u b i q u e s  ,  i l  n ’efl: p a s  

d o u t e u x  q u e  q u a t r e  r a c in e s  n e  d o i v e n t  a v o i r  

l i e u  i c i  j m a is  r e m a r q u o n s  q u e  la  m é t h o d e  

i n d i q u é e  n e  la i f f e  p a s  d e  d o n n e r  e n  e f f e t  

c e s  q u a t r e  ra c in e s :  C a r  d a n s  l ’e x e m p l e  c i -  

d e f fu s  o n  a  n o n - f e u le m e n t  ^ = 4 9  , m a is  

a u f f i  — 4 9  ; o r l a  p r e m i e r e  v a l e u r  d o n n e  

le s  d e u x  r a c in e s  x = z j  &  x = — 7 ,  &  la  

f c c o n d e  v a l e u r  d o n n e  x =  y/  — 4 9 = 7  y /— 1 ,  

&  x = — y/— 4 9 = — 7  V — 1 .  E t  v o i l à  

les  q u a t r e  r a c in e s  q u a r r é - q u a r r é e s  d e  2 4 0 1 .

I l  e n  f e r o i t  d e  m ê m e  à  l ’é g a r d  d ’a u tr e s  

nombres.
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A p r è s  c e s  é q u a t io n s  p u r e s  v ie n n e n t  d a n s  

l ’o r d r e  c e l le s  o ù  le  f é c o n d  &  le  q u a t r i è m e  

t e r m e  m a n q u e n t , Sc q u i  o n t  la  f o r m e  x 4 

- \ - fx x - { - g - = o .  E l l e s  f o n t  r é f o l u b l e s ,  f u i -  

v a n t  la  r e g l e  ,  p o u r  le s  é q u a t io n s  d u  f é 

c o n d  d e g r é  ;  c a r  fi l ’ o n  fa i t  x x = y  ,  o n  a

y y + f y + g = ° >  ™ y y = —f y —g ,  d ’o ù
l ’on tire

y=-if± ;
o r  xx=y i  a in f i  ^ / L' 1

le s  f ig n e s  d o u b l e s  +  in d iq u e n t  to u t e s  les  

q u a t r e  r a c in e s .

7 5 4 *
M a i s  fi l ’é q u a t i o n  c o n t ie n t  to u s  les  t e r m e s  

p o f î i b l c s ,  0 11  p e u t  t o u jo u r s  la  r e g a r d e r  

c o m m e  le  p r o d u i t  d e  q u a t r e  f a f t e u r s .  E n  

e f f e t  fi Ko n m u l t i p l i e  e n t r ’e u x  c e s  q u a t r e  

f a v e u r s , ( x —p )  ( x — q) (x — r) ( x — f )  , 

o n  t r o u v e  l e  p r o d u i t  x 4 —  ( ^ _{— /-- j - y ' )

*  +  (f<]+pr + p f- f- qr+  cjf + r j ) x x — {pejr

+
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L|_pqf-Yprf-\. qrj) x  +  pqrf, &  c e t te  f o r m u l e  

n e  p e u t  d e v e n i r  é g a l e  à  o , q u e  l o r f q u ’ u n  

d e  c e s  q u a t r e  f a ć t e u r s  e f t  =  o .  O r ,  c e la  

p e u t  a r r i v e r  e n  q u a t r e  m a n ié r é s  : I .  ) q u a n d  

x = p >  I I .  ) q u a n d  x = q , I I I .  ) q u a n d  x = . r ,
I V . )  q u a n d  x = f ;  &  c e  f o n t - là  p a r  c o n 

f é q u e n t  le s  q u a t r e  r a c in e s  d e  l ’ é q u a t i o n .

7 5 5.
S i  n o u s  c o n f id é r o n s  c e t t e  f o r m u le  a v e c  

q u e l q u e  a t te n t io n  , n o u s  r e m a r q u o n s , d a n s  

le  f é c o n d  t e r m e  , la  f o m m e  d e s  q u a t r e  

r a c i n e s ,  m u l t i p l i é e  p a r — x 5 ;  d a n s  le  t r o i 

f i e m e  t e r m e , la  f o m m e  d e  to u s  les  p r o d u i t s  

p o f ï ïb le s  d e  d e u x  r a c i n e s , m u l t i p l i é e  p a r  

xx  ;  d a n s  le  q u a t r i è m e  t e r m e ,  la  f o m m e  

d e s  p r o d u i t s  d e s  r a c in e s  m u l t ip l i é e s  t r o i s  

à  t r o i s , m u l t i p l i é e  p a r  —  x ;  e n f in  d a n s  le  

c i n q u i è m e  t e r m e ,  le  p r o d u i t  d e  t o u t e s  les  

q u a t r e  r a c in e s  m u l t ip l i é e s  e n f e m b le .

7 5 6 .

C o m m e  le  d e r n ie r  t e r m e  c o n t ie n t  le  

p r o d u i t  d e  t o u t e s  le s  r a c i n e s ,  i l  e f t  c la i r  

Tome / .  S  s
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qu'une telle équation du quatrième degré 

ne peut avoir une racine rationnelle qui 

ne foit en m êm e temps un divifeur du 

dernier terme. C e  principe fournit donc un 

m oyen facile de déterminer toutes les 

racines rationnelles, lorfqu’il y  en a , puif- 

qu’on n’a' qu ’à fubflituer fuccefïïvem ent à

*  tous les divifeurs du dernier terme , juf- 

qu ’à cc qu 'on en trouve un qu i fatisfafîe à 

l ’équation ; car ayant trouvé une telle 

racine , par e x e m p le , x = p , on n’a qu’à 

d ivifer l’équation par.v—■p> après avoir porté 

tous )es termes du m êm e côté , &  fuppofer 

enfuite le q u o t ie n t = o j  on obtiendra une 

équation du troi.':eme d e g ré , qu ’on pourra 

réfoudre par les réglés données ci-defïus.

757-
O r , il eftabfolum ent nécefTaire pour cela 

que tous les termes confident en des nom

bres en tiers, &  que le premier n’ait q u e  

l’unité pour coefficient; toutes les fois donc 

que quelques termes renferment des frac-

6  41 E  L È M E N  5
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l io n s , il faudra com m encer par éliminer ces 

fraftions , &  c'eft ce qu ’on peut toujours 

faire en fubfHruant au lieu de a; la quan

tité y divifée par un nombre qui renferme 

tous les dénominateurs de ces fra&ions.

Par e xem p le , fi l’on a l ’équation x 4—  ^ 

x 1 -j-  ~ xx  -}-  \ x  “ j“  l's “  0 » com m e on y  

rencontre des f  rad ions qui ont pour dé

nominateurs z , 3 &  des puiffances de ces 

n o m b res, on fuppofera x =  j ,  &  on aura

y* ' f x ^ y y  i i i  .
6 7 “ " ^ + ' 6 7" _ ' ô  + T 1 = °  » ecï u a “ 

tion qui m ultipliée par 64 devient y*— 3y 1 
-]*- « xyy —  1 6 iy  - j -  7 2 —  °*

S i l’on voulo it chercher maintenant fi 

cette équation a des racines rationnelles , 

il faudroit écrire à la place de y  luceef- 

fivem ent les divifeurs de 7 2  , afin de vo ir 

dans quels cas la form ule fe réduiroit réel

lement à 0.

S s 2



7 5 8 .

M ais com m e les racines peuvent être 

auffi bien pofitÎAes que négatives , il fau

drait avec chaque divifeur faire deux effais, 

l ’un en fuppofant ce divifeur p o fitif, l’autre 

en le regardant com m e n égatif; cependant 

Une nouvelle rem arque en difpenfè fou- 

ven t ( * ) .  T outes les fois que les fîgnes - j-

&  —  fe fuivent régu lièrem en t, l’équation 

a autant de racines p o fit iv e s , qu ’il y  a de 

changem ens dans les fîgnes ; &  autant de 

fois que les mêmes fignes reviennent fans 

interruption , autant l’équation a de racines 

négatives. O r , notre exem ple contient 

quatre changemens de fignes 8c aucune fué- 

ceffion ; ainfi toutes les racines font pofî- 

t iv e s , &c 011 n’a pas befoin de prendre aucun 

des divifeurs du dernier terme en moins.

( * )  Cette re g le 'eft générale pour les équations de 
toi'.s les degrés , pourvu qu’il n’y ait point de racines 
imaginaires ; les François l'.ittrib ient à Defcartes , les 

Anglois à Hu+'ict ;  mais M . l’abbé de G u j eft le pre
mier qui en ait donné une démonftration générale. V oye* 

jes Mém, de ïAcadémie des Sciences Je  P a r is , pour 1741.
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7 59-
L

Soit donnée l’équation -V-f- xx^— ~jxx
— 8 x -j-  i 2 =  o.

Nous voyons ici deux changeinens de • 
fignes, mais aufïï deux fuccefîîons ; d’ou 
nous concluons avec certitude , que cette 
équation contient deux racines pofitives &  
autant de racines négatives, qui doivent 
toutes être des divifeurs du nombre 1 2. 
O r ces divifeurs font 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 1 2 ; 
qu’on eflaye donc d’abord 5 on
parviendra réellement à o -, donc une des 
racines eft 1.

Si l’on fait enfuite x = — 1 , on trouve 
-|“ l— 1 — 7~'— S — î 2 = 2 1  — 9 = 1  2 ; ainfî 
x =  — 1 n’eft pas une des racines. Qu’on 
faffe après cela x = i , on trouve de nou
veau la formule = o , &  par conféquent, 
pour unedesracines, x = z  j m a is jr^  —  2 
au contraire 11e fe trouve pas être une ra
cine. Lorfqu’on fait enfuite A r = 3 ,o n  a 
8i-j~5 4 —  63— 24 -j-i i = 6 o ,  c’eft-à-dire

Ss 3



que cette fuppofjtion ne fatisfait pas ; aa
lieu que — 3 , donnant 81 —  54 —  63

2 4 -h  1 2 — o , efl: évidemment une des 
racines qu’on cherche. Enfin , quand on 
aura cfTayé * = — 4 , on verra pareille
ment 1 équation fe réduire à zéro ; de forte 
donc que toutes les quatre racines font 
rationnelles, &  ont les valeurs fuivsntes :
] .)  A '= I  , II.) X = l  , III.) X = ---3 , IV.)
x  = — 4 ;  &  conformément à la regle 
donnée ci-deflus, deux de ces racines font 
pofitives, &  les deux autres font négatives.

7 6 0 .

Mais aucune racine ne pouvant être 
déterminée par cette voie , lorfque les 
racines font toutes irrationnelles, il a fallu 
fonger à des expédions pour exprimer les 
racines dans ce cas. On y  a réufïi au point 
qu’on a découvert deux routes différentes 
pour parvenir à la connoiflancc de fem- 
blables racines, quelle que foit la nature 
Uc l’cquation du quatrième degré.

6ą6 E l é m  e  n  s
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Il fera b o n , avant que d’expliquer ces 

méthodes générales, que nous donnions 

les folutions de quelques cas particuliers, 
lefquelles peuvent fouvent s’appliquer très- 
utilement.

Lorfque l’équation eft de .nature, que 
les coefficiens des termes fe fuivent de la 
même maniéré, tant dans l’ordre direft 
des termes, que dans • l’ordre rétrograde , 
comme il arrive dans l’équation fui- 
vante (*) :

-\-nxx-\-m x-\-i =  o , 
ou dans cette autre équation qui eft plus
générale. t?

( * )  O n  p eu t n o m m e r ces  éq u atio n s réciproques , p a rc e  

qu ’e lle s  n e  ch a n g e n t p o in t  en  y  m ettan t 1 à la  p la c e  d e  

I l  fu it d e  cette  p ro p rié té  qu e fi a ,  p a r  e x e m p le ,  e ft 

u n e  d es ra c in e s  ,  'a en  fe ra  u n e  a u fli  ;  c ’e ft  la  ra ifo n  p o u r

q u o i ces  fo rte s  d’éq u atio n s p e u v e n t  fe  réd u ire  à d ’a u tre s  

é q m t i o n s ,  d o n t le  d eg ré  e ft  p lu s p etit  d e  la  m o itié . M .  

d e  A loivre d o n n e  d an s fes Mifcellantd ar.a’yùcj ,  p- 7 1  * 

d e s  fo rm u le s  g é n é ra le s  p o u r la  réd u ction  d e  ces  io r .e s  

d 'é q u a t io n s ,  de q . i e l q jc  d e g ré  q u 'e lle s  fo ie n t .



x* -j- max' -j- naaxx -j- mu’ x  -j- a4= 0.
On peut toujours regarder une telle for

mule comme le produit de deux fa&eurs, 
qui font des formules du fécond degré , &  
qu’on réfout facilement. En effet, qu’on 
repréfente cette derniere équation par le 
produit ( xxĄ-pax-\-ad) ( x x - \ - q a x a a )  
=  o , où il s’agiffe de déterminer p  &  q 
de maniéré qu’on obtienne l’équation fuf- 
dite , 011 trouvera, en effe&uant la multi
plication , a 'v, +  C/, ? + i ) 
c a x x Ą -(p -Ą -q )  a ' x a *  =zo \ &  pour 
que cette équation foit la même que la 
précédente, il faut i°. que p -\-q  =  m , 
2.0. que p q - \ - i  =  n ,  &: par conféquent 
que pqz= n  —  2.

Maintenant,quarrant la premiere de ces 
égalités , on a pp -j- ipq -j- qq=.mm ;  fi on 
fouftrait de ceci la fécondé prife quatre 
fois, ou Ąpq=Ą?i— 8 , il refte p p — ipq 
’-Yqy— wm — 4«-f-8 ; &  prenant la racine 
quarrée, on trouve/’—q— y  mm— 4/z+b'. 
O rp Ą - q = m , on aura donc par l’addition,
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/  0  m + V  m m -Ą n +9 ,
3 p = m + y  mm—4/2+0 , ou p —-------------■>

&par la fouftraftion, 2qz=.m—\/mm— 4« + 8

ou y — v/’m™ • Ayant donc trouvé 
p  &  q y on n’a plus qu’à fuppofer chaque 
fafteur =  o ; afin de déterminer les valeurs 
de x : le premier donne x x -\ -p a x -\ -a a  
=  o , ou x x  =  — pax — aa , d’où l’on tire

x = - ą ± y/n? - a * ,  ou * = —

a \  P P —  4> ^  ĉcon(i  faveur donne x

—  —  H  +  I  a  y /  q q —  4 ; &  ce font-là les 

quatre racines de l’équation propofée.

7 6 2 .

Pour rendre cct article plus c la ir , foit 
donnée l’équation x 4 —  4x 3 —  j  x x — ąx 
- j-  j  =  o. Nous avons ici a = i , m= —  4 , 

.72— — 3 ; par conféquent mm— 4/2—[—8 = 3  6 ,  

&  la racine quarrée de cette quantité =  6 ;

donc / > =  —  ^7" — 1 ? &  ç= — — 5 > 
de là réfultent les quatre racines I. ) &  II- )

*  =  — j ± i V — 3= — '-HT*! &  m ')
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&  IV. ) * = £ + ł V *  i , c’cft-à-d.

que les quatre racines de lequation pro- 
pofée font :

\ . ) x = - - ± ï p ,

II , ) x ~ z l z p i 1V .)X = = L±Ü.

Les deux premieres de ces racines font
imaginaires ou impoffibles ; mais les deux
dernieres font pofîibles ; puifqu’on peut
indiquer \ J  21 auffi. exa&ement qu’on le
fouhaite , en exprimant cette racine par
des fraftions décimales. E11 effet, 1 1 étant
autant que 21,00000000, 011 n’a qu’à tirer
la racine quarrée , comme il fuit :

21 |oo|oo|oo|oo|oo|4,5 8 2 5 
16
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Puis donc que y A i  =  4,5825 > la troi
sième racine approche d’affez près at 
=  4,791 2 , &  la quatrième , * = 0 ,2 0 8 7  ; 
&  il eût été facile de déterminer ces 
racines avec encore plus de précifion.

Remarquons que la quatrième racine 
étant à très-peu près^ ouÿ, cette valeur 
farisfera déjà affez exaftement à l’équation j 
en effet, fi l’on fait x  =  j ,  on trouve ^  

'— — h — i - ł_ 1 : r = r L ; 011 auroit dû115 2-5 5 1 625 ’
trouver o , mais la différence, comme on 
voit, n’eft pas grande.

7 6 3 .

Le fécond cas où une réfolution fem- 
blable a lieu , eft le même que le premier 
quant aux coefîiciens, mais il en différé 
dans les Agnes ; car nous fuppoferons que 
le fécond &  le quatrième termes aient des 
fignes différons; une telle équation eft donc, 
par exemple :
x*Ą- fii a x' -\-?ia c. x x—mev x ’ G ,

d 'A  L G E B R E. 6j I



qui peut être repréfentée par le produit, 
— aa) { x x - \ - q a x = a a ) = o .  

Car la multiplication réelle de ces fa&eurs 
donne

+  (/>+?)ax1 +  (pq—  2) aaxx —  (p + q ) 
a 5 x —j— a* , 

quantité qui eft égale à la formule pro- 
pofée , û on fuppoiè en premier lieu p -\-q  
=zm , &  en fécond lieu p q — i = n ,  ou 
p q = n - \ - i , parce que de cette façon les 
quatrièmes termes deviennent égaux d’eux- 
mêmes. Qu’on quarre, comme ci-deflus, 
la premiere équation, en aura p p -\-* p q  
H~qq— mm ;  qu’on fouftraye de celle-ci 
la fécondé prife quatre fois, ou Ąpq=.Ąrt 
+  8 ,  il reftera p p  — ip q - \ - q q  =  mm
—  4 n — 8 ; la racine quarrée eft p — q

— \ / mm— 4/2— 8 , &  de là on obtient p

6 fî E  L É M  E N  S

donc trouvé p  &  q , on connoîtra par le 

premier fafteur les deux racines x = —  ̂

pd +  ly /p p - j~4, &  par le fécond ià&cur



les deux racines x = — - q a + ^ a y /q q + 4 , 

c’efl-à-dire qu’on aura les quatre racines 
de l’équation propofée.

7 6 4 -

Soit donnée l’équation x 4 — 3 . 2 .v3 -f- 3 
. 8at—[— 1 6 = 0 ,  nous avons a =  1  &  m= — 3,

&  n = o ;  ainfi y/mm— 4/2— 8 = 1  , &  par 
conféquent

P = 1 ~ = — î > &  ÿ = = = V - = — 2.
Donc les deux premieres racines font jc 
ran +  y / j ,  &  les deux dernieres font x  
= 2  + v  8 ; moyennant quoi les quatre ra
cines cherchées feront : I. ) ■̂ == 1 -h  v 5̂ î
l l .) „ v = i— y / 5 , IlI.)Ar=2-|— i8 , IV. ) *  
— 2— y/s. Par conféquent les quatre fac
teurs de notre équation feront ( x — 1 — j/ j)  

■(x— 5)(-v— 2 - V 8) (*—  2 + y / l8), 
&  leur multiplication effective produit réel
lement cette équation ; car les deux pre
miers étant multipliés entr’eux , donnent 
x x — i x —-4 , &  les deux autres donnent

n ’ A  L G E B R E. +
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xx  —  ą x — 4 ; or ces deux produits multi
pliés pareillement l’un par l’autre , font x4

—  6xJ-\- 24.V + 1 & > ce qui précifément 
l’équation propofée.

«■■JJH W'ł I1 -J .JL  - 1 ___L .” g J - ł g a S - Ł l ! Ł X . I .

C H A P I T R E  X I V .

D e la Regle de BOMBE L L l  , pour réduire 
la réfolution des Equations du quatneme 
degré à celle des Equations du troifieme 
degré.

7 6 5 .

^ 1 0  u s avons fait voir plus haut, com- 
ment on réfout, par la regle de Cardan , 
les équations du troifieme degré ; ainfi tout 
confille principalement, pour les équa
tions du quatrième , à en réduire la réfo
lution à celle des équations du troifieme 
degré. C ’cfl qu’il n’elt pas po/Tible de ré
foudre généralement les équations du qua
trième degré fans le fecours de celles du



troifieme, vu qu’ayant même déterminé 
une des racines, les autres ne laiflent pas 
de dépendre d’une équation du troifieme 
degré. Et on peut conclure de là qu’aufli 
les équations de dimenfions plus hautes, 
préfuppofent la réfolution de toutes les 
équations de degrés inférieurs.

7  66.

Or il y  a déjà quelques fiecles qu’un 
Italien , nommé Bombelli , a donné une 
regle pour cela, que nous nous propofons 
d’expliquer dans ce Chapitre (*).

Soit donnée l’équation générale du qua
trième degré, x*-\-ax'i -\ -b x x -\-c x  
=  o , où les lettres, a , b , c , d , fignifient 
tous les nombres imaginables. Qu’on fup- 
pofe maintenant que cette équation foit la 

même que celle - c i , ( x x  -j- l~ax ~j-/> ) 1
—  -j-/")’ —  o , où il s’agiffe de déter-

D* A L G E B R E. f

( * ) Cette méthode appartient plutôt à Louis Ferrari. O n 

la nomme improprement la regle de Bombelli, ainfi qu’oH 

attribue à Cardan la méthode imaginée par Scipion Furrta,



miner les lettres p ,q  &  /-, de maniéré qu’on 
obtienne l’équation propofée. Si on range 
la nouvelle équation, on aura

x* - j-  a x 3 a a x x  -J- aP x ~\~PP 
‘-f- z p x x — z q r x — r r 
—  q q x  X 

Or les deux premiers termes font ici déjà 
les mêmes que dans l’équation donnée ; le 
troifieme terme exige qu’on fafTe ~ aa -j- ip
— qqz=.b , ce qui donne qq =  L aa -j- z p
—  b ;  le quatrième terme indique qu’on 
doit faire ap—  i q r = c  , ou zqr =  ap —  c ; 
enfin on a pour le dernier terme p p — rr 
= d  , ou rrz=zpp— d. Voilà donc trois 
équations qui doivent donner les valeurs 
de p  , q &  n

7 6 7 .

La maniéré la plus facile d’en tirer ces 
valeurs efl la fuivante : qu’on prenne la pre
miere équation quatre fois, on aura 4qq 
= a a -\-% p —  4 b ;  cette équation multipliée 
par la dernière, r r ~ p p  — d , donne

Aqqrr

6j6 É  L É M  E N  s



4qqrs,=ï%p' -j- {a a — ąI)  pp— 8dp— d 
{aa —  4b). .

Si de plus on quarre la fécondé équation , 
oh aura Ą'qqrr=zaapp —r zaep -\-cc. Ainfi 
nous avons pour. ±qqrr deux valeurs qu’on 
peut égaler entnelles, ce qui fournit l’équa
tion 8d' -j- { a i— 4b)pp— 8dp— d{aa— 4b) 
źz±aapp— iacp-\-cc , ou , en portant tous 
les termes d’un même côté, üp'=— 4bpp
—J-(zac— 8d)p— aadĄ-^bd— ccrrro , équa
tion du troifieme degré , qui donnera tou
jours la valeur de p  par les réglés expofées 
plus haut.

7 6 8 .

Ayant donc déterminé les trois valeurs 
de p par les données a , b , c , d , ce qui 
ne demande que d’avoir trouvé une feule 
de ces valeurs , on aura aufli les valeurs 
des deux autres lettres q r ; car la pre

miere équation donnera qz=zyj l-aa-\-zp—b, 
&  la fécondé donne /-— î. Or ces trois 

valeurs étant déterminées pour chaque cas 
Tome /. T  t
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donné , voici comment on pourra trouver 
enfin les quatre- racines de l’équation pro
pofée :

Cette équation ayant été réduite à la 

forme ( ° *  

on aura ( x x - j - ^  —  ( ? 'Y +  r )%
&  en tirant la racine, x x  -j- \ a  x -\-p = q x  
Ą - r , ou bien x x -\-^ a x -\- p = — q x— r. 
La premiere équation donne xx  =  (y—  ̂a) 

x —^ - j - ^ d ’oii l’on peut avoir deux ra
cines ; &  la fécondé équation , à laquelle 011 
peut donner la forme 

x —p —r , fournira les deux autres racines.

7 6 9 .

Eclairciffons cette regle par un exemple, 
$c fuppofons donnée l’équation x 4 — io x ł 
-j-3  j x x — 50.V -j- 24 =  0. Si nous la com
parons avec notre formule générale , nous 
avon s a = — 1 0 ,  b= 3 5,  c = — 50 , <£=24, 
&  par conféquent l’équation qui doit donner 
la valeur de p  e(t 8/>’ — 140 pp-\~ 8



—  1 5 4 0 = 0 ,  ou zp5— yjpp-Ą-ioip— 385 
=  0. Les divifeurs du dernier terme font 
1 , 5 , 7 ,  1 1 , & c. Le premier 1 ne fatis- 
fait pas ; mais en faifant p =  5 , on trouve 

— 875-f-iOI° — 5 8 5 = 0  , en forte que 
p = =  5. Si on fuppofe de plus p =  7 , on

trouve 686— 1 7 1 5 “"i-  1 414 — 385 — °>
marque que / ? = 7  eft la fécondé racine.
Il refte à trouver la troifieme racine : qu’on
divife donc l’équation par z , pour avoir
^5— Upp _]_ 1 o \p — ̂  =  0 , &  qu’on con-
fidere* que le coefficient du fécond terme,,
o u — .étant la fomme de toutes les trois 2 "
racines , &  les deux premieres faifant 
enfemble 1 z , la troifieme doit néceflaire-

ment être1̂ .
- Nous connoiflôns par conféquent les 

trois racines en queftion. Mais remarquons 
qu’une feule eût fuffi , parce .que chacune 
donne également les quatre racines de 
notre équation du quatrième degré.

D* A  L G E B R E. 659
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77o.
Pour le p ro u v e r , foit d’abord p = ')  >

nous aurons<7= \ / i )  -j- 10 —  j 5 —  &  
/■=— 12±L° — î .  Or rien n’étant déterminéO O
par-là , prenons la troifieme équation rr 
= p p — d = i ) — 2 .4 = 1 , de forte q u e / = i  ; 
nos deux équations du fécond degré feront:

l . ) x x =  —  4 ,  II.) x x =  <fX— 6.
L a  premiere donne les deux racines x 

=  -v+ y A ,  ou x  =  , c’eft-à-dire x = ą 
&  x  =  i .

La fécondé équation donne x = ^ + y / ^ -  

= — -, c’eft-à-dire , x  =  3 &  x =  z.
Mais fuppofons maintenant / > = 7 ,  nous

aurons ÿ =  y 25 - j-  1 4 —  35 =  2 &  / • =

—  — 5 , d’où réfultent les deux 

équations du fécond degré, I.) x x = z y  x
—  1 2 ,  II.) xx =  } x —  i  ; la premiere donne

» ainfi x = z ą Sc x
: =  3 ; la fécondé fournit la racine x=z^l

/ + 1 
+  j &  par conféquent x  =  2 ,  &



jc r=  i ; de forte que par cette féconde 
fuppofîtion on trouve les mêmes quatre 
racines que par la premiere.

Enfin les mêmes racines fe trouvent, par 
la troifieme valeur de p ,  =  ̂ . Car on a

dans ce cas q =  \ / 1 5 -f- 1 1  —  3 5 = 1  , &  
r — — Il±l£ =  —  L. &  par- là  les deux 
équations du fécond degré ,

l . ) x x = 6x —  8, I L ) * *  =  4 * — 3.

On tire de la premiere, x  =  3 +  \ J  1 ,  c’eft- 
à-dire, x = 4  &  x  =  i  ; &  de la fécondé , 
x  =  z +  \/ ' 1 , c’eft à-dire,x =  3 S c x =  1 ,  
ce qui forme encore les quatre racines 
trouvées ci-devant.

77 r .

Soit propofée cette autre équation, x4
— 1 6 x — 12 =  0 , dans laquelle a =  o ,  
ù = o , c = —  1 6 ,  d = —  1 2. Notre équa
tion du troifieme degré fera, 8/>’ -{-96^
—  256 =  0 , ou p ’ -j— 1 ip —  3 2 = 0 ,  &  011 
peut rendre cette équation encore plus fim
ple, en faifantp  =  zt ;  car on a alors 8tJ

D* A  L  G E  S  R  E l  6 6 1
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-j-  i Ą t —  3 1 = 0 ,  ou^5-j~ 3 t — 4 ~ o .  Les
divifeurs du dernier terme font 1 , 2 ,  4. 
Une des racines fe trouve être r =  1 ; donc 
P = i , ( j = z \ / ą = z  i , &  r =  j  =  4.  Par 
conféquent les deux équations du fécond 
degréfont xx,= 2 .x ,-{- ł  ,&  x x = — ix — 6, 
&  elles fourniffent les racines x =  1 +  V  5 
&  x = —  1 +  y 7—  î •

772*
Nous tâcherons de rendre encore plus 

familiere la réfolution dont nous parlons > 
en la répétant toute entiere dans l’exem
ple fuivant :

On a l équation x 4— 6x'-\~ i î x x — 12.Y 
-j~4 =  o ,  qui doit être contenue dans la 
formule ( .yx — 3 .y -}-p)ł —  La1 x -\~r) — 10 > 
dans la première partie de laquelle on a 
rnis —  3.y ,  parce que— 3 eft: la moitié 
du coefficient — 6 du fécond terme de 
l’équation propofée. Cette formule étant 
développée , donne x 4 — 6x5 -f- ( ip  -[- 9 

xx  — cr) x pp — rr =  o , à

6 6 l E  L É M  E N S



comparer avec notre équation, 8c il en 
réfulte les égalités fuivantes :

l )z'p-i~9— M==l 2 » n -) 6pĄ*iqr==i i ,
III.) pp— r r =  ą. La premiere donne , qq 
z = ip — 3 ; la fécondé , i q r = i  z— 6p, ou 
q r =  6 —  3p ;  la troifîeme , r r = p p  —  4. 
Multipliant rr par qq , on a q q rr= z  i p '
—  3PP —  '■> &  d’un autre côté , fî 
on quarre la valeur de qr, on a q ç r r =  3 6 
'— l^P~\~9PP ;  ainfî nous avons l’équation

~  }PP— fyj-j-1  2==9PP— 3 $pĄ -l 6 , ou 
2p7— 12p p -\-i8 p — 2 4 = 0 ,  ou />5 —  6pp
-}- i 4P —  1 1 = 0  , dont une des racines eft 

p = i  ; &  il s’enfuit que q q =  1 , q =  1 &  
q r= zr= o . Donc notre équation fera ( xx  
■— 3 a'-f-*)’ = •*■*, 8c la racine quarrée en 
fera x x — y x -]- 2 = + a - .  Si on adopte le 

fîgne fupérieur, on a a*a'— 4a — 2 ; 8c en 
admettant le fîgne inférieur, on obtient'x x  
:— i y— 1 , d’où fe tirent les quatre racines 

A '= 2 +  y / 2 , &  x =  l ±  \ f ---1.

d '~A l g e b r  e. 66)
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C H A P I T R E  X V .

D'une nouvelle méthode de réfoudre les 
Equations du quatrième degré.

773-
1N Jo u s  avons vu comment, par la regle 
de Bom belli, on réfout les équations du 
quatrième degré par le moyen d’une équa
tion du troifieme degré ; mais on a trouvé, 
depuis l’invention de cette regle, une autre 
voie pour parvenir à cette réfolution ; &  
comme cette méthode eft tout-à-fait diffé
rente de la premiere , elle mérite d’être 
expliquée léparémcnr (*) .

774-
On fuppofe que la racine d’une équa

tion du quatrième degré a la forme x = \ / p

( * )  L a  m é th o d e  d o n t il v a  t i r e  q u e ft io n , ap p a rtie n t 

à  M . Eul.r lu i-m ê in c . I l l ’a e x p o f iç  d n s  le f ix ic in e  v o 

lu m e d es a n c ie n s  C o m m :n ta ir c s  de P<itcrsbotir£.



- f ' v V f V 7' » où les lettres p , q , r figni- 
fient les racines d’une équation du troifieme 
degré, 7̂  — f  S I — h = .o  ; en forte que 
p Ą -q Ą -r = f, p qĄ -p rĄ -qr= g , &  p q r= h .  
Cela pofé, on quarre la formule adoptée, 
x = y P - \ ~ y / y Ą -s/ f > &  on a . y .y  = p - \ ~ q  
-j-r-j-z V P<J~\-2 V Pr-V 2V c]r i &  puifque 
p -^ -q ^ -r= f, on a x x —- f= iy /p q -\ -z y / ipr 
-j- iy / q r ;  on prend de nouveau les quarrés, 
&z on trouve .y4 —  zfxx  -j- f f  = Ą p q  -\~4pr 
—j—4̂ rr—}—8 y/ppqr-j-8 y/pqqr-\-8 y/pqrr. O r 
Ąpq-\- Ąpr-\-Ąqr=Ąg, ainfi l’équation de
vient x*— ifx x - \ - f f—  Ą g = J  y/pqr. (y/p

+ v  H - v  ■r) ; v p + v  H - v  ■ r = *  >
&  p q r= h  , ou y/p q r = y  h ;  donc on par
vient à l’équation du 
— zfxx— % x^/h-\-ff— Ąg—  o ,  dont une 
des racines eft fûrement x = y / p - \ - y / q  
+ y / r ,  &  où p , q &  r  font les racines de 
lequation du troifieme degré, ^
-V g { —  h —  o.

d 1 A L G E B R E. 66 f
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775*
L  équation du quatrième degré , à la

quelle nous fommes parvenus, peut être 
regardée comme générale , quoique le fé
cond terme x 3 y  manque ; car nous ferons 
voir plus bas qu’une équation complété 
quelconque peut être transformée en une 
autre où le fécond terme foit ôté.

Soit donc propofée l’équation x 4 — a x x

— b x— c = :o , pour en déterminer une ra
cine. Nous la comparerons avec la for
mule trouvée , afin de parvenir aux valeurs 
d é f i  g  &  h ;  il faut i° . que 2f = a  , &  

f = ^ i  2°. que 8 \// i= b  , ainfi =

3°* qu e f f — 4g = — c ,  o u a- f - 4 g + c = o ,  

ou ~ a a Ą -c = z 4g j  par conféquent q’- ie £ = ^  

aa 4-1 c.

7 7 6 .

Puis donc que l’équation x 4— axx— bx
— c = o , donne les valeurs des lettres f , 

g &  h ,  de manière que f  = ~ a ,  g - ^ a a
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^  c , &  h =  ̂ bb, ou \  h =  \ l , on for
mera de ces valeurs l’équation du troifieme 
d egré^ —  / { { + £ { — ^ = 0 ,  pour en cher
cher les trois racines par la regle connue. 
Et fi l’on fuppofe ces racines, 1.) i = p ,
II.) £ = 7 ,  III.) i = r , il faut qu’une des 
racines de notre équation du quatrième 
degré foit x =  \ /  p Ą - ^ J  î + v 7'-

777*
II femblc d'abord que cette méthode 

ne fournit qu’une feule des racines de 
l’équation propofée ; mais fi on réfléchit 
que chaque figne y/  peut être pris, tant 
négativement que pofitivement, on fenrira 
fur le champ que cette formule contient 
même toutes les quatre racines.

Il y  a plus : fi on vouloit admettre tous 
les changemens pofîibles des fignes , on 
auroit huit valeurs différentes pour .y , &  
cependant quatre feulement peuvent avoir 
lieu. Mais remarquons que le produit de 
ces trois termes, qui eil \/pqr , doit être

ri A L C E  B R E .  66?
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égal à \Jh  =  g- b , &  que fi \b  eft pofitif > 
le produit des termes yfp  , y/q &  y /r , 
doit pareillement être pofitif, de forte que 
les variations admiffibles fe réduifent aux 
quatre qui fuivent :

I.) * =  v p + v q + y / r ,

II.) * =  y/p— y/q— y / r ,

III.) x = - y / p - \ r y/q— y / r y

IV.) x = — y/p— y/q-\-\/r.

De même, quand | b eft négatif, on a 
fimplement les quatre valeurs de x  que 
voici :

I.) *= y/p-\-y/q— Vr,
II.) * =  \ Jp — V q~\~V r i

III.) x = — y/p-{-\/q-\-\/r >

IV.) — y/p— y/q— \ f  r-

Cette remarque nous met en état de 
déterminer les quatre racines dans tous 
les cas ; l’exemple fuivant le fera voir.
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7 7 8 .

Soit propofée l’équation du quatrième 
degré a-4— z jX x -\ -6 o x —  3 6 = 0 ,  dans 
laquelle le fécond terme manque. Si nous 
la comparons avec la formule générale, 
nous avons a =  2 5 , bz=.— 60 &  c =  3 6 , 

&  après cela / =  7 ,  ^  +  9 =  z, |  > &  

moyennant quoi notre équation 
du troifieme degré devient :

Pour chafler d’abord les fraftions, fai-
r  u M  I 769ions z = - ' ,  nous aurons-------— . —-

X * ’ 64 2 l6  ' 16

—  ” 5 =  0 , &  en multipliant par le plus
grand dénominateur, u3— 50 */«-{-7 69:*
—  -j6oo =  o. 11 faut déterminer les trois 
racines de cette équation ; elles fe trouvent 
toutes trois pofitives \ l’une d’elles efl u— y , 
&  en divifant l’équation par u— 9 , on 
trouve la nouvelle équation uu —  4 1 u +  400 
=  0 ,  ou u u = ą i u — 4 0 0 , qui donne u

—  IL +  y / ï ÿ l Z l E 0— i de forte que les



trois racines font «=9, u=i6, Sz 
Par conféquent

!•) x =  4.»1L) T — 4 , III.) { =  ÿ .
Et voilà donc les valeurs des lettres p , 

q &  r , c’eft-à-dire que q — 4) r
=  Maintenant, fi nous faifons atten
tion que y/pqrz= \//i= . —• ' l ,  &  qu’ainfî 

cette valeur =%■?> eft négative, il nous 
faudra, pour nous conformer à ce qui a 
été dit à l’égard des fignes des racines \ / p ,  
\/g  &  \ / r ,  prendre tous ces trois radicaux 
en moins, ou n’en prendre qu’un feul en 
moins ;  &  par conféquent, comme \/p  
=  i  , &  y / r = = l f les quatre
racines de l’équation propofée fe trouvent 
être :

I . ) * —  1 +  2 —  \ =  I ,
II.)*  =  =  1 ,

III.) x = = ---\-\- 2 - | ~ f =  3 ,
I V . ) * = —  f —  2— w =  —  6.

De ces racines réfultent les quatre faveurs, 
( * —  1 ) ( *  —  2) ( x —  3 ) ( x - f ô )  =  o.

5 7 0  £  L É  M  E N  S



Les deux premiers multipliés enfemble, 
donnent x x — }x-\-z -, le produit des deux 
derniers eft x x - j - y r  —18 , &  en multi
pliant ces deux produits l’un par l’autre, on 
trouve exa&ement l’équation propofée.

779-
Il nous refte à faire voir comment une 

équation du quatrième degré, dans laquelle 
le fécond terme fe trouve, peut être trans
formée en une autre où ce terme manque. 
Nous donnerons pour cet effet la regle fui- 
vante.

Soit propofée l’équation générale y*  
-f" ay 1 ~\~tyy~\~cy~\~d=o. Qu’on ajoute à 

y  la quatrième partie du coefficient du

fécond terme , ou bien ~ a , &  qu’on écrive
à la place de la fomme une nouvelle lettre

x  , de façon que y  -j- - a = x , &  par confé-

quentjy— * —  ~ a.; on aura y y = x x — -i

a x -\ -~ a a ,  y ’ ^ . v 3 —  - ax.x.-\- ~aax— ~  
16 J  4 r  <3 6 4

c ’ , &  enfin ce qui fuit :

2>’ A L -G E B X E'. 6 7 1



y 4 = * 4— a x ,+ j* ‘ix x  — ~ a 'x  +  -~ a 4 
+ay> =z +<7.v5 —  ^aaxx  +  x  — —■a4 

Ą-byy — Ą - b x x  — \a b x  ■+--~aab
+  c y =  + c x  — '-ac
■f- d — d.

z*-\- O —  | aaxx-\-^a>x — -±£a.A
+  b x x  —±abxĄ—̂ aab  

-J-C-V — -ac

+  4
On a donc à préfent une équation, dans 

laquelle le fécond terme eft ôté , &  à la
quelle rien n’empêche d’appliquer la regle 
donnée, pour en déterminer les quatre ra
cines. Après quoi ces valeurs de x étant 
trouvées, on déterminera facilement celles 

de y ,  puifque y =  x — '-a.

7 8 0 .

Voilà où on eft parvenu jufqu’à préfent 
dans la rcfolution des équations algébriques ; 
c’eft inutilement qu’on s’eft donné beaucoup 
de peines pour réfoudre de la même ma
niera les équations du cinquième degré &:

de
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de dimensions plus élevées , ou pour les 
réduire du moins à des degrés inférieurs; 
de forte qu’on n’efl: pas en état de donner 
des réglés générales pour trouver les ra
cines des équations qui paflent le quatrième 
degré.

Tout ce qu’on a eu de fuccès ne s’étend 
qu’à des cas très-particuliers ; le principal 
de ces cas eft celui où une racine ration
nelle a lieu -, car on la trouve facilement 
par la méthode des divi/èurs , parce qu’on 
fait qu’une telle racine doit toujours être 
fadeur du dernier terme ; le procédé , au 
relie, efl: le même que celui que nous avons 
enfeigné pour les équations du troifieme 
&  du quatrième degré. •

7 8 1 .

Il fera cependant néceffaire d’appliquer 
encore la regle de Bombelli auffi à une 
équation qui n’ait point de racines ra
tionnelles.

Soir donnée l’équation y  * — 8 y ’ -j- 1 Ą jy  

Tome /, V  v
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_j-4y — 8 — o. 11 faudra commencer par 
retrancher le fécond terme, en ajoutant le 
quart de fon coefficient à y ,  en fuppofant 
y — i = x  , &  en fubftituant dans l’équa
tion , au lieu de y fa nouvelle valeur X4-2, 
au lieu de y  y  la valeur x x - j“ 4X-{-4 , &  
au lieu de j 3 la valeur x 3 - f-é x x - f- i  i x  
H -8. Et faifant de même à l’égard de y 4? 
on aura :

y 4 =  x 4 - j-  8 x 3 -f  2 ą x x  4 - 3 2 x 4 - 1 6

—  8y’ =  — Sx!~48xx — 96X—64 
—j—14yy=  4-14XX 4- )6x 4-56

4y  —- -f* 4x +  8
—  8 = ___________________________________ -  8

x 4-j~ o — i o x x — 4 x 4 -  8=0 .

Cette équation étant comparée avec 
notre formule générale , donne a =  1 o , 
b = 4 , cr=— S ; d’où nous concluons que 
/ = *  , g — ' j ,  h=z'- &  y/h =  {  ; que le 
produit \/pcjr fera pofitif ; &  que c’eft de 

l’équation du troifieme degré ^  — 5 +  7  

£ — ~ =  o ,  qu'il faut chercher les trois 
racines p  , q , r.



7 8 2 .

Retranchons d’abord les fraclions de cette 

équation. Si nous faifons  ̂=  | ,  nous avons, 
après avoir multiplié par 8 , l’équation iû 
•— i c u u - ^ i y u — 2 =  0 ,  où toutes les 
racines font pofitives. Or les divifeurs du 
dernier terme font 1 &  1  ; fi nous efïayons 
par« =  i ,  nous trouvons 1 —  1 o —j— 17— 2 
=  6 ; ainfi l’équation ne fe réduit pas à 
zéro j mais en efïayant par il =  z , nous 
trouvons 8— 40-I-34— 2 = 0 ,  ce qui fa- 
tisfait à l’équation, &  donne à connoître 
que u = z  eft une des racines. Les deux 
autres fe trouveront en divifant par u— z t 
comme de coutume $ le quotient uu —  Su 
+ 1  = 0  donne uu=-Su—  1 ,  &  u = ą +  \ / 15.  

Et puifque , les trois racines de l’é
quation du troifieme degré font, I.)  { = p

= 1  , II.) {— 7=  III.) { = ^ = ±^ .

t> A  L G E S  R E» Ç j f
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7 8 3 .

Ayant donc déterminé p , q ,  r ,  nous
avons aufli leurs racines quarrées, favoir :
y /p — l , y/ **, &  y / r =  V î- t-V'i.

* 2 
Mais nous avons vu plus haut, ( 6 7 5 ,

6 7 6) ,  que la racine quarrée de a +  y /  b ,

quand y/ aa— b = c ,  s’exprime par y / a+y/ b

== \ / a- ~  +  V a~r » > comme dans notre 
cas a =  8 &  y//?r= z y /i 5 , &  que par 
conléquent b = 6 o  &  c = z  , nous avons

y / s - j - i i / i  j  &  y / S — z y /  1 j

=  V/ 5— ^ 3-
O r, nous avons maintenant \ / p —  1 ,

y/q =  ̂ , t k  donc, puif
que nous favons aufli que le produit de 
ces quantités efl: pofitif, les quatre valeurs 
de x  feront celles-ci :

1.) x = y / p + S q + V  r =
— lJrv/ 5 >

II.) x ^ p - Sq - y/

6 j 6  Ê  L  É  M  E  N  S
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III.) X = - x / p +  y/ 7—  y/ T=z- 1
= •  i - f  v/ 3 ,

IV.) X = z - ^ p —  y/ v//— - 1 _ w m ± l

— — I— V/3- 
Enfin, comme nous avions y= x~ ^ ~  r y 

les quatre racines de lequation propofée 
font :

J-Xŷ +vA» 1+\/3 »
II->JK=3—\/ 5> IV-)JK— i—\/j«

D ’ A L G E S  R  E l 677

C H A P I T R E  X V I .

/<z rêfolution des Equations par des 
approximations.

7 8 4 t . -

L orsque les racines d’une équation ne 
font pas rationnelles, foit qu’on puiffe les 
exprimer par des quantités radicales, foit 
qu’011 n’ait pas même cette refiource, 
comme c’eft: le cas pour les équations qui 
pafTent le quatrième degré, on eft obligé de

V v 3



fe contenter de déterminer leurs valeurs par 
des approximations, c’eft-à-dire par des 
voies qui font qu'on approche toujours 
davantage de la vraie valeur , jufqu’à ce 
que l’erreur puifîe être cenfée nulle. On a 
propofé différentes méthodes de cette e£ 
pece , nous allons détailler les principales.

7 8 5 .

Le premier moyen dont nous parlerons, 
fuppofe qu’on ait déjà déterminé affez exac
tement la valeur d’une racine ( * ) ; qu’on 
fâche , par exemple, qu’une telle valeur 
fuîpaffe 4 , &  qu’elle efl plus petite que 5. 
Dans ce cas, fi l’on fuppofe cette valeur 
=  4 —f— , 011 efl sûr que p  exprime une 
fraction. Or fi p  efl une fraftion , &  par 
conféquent moindre que l’unité, le quarré

( * )  Cette méthode eft celle que Newton a donnée au 

commencement de fa méthode des fluxions. En l’appro- 

fondtflar.t on !a trouve fujette à différentes im p o r t io n s  •, 

c ’eft po;nc;uoi en y  fuLftimera avec avantage h  méthode 

que M . de la Grange a donnée dans les M ém oires de 

B rriin  ,  pour les année» 17 6 7  et 17 6 8 ,
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de p , Ton cube , &  en général toutes les 
puiflances plus hautes de p  , feront encore 
beaucoup plus petites à l’égard de l’unité y 
&  cela fait que , puifqu’il ne s’agit que 
d’une approximation , on peut les omettre 
dans le calcul. Quand on aura donc dé
terminé à  peu près la fraôlion p , on con- 
noîtra déjà plus exa&emeut la racine 4 + p  ;  
on partira de là pour déterminer une nou
velle valeur encore plus exafte , &  on 
continuera de la même maniéré , jufqu a 
ce qu’on ait approché de la vérité autant 
qu’on le fouhaitoit.

78 6.
Nous éclaircirons cette méthode d’abcrcl 

par un exemple facile , en cherchant par 
approximation la racine de l’équation 
c=  ZO.

On voit ici que x  efl plus grand que 4 
&  plus petit que 5 -, en c’onféquence de 
cela on fera x =  Ą-\-p , &  on a u r a x x = i 6  
Ą.%pĄ.p p = 1 o -, mais comme pp efl; très-

V v  4
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petit, on négligera ce serme pour avoir 
feulement l’équation i6 -[-8 iP = 2 o  , ou 8p 

=  4 ; elle donne p = '- t k . x = 4  ce qui 
approche déjà beaucoup plus de la vérité. 

Si donc on fuppofe à préfent x =  4 -  +  p j  
on efl: fûr que p fignifie une fra&ion en
core beaucoup plus petite qu’auparavant, 
&  qu’on pourra négliger pp à bien plus 

forte raifon. On aura donc x x  =  10  -4
> Ą -yp =  i o ,  ou 9/> = — &  par confé

quent p = —  i  ; donc x = 4  I  —  1 = 4  if.

Que fi T on vouloit approcher encore 
davantage de la vraie valeur , on feroit 

x = 4  j-6~\-p > &  auroit n  =  20“

4 " 8 ï ô P ^ 1 0 ’  ain** “ 7̂ 2» Ï 1LP
— __Ji — _  L &  p—  - V_ ____! _

iîÿ(5 36 ’ 1  36 311 1159**

Donc ------i—=  4 4473, valeur qui
36 1 T 591  1 1 591  1

approche fi fort de la vérité , qu’on peut 
avec confiance regarder l’erreur comme 
nulle.

6So E  L Ê M  E N  S



7 8 7 .

Généralifons ce que nous venons d’ex- 
pofer, en fuppofant que l’équation donnée 
foit xx=a , & qu’on fâche d’avance que X 
eft plus grand que n > mais plus petit que 
77—}— 1. Si après cela nous fuppofons x=n 
>Ą-p, en forte que p  doive être une frac
tion , &  que pp puiffe fe négliger comme 
une quantité très-petite , nous aurons xx 
= n n - Ą - w p = a j  ainfi 2n p = .a  —  nn , &  

par conféquent x = z n - j- t i l l

:— -n~ • Or f in approchoit déjà de la vraie 

valeur , cette nouvelle valeur n~ a en ap 
prochera encore beaucoup plus. Ainfi en 
la fubftituant a n ,  on fe trouvera encore 
plus près de la vérité ; on aura une nou
velle valeur qu’on pourra fubftituer de nou
veau , afin d’approcher encore davantage ; 
&r on pourra continuer le même procédé 
auffi loin qu’on voudra.

Soit , par exemple, <2=2 , c’eft-à-dire 
qu’on demande la racine quarrée de 2 ; fi
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on connoît déjà une valeur affez appro
chante , &  qu’on l’exprime par n , on aura 
une valeur de la racine encore plus appro
chante, exprimée par n- ~ .  Soit donc

I.) n =  i , on aura x = ~ 9

II.) n = ~  , on aura x = —,'  2 12 7
III.) n =  '-ï, on aura x = ^ 7l-,'  12 7 ĄCS 7

cette derniere valeur approche fi fort 
de \ / 1  , que fon quarré 7 ^ 2  ne différé du 

nombre 2, que de la petite quantité 77^ -, 
dont il le furpaffe.

7 8 8 .

On pourra procéder de la même 
manière, quand il s’agira de trouver par 
approximation des racines cubiques , 
quarré-quarrées, S-rc.

Soit donnée l’équation du troifieme 
degré , x 1= a  y &  qu’on fe propofé de

trouver la valeur de y/a. On fuppofera, 
fachant qu’elle cil à peu près n , q u e x = «  
*\-p i 011 aura, en omettant pp &  p \ x >

6 S i  E  L é  m  e  h  ś



t=n'-j~ynnp=a ;  ainfi 3 nnp=a —  /z’ ,
0   ̂ j _zn}-\-ci ç. .
< x p =  -------- ; donc *  — -------- . 51 donc

3/2/z 3/2/z

n eft de fort près =  y / a , la formule que 
l’on vient de trouver en approchera 
encore beaucoup plus. Mais pour une 
précifion encore plus grande, on pourra 
la fubftituer à fon tour à la place de n , 
&  ainfi de fuite.

Soit par exemple x’= i , &  qu’on

veuille déterminer y /z. Si n approche de

près lé nombre cherché , la formule —■■■+ 1 -1 3 lin
exprimera ce nombre encore de plus près j  
qu’on fa fie donc

I.) n = j , on aura x==4-,
II.) n — *- , on aura

III.) / * = * ; ,  on aura .v =/ 7i ’ UbOj 425,4

7 8p.
On emploie cette méthode avec le même 

fucccs , pour trouver par approximation 
les racines de toutes les équations.

d ’ A  L  G E  B  R  E .  Ć 8}



Suppofons, pour le faire voir, qu’on ait
l ’équation générale du troifieme degré,
x> -Ą-axx-Ą-bx-^-c= : o , où n approche
déjà beaucoup d’une des racines. Faifons
x = =  n— p i & ,  puifque p  fera une fra&ion,
négligeant les puiflances de cette lettre
plus hautes que le premier degré, nous
aurons x x = n / i  —  z np , &  x 1 =  —  “$nppi
d’où réfulte l’équation n? —  ^nnp-\-ann
—  zanp-^-bn —  bp-Ą- c =  o , ou n?-\-ann 

3 nap-J- 1 anpĄ-bp=  ( 3 nnĄ-zan 
. . .  . r  n}-\-ann-\-bn-\-c Q

Ą -b )p ; ainfi p = = ---- i----j— !----r-i—, &  *
3/z/z —j— zan~Y-b

/n? + ann + bn + c\__zn1 -\-ann—c 
^ ^ nnĄ -zan-\-b ' ^nn+zan+b'

Cette valeur, qui eft déjà plus exa&e que 
la premiere, étant fubftituée à la place de 
n , en fournira une nouvelle encore plus 
exa&e.

790.
Soit , pour appliquer ce procédé à un 

exemple, x 1 - f - z x x -\ ~ }x — 5 0 = 0  , où
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Z? A  Ł G E Ë  R E. 

a =  2 , 6 =  1 &  c =  — 50. Si n eft cenfé
approcher de près une des racines, x

2/z5-}- rnn-\- <jO r  .
= ----- -—------- -̂--- , lera une valeur en-

3/2/2—f-4/z—r-3 
core plus proche de la vraie. Or la valeur
x = }  n’étant pas éloignée de la véritable, 
nous fuppoferons « = 3  , &  nous trouvons 
x = ~ .  Que fi nous écrivions cette nou
velle valeur à la place d e n ,  nous en trou
verions une autre encore plus exa&e.

79r*
Nous ne donnerons pour les équations

des degrés fupérieurs au troifieme, que
l’exemple fuivant :

Soit x ' =  6 x - \ - 1 o , ou x* —  6 x — 10
=  0 , où on remarque facilement que 1
eft trop petit, &  que 2 eft trop grand. O r,
fi x  —  n eft une valeur allez proche de la
vraie , &  qu’on faffe x = n - \ - p , on aura
x ' =  n' -}- 5 n* p , 8c par conféquent n5
-j- y iĄp = 6 n -^ -6 p  -}- 10 , ou y i 'p —  6p

, 6/2 + 10 —  nT
=  6/2 +  10 —  n\ Don c p = -~ — ----- -— -1 1 y i*— ó



&  x  =  Qu’on fuppofe n =  i j

on aura — 1 4$ cette valeur eft
tout-à-fait impropre, &  cela vient de ce 
que la valeur approchée de n étoit de beau
coup trop petite. On fera donc n =  1 , &  
on aura x = ~  =  valeur qui s’écarte 
beaucoup moins de la vraie. Si on fe don- 
noit la peine de fubflituer maintenant, au 
lieu de n , la fraftion j 7 , on parviendroit 
à une valeur encore bien plus exa£le de 
la racine x.

7 9 2 .

Voilà la méthode la plus ordinaire pour 
trouver par approximation les racines d’une 
équation, &  elle s’applique utilement dans 
tous les cas.

Nous allons indiquer cependant une autre 
méthode , qui mérite attention h caufe de 
la facilité du calcul (*). Le fondement de

( ’ ) L a  m é th o d e  d 'a p p ro x im a tio n  qui fu it ,  fe  fo n d e  

û t f  la  th é o r ie  d çs  f i r i ę *  qu ’o n  n o m m e  récurrentes,  & . q u i
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cette méthode confiée à déterminer pour 
chaque équation une fuite de nombres , 
comme a , b , c , &c. tels que chaque terme 
de la fuite, divifé par le précédent, indique 
la valeur de la racine d’autant plus exac
tement , qu’on aura continué plus loin cette 
fuite de nombres.

Suppofons que nous foyons parvenus déjà 
aux termes/», q , r , f , t , &c. il faudra que 

j- indique la racine x  déjà affez exaftement 

c’eft-à-dire qu’on ait à très-peu près*- = x .  

On aura de même T- =  x , &  la multipli

cation des deux valeurs donnera - = x x .
p

o r.t  été im a g in é es  p a r  M .  de Aloivre. O n  d o it  ce tte  mé-? 

th o d e  à  M .  Daniel Bernoullï , q u i l’a  d o n n é e  d a n s  le s  

a n c ie n s  C o m m e n ta ire s  d e  P é te r sb o u rg  , tom. 1 1 1 . M a is  

]\T. Euler la  p ré fen te  ic i  (bus un p o in t  d e  v u e  un  p e u  

d iffé ren t. C e u x  q u i fo u h a itero n t d ’a p p r o fo n d ir  c e s  m a 

tiè re s  , p e u v e n t  c o n fu lte r  le s  c h a p itre s  x m  & . x v l l  du  

p re m ie r  v o lu m e  de l'introd. in anal. infinitorurn de n o tre  

c é lè b re  A u te u r  : O u v r a g e  e x c e lle n t  ,  d an s le q u e l p lu 

fieu rs  d e s  m atiè res  tra itées  d a n s  c e tte  p re m ie re  p a rt ie  ,  e t  

b e a u c o u p  d ’au tres  é g a le m e n t  r e la t iv e s  a u x  M a th é m a ti

q u es p u r e s ,  fo n t d é v e lo p p é e s  a v e c  au ta n t d e  c la rté  que 
d e  p ro fo n d e u r .
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De plus, comme -r =  x  , on aura auffi £ 

=  .y3 ; enfuite, puifque ^ =  x t on aura *- 
=  x A, &  ainfi de fuite.

793-
Afin de nous expliquer mieux fur cetre 

méthode , nous commencerons par l’équa
tion du fécond degré , &  nous 
fuppoferons que dans la férié ci-delîus fe 
préfentent les termes p ,  <7, r , f , r , & c .

O r ,  comme l = x , &  - = •  x x  , nous ob- 
’  p p ’ 

tiendrons l’équation - =  a~ -f- 1  >oucl~\~P— r’ 
Et comme nous trouvons de la même ma
nière que f=.r-\-cj , &  t= f-Ą -r ; nous en 
concluons que chaque terme de notre fuite 
eft la fomme des deux termes précédens ; 
de forte qu’ayant les deux premiers termes, 
on eft en état de continuer facilement la 
fuite auffi loin qu’on voudra. Quant à ces 
deux premiers termes, on peut les prendre 
à volonté ; Ci nous fuppofons donc qu’ils 
foient 0 , 1 ,  notre fuite fera o , i , i , z ,

688 E L Ê M  E  N  S
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3 , 5 , 8 , 1 3 , z i ,  3 4 ,  55 , 8 9 ,  1 4 4 ,  &C.

&  telle que, fi on en divife un terme quel
conque par celui qui le précédé immédia
tement , on aura une valeur de x  d’autant 
plus approchante de la véritable , qu’on 
aura choifi un terme plus éloigné. L’erreur, 
à la vérité, eft très-grande au commen
cement ; mais plus on avance, &  plus elle 
diminue. Voici la fuite de ces valeurs de x , 
dans l’ordre où elles s’approchent toujours 
davantage de la véritable :
__ i I i l l i  *î IL il II ■
---- o 5 ’  8 ’  13 » a i  * 34 t

- ,  T4, &C.55 ’  89 ’

S i, par exemple, on fait on a

f4I = "  4 - 1  =  — , où l’erreur n’eft que de 
1*9 13 I 169 ’

— : les termes fuivans la donneroient en*
i <9
core plus petite.

794*
Confidérons auffi l’équation x x = i x -\-1 j 

&  puifque toujours x = j ,  &  x x = z ~ 9 
nous aurons = 1 1 - | - 1 ,  ou r =  zq p ;  

Tome /. X x



d’où nous concluons que le double de 
chaque terme ajouté au terme précédent, 
donne le terme fuivant. Si nous commen
çons donc encore par 0 , 1 ,  nous aurons 
la férié :

0 5 1 j 1  » 5 ? 1 * > 29 > 70 , 169 , 408,  &c.
d’où il s’enfuit que la valeur cherchée de .y 
ièra exprimée de plus en plus exaftement 
par les fractions fuivantes :
V-—-i. — L 11 12 12. 4~S oT_

O ’  I  »  2 »  5 > 1 1  > »  7 o  > T 6 9  ’

lefquelles, par conféquent, approcheront 
toujours davantage de la vraie valeur x  
=  1 - f -  \ /  2. ; de forte que fi on retranche 
de ces fra&ions l’unité, la valeur de y / î  
fe trouvera exprimée de plus en plus exac
tement par les fra&ions :

L -  L 7 17 4« 99 1̂9 Orf.
• * i  * 2 * 5 3 i* ’ 29 ’ 70* 169 * v

Par exemple , ^ a  pour quarré ce 
qui ne différé que de— ; du nombre 2.

795-

Cette méthode n’elt pas moins appli
cable aux équations qui ont un plus grand
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nombre de dimenfions. Si l’on a , par exem
ple , l’équation du troifieme degré x 3= x x  
+  * * +  i , on fera x = j  , x . r = - ,  &  x*
—  &  on aura. f= z r - \ - - q - \ - p , par où 
l ’on voit comment, par les trois termes 
p  y q &  r ,  on doit déterminer le fuivant f ;  
êc comme le commencement eit toujours 
arbitraire, on peut former la férié qui fuit : 
0 , 0 ,  i ,  1 , 3 , 6 ,  1 3 ,  1 8 ,  6 0 , 1 2 9 ,  & c . 
de laquelle réfultent les fra&ions fuivantes 
pour les valeurs approchées de x  :

_ o I I 3 l 8  12 9  n

X ---o ’ r , 3 » 6 ' ’ I7’ ÎS’ &T> ôrc*
les premieres de ces valeurs font prodigieu- 
fement en défaut ; mais fi on fubftitue dans 
l’équation, au lieu de x , ^ o u ^ , on trouve
3J 7J  _  « î  12 _ j_  j  —  g  o ù  j ,  , f t
343 49 1 7 1 343
que de jl.

7 96.
Il faut remarquer cependant que toutes 

les équations ne lont pas de nature à pou
voir y  appliquer cette méthode} &  particu
lièrement lorfque le fécond terme manque,

X x z
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óęjz E L Ê  M  E  N  S

elle ne peut être employée. Car foit j 
par exemple, x x = z - ,  fi on vouloit faire 

x = j & z  x x = p  on auroit^— z , ou r  
=  zp, c’e f t -à -d i re  r = o q - \ -  ip , d’où 
réfulteroit la fuite
i , i , z ,z,4,4, 8, 8, 16, 16, 32, jz&c.
de laquelle on ne peut rien conclure, parce 
que chaque terme, divifé par le précédent, 
donne toujours 1 , ou z. Mais on 
peut obvier à cet inconvénient, en faifant 
x = y —  1 -, car de cette façon on ay y -\ -  zy
—  1 =  z ; &  fi l’on fait maintenanty = f  
& y y  =  y , on trouve l’approximation que 
nous avons déjà donnée ci-deflus.

Il en feroit de même de lequation x ' 
=  z ; elle ne fourniroit pas une telle fuite de

Mais on n’a qu’à luppofer xz=zy—  1 , afin 

-d’avoir l’équationy3—  iyy~-\~îy—  1 —  2» 
Q\xy’ = .y y y  —  3 ^ 4 " 1 > car faifant à préfent

797-

nombres qui indiquât la valeur



y — )> y y ~ j > & y = p  °n a / =  v — w
-|~3p  y moyennant quoi l’on voit comment 
trois termes donnés déterminent le fuivant* 

Adoptant donc trois termes quelcon
ques pour les premiers, par exemple o , 
o , 1 , on a la férié que voici :

1 > 3 ? ^ M 4»324j ^ c .
Les deux derniers termes de cette fuite 

donnent y = ^ ~ 6 c  x= z  &: cette fra&ion 
approche en effet affez de la racine cubique 
de 1  ; car le cube de ̂  eft ~ , 6c celui de

D * a  L  «  E  B  R  E'. 6 9 $
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Il faut obferver de plus, au fujet de cette 
méthode, que lorfque l’équation a une 
racine rationnelle, &  qu’on choifit le com
mencement de la période tel que cette 
racine en réfulte, chaque terme de la fuite, 
divifé par le terme précédent, donnera 
également la racine exaftement.

Pour le faire voir, foit donnée l’équa
tion x x = x - \ - i  j dont une des racines eft

X x  3



x  =  2 ; comme on a i c i , pour la férié , 
la formule rz=q  -j- t p , fi on prend i , 2 
pour les deux premiers termes, on a la 
fuite 1 , 2 , 4 ,  8,  1 6 ,  32 , 6 4 , & c. qui 
efl: une progreflion géométrique dont l’ex- 
pofant =  2.

La même propriété fe prouve par l’équa
tion du troifieme degré =  jtat—J—3 at— 9 ,  
qui a x  =  3 pour une des racines. Si on 
fuppofe les premiers termes 1 ,  3 , 9 , on 
trouvera, parla fo rm u le /= r-{-3ÿ -}-9 p , 
la férié 1 , 3 , 9 ,  27 > 8 1 , 243 , & c. qui 
efl: pareillement une progreflion géomé
trique.

7 9 9 *

Mais lorfque le commencement de la 
fuite s’écarte de la racine, il ne faut pas 
croire qu’on ira du moins en s’approchant 
de cette racine ; car lorfque l’équation a 
plus d’une racine, la fuite ne donne par 
approximation que la plus grande racine ; 
pB ne prouve pas une des moindres, à moins
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d’avoir choifi les premiers termes conve
nablement pour cet effet ; cela s’éclaircira 
par l’exemple fuivant :

Soit l’équation x x  =  ą x  —  3 , dont les 
deux racines font x = i  &  x = $ .  La for
mule pour la fuite efl; r = Ą q — 3p  , &  fi 
l ’on prend 1 , 1 pour le commencement 
de la férié , qui indique par conféquent la 
plus petite racine , on a pour la fuite en- 
îiere : i , 1 , 1 ,  1 , 1 ,  1 , 1 , 1 ,  & c . mais 
fi on adopte pour premiers termes les nom
bres 1 , 3 ,  qui contiennent la plus grande 
racine, on a la fuite : 1 ,  3 , 9 , 27 , 81 , 
343 > 7 29 f & c* °k  tousles termes indiquent 
avec précifion la racine 3. Enfin , fi on 
adopte un autre commencement quel
conque , pourvu qu’il foit tel que la plus 
petite racine n’y  foit pas comprife , la férié 
approchera toujours davantage de la plus 
grande racine 3 ; c’efl: ce qu’on peut voir 
par les fériés qui fuivent :

Z>’  A  L  G E  B  R  E .  6ç)^
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Commencement,

o» i , 4 , 13 » 4° ,  I 2 i ,  364 ,  &c.  
ï »  2 , 5 ,  1 4 , 4r , 1 2 2 ,  365 ,  &c.
2 , 3 , 6 , M> 42 , i * 3 ,  366 , 109  5,& c. 
2 >1 , — 2 »— 1 1 , ~  3 8>—I 1 8, -3 6 2 ,- 10 9  1 , 

- 3 2 7 8 ,  & c.

où les quotiens de la divifion des derniers 
termes par les précédens, approchent tou
jours plus de la racine plus grande 3 , &  
jamais de la plus petite.

800.
On peut appliquer cette méthode même 

à des équations qui vont à l’infini ; l’équa
tion fuivante en fournira un exemple :

+  &c. 
La férié doit être telle pour cette équation, 
que chaque terme foit égal à la fomme 
de tous les précédens, c’eft-à-dire qu’on 
aura

1 , t ,  2 , 4 , 8 , 1 6 ,3 2  , 6 4 1 128 , & c. 
d’où l’on voit que la plus grande racine



de l’équation propofée eft exa&ement 
x  =  z -, &  c’eft ce qu’on peut faire voir 
suffi de la maniéré fliivante. Qu’on divife 
l’équation par x°°, on aura

, = ï + ? + ? + ? + & c- 

ce qui eft une progreffion géométrique, 
dont la fomme fe t r o u v e = j^ ;  de forte 
que i = ~  ; multipliant donc par x —  i , 
on a x — 1 = 1 ,  &  x =  i .

8 0 1 .

Outre ces deux méthodes de déterminer 
par des approximations les racines d’une 
équation , on en trouve çà &  là quelques 
autres , mais qui font toutes ou trop 
pénibles ou trop peu générales. La méthode 
qui mérite la préférence fur toutes, eft 
celle que nous avons expliquée en premier 
lieu ÿ car elle s’applique avec fuccès à toutes 
les efpeces d’équations, tandis que l’autre 
exige fouvent que l’équation foit préparée

2>’  A  L  G E B R  £■«



E l e  m e n s , & c .  

d ’une certaine maniéré , fans quoi on ne 
peurroit en faire ufage ; nous en avons 

y u  la preuve dans différens exemples.

Fin  de C A  ncilyfe déterminée.
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S E C T I O N  P R E M I E R E .

D e s  différentes Méthodes de calcul pour 
les grandeurs fimples ou incomplexes.

C h a p .  I. D  e s  Mathématiques engend
r a i  y pag. i

------ II. E x p lic a tio n  des fig n es  -J- plus
&  —  moins. 6

-------III. D e la multiplication des quantités
fim ples , . 1 6

 • IV . D e la nature des nombres entiers 9
eu égard à  leurs facteurs , 24

■------V . D e la divifion des quantités fim -
p les , 3 1

-------- • V I. Des propriétés des nombres entiers
par rapport à leurs divifeurs ,  40

—  V II .  Des f raclions en général, 
f— VIII. Des propriétés des f  raclions f 6 j
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C h . IX.  De F addition & de la fouflraSion

des fractions, pag. 6 8

•------X.  De la multiplication & de la di-
vifion des fractions , 7 4

*— XI. Des nombres quarrés , 8 4
—  X II. D es racines quarrées & des nom

bres irrationnels qui en réfulient,

• 9 0—  XIII. D es quantités impoffibles ou ima
ginaires , qui dérivent de la même 
Jource , 1 o z

—  X IV . Des nombres cubiques , I 1 0 
■— X V . Des racines cubiques & des nom

bres irrationnels qui en dérivent,

1 1 4—  XV I. Des puiffances en général, 1 2 1
—  XVII. Du calcul des puiffances , 1 3 1  
— XVIÜ.Z?tfJ racines , relativement à toutes

les puiffances en général, 1 37
—  X IX . D e la maniéré d’indiquer les nom

bres irrationnels par des expo- 
Jans fractionnaires , 14 2

—  X X . Des différentes maniérés de calcu
ler & de leur liaifon entr elles ,

1 4 9
—  X X I. Des logarithmes en général t 160
— XXH. Des tablesdelogarith.ufitées, 1 69
— XXlH.Z^e la maniéré de repréfenter les lo

garithmes , 17 7
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S E C T I O N  S E C O N D E .

D es différentes Méthodes de calcul pour 
les grandeurs compofées ou complexes.

C h a p .  I. D E C addition des quantités
complexes t pag. 193

i------II. De la fouflraclion des quantités
complexes , 198

------ III. D e la multiplication des quantités
complexes , 201 

------ IV. De la divifion des quantités com
plexes , 2 » 4

.------V . D e la réfolution des f  raclions en.
des fuues infinies , 222 

-------V I. Des quarrés des quantités com
plexes , Z ; 9  

.— VII. De l ’extracl on des racines appli
quée aux quant, complexes , 245 

—- VIII. D u calcul des quantités irration
nelles , 254

------ IX. Des cubes et de l’ extraction des
racines cubiques , 261

------ X . Des puijfances plus hautes d-s
quantités complexes, 267

— — XI. D e la permutation des lettres, 280



Ch. XII. D u  développement des puljfances 
irrationnelles par des fuites infi
nies , pag. 19 1  

«— XIII. D u développement des puijfances 
négatives , 300
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S E C T I O N  T R O  I S  I E  M E .  

Des Rapports &  des Proportions»

CHAP. I. D U  rapport arithmétique , ou 
de la différence entre deux nom- 
1 res ,  _ F g .  307

— —  II. Des proportions arithmétiques ,

3 M-------III. Des progreffions arithmétiques ,
3 12

.------IV. D e la fommation des progreffions
arithmétiques, 33 1

— — V . Des nombres figurés ou polygo
nes , 341

---- VI. Du rapport géométrique , 3 5 5
—  VII. D u plus grand commun divifeur 

de deux nombres donnés, 3 6 1
—- VIII. Des proportions géométriques ,

369
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C h . IX. Remarques fur les proportions & 

Jur leur ufage , pag. 378
------X . Des rapports compofés , 389
-----XI. Des progreffions géométriques ,

.— XII. Des f  raclions décimales infinies ,
4 1 7—  XIII. Des calculs d'intérêts , 43a

S E C T I O N  Q U A T R I E M E .

D es Equations algébriques, et de la ré
solution de ces Equations..

CHAP. I. D E  la rêfolution des problèmes 
en général 3 pag. 4 5 1

-------- • II. De la rè\olution des équations du
premier degré, 460

----III. De la folution de quelques quef-
tions relatives au chapitre pré
cédent , 469

----IV . De la rêfolution de deux ou de
plufieurs équations du premier 
degré, t 4 9 1

-------- • V . De la rêfolution des équations
pures du fécond degré , 5 14

---- AT. De. la réjolution des équations
mixtes du fécond degré* 529



C h .  V IL  D e l’extraclion des racines des 
nombres polygones , pag. 5 48

__VIII. D e textraction des racines quar-
rées des binômes , 557

----- -IX. De la nature des équations du
fécond degré , 57^

------ X . Des équations pures du troifieme
degré, >90

------X I. D e la réfolution des équations
complęttes du troifieme degré ,

600
__ XII. D e la regle de C a r d a n  , ou de

S c i p i o n  F e r r e o  , 6 2 3
___XIII. De la réfolution des équations du

quatriem e degré , 6 38
__X IV . D e la regle de B o m b e l l i  , pour

réduire la réfolution des équa
tions du quatrième degré à celles 
du troifieme degré , 654

—  X V . D ’w ~ nouvelle méthode de ré fou
dre les équations du quatrième 
degré,  664

—  X V I. V e  la réfolution des équations par
des approximations , 677
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