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PREMIERE PARTIE;

Ou l'on traite de t Analyfe déterminée.

SECTION PREMIERE.

Des différentes Méthodes de calcul pour les grandeurs
Jimpies ou incomplexes.
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MATHEMATIQUES EN GENERAL;
l.

ON nomme grandeur ou quantité, tout
ce qui eft fufceptible d’augmentation &
de diminution.
Une Tomme d’argent eft donc une quan-
Tome /. A
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tité, puifqu’'on peuty ajouter & qu’on peut
en Oter.

Il en eft de méme d’un poids & d’autres
chofes de cette nature.

2.

On voit donc facilement qu’il doit y
avoir tant de différentes efpeces de gran-
deurs, qu’il feroit méme difficile d’en faire
I’énumération : & voila l'origine des diffé-
rentes Parties des Mathématiques, chacune
d’elles s'occupant d'une efpece particuliere
de grandeurs. Les Mathématiques en gé-
néral ne font autre chofe que lafcience des
quantités , ou la fcience qui cherche les
moyens de les mefurer.

3

Or nous ne pouvons mefurer ou déter-
miner une quantité , qu'en regardant une
autre quantité de la méme efpece comme
connue , & en indiquant le rapport de
celle-ci a celle-la.
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Qu'il s'agifTe, par exemple, de déter-
miner la quantité d’une iomme d’argent, on
regardera comme connu un louis, un écu ,
un ducat ou quelqu’autre monnoie, & on
indiguera combien de ces pieces font con-
tenues dans ladite fomme;

De méme, s'il étoit queftion de déter-
miner la quantité d’'un poids, on regarde-
roit un certain poids comme connu \ par
exemple, une livre, un quintal, une once,
& on indiqueroit combien de fois tel ou tel
poids eft contenu dans celui qu'on déter-
mine.

Veut-on mefurer une longueur ou une
étendue, on fe fervira d’'une certaine lon-
gueur connue , telle qu’efl: un p ed.

4 *

Ainfi les déterminations ou les mefures

de grandeurs de toutes efpeces, reviennent

a ceci : Qu’'on fixe d’'abord a volonté une

certaine grandeur de la méme efpece que

telle qu’'on veut déterminer, afin de la
A 2
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prendre pour mefure ou unité ; enfuite, que
I’'on détermine le rapport qu’'a la grandeur
prefcrite avec cette mefure connue. Ce
rapport s'exprime toujours par des nom-
bres , d’'ou il senfuit qu'un nombre n'eft
autre chofe que le rapport d'une grandeur a
une autre prife arbitrairement pour I'unité.

5-

Il eft évident par-la que toutes les gran-
deurs peuvent étre exprimées par des nom-
bres, & qu'on doit faire confifter ce fon-
dement de toutes les Sciences Mathéma-
tiques, dans un traité complet de la fcience
des Nombres & un examen foigneux des
difféerentes maniérés de calculer qui peuvent
fe préfenter.

On nomme cette partie fondamentale
des Mathématiques, ZIAnalyle ou YAI-
gébre (*).

(* ) Plusieurs Mathématicien* diflinguent entre Ana-

lyft & A”ebre. lls entendent par le terme A'Analyfe Ja
méthode qui enifeigne a trouver ces régles générales, au
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6 L]

On ne confidere donc dans I'Analyfe
que des nombres qui repréfentent des quan-
titées , fans sembarraffer des efpeces parti-
culiéres des Quantités. C’eft dans les autres
parties des Mathématiques qu’on s'occupe
de ces efpeces.

7 -

On traite des Nombres en particulier
dans XArithmétique , qui eft la fcience des
Nombres proprement dite; mais cette fcience
ne s'étend qu’a de certaines facons de cal-
culer qui fe préfentent ordinairement dans
la vie commune. L’Analyfe au contraire
comprend généralement tous les cas qui
peuvent avoir lieu dans la doctrine & le
calcul des Nombres. =

moyen defquelles on foulage [Iefprit dans toutes les
recherches mathématiques ; & ils nomment Algébre I'inf-
trument que cette méthode emploie pour y parvenir.
C'eft la définition que M. Bcgout adopte dans la Préface
de fon Algébre.

Aj
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CHAPITRE .

Explication des Signes -{- Plus & — Moins,

uan b il sagit d'ajouter a un nombre
donné un autre nombre , celg s'indique par
le ligne -}- qu'on met devant ce fecond
nombre , & qu’on prononce plus. Ainli
5"h 3 ~gnifie qu'on doit ajouter encore
3 au nombre 5, & tout le monde fait qu’il
en résultera 8 5de méme 12 -j- 7 font 19 }
16 font 41 j la fomme de 25 -j- 41

eft 66 , &c.

9 -

On a coutume auffi de fe fervir du méme
flgne  plus, pour lier enfemble plufieurs
nombres ; par exemple : 7 -f- 549 fignifie
gu’au nombre 7 il faut ajouter 5& de plus
encore 9, ce qui fait 21. On comprend
donc ce que fignilie la formule fuivante :,

3+ 5+ 13+ 11+ 1+ 3+ 10»
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a favoir, la fomme de tous ces nombres,
qui fait j 1.

10.

Tout cela ne peut qu'étre clair , & il
refte a faire obferver que dans I’Analyfe
on indique les nombres d'une maniéré gé-
nérale par des lettres , comme a, b, c,
&c. Ainfi, quand on écrit a-A-bs cela
fignifie la fomme des deux nombres qu’on
a exprimés par a & b, & ces nombres
peuvent étre trés-grands ou tres-petits. De
mémef -j~ m -|- b-]- x, fignifie la fomme
des nombres indiqués par ces quatre lettres*

Il fuffira donc toujours de favoir quels
nombres ont été indiqués par de telles lettre®
pour trouver auffi-toét, par I’Arithmétique ?
les fommes ou les valeurs de pareilles
formules.

Quand il eft queftion, au contraire.,
d'éter ou de fouftraire un nombre d’un

A 4
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autre nombre, on indique cette opération
par le figue — , qui fignifie moins, & qu’on
inet devant le nombre a fouftraire : ainlt

8 -5
fignifie que le nombre 5 doit étre 6té du
nombre 8; ce qui étant fait il refte 3,
comme perfonne ne l'ignore. -De méme
12 — 7 eft aurant que 5, & 20— 14 eft
autant que 6, &c.

. 12,

Il peut arriver aufli qu'on ait plufieurs
nombres a fouftraire d'un feul nombre. C’eft
le cas de cet exemple :

50— 1—3—5—7—09-
Cela fignifie : Otez d’abord 1 de 50, il refte
49 -, 6tez 3 de ce refte , il reftera 46 - O6tez-
en encore 5, relient 41 $ 6tez enfuite 7 ,
il rtfte 34; 6tez-en enfin 9, reftent 25 ;
& ce dernier refie eft la valeur de la for-
mule propofée. M.iis comme les nombres
1>3>5>779 %nr tOll$ a fouftrairé, il
revient au méme de fouftrairé leur fomme,
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qui eft 15, toute a la fois de 50 ; le refte
fera 25 , comme auparavant.
. L3> . . .

11 eft de méme tres-facile de déterminer
la valeur de pareilles formules, ou les deux
fignes Jr plus & — moins fe rencontrent t
par exemple :

12 — 3— 5-|]- *— 1 eftautant que 5.

Il Ny a qu’a prendre féparément la fomme
des nombres précédés du figne -j- , & en
oter celle des nombres précédés de —. La
fomme de 12 & de 2 eft 14, celle de 3,
5& 1,eft 9; or 9 étant dté de 14, il
refte 5.

14 .

On sappercevra bien par ces exemples
que I'ordre des nombres qu’on écrit eft tres-
indifférent & tout-a-fait arbitraire , pourvu
mqu'on conferve a chacun (bu (igné. Rien
n'empécheroit de mettre-a la place de la
formule du § précédent celles-ci :

l1i+ i —5—-3—1;0u2—1—3—5+12;
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ou encore d'autresj & il faut remarquer
gue dans la formule propofée , le figne ~\-
eft cenfé étre mis devant le nombre iz
\r r» iw'’ _a r m™jr

. - M- 1. %L

On naura plus de difficultés non plus
qguand, pour géneralifer ces procédés, on
voudra fe fervir de lettres a la place de
nombres réels. 11 eft clair, par exemple,
que :
a—b—c-\-d—e
fignifie qu’'on a des nombres exprimes
par a & d =& que de ces.nombres, ou de
leur fomme , il faut Oter les nombres ex-
primés par les lettres 6, c, e,tk précédés
du figne -r-,

16.

Il importe donc principalement ici de
favoir quel figne fe trouve devant chaque
nombre. De la,vient que dans i’Algebre,
les quantités fimples font les nombres cou-
fidérés avec les lignes qui les précédent
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ou qui les affectent, On nomme quantités
pojitives, celles devant lefquelles fe trouve
le figue ;& quantités négatives , celles
qui font affe&ées du figne—.

i 7-

La maniéré dont on a coutume d’indi-
quer les biens d'une perfonne , eft trés-
propre a éclaircir ce que nous venons de
dire. On indique par des nombres pofitifs,
& moyennant le figne -f*, ce qu'un homme
poflede réellement, au lieu que fes dettes
fe'repréfentent par des nombres négatifs,
ou par le moyen du figne—. Ainfi quand
on dit de quelqu'un qu'’il a 100 écus, mais
qgu’il en doit 50 , c’eft dire que fon bien
fe monte a

100— 50 ; ou, ce qui eft laméme chofe,
-f-100— 50, c’eft-a-dire 50.

18.

Puifque les nombres négatifs peuvent
ctre confidérés comme des dettes , en tant
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gue les nombres pofitifs indiquent des biens
effe&ifs, on peut dire que les nombres né-
gatifs font moins que rien. Ainfi quand un
homme ne puiiede rien, & qu’il doit méme
50 écus, il eft certain qu’il a 50 écus de
moins que rien; car fi quelqu’un lui faifoit
préfent de 50 écus pour payer fes dettes,
il ne ferbit encore qu’au point de navoir
rien , quoiqu’il fat devenu plus riche qu'il
n'dtoft. T

19-

, De méme donc que les nombres pofitifs’
font inconteftablement plus grands que
rien, les nombres négatifs font plus petits
que rien. On en obtiennes nombres po-
fitifsen ajoutant 1 a o, c’eft-a dire, arien,
& en continuant d’augmenter ainfi toujours
de l'unité. C’eil la I'origine de-la fuite des
nombres qu’on nomme nombres naturels;
en voici les premiers termes :
o,+1, + t4+3 »+ 44+ 5» + 7 , -fH4-jo,
& ainfi de fuite a I'infini.
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Mais fi au lieu de continuer ainfi cette
fuite par des additions fucceffives on la
continuoit dans le fens contraire, en retran-
chant perpétuellement I'unité , on auroit
la fuite , ou férié fuivante , des nombres
négatifs :

0,—i,—2,-3,—4,—,—6,—7,—8,—9,—10,
& ainfi de fuite jufqu’'a I'infini.

20.

Tous ces nombres tant pofitifs que néga-
tifs , ont le nom connu de nombres entiers ;
lefquels par conféquent font ou plus grands
ou plus petits que rien. On les nomme
nombres entiers, pour les dilKnguer d’avec
les nombres rompus , & d'avec plufieurs
autres efpeces de nombres dont nous par-
lerons dans la fuite. Car 50, par exemple,
étant plus grand d’une unité entiere que 49 ,
on comprend facilement qu’il peut y avoir
entre 49 & 50 une infinité de nombres in-
termédiaires , tous plus grands que 49 , &
pourtant tous plus petits que 50. On n'a
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gu’a fe repréfenter deux lignes, I'une Tori3
gue de 50 pieds, I'autre longue de 49 pieds,
on concoit aifement qu’on peut tirer un
nombre infini de lignes toutes plus longues
que 49 pieds , & plus courtes cependant
gue 50 pieds*

21*

1 importe extrémement dans toute I'Al-
gebre, que l'on fe fafle une idée nette de
ces quantités négatives dont il a été ques-
tion. Je me contenterai de faire remarquer
ici d’avance que toutes ces formules, par
exemple ,

-[-1—1,+2— 2, +3—3,+4—4, &C;
valent o ou rien. Enfuite que

-}-z— 5 vaut— 3.
Car fi quelgu’un a 2 écus & qu'il en doive:
5 , non-feulement il n'a rien, mais il doit
encore 3 écus : de méme

7—12 eft autant que—

& 25— 40 vaut— 1j.
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22.

Les mémes chofes doivent sobferver,
quand on emploie d’'une maniéré plus gé-
nérale des lettres au lieu de nombres ; on
aura toujours o ou rien pour la valeur
de -|- a—a. Veut-on favoir enfuite ce que
Tignifie , par exemple, a—b, l'on con-
fidérera deux cas :

Le premier a lieu quand a eft plus grand
que b; il faut alors fouftraire b de a & le
refte, devant lequel on mettra ou l'on
fuppofera le figne  5qui indique la valeur
cherchée.

Le fécond cas eft celui ou a eft plus petit
qgue b; on fouftraira dans ce cas a deb, 8c
on prendra le refte négatif, en lui donnant
le figne — , ce fera la valeur cherchée.
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CHAPITRE 1.
De la multiplication des Quantités fimples.
2 3.

C/Muand on adeux ou plufieurs nombres
égaux a ajouter enfemble, Oll peut expri-
mer cette fomme d’une maniéré abrégée j

par exemple :
a-\-a eft autant que 2.a de
a~\~a-\-a---------— 3. a; de méme
a-j-a-f-a-j- a----4.a,& ainfi de fuite.

C’eft ainfi qu’'on peut prendre une idée
de la multiplication, & il faut remarquer

que : :
2.a fignifie i fois a &

3. a 3 fois a &
4. a 4 fois a, &c.
24.

S'il sagit donc de multiplier un nombre
exprimé par une lettre , avec un nombre
guelconque ?
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Quelconque , on met Amplement ce nombre
devant la lettre ; ainfi
a multiplié par 10 fait 20a, &
b multiplié par 30 donne 30  &c.
On voit au/Ti que ¢ pris une fois, ouie
<eft autant que c.

2 5-

Il eft de plus facile de multiplier de
femblables produits encore par d'autres
nombres - par exemple :

2 fois 3a fait 6 a

¢ fois 4 b fait 12 b.

5 fois 7 x fait 35x.
Et ces produits peuvent fe multiplier en-
core par d’autres nombres a volonté.

26.
n oi 400 Jir il i) . 1 o*n)
Quand le nombre par lequel on devroit
multiplier, eft suffi repréfenté par une
lettre , on la met immédiatement devant
I'autre lettre * ainfi quand il s'agit de mul-
tiplier b par a, le produit doit s’écrire ab;
Tome 1. B



Scpq fera le produit de la multiplication
-adu nombre q par p. Si I'on multiplioit ce
/ p g encore par a, on obtiendroit ap q.

« 7.
Il faut bien remarquer qu’ici I'ordre des
lettres jointes enfemble eft indifférent ; que
a b eft la méme choie que b a; car b mul-
tiplié par a fait autant que a multiplié par b.
Pour comprendre ceci on n'a qu’a prendra
pour a & b des nhombres connus, comme
3 & 4; lachofe fera claire par elle-méme :
3 fois 4 font autant que 4 fois 3.

28.

On n'aura pas de peine a voir, que quand
il sagit de mettre des nombres a la place
des lettres jointes enfemble de la maniéré
qu'onavu, on ne peut pas les écrire de la
méme maniéré I'un a c6té de l'autre. Car
fi 'on vouloit écrire 34 pour 3 fois 4, ce
feroit mettre 34 & non pas 12. On a donc
foin, quand il sagit d’'une multiplication de
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nombres ordinaires, de les féparer par des
points : ainfi 3.4 lignifie 3 fois 4, c'eft-a-
dire 12. ])e méme 1.2 eft autant que 2;
& 1.2.3 faif Pareillement 1.2.3.4.56
fait 1344; & 1.2.3.4.j.6.7.8.9.10 vaut
3628800, &c.

29.

On peut aufii conclure de la ce que ligni-
fie une quantité de cette forme 5.7.8. abcd.
Elle montre que 5 doit fe multiplier par 7,
& qu’il faut multiplier ce produit encore par
8 ; enfuite qu'il faut multiplier ce produit
des trois nombres, par a, & puis par b &
puis par ¢, & enfin par d. On remarquera
de plus qu’on peut écrire a la place de ¢.7.8
favaleur, laquelle eft 2.50; car c’eft ce qui
vient, quand on multiplie par 8 le produit
de j par 7, ou 3j.

3 o
On aura remarqué que nous avons nom-

iné produits les formules qui naiffent de
B 2
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la multiplication de deux ou plufieurs nom-
bres. 11 faut obferver audi qu’on nomme
facteurs les nombres ou les lettres ifolées.

31

Jufgu’ici nous n'avons confidéré que des
nombres pofitifs, & il 'y a pas eu lieu de
douter que les produits que nous avons vu
fe former ne fuffent pofitifs de méme : favoir

a par -}- b doit donner néceflairement
-\-ab. Mais il faudra examiner a part ce
qui doit provenir de la multiplication de-j-"
par—b, & de —a par—b.

32.

Commencons par multiplier — a par 3
ou 3; or puifque — a peut étre confi-
déré comme une dette, il eft clair que li
I'on prend trois fois cette dette, elle doit
auffi devenir trois fois plus grande , & par
conféquent le produit cherché ell: — 3 a.
De méme <l sagit de multiplier — a
par A- b, on obtiendra — ba, ou, ce qui
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eft la méme chofe, — ab. Nous tirons de la
la conféquence, qu’'une quantité pofitive
étant multipliée par une quantité négative,
le produit eft négatif; & nous prenons pour
regle, que -f- par fait -f~ ou plus, &
qu’au contraire -j- Par — 5 ou — par -(-
donne — ou moins.

33.-

Il nous refte a réfoudre encore ce cas ou
— eft multiplié par —, ou, par exemple ,
— apar — b. 1l eft évident d’'abord que ,
quant aux lettres, le produit fera ab ; mais
il eft incertain encore fi c’eft le figne -j- 1
ou bien le figne — qu’il faut mettre devant
ce produit ; tout ce qu’on fait , c’eft que
ce fera ou I'un ou l'autre de ces fignes. Or
je dis que ce ne peut étre le figne—-: car
— a par -j- b donne — ab, & — a par
— b ne peut produire le méme réfultat que
— apar -}- b; mais il doit en réfuiter
I'oppofé , c'eft-a-dire, -j- ab ; par confé-
quent nous avons cette regle : — multiplié

B 3
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par — fait -f-, de méme que -f- multiplié
par + .

34.

Les réglés que nous venons de déve-
lopper s'expriment plus brievement de la
maniéré qui fuit :

Deux lignes égaux ou femblables, mul-
tipliés I'un par i'autie, donnent -j-; deux
lignes diffemblables, ou contraires, don-
nent —. Ainfi quand il sagit de multiplier
enfemble ces nombres-ci : -fa, —h,—c, 4-d}
on a d’abord -\-a multiplié par — b, fait
— ab; ceci par — c, fait -j- abc, & ceci
enfin multiplié par-J-a” fait abcd%

35+
Les difficultés a I'’égard des lignes étant
levées, nous n'avons plus qu’'a taire voir
comment 0Ll doit multiplier eniembie des
nombres qui fmt déja des produits eux-
mémes. S'il sagit, par exemple, de mul-
tiplier le nombre ab par le nombre cd,
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le produit fera abcd, & il provient de ce
qu’on multiplie d’abord ab par ¢, & enfuite
le réfultat de cette multiplication encore
par d. Ou bien s'il sagiiToit de multiplier
36 par i z : puifque 12 eft autant que 3 fois
4, on nauroit qu’'a multiplier 36 d’abord
par 3, & enfuite le produit 108 encore
par 4, pour avoir le produit total de la
multiplication de 12 par 36, lequel eft par
conféquent 432.
36.

Mais fi I'on vouloit multiplier 5 ab par
3 c¢cd, on pourroit a la vérité écrire 3 cd
5 ab ; cependant comme il ne s'agit pas ici
de I'ordre des nombres a multiplier enfem-
ble , on fera mieux de mettre, comme c’eft
auffi la coutume, les nombres ordinaires
devant les lettres, & d’exprimer le produit
de cette maniéré : 5.3 abcd, ou 15 abcd;
parce que 5 fois 3 eft autant que 1

De méme fi I'on avoit a multiplier 12pqr
par 7 xy , on obtiendroit 12.7 pgqrxy, ou
84 pqrxy.

B 4
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CHAPITRE V.

De la nature des Nombres entiers , eu égard
a leurs jacleurs.

37-

jNJ"ous avons remarqué qu’un produit
tire Ton origine de la multiplication de deux
ou de plufieurs nombres les uns par les
autres, & qu’on nomme ces nombres des
facl?urs.

Ainfi ce font les nombres a,b,c,d, qui
font les faéteurs du produit ab cd.

Si I'on confidere donc tous les nombres
entiers en tant qu’ils peuvent provenir de
la multiplication de deux ou de plufieurs
nombres entr'éux , en trouvera bientdt que
quelques uns ne fauroient réfulter d’une pa-
reille multiplication , & n'ont par confé-
guenr point de faveurs, tandis que d’autres
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peuvent étre les produits de deux ou de
plufieurs nombres multipliés enfemble , &
peuvent par conféquent avoir deux ou plu-
iteurs fa&eurs. C'eft ainfi que :

4  eft autant que 2.2 5 que 6 eft autant
que 2.3 5 que 8 eft autant que 2.2.1 ; ou
27 autant que 3.3.3 ; & 10 autant que
x.1, &c.

39~

Mais d'un autre c6té les nombres 2, 3,
5,7, 11, 13, 17, &c. ne peuvent étre re*
préfentés de la méme fagon par desfacleurs,
a moins qu’'on ne voullt employer pour
cet effet 'unité, & repréfenter 2, parexem-
ple,par 1.2. Orles nombresqui font mul-
tipliés par 1, reftant les mémes, on n'a pas
jugé a propos de compter l'unité parmi les
fa&eurs.

Tous ces nombres donc, 2,3,5,7,11,
13, 17, &c. quine peuvent pas syndiquer
par des fafteurs, ont été nommés nombres
(impies, ou nombres premiers ; au lieu que.
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les autres, comme 4,6,8,9,10,12,14,
15, 16, 18, &c. qui peuvent étre repré-
fentés par des fa&eurs , s'appellent des
nombres COMPOSES.

40.

Les nombres (impiesonpremiers méritent
donc une attention particuliére , par la rai-
fon gu’i's ne proviennent pas de la mul-
tiplication de deux ou de plufieurs nombres.
Il eft fur-tout digne de remarque que ft
I’'on ecrit ces nombres dans leur ordre
naturel comme ils fe fuivent,

i, S II»1317. 1951 3329 31»37>4i>43>47, &c.(*)

(*) On trouve tous les nombres premiers depuis i juf-
igua iooooc dans les tables de Divifeur, dont je parlerai
a l'article 720 de la quatrieme feclion. Mais on a de
plus des tables particulieres des nombres premiers qui
vont depuis 1 jufqua 101000, & qui ont été publiées
a Halle par M. K-ugcr, dans un Ouvrage Allemand inti-
tulé P enfées fur I’Algébre ; M. Kruger les avoit eues en
manuferit d« celui qui les avoit calculées, & qui fe nom-
moit Pierre Jacger. M. Lambert a continué ces tables juf-

«ua 102000, & les a redonnées dans fes Supplémens
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on n'y remarque point d'ordre régulier ¢
leurs augmentations font tant6t plus gran-
des, tantdt moindres; & jufqu'a préiént

anx Tables Logarithmiques & Trigonomctriques , impri-
mées a Berlin en 1770 , Ouvrage qui contient auffi plu-
fieurs autres tables qui peuvent étre d'une grande utilité
dans les différentes parties des Mathématiques , & des
éclairciffemens qu'il feroit trop long de rapporter ici.

L’Académie Royale des Sciences de Paris poflade des
tables de nombres premiers , qui lui ont été préfentées
par le P. Sletcajiel de I'Oratoire, & par M. du Tour;
tr.ais elles n'ont pas été publiées : il en eft parlé dans le
tome V des Mémoires étrangers préfentés a I’Académie ,
a Fcccafion d'un Mémoire de M. Rallier des Ourmes,
Confeiller d’'Honneur au Préfidial de Rennes, qui fe
trouve dans ce volume , & I'Auteur y expofe une mé-
thode facile de trouver les nombres premiers.

On trouve dans le méme volume un autre Mémoire
de M. Rallier des Ourmcs, qu'il a intitulé Méthode nou-
velle de divifion, quand le dividende efl multiple du divifeur,
& Jlij'eut par confluent divtfer fans refit, & d'extrusion
de racines quand la puijfance efl parfaite. Cette méthode
plus curieufe a la vérité qu'utile , n'a prefque rien de
commun avec la méthode ordinaire ; elle eft tres-facile
& elle a cette fingularité , q e pourvu qu'on connoifTe
autant de chiffres fur la droite du dividende ou de la puif-
fincc , que le quotient ou la racine doivent avoir de
chiffres , on peut fe piffer des chiffres qui les précedent,
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on n'a pu découvrir fielles le font fuivant
une certaine loi ou non.

41.

Les nombres compofeés, qui peuvent étre
repréfentés par des fafteurs, proviennent
tous des nombres premiers fufdits, c’elt-a-
dire que tous leurs fa&eurs font des nombres
premiers. Car fi 'on trouve un fafteur qui
ne foit pas un nombre premier, on peut
toujours le décompofer & le repréfenter
par deux ou plufieurs nombres premiers.
Quand on a indiqué , par exemple, le
nombre 30 par 5.6, on voit que 6 notant
pas un nombre premier, mais valant 2.3,
on auroit pu indiquer 30 par 5.2.3 , ou
par 2.3.5 » c'eft-a-dire , par des fa&eurs
qui font tous des nombres premiers. -

& obtenir de méme le quotient. M. Rallier des Ourmes
s'eft ouvert cette nouvelle route au moyen de quelques
réflexions fur les nombres q 0 terminent les expreflions
numériques des produits ou des puiflances, une efpece
de nombres que j'ai remarqués aulli dans d'autrss occa-
fions qu'il étoit utile de confcUrer.
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42.

Si I'on réfléchit maintenant fur ces nom-
bres compofés réfolubles en nombres pre-
miers, on y remarquera une grande diffé-
rence ; on verra que les uns n'ont que deux
de ces fa&eurs, que d’autres en ont trois,
& que dautres encore en ont un plus
grand nombre. Nous avons déja vu,par
exemple, que

4 eft autant que 2.2, 6 autant que 2.3,

8 —-mmmmoe- 1.2.2 , [0 Q. 33.
10 2.5, 12 e 2.3.2,
14 e 2.7, |/ [ —— 35y
X 6 -——--————- 2.2.2.2. & ainli de fuite.

43+

On sconclura aifément de la comment
on doit déterminer les facieurs fimples d'un
nombre quelconque.

Soit propofé pour exemple le nombre
360, on le repréfentera d'abord par 2.180,
Or 180 eft autant que 2.90, &

909 — — — 245,&
— — — 3.15,& enfin

|7 37*
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Par conféquent le nombre 360 peut étrd
repréféenté par les facteurs iiinples que
voici :

22t Ff)
puifque tous ces nombres multipliés en-
femble produifent 360 (*).

44 .

Nous voyons donc par tout cela, que
les nombres premiers ne peuvent pas étre
divifés par d’autres nombres, & que d'un
autre coté on trouve les fa&eurs limples
des nombres compofés , le plus commo-
dément & le plus furement, en cherchant
les nombres limples, ou premiers, par
lefquels ces nombres compofés font divi-
sibles. Mais on a befoin pour cela de la
divijlon ; nous allons donc expliquer, dans
le chapitre fuivant , les reglés de cette
opération.

(*) On trouve a la fin d'une Arithmétique Allemande;
de Poétius, publiée a Lcipfig en 1718, une table oii
tous les nombres depuis 1 jufqu'a icooo font repréfentés

de cette maniéré par leurs fafleuri flmplés,
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CHAPITRE V.

Z)e la d'ivijion des QuantitésJimples.

45.

Q UanD il sagit de décompofer un
nombre en deux, trois ou plufieurs parties
égales, on le fait par le moyen de la di-
vifion, laquelle nous apprend a déterminer
la grandeur d’'une de ces parties. Quand
on veut , par exemple , décompofer le
nombre 11 en trois parties égales, on trouve
par la divifion que chacune de ces parties
eft égale a 4.

Voici quelques expreffions dont on fe
fert dans cette opération. Le nombre qu’on
doit décompofer ou divifer, sappelle le
dividende ; le nombre des parties-égalee
gu'on cherche fe nomme le divifeur; 1a
grandeur d’'une de ces parties, déterminée
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par la divifion, s'appelle le quotient; ainfi
dans I'exemple cité :

12 eft le dividende,

3 eft le divifeur, &

4 eft le quotient.

46.

1l senfuit de la, que fi I'on divife un
nombre par i ou en deux parties égales ,
il faut qu’une de ces parties, ou le quotient,
prife deux fois, faffe exa&ement le nombre
propofé ; & pareillement que fi 'on a un
nombre a divifer par 3, le quotient pris
trois fois doit redonner le méme nombre.
Il faut en général que la multiplication du
quotient par le divifeur reproduile toujours
le dividende.

A7~

C'eft auffi pourquoi on preferit pour la
divifion la regle, de chercher un nombre
ou quotient tel, quétant multiplié par le
divifeur, il en réfulte precifément le divi-

d#nde.
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dende. Par exemple , sil sagit de divifer
35 par 5, on cherche un nombre qui, mul-
tiplié par 5, produile 35. Or ce nombre
eft 7, puifque cing fois 7 fait 35. La facon
de parler dont on fait ufage dans ce rai-
fonnemcnt, eft celle-ci : 5 en 35 j’ai 7 fois;
&: 5 fuis 7 font 35.

48.

On fe repréfente donc le dividende
comme un produit, duquel un des faveurs
eft égal au divifeur, l'autre fafteur indi-
quant enfuite le quotient. Ainfi en fuppo-
fant qu'on ait 63 a divifer par 7, on cher-
chera un produit tel, qu’en prenant 7 pour
un de fes fa&eurs, l'autre fafteur multiplie
par celui-ci donne exa&ement 63. Or 7.9
eft un tel produit, & par conféquént 9 eft:
le quotient qu’'on obtient en divifant 63
par 7.

49
S’il eft queftion a préfent de divifer en

géenéral un nombre ab par a , il eft évident
Tome /. C
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que le quotient fera b ; parce que a mul-*
tiplié par b redonne le dividende at\ Il eft
clair auffi-cpie il i’on avoit a divifer ab
par b, le quotient ferdit a.'

Ainfi en 'général dans tous les exemples
de divifion qu’on peut avoir faits, fi I'on
divife le dividende par le qudtienr, on ob-
tiendra de nouveau le divifeur : de méme
g-ue 24 divife .par, 4 donne 6 24 divifé:
par 6 -donnera 4.

50.

Comme tout le réduit a reprefenter le
dividende par deux faveurs/dont I'un foit
égal au divifeur, I'autre au quotient, Oll
comprendra facilement les exemples qui
fuivent. Je, dis d’abord que le dividende
abc, divife par'a, donne b.c; cdra, mul-
tiplié par bc, fait abc ; pareillement abc,
étant divifé par b, on aura ac; tk abc,
divifé par ac, donne b. Je dis aufii que
ii mn\ divifé par 3/77, fait 4» ; car yn ,
multiplié par- 4/2, fait 1 imn; Mais fi ce
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Théme nombre i Xmn avoit d0 étre divifé
mpar i i , on auroit obtenu le quotient mn,

+ PuifqUe tout nombre a peut étre exprimé
par ia ou un a, il eft évident que fi I'6h
avoit a divifer a ou ia par i, le quotient
feroit le méme nd6mbre a. Mais au con-
traire , fi.Je méme nombre a ou ia”doit
fe divifer par a, le quotient fera i.r

en fiohf.oif:. ... - <= -n
Il narrive p3s toujours qu’on peut re-

.préfenter le ~dividende comme-le produit
de deux faclcurs , dont I'un foit égal: au
divifeur, & la divifion alors ne peut pas
fe faire de la maniéré que noySavons dit,
Quand on a, par exemple, 24 a divifer
(ar 7 , on voit dabord que 1é nombre 7
mieft pas un 4i$e(lr de'24 ; car 7.3 ne. fait
~que 21 m&'£ar conféquent trop peu, &
o4 fait |, (jiki eft déja plus grand que 24.
Mais 011 voit du moins par-la que le quotient
Cc 2
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doit étre plus grand que 3, & plus petit
qgue 4. Afin donc de le déterminer exac-
tement, on emploie une autre efpece de
nombres, qu'on nomme les fractions , &
de laquelle nous traiterons dans un des
chapitres fuivans.

53+

Avant qu’on pafle a I'ufage des fra&ions,
on alcoutume de fe contenter du nombre
entier qui approche le plus du quotient vé-
ritable, mais en faifant attention au réjidu
qui refie; ainfi 'on dit, 7 en 24 jai 3 fois,

'& le réfidu eft 3, parce que 3 fois 7 ne
fait que 21 , & par conféquent 3 de moins
gue za. Ol confidérera de la méme ma-
niéré les exemples fuivans :

34 5 c’eft-A-dire que le divifeur eft 6,
que le dividende eft 34,

4 que le quotient eft Y,

& que le réfidu eft 4,
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4i 4 ici le divifeur eft 9,

36 le dividende eft 41,
le quotient eft 4,
& le refidu eft J.

11 faut obferver la regle fuivante dans
les exemples ou il refte un réfidu.

54*

Quand on multiplie le divifeur par le
guotient, & qu’au produit I'on ajoute le
réfidu, il faut qu’on obtienne le dividende ;
c’eft la maniéré de vérifier la divifion, &
de voir fi I'on a bien calculé ou non. C’eft
ainfi que dans le premier des deux derniers
exemples, fi I'on multiplie 6 par 5, & qu’au
produit 30 on ajoute le réfidu 4, il vient
34 ou le dividende.

De méme dans le dernier exemple , ft
I’on multiplie le divifeur 9 par le quotient 4,
& qu’au produit y S on ajoute le réefidu j,
on obtient le dividende 41.
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Il eft enfin nécefiaire aufti de faire re-
marquer ici a I'égard des fignes plus,
& — moins, que fi I'on divife -j- ab par
-f- a, le quotient fera -j- b, ce qui eft
évident.

Mais que s'il sagitdcdivifer -j- ab par
— a, le quotient fera — bs parce que
— a multiplié par — b fait -}- ab. Enfuite :

Que fi le dividende eft — ab, & qu'il
s'agifle de le divifer par le divifeur -]-a ,
le quotient fera — b ; parce que c'eft — b
qui, multiplié par -j- a, fait — ab. Enfin ,
gue s'il eft queftion de divifer le dividende
— ab par le divifeur— a, le quotient fera
*\-bi parce que le dividende — ab eft le
produit de — a par -f- b.

56.

La divifion admet donc quant aux fignes
;- & — les mémes rcgles que nous avons.
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vu avoir lieu pour la multiplication ; a
favoir

+ par -j- fait -f-: -j- par — fait —e:
B— par -j- fait —: — par — fait -f- ;
ou en peu de mots, les mémes (ignés don-

nent plus , les fignes contraires donnent
moins.

57

Ainfi quand on divife 18pq par — 3/>,
le quotient eft — 6 q.
De plus: — 30xy divifé par + donne — 5:x 7

&C— jAabc divifé par — 9b donne +

car, dans ce dernier exemple , — 9 b mul-
tiplié¢ par -j- 6ac fait — 6.yabc , ou
— b4abc; mais nous croyons a préfent
en avoir affez dit fur la divifion en quan-
tités fimples ; nous ne tarderons donc pas
a pafler a I'explication des fraftions, apres
avoir ajoute encore quelques remarques fur
la nature des nombres, eu égard a leurs
divifeurs.

' C 4
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CHAPITRE Vi.

Des proprietés des Nombres entiers par
rapport a leurs divifeurs.

C omme nous avons vu que quelques
nombres font diviftbles par de certains di-
vifeurs, pendant que d’autres ne le font pas,
il eft néceffaire pour parvenir a une con-
noiflance plus particuliere des nombres,
de bien faire attention a cette différence,
tant en diftinguant les nombres divifibles
par des divifeurs de ceux qui ne le font pas,
gu’en confidérant le réfidu qui refte dans
la divifion de ces derniers. Pour cet effet
examinons les divifeurs :

12324 &c«

: 59.
Soit d’'abord le divifeur z ; les nombres
qui peuvent étre divifés par celui-la font :
2,4, 6,8, io, 11,14, 16, i8,20,&c.
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lefquels, comme on voit, croiffent tou-
jours de deux unités. On appelle ces nom-
bres, quelque loin qu’ils puiflent fe conti-
nuer , des nombres pairs.

Mais il eft d’autres nombres ; a favoir :
1»3>5>7,9> 11 » *3» 15» ‘7> 19>&C*
qui font toujours d'une unité plus petits ou
plus grands que ceux-la, & qu'on ne peut
divifer par 2, fans qu'il refte le réfidu 1 ;

on nomme ceux-ci les nombres impairs.

Les nombres pairs font tous compris dans
la formule générale ia; car on les obtient
tous en mettant fucceflivement a la place
de ales nombresentiers1,1, 3,455,6,7,
&c. & de la il senfuit que les nombres
impairs font tous compris dans la formule
2a-\-1, parce que 1 a 1 eft d’'une unité
plus grand que le nombre pair 2a.

60.

En fécond lieu, foit pour divifeur le
nombre 3 : les nombres divilibles par ce
divifeur font,
1)6,9,12,15,18,21,24, & ainfide fuite.
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Et ces nombres peuvent fe repréfenter par
la formule 3a; car diyifé par 3 donne
le quotient a fans réfidu. Tous les autres
nombres au contraire qu’on voudroit di-
vifer par 3, donneront 1 ou 2 de réfidu,
& font par confequent de deux fortes. Ceux
qui apres la divifion laiiientle relie 1, font,
1>4>7»1lo, *3*16, 19, &c.
& font contenus dans la formule 3a-|-i ;
mais l'autre efpece, ou les nombres qui
donnent le refte 1, font :
n n 14»*7 »iQj.&c.
&: la formule qui les exprime générale-
ment ell 3a——2; de fa¢c. n donc que tous
les nombres peuvent syndiquer ou par 3a,
ou par 3a-J- 1, ou par 3a -j- 2.

6l.

Suppofons maintenant que 4 foit le di-
vifeur en queftion , les nombres qu'il di-
vife font :

4,8, 12, 16, 10, 24, &c.
lefquels augmentent rég liercment par 4,



™ Al geéebre. Ay

& font contenus dans la formule 4a Les
autres nombres, c eft-a-dire ceux qui ne
font pas divifibles par 4 , peuvent laifler le
réfidu 1, ou étre de 1 plus grands que ceux-
la : comme
e *_ ]

& étre par conféquent compris dans la for-
mule 4 a 1

ou bien ils peuvent donner le réiidu 2 j
.comme
2,6, 10, 14, 18, 22, 26, &c.

& sexprimer par la formule 4a 2; ou
enfin ils donneront le refte 3; comme

3>7>11, M, » 23 » *7> &cC.
& .feront indiqueés par la formule 4 a 3.
Tous les nombres entiers poffibles font
donc contenus dans I'une ou l'autre de ces
quatre exprelfions :

4aadad", »4fl+ i» 4fl+ 3*
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62.

Il en eft a peu prés de méme quand le
divifeur eft 5; car tous les nombres divi-
fibles par celui-la font contenus dans la
formule <ja, & ceux qu’on ne peut divifer
par 5, reviennent & une des formules qui
fuivent :

1» 5 3» 5"+ 4»
& c'eft de la méme maniéré qu’'on pourra

continuer & confidérer de plus grands di-
vifeurs.

63.

Il eft a propos de fe rappeler ici ce
qui a été dit plus haut de la réfolution des
nombres en leurs faéteurs fimples j car
tout nombre , parmi les fa6teurs duquel fe
trouve

2 ou3ou4ousou’,
ou un autre nombre quelconque, fera di-
vifible par ces nombres. Par exemple :
60 etant autant que 2.2.3.5 »
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il eft clair que 60 eft divifible par 2., &
par 3 & par 5 (*).

(*) Il 'y a quelques nombres qu'on voit allez facile-
ment étre divifeurs ou non d'un nombre propofi.

Un nombre propofé eft divifible par 7, fi le dernier
chiffre eft piir; il eft divifible par 4 , fi les deux derniers
chiffres font divifibles par 4 ; il eft divifible par 8 , fi les
trois derniers chiffres font divifibles par 3 ; & en général
il eft divifible par a', fi les n derniers chiffres font divi-
fibles par a".

Un nombre eft divifible par 3, fi la fomme des chiffres
eft divifible par 3 ; il fe divife par 6,, fi outre cela le der-
nier chiffre eft pair mil eft divifible par 9, fi la fomme
des chiffres peut fe divifer par 9.

Tour ncmbre dont le dernier chiffre eft o ou j , eft
divifible par 5.

Un nombre eft divifible par 11 , lorfque la fomme du
premier, du troifieme , du cinquieme , & c. chiffre eft
égalé a la fomtno du fécond, du quatrieme , du fixieme,
&c. chiffre.

Il eft ailez facile de fe rendre raifon de ces réglés, Sc

de les étendre aux produits des divifeurs que nous venons
de confidérer ; on peut imaginer aufli des relies pour
quelques autres nombres , mais I'application en feroit ordi-
nairement plus longue que l'eftai de la divifion réelle.

Je dis, par exemple , que le nombre 53704689213
divifible par 7, parce que je trouve que,la fomme des
chiffres du nombre 64004145433 eft divifible par 7 ; c eft



64.

De plus, comme la formule générale
.abcd. eft non-feulement diviubie par a
by& cj & d, mais aufil par

ab, ac, ad, bc, bd},cd, & par

atc, abd, acd, bcd, & enfin par

abcd, c’eft-a-dire , par fa propre valeur'~
il senfuit que 60, ou 27.3.5 , peut fe
divifer non - feulement par ces nombres
-fitnples, mais aufil par ceux qui font com-
'pofés dé deux ftombres fu'nple?, c’e.ft-a-
jdire, par 4, 6, 10,

Et pareillement par ceux qui font ccfrii-
pofés de trois faUeurs (impies, ceft-a-dire,,
par 12, 20, 30, 4k enfukL aufti., par 60
méme. o

65.

fIoT*w?“n ' 4 *
Quand on aura donc reprcfehté un nonj-

que ce fécond nombre e(t formé, fuivant une rcgle alftz
fitpple, des réfidus qu'on trouvé en divifiLt par 7 les
nombres 10, 100', 1000, &c. W§" 100", acCo, &c,
fljtrfqu'a 60, 600, 60JO, &c,,. o 1 s 1
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brc pris a volonté, par fes fa&eurs {impies,
il fera tres-facile d’'indiquer tous les nom-
bres par lefquels celui-la pourra étre divi é.
Car on n'a qu’'a prendre d'abord les fac-
teurs ftmples un a un, & enfuite les mul-
tiplier enfemble deux a deux, trois a trois,
guatre a quatre , &c. jufqu’a ce qu’'on ar-
rive au nombre propofé.

66.

Il faut remarquer ici avant toutes chofes,
que tout nombre eft divifible par 1; & de
méme que tout nombre eft divifible par
lui-méme ; de forte donc que chaque nom-*
bre a au moins'deux faveurs'ou divifeurs ;
a-favoir ce nombre. meme §L I'imite ; mais
tout nombre qui n'a pas dautre divifeur que
cesdeux, appartient a la claftelcs nombres
gue nous avons nommes plus haut nombres
Jimplcs ou prinnzrs'.

Hors ceux-la tous les .autres.nombres
compofés ont, outre I'unité & foi-mcme
d’autres divifeurs, comiiie ou peut le voir
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par la table fuivante, dans laquelle on

a mis fous chaque nombre tous Tes divi-
feurs (*).

T A B L E

ny-

! 2_3 45 C 7 8 9lo1l 121114l 16,; 81920

[ U A R N A S S A S O IO

23252723211 2 232 2%?2

4 3 495 3 754 é” 4

6 8 10 4 144 8 5

6 6 g9 10

12 18 IO

1 123242434291 4452626
p-p-P P~ P I .r- P S

67.

Enfin I'on doit obierver que o, ou "éro,
peut étre regardé comme un nombre qui

(') On -aune pareille table pour tous les divifeurs des
nombres naturels, depuis i jufqu'a iocoo, qui a été
publiée a Leyde en 1767 par M. Henri Anjema. On a
encore une autre table de divifeurs , qui va jufqu'a loocco £
mais dans laquelle il n’y a que la plus petit divifeur da
chaque nombre. Elle fe trouve dans le Dictionnaire An-
glois de Harris , dans le Di&ionnaire Encyclopédique &C
dans le Recueil de M. Lambert, que nous avons déja cité
a larticle 40. Elle eft méme continuée dans ce dernier
~Ouvrage jufqua 101000.

a la
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a la proprieté d'étre divifible par tous les
nombres poffibles ; parce que par quelque
nombre a que I'on ait a divifer o, le quo-
tient fe trouve toujours étreo; car il faut
bien remarquer que la multiplication d’un
nombre quelconque par 7Jr0 ne produit
rien, & qu'ainfi o fois a, ou oa, efto.

CHAPITRE VIil.

Des Fractions en général,

UAND un nombre, comme 7, par
exemple , eft dit n’étre pas divifible par un
autre nombre, fuppofons par 3, cela veut
feulement dire que le quotient ne peut pas
étre exprimeé par un nombre entier, & il
ne faut point du tout croire qu’on ne puille
pas fe faire une idée de ce quotient.

On n'a qu'a s'imaginer une ligne longue
de 7 pieds, perfonne ne doutera qu'il ne

Tome |, D
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foit pofiible de divifer cette ligne en 3 par-
ties égales, & de fe faire une idée de la
longueur d’une de ces parties.

69.

Puis donc qu'on peut fe foire une idée
nette du quotient qu’on obtient dans des
cas femblables, quoique ce quotient ne
foit pas un nombre entier, on fe trouve
conduit par-la a confidérer une elpece par-
ticuliere de nombres, qu’'on nomme frac-
tions ou nombres rompus.

L’exemple allégué en fournit une preuve.
S’il sagit de divifer 7 par 3, on fe repre-
fente facilement le quotient qui doit en
réfulter, & on I'exprime par j ; en mettant
le divifeur fous le dividende, & en fépa-
rant les deux nombres par 11 trait.

70.

Ainfi quand en général le nombre a doit
Ctre divifé par le nombre b, on indique le
quotient par \, Si on appelle cette fagon
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de sexprimer, une fraction. On ne peut
donc donner mieux une idée d'une fraclion
| , gu’en difant qu’on indique de cette ma-
niere le quotient qui provient de la divifion
du nomb:e fupérieur par le nombre-infé-
rieur. 1l faut fe fouvenir auffi que dans
toutes ces fra&ions le nombre inférieur fe
nomme le dénominateur, & que*celui qui
eft au - deilus du trait s'appelle le numé-
rateur.

71+
Dans la fraftion citée, j , qu'on pro-
nonce fept tiers, 7 eft donc le numéra-
teur, & 3 eft le dénominateur.
I faut de méme prononcer

j , deux tiers; trois quarts ;

0 7 trois huitiemes 7 gpy douze centiemes 7
mais fe prononce un demi, & non pas

un deuxieme.
72.

Afin de parvenir a une connoiflance plus
parfaite de la nature des frayions, nous
D z
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commencerons par confidérer le cas ou
le numérateur eft égal au dénominateur,
comme dans  Or puifqu’dn indique par-
la le quotient qu’on obtient, quand on di-
vife a par a, il efl clair que ce quotient
efl exactement I'unité, & que par confé-
quent cette fraClion ~ vaut autant que i,
ou un entier ; il senfuit de plus que toutes
les fraétions qui fuivent :

1 1 i 5'€ V » Al
*x 354" 5" 6" 7' 8 » OCC

font toutes égales en valeur I'une a l'autre,
Valant chacune i, ou un entier.

73-

Nous venons de voir qu’une fra&ion qui
a le numeérateur égal au dénominateur, vaut
I'unité. 11 faut donc que toutes les fractions
dont les numérateurs font plus petits que
les dénominateurs, aient une valeur moindre
gue l'unité. Car fi j'ai un nombre a divifer
par un autre qui efl plus grand , il me
vient néceffairemeiit moins que i : une
ligne, par exemple, de deux piedsde long,
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devant étre coupée en trois parties, une
feule de ces parties fera fans contredit plus
courte qu’un pied ; il eft donc évident que
j eft plus petit que 1, & cela par la méme
raifon que le numérateur 2 eft plus petit que
le. dénominateur 5.

7 4+

Si le numérateur eft au contraire plus
grand que le dénominateur , la valeur de
la fraftion eft plus grande que I'unité. C’eft
ainfi que \ vaut plus que 1) car \ eft autant

que \ & encore  Or \ eft autant que 1,

par conféquent \vaut 1 r, c’eft-a-dire,
un entier. & encore un demi- De méme
f valent 1 j, ~valent 1 ~, & ~valent 2

Et en général il fufHt dans ces cas de di-
vifer le nombre fvlpéricur par I'inférieur ,
& de joindre au quotient une fra&ion qui
ait le réfidu pour numeérateur, & le divi-
feur pour dénominateur. Si la fraftion don-
née étoit, par exemple, on auroit au
quotient 3, & 7 pour réfidu ; dou I'on

D 3
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concluroit que ~ eft la méme chofe que

lu*
75.-

On voit par-la comment les fra&ions,
dont les numérateurs furpnfient les déno-
minateurs, fe résolvent en deux membres,
I’'un defquels eftun nombre entier, & I'autre
un nombre rompu , dont le numérateur eft
plus petit que le dénominateur. On nomme
ces fra&ions, qui contiennent un ou plu-
fieurs entiers, des f raclions impropres par
oppofition aux fra&ions reéelles ou propre-
ment dites, qui ayant ic numérateur plus
petit que le dénominateur, font moindres
que l'unité ou qu’un entier.

76.

On a coutume de fe faire une idée de
la nature des fraftions encore d’une autre
maniére, qui éclaircit aff'ez bien la chofe.
Si I'on confidere, par exemple , la fra&ion

1i eft évident qu’elle eft trois fois plus
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grande que Or cette fra&ion - fignifie
que fi I'on partage i en 4 parties égales,
ce fera-la la valeur d'une de ces parues;
il eft donc clair qu’en prenant enfemblé
3 de ces parties, on aura la valeur de la
fra&ion

On peut confidérer de la méme maniéré
toute autre fraftion, par exemple, ; fi
I'on partage I'unité en 12 parties égales,
7 de ces parties equivaudront a la fra&ion
propofée.

77—

C’eft auffi a cette maniéré de repréfen-
ter les fra&ions, que les dénominations
fufdites de numérateur & de dénominateur
doivent leur origine. Car, comme dans la
fra&ion précédente ~ , le nombre qui eft
fous le trait indique que c’eft en 11 parties
gue l'unité doit fe divifer ; par conféquent,
comme il défigne ou nomme ces parties,
on ne I'a pas nommé fans raifon Le dénomi-
nateur.

D 4
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De plus, comme le nombre fupérieur,
favoir 7 , indique que pour avoir la valeur
de la fraflion il faut prendre ou raffembler
7 de ces parties , & que par conféquent
il les compte pour ainfi dire, ona jugé a
propos de nommer ce nombre qui eft au-
deffus du trait, le numérateur.

? S.

Puifqu’il eft aifé de comprendre ce que
c’eft que 3, quand on fait ce que (ignifie 7 ,
nous pouvons confidérer les fra&ions dont
le numérateur eft I'unité > comme faifant le
fondement de toutes les autres. Telles font
les fra&ions
i I Y O A I I
tk il faut remarquer que ces frayions vont
toujours en diminuan: ; car plus vousdiviléz
un entier, ou plusie nombre des parties que
vous en faites eft grand , plus au contraire
chacune de ccs parties devient petite. C'eft
ainfi que ,-cft plus petitque  que 7~phis
petit que N ; & ~ -0plus petit que 3.
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79*

On a vu que plus on augmente le dé-
nominateur de pareilles fractions, & plus
leurs valeurs deviennent petites. On pour-
roit donc demander s'il ne feroit paspofiible’
de faire ce dénominateur fi grand , que. la
frafrion fe réduisit a rien ? Nous répon-
drons que non ; car en combien de parties,
innombrables méme , que vous divifiez.
I'unité ; par exemple , la longueur d'un
pied , ces parties ne laifiéront pas de con-
ferver une.certaine grandeur, & ne feront
par conféquent jamais abfolument rien.

80.

Il eft vrai que fi I'on divife la longueur
d’un pied en 1000 parties., par exemple j
ces parties" né tomberont plus ' facilement
Tous nos feus. Mais regardez-les par un boit
microfeope,,elles p'aroitront aflez grandes
pour pouvoir étre divifées encore en 10a
parties davantage.
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11 ne sagit cependant pas du tout ici de
ce qu’il dépend de nous de faire, ou de
ce que nous fommes capables d’exécuter
réellement, & de ce que nosyeux peuvent
Tippercevoir; il eft queftion plutdt de ce
qui eft po/Tible en foi - méme. Or il eft
certain dans ce fens, que quelque grand
gu’on veuille fuppofer le dénominateur ,la
fraftion pourtant ne s’évanouira jamais en-
tierement, ou ne deviendra jamais tout-
a fait égale a o.

81.

On narrive donc jamais entierement a
rien, quelque grand qu’on fafie le déno-
minateur ; & ces fraftions confervant tou-
jours encore une certaine grandeur , on
peut continuer, fans jamais cefier, la fuite
de fraftions de l'article 78. Cette propriété
a fait dire qu’il faudroit que le dénomi-
nateur fat infini ou infiniment grand, pour
que la fra¢Kon fe réduisit enfin a o, ou a
rien; & ce mot d'infini fignifie en effet
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ici qu’on ne parviendroit jamais a une fin
avec la fuite defdites fratEKons.

82.

On fe fert pour repréfenter cette idée,
qui eft trcs-fondée, du figne oc, lequel par
conféquent fignifie un nombre infiniment
grand ; & on peut donc dire que cette frac-
tion 4 eft un rien réel, par la raifon méme
qgu’une fraftion lle fauroit fe réduire arien,
aufti long-temps que le dénominateur n'a
pas eté augmenté a I'infini.

83.

Il eft d’autant plus néceflnire de faire
attention a cette idée de l'infini, quelle
eft déduite des premiers fondemens de nos
connoififances, & qu'elle fera de la plus
grande importance dans ce qui fuivra.

Nous pouvons ici déja en tirer des con-
féquences aufii belles que dignes de notre
attention.

Lafrac¢lion ~ indique le quotient de la
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divifton du dividende i par le divifeur m

Or nous favons-qu’en divifant le dividen-
de i par le quotient i, qui eft, comnie
nous avons vu , autant que o, on retrouve
le divifeur & : voici donc' une nouvelle
notion de l'infini que nous acquérons ; nous
apprenons qul provient de la divifion de r
par o; <&I'on eft par conséquent fondé a
dire, que \ divifé par o indique un nombre
infiniment grand ou oo.

84.

Il eft néceflaire encore ici de diftiper
I’erreur allez commune de ceux qui pré-
tendant qu’an infiniment grand n'cft pas
fufceptible d’augmentation, 4

Cette opinion ne fauroit; fubfifter avec
les principes folides que nous venons d’éta-
blir; car fignifiant un nombre; infiniment
grand, & | étant inconteftableinent le dou-
ble de il eft clair qu'un nombre , quoir
qgue infiniment grand, peut devenir encore
deux ou pluficurs fois plus grand.
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CHAPITRE VIII.

Des propriétés des fractions.

N ous avons vu plus haut que chacune
des fractions,

1.i15’£7i/\/r
j

Ty jU o4 i
fait un entier, & que par confequent elles
font toutes égales entr'elles. La méme éga-
lite regtie dans les fraftions qui fuivent,

' 2 4 6 8 0 Hl:n
75T> 3J 4> 7' '6’ '

chacune delles faifant deux entiers ; car
le numérateur de chacune divifé par ion
dénominateur, donne 2. De méme toutes
ces fra&ions

|:-1 %1 g; ]‘.‘11 g»-iﬁ»z-r
font égales' entr'elles, puifqu’elles ont 3
pour valeur commune.
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86.

On peut pareillement repréfenter la
valeur d’'une frac¢tion quelconque , d'une
infinité de maniérés. Car fi 'on multiplie
tant le numérateur que le dénominateur
d'une fra&ion par un méme nombre , que
I'on peut prendre a volonté, cette fra&ion
n'en confervera pas moins la méme valeur.
C'eft par cette raifon que toutes ces frac*
tions
* - 1t o2 0 i i io»

r> 4> 6» 8> 10» 11’ 14" 16» iS» 10 > CXC*
font égales entrelles, chacune valant

De mélne

| ~I X 1Lf 1. 2 ™pr
3>6" 9’ 12* 15* 18* 21+ 14* 271 30* *
font des fraétions égales, & dont chacune

vaut j. Les fra&ions

2 4 S >E « m
3>65 11> 15» 18> il » 14 »

ont pareillement toutes une méme valeur ;
& on peut conclure enfin en général que
la fraCHon j peut étre repréfentée par les
expreffions fuivantes, dont chacune équi-

vaut a j; favoir :
a 7+ 3a 4% 5a fia q

bj 7i> 17 >Ahl Jhl Th> Cxc*
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Pour sen convaiﬁc?ré , On N'a qu’a écrire
pour la valeur de la fra&ion une certaine
lettre ¢, en entendant par cette lettre c
le quotient de la divifton de a par b; 8c
fe rappeler que la multiplication du quo-
tient ¢ par le divifeur b, doit donner le
dividende. Car puifque ¢ multiplié par b
donne a, il eft clair que ¢ multiplié par
2 b donnera 2a, que c¢c multiplié par 3b
donnera 3a, Sc quainfi en général ¢ mul-
tiplié par mb doit donner ma. Or chan-
geant maintenant ceci en un exemple de
divifion, & divifimt le produit ma par m.b,
I'un des facleurs , il faut que le quotient
foit égal a lautre fafteur c¢; mais ma
divifé par mb donne aufli la fraftion”,
laquelle eft par conféquent égale ac; &
voila ce qu’il sagiftoit de prouver : car ¢
ayant été adopté pour la valeur de la frac-
tion \ , il eft évident que cette fraftion eft

égale a la fra6lion ~ , quelque valeur que
I'on donne u Mm%
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88.

Nous avons vu que toute fraftion peut
ctre repréfentée fous une infinité de formes,
dont chacune contient la méme valeur ; &
il eil indubitable que de toutes ces formes,
c eft celle qui fera compofce des plus petits
nombres , dont on faifira le mieux la ligni-
fication. Par exemple , on pourroit mettre
au lieu de .y les fra&ions fuivantes ,

i ir 12 &c

6 ¢ ) ijJ 15" is >
mais il n'eft pas douteux que j ne foit tou-
jours de toutes ces expreffions. celle dont
il eft le plus facile de fe faire une idée.
Il fe préfente donc ici la queftion comment
une fra&ion, comme ~ , qui n'eft pas ex-
primée par les plus petits nombres pofliblcs,
peut étre réduite a fa forme la plus fimple
ou a fes moindres termes, c’eft-a-dire dans

notre exemple , aj.

89.

11 fera facile de réfoudre cette queftion ,

fi I'on confidere qu'une fraftion ne laifte
pas
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pas de conferver fa valeur, quand on mul-
tiplie fes deux termes, ou fon numérateur
& fon dénominateur , par un méme nom-
bre. Car de la il sSenfuit qu’auffi en divifant
le numérateur & le dénominateur d'une
fraflion par un méme nombre , cette frac-
tion doit conferver la méme valeur. Cela
fe voit encore plus clairement par le moyen
de la formule générale ~b; car fi I'on di-
vife tant le numérateur ma, que le déno-
minateur mby par le nombre m, on obtient
la fraftion j, laguelle,comme on I'aprouve
ci-defius, eft égale a

90.

Afin donc de réduire une fra&ion pro-
pofée a fes moindres termes, il sagit de
trouver un nombre par lequel tant le nu-
mérateur que le dénominateur puifte étre
divifé. Un nombre de cette efpece fe nomme
un commun divifeur, & aufti long-temps
gu'on peut indiquer un commun divifeur

entre le numérateur & le dénominateur t
Tome /i E
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il efl: certain que la fra&ion peut étre ré-
duite a une exprefiion plus petite ; mais
guand on voit au contraire qu’a I'exception
de l'unité aucun autre commun divifeur
ne fauroit avoir lieu , ceft figne que la
fra&ion fe trouve déja fous la forme la
plus fimple qu'il efl pofiible.

91*
Pour rendre ceci plus clair, confidérons
la fraftion Nous voyons d’abord que

les deux termes fe divifent par 2, & qu’il
en réfulte la fratlion  Enfuite qu’on peut
de nouveau divifer par 2, & réduire la
fra&ion a ~ ; & celle-ci ayant encore 2
pour commun divifeur , il eft clair qu'on
peut la réduire a 6. Mais a préfent I'on
s'appercoit facilement que le numérateur
& le dénominateur font encore divifibles
par 3 ; faifant donc cette divifion on ob-
tient la fiation j , laquelle eft égale a la
fraftion propofée, & indique I'expreffion
la plus fimple a laquelle Ol puifte la re-
duire ; car 2 & 5 n'ont que le commun
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divifeur 1, lequel ne peut diminuer ces
nombres davantage.

AT

Cette propriété qu'ont les fraéKons, de
garder une valeur invariable , foit qu'on
divife ou qu’on multiplie le numeérateur &
le dénominateur par un méme nombre; cette
propriété , dis-je, eft de la plus grande
importance & fait le principe fondamental
de tout ce qu'on enfeigne fur les fraftions.
On ne peut guere , par exemple , ajouter
enfemble deux fraftions, ou les fouftraire
I'une de l'autre , avant que , moyennant
cette propriété, on les ait reduites a d au-
tres formes, c'eft-a-dire a des expreftions
dont les dénominateurs foient égaux. C’eft
de quoi nous parlerons dans le chapitre
fuivant.

o3*

Nous finirons celui-ci par la remarque,
gu’on peut aufti reprélenter tous les nombres
entiers par des fractions. Par exemple , 6

E 2



eft autant que ~t parce que 6 divifé par i
fait 6 ; & on peut de la méme maniéré
exprimer ce nombre 6 par les fraftions

& une infinité d’autres qui
ont la méme valeur.

CHAPITRE I X.

D i l'addition & de la fouflraé¢tion du F raclions.

94

JLtORSQUE les fraftions ont des dénomi-
nateurs égaux , il n'y a aucune difficulté a
les ajouter & a les fouftraire; car

autant que autant quef. On
n’opere dans ce cas, foit pour I'addition ,
foit pour la fouftraction , que fur les nu-
mérateurs , & on met fous le trait le de-
nominateur commun ; ainfi



DA: LG EBR £= 6%
de mémej+ j fontj ou i, c'eft-a*dire
u_n entier; & 2 ah ;1 font i ceft-a-
aire rien, ou c.

o5*

Mais quand les fraftions n'ont pas des
dénominateurs égaux , il eft toujours pof-
fible de les transformer en d’autres fra&ions
gl aient un méme dénominateur. Par
exemple, quand on propofe d’ajouter en-
femble les fra&ionsl & ~, il faut conftdé-
rer queleft autantque | , & que ~ équi-
vaut a~, nous avons donc a la place des
deux frayions propofées ces deux autres,
c“}g-, dont la fomme fait Si les deux
fra&ions étoient jointes par le figne mains,

comme t — j , onauroit f — | ou
Autre exemple : Soient les fraftions pro-
pofées | ; puifque y eft la méme chofe

que 8, on peut lui fubftituer cette valeur
& diref-ff font™ou i |

Suppofez qu'on demande encore ce que
donnent j & ™ ajoutés enfemble , je dis
g«e ceft ij carj faitf, &

E 3
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96.

Il peut arriver qu'on ait un plus grand
nombre de fraélions a réduire a un méme
dénominateur; par exemp. j,|, f, £,
tout fe réduit alors a trouver un nombre
qui foit divifible par tous les déenominateurs
de ces fra&ions. 60 eft ici le nombre qui
a cette propriété , & qui devient par con-
fequent le dénominateur commun. Nous
aurons donc g au lieude ;% aulieudej ;
s, au lieu de 3, 2~ au lieu de; , & 2 au lieu
de S'il sagit a jpréfent d’ajouter enfemble
toutes ces frayions g, g; 9,9, g ; on
ne fait qu'ajouter tous les numérateurs, &
on donne a la femme le dénominateur
commun 60; c'eft-.Vdire qu’'on aura :
ou 3 entiers & g, ou 3 £

9r-
Tout fe réduit ici, nous le répétons, a
transformer deux frayions dont les déno-
minateurs font inégaux , en deux autres
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aont les dénominateurs font égaux. Pour
faire donc cette opération d’'une maniere
générale , foient \ & j Lis fraftions propo-
ses. Qu’on multiplie d'abord les deux ter-
nies de la premiere par d, on aura la frac-
tion ~ égale aj \ qu'on multiplie enfuite les
deux termes de la leconde fraftion par b,
°n en aura une valeur équivalente expri-

Parri >& v°ila les deux dénominateurs
devenus egaux. Maintenant fi I'on demande
guelle eft. la fomme des deux fraftions pro-
pofées, on peut répondre auffi-tét que
c’eft ; & Sl eft queftion de la diffé-
rence, on dit quelle eft -fp - S’il sagif-
foit, par exemple , des fra&ions\ & |, en

obtiendroit a leur place » ', dont la
fomme .. & dont la différence eft —
98.

C’eft a cette matiere aufti qu’appartient
la queftion, laquelle de deux fra&ions pro-
pofées eft la plus grande ou la plus petite ?
Car, pour y répondre, on n'a qu’'a réduire

E 4
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ces deux fraftions au mcme dénominateur.
Prenons pour exemple les deux fra&ions
| & -; fi on les réduit au méme dénomi-
nateur, la premiere devient —, & la fé-
condé jy, & il eft évident a préfent que
c'eft la fécondé, ou | , qui eft la plus
grande , & que c'eft de ~ qu’elle furpafle
la premiere.

Soient propofées encore les deux frac-
tions j tk | , on aura a leur place celles-
ci? & 735 d'ou lI'on peut inférer que
furpafle 1, mais feulement de

9O-

Lorfqu’il eft queftion de fouftraire une
fraftion d’'un nombre entier, il fuflit de
convertir une des unités de ce. nombre
entier en une fra&ion qui ait le méme
dénominateur que celle gu’il faut fouftraire,
le refte fe-fait fans difficulté. Qu’il sagifle,
par exemple, de fouftraire ~ de i , on écri-
ra 4 au lieu de i , & ondiray 6té de j laifTq
~ de refte. De méme ~ , fouftrait dc i ,
JaifTe - .

4»
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S'il s’agiffoit de fouftraire 3 de deux, on
écriroit i & au lieu de i , & on verroit
d’abord qu’il doit relier aprés la fouftrac-
fioi)
100.

Il arrive aufii quelquefois qu'ayant ajoutée
enfemble deux ou plufieurs fraclions, on
obtient plus d’'un entier , c’eft-a-dire , un
numeérateur plus grand que le dénomina-
teur ; c’eft un cas qui seft méme déja pré-
fenté & auquel il faut faire attention.

Nous avons trouvé , par exemple , a
I'article t6 que la fomme des cinq frac-
tions 7, f, 3, étoi' "0 nous avons
fait obferver que cette fomme figrQfioit
3 entiers & fjou”. De méme j~\~I ou "
-\- —font~ ou i Il Ny a qu'a faire la
divifion réelle du numérateur par le déno-
minateur , voir combien d’entiers wennei\t
au quotient, & tenir compte du rendu.

On fera de méme a peu pres pour ajou-
ter enfemble des quantités compofées de
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-nombres entiers & de fra&ions; on ajou-
tera d’abord les fraéKons, & ii leur fomme
fait un ou plufieurs enriers, on les ajoute
aux autres entiers. Qu'il foit queftion , par
exemple, d'ajouter 3 & 2y, on prend
d'abord la foinme de j o:j,oude | & |.

Elle eft | ou i ©; donc la fomme totale eft

] m o b Irryf-aincbe o cjittla®

CHAPITRE X.

De la multiplication & de la dlvijion
des Fractions.

10 1.

iA regle pour la multiplication d’une
fra&ion par un nombre entier, eft de ne
multiplier par ce nombre que le numéra-
teur , & de ne rien changer au dénomi-
nateur ; ainft

2 fois ~fait \ ou i entier 5

2 foisj fait -j &
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3 fois | fait | ou \;

4 fois Tl—faitjz-ou i {; ou i i
On peut cependant, au lieu de cette
regle , employer auffi celle de divifer le
dénominateur par le nombre entier donné ;
& il eft bon de s'en fervir, quand cela fe
peut, parce qu'on abrégé par-la le calcul.
Qu’il s'agifle, par exemple, de multiplier -
par 3 ; fi 'on multiplie le numeérateur par
le nombre entier, on obtient n lequel
produit fe réduit & Mais fi I'on ne change
rien au numérateur & que I'on divife le dé-
nominateur par le nombre entier, on trouve
immédiatement | ou z | pour le produit
cherché. De méme ~ multiplies par 6

donnent 11 ou 3 1.
4 4

102.

En général donc , le produit de la mul-
tiplication d'une fraftion £ parce ftj)~
on peut remarquer que quand le nombre en-
tier eft préciféement égal au dénominateur,
le produit doit étre égal au numérateur.
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En effet

} pris z fois donne i ;

| pris 3 fois donne z;

3 pris 4 fois donne 3.
Et en général, fi 'on multiplie la fratlion -
par le nombre b, le produit doit etre a,
comme on l'a déja fait fentir plus haut ;
car puifque f-indique le quotient de la di-
vifion du dividende a par le divifeur b, &
gu’on a démontré que le quotient multiplié
par le divifeur doit donner le dividende,

il eft clair que \ multiplié par b doit pro-
duire a.

Nous avons vu comment on doit mul-
tiplier une fra&ion par un nombre entier ,
voyons a préfent aufii comment il faut
divifer une fraftion par un nombre entier j
cette recherche eft néceffaire avant que
nous pallions a la multiplication des frac-
tions par des fractions. Or il cil: clair que
fi j’ai a divifer la frafltian ~par z, il doit
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nie venir ~; & que le quotient de ¢ divifé
Par 3 y La regle eft donc, qu'il faut
divifer le numérateur par le nombre entier
fans changer le dénominateur. Ainft :

- divifé par 2 donne &

N~ divifé par 3 donne &:
divifé par 4 donne A, &c.
104,

Cette regle peut étre pratiquée fans dif-
ficulté , pourvu que le numérateur foit di-
vifible par le nombre propofé ; mais fort
fouvent il ne I'eft pas ; il faut donc obferver
qu on peut transformer une frafiion en un
nombre infini d’autres expreftions, & que
dans ce nombre il ne peut manquer d'y
en avoir de telles, que le numérateur puifte
étre divifé par le nombre entier donne. S’il
sagiffoit, par exemple , de divifer3 par z,
on changeroit la fraftion en -, & divifant
maintenant le numérateur par z, on auroit
maufli-tét ~ pour le quotient cherché.

Eu général, s'il eft queftion de divifer
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la fraflion - par ¢, on la transformera en
celle-ci ~ , & divifant enfuite le numérateur

ac par c, on écrira ~ pour le quotient
cherché.

105.

Nous voyons donc que dans le cas ou
une fraftion \ doit étre diviiée par un nom-
bre entier ¢, on n'a qu'a multiplier le dé-
nominateur par ce nombre, & laiffer le
numeérateur tel qu’il eft. C’eft ainfi que |

divifé par 3 fait —, & que — divifé par 5
it

Ce calcul devient cependant plus facile
guand le numérateur lui-méme eft divifible
par le nombre entier , comme nous I'avons
fuppofé a l'article 103. Par exemple -divifé
par 3 feroit, fuivant notre derniere regle,
N mais par la premiere regle, qui eft ap-
plicable ici,ona” , eXpreliion qui équivaut
a , mais qui eft plus fimple.
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10 6.

On fera maintenant en état de compren-
dre comment il Faut multiplier une frac-
tion j par une autre fra&ion j. On naqu’a
coniiaérer que ~ fignifie que c eft divife"
par d-, & en partant de la , on multipliera
d abord la fraftion | par c, ce qui produit
le réfultat ~ ; apres quoi on divifera par d
ce qui donne  Nous tirons de la la regle
Suivante, que pour multiplier deux frac-
tions , on n'a befoin que de multiplier fé-
parement les numérateurs & les dénomi-
nateurs. Ainfi

r par j donne le produit\ ou j ;
| pari fait+ ; &
4 Par ~ produit ou f6, &c.

107.

Il nous refte a montrer comment on doit
divifer une fraftion par une autre. Il faut
remarquer d’abord que fi les deux fra&ions
ont le méme nombre pour dénominateur ,
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la divifion n'a lieu qu'a I'égard des numé-
rateurs ; car il eft évident, par exemple,
que ~ font contenus autant de fois dans ~ ,
que 3 l'eft dans 9, c'eft-a-dire , 3 fois; &
pareillement pour divifer S—par N, on na

gu'a divifer 8 par 9 , ce qui donne On
aura de méme yen oy, X fois | AN oy §
fois; ~enf, |, &c.

108.

Mais quand les fraftiOns n'ont pas leurs
dénominateurs égaux , il faut avoir recours
a la maniéré dont nous avons dit qu’on
les réduifoit au méme dénominateur. Qn’on
ait, par exemple , la fraction ™ a divifer
par la fra&ion j , on les réduira d'abord au
méme dénominateur , & l'onaura ~da di-
vifer par f2; & il eft clair a préfent que
le quotient doit étre indiqué Amplement
par la divifion de ad par bc; ce qui donne
ad

Voici donc la regle : il faut multiplier
le numérateur du dividende par le dénomi-

nateur
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nateur du divifeur , & le dénominateur du
dividende par le numérateur du divifeur ;
le premier produit fera le nhumérateur du
guotient, & le fécond produit fera fon
dénominateur.

109.

Ainfi, en fuivant cette regle pour divi-
fer par -y On aura le quotient ~ ; la di_
vifion de ~ par ~ produiraéou\, ou 1 & \ '\

o it
& celle de 4 tF:ar rd donnera go oui.

I 10.

On a ¢outnme aufii de préfenter cette
regle pour la divifion d'une maniéré plus
facile a retenir, que voici : Si I'on renverfe
la fraftion par laquelle il sagit de divifer,
de facon que le dénominateur fe mette
a la place du numérateur, & que celui ci
sécrive fous le trait, & qu’enfuite on mul-
tiplxe la fraftion , qui eft le dividende , par
cette fru&ion renvcrfée , le produit fera le
quotient cherché. Ainfi | divifé par \ eft
autant que 2 multiplié parj, ce qui fait ~ou

Tome /. £
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i De méme f divifé par y eft autant que
| multiplié par 3, ce qui produit ; ou "
divifé par | fait autant que  multiplié par
j , dont le produit eft~ ou |.

On voit donc en général que de divifer
par la fraétion , c’eft la méme chofe que
de multiplier par j ou i ; que la divifion
par * revient a la multiplication par \ ou
par 3, &c.

Le nombre 100 divifé par - donnera
donc 2CO; & iooo divifé par y fait 3000.
De plus, s'il sagit de divifer i par »
le quotient eft 1000 ; & en divifant 1
nar jgomp » il vient 100000. Cela aide a
comprendre qu’en divifant par 0, il doit
en réfulter un nombre infiniment grand -
car la divifion de 1 par la petite fra&ion

; Qil'aoomo produit déja le nombre tres-grand
1000000000.
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112.

i out nombre divifé par lui-méme don-
nant I'unité , on fent bien qu’une fra&ion
divifée par elle-méme doit aufii donner le
quotient 1; la méme vérité fuit de notre
regle : car pour divifer 3 par3, il faut mul-
tiplierzll Pari3 , & on obtientllou 1; & Sil
sagitde divifer ~par £, on multiplie parh f
or le produit ~ eft égal a 1.

113*
Nous avons aufli a expliquer encore une

expreflion dont l'ufage eft fréquent. On
demande, par exemple , ce que c'eft que
la moitié de - ; cela veut dire qu'on doit
multiplier3 par . De méme fi I'on demande
ce que font les j deJ, on multipliera \ par
ce quiproduit & 3de fontautantque ~
multiplié par ~, & font

114 .
Enfin il faut obferver ici a I'egard des
fignes -f- & — , les mémes principes que
F z
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nous avons établis plus haut pour les nom-
bres entiers. Ainfi - multiplié par — -,
fait — & — - multiplié par — 1, donne
-j- Deéplus— | divifé par-f-y, fait— \\;
& — ' divifé par— , fait-j- ~ ou -j- i.

CHAPITRE X1.

Des Nombres quarrcs.

11 5 -

3LjE produit d'un nombre multiplié par
le méme nombre , fe nomme un qudrré;

par cette raifon on appelle racine'quarrée
ce nombre confidéré relativement a un tel
produit.

Par exemple, quand oh multiplie iz
par i2, le produit «44 eft umquarré dont
la racine eft 12. : t

Le fondement de cette dénomination eft
pris dans la Géométrie, ou lI'on trouve le
contenu d’'un quarré en multipliant fou cotg
par lui-méme.
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116.

Tous les nombres quarrés fe trouvent
donc par la multiplication ; c'eft-a-dire ,
en multipliant la racine par elle-méme.

C eft ainfi que 1 eft le quarré de 1 , parce
que 1 multiplié par 1 fait 1 ; & pareille-
ment, que 4 eftle quarré de 2, & 9 le
quarré de 3 ; que 1 eft la racine de 4,
N 3celle de 9.

Nous considérerons en premier lieu les
quarrés des nombres naturels, & nous don-
uerons d’abord la petite table qui fuit, dans
laquelle plufieurs nombres ou racines fe
Souvent fur la premiere ligne, & leurs
quarrés fur la fécondé (*).

Mombres| i| H 4] 5] 6] 7[ 8 9 o] 111 itj 13
@ arr™ 1 i] A 9]i6]*i|36]49|&48i |-ioc| 1a»11441165;

() Nous avons des tables tris-complettes pour les
S[i-irres des nombres naturels , publiées .fous le titre de
' "m"gonometrij Tabuljrij , &c. auclorel). J obo Luvoi.roe
-- iiiKlodami, i6yo , in-4.0 Ces tables vont depuis !

F 3
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117.

On remarquera d’abord fans peine dans
ces nombres quarrés rangés ainfi par ordre,
une belle propriété 5 a l'avoir que , fi I'on
fouftrait chacun de ces quarrés de celui qui
fuit immédiatement, les refies augmentent
toujours de 1, & forment la fuite que
voici :

3 >F>7 >0 » 11> >M» 17 1 19»21 >&C.

qui eft celle des nombres impairs.

118.

Les quarrés des fra&ions fe trouvent
pareillement, en multipliant une fraftion
donnée par elle-méme. Par exemple, le
quarré de Meft N, &

j apour quarré ©;

4 -4
jnfqu’a 100000 , non-feulement pour trouver ces quarrés ,
mais aufli les produits de deux nombres quelconques
moindres que ioooco ; fans parler de différens autres

ufages qui font détaillés dans l'introdu&ion qui eft a la

tete de I'Quvrage.
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“a pour quarré ~ ;

- N, & ainfi de fuite.

On voit affez qu’il fuffit de divifer le

quarré du numérateur par le quarré du

dénominateur, & que la fra6tion qui ex-

prime cette divifion, doit étre le quarré

de la fraftion donnée. C’eft ainfi encore

que g eft le quarré de ~; & réciproque-
ment que | eft la racine de

119.

Quand on veut trouver le quarré d'un
nombre mixte, ou compofé d’'un nombre
entier & d'une fra&ion , on na qu’a le
réduire a une feule fraéHon , & prendre
enfuite le quarré de cette fraélion. Qu’il
s'agifte , par exemple, de trouver le quarré
de 2 i j on exprimera d’abord ce nombre
par | , & prenant le quarré de cette frac-

tion, ona” ou 6 } pour la valeur du quarré
de 2 1. De méme pour prendre le quarré
de3 , ondira} - eftautant que j-j donc
fonquarréeftégala ~ , oua 10 & ™. Voici

F 4



1>8 E LEMENS

pour chaque quart d’augmentation les quar-
rés des nombres compris entre 3 & 4.

1 1
Nombres 3 n 3* 5+ 4
_Q.parrés 9 <-6'27TM? 16

On peut conclure de cette petite table,

gue fi une racine contient une fra&ion ,
ion quarré ne manque pas d’en contenir

une aufli. Soit, par exemple, laracine 1 ~ ;
Ton quarré eft y~,om ~ ; c'cft-a-dire un
peu plus grand que le nombre entier 2.

120.

Paflons aux expreflions générales. Quand
la racine eft a, le quarré doit étre aa; fi
la racine eft la, le quarré eft 4aa; ce
qui donne a connoitre qu’en doublant la
racine, le quarré devient 4 fois plus grand.
De méme, fi la racine eft 3a, le quarré
eft yaa; & fi la racine eft 4a, le quarré
eft 16aa. Mais fi la racine eft ab, le quarré
eft aabb ; & fi la racine eft abc, le quarré
eft aabbcc.
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121.

Amfi, quand la racine eft compofée de
deux ou de plusieurs fa&eurs, il faut mul-
tiplier enfemble leurs quarrés ; & récipro-
guement, fi un quarré eft compofé de deux
ou de plufieurs fafteurs , dont chacun eft
un quarré, on n'a qu’'a multiplier enfemble
les racines de ces quarrés , pour avoir la
racine complette du quarré propofé. Ainfi,
comme 2304 eft autant que 4.16.36, la
racine quarrée en eft 2.4.6 ou 48 ; & en
effet 48 fe trouve étre la racine quarrée
de 2304 j parce que 48.48 fait 2304.

122.

Voyons aufii ce gu’il faut obferver dans
cette matiere a I'égard des fignes -\- & —.
Et dabord il eft clair que fi la racine a
le figne - f-, c’eft-a-dire qu’elle eft un nom-
bre pofitif, fon quarré doit néceflairement
étre de méme un nombre pofttif, parce
que par j. fajc_j_. jc quarré de -j- a
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fera -\- aa. Mais fi la racine eft un nombre
négatif, comme — at le quarré n'en de-
vient pas moins pofitif, puifqu’il eft -J- aa;
nous pouvons donc conclure que aa eft
le quarré tant de -j-a que de — que
par conféquent on peut indiquer pour tout
qguarré deux racines, l'une pofitive &
I’autre négative. La racine quarrée de 25,
par exemple, eft également -J- 5& — 5,
parce que — 5 multiplié par — 5 donne
25 aufli bien que — 5 par — 5.

CHAPITRE X11.

Des Racines quarrées & des Nombres irra-
tionnels qui en résultent,

123.

E que nous avons dit dans le chapitre
précédent revient principalement a ceci :
Que la racine quarrée d'un nombre pro-
pofé n'eft autre chofe qu'un nombre tel
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que fon quarré foit égal au nombre pro-
pofé , & qu'on peut mettre devant ces
racines tant le figne pofitif que le figne
négatif.

124.

Ainfi quand un nombre propofé eft un
quarré, & qu’on a retenu dans la mémoire
un nombre fuffifant de nombres quarrés,
il eft facile de trouver la racine de celui
qui eft donné. Si c’eft 196 , par exemple,
qui foit ce nombre propofé , on fait que
& racine quarrée eft 14.

On traite de méme avec facilité les
fo&ions : il eft clair, par exemple , que |

la racine quarrée de ~ ; on nma, pour
sen convaincre, qu'a prendre la racine
guarrée du numérateur , & celle du déno-
minateur.

Si le nombre propofé eft un nombre
mixte , comme n '-, on le réduira a une
feule fra&ion , laquelle eft ici j. t & on
verra fur le champ que c’eft \ ou 3\, qui
doit étre la racine quarrée de 12
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125

Mais quand le nombre propofé n'eft pas
un quarré , comme iz par exemple , il
n'eft pas poffible non plus d’en extraire la
racine quarrée , ou d'indiquer un nombre
tel que , multiplié par lui-méme , il donne
le produit 1z. Ce que nous favons cepen-
dant , c’eft que la racine quarrée de 1!
doit étre plus grande que 3, parce que 3.3
ne font que 9 ; & plus petite que 4, parce
que 4.4 font 16, c’eft-a-dire plus de 1z
Nous favons méme aufli que cette racine
eft plus petite que 3 } ; car nous avons vu
qgue le quarré de 3 ~ou ~eft 1z Enfin
nous pouvons déterminer cette racine d’une
maniéré encore plus approchée, en la com-
parant avec 3 ~ ; car le quarré de 3 ou
de \) eft oulz& ~ , par conféquent
cette fraftion eft encore un peu plus grande
gue la racine qu’on demande ; mais de tres-
peu , puifque les deux quarrés ne différent
entreux que de
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126.

On pourrpit foupgopner que puifque 3 7
N 317 font des nombres plus grands' que
la racine de 12 , il feroit poflible‘d’ajouter
a 3 une fra&idn un peu plus petite que 77,
& précifé'ment telle que le quarré de la
fomme fat égal a 12.

Effayons donc avec 3\, puifque yeft un
peu moindre que  Or 3 eft autant que
7, dont le quarre eft &par conféquent
plus petit de ™ que le quarré de 12 , qu'on,
Peut exprimer par C. Il eft donc prouvé

que 3 L eft plus petit, & que 3 % eft plus
8rand que la racine cherchée. E (layons.

Qbnc un nombre un peu plus grand que
3~, mais .pourtant plus petit que 3 ~ , par
exemp. 3<m Ce nombre qui vaut ~ , a pour
quarre Or en réduifant 11 a ce déno-
minateur on trouve il senfuitdonc que
3r: eft encore plus petit que la racine de
11 »afavoir de ik Subftituons donc a~ la
fraftion ~ m qUj un jjéu plus grande



94 ELEMENS

& voyons encore ce qui réfulte de la com-
paraifon du quarré de 3 avec le nombre
12 propofé : le quarré de 3"~ eft~ , or 12
réduit a la méme dénomination fait + .
ainfi 3 —eft encore trop petit, quoique feu-
lement de 7/, tandis que 3 ~ seft trouve
trop grand.
1 2.7.

On peut comprendre facilement que
quelque fra&ion que l'on joigne a 3, le
quarré de cette fomme doit toujours con-
tenir une fra&ion , & ne peut jamais de-
venir exactement égal au nombre entier 12.
Ainfi, quoique nous fachions que la racine
quarrée de 12 eft plus grande que 3 —&
moindre que 3 ~ , nous fommes cependant
forcés de convenir que nous ne fommes
pas en état d’afltgner une fraction intermé-»
diaire entre ces deux-la , & telle en méme
temps qu’ajoutée a 3, elle exprime exac-
tement la racine quarrée de 12. Avec tout
cela cependant on ne. peut pas dire que la
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racine quarrée de 11 foit indéterminée par
elle-méme & abfolument ; il fuit feulement
de ce que nous avons rapporté , que cette
racine, quoigu’elle ait néceffairement une
grandeur déterminée , ne fauroit étre ex-
primée par des fra&ions.

12 8.

N eft; donc une efpece de nombres qui
ne font aucunement affignables par des
fraftions, & qui font cependant des quan-
tités déterminées ; la racine quarrée de 12
nous en a offert un exemple. On nomme
cette nouvelle efpece de nombres, des
nombres irrationnels ; ils fe préfentent toutes
les fois qu’on cherche la racine quarrée d'un
«ombre qui n'eft pas un quarré. C’eft ainfi
que i n’étant pas un quarré parfait, la ra-
cine quarrée de 2, ou le nombre qui, mul-
tiplié par lui-méme, produit 2, eft une
guantité irrationnelle,;.On nomme aufli ces
nombres des quantités fourdes ou des in-
commenfarables.
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Ces quantités irrationnelles, quoiqu’elles
ne puiflent pas s'exprimer par des fra&ions,
font cependant des grandeurs dont on peut
fe faire une idée jufte. Car quelque cachée
gue nous paroifte , par exemple, la racine
de 12, nous n’ignorons pas cependant que
c'eft un nombre qui, multiplié par jui-
méme , produit exaftement 11]j & ccite
propriété .eft fufKfante pour nous: donner
une idée de ce, nombre , d’autant qu'il déT
pend de nqus d’approcher de plus en plus
de fa valeur. :

130.

Comme on eft donc fuffifamment au fait
de la fignification dei nombres irrationnels
dont il eft cjueftibn , Ol eft convenulcPtiii
certain figne, pour indiquer les racines
quarrées des nombres qui ne font pas des
quarrés parfaits. Ce’figne a cette figure y/,
& fe prononce en effet' racine qdariéc. Ainfi
yj 12 fignifie la racine qudrrée de 12 , ol
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le nombre qui, multiplié par lui-méme *
Fait iz. De méme, y/z indique la racine
quarrée de z \/> celle de ; y/y, la
racine quarrée de ~ & en général y/d
indiqué la racine quarrée du nombre a.
Toutes les fois donc qu’on voudra indiquer
la racine quarrée d’'un nombre qui n'eft pas
tin quarré, on naura qu’a le fervir de la
marque y/ en la métrant devant ce nombre.

o 13L .
L explication que nous avons donnée
des nombres irrationnels , nous met aufli-
tQx fur la voie pour appliquer a ces nom-
bres les calculs ufités. Car Tachant , par
exemple, que la racine quarrée de z, mul-
tipliee par elle-méme , doit produire z ;
nous favons aufll que la multiplication de
\/z par y/2 doit produire néceflairement
1 >que de méme celle de y/3 par y/3 doit
donner 3 ; que y/5 par y 5 fait 5; que
\/j par y/j fait ~5 & que généralement
V a multiplié par y/a produit a.
Tome /. G



58 ELemMEI S
13 2.

Mais quand il s'agit de multiplier y ci
par \/b , le produit eft yjab s parce que
nous avons montré plus haut que ft un
quarré a des faveurs, fa racine doit étre
compofée des racines de ces fafteurs. C'eft,
pourquoi l'on trouve la racine quarrée du
produit ab, laquelle eft y ab, en multi-
pliant la racine quarrée de aou y a, par
la racine quarrée de b, ou par y b. Il eft
clair par-la que fi b étoit égal a a, on au-
roit y aa pour le produit de Par V7™
Or y/aa eft évidemment a} parce que aa
eft le quarré de a.

133-

S’il sagit de la divifion, & qu’on ait
yja, par exemple , a divifer par \/b, on
obtient y/ b; & il peut arriver ici que dans
le quotient I'irrationalité s’évanouiffe. C'eft
ainfi qu'ayant a divifer y/18 par v/s , on
obtient le quotient yjj , lequel fe réduit a
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v | » & par conféquent a - , parce que
-eft le quarré de|.

| 34*

Quand le nombre devant lequel on a
mis le figne radical y/, eft lui-méme un
guatre, on en exprime la racine de la ma-
niere accoutumeée. Ainfi ~ e ft autant que
2] V9autant que 3, y 36 autant que 6,
& \ /12 Mautant que \ou 3 On voit
gue dans ces cas l'irrationalité n'eft qu’ap-
parente, & qu’elle difparoit d’elle-méme,

135
Il eft facile auffi de multiplier nos nom-
bres irrationnels par les nombres «rdinaires.
Par exemple , 2 multiplié par y/5 fait
tVv/ib, & 3 fois y/1 fait 3y/2. Dans ce
fécond exemple cependant, comme 3 eft
autant que y 9, on peut exprimer auffi 3
fois \/z par y/9 multipliant y /i, ou par
V 18. De méme | y/a eft autant que \/4a,
& 3Va autant que y/9a. Et en général
G z
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b \Ja a laméme valeur que la racine quar-
rée de bba ou yabbj dou I'on .infere
réciproquement, que quand le nombre qui
eft précédé du figne radical contient un
qguarré, on peut prendre la racine de ce
qguarré ii la mettre devant le figne , comme
on feroit en écrivant b y/a au lieu de y/bba.
On comprendra aifément d’aprées cela les
réductions qui fuivent :
y/% ouy/2.4 eftautantque z \/z ;

\/12o0uvVvV 4 ————— TVT1i

y 18ouy/2.9 —e-- 3y/2;

V240uy/0 .4 - 1 y/6j

y/320uy/2.16 ------——--- 4y/*)

Vs uVizs*M-------- 5 V3>
136.

La divifion eft fondée fur les mémes
principes, y/a divifé par y/ b} fait ~t ou
y/-t. Et pareillement

~ eft autant que y/* ou y/4 ou | f
,/iS /is /
————————— vt a1V 9 ou 3i

Xg‘z ----------- y/~ ou y/4 ou 2.
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De plus

~left autant que ~ouy/j ou V1 »

7 — — % 0U~ | ou 35
S Ko emoeee- ouy /£, ouy/24
ou/6.4j ouenfinl y/6.

Uny arien a'rer'n?aquGer de particulier a
1 égard de Il'addition & de la fouftra&ion,
parce qu’'on ne fait que lier les nombres
par les figne$ -j- & —. Par exemple, y/z
ajouté a y/3 sécrit
Fouftrait de y/5 s'écrit y/5— y/3» bo~q

Enfin nous ferons obferver que par op-
pofition a ces nombres irrationnels, on
nomme les autres nombres, tant entiers que
fractionnaires, des nombres rationnels.

Ainfi toutes les fois qu’on parle de nom-
bres rationnels, on entend par-la des nom-
bres entiers, ou bien aufii des fraftions.

-1 ~*12 nvirroa -'fr-

G 3
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CHAPITRE XIII.

Des Quantités impojjiblcs ou imaginaires ,
qui dérivent de la méme Jource.

* 39

0 u s avons déja vu plus haut que
quarrés des nombres, tant pofitifs que né-
gatifs , font toujours pofitifs ou ofte&és du
ligne -j- j ayant fait obferver que — a mul-
tiplié par — a fait-J-aa , tout comme le
produit de -f- a par -j- a. C'eft pourquoi,
dans le chapitre précédent , nous avons
fuppofé que tous les nombres dont il s’agif-
foit d'extraire les racines quarrées, étoient
pofitifs.

140.

Quand il arrive donc qu'il foit queftion
d’extraire la racine d’'un nombre négatif,
on ne peut que fe trouver fort embarraffé,
n'y ayant aucun nombre affignable dont le
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quarré foit un nombre négatif. Car fuppo-
fez, par exemple, qu'on voullt extraire
la racine de — 4, ce feroit demander un
nombre tel que, multiplié par lui- méme ,
il donnat — 4 ; or ce nombre cherché n'eft
ni -f~ 2 ni— 1, parce que le quarré, tant
de -j- 2 que de — 2, eft-j- 4 & non P35

4-
141.

U faut donc conclure que la racine quar-
ree d'un nombre négatif ne peut étre ni
un nombre pofitif, ni un nombre négatif,
puifquauffi les quarrés des nombres néga-
tifs prennent le figne plus. Par conféquent
* faut que la racine en queftion appartienne

une efpece tout-a-fait particuliere de
nombres j puifqu’elle ne peut étre comptée
ni parmi les nombres pofitifs, ni paraai les
nombres négatifs.

142.

Or nous avons remarqué plus haut que
les nombres pofitifs font tous plus grands
G 4
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gue rien ou 0, & que les nombres négatifs
font tous plus petits que rién ou Q* de FagorJ]
gue tout ce qui furpaffe o s'exprime par
des nombres pofitifs, & que tout ce qui
eft moindre que o, sexprimé ‘par des nom-
bres négatifs. Nous voyons donc que les
racines quarrées de nombres négatifs ne
font ni plus grandes ni plus petites que rien.
Cependant on ne peut pas dire qu’elles
foient o car o multiplié par o fait o, &
par confisquent ne donne pas un nombre
négatif.

143.

Or puifque tous les nombres qu’il eft
poffible de «'imaginer, font ou plus grands
ou plus petits que o, ou font o0 méme, il
eft clair .qu’'on ne peut pas méme compter
la racine quarrée d'un nombre négatif parmi
les nombres poffibles, & il faut donc dire
gue c'eft une quantité impofilble. C’eft de
cette facon que nous forrimés Conduits 9
I'idée de nombres qui par leur nature l'ont



o' A LCEBRE. 107
impoflibles. On nomme ordinairement ces
nombres des fuantités imaginaires , parce

qu elles exiftent purement dans I'imagi-
nation.

144,
Toutes les expreftions, comme y/— 1,
yf—i, \/—3,-yZ— 4, &ci, l'ont par

confequéht des nombres~impoffibles ou
imaginaires, puifqu’ils indiquent des racines
de quantités négatives. Et c'eft de pareils
nombres qu’'on foutient avec faifon qu’ils
Me F°nt ni rien , ni plus que rien”, ni moinf
que rien 5 ce qui fait principalement qu’on
eft obligé de les déclarer .impoffibles.

145,

Av”c tout cela‘cependant ces nombres
fe prélentent a l'efprit, ils ont lieu dans
notre imagination, & nous ne laiftons pas
gen avoir une idée fuftifaiite : puifque.nous
savons que par. 1/— 4, par exemple, on
entend un nombre qui , multiplié par lui;
jfiéme, fait _L  C’eft aufli pourquoi rien
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ne nous empéche d'appliquer le calcul a
ces nombres imaginaires, & de les em-
ployer.

146.

Notre premiere notion dans la matiere
gue nous traitons, eft que le quarré de
, par exemple , ou le ptoduit de

y — 3par \J— 3, eft —} que celyj
de \/— lpar\/— 1, fait— 1 j & en gé-
néral , qu’en multipliant y j— apar \/ — a,
p\iken prenant le quarré de \/— a, on
obtient a Nt

47

Maintenant, comme — a ftgnifie autant
que -J-c1 multiplié par — 1 , & que la ra-
cine quarrée d’'un produit (e trouve ¢n mul-
tipliant enfemble les racines des fa&eurs,
11 s’enfuit que la racine de a multipliée par
— i, ouy-—i, eft autant que \/a mul-
tipliee par %— i- Or \/a eft un nombre
poffible ou réel, par confeqient cc qu'il
y a dimpofllble dans une quantité imagi-
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naire , peut toujours fe réduire a y/— r.
Par cette raifon donc , y/— 4 eft autant
que Y 4 multipliée par y — 1, & autant
que 2 y/— 19a caufe de y 4 égal a 1.
Par la méme raifon y/— 9 fe réduit a
Voy/-—1, oualdy —1; & \/— 16
fignifie 4y/—
148.

De plus, comme y/a multipliée par
V b fait y/ab, I'on aura \/ 6 pour la va-
leur de y — 2 multipliée par yj— 3; &
V 4 ou 2} pour la valeur du produit dé
y — «pary — 4. On Voit donc que deux
nombres imaginaires, multipliés 'un par
~autre , en produifent un réel ou po/fible.

Mais au contraire un nombre poffible,
Multiplié par un nombre impoffible, donné
toujours de I'imaginaire : m par y/-{-£
fait y 7— 15.

M 9-
Il en eft de méme a I'égard de la divi-
fion ; car y/a divifé par y/b faifant y/j ,
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il eft clair que yj— 4 divifé par y/— r
fera y/-f-'4 oux ; que \/~\- 3" divifé par
y/— 3 fera y/— »; & que i divifé par

y — 1 itie cionne — 1 ; parce
que 1 eft butant que \/-|—*-
¢ = i— /r LUO .1

J 50.

Nous avons obferve plus haut que la
racine quarrée d\m nombre quelconque a
toujours deux valeurs , l'une pofttive &
J'autre négative; que y/.4 ,.par exemple,
eft également -{-.2 & — 2, & qu’en géné-
ral on peut adopter — y/a comme + y/f
.Jpour la racine quarrée de a C~tte remarque
a lieu aufli, quand'il sagit de. nombres
imaginaires : la racine quarre.e de — a eft
également y/—a & — y/--a; mais
jl Ifaut fe ggdgﬂ;dell.cqnfonqrg jes'fignef
-{-& — qui fonl devant Te figne radical,y/,
& le figne qui ne vient qu’aprés cCette
marque y/.

brs&l o oh 110 n
t'" mm m; V' - !
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151*

7 X/ * orlwij iwC] wJ- -,

11 nous refte enf|n a lever le doute qu’'on
pourroit avoir fur I'utilité des ngmbres dont
nous venons de parler ; car en effet ces
nombres étant impoffibles , il ne feroit pas
étonnant qu'on les crat tout-a-fait inutiles
& lobjet feulement d'une vaine fpécula-
tion. On fe tromperoit cependant} le calcul
des imaginaires eft de la plus grande im-
portance ; fouvent il fe préfente des ques-
tions , defquelles on n» fauroit dire fur le
champ fi elles renferment quelque chofe de
reel & de poffible ou non. Or quand la fo-
lution d’une pareille queftion nous conduit
a des nombres imaginaires , nous fommes
certains que ce qu'on demande eft im-
Poftiblc.

Afin d’éclaircir ce que nous venons de
dire par un exemple , fuppofons qu’on
propofe la queftion : de divifer le nombre
1 £ en deux parties, telles que le produit
de ces parties faflé 40. Si I'on réfout cette
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gueftion par les regles ordinaires, on trouve
pour les parties cherchées 6 y/—4 &
6 — \/— 4 ; mais ces nombres font ima-
ginaires : on conclut donc par cela méme
gu'il eft impofiible de réfoudre la queftion.

On faifira facilement la différence , en
fuppofant que la queftion edt été de divifer
12 en deux parties qui, multipliées en-
femble , fiflent 35 ; car il eft évident que
ces parties feroient 7 & 5.

CHAPITRE X1V.

Des Nombres Cubiques.

152.

Q u a N D un nombre a été multiplié trois
fois par lui-méme, ou, ce qui revient
au méme , que le quarré d'un nombre a
été multiplié encore une fois par ce nom-
bre, on a un produit qui fe homme niv
cube ou un nombre cubique. C’eft ainfi
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gue le cube de aeft aaa, vu que ceft ce
qguon obtient en multipliant a par foi-
meme , ou par a, & enfuite ce quarré aa
encore par a.

On voit par-la que les cubes des nom-

bres naturels doivent fe fuivre dans I'ordre
qgue voici (*);

Nombresji 2314150 6 [7 | 8 | 9 f 10
Cubes | i |8 |27]64]t25[2i6!343ji ' 217291100C

153

Si nous conftdérons les différences de ces.
nombres cubiques , comme nous l'avons
pour les quarrés, en fouftrayant chaque
cube de celui qui le fuit, nous obtenons la
fuite de nombres que voici :

7'9>37, 61,91, »27, 169,117,271 ;
nous ne remarquons d’abord aucune régu-

(*) On doit a un Mathématicien , nommé J. P*ul
Buchner, des tables publiées 8 Nuremberg en 1701, dan*
Itfquclles on trouve tant les quarrés que les cubfis ds
tous les nombres depuis 1 jufqu'a 12000.
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larité dans cette fuite ; mais fi nous prenons'
les différences de ces nombres, nous voyons
fe former la férie fuivante :

12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54,
dans laquelle les termes augmentent tou-
jours évidemment de 6.

154~ X
Apres ladéfinition que nous avons donnée
du cube , il ne fera pas difficile de trouver
les cubes des nombres fra&ionnaires : on
verra que geft le cube de 7; que ~ efl
le cube deg , & que ;eft celui de ;- En
effet on n'aqu’a prendre féparément le cube
du numérateur & celui du dénominateur ,
on aura E pour le cube de la fraction 3.

155
Si c’eft d’'un nombre mixte qu’il sagit
de trouver le cube, il faut d’abord le ré-
duire en une feule fra&ion, & procéder
enfuite comme il a été dit. Pour trouver,

par exemple, le cube de 1 , il faut prendre
celui
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mCelui de ~, quieftj , 0l 3 & De méme
le cube de 1 }, ou de la fra&ion feule | ,

17 ou 1 & ~, & le cube de 3 ™ ou

de 7, &ftTLZ 4 outss ”

| 56.

Puifque aaa eft le cube de a, celui du
nombre ab fera aaabbb; dou l'on voit
gue fi un nombre a deux ou plufieurs fac-
teurs, on peut trouver fon cube en mul-
tipliant enfemble les cubes de ces fa&eurs.
~ar exemple, comme 12 eft autant que
341 on multiplie le cube de 3, qui eft 27,
par le cube de 4, qui eft 64 , & on obtient
*[/18 , cube de 12. On voit de plus que
kcube de 2a eft 8aaa, 8c par conféquent
8 fois plus grand que le cube deay & de
tnéme , que le cube de 3a eft 27aaa,
c eft-a-dire qu’il eft 27 fois plus grand que
N cube de a

. , M 7 *
Faifons attention aufii aux ftgnes -f- &

~ eft clair d’'abord que le cube dun
Tome /, S H
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nombre pofitif— ne peut qu’étre pofitifde
méme , c'eft-a-dire -\-aaa. Mais s'il sagit
de prendre le cube d'un nombre négatif
— a, on verra qu’en prenant d’abord le
quarré , lequel eft ~\~aa, & multipliant en-
fuite , félon la regle , ce quarré par — ay
le cube cherché devient— aaa. 11 n’en eft
donc pas, a cet égard , des nombres cu-
bigues comme des nombres quarrés , puif-
gue ceux-ci fe trouvent toujours pofitifs.
Le cube de — i eft— i, celui de — i
eft — 8 , celui'de — 3 eft — 27 , & ainft
de fuite.

CHAPITRE X Y.

Des Racines cubiques & des Nombres irra-
tionnels qui en dérivent.

| 58.

D e Méme qu’on peut, comme onavu,
trouver le cube d’'un nombre donné , Ol
peut réciproquement aufli, étant donné un
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nombre quelconque , trouver le nombre
gui, multiplié trois fois par lui-mémei,
produit le nombre propofé. Ce nombre
cherché sappelle relativement a l'autre,

radne cubique. Ainfi la racine cubique
d un nombre donné eft le nombre dont le
cube eft égal & ce nombre donné.

1 59*

Il eft donc facile de déterminer la racine
cubique , quand le nombre propofé eft
reellement un cube , comme nous en avons
vu des exemples dans le chapitre précédent.
On fent bien que la racine cubique de !
eft 1 j que celle de 8 eft 2 ; que celle de
{7 eft 3 5 que celle de 64 eft 4; & ainfi
de fuite* Et pareillement, que la racine
cubique de— 27 eft— 3 ; & que celle
de— 125 eft — 5.

De plus, que fi le nombre propofé eft
rompu, comme ” , la racine cubique en
doit étre - ; & que celle de — eft  Enfin,
"ué 1a racihe cubique d’un3‘|‘q30mb7re mixte

H 2
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i doit étre j ou i parce que 2 N eft
autant que

160.

Mais fi le nombre propofé n'eft: pas réel-
lement un cube, fa racine cubique ne
pourra pas non plus s'exprimer ni en nom-
bres Intiers , ni en nombres fra&ionnaires.
Par exemple , 43 n'eft pas un nombre
cubique 5 je dis donc qu’il eft impoftible
d’affigner un nombre, foit entier foit frac-
tionnaire , dont le cube fafle exa&ement 43.
Ce qu’on peut aflurer cependant, c’eft que
la racine cubique de ce nombre eft plus
grande que 3, vu que le cube de 3 ne fait
que 27 , & que cette racine eft plus petite
que 4, parce que le cube de 4 eft 64. Nous
favons donc que la racine cubique cher-
chée eft néceftairement contenue entre les
nombres 3 & 4.

161,

Si I'on veut donc , puifque la racine cu-
bique de 43 lurpafTe 3, ajouter a 3 une
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fraction ; il eft sGr qu’on pourra de plus en
plus approcher de la vraie valeur de cette
racine j mais on ne pourra cependant ja-
mais indiquer de nombre qui exprime
exa&ement cette valeur ; parce que le cube
d'un nombre mixte ne peut jamais étre
parfaitement égal a un nombre entier, tel
qgueft 43. Si I'on fuppofoit, par exemple,
que 31 ou | fat laracine cubique cherchée
de 43, on fe tromperoit de ~; car le cube
del ne faitque y ou 41
102,

H eft donc clair par-la que la racine cu-
bique de 43 ne peut en aucune maniére
sexprimer foit par des nombres entiers,
*°jt par des fraftions. Cependant on a une
Jdée diftinfte de la grandeur de cette ra~
cine ; cela engage a fe fervir , pour Fin-

diqucr, du figne \/, qu'on met devant le
nombre propofé , & qu’on prononce racine
Cutsique , afin de la diftinguer de la racine
quarrée, laquelle on ne fait fouvent que

H 3
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nommer Amplement racine. Ainfi \/43
ifgnifie laracine cubique de 43, c’eft-a-dire,
le nombre donr le cube cil 43 , ou qui,
multiplié trois fois par lui-méme , fait 43.

163.

Il eft donc clair aufli que de telles ex-
preflions ne peuvent appartenir aux quan-
tités rationnelles, & qu’'elles conftituent
plutdt une eipece particuliere de quantites
irrationnelles. Elles n'ont méme rien de
commun avec les racines quarrées, & il
n’eft pas pofiible d’exprimer une telle racine’
cubiqgue par une racine quarrée, comme
par exemple par \/12 » car le quarré
de y/12 étant 12, fon cube fera 12y/12,
par conféquent encore irrationnel & tel
gu’il ne peut étre égal a 43.

164.

Que fi le nombre propofé eft un cube
réel, nos expreflions deviennent ration-

nelles : yA eft autant que 1; \/8eft autant
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que i j y/27 autant que 3 ; & en général

yjaaa autant que a.

165.
S'il étoit queftion de multiplier une ra-
cine cubique comme \/a par une autre

comme y3/yb, le produit doitc étre yS//ab ;
car nous favons que la racine cubique d'un
produit ab fe trouve en multipliant en-
semble les racines cubiques des fafteurs. On
voit par cela méme que s'il sagifloit de la

divifion de \/a par y/b, le quotient feroit
W
16 6.
On comprend aufli que 1\Ja eft autant
que y/8 a, parce que 2 équivaut a y/8;
que 3y/« eft autant que \/ija; &ib\/c

autant que y/abbb. Ainfi réciproquement,

fi le nombre qui fuit le figne radical a un

&&eur qui foit un cube, on peut le faire
H 4
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difparoitre en en mettant la racine cubique
devant le figne. Par exemple , au lieu de
y/64a on'peut écrire 4y/a; & 5\/a au
lieu de y 125a. Il fuit de la que \/16 eft

autant que z\Jz, parce que 16 eft au-
tant que 8.2.
167.

Quand un nombre propofé eft négatif,
fa racine cubique n'eft pas fujette aux diffi-
cultés que nous avons rencontrées en trai-
tant des racines quarrées. Car puifque les
cubes de nombres négatifs font négatifs, de
méme il s'enfuit qu’aufii les racines cubiques
de nombres négatifs font fimplement néga-
tives. Ainfi \/— 8 fignifie — 2, & \/— 27,
eft autant que — 3. Il Senfuit auffi que
\/— 12 eft la méme chofe que — \/1z,
& que \/— a peut sSexprimer par — \/a.
D’ou I'on voit que le figne — , s'il fe trouve
Herriere le figne de la racine cubique, au-
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roit aufii pu fe mettre devant ce figne. Nous
ne fommes donc pas conduits ici a des nom-
bres impoflibles ou imaginaires, comme
cela nous eft arrivée en confidérant les ra-
cines quarrées des nombres négatifs.

CHAPITRE XVI.

Des Puijfances en général.

168.

lr_-fE produit qu’'on obtient en multipliant
Un nombre plufieurs fois par lui-méme , fe
nomme une puijfance. Ainfi un quarré qui
provient de la multiplication d’un nombre
Par lui-méme , & un cube qu’on obtient en
multipliant un nombre trois fois par lui-
méme , font des puiflances. On dit aufli
dans le premier cas, que le nombre eft
élevé au fécond degré, ou a la féconde
puiffance ; & dans l'autre cas, que le nom-
bre eft élevé au troifieme degré ou a la
troifieme puiffance.
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169.

C'efl gu’on diftingue ccs puiflances I'une
de l'autre par le nombre de fois que le
nombre propofé a été multiplié par lui-
méme. Par exemple , un quarré fe nomme
la féconde puiflance , parce qu’un certain
nombre donné a été multiplié deux fois par
lui-méme 5 fi un nombre a été multiplié
trois fois par lui-méme, on nomme le pro-
duit la troifieme puiflance, laquelle flgnifie
donc la méme chofe qu’un cube. Multipliez
un nombre quatre fois par lui-méme, vous
aurez fa quatriéme puiflance, ou bien ce
gu’'on nomme communément le quarre-
quarré ou le bi-quarré : & il n'efl: pas dif-
ficile a préfent de comprendre ce qu’on
entend par la cinquieme , fixieme , fep-
tieme, &c. puiflance d’'un nombre. J’ajoute
feulement que ces puiflances ccflent apres
le quatrieme degré d’avoir d’autres noms
particuliers.
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Pour éclaircir tout cela encore mieux >
n°us remarquerons d’abord que les puif-
fances de 1 refient conflamment les mémes ;
parce que, quelque nombre de fois qu’on
Multiplie ce nombre 1 par lui-méme, le
produit fe trouve toujours étre 1. Nous
commencerons donc ici par indiquer les
puifiances de z & de 3. Voici l'ordre quelles
fuivent :

Pulffances. du Nombre 2, du Nombre. 3.
} 2 3
IL 4 o
118 8 27
V. 16 81
V. 3 2.43
VI. 64 729
VII. 12# 2187
VIII. 256 6561
IX. 511 19683
X. 1024 59049
X1. 2048 * ({
XI1. 4096 531441
X1 8192 1 59432-3
XIV. 16384 4782969
XV. 32768 14348907
XVI. 65536 4304672!
XVIF. 131072 129140163

XVIIL. 262144 387420489
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Mais ce font fur-tout les puiflances du
nombre 10 qui font remarquables j car fur
ces puiflances fe fonde toute notre Arith-
meétique. En voici quelques-unes rangées
par ordre, en commencant par la premiere
puiflance :

I 1.1l V. V. VI.
10, 100, 1COO, 10000, 100000 , 1000000 , é&c.”

171.

Si I'on veut maintenant envifager la chofe
d’une manieré plus générale, on verra que
les puiflances d’'un nombre quelconque a
fe fuivent dans cet ordre :

R O [ | PR AV V. VI.

a, aa, aaa, aaaa, aaaaa, aaaaaa, &cC.

Mais on ne tardera pas a Sappercevoir
de l'inconvénient qui accompagne cette
fagcon d’écrire les puiflances, & qui con-
fiée en ce qu’il faudroir pour exprimer de
grandes puiflances, écrire la memeliettre
trées-fouvent ; le Le&eur mbéme n'auroit
pas moins de peine, s'il étoit obligé de
compter toutes ces lettres pour favoir
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qﬁlle puiflance on a voulu indiquer. La
centieme puiflance , par exemple , ne
secriroit pas commodément de cette fa-
con-la, & il feroit encore plus difficile de
la reconnoitre.

172.

Afin d'éviter cet inconvénient, on aima-
gine une fagcon bien plus commode dex-
pnmer de telles puiflances, & qui mérite,
a caufe de Tonurage étendu, d’'étre expliquée
f’igneufement : favoir , pour exprimer, par
exemple , la centieme puiflance , on écrit
Suplement le nombre 100 au-deflus de celui
dont on veut exprimer la centieme puif-
fonce, & un peu vers la droite : ainfi a'°°,
gui fignifie a élevé a 100, indique la cen-
tieme puiflance de a. 1l ne faut pas ou-
blier qu on donne le nom d’expofant au
nombre écrit au-deflus de celui dont il in-
dique la puiflance ou le degré , & qui eft
,0° dans le cas que nous avons fuppofé.
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173*

De cette maniéré a lignifie donc a éleve

a i, ou laféconde puiflance de a3laquelle

cependant on indique aufli quelquefois par

aa, parce que l'une & l'autre expreflion

s'écrit & fe comprend avec la méme faci-
lité. Mais déja pour exprimer le cube ou

la troifieme puiflance aaa , on écrit alcon-

formément a la nouvelle regle, afin de

gagner de la place. De méme a4fignifie

la quatrieme , a' la cinquiéme , a'la
fixieine puiflance de a.

174.

En un mot toutes les puiflances de a fe
reprefenteront par
a, ayab, a4 al, a', a7, a\ a\ a'Oy &0
d’ou I'on voit que, fuivant cette maniéré >
on auroit trés-bien pu écrire a' au lieu de
pour le premier membre de la férié, afin
d’en mieux faire appereevoir lI'ordre. En
effet a' n'eft autre chofe que a, vu que
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cette unité indique que la lettre a ne doit
sécrire qu’'une fois. Une pareille fuite de
puiffances fe nomme auiii une progreflion
géométrique , parce que chaque terme eft
dun nombre de fois plus grand que le
précédent.

| 75*

Comme dans cette méme fuite de puif-
fances chaque terme fe trouve en multi-
pliant par a celui qui le précédé , ce qui
augmente I’expofant de i ; on peut aufliy
au moyen d’un terme donné , trouver celui
qui le précédé, en divifant par a, parce
que c*eft diminuer I'expofant d’une unité.
Cela nous apprend que le terme qui précédé
le premier terme a, doit étre néceflai-
tement ~ou i ; or fi I'on fe regle fur les
expofans, on conclura fans peine que ce
terme qui précédé le premier, doit étre a°.
C™ peut donc déduire de la la propriété
rermarquable, que aOeft conftamment égal
N 1 >quelque valeur grande ou petite qu’ait
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le nombre a, & méme quand a n'eft rien,
e'eft-a-dire que méme o" fait i.

176.

Nous pouvons continuer encore notre
fuite de puiflances en rétrogradant, &
méme de deux maniérés différentes : I'une en
divifant toujours par a; l'autre en diminuant
I’expofant d’'une unité. Et nous ne pouvons
douter que , fuivant I'une ou l'autre facon,
les termes ne foient parfaitement égaux.
Nous allons préfenter cette férié rétrograde
fous l'une & l'autre forme, en avertiflant
que c’eft aufli a rebours, c’eft-a-dire, en
allant de la droite vers la gauche, que I'on
doit la lire.

| | f 1 | 1 1 a
daadaa agaaa daaa aaa aa a
I 1 1 1 1 1
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Nous voici parvenus a connoitre des

puiflances dont le$expofans font-négatifs,
& a pouvoir afligner exa&ement ¢les va-
leurs de ces puiflances. Nous mettrons fous
tas yeux ce que nous avons trouvé , de la

facon qui fuit : d’abord v —
a°® efl: autant que i ; enfuite
I 11j
lala
virol <orir a13y
adi
178.

Il efl: clair aufli par ce qui a précéde,
comment on. doit trouver les puiflances
dun produit ab. Elles feront évidemment
ab ou a'b\ a'b% a'b\ adb*, a'b'9 &c.

on trouvera de méme les puiflances des
fta&ions > par exemple, celles de j- font
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179.

. Enfin nous avons a confiderer aufli les
puiffances des nombres négatifs. Or fup-
pofons donné le nombre — a; fes puiffan-
ces fe fnivront dans I'ordre que voici :
— a, -j-aa,— &, —>a, r.-|-afi, OCC-
On voit donc qu’il 'y a que les puif-
fances dont les expofans font des nombres
impairs, qui deviennent négatives, & qu’au
contraire toutes les puiflances qui ont un
nombre pair pour expofant, font pofitives.
En effet, les puiflances troifieme , cin-
quieme , feptieme, neuvieme, &c. ont
toutes le figne— ; & les puiffances fe-
condé , quatrieme, fixieme, huitieme, &c,,
font affe6lées du figne



CHAPITRE XVI L
Du calcul dss Puijfances.

180*

N ° 0s navons rien a obferver de par-
ticulier par rapport a I'addition & a la fout
tra&ion des puiflances $ car on ne fait
qu indiquer ces opérations moyennant les
Agnes N quand les puiflances font
difféerentes entr’elles. Par exemple , al-j- <&

la fomme de la féconde & de la troi-
Neiile puiflance de a ;& a'!— adeft ce qui
tefte en fouftrayant la quatrieme puiflance
de a de la cinquieme ; & I’on ne peut indi-
quer plus brievement ni 'un ni l'autre ré-
sultat. Que s'il sagit de puiflances de la
tneme efpece ou du méme degré \ il eft
clair qu'il n'eft pas néeceflaire de les lier par
es Agnes : al-j-*3fait i&, &c.
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181.

Mais la multiplication des puiffances
exige qu'on faffe attention a différentes
chofes.

D’abord quand il sagit de multiplier
par a une puiffance quelconque de a, on
obtient la puiffance fuivante , c’eft-a-dire,
celle dont l'expofant eft d’'une unité plus
grand. Ainfi al, multiplié par a, fait a3;
& a3, multiplié par a, fait a\ Et de méme,
qguand il sagit de multiplier par a les puif-
fances de ce nombre qui ont des expofans
négatifs, on ne fait qu'ajouter i a l'expo-
fant. Ainfi a~' multiplié par a produit aQou
j ; ce qui eft d'autant plus évident, que
a~' eft égal a ~, & que le produit de a
parj étantj , il eft par conféquent égal a i*
Par des raifons femblables a~ 1, multiplié
para, fait a- 'ou & a~ 10, multiplié
par a, donne a‘ ?, &: ainfi de fuite.
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18 2.

Enfuite , s'il eft queftion de multiplier
line Puiflance de a par aa ou par la
deuxieme puiflance, je dis que I’expofant

evient plus grand de 2. Ainfi le produit
ea par al eftad, celui de alpar a3efta’;
celui de a4 par aleft a6; & plus géné-
rnlement encore , an multiplié par al fait
a * Pour ce qui eft des expofans néga-
fi >°n aura a ouapour le produit de a~'
paral; Car a—>€tant égal a-, c’eft comme
fi 'I,on avoit a divifer aa par a; par confe-
rent le produit cherché eft ~ ou a. De
Méme a~ % multiplié par al, fait a° ou 1;
n multiplié par a1, fait a- "

18 3.

Il n'eft pas moins évident que , pour
Multiplier une puiflance quelconque de a
Par a’, il faut en Augmenter I'expofant de
Tf°U unités ; & que par conféquent le pro-
duit de anpar a’ elt am\ Et toutes les fois

| 3
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donc qu'il sagit de multiplier enfemble
deux puiflances de a, on voit que le pro-
duit fera de méme une puiflance de a , &
tel que fon expofant fera lafomme de ceux
des deux puiflances données. Par exemple,
a' multiplié par a?fera a’, & a™* multiplié
par a7fera a'l, &c.

184.

En partant de la on peut déterminer
aflez facilement des puiflances trés-élevées.
Pour trouver , par exemple , la vingt-
quatrieme puiflance de 2 , je multiplie la
douziéme puiflance par la douziéme puif-
fance, parce que 24efl: autant que z'2mul-
tiplié par z'l- Or nous avons vu plus haut
que 2” fait 4096 ; je dis donc que c’efl: le
nombre 16777216, ou le produit de 4096
par 4096 , qui exprime la puiflance cher-
chée

185.

Paflons a la divifion. Nous remarque-
rons en premier lieu, que pour divifer une
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puiffance de a parta, il faut foufkaire t
de I'expofant, ou ,le diminuer de I'unité,
Ainfi a', divifé p8r am, £Kif;

divifé par a, eft autant que a—~ ouf ; u~ii

divifé par a, fait a-4 . > -
1 86.

Si c'eft par al qu’il faut divifer une puif-

fance donnée de a, il faudra diminuer

lexpofant de i ; & fi c’eft par &\, il faut
fouftraire trois unités de I'expofant dgl!]é\
puiffance propofée. Ainfi en général, quel-
gue puiffance de a que ce'foit qu'il s'agille
de divifer par une autre puiffance quel-
conque de a, la regle eft toujours de fcjuf-
traire T"éxpojant de la féconde de I'expo-
fmt de la préraiere de ces puiffances. C’eft
ainfi que a’*,'divifé par a7,' donnera

que a6, divifé par a7, donnera d~1; tk
que a 5j divifé par a4, donnera a~\

187.
Par ce que nous avons dit plus haut,
N eft, facile de comprendre.¢ppiment oft
14
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doit trouver les puiflances des puiflances}
& queé cela fe fait par la multiplication.
*Quand on cherche, par éxemple, le quarré
ou-la {econde puiflance de'al, on trouve
c6; & de la méme mahiere on trouve a”
pour la troifieme puiflance, ou le cube de
a4, on voit que ,pour prendre le quarré
d'uné puiflance, il n'y a qu’'a doubler fon
expofant; que pour en prendre le cube
il faut tripler cet expofant, & ainfi de fuite.

Le quarré de a" efl: le cube.de an efl:
a3d-la Ifg}gieme*pﬁif\lg_n’ge de & efl: C.
188.

t N A o™ fil x - J

Le quarré de a*‘Jou le quarré du quarré
de cz.étant a4, on voit pourquoi on homme
la quatrieme puiflance , lc bi-qdarré ou le
quarrc- quarre.

Le quarré de a’' eft a*, ceft ce qui a
fait donner a la fixieme puiflance le nom
de quarré-cube. \

Enfin le cube de a’ étant a?, on appelle
les neuviemes puiflances cubes-cubes. On
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na pas introduit d’'autres dénominations de
cette efpece pour les puiflances, & méme
les deux dernieres ne font pas fort en ufage,

CHAPITRE XVIII. "

es Racines relativement am toutes les
0 J‘J « - . *

Puiffance[s5 en général.

/CE = );;n omart
1 uisqué la racine quarrée d’'un nombre
donné eft un nombre tel que l'on quarrée
eft égal & ce nombre donné & que la
racine cubique d’'un nombre donné eft un
nombre tel, que fon cube eft. égal a ce
nOJnbre donné ; il senfuit qu’étant donné
litt nombre quelconque, on peut toujours
°n indiquer des’ racines telles que leur
Quatrieme ou leur cinquiéme puiflance ,
°u quelque autre a volonté, foit égale au
n°’mbre donné. Afin de diftinguér mieux
Ccs différentes efpeces de racines, nous
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‘bommerons la racine quarrée ? racine dctt'
pieme; laracine cubique, racine troijiémei
parce que d'aprés cette dénomination on
peut nommer racine quatriéme , celle dont
le quarré-quarré eft egal a un nombre
donnéj & racine cinquiéme, celle dont la
cinquiéme puiflance eft égale a un nombre
donng, &c.
1 90.

A- f
De méme que laracine quarrée ou deu-

xieme ~indique par le figne \/> & *a racine

cubique ou troifieme , par le figne y/, on
repréfente la racine quatrieme par le figne

\/i la racine cinquieme par'le figne \/,
& ainfi de fuite. Il eft clair que fuivant cette
facon de sexprimer, le figne de la racine

quarrée devroit étre y/. Mais comme de
foutes les racines c’eft celle-ci qui fe pré-
fente le plus fouvent, oneft convenu , pouf
abréger , d’'omettre le nombre 1 du figne
de cette racine. Ainfi, quand dans vin fignC
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radical il ne fe trouve pas de nombre, cela

ftippofe toujours que c’eft la racine quarrée
qu on a voulu indiquer.

191.

Nous allons /pour nous expliquer encore
mieux , mettre fous les yeux les différentes
racines du nombre a, avec leurs fignifi-
cations.

V a eft la 11/ racine de a,

ya ------ 1/ -
Va ——-1V.' ———mv a,
\/a ----—-- V.e - a,
@

(VA — (VA I a,

& ainfi de fuite.
De forte que réciproquement :
la 1L.* puiffance de \/a eft égale a a

la 111.® y/2 a
la 1V .- $ a-———-—-

la V. Ya *
ja Vvi/ - ya——— a

ainfi de fuite.



Que le nombre a Toit donc grand ou
petit, on comprend quel fens on doit
a\}]tacher a.toutes ges racines; de gifférens
degrés.

11 faut remarquer aufli, que fi I'on prend
pour a l'unité , toutes ces racines reftent
conftamment i j parce que toutes les puif-
fances de i ont pour valeur l'unité. Que
fi le nombre a efl: plus grand que i , toutes
fes racines aufli furpafleront I'unité. Enfin,
que fi ce nombre efl: plus petit que i ,
toutes fes racines aufli feront moindres que
I’unité.

m -
" Quand le nombre a eftpofitif, on com-
prend , par ce qui a été dit plus haut des
racines quarrées & cubiques , que toutes
les autres racines aufli pourront étre indi-
quées réellement, & feront des nombres

réels & poflibles.
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Mais fi le nombre a eft négatif, il faufc
que fes racines, deuxieme , quatriéme ,
fixieme , & en général toutes celles d'un
degré pair, deviennent des nombres im-
poffibles ou imaginaires ; parce que toutes
les puiffances d’'un degré pair, tant des
nombres pofitifs que des nombres négatifs,
f°’nt toujours affe&ées du figne plus. Au
Heu que les racines troifieme, cinquieme ,
%>tieme, & eii général toutes les racines
impaires, deviennent négatives, mais ra-
tionnelles j parce que les puiffances im-
paires de nombres négatifs, font negatives
de méme.

194.

Enfin nous avons la aufii une fource iné-
puifable de nouvelles efpeces de quantités
fourdes ou irrationnelles ; car toutes les fois
qgue le nombre a n'eft pas réellement une
puiffance telle que le figne radical en in-
dique une, ou femble en requérir une, il
eft impoffible aufli d’exprimer cette racine,
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Toit en nombres entiers, Toit par des frac*
tions , & par conféquent cette racine doit
alors étre rangée dans la clafle des nom'
bres qu’on nomme irrationnels.

CHAPITRE XIX.

De la meniére dindiguer les Nombres irtal

tionnels pardes expofansfraSionnaires*
195*
0 us venons de faire voir dans le cl

pitre précédent, que le quarré d'une puif-
fance quelconque fe trouve en doublant
I'expofant de cette puiflance , & qu’en ge-
néral le quarré ou la fécondé puiflance de
a' eft a”. Il senfuit de la I'inverfé, favoir,
que la racine quarrée de la puiflance al" eft
a", & qu’'on latrouve en prenant la moitié
de l'expofant de cette puiflance, ou en
divifant cet expofant par 2.
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?
196.
. Ainfi la.racine quarrée de a* eft a'j.
celle de a4 eft al; celle de a6eft a?; &
ainfi de fuite. Et comme c’eft la une vérité
generale , on voit que la racine quarrée
a? doit nécefiairement étre a", & que
celle de a' eft a"i. Par conféauent on aura
’ e meme a . pour la racine quarrée de a'y
I'on voit que a7 eft autant que yja;
& cette nouvelle manieré dindiquer la
racme quarrée, demande qu'on y faffc
Mention.

197.

Nous avons montré auffi que pour trou-
er le cube dune puiflance comme a",
¢ falloit mulriplier fon expofant par 3, &
gue paj- cpnféquent ce cube étoit a)\

Ainfi, quand il sagit de trouver en ré-
*r°gradant la racine troifieme , ou cubique,

la puiflance a*, on ne fait que divifer

Cet expofant par 3, & on conclut que
V: . , Y- -
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la racine cherchée eft a'. Par conté'
quent a', ou a, eft la racine cubique de
a’'5 cf eft celle de a6* a5 eft celle de a9,
& ainfi de fuite.

AR A 98.

Rien n'empéche d'appliquer ces prin-
cipes aux cas ou l'expofant ne feroit pas
divifible par 3, & de conclure que la racine
cubique de a-eft ai , & que celle de d"
eft ai ou al T. Par conféquent aufli la
racine troifieme, ou cubique, de a méme,
ou bien de a', doit étre ai. D’ou I'on voit

que ai eft la méme chofe que y/a.

199-

11 en eft de méme des racines d'un deg
plus élevé. La racine quatrieme de a fera
a”, laquelle expreflion lignifie donc au-

tant que \V a. La racine cinquiéme de a
fera al , ce qui eft par conféquent I'équi-

valent de \/a ; & ces vérités s'étendent
fans difficulté a toutes Igs racines d’un degré
plus élevé. 100.
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200.

On pourroit donc le pafler entiérement
des fignes radicaux ufités, & employer a
leur place les expofans fra&ionnaires que
nous venons d'expliquer ; cependant comme
° neft accoutumé a ces fignes depuis long-
temps, & qu’on les rencontre dans tous
les écrits analytiques, on auroit tort de
vouloir les bannir tout-a-fait du calcul.
Mais on a raifon aufii de fe fervir beaucoup,
comme l'on fait aujourd’hui , de l'autre
maniéré , parce qu'elle répond avec eévi-
dence a la nature de la chofe. En effet,
°n voit fur le champ que a* eft la racine
quarrée de a, parce qu’on fait que le quarré
de ca, c'eft-a-dire, a* multiplié par ca,
eft égal a a' ou a.

201.

On voit par ce qui a précédé , comment
°n doit interpréter tous les autres expofans
r’mpus qui peuvent fe préfenter. Que fi

Tome /. K
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I'on a, par exemple, ai, cela fignifie qu’il
faut prendre d’abord la quatrieme puiflance
de a, & en extraire enfuite la racine
cubique ou troifieme 5 de forte que ai eft

autant que , fuivant la fagcon ordinaire,
3l .
y a\ Que pour trouver la valeur de at,

il faut prendre d’abord le cube ou la tro”
fieme puiflance de a, qui eft a5, & en
extraire aprés cela la racine quatriéme ;
de fagon que a* eft la méme chofe que

fa . Deméme ai eft autant que y/a*3&c.
202.

Quand la fra&ion qui repréfente I'ex-
pofant furpafie I'unité , on peut indiquer
encore d’'une autre inaniere la valeur de
la quantité propofée. Suppofez que ce foit
c* j cette quantité équivaut a a2?, qui eft
le produit de alpar a*. Or a» étant egal
a \/a, on voit que a* eft autant que a a .

De meme at ou a3 eft autant que

3 0 1u ) .
a} oi a* , ceft-a-dire flgnifie
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&}/a\ Ces exemples fuffifent pour faire
concevoir la grande utilité des expofans

fra&ionnaires.
203.

Leur ufage sétend aufli aux nombres

rempus : Qu’on ait on fait que cette
guantité eft egale a ™ ; or nous avons vu
plus haut qu'une fraEKon de la forme

peut sexprimer par a~nf ainfi pourJL
On peut fe fervir de I'expreflion a—*. De
u"gme I~ra efl; autant que a—t. Soit pro-

pofée encore la quantité ; qu’on latranf-

oal Ma3 )

forme en celle-ci: —, qui eft le produit

a*

de a' par a~™® or ce produit équivaut
il _ L N

a<ou aat, ouenfin aay a L'ufage

rendra faciles de femblables réduflions.

K z
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204.

Enfin nous obferverons que chaque ra-
cine peut fe repréfenter d’'un grand nombre
de maniérés. Car y/a étant la méme chofe

que a*, & \ pouvant étre transformé en
toutes ces fra&ions, 1, *, &c.
il eft clair que y/a eft autant que y/a% &
que y/a3, & que yga4, & ainfi de fuite.
Pareillement, y\/a qui fignifie a3, fera

égale a y/a1& a y/a3, & a y/as Et I'on
voit de méme que le nombre a, ou at,
pourroit syndiquer par les expreffions ra-
dicales qui fuivent :

y/al, y/a3, y/a4, yl/a*, &C.
205.

Cette propriété eft d’'un bon ufage dans
la multiplication & dans la divifion. Car

fi 'on a, par exemple, a multiplier y/a

par on écrit y/a3 pour y/a, & y/d’



D AL GEBR E. 149

au lieu de y/a; de cette fagcon on obtient
de part & d'autre le méme figne radical,
& la multiplication fe faifant maintenant,
donne le produit y/a\ Le méme refultat
Al(ljéidmt de ce que ai multiplié par alJ fait
car-"-J-j eft\, & par conféquent

k produit en queftion. eft en effet az ou
\a\ - | » 1
S'il sagiffoit de divifer y a ou al par

¥ i : . i
V aouai, on auroit pour quotiental 3>

ou ab b2 ceft-a-dire a ou y a

CHAPITRE XX.

Qui traite en général des différentes maniérés
de calculer & de leur liaifon.

206.

N ous avons expofé jufqu'ici différentes
opérations de calcul : I’Addition, la Souk
traflion , la Multiplication & la Divifion j

K 3
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I’élévation des Puiflances, & enfin I'ex-
traftion des Racines. Il ne fera donc pas
hors de propos de remonter a l'origine de
ces différentes maniérés de calculer &
d’expliquer la liaifon qui eft entrelles, afin
gu’on puifle saflurer s'il eft poflible ou non
gu'il exifte encore d’autres opeérations de
cette efpece. Cette recherche ne pourra
que répandre plus de jour fur les matieres
gue nous avons traitées.

Nous nous fervirons dans ce deflein d'un
nouveau figne qu’'on peut employer a la
place de l'expreflion fi fouvent répétée ,
ejl autant que ¢ ce figne eft celui-ci = ,
& fe prononce cjl égal. Ainfi quand j'écris
a=b, cela fignifie que a eft autant que b,
ou que a eft égal a b; de méme , par
exemple, 3.5=1j.

207.

La premiére facon de calculer qui fe
préfente a notre efprit, eft fans contredit
l'addition, par laquelle 01l ajoute deux
nombres enfemble, & qu’'on trouve leur
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fomme. Soient donc a 8c b ces deux nom-
bres propofés, 6¢c qu’on indique leur fomme
par la lettre ¢, on aura a-\-b-=.c. Ainfi
guand on connoit les deux nombresa & b,
laddition enfeigne a trouver moyennant
ceia le nombre c.

208.

Confervons cette comparaifon a-\-b— <
mais renverfons la queftion en demandant,
comment, les nombres a tk c étant connus,

doit trouver le nombre b.

Il Sagit donc de favoir quel nombre i

Faut ajouter au nombre a, pour qu’il en
r™fulte ce nombre c. Soit, par exemple,
==3 6c c— 8 5 de forte ga'il faudroit que
on edt 3-|~Z2>=8 ; il eft clair qu’'on trou-
vera b en fouftrayant 3 de 8. Ainfi en
geéneral, pour trouver b yil faudra fouftraire
a de ¢, dou provient b=zc—a # car en
ajoutant de nouveau a de part & d’autre ,
onaf-[-a~c— a-j-a, c'eft-a-dire = c,
comme on l'avoit fuppofé.
Et voila donc I'origine de la fouftracKon.
K 4
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2009.

Ainfi la fouftraftion a lieu, quand on
renverfe la queftion qui donne lieu a I'ad-
dition. Or il peut arriver que le nombre
gu’il sagit de fouftraire foit plus grand que
celui duquel il faut le fouftraire ; comme,
par exemple, s'il sagifloit de fouftraire 9
de ) ; ce cas eft donc propre a nous fournir
I'idée d'une nouvelle efpece de nombres,
gu’on nomme nombres négatifs, parce que
5—9——4*

210 .

Quand plufieurs nombres qui doivent
étre ajoutés enfemble font égaux entr'eux ,
leur fomme fe trouve par la multiplication,
& fe nomme un produit. Ainfi ab fignifie
le produit qui provient de la multiplication
de aparb, ou bien de ce qu'on a ajouté
enfemble un nombre a de nombres b. Si
nous indiquons a préfent ce produit par la
lettre ¢, nous aurons ab—c; & la mnl-
tiplication nous apprend comment , les
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nombres a & b étant connus, I'on doit
déterminer par-la le nombre c.

211. .

Propofons-nous maintenant la queftion
Vivante : Les nombres a Sec étant connus «
trouver le nombre b. Soit, par exemple,

c— i5, de facon que $b=.ij ,
& qu’'on demande par quel nombre il faut
multiplet- 3 mpour qu’il nous vienne 15 j
ccft a quOi revient la queftion propofée.
Or ceftici le cas de la divifion 5le nombre
guon demande fe trouve en divifant ig¢
Plir 3, & en général le nombre b fe trouve
don'c en diviféint ¢ par a; dou il réfulte
Par confequent I'’équation b=z=¢,

fiM *f r
- 1 110 'w m ; .frc'3

112.

Or, comme il arrive ibuvent que le
nombre ¢ ne peut étre divifé réellement
Dar le nombre a, & que cependant la
jettre b doit avoir une valeur déterminée,
~  préfente encore une nbuvelle efpece
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de nombres; ce font les fra&ions. Par
exemple , en fuppofant <7=4, ¢—3, de
facon que 4/7=3 , on voit bien que b ne
fauroit étre un nombre entier, mais que
ce fera upe fraction ?& qu’onaurab—23,,

213.

tw ' o e oo »OFflOXT 2 ' i
, Nous avons vu que la multiplication
provient de lI'addition , c’eft-a-dire, de ce
qu'on ajoute enfemble plufieurs quantités
égales; Si nous allons a préfentplus loin,
nous voyons.que c’eft a la multiplication
de.plufteurs quantités égales:entr’elles que
les puiflances doivent leur origine. .Ces
puiflances fe repréfentent d’une maniére
générale par la.formule ah, par laguelle-on
entend que le nombre a doit étre multiplié
autant de fois par lui-méme que le nombre
b l'indique. Et I'on fait, par ce qui a pré-
cédé, qu'ici aeft ce qu’'on nomme laracine,
b I'expofanc, .& ahla puiflance.
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214*

Si nous indiquons maintenant cette puif-
Since méme par la lettre ¢, nous avons
a ==>une équation par conséquent dans
laguelle fe préfentent trois .lettresa, b, c.

on montre dans la théorie des puif-
Sances, comment une racine a-avec l'ex-.
P°Sant b etant donnés, on doit trouver la
Pujfiance elle-méme, c'eft-ardire. lalettre c.
Oit>par exemple, a b= 3, en
Orte que c__ j 3- on voir qUil faut prendre
|a troifieme puiflance de 5, -qui, eft 125 j
*oquainfx ¢ =025 o oin 1 2HEO
r-ve s

21 5.

On a vu comment, par le moyen de
k racine a & de Uexpofant'& , .on doit dé-
I?rniincr la puiflance c;. I'on veut
" préfent changer ou renverfer la queftion ,
c’mme on a déja fait, on ver a que cela
PQut fe faire de deux manierez, & qu'on
a dcux cas différons a considérer. En effet
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fi, deux de ces trois,nombres a, b, c étant
donnés, il sagit de trouver le troifieme,
on voit aufli-tét que cette queftion ad-
met trois fuppofitions différentes, & par
conféquent trois félutions. Nous venons de
confidérer le cas Ol a & b étoient les don-
nées, nous pouvons donc fuppofer encore
guec& a, ou bien que c&zb foient connus,
& qu’il faille déterminer la troifieme lettre.
Remarquons donc , avant que d’aller plus
loin , une différence affez effentielle entre
I’élévation des puiflances & les deux ope-
i'ations qui conduifent a celle-la. Lorfque
dans l'addition nous avons renverfé la
gueftion, nous nN'avons pu le faire que d'une
feule maniéré ; il étoit indifférent de prendre
c& doucé& bpour données, parce qu’il
eft indifférent d'écrire a-A-b ou d'écrire
bA-a. Il en étoit de méme de la multipli-
cation ; on pouvoir pareillement prendre
les lettres a & b I'une pour l'aytre , I'équa-
tion ab=zc étant exaélement la méme que
6a—cC. ;
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Dans le calcul des puiflances, au con-
traire la méme chofe n'a pas lieu, & on
ne peut point du tout écrire baau lieu de
ae* Un feul exemple fuflit pour s'en con-
vaincre : Soit a= «, & b= 3; on a

b
a 12.5. Mais ba— y — 243 : deux
réfultats tres-différens.

216 .

H eft donc clair qu'on peut réellement
fe propofer encore deux queftions : I'une ,
de trouver la racine a par le moyen de
ta puiflance donnée ¢, & de I'expofant b,
Vautre, de trouver I'expofant b, en Suppo-
sant connues la puiflance ¢ & la racine a.

217.

On peut dire que la premiere de ces
Sueftions a été réfolue dans le chapitre de
lextra&ion des racines. Car, par exemple,
fi b=:i & qUe al—c, nous lavons que
Cela lignifie que a efl: un nombre tel que
Fon quarré foit égal a c, & par conlcquent



158 ELe u e N s
.
que a=\/c. De méme, fib—3 &
on fait qu’il faut que le cube de a foit égal
au nombre donné c, & conféqguemment

que a—y/c. Il eft donc aifé de conclure
géenéralement de la comment 011 doit déter-

miner la lettre a par le moyen des lettres
b,

c& b: il faut néceflairement que C.

218.

Nous avons aufli déja fait remarquer la
conféquence qui s'enfuit du cas tres-fréquent
ou le nombre donné c¢ n'eft pas réellement
une puiflance ; favoir, qu’alors la racine
cherchée a ne peut s'exprimer ni par des
nombres entiers, ni par des fracHons. Et
comme cette racine doit avoir cependant
néceflairement une valeur déterminée, la
méme remarque nous a conduits a une
nouvelle cfpece de nombres que nous avons
dit qu’on nominoit nombresJourds ou irra-
tionnels, & que nous avons vus fe divifer
en une infinité d'efpcces a caule de la
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grande diverfité des racines. Enfin la méme
confidération nous a appris a connoitre
lefpece particuliére de nombres, qu'on a
nommee nombres imaginaires»

21 9.

nous refte a confidérer la fécondé
Queftion, qui étoit de déterminer I'expofant
Par le moyen de la puiffance ¢ & de la
Racine a, toutes deux connues. Cette quef-
tlOn ? qui ne s'étoit pas encore préfentée,
n°us conduira a l'importante théorie des
~m°garithmes, dont I'ufage eft fi étendu dans
toutes les Mathématiques, qu’ily a peu de
long calcul dont on puiffe venir a bout fans
f°’n fecours. On verra dans le chapitre
Vivant , pour lequel nous réfervors cette
théorie , qu’elle nous fait parvenir a une
espece de nombres encore tout-a-fait nou-
"elle, & qu’'on ne peut pas méme compter
Parmi les nombres irrationnels dont nous
ayons parleé.
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CHAPITRE XX1.
Des Logarithmes en général.
220.

F n reprenant I'équation ah= ¢, nou*
commencerons par remarquer que dans la
doftrine des logarithmes on adopte pouf
la racine a un certain nombre pris a vo'
lonté , & qu’on fuppofe que cette racine
conferve invariablement la valeur adoptée-
Cela pofé, on prend I'expofant b tel, que
la puiffance ab devienne égale a un nom'
bre donné c, & c’eft alors cet expofant b
gu’on dit étre le logarithme du nombre ¢
Nous nous fervirons, pour exprimer cette
fignification , de la lettre L. ou des lettres
initiales log. Ainfi en écrivant b=\".c,
ou b=log.c, on indique que b eft égale
au logarithme du nombre ¢, ou bien que
le logarithme de c eft b.

22t
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221.

On voit donc que la valeur de la
racine a une fois établie , le logarithme
d un nombre quelconque c n'eft autre chofe
gue I'expofant de la puiflance de a, qui
eft égale a c. Ceft: ainfi que c étant=a b, b
eft le logarithme de la puiflance ah Si I'on
fuppofe a préfent que b=1i , on a i pour
le logarithme de a', & par conféquent

Si I'on fuppofe b— z, on a z pour
le logarithme de al; c’eft-a4-dire, L.a2= z.
On peut obtenir de la méme maniéré ,
La5>3 jLn& 4;,L .= j, & ainfi
de fuite.

222.

Si I'on fait b— o, on voit que o fera fe
logarithme de a°: or a°= i ; par confé-
quent L. i= o, quelque valeur qu'on donne
a la racine a.

Que fi I'on fuppofe b= — i, ce fera

i qui fera le logarithme de a~\ Or
Tome /, L
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a~ 0 n a donc L. 7——1. On aura
pareillement L. Ar = — 1-, L."NT= — 3;
L.ag— —'Aq &C.

223.

Il eft donc évident comment on peut
indiquer les logarithmes de toutes les puif-
fances de la racine a, & méme ceux do
fra&ions qui ont pour numérateur l'unité,
& pour dénominateur une puiflance de a
On voit aufli que dans tous ces cas les
logarithmes font des nombres entiers ; mais
il faut obferver que fi b étoit une fraftion,
elle feroit le logarithme d’'un nombre irra-
tionnel. Car fi I'on fuppofe, par exem-

ple, b—\ , il fuit que - eft le logarithme
de ai ou de \/a ; par conféquent on a

L. y/a=~. On trouvera de mémeL.y/a=~i
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224.

Mais s'il sagit de trouver le logarithme
d un autre nombre ¢, on voit aifément qu’il
ne peut étre ni un nombre entier, ni une
fra&ion. Cependant, il faut qu’il exifte un
expofant b, tel que la puiffance abdevienne
egale aunombre propofé : on adonc />=L.c,
~onc genéralement alc=ct

225.

Confierons a préfent unautre nombre d,
dont le logarithme ait été indiqué d'une
Maniéré femblable par L.d; de facon que
ald=d. Si nous multiplions cette formule
Par la précédente alc=c , nous aurons
alcH) — cd; or I'expofant eft toujours le
logarithme de la puiffance j par confe-
quent L.c-\-L.d=L.cd.

Que fi au lieu de multiplier nous divi-
sons la premiere formule par la fécondé ,
n°us obtiendrions al'c-LLd—~; & par con-
sent Lc—L.d=L.j.

L x
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226.

C'eft ainfi que nous avons été conduits
a la decouverte des deux principal#
propriétés des logarithmes, qui confident
dans les équations h.c~\-\..d— h.cd, &
Lc—L.(/=L.j. La premiere de ces
équations nous apprend que le logarithme
d'un produit, comme cd, fe trouve efl
ajoutant enfemble les logarithmes des fac-
teurs. La fécondé nous indique la pro-
priété, que le logarithme d'une fraétiofl
peut fe déterminer en fouftrayant le loga-
rithme du dénominateur de celui du nu-
mérateur.

227.

Il senfuit donc de la, que quand il sac
de multiplier ou de divifer deux nombres
I'un par l'autre, on n’a befoin que d’ajou-
ter ou de fouftraire leurs logarithmes. Et
c’eft l1a précifement en quoi confifte Luti-
lite infigne des logarithmes dans le calcul-
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Car qui ne voit qu’il eft incomparablement
plus aifé d'ajouter ou de fouftraire des nom-
bres, que d’en multiplier ou d’en divifer,
Sur-tout quand la queftion roule fur de
grands nombres.

228.

Les logarithmes offrent des avantages
encore plus grands, dans le calcul des
Puiflances & dans I'extra&ion des racines.
Car fi } on a par ia premiére pro-
priété L.c-\-Lc=L.cc ; par conféquent

On obtient pareillement
; L.ca&4L.c i & en général
L"c,=/zL\c.

Si I’on fubftitue maintenant & n des nom-
bres rompus, on aura, par exemple, L.c?,
c eft-a-dire, L.\/c=~L.c.

Enfin, fi 'on fuppofe que n repréfente
dely nombres négatifs, on aura L.c-1 ou

¢ - Exy E* ouL.- 2Lec>
N ainfi de fuite. Cela fuit non-feulement

I'’équation L.cn= «L.c, mais aufli de

LS
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ce que, comme nous lavons vu plus
haut, L.1=0.
229.

Si I'on a donc des tables dans lefquelles
les logarithmes fe trouvent calculés pour
tous les nombres, on a, comme l'on voit,
un puiflant fecours pour venir facilement
a bout de calculs tres-prolixes, qui exi-
geroient beaucoup de multiplications, dp
divifions, d’'élévations de puiflances & d’'ex-
traEHons de racines. Car on trouveroit dans
ces tables non-feulement les logarithmes
pour tous les nombres , mais aufli les nom-
bres pour les logarithmes. Par exemple,
s’il eft queftion de chercher la racine quar-
rée du nombre ¢, on cherche d’abord le
logarithme de c, qui eft L.c, & prenant
enfuite la moitié de ce logarithme, ou ~L.c,
on fait qu'on a le logarithme de la racine
quarrée qu’on cherche. On n'a donc qu’a
voir dans les tables quel nombre répond
a ce logarithme, 011 eft afluré qu’il exprime
la racine cherchée.
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230.

™ ous avons vu plus haut que les nom-
mesl>1l 4, 4,6, &c. c'eft-a-dire tous
les nombres pofitifs, font des logarithmes
de laracine a & de fes puiflances pofitives,
N par conféquent des logarithmes de nom-
bresplus grands que lI'unité. Et au contraire
e les nombres négatifs, comme — 1,

* &c. font les logarithmes des fraéUons
«’ "Ta&c. qui font plus petites que l'unite,
mais cependant encore plus grandes que
rien.

Il fuit de la que fi le logarithme efl: p&
frif, le nombre €fl: toujours plus grand que
lunité j mais que fi le logarithme efl: né-
gatif, le nombre efl: toujours plus petit que
1, & pourtant plus grand que zéro. Par
conféquent on ne fauroit indiquer des loga-
rithmes de nombres négatifs, & il faut en
conclure que les logarithmes des nombres
negatifs font impoflibles, & qu’ils appartien-
nent a la clafle des quantités imaginaires.

L 4
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23 1.

Il fera bon, afin d'éclaircir tout cela en
core mieux, dadopter un nombre déter-
miné pour la racine a, & nous choifirons
celui-la méme fur lequel on a fondé les
tables logarithmiques ordinaires. C’eft le
nombre 1o ; on lui adonné la préférence,
parce qu’il fert déja de bafe a toute notre
Arithmétique. Mais on voit facilement que
tout autre nombre, pourvu qu’il fat plus
grand que l'unité, pourroit fervir au méme
ufage. Quant a la raifon pourquoi on ne
pourroit pas fuppofer a— i , elle eft claire;
toutes les puiflances ah feroient conftam-
ment égales a l'unité , & ne pourroient
jamais devenir égales a un autre nombre
donneé c.



CHAPITRE XXII.
Des Talles ck Logarithmes ujitées.
222,

T) ans ces tables on part de la fuppo-
fiu°’n, comme nous venons de le dire,
la racine a=10. Ainfi le logarithme
Lh nombre quelconque C eft I'expofant
duquel il faut élever le nombre 10, pour
gn il en refaite une puiffance égale au nom-
bre c. Ou bien, fi I'on défigne le logarithme
c par L.c, on aura toujours iolis c.

Nous avons déja’fdit remarquer que le
~°garithme du nombre i eft toujours 0j
N eneffet on a io° = i ; par conféquent :
ANli==o;L.io=i ;L.i00=2jL.1000=3

sioooop:4} L.iooooc=j ;L.1000000=6.

~e plus



Ces logarithmes des nombres principaux
fe déterminent, comme onvoit, fans aucune
peine. Mais il eft d’autant plus difficile de
trouver les logarithmes de tous les autre*
nombres, & cependant il eft néceffaire
gu'on les infere dans les tables. Ce n'df
pas ici encore le lieu de donner toutes le5
inftruftions requifes pour cette recherche)
nous nous contenterons pour le préfent &
voir en général ce qu’elle exige.

235.

D’abord, puifque L.1= 0& L. lo= 1>
il eft evident que les logarithmes de tou*
les nombres entre 1 8c 10 doivent étre
compris entre 0 & 1, & étre par consé-
guent plus grands que o Sz plus petits que

Nous n'avons qu'a conlidérer le fc!®
nombre 2 ; il eft certain que fon logarithfl®
eft plus grand que 0, & cependant plus petC
que l'unité ; & fi nous délignons ce logy
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r‘tYime par lalettre -r, en forte quelL .z =X,
N Zaut que la valeur de cette lettre foit telle
guon ait exa&ement 10* — 2.

Il eft facile aufli de fe convaincre que
doit étre beaucoup plus petit que \ ou ce
qui revient au méme , que 10* eft plus
gmnd que 2. Car ft nous prenons de part &
dautre les quarreés, on trouve le quarré de
ANlo"' & celui de i—4i or ce dernier
eft de beaucoup moindre que le premier.

méme j eft encore une valeur trop
grande pour a:, c’'eft-a-dire que 10T eft plus
8randque 2. Car le cube de io> eft io}
N celui de 2 ne fait que 8. Mais au
c’ntraire en ne faifant x que de 7 on lui
donnerait une valeur trop petite, parce que
ta quatrieme puiflance de 107 étant 10 &
Cele de 2 étant 16, il eft clair que 107
eft moindre que 2.
On voit que vou le L. 2 eft plus petit
7, & cependant plus grand que  On
Peut déterminer de la méme maniéré a
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I'’égard de toute fra&ion contenue entre

j, fielle efl: trop grande ou fi elle eft
trop petite. £11 tentant, par exemple, avec
| » qui eft une fraftion moindre que j , &
plus grande que il faudroit que 10%,
ou lo?, fat= 2 ou bien que la feptieme
puiffance de io?, c'eft-a-dire iolou 100,
fat égale a la feptieme puiffance de 2 ; or
celle-ci eft= 128, & par conféquent plus
grande que celle-la. Nous concluons donc
de l& que io?eft aufli moindre que 2, &
gu'ainfi =eft moindre que L. 2, & que L.?2
qui s'étoit trouvé plus petit que ~ eft ce*
pendant plus grand que 2.

Eflayons encore une autre fra&ion qui
foit, en conféquence de ce que nous venons
de trouver , comprife entre Une telle
fraftion eft ~ , & il s'agit donc de voir £
iorm = 2; ft cela eft, les dixiemes puif'
fances de ces deux nombres font autli
égales entrelles ; or la dixieme puiffance

de xo7» eft io5=jooo, & la dixieme
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puiflance de z eft= 10x4 ; il faut donc
conclure que 1 n'eft pas= 2, que”
eft une fra&ion trop petite pour produire
cette égalité , & que le L. 2, quoique plus
petit que ~ eft cependant plus grand que

* %

L
236. « --

Cette confidération fert a nous faire voir
*le L. 2 a une grandeur déterminée, puis-
gue nous favons que ce logarithme eft cer-
fainement plus grand que ~ & plus petit
gue j. Nous ne pouvons pas aller plus
I°in pour le préfent, & puifque nous igno-
r’ns encore la vraie valeur de ce loga-
rithme, nous l'indiquerons par x , en forte
que L.z= x; & nous montrerons corn-
ant, fi elle étoit connue, on pourroit en
déduire les logarithmes d’une infinité d’au-
tres nombres. Nous nous fervirons pour
Cet effet de I'équation rapportée plus haut
L-c~=L.c-j-L.c/, qui renferme la pro-
priété , que le logarithme d’un produit fe
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trouve en ajourant enfemble leslogarithifl®
des fa&eurs.
Lo 237-

D’abord, comme L.z—.r, & L.io=i >
nous aurons Lao i5L.zoo==x-\-i>
L.2000=*-]-3;L.20000=.v-]~4 -

& L. 200000="4" 5>

238.
Déplus, comme L.clI=2L.c&L.c==3L"
& L.cA&~=4L .c, &c. nous avons
L.4=27v; L.8=3*,- L.i 62=3x; L.3
L.04= 6x, &cC. & nous trouvons par-"
que
L.40= 2Ar-]-1; LA400— 2X-]~2z; =
L.4000==2.V~|-3}L.40000= 2X-"4 , 6 &C
L.80o= 3-*{~i'} L.8oo=3at-{-2f
L.8000=3-v-f~3 »L.80000=:3x-[-4,
L.160=4~"-f-1; L.i6obo=4r-|-1;
L.16000=4"-1-3; E-160000=4Ar-j-4,&C
239.

Reprenons aufli l'autre équation fonda'
mentale, L. 2= L.c— LJ 9 & fuppofon*
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c—io, & </=z ; puifque L.io— 1 &
L, i=zx , nous aurons L. ~oulL.5= 1—X,

& nous déduirons de la les équations fui-
Vantes : -

L.JO— 2— x .L.G00= 3— X;
L. 5000= 4 — X) &c.
}5 i — ix; L.125= 3— 3*i

¢iL.625 — 4— 4X’ &c*

*«Mo= 3 _m XX, L.2500= 4— IX;
L.25000= ] --- IXy&C.

AN IMOAN 4— }IX; L.12joo=5 — }X;
L» 125000= 6— 3a:, &c.
N250=¢—4x; L.62500=6 — 4#;
N-e625000= 7---4Xy &C.

N ainfi de fuite.

240.

Si I'on connoiffoit le logarithme de 3,
Ce feroit encore le moyen de déterminer
nombre prodigieux d’autres logarithmes.
n voici quelques preuves, en fuppofant
c *-3 exprimé par la lettre y.
L.3°=j-j-i -L.300=7+2
L.3000=7+3, &c.
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L9= ly; L.27=37~; L.8i= 4/'
L.243= 5y ; &C.
On aura aufli
L.6—X-|-y; L. Il —ix -{-y;
L.i8=x-]-1iy *
&L.15 =L.3-f-L. 5=y -\-1—*
241.

Nous avons vu plus haut que tous "
nombres proviennent de la multiplicatif
des nombres qu’on nomme premiers.
I’on connoiffoit donc feulement les logT
rithmes de tous les nombres premiers, °l
pourroit trouver par de (impies addition
les logarithmes de tous les autres nombr”
Le nombre 210, par exemple, étant fortfl
des fa&eurs 2,3, 5, 7, ion logarith®
fera= L.2-j-L.3-j~L.5-f-L.7. Pareil
ment, puifque 360="2.2.2.3.3.5 =22 3
onal.360=3 L.2-j-2L.3-}+.5 H
donc clair gue moyennant les logarithme
des nombres premiers, on peut déterminé
ceux de tous les autres nombres, & I
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ceft a déterminer ceux-la qu’il faut satta-
cher avant toutes chofes, fi I'on fe propofe
de conftruire des tables de logarithmes.

CHAPITRE XX,

k maniére de repréfenter les Logarithmes.

N 242+

°us avons vu que le logarithme de 2
plus grand que ™ & plus petit que ~,

N que par conféquent I'expofant de 10 doit
tomber entre ces deux fraftions, pour que
a puiflance devienne= 2. Or quoiqu’on
fache cela, quelque fra&ion cependant
Su on adopte conformément a cette condi-
*0r>, la puiflance qui en réfulte fera tou-
jours un nombre irrationnel, plus grand
plus petit que 2; & par conféquent le
8anthme de 2 ne fauroit étre exprimé
J3r Ure telle fra&ion. Cela fait qu’il faut
e contenter de déterminer la valeur de ce

Tome /. M
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logarithme d’une maniéré allez approchée
pour que l'erreur devienne infenlible. On
fe Sert pour cela des j raclions décimales;
c’eft ainli qu’on nomme des quantités, dont
la nature & les propriétés méritent d’étre
mifes dans tout le jour poflible.

243.
1

On fait que dans la maniéré ordinaire
d’écrire les nombres avec le fecours des dix
chiffres ou cara6ieres

0, " »2»3»4, 556»7,8,9,
il 'y a que le premier chiffre & droite qui
ait fa lignification naturelle ; que les chiffres
a la fécondé place fignifient dix fois plus
gue ce gqu'ils fignifieroient a la premiere >
que les chiffres a la troilieme place figni'
fient cent fois davantage ; &: ceux a la qua-
trieme mille fois davantage, & ainft de
fuite 5 c’ell-a-dire qu’a mefure qu’ils avan'
cent vers la gauche ils acquierent une va'
leur dix fois plus grande qu’ils n'avoient au
rang précédent, C'eft ainfi que dans le
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nombre 1765 le chiffre 5 eft au premier
rang a la droite, & fignifie aufli 5 réel-
lement. Au fécond rang eft 6 ; mais ce
chiffre, au lieu de fignifier 6, indique 10.6
°u 60. Le chiffre 7 eft au troifieme rang,
N fignifie 100.7 ou 7°°" Enfin le 1, qui
N au quatrieme rang, fignifie 1000; voila

nc pourguoi on prononce le nombre pro-
P°fé de cette maniéré ,

nmMe (ou mille, ) fept cent ,foixante
& cing.

2 44*

Puifque la valeur des chiffres devient
|°ujours dix fois plus grande en allant de,
a droite vers la gauche, & que par con-
sent elle devient continuellement dix
~ls moindre en allant de la gauche vers
a droite , on pourra en fe conformant a
[ctte loi avancer encore davantage .vers
N droite , &: on obtiendra des chiffres dont
7a %nification continuera de devenir dix

Is moindre. Mais a quoi il faudra bien

M z
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faire attention, c'eft la place ou les chiffres
ont leur valeur naturelle, on l'indique paf
une virgule gu’'on met aprés ce rang. Si
I’on rencontre donc, par exemple, le nom-
bre 36,54892, voici comme il faut I'en-
tendre : le chiffre 6 d’abord a fa valeur
naturelle 5 & le chiffre 3, qui eft au fécond
rang, fignifie 30. Mais le chiffre 5 qui vient
apres la virgule , ne fignifie que ~ ; en-
fuite le 4 ne vaut que 77 ; le chiffre 8 figni-

fie TL i le chiffre 9 TdH> & le
chiffre 2 10—. On voit donc que plus
ces chiffres avancent vers la droite, plus
leurs valeurs diminuent, & qu’a la fin ces
valeurs deviennent fi petites, qu’'on peut
avec raifon les regarder comme nulles (*).

(+) Les opérations de [I'Arithmétique fe pratiquent
fur les fractions décimales de la méme maniéré que fur
les nombres entiers ; il y a feulement quelques précau’
tions a prendre aprés l'opération pour placer la virgule
qui fépare les nombres entiers des décimales. On peut
confu'.ter fur ce fujet prefque tous les Traités d'Arithmé-
tique. Lorfque dans la multiplication de ces fraélions le
multiplicande & le multiplicateur ont un grand nombfC
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245*

Voila I'efpece de nombres qu’on nomme
fractions décimales , & c'eft de cette ma-
Hiere aufil qu’on indique les logarithmes
dans les tables. On y exprime , par exem-
Pe »le logarithme de z par 0,3010300, ou
n°us voyons 1.° que puifqu’il y a un o de-
vantlavirgule, ce logarithme ne fait pas un
e*tleri 2°. que fa valeur eft £ + -frn
+ mmememeem oo “Soeces: ON peut

I 100000 [~ 1000000 | 10000000"
remarquer qu’'on auroit bien pu omettre

les deux derniers zéros, mais c’eft qu’ils
Servent & indiquer que le logarithme en
Ueftion ne contient aucune de ces parties
~i ont 1000000 & 10000000 poir dé-

n’minateur. On ne nie pas au relie qu’on

décimales, I'opération feroit fort longue & donneroit
Un réfultat beaucoup plus exaft qu'on n’en a befoin com-
unément j mais on peut la Amplifier par une méthode
iy "e fe trouve pas dans beaucoup d'Auteurs, & que
* Mtlie a indiqguée dans fon édition des Lecqns de
a,hématiques de M. de la Caille, ou il explique aufli
nc méthode femblable pour la divifion des décimales,

M 3
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n'edt pu trouver, en continuant encore,
des parties plus petites ; mais pour ce qui
eft de celles-ci on les néglige a caufe de
leur extréme petitefie.

246 .

Le logarithme de 3 fe trouve eqcnrré
dans les tables par 0,4771213 5 on voit
donc qu’il ne contient point d'entier , &
gu’il eft compofé des fractions luivantes :
+4 2. -L.-2& [———— b I-

[0 T 100 I 1000 looco | 1oooco 1 1000G3O

“j---- 3— . Mais il ne faut pas croire que

10000000

de cette maniéré le logarithme foit afligné
avec la derniere précifion. On peut feu-
lement étre certain que l'erreur eft moin-
dre que de il eft vrai d'un autre
cOté que cette erreur eft fi petite, qu'ofl
peut trés-bien la négliger dans la plupart
des calculs.

247 .

Suivant cette facon d’exprimer les lo-
garithmes , celui de 1 doit étre IMOIQLE
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par 0,0000000, puifqu’il eil réellement
~o. Le logarithme de ioeft 1,0000000,
OU I'on reconnoit qu’il eft exactement= 1.
Le logarithme de 100 eft 2,0000000 , oil
exaftementr= 2. Et fon peut en conclure
gue les logarithmes de tous les nombres qui
font contenus entre 10 & 100, & par con-
séquent compofés de deux chiffres, que ces
Negarithmes, dis-je, font compris entre 1
N 1 j & par conféquent qu’ils doivent s'ex-
primer par 1 -j- une fraftion décimale. C’eft
ainfi que L. 50 = 1,6989700 ; fa valeur
donc l'unité, & outre cela 7;4“ 7"
oLt gy ©On naura pas de
peine a remarquer de méme que les loga-
rithmes des nombres entre 100 &: 1000
sexpriment par 2 entiers avec une fraftion
décimale. Ceux des nombres entre 1000
& 70000, par 3 -j- une fraftion décimale.
Ceux des nombres entre 10000 & 100000
Par 4 entiers joints a une telle fra&ion ,
N~ ainfi de fuite. Le log. 800, par exem-
le » eft= 2,9030900 f celui de 2290 eft
5>M9835 5>&c. M iv
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248.

Les logarithmes au contraire des nom-
bres moindres que 10, ou qui ne sexpri-
ment que par un feul chiffre , ne font pas
vn entier, & voila pourquoi on trouve un
0 devant la virgule. Ainfi nous avons deux
parties a confidérer dans un logarithme. La
premiere efl celle qui précédé la virgule
& qui indique les entiers quand il y en a;
I'autre indique les fractions décimales qu’il
faut ajouter aux entiers. La partie premiere
ou enriere d’'un logarithme , qu’'on nomme
Je plus fouvent la caraclérijlique, fe déter-
mine facilement d’apres ce que nous avens
dit dans l'article précédent. Elle eft o pour
tous les nombres qui n'ont qu’un chiffre ;
clle eft 1 pour ceux qui en ont deux ; elle
eft i pour ceux qui en ont trois, & en
genéral elle eft toujours d’une unité moindre
gue le nombre des chiffres. Si donc on
demande le logarithme de 1766, on fait
déja que la premiere partie , ou celle des
entiers, eft } néceffairemgnt.
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249 .

Ainfi réciproquement on reconnoit a la
Premiére infpe&ion de la premiere partie
¢ Lh logarithme, de combien de chiffres
j compofé le nombre qui répond a ce

8anthme ; puifque le nombre de ces

£Ures eft toujours d’une unité plus grand

gue la partie des entiers du logarithme. Si
°nav°ittrouvé, par exemple, pour le loga-
**hnie d’'un nombre inconnu 6,4771213 ,
,n |dUit d’abord que ce nombre doit étre
ePf chiffres, & plus grand que 1000000,

1 (n effet ce nombre eft 3000000; car

3000000 = L. 3-}-L.1000000. Or

‘3™ 0,4771213 , & L.1000000= 6,

la fomme de ces deux logarithmes eft:

NATT1*13,
250.

n {-e principal pour chaque logarithme eft

'nc  fraftion décimale qui fuit la vir-
MI'e » laquelle méme une fois connue fert
1 'U plufieurs nombres, Pour prouver ceci,
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confidérons le logarithme du nombre 365:
fa premiere partie eft z fans contredit ;
quant a l'autre ou la fra&ion décimale,
indiquons-la, pour abréger , par la lettre x>
Nous avons donc L. 365= 2-j-a. Oren
multipliant continuellement par 10, nous
nuronsL.3650=3 —+a s L.36 500=-4-f"x >
L.365000=j-]-* >& e fuite. Mais
nous pouvons aufli Yebroufier & divifer
Continuellement par 10, cela nous don-
nera L.36,5=1-\-X; L.3,65 = o-f-jc;
L.0,305=—i-\-x; L.0,036"— i-\~x>
L.0,0036j= —3“H'rt& ainfi de fuite.

251.

Tous ces nombres donc qui proviennent
des figures 365 , foit précédées, foit Sui-
vies de zéros, ont toujours la méme frac-
tion décimale pour fécondé partie du loga-
rithme ; & toute la différence roule fut
le nombre entier qui eft devant la virgule»
lequel peut méme, comme nous avons vuy»
devenir négatif, favoir quand le nombre
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propofé eft plus petit que 1. Or comme
les Calculateurs ordinaires ont de la peine
a traiter les nombres négatifs, on a cou-
tume dans ce cas d'augmenter de 10 les
entiers du logarithme , c’eft-a-dire qu’on
ecr't 10 au lieu de o devant la virgule.

forte qu'a la place de— 1 on a 9;
au lieu de— 2 on a 85 au lieu de— 3
Ola7, &c. Mais il ne faut jamais oublier
a°rs que la cara&ériftique a été prife de
dix unités trop grande , & ne pas sima-
8lner que le nombre eft de 10, ou9 ou 8
Offres. On fent bien que fi dans le cas
d°nt nous parlons, cette caraéeriftique eft
Plus petite que 10, on ne peut commencer
N ecrire les chiffres du nombre qu’apres-
Ue virgule. Par exemple, que fi la carac-
teriftique eft 9, on doit commencer au
Premier rang apres une virgule ; que fi elle

8, il faut mettre encore un zéro a ce
P'tmier rang , & ne commencer a écrire

chiffres qu’au fécond rang. C’eft ainfi
Ak 9,5622919 feroit le logarithme de
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0,365 , & 8,5622929 le log. de 0,0365.
Mais c’eft dans les tables des Sinus princi-
palement qu’on fait ufage de cette maniéré
d’écrire les logarithmes.

Z52.

On trouve dans les tables ordinaires les
décimales des logarithmes pouflees jufqu’a
Sept chiffres ou figures , dont la derniere
par conféquent indique les , & on
eft sGr qu’ils ne font jamais en défaut d’'une
telle petite partie entiere, & que l'erreur
ne peut donc étre d’aucune importance.
11y a cependant des calculs ou I'on a befoin
d'une précision encore plus particuliére
on fe fert alors des grandes tables de Vlacq,
ou les logarithmes fe trouvent calculés en
dix décimales.

253

Comme la premiere partie, ou la carac-
téristique d’un logarithme , n'eft Sujette a
aucune difficulté , on Il'indique rarement
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dans les tables ; on n'y exprime que la
féconde partie, ou les fept figures de la
fr\afgon décimale. On a des tables angloifes
Ou lon trouve les logarithmes de tous les
nombres depuis 1 jufqua 100000, &
méme ceux de nombres plus grands, parce
que de petites tables additionnelles indi-
guent ce qu'il faut ajouter aux logarithmes,
N raifon des chiffres que les nombres pro-
P°fés ont de plus que dans les tables. On
trouve, par exemple, le logarithme de
379456 facilement, par le moyen de celui

37945 & des petites tables dont nous
Parlons (*).

(*) Ces tables angloifes (ont celles que Schenvin publia
au c’mmencement de ce fiecle, & qui ont été réim-
primées plufieurs fois; on les trouve aufli dans les table*

Gardincr, dont les Agronomes fe fervent communé-
jdentj & qui viennent d’étre réimprimées a Avignon.'

bon de remarquer a I'égard de ces tables, que
c’mme |es logarithmes n'y font pouffes que jufqu'a fept
Cira™eres, abftra&ion faite de la caraélériftique, on ne
par leur moyen opérer avec une entiere exactitude

~ue fur des nombres qui n'aient pas plus de fix carac-
ircsJ njais quand on emploie les grandes tables de Vlai<[ ,
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254 .

On comprendra aifément par ce qui 3
été dit, comment, ayant trouvé un loga-
rithme, on doit prendre dans les tables te

ol les logarithmes font poufles jufqu'a dix cara&eres en
décimales , on peut, en prenant les parties proportion-
nelles , opérer , fans commettre aucune erreur, fur des
jiombres qui aient jufqu'a neuf cara&eres. La raifon de
ce que nous venons de dire & les moyens de faire fervir
facilement ces tables a des opérations fur de plus grands
nombres, fe trouvent trés-bien expliqués dans les Eli'
mens d’Attire de Saundersowv , Liv. IX , ILOPart.

Ces tables, au relie , ne donnent direétement que le5
logarithmes qui répondent a des nombres propofés , &
lorfqu'on veut repafler des logarithmes aux nombres,
comme on rencontre rarement dans les tables le loga-
rithme qgae l'on a , on eft obligé le plus fouvent o<
chercher ces nombres par une méthode d'interpolation,
ceft-a-dire , par une voie indirecte. Pour fuppléer a c3
défaut on a calculé en Angleterre une autre table , qui
a été publiée a Londres en 1742, fous le titre de Tht
Anti-logarithmle Canon, &c. by James D odSon , & dJb
eft encore allez peu connuej on y trouve les décimal*-"
des logariihmes rangées par ordre depuis 0,0001 jufqua
1,000c, & a cote les nombres correfpondans poiilk*
jufqu’a onze chiffres ; on y trouva aufli les parties pr<.
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nombre qui lui convient. Cela deviendra
encore plus clair par un exemple : mul-
tiplions les nombres 343 & 2401. Puif-
il faut ajouter enfemble les logarithmes,
°nécrira le calcul de la facon qui fuit:

A3 m 35 94
*-.2401=3,3803922

5,915 6763

6847

16.

Le nombre cherché eft donc 823543.

Car la fomme eft le logarithme du pro-
fit cherché; on voit par fa caraftériftique
5'lue ce produit eft compofé de fix chiffres,
"N ceux-ci fe trouvent par le moyen de
la fra&ion décimale & de la table, étre

8i354].
255

Comme ceft en particulier dans I'ex-
traflion des racines que les logarithmes

P°~A'onnelles néceflVres pour déterm'ner les nombres

~ 1 répondent a'ix logarithmes intermédiaires quj ne fe
~Qu'ent pas dans la table.
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rendent de grands fervices, donnons aufli
un exemple de la maniéré dont on les
applique a cette partie du calcul. Suppolez
gu’il sagifle d’extraire la racine quarrée de
10. Vous divilez Amplement par z le lo’'
garithme de 10 , qui eft 1,0000000; le
guotient 0,5000000 eft le logarithme de la
racine cherchée. Or le nombre qui dans
les tables répond a ce logarithme , eft
3,16228 , dont le quarre eft effeftivement
égal & 10, a un cent millieme prés dont
il eft plus grand.

Section
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SECTION SECONDE.

Des differentes Méthodes de Calcul
pour les Grandeurs compofées ou
complexes.

chapitre premier.
FAddition des Quantités complexes.
25G.

Lorsqu’on a deux ou plufieurs for-
mules compofées de plufieurs termes a
Ajouter enfemble, oirne fait Souvent qu’in-
diquer cette addition par des figues, en
Mettant chaque formule entre deux pa-
;enthefes, & en la liant avec les autres
Par le moyen du figne -j-. S’il sagit, par
CXemplc, d’'ajouter enfemble les formules
Tare /, N
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a-\-b-\-c Scd- e-[-f, on indique la
fomme en cette maniéré :

(a-]-b c¢)-{-(d-\-e-{-/).

257

On fent bien que ce n'efl: pas la effeéluer
I’addition, que ce n’eA que lI'indiquer. Mais
on voit aufli que pour la faire réellement
on n'a qu'a omettre les crochets; car ®
nombre d-\-e-\-f devant étre ajouté a
l'autre , on fait que cela fe fait en y joignant
d’abord -\-d, enfuite -\-e & enfuite -j- fi
ce qui donne donc la fomme a-\-b-\-1
4-d-\-e-\-f

On fuivroit la méme voie, fi quelques'
uns des termes étoient afie&és du figne r—i
il faudroit les joindre de la méme facon*
moyennant le figne qui leur efl: propre.

258.

Afin de rendre ceci plus clair, non*
confidérerons un exemple en nombres purs?
nous nous propoferons d’ajouter a la fof'
mule il—H cette autre ij—6. Si non*



D* A LG E B R E. Ny

Commencons donc par ajouter 15, nous
aurons 12 — 84155 or c’etoit ajouter
trop, puifqu’il ne falloir ajouter que 15—6,
& il eft clair que c’eft 6 que nous avons
alouté de trop. Otons, reprenons donc ces
N en les écrivant avec leur figne négatif,
n°us aurons la fomme véritable
12— 8-f-1j— .

D’ou I'on voit que les fommes fe trou-
vent en écrivant tous les termes, chacun
ayec le figne qui lui eft propre.

Sl eft donc queftion d'ajouter la for-
mule d—e—f a la formule a— b-\-c,
°0 exprimera la fomme ainfi :

a— /E-j-c-J-c/—e —f,
en remarquant cependant qu’il n’'importe
en rien dans quel ordre on écrit ces termes,
~n peut les changer de place a volonte,
P°urvu qu’'on leur conferve leurs fignes.
Cette fomme pourroit, par exemple,
sécrire ainfi :

c—e-\-a—f-l-d—bh.

N X
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16 0.
On voir aflez que I'addition ne fouffre

aucune difficulté , de quelque forme que
foient les termes a ajouter. S'il falloit ajouter
enfemble les formules la? -j- 6 \/b — 4L.c
& b5yla-—T7c, on écriroit
rai 6 \/b— 4L.c+5\/a—T7c,
foit dans cet ordre méme, foit en chan-
géant cet ordre des termes. La fomme
reviendra toujours a cela, fi I'on ne change
pas les fignes. :
261.

Mais il arrive fouvent que les fommes
trouvées de cette maniéré peuvent fe ré-
duire confidérablement : favoir, quand
deux ou plufieurs termes fe détruifent les
uns les autres. Par exemple , fi I'on ren-
contre dans une méme fomme les termes
-}-a—d ou3a—4a a ; ou bien quand
on peut réduire deux ou plufieurs termes
en un feul. Voici des exemples de cette
fecondé réduftion :
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3<*-}-2a = ja,- 7Th— ib — -\-Ab;
---6¢c-\- IOC— -\-AC;
5a =3 —ja; —7b-\-bz=.— 6 A
~~}C — agc = — 7Tc;
la HS~f~a— —ia>—3"—)b-\-}.b——6b.
On peut donc abréger toutes les fois que
~eux °u plufieurs termes font entierement
es mémes quant aux lettres. Mais il ne
pas confondre ces cas avec ceux-ci
ou 2b—Db*; ceux de cette
cReCe ne Souffrent point de rédu&ion.

262.

Confidérons encore quelques exemples
e feduEHon ; le Suivant nous conduira
aborda unevérité tres-utile. Suppofez qu’il
kiUe ajouter enfemble les formules a b
N a— b; notre regle donne a-\-b \-a—b
°r m»& b—b—o; la fomme
donc 2a; par conféquent fi I'on ajoute
enfemble la fomme de deux nombres (a \-b)
N leur différence (a—b), Oll obtient le .
°uble du plus grand de ces deux nombres*
N 3
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Voici encore d’autres exemples :
3a—ib—c a&@— zaab-\- zabb
5b— 6¢c-\-a —aabA-zabb — b5
Aa~\~}b 7c¢ &@— 3aab -J- 4abb—

CHAPITRE .

De la Soujlraclion des Quantités complexé'
263.

S i on neveut quindiquer la fouftractiofl,
on enferme chaque formule entre deu*
crochets , en joignant par le fighe— la
formule qui doit étre fouftraite a celle dont
il faut la fouftraire.

En fouftrayant, par exemple, la formula
d—e-\-fde laformule a— bA-c, on trouve
le refte

(a—b-\~c) — (d—e-\-f) ;
& cette facon de l'indiquer donne fufHfaifl'
ment a connoitre laquelle des deux fot'
mules doit étre fouftraite de l'autre.
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264.
v *

Mais quand on veut effe&uer réellement
la fouftra&ion, il faut obferver premiére-
ment , qu’en fouftrayant d’'une quantité a
Ure autre quantité pofitive-j- b, on obtient
a b. En fécond lieu, qu’en fouftrayant
de a une quantité négative — b, on ob-
tlent a-j- by parce qu’éter a quelqu’un une
dette eft autant que lui donner quelque
chofe.

265.

Suppofons maintenant qu’il s'agifte de
fouftraire de la formule a—c la formule
~"-d, on Otera d'abord b; ce qui donne
® c¢c—b: or c'étoit Oter la quantité d de
trop, puifqu’il ne falloit fouftraire que b—d;
N faudra donc reflituer la valeur de
A on aura

a—Cc—bA-d;
dou il eft évident qu'il faut changer les
%nes des termes de la formule a fouftraire ,
N 4
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& les joindre avec ces ftgnes contraires aux
termes de l'autre formule.

266.

Il eft donc facile, moyennant cette regle,
de faire la fouftraftion, puifqu’'on ne fait
gu’écrire , telle qu'elle eft, la formule de
laquelle il faut fouftraire , & que l'autre
s'y joint fans autre changement que celui
des fignes. C'eft ainft que dans le premier
exemple, ou il sagifloit de fouftraire de
a—i+ c la formule d—e-\-f, on obtient
a— b—€—d~j-e—f.

Un exemple en nombres rendra cela
encore plus clair. Si on fouftrait la-formule
6 — i -—q de 9— 3—42., on obtient

9— 3+ 2—64-2—4= 0,
cela eft évident ;car9— 3+ 2= 8; de
méme 6— 2+4 = 8; or8— 8= 0.

267.

La fouftraftion nétant donc fujette a
aucune difficulté, il ne refte qu'a faire
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remarquer que fi dans le refte il fe trouve
deux ou plufieurs termes tout-a-fait fem-
blables quant aux lettres , ce refte peut fe
réduire a une exprefiion plus abrégée,
Vivant les mémes réglés que nous avons
données pour les fommes dans I'addition.

268.

Qu'on ait a fouftraire de a-\-b, ou de
a¥omme de deux quantités , leur différence
>on aura d’abord aA-b — a-A-b ; or
a~"a;=0 & b-\-b—ib ; le refte cherché
donc 2b, c'eft-a-dire le double de la

N b petite des deux quantités.

269.

Les exemples fuivans tiendront lieu
Cc airciflemens ultérieurs :
**+ab-\-bb 3a—4"-Hc
"~\-ab—aa ibA-AC—6a
2aa, 9a—6b-\-c.
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a?-\-~aab-\-)abbA-b’
a}— Jaab-\- T,abb— b*
6aab ib\

y/a -j- 2\/b
Na— j Vb
+ 5\/b.

CHAPITRE M.

De la multiplication des Quantités
complexes.

270.

L orsqu’il n'eft queftion que d’'indiqu”®
{implement une telle multiplication , dl
met entre deux crochets chacune des fof
mules qui doivent étre multipliées enfefi!
ble, & on les joint les unes aux autres >
guelquefois fans aucun figne , quelquefo*5
en mettant un point ou le figne x ent®
deux. Par exempl. pour indiquer le prodtfil



d AL GEBR E. loy

deux formules a— b-\-ctk.d— eA~f
Multipliées I'une par l'autre, on écrit
(a~b-\-c).(d—e+f) ou(a—bA-c) X (d—*+/)-
On fe fert beaucoup de cette facon d’in-
diquer les produits, parce qu’elle donne
a connoitre fur le champ de quels fa&eurs
font compofés.

271.

Mais pour montrer comment on doit sy
Pendre pour faire une multiplication et
fe&ive, nous remarquerons d’abord que
P°ur multiplier, par exemple, une formule
comme a— b-\-c par 2, on en multiplie
chaque terme féparément par ce nombre,

forte qu'on obtient

2a— 2b— zc.
Or la méme chofe a lieu pour tous les

au‘tes nombres. Si c’étoit par d qu'il fallat

Multiplier la méme formule . on obtien-
dra

ad—bd-~cd.
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272.

Nous avons fuppofé tout-a-I'heure que
d étoit un nombre pofitif; mais O c’eft par
un nombre négatif comme — e, que la
multiplication doit fe faire, il faut fe rap-
peler la regle que nous avons donnee plus
haut, que deux fignes contraires multipliés
enfemble font —m, & que deux lignes égaux
donnent -j-. On aura donc :
— ae -}- be— ce.

273.

Pour faire voir a préfent comment une
formule, comme A , qu’elle foit fimple ou
complexe, doit étre multipliee par une
formule complexe d— ei nous confidére-
rons d’abord un exemple en nombres or-
dinaires , en fuppofant que A doive étre
multiplié par 7— 3. Or il eft évident que
c’eft ici le quadruple de A qu’on demande j
car fi I'on prend d’abord A fept fois, il fau-
dra fouftraire enfuitc A pris trois fois.
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En général donc s'il sagit de multiplier
par d— e} on multipliera la formule A
dabord par d & enfuite par e, & on fouf-
tfaira ce dernier produit du premier j d’ou
réfulte d A — eA.
~Suppofons maintenant A—a—~b, Sc que
c cette quantité ci qu’il faut multiplier
Par d—e; nous aurons
dA~=ad— bd
eA~ce —be;
~°ncleprod. cherc.= ad— bd—ae be.
¥ jrsfir iyijl > *
274 .

~uifque nous connoiflons donc le pro-
I(a—Db). (d—e), & que nous nN'avons
Pas lieu de douter de fa jufteffe, nous nous
Mettrons le méme exemple de multipli-

Cati’n fous les yeux . fous la forme que
Voici ; ' T«
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11 nous fait voir gu’il faut multiplier chaque
terme de la formule fupérieure par chaque
terme de la formule inférieure, & que pouf
ce qui regarde les ftgnes il faut obfervef
ftri&ement la regle donnée plus haut ; regle
qui fe confirmeroit par-la entiérement, /&
elle,avoit pu étre révoquee en doute le
moins du monde.

27 5

Il fera facile, d’aprés cette regle, ¢
calculer I'exemple fuivant, qui eft dc mul'
tiplier a-\-b par a—b:

a-\-b
a—b .
aa-A-ab
— ab—bb

le produit fera— aa™— bb.

276.

On fait qu’on peut fubftituer pour aScl>
des nombres déterminés a volonté - ainfi
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lexemple que nous venons de donner,
Enferme le principe que voici : le produit
de la fomme de deux nombres multipliée
Par leur différence eft égal a la différence
es quarrés de ces nombres. On peut ex-
primer cette verité en cette maniére :
(a-j-£) x (a—b) =aa — bb.
1 °n en conclut cette autre verité . que
différence de deux nombres quarres eft:
tOujours un produit, & divifible tant par
afomme que par la différence des racines
ces deux quarrésj & que par confé-
~Unt la différence de deux quarrés ne
Peut jamais étre un nombre premier.

277.

Calculons encore quelques autres exem-
ples :

—3 H.) 4aa— 6a-{-9
a2 2a~}"3
2aa— ga)— , laa-~-itia
-f-4a—6 -}-i laa— i8a-j" z7

2aa-|- a—6. 8ab|-z7.
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1) $<Kl— 2ab —bb
2a— 4b
6a3— 4aab— labb
— i 2aab-\-8abb-\-Ab’
6a3— 16aabA-6abbA-Ab"\

IV.) aa-\-2ab -|-zbb
aa— 2ab -j-2bb
a*-\-2aib-"-2aabb
—jaP— 4aabb—4ab3
*A~iaabb-\-Aab3-j~ab*
adi=-4b*,

«eJi°l-»7*U 3 - i1 ... 4

V.) 2aa— 3ab — 4bb
3aa—2af ’-j-tO
6a4—:9a5b — 1laabb
#—4a3b -\-6aabb-]"%ab3
. *y - \~z|aabb— ia_b?:— _4b*
6ad4— 13a5 AaabbA-yab'— Ab*.
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Vi.)
a*\-bb -j-ccab—ac—hc
ath +c

a ~abb-\-acc—aab— aac—abc
~abb—acc-\-aab-\-aac—abc A-b3-\-bcc__bbc
—abc —ict-\-bbc-\-c*

0 {-c*.
278.

Norfqu'on a plus de deux formules a
Aultipiier enfemble , on comprendra fans
Ue qu’apres en avoir multiplié deux I'une
~ar lautre , il faut enfuite multiplier ce
Preduit par une de celles qui relient , &:
anfi de fuite ; & qu’il eft indifférent quel
N re on fuive dans ces multiplications.
Vu on fe propofé , par exemple , de trou-
~er la valeur du produit fuivant compofé
¢ quatre fa&eurs :
1 1. 1. V.
(\aa-\-ab-\-bb) (a—b) (aa—ab-\-bb),
Tome 1. @)
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on multipliera d’abord les fateurs | & 11:
I1. aa-\-abA-bb
I. a+b

a’'-\-aab~"-abb
-A- aabA abb-\-b5

111 a&"-zaab- -|abbAb"
Aprés cela on multipliera les fafteur*
I & 1v :

V. aa— abA-bb
1. a—b
a3— aabA-abb

— aab-\-abbe—b3

Il 1V. a3— zaabA-iabb—b\

Il refte donc a multiplier le premier pi
duit I, 11, par ce fécond produit 111, 1V :
<5-j- iaabA~iabb-\-b3 I. IF.

a”— iaabA-iabb—b% I11. 1V.
rn6-f-za' bA-'iaMbb+albl
—la'b—4a*bb—Aa*b}—*iaab*
A-ia* bbA-AtiW 4- Adab* -j- lab1
— a* bz— 2aab*— lab'l—|£t

Et ceci eft le produit cherché,
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279.

Reprenons le méme exemple, mais chan-
geons-en l'ordre, en multipliant d’abord
les formules 1 & 111, & enfuite les for-
mules 11 & 1V ;

. a-\-b

[11. a—»b

aa-\-ab
m—ab—bb

I. I1l. = aa—nbb.

Il. aa-\-ab -J-bb
IV. aa—ab -j-bb
b-i¢-aabb
— a'b— aabb— ab?
-A-aabb-\-ab5-\-b4

H.IV,= a4{-cM"-{-"4
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Multipliant enfin ces deux produits I, M

& I, 1V:

. 1V. =za*-A-aabb-\-bA

I. I1l.=aa—Dbb

a6-\-aAb-\-acibA
— adbb— aab4— b5
on a a6— b6,

qui eft le produit cherché.

280.

Nous ferons ce calcul encore dans ufl
autre ordre , en multipliant d’abord la Ve
formule par la IV.% & enfuite la Il.e par

la Ill.e
IV. aa—ab -|-bb
I. a-\-b
a 3— aab-A-abb
—y-aab— abb-\-b’

LIV.=a'+ Db\
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1. aa—-ab —hb
. a—»b
a*—3-£2y}bb
+ — aab— abb—b*
- 111. z=a"—Db\
Il refte @ multiplier les produits I, IV
* 11, 111,
L IV.=a-f.)
I = &>
ac-j-adb’
MW ib rop n n

* lon trouve encore ab— b&

281.

Il eft a propos déclaircir cet exemple
Par une application numérique. Faifons
& b~2, nous aurons 04-E&=1 &
. '™ ; deplus, cmz=c), ab—6, bb=4"
1)Onc aa-\-ab-"-bb— 19 & aa—abA-bb—7.
°nc on demande le produit de «. 19.1.7,
N eft 665.
O 3
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Or d'~ 719 & b{= 64, par QOB
quent le produit cherché a*— b6=66]ji
comme nous venons de le dire.

CHAPITRE V.

De la Divijion des Quantités conmplexe-

282.

C”Nuand on ne veut quindiquer I3
divifion , on fe fert ou de la marque ordi'
naire des fra&ions, qui eft d'écrire le
dénominateur fous le numérateur, & &
les féparant par un trait ; ou bien de deu*
crochets qui renferment chaque formule»
& en mettant deux points entre le divi'
feur & le dividende. S’il eft queftion , pf
exemple, de divifer a-A-b par c-}-*/, ol
indique le quotient ainfi, ~ d, fuivant
premiere manieré * & de cette fagont
(a-\-b) : (c-\-d) , fuivant lafécondé. L’uilC
& lautre expreflion fe prononce a "™
divife par c-\-d.
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283.

S il sagit de divif¢cr une formule com-
P°fée par une formule fimple, on diviie
chaque terme féparément. Par exemple :
6a 83-|4c divifé par | fait yg-~"AbA-icA
& '(aa— 2ab):(a)=za — zb. De mémq
(a>—laabA-"abb) : (a)— aa—-zab-\-"bb;
(taab—6aac-\-8abc"):(La)=ial>—)ac~\-Abc;
(Saabc—\iabbc-\-15tibcc) 1(3abg)—30—4/4- 5¢
&cC.

284. p -

S’il arrive qu’un des termes du dividende
ne foit pas divifible par le divifeur, on in-
igue le quotient par une frabKon, comme
~ars la diviifxon de a-\-b par a, qui donne

De méme
(aa-—at-|-"N) :(aa)=:1—

Par la méme raifon, fi I'on divife ia-\-b
Par 1, on obtient a-\-~f & on peut re-
marguer a cette occasion qu’on pourroit
ecrire 1 b au lieu de £, parce que i fois b

O 4
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eft autant que  Pareillement ~ eft autant
que jb, & y autant que ~b, &c.

Mais quand le divifeur eft lin-méme une
guantité complexe, la divifion a plus dé
difficultés. Souvent elle a lieu ou on sen
doute le moins; mais lorfqu’elle ne petit
fe faire, il fautTé contenter d’'indiquer le
quotient par.une fra&io'n , de la maniere
gue nous avons dit. Nous commencerons
par confidérer quelque? cas ou la divifion

gffective réuffit. In i«

- a ., 2 86 . m e 2j:(:

Kovf o,
Suppofons qu'il sagifle de divifer le di-

vidende ac— bc par le divifeura—b, il
faut donc que le quotient foit tel qu étant
multiplié par le divifeur —Db, on obtienne
le dividende dc—bc. Or on voit aifément
gue ce quotient doit renfermer ufi ¢, puif-
que faris cela on ne pourroit obtenir ac.
Ahrt donc de voir fi ¢ eft le quoticht entier,
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On na qu’a le multiplier par le divifeur,
& voir fi cette multiplication produit le
dividende en entier , ou fi elle N'en donne
du Ure partie. Dans notre cas, fi nous mul-
npHons a—b par ¢, nous avons ac-"-bc qui
eft en effet le dividende méme ; de forte
filk c eft le quotient complet. IL neft pas
m’ins clair que

(¢atab):(a+b)=a; (Jaa—iab):(Ja—b)z=af
{6aa—ab):(ia—3"=30, &c.

287.

On ne peut manquer de cette maniéré
etrouver une partie du quotient, ft donc
guon a vu 'multiplié par le divifeur ,
nePuife pas encore le dividende , on na
dua divifer le réfidu encore par le divifeur,

~°Ur obtenir une fécondé partie du quo-
lent ; pon continuera de la méme ma-

ie'e jufgu’a ce qu’on ait trouvé le quotient
(h entier. i

Nivifons } afin de donner un exemple ,

a'h)ab-j-ibb pura-j-bj il eft clair en
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premier lieu que le quotient contiendra te
terme a, puifque, fi cela n’étoit pas, on
n’obtiendroit point aa. Or en multipliant te
divifeur a-\-b par a, il provient aa-\-ab>
laquelle quantité étant fouftraite du divi-
dende , laifle un refte zabA-zbb. Ce refte»
il faut aufli le divifer par a-\-b; & il faute
aux yeux que le quotient de cette divifion
doit contenir le terme ib. Or zb multiple
par aA-b fait exa&ement zab-\-zbb; pf
conféquent a~\~ib eft ce quotient cherche
gui, multiplié par le divifeur a-\-b, ddl
produire le dividende aa-j-~abA-zbb. Voi™

toute I'opération : ro
a-A-b)aa-j" 3abA-.zbb{a-"-zb
aa> ab
(ani- -\-zab-\-zbl>
-oul *A~zab-\~zbb
e B el no !
0

z88.

On fe facilite cette opération en fai'fal®
choix d'un des termes du divifeur p°uf
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lécrire le premier , & pour ranger enfuite
termes du dividende , en commencant
Par les plus hautes puiflances de ce premier
terme du divifeur. Ce terme étoit a dans
exemple précédent. Les exemples fuivans
rendront la chofe encore plus claire :

a'~byal— 3aab-\-3abb— b*(aa—iab-\-bb
a3—aab
— zaab-"-yabb -
— laabA-zabb
mA-abb—b}
-)-abb—b3

|
O

a-\-b) aa—bb (a—B

aaA-ab
— ab— bb
m— ab— bb

0.
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3a—ib) 18aa— %bb(6a-\-Ah

18aa— izab
””””” s zabt_$bb
nzvia ? »* "j-i lab— 8bb
O

a-\-b) a5|-£5(aa—ab-\-bb
a}-\-aab

—aabA-bl
aab—abb

-J-abb-A-b*
4 -abb-\-b

QO

.0

u- i
ta—Db) 8a3—b* (4aa-\-iab-\-bb

8a'—4aab
-}-4 aab— by
-\-4aab— iabb
-\-iabb— b1l

-J-2abb— bl
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G lab-"-bb) a4— 4al -j-6aabb— Aan-"b*
ca—IlabA-bb") a=— la}b-\- aabb
— itfbA-jaabb— 4afr
— ia'b-\-Aaabb— lab?
-j- aabb— lafr-~b*
-j- aabb— lafr-A-b*
(@]

aa~'lab-j.Abb) a*+Aaabb+16b*
aat*ab-\-Abb)aA—la3b A-Aaabb
-\-ia\b + 16bA
A-ia}b —4aabb-1-Sob'
-\-4aabb~SaP + 16hA
-\-Aaabb- $aP + i6b*
0.

aa"-ZabA-ibb) aAAb*
aa™~iab+ibb) a*—ia}b+iaabb
+ia=b—aabb+Ab*
Aria™b—ApabbA-Aab*
A-iaabb—Aabi+Ab*
+iaabb—Aal>+Ab*
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I—1*+**) |—AX-\-10XX— 10XA-\-<jX4— X i

i-Mx-\-Ixx-xy) i—ix-\-xx
— 3x-\-yxx— 10x1
—YyX+GxXxXx— 3*1
+-$xx— 7x'-\-}x*
A-IXX— 6*3 Ix*
— A3t-i*4—
j;5+ 2a4—xs

CHAPITRE V.

Dt la Réfolution des Fractions en desfuite5
infinies (*).

289.

yAND le dividende n'efl: pas divifible

par le divifeur, le quotient sSexprime >

comme nous l'avons déja dit, par une
fra&ion.

(») La théorie des fériés eft une des plus importantes Oe
toutes lg> Mathématiques. Les fériés dont il eft queftio”
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Ceft ainfi que fi I'on doit divifer i pat

I a) on obtient la fraélion Celan’em-
peclie pas cependant qu’'on ne puiffe en-
treprendre la divifion fuivant les réglés que
n°us avons données, & qu’on ne puiffe la
c’ntinuer auffi loin qu’on veut. On ne laif
“era pas de trouver le vrai quotient, quoi-
que fous des formes différentes.

*90.

Pour le prouver, divifons réellement le
dividende i par le divifeur i—a, comme
°n va voir :

>  ce chapitre , ont été trouvées par Mercator au milieu
I fecle palle, & A'ewton trouva bientot aprés celles
("l dérivent de I'extraition des racines , & dont il fera
AUftion au chapitre xn. Cette théorie a recu enfuite un
5°uveau degré de perfeffion de plufieurs autres Géo-
~Netres diftingués. Les (Euvres de Jacques Btmoulli &
a feconde partie du Calcul différentiel de M. Euler, font
ouvrages ou l'on pourra le mieux s'inftruire fur ces
Alat'cres. On trouvera auffi dans les Mémoires de Berlin
P°ur 1768 , une nouvelle méthode de M. de la Grange
Pour réfoudre , par le moyen des fuites infinies, toutes
&s équations littérales de quelque degré qu'elles foient,
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I—<0i (I~]-fL~ QU 1—a) 1 (i-j-a-j-5

“"1—a -l-i—a
réfidu -j-a. -j-<z
—a—tja
réfidu -j-aa

Pour trouver encore un plus grand nom'
tre de formes, on na qu’a continuer en
divifant aa par i—a:

|I—a)aa(aa-\-—aenfuite I—a)a? (a3}-"}
aa-a3 al-ad

+a3

& puis |—a) a“ (a4-f: a

+ , &C.
291.

Nous voyons par-la que la fraélion 73
peut fe mettre fous toutes les formes qui
fuivent :

L) H.) 1 a —l— 5
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I.) i-Ja_j-aa_L |
I-a

V) ij-a-]-00-]-03j-— ;
V.) i—+}-a-|-aa-J-a3—}e43 -} &cC.
I-a

Or en confidérant la premiere de ces

formules, qui eft i -f-~ , & en faifant
attention que i eft autant que nous,
avons

Jj 1 I-a L <x_ 1-a +t r

.
1 i-a \-a 1 i-a 1-a I-a

Si on fuit le méme procédé pour la fe<
£°nde formule c’eft-a-dire que
°n réduife la partie des entiers au
~eme dénominateur 1— a, on auraT~r, a
Suoi fi i'on ajoute -f- ~ onaura :
ceft-a-dire — . A

Mans la 3.° formule 1+a—aa-j— —,
les entiers, reduits au dénominateur ll—a

fonti — & fi ony ajoute la fra&ion

a3
N on a_i_j donc toutes ces formules

Tomre 7. V
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font en effet égales en valeur a la fraélion
propofée

292.

Cela étant on pourra aller plus loin &
auffi loin qu’on voudra, fans avoir befoiil
de calculer davantage. On aura donc

da-f-a3-j- a4-}-a5 " -J-

N . o\i bien on pourroit continuel

encore , & méme fans jamais finir. C’el
pourquoi I'on peut dire que la fraélion prO
pofée a été réfolue en une fuite infinie»
laquelle efl, 1-j-a-j-aa-j-al-j-a’-j-ab
+-a7-|-fI8—a9%3+a"° ~a" -{“a” -[- &c. ~
I'infini. Et on efl trés-fondé a foutenir qu2
la valeur de cette férié infinie efl la méfl*
gue celle de la fratlion — .

293.

Ce que nous venons de dire peut,
premier abord , paroitre étonnant; mais *
confidération de quelques cas particulier
le fera comprendre aifément.
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Suppofons premiérement a =i ; notre
fuite deviendra i Ii—i¥F+1—T1— 1»
&c.fjulgu’a I'infini. La fradlion — , a la-

quelle elle doit étre égale, devient ; or

n°us avons remarqué plus haut que i eft
Un nombre infiniment grand $ cela fe con-
firme donc ici d’'une maniéré élégante.
Mais fi 'on fuppofe a =z, notre fuite
devient i z-j—4~}-8-j—4+&3+32-[-64 ,
k'c. a I'infini, & fa valeur doit étre »

ceft-a-dire~=—1; ce qui au premier
c’up d'ceil femblera abfurde._ Mais il faut
reniarquer que fi I'on veut S'arréter a quel-
que terme de la férié fufdite , on ne doit
k faire qu’en joignant la fraction qui refte.
~uppofons , par exemple , que nous vou-
ons nous arréter a 64, il faudra, apres
avoir écrit 1-Hi—4-4+ 8-f"16-j3z-[-64 ,
joindre la fraGion j-j- ou — ou— 128 ; 01l
aura donc 127— 128 , c’eft-a-dire en effet
"~1.

Que fi on continuoit fans cefle la fuite ,

*P oz
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il ne feroit a la vérité plus queftion de
la fraftion, mais aufli on ne sarréteroit
jamais.

294.

Voila donc des confédérations néceflai-
res, quand on prend pour a des nombres
plus grands que I'unité. Mais fi I'on fuppofe
a plus petit que 1, tout devient plus facile
a concevoir.

Soit, par exemple, on aura

| |
= i —~T= 2, cequiferaégala la férié

Suivante :

&c. a l'infini. Or fi I'on prend deux termes
feulement de cette fuite, ona 1+ } , &
il sen fautde quelle nefoit égale a

Si on prend trois termes, il sen faut en-
core de;l; car la fomme eft L Si l'on
prend quatre termes on a 1], & il ne
manque plus que g. On voit donc que plus
on prend de termes, & plus la différence
devient petite , & que par conféquent &
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On c°ntinue a l'infini, il 'y aura plus de
difference du tout entre la fomme de la
faite & la valeur 2 de la fraftion —-

2 95 .

Soit notre fra&ion ~ fera=[ *
~3 1 3
, a quoi fe réduit par conféquent

%ﬂte’ 1] 19 t17 1si 114 &c. juf-
I'infini.

o Quand on Prend deux termes on a 1 E :

u manque  Si vous prenez trois ter-
N >vous avez 17, & il manquera
eilcore”™. Prenez quatre termes, vous au-
re 1- , & la difféerence eft 7-. Puis donc
*lk l'erreur devient toujours trois fois
Moindre , il faut bien qu a la fin elle s'éva-
n°uiffe.

2 96 .

Swppofonsa:3ij7 nousaurons |
V- j—-

jr5, & lafuite 1 + +
c>jufqu’a l'infini. Prenant d’abord 1 -,
*

3
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I'erreur eft 1 ~; prenant trois termes, qui
font 2 , l'erreur eft de”; prenant quatre

termes on a 2~ , & l'erreur eft encore

abE

297.
| |
Si a= - ,la fra&ion eft* J= 11;
& la faite devient i + i-fi -fJ-+ L,

&c. Les deux premiers termes farfeht 1 -j-~ |
produiront d’erreur ; & prenant un ter-
me de plus on a ! c’eft-a-dire feule-
ment  d’erreur.

298.

On pourra de la méme maniere réfoudre
en férié infinie la fra&ion ~ , en divifant
réellement le numérateur 1 par le déno-
minateur 1-\-a, comme on va Vvoir :
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i (l— a-J-aa— a3j-a4
1-[-a
—a
—a—aa
—+aa
-\-aa-\-a5
—&
—a3—a4
° +&
-j-aA\-ai
-—a\* Sic.
dou il fuit que la-fra&ipp eft égale a

k fuite ,
l—a-j-aa—a3-j-a4—abf~a*—a7, &c.

299.

Si I'on pofe aci , on a cette compa-
raifon remarquable :
== Ll L U — 1~ 1 1>
alinfini. Ony trouvera quelque c¢hofe
de contradi&oite $ car fi Oll sarréte a — 1,
P 4
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la férié donne o; & fi on finit pat -f* 1>
elle donne 1. Mais c’efl la précifément ce
qui tranche le nceud ; car puifgu'on doit
continuer jufqu’a l'infini fans s'arréter jamais
nia—i, ni a-j-1, il efl clair que la
fomme ne peut étre ni oni 1, & qu’il faut
que ce reéfultat final tienne un milieu entre
ces deux , 8c qu’il foit

300.

Faifons a préfent a— \, notre fra&ion

fera 7 ~ 1= f , laquelle doit donc exprimer

la valeur de la férié 1— ir+ré-

, &c. a l'infini. Si I'on ne prend de
cette férié que les deux premiers termes,
ona , ce qui efl trop peu de Sil'on
prend trois termes, on a , ce qui efl trop
de — Si l'on prend quatre termes, on a
1, ce qui efl trop peude | , &c.
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301.

Suppofons encore notre fra&ion
era==i41==4> & ce”™ a quoi doit fe
réduire laVérie .- 1+ 1. -ia. -1

i * 9 27 1 Si 24T
79> &c. a l'infini. Or en confidérant

Renient deux termes on aj , ceft trop
NJ de 1> Trois termes font”, c’eft trop
e ls* Quatre termes font c’eft trop peu

ics> & ainfi de fuite.

302 .

J>La fraftion ~ peut fe réfoudre encore
U>e autre manieéré j favoir en divifant 1
Par a-J- j 9 comme il fuit :



Par conféquent notre fra&ion ~ eftég”e
a la fuite infinie

—A , &c. Qu'onfaflea=1i , on aura”™



lerie i
a »
c’mme ci-deflus. Et fi I'on fuppofe a=z ,

°n aura la férié i-L-L -1
r 2. 4 | 8 16 t 32 64
<tc. N 1

3l

3°3*
d’'une maniéré femblable qu’on
Peurra réfoudre généralement en une faite

*finie la fra®*ion — on aura
atMc  (i™ hx\bc bc &r
Va *»m 0IC*
cric
a
"bT
a eest: '
—ic—
<a
mA-bbc
aa

*\-bbc 4-b'c
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d’ol. I'on voit qu’on peut comparer  aJk

la férie~ ~ + N~ — — &c.jufqu’ari>!
fini.
Soit a— i, b=4, ¢c= j, nous auro®
o O LU
Soita=io,£=i & ¢c=i i, nous avoth
« __» —t—il_m i n » Kg.
a+b io+i io ioo 1 Tooo i0000

Si on ne confidere qu’'un feul terme &
cette fuite, on a” , ce qui eft trop de ™ »
fi on prend deux termes,ona”, cefttrop
peu de ~ ; fi on prend trois termes, on3

c’eft trop de &c.

3°4.

Quand il y a plus de deux termes da"™5
le divifeur, on peut également continué
la divifion jufgu’'a l'infini, de la méme
maniére.

C 'eft ainfi que fi on propofoit la fra&i°°
—, la fuite infinie a laquelle elle $

I-<x+ aa

égale, fe trouveroit comme il fuit:
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*o«+««) | (i-fa—ab—adfa*-fa7, &c.
i—a-faa
-fa—aa
+fa—aa-fa*
—
—a3-fa4—as
—a4dfab
—ad-fab—a0
. +?
-fa*—a’7+as
-fal—<
-fa7—a8fa9
—al

Nous avons donc I'équation \ J ~
ad4-|-ab6-j-a7— a’— a'8, &C.
nous

— a’_
7as fin. Si nous faifons ici a— i ,
onsi= i3A4—i—i-j-1“l~1—i—i
N 1-f*1 ] &c*laquelle férié contient deux

Is la ferié trouvée plus haut i —i-}-1—1
5 &c. or comme nous avons trouvé
Gdle-ci =31 , il n'eft pas étonnant que nous

reuvions ~ou i pour la valeur de celle

nous venons de déterminer.
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Qu’on fafle a— %, on aura I'équali#!l

i=f=,+i-j-i+ i+ a -1
&c.

Qu’on fuppofe a— ~, oji aura leq'J3
tion? — 9= {4 | _-i_ ,0- i, &
Si oriJ prend les quatre premiers termes -
cette fuite, on , qui n'efl: que de Jr
moins que

Suppofons encore a= j, nous auro#s

| = f= .+ 1- i- g+t £ &C. il for
donc que cette fuite foit égale a la pre
cédente ; & fouftrayant I'une de l'autrel
il faut que o= —7- Jj+ A &c. C*
quatre termes ajoutés enfemble font — {[m

305 .

La méthode que nous avons expoféc fcft
a réfoudre généralement toutes les fraEH°IIS
en fuites infinies, & par-la elle cil fouvC)
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la plus grande utilité. De plus il eft tres-
remarquable d'ailleurs qu’une férié infinie,
Quoiquelle ne cefie jamais, puifie avoir
Ure valeur déterminée. Aufii a-t-on tiré de
7Oncls les inventions les plus importantes,
cette matiere mérite d’autant plus, qu’on
etudie avec toute l'attention pofiible.

CHAPITRE V1.

es Quarrés des Quantités complexes.

QCUand i!ngi%odé ‘trouver le quarré

Ue grandeur complexe , on n'a qu’a la
Multiplier par elle-méme, le produit fera
N Quarré qu’'on cherche.

~ar exemple, le quarré de a-j-/fe trouve

la maniéré fuivante :
aA-b
a-\-b
aa-"-ab
-\~ab -1-bb
aa-\-xab-"bb.
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37*

Ainfi quand la racine confifte en deu®
termes ajoutés enfemble, comme a-
le quarré renferme, 1.° les quarrés de I'ul
& de l'autre terme, favoir aaScbb; i°U
double du produit des deux , favoir iab
De forte que la fomme aa-\-iab-\-M
eft le quarré de a-\-b. Soit, par exemple»
a=10¢& b=3, ceft-a-dire gu’il foit qua-
tion de trouver le quarre de 13, on autf
ioo-{-60-]-9 Ol

308.

On trouvera facilement, par le fecoitf5
de cette formule, les quarrés d’aftez gran#
nombres, en les partageant en deux parties-
Pour trouver , par exemple, le quarré ce
57, on confidérera que ce nombre »
= 50+7 id’ou I'on conclut que fon quarrf
eft= 2500-j- 700 -j- 49 = 3249.

3°9.

On voit aufli par-la que le quarré de

« + 1 feraaa-f-ia-J- 1 : or puifque le quarre
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a eft aa, on tfouve donc le quarré de
a'f,i enajoutant a celui-la 2a-j-i $& il faut
remarquer que ce eft la fomme des
Aux racines a & a-\-l.

Ainfi comme le quarré de 10 eft 100,
celui de u fera ioo-{-21* Le quarré de
57 étant 3249 f celui de 58 eft 3149-1-1i ]

3364. Le quarré de 59= 3364—4-+%17

348x; le quarré de 60= $ 38i-\~i 19
~3600, &c.

310.

e quarré d'une quantité complexe ,

~ttime a-A-b , s'indique de cette fagon :

On a donc (a-\-by= aa-\~zab

\°bJ d'ou I'on déduit les équations fui-
+var1t.=5:

ati)*=<ra+2<H-1} (a+i)l~aa+4a+4,;

O?Eg)*zaaw 6a+9}(a+4) =ca»f-8a+i(3i

30
la racine eft a—b, le quarré en eft

j qui renferme par conféquent
Tome |, Q
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auffi le quarré des deux termes, mais efl
forte gu’il faut en 6ter le double du produit
de ces deux termes.

Soit, par exemple , a=10 & b—i, ®
quarré de 9 fe trouvera= 100 — 20-j'l
= 8L

312.

Puifque nous avons l'équation (a—
= aa— zab-\-bb, nous aurons (a—I)
—aa— la-[-i. Le quarré de a— 1 fe trouvé
donc en fouftrayant de aa la fomme
deux racines a & a— 1, favoir 2a—I!
Soit, par exemple, 0, onaaa=2jd
& a— 1= 49i donc 491= 2]00—9
= 2401.

313.

Ce que nous avons dit peut aufli »
confirmer & s’éclaircir par des fraélions. &
fi 'on prend pour racine j -j- *(ce qui &
1) le quarre fera:

+ ceft-a-diré L
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De plus le quarré de ~— j (oude

feral- 1 11 1
« 3 » » —3B*

3r4-

Lorfque la racine eft d'un plus grand
notnbre de termes , la méthode de déter-
miner le quarré eft la méme. Voici, par
temple, comment on trouve le quarré
d«+ 4c:

«+ £ -1-C
-\-c
aa~\-ab -j-ac -j-bc

“lrab  -\-ac-\-bb-\-bc-\-cc
aa-\-iab zc\bibccc;
°nVoit qu’il renferme d’abord le quarré de
chague terme de la racine, & outre cela

doubles produits de ces termes multi-
plies deux a deux.

3: 5

Pour éclaircir ceci par un exemple, par-
tageons le nombre 256 en trois parties,

Q*
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200-}~50-j-6 j fon quarré feradonc coin'
pofé des parties fuivantes :

40000 256

2500 256
36 1536
20000 1280

2400 512
600 65536

65536, ce qui eft évidemment égal au
produit 256.256.

316.

Quand quelques termes de la racine fort
négatifs, le quarré fe trouve encore par
méme regle j mais il faut faire attention
quels fignes on doit donner aux doublé
produits. Ainfi le quarré de a—b—c étafll
<ia-\-bb~\-co—2ab— zacA-ibc, fi I'on I¢
préfentoit donc le nombre 256 par
—40—4, on auroit
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Partiespojitives. Parties négatives.
4~90000 -24000
1600 2400
§26400
16
+ 9»936
"16400

65536, quarré de 256 comme ci-
deff 5.

chapitre vil.

i extraction des Racines appliquée aux
Quantités complexes.

3. 7-
§JI nous voulons donner une regle fare
Peur cette opération, il nous faut confi-

e r attentivement le quarré de la racine
> qui eft aa-\-iab-\-bb , afin de voir
Animent on peut réciproquement parvenir
~trouver la racine d’un quarré donné. Fai-
rs donc les réflexions qui fuivenr.

Q s
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318.

D’abord comme le quarré aa-\-iab-\-$
eft compofé de plufieurs termes, il eft cer-
tain que la racine aufli renfermera plus d'un
terme ; & que ft I'on écrit le quarré &
manierée que les puiflances d’une des lettres»
comme de a, aillent toujours en diminuant»
le premier terme fera le quarré du prenQer
terme de la racine. Et puifque dans notre
cas le premier terme du quarré eft aa>
il faut que le premier terme de la raciilfi
foit a.

3x9-

Ayant donc trouvé le premier terme &
la racine , c'eft-a-dire a, on confidérera le
refte du quarré, favoir iab-\-bb , pour valf
fi on pourra en tirer la féconde partie &
la racine qui eft b. Nous remarquerons I
gue ce refte iabA-bb peut étre repréfeflte
par ce produit-ci, (ia-\-b)b. Or ce retfe
ayant donc deux fadeurs, za-\-b & b>"
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eft clair qu’on trouvera ce dernier b, qui

eft la fécondé partie de la racine, en divi-
fant le refte iabA-bb par zaA-b.

320.

C eft donc le quotient de la divifion du
refte fufdit par ra-\-b , qui eft le fécond
terme cherché de la racine. Or remarquons
dans cette divifion que 2a eft le double
du premier terme a de cette racine, lequel
eft déja déterminé. Ainfi, quoique le fécond
terme foit encore inconnu , & qu’il faille
jufqu'a préfent laiffer fa place vide, nous
P°uvons néanmoins entreprendre la divi-
0nj puifqu’on n'y regarde qu’au premier
terme 2a. Mais auflx-t6t qu’on aura trouvé
lequotient, qui eftici b, il faudra le mettre
~la place vide, & rendre de cette fagon
N divifion complété.

321.

Le calcul donc par lequel on trouve la
racine du quarré aaA-iab-\~bb , peut fe
repréfenter de cette maniéré :

Q 4
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aa-"-iabA-bb (a-\-b
aa

iaA-b  -j-2ab-\*bb
-}-Tab-"-bb
O

322.

On pourra de la méme maniéré trouver
la racine quarrée d’autres formules compo'
fées, pourvu qu’elles foient des quarrésj
les exemples fuivans le feront voir :

aa -\-6ab-\-ybb (a—3-3~"
aa

laA-yb A-6ab-\-ybb

-\~6 ab-"-ybb

0.
4aa — 4ab-\-bb (2a— b
4 aa

4a—b 4ab bbb
l4ab—bb
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OPP~\r2Apg-\~\6qq (3/>+47?
oPPp

BP-\~Aq + 1Apq+164qq
r\-1Apqg-\r \6qq

Q

15 xx —60x-[-36 (5*-

X) x x
I°* -6 — Box-\- 36
— oax-1-36
0.
3. 3

Quand apres la divifion il refte un ré-
, C'eft figne que la racine eft compofée
plus de deux termes. Ce qu’on fait alors,
ceft de regarder les deux termes déja trou-
as comme faifant la premieré partie, &
tirer du réfidu la fécondé partie , de la
etue maniéré qu’on avoit trouvé le fécond
tOmie de la racine. Les exemples fuivans
rcndront ce procédé plus clair.
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aa-\-iab— zac— zbcA-bbA-cc(a-\-b"c
aa

za-\-b -|-zab— zac— ibc-\-bbA-cc
-\-zab -j-bb

za-\-zb—¢ — zac— zbhcA-cc
— zac— zbc-\~cc

a* —2.a3— 3aa-|-2a-|--i (aa-j-tf'f'

iaa-\-a -j-za]-[“3aa

+ H-
laa-\~za-\-\ ~Yy-zaa-"-za-f-i
2 e

+—Aa'b-[-%ab’ +4 b* (aa—lab—i"

faa—zab - 4a,"-f8a
—Aa'b+Aaabb

zaa—Aab —zbb —Agabb-\-%ib 3+ 4b*
— Aaabb+Sab* + 4
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324.

On déduit facilement de la regle que
nous venons d’expofer , la méthode qu’en-
feignent les livres d’Arithmétique pour I'eX'
traftion de la racine quarrée. Voici quel-
ques exemples en nombres :

) 29 17'64 42 2304 48
4 16 i 6
43 i *9 82164 88.—o%
129 164 —od
0. 0. 0.
40 96 64 96'0 4 98
36 81
124 496 188 M 04
49 6 1504
Of 0.
1*56'*, 99'80'0i ggg
1 8i
22 189 1880
44 1701
122§ 17901
45 1989
1225 17901

Q 0.
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325.

Mais lorfquapres I'opération entiere il
réfte un réfidu, c’eft une marque que le
nombre propofé n'eft pas un quarre, &
Par conféquent qu’on ne peut pas en afligner
ta racine. On fe fert dans ces cas du figne
Radical que nous avons déja employé plus

aut j on écrit ce figne devant la formule ,
~ °n met la formule elle-méme entre deux
jr°chets, ou fous un trait. C’eft ainfi que

racine quarrée de aa-\-bb s’'indique par
V(aa-~-bb) , ou par y/aaA-bb-, & que
V(i.—xx),on\/i—xx, exprime la
racine quarrée de 1— xat. On peut aufli,
lieu de ce figne radical, faire ufage de
expofant rompu {, & indiquer, par exem-

» la racine quarrée de aa-\-bb par

ou par aa-\-bbt.
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CHAPITRE VI,

Du Calcul des Quantités irrationnelles>
326.

X-iorsqu’il ¢gagit dajouter enfemble
deux ou plufieurs formules irrationnelles»
cela fe fait, fuivant la maniéré prefcrite
plus haut , en écrivant de fuite tous Ib
termes chacun avec le figne qui lui eft pr®
pre. Et ce qu’il faut remarquer quant ati*

facons d’'abréger, ¢ ft que , par ple
au lieu de y/a.'y n écrit %ﬁ
y/a—yﬂait 0, ces deux termes fe
truifant I'un lautre. C’eft ainfi que les {;
mules 34— z & x-j-V~2 ajo t'es_@
ble, font 4-j-i y/l ou 4 + V8 I“[ue n
fomme de 5—+\/3 & de 4—y/3, eft9’

& que celle de zy/j--3 Vi>& N
y/3 _ylz, eft 3y/3+ zyA-
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327.

La fouftra&ion fe fait de méme tres-faci-
lement , vu qu’on n'a befoin que d’ajouter
erfarile les nombres propofés, en prenant

N contraire des fignes qui les affeftent :

lexemple fuivant le fera voir ; nous fouf-

trairons le nombre inférieur du fupérieur.
4— 1y/3 3\/T+4V6

— 1VA3— 5V A +6V 6
3—3y/2+ 4V/3+ 2

328.

On fe rappellera dans la multiplication
y/ a multiplié par y/a fait a; Si. que

" les nombres qui fuivent le figne y/ font
Nifférens, comme a & b, on ayab pour
N ptoduit de \/a multiplié par y/b. 11 fera

fecile aprés cela de calculer les exemples
Ui fuivent :
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| 4§— y/ 2 A-~-ly/1

-j- j/2 2— yl2

1+ y?2 844y2

4~yiA-i — 42 2—4

L“n~2y[2——2r=3~|-2j/2. 8— 4 =-4
329.

Ce que nous avons dit regarde aufli I
guantités imaginaires. On obfervera feule'
ment encore que y/ —a multiplié par \J
fait — a.

S'il sagifloit de trouver le cube &
— 1+\/-3 , on prendroit le quarré de @&
nombre , & on multiplieroit ce quarré
core par le méme nombre ; voici I'op2

ration :

—l+ v _—3

-1+ y/-

+1—v7—3

- y/-3-3

+i-i/_3 3F-2iv/_3
-»+ V~1T
+1+iy/—3

—ly/ -3 4-6

1+6 =8.
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Dans la divifion *des guantités fourdes
°n na befoin que de mettre les quantités
Propofées en forme de fraétion ; celle-ci
peut enfuite fe changer en une autre ex-
Preflion dont le dénominateur foit ration-
nel- Car fi ce dénominateur eft, par exem-
ple, a§4— 1 y& qu’on le multiplie de méme
Ak le numérateur par a—y/b, le nouveau

en’minateur feraaa—>b, ou il ne fe trouve
plus de figne radical. Suppofons qu’on pro-

P°le de divifer 3-j-2y/1 par 1-}-y/ir

1015 aurons d’abord \ Multipliant
Maintenant les deux termes de la fraftion
P3 i—\/2, nous aurons pour le numé-
rateur :

3+V*

1— \/2
3+ VvV 2
—3y [/ 4

3 - V= ) - A |

Torme 1 R
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&: pour lé dénominateur :

i+v/i
i—yji
1-j-V7 2
—-yji—2
1---2 = —-1.

Notre nouvelle fraEHon eft donc
& fi nous multiplions encore les deux term”™
par — 1, nous aurons pour le numeratetf
+ yj2—+, & pour le dénominateur-pi'
Or il eft facile de fe convaincre que y j2-H
équivaut a la frac¢tion propofée 7 ~ ; cii
\A-f-i étant multiplié par le divifé”

1+ V/*
14- y 1
i-f- y/z
i4- y/x
4~ N4 -2

Oll a 14-2™ 4-1= 34-2/ 2*
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Autre exemple : 8 — 5y/2 divifé par

3 *\/1 fait Multipliant ces deux

termes de la fraftion par 3-j-zv/z , on a
P°Ur le numérateur

8- 5/
3+ 2V
24— 15 y/2
— 16 y/2—20

24+ y/2—20=4-{-\/2i

~ Pour le déenominateur
3—2y/2
3-3-2y/2
9—6y/2

Fey/2—4+2
9—8 = -j-i.
Par conféquent le quotient feroit4 +y/i.

7wl voici la preuve :



12+3\/2
—8y/2—4

12— 5y/2—4=8—5y/z
33 *e

C’eft de la méme maniéré qu'on peut
transformer de ces fra&ions en d’autres»
dont le dénominateur foit rationnel. Si I'on

a, par exemple, la fra&ion & que
I'on en multiplie le numérateur & le dé'
nominateur par 5—1\/6, on la transfor
mera en celle-ci , —2y/6.

De méme lafraétion 1243 prend cettf
forme, —-_ = £, dévie»*

_11+11/30 V/
— 30.

332.

On pourra de la=méme maniéré faire
difparoitre peu a peu les radicaux du dé'
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dominateur , quand il contient plufieurs

ternies. Soit propofée la fraftion ylo™/izp] »
0Ll multipliera d’abord ces deux termes par

v/io-fy/2 y/3i on aura
Multipliant enfuite encore ce numérateur
N ce dénominateur par 5 2\/$5, on a

5 ly/2-[-9y/3~|-2y/60.

CHAPITRE X

&es Cubes & de Il'extraiiion des Racines
cubiques.

P

O uR trouvef ?e cube d'une racine
a+& , on ne fait que multiplier fon quarré
ad'\'iah-\-bb encore une fois par a-\-b ,

al-\~zaab-"-abb
+ aab-\-zabb-\-bJ
" cube fcra==,a'-\-)aab-\-yabb-\-b>
R 3
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Il renferme donc les cubes des deux
parties de la racine, & outre cela encore
Naab-"N-~abb , quantité qui équivaut &
(3 ab).(a-\-b) , c'cft-a-dire, au triple du
produit des deux_parties atk b, multipHe
par Teur I?Jmme.JP =2

334-

Ainfi toutes les fois qu’'une racine ek
compofée de deux termes, il eft: facile d'en
trouver le cube d’'apres cette regle. Paf
exemple, le nombre 5=3-f-2 5 ion cube
eft donc i7-f-8—3+48 «1— ,25*

Que 7-{~3=i0 foit la racine; le cube
fera 34327463 .10=1000.

Pour trouver le cube de 36, on fiippo'
fera la racine )6=}0-\-6, & on aura pour
le cube cherché, 27000-1-216-1-540.. 3®
= 46656.

335
Mais fi c’eft au contraire le cube qui etf
donné, favoir Naab”abb-~-b', &

gu’il s’'agifle d’en trouver laracine, on fertl
préalablement les remarques qui fuivent*
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D’abord fi le cube eft ordonne fuivant
ks puiflances d'une lettre , on reconnoit
facilement par le premier terme a3, le pre-
mier terme a de la racine , puifque le cube
enefta>; fi I'on fouftrait donc ce cube du
cube propofé , on obtient le refte, 3aab
" h 3? leqlel doit fournir le fécond
terme de la racine.

336.

Mais comme nous favons d’avance que
ce fecond terme eft -\-b, il sagit princi-
palement de voir comment il fe déduit du
refte fufdit. Or ce refte peut étre exprime
Par deux fafteurs , comme ( T,aa-\-T,ab
+ bb).(b); fioil le divife donc par 3aa
4"3 , Ceift le moyen d’obtenir la
feconde partie de la racine b, quoa
Amande.

337-

Mais comme ce fécond terme ne doit
pas étre fuppofe connu, le divifeur eft in-
c’nnu pareillement j cependant nous avons

R 4
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le premier terme de ce divifeur , & cela
fuffit 5 car il eft 3aa, c’eft-a-dire, le triple
du quarré du premier terme déja trouve,
& moyennant cela il n'eft pas difficile de
trouver aufli l'autre partie b, & de com-
pléter enfuite le divifeur avant qu’on achevé
la divifion. Il faudra pour cet effet joindre
a 3<za le triple du produit des deux termes
ou 3ab, & bb ou le quarré du fécond terme
de la racine.

338.
Appliquons ce que nous venons de dire
a deux exemples pour dautres cubes
donnef, . _A
1.) cil-j xaa—1-4812-J-64 f
a5
Jaa*{-Tia-j—¥6 — zaa—}-48c!— 64
—}-1l1aa-+48(23-64

O.
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339-

L'explication que nous avons donnée &IE
le fondement de la regle ordinaire p°u
I'extra&ion des racines cubiques des nonl
bres. Voici, par exemple, le plan de I'opé
ration pour le nombre 2197 :

2'197 (10+3=13
1 000

300 1197
90

399 LloZ
or i
Faifons encore le calcul de I'exI(ra£tfdl
de la racine cubique de 34965783 :

34 965 783 (300+20"
27. 000 000

270000 7 95 773
18000
400

288400 S5 768 000

307200 2 197 783
6720 }

49
315969 2 197 783

0.



CHAPITRE X.

D* Pulfances plus hautes des Quantités
complexes.

340.

*A ) A Yr> or- r N

ApREs les quarrés & les cubes viennent
s Puiflances plus liautes, ou idun plus
8rand nombre de degrés. On les indique
Par des expofans de la maniéré que nous
3v’ns expliquée plus haut ; il faut feule-
~ent obferver, quand la racine éft com-
Plex,e>de I'enfermer entre deux paren-
Nefes. Ainfi (\a-\-b) 5fignifie que a-\-b eft
~ekau cinquieme degré , & (a—b)6in-
la fixieme puiflance de a—b. Nous

r’ns voir dans ce chapitre le dévelop-

pent de ces puiflances.

S e 341*
pup)lt @Onc a~\~b la racine ou la premiere
\k Itince, les puiflances plus hautes fe trou-
°“t par la multiplication de la maniéré
N fuit ‘
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(a-\-b)'— a-\-b
a-\-b
aa-A-ab
-]-ab  -j-bb
(aA-by =aa-\-iab -\-bb.
a-\-b
a'-\~iaabA- abb
-j- aabA-iabb

(»-(-E) "=a>+ 3 aab-\~$abb -\-bi
a-"-b

bA-"aabb ab5s
a”bA-yaabb -3

ea-A-by™a* +Aa—-86uabb -N-Aab * - A
a-\~b
a'-\-Aa*b-\-6a'lbb-\-Aaab’ + "~
-}~ a*b-"-Aaibb~A-6aab’

+ *'k
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+ rabr-AbL

a-"-b

«6+45a'b -\-\oadbb-\-loa’' b*
-|~5aabMp -ab’

-1- a”™bA- S5a*bb-[- 10a32»
-j-10a*Z>4}-5 ab'-\-b 6

a~"NE" =a6—+4-6cz N1 5a*bb-A- 20a3bJ
-j-i)aab*6cib'b6y&c.
342.

j trouve de méme les puiflances de

racine a—Db, & on va voir qu’elles ne
Gérent des précédentes, qu’en ce que les
temes 2e, 4e, 6e, &c. font affeftés du

moins :
N ANY = a—b
a—>b
aa—ab

— abA-bb.
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(a—by=.aa— 2ab -j-bb
a—b
al— taab-y* abb
— aab-\-iabb — b"™\
(a—b)i— a>— 3aabA-"abb —bi
a—b
a4— 3a3bA-~aabb— ab3i
— a3p-"-"aabb— 3ab’
(a—b)4— a*— Aa’b-\~6aabb—4abl -j-"4
a—b
a'—4ad™-}-6a3bb— 4aan3

— fi4™-j-4a3M — 6aab*
\~4ab*— b\ n

(a—b)'—ab— jrt4-j-ica¥3"—ioa”" 3

-j- $abA—bs
a—b
a6— ja’'b-1- 10aApb— loa3dbl
jaab*— ab5
— s"abb—loa'b!

4 -icaa™4— "ab'A-b6
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&—by~zab— 6a'b-\-i jadbb— 20a3p'l
-j-i jaab4—6ab" A-bG, &c.
On voit ici que toutes les puiflances im-
paires de b recoivent le figne—, tandis
(ILk les puiflances paires gardent le figne
4~*La raifon en efl: évidente 5 car puifque
[jars la racine fe trouve— b, les puiflances
cette lettre monteront de cette maniéré :
~b", + t\ &c.
i eft clair par-la que les puiflances paires
°ivent étre affe&ées du figne -f-, & les

ImPaires du figne contraire—.

343-

s  préfente ici une queftion importante 3
comment, fans continuer le calcul de
~&me manieré dans toutes les formes,
°n Pourroit trouver toutes les puiflances
tant de aA-b, que de a—b. Nous remar-
ierons avant toutes chofes, que fi on eft
en état d'afligner toutes les puiflances de
a4't, celles de a—b font toutes trouvees,
fAifqu on n'a qu’'a changer les figues des
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termes pairs, c'eft-a-dire du fécond , du
quatrieme, du fixieme terme, &c. Le ptin
cipal revient donc a établir une regle>
d’aprés laquelle toute puiflance de a-\-b >
guelque haute qu’elle foit, puifle étre de'
terminée fans qu'il foit néceflaire de fa're
le calcul pour toutes celles qui la précédent’

344-

Or obfervons que {i dans les puiflance5
déterminées ci-defTus on fait abftraftiOl
des nombres qui précédent chaque terme*
& qu’on nomme les coéfliciens, il regn
dans tous ces termes un ordre remarqué
ble j d’abord on voit le premier terme I
de la racine élevé a la puifTance méin
qgqu’on demande ; dans les termes fuiva"s
les puiflances de a diminuent continuelle
ment de l'unité, les puiflances de b augmen’
tent d’autant ; de forte que la fomme de5
expofans de a & de b eft toujours la ménll
& égale au nombre du degré demanda

& a la fin fe trouve le terme b feul élevé *
B
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ta méme puiflance. Si I'on demande donc

ta dixieme puiflance de a-\-b , on eft sOr

gue les termes dégagés des coéfficiens fe

Suivront dans I'ordre que voici : a '° a%b,

a¥hh, arb’, <fb', a'b'9 a*h6, a)b'\
ab\ b\

345-

11 refte donc a faire voir comment on
~°it determiner les coéfliciens qui appar-
tenant a ces termes , ou les nombres par
e%Uels il faut multiplier ces termes. Oc
~ant au premier terme, fon coefficient eft:
TUjours l'unité ; & quant au fécond
7°n coefficient eft conftamment I'expofant
MYre de la puiflance; mais pour ce qui
reBarde les autres termes, il n'eft pas fi
pcle d'obferver un ordre dans leurs coéf-
Idens. Cependant fi I'on continue encore
Gss coéfliciens, on ne laiflera pas d’apper-
Cevoir aufli une loi , moyennant laquelle
°nPourra aller aufli loin qu’onvoudra. C’eft

que }a table fuivante fera voir.
Tome 1. S
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I. puifT. coéfficiens i, i

[ S—— 1,2,1

i . 1,3,3,!

V. - 1,4,6,4,1

V. 1,5,10,10,5,1
VI. 1,6,15,20,15,6,1
viIl. — 1,7,21,35,35,21,7,1
Vvill. — 1,8,28,56,70,56,28,8,1

IX. 1,9,36,84,126, i 26,84,36,9,1
X. 1,10,45,120,210,252,210,120,45,10'
m&C.

On voit donc que la dixieme puiflattf
de a-\-b fera:
m -[-1Ga"bA- 45a- bbA-120a7b’-\-z \0
Y252k -j-2| G 6-1 2083 734~

Jfioab'+b*.
346.

Il faut remarquer a I'égard de ces ¢
ficiens, que pour chaque puiflance Il
fomme doit étre égale au nombre 2 élcv
a la méme puiflance. Qu’on fafle
& b=-1, chaque terme, abftra&ion foil
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du coefficient, fera= i ; par conféquent
Ce fera Amplement la fomme des coeffi-
ciens qui indiquera la valeur de la puif-
fance ; cette fomme dans I'exemple pré-
cedent eft 1024, & en effet (i+ i)‘a

,10

Men eft de méme des autres puiffances ;
°na pour la

le [v1=2=2",

e v+ 2+1=4=2%

Ule | 3¢ 3+ +_g 23

IV.e +4+6+4+1= 16=24,

V.

€ +5+10+10+5+1=32=21,
Vl.e

+6 + 15+ 20+15+6+1= 64
= *0p
Ue T+7 + 21+J5+3 j+ 21+7+1

= 128= 27, &C.

347-

Une autre remarque a faire au fujet de
"G coéfficiens, c’eft qu’ils croiffent depuis
ecommencement julqu’au milieu, & qu’en-
llite ils décroiffent dans le méme ord[e.

£ S 2
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Dans les puiffances paires le plus grand
coefficient eft exafrement au milieu ; mais
dans les puiffances impaires , on voit deux
coéfficiens égaux & plus grands que
autres qui fe trouvent au milieu , & qu
appartiennent aux termes moyens.

Quant a l'ordre de ces coéfficiens,
mérite une attention particuliére ; car c'e$
dans cet ordre méme qu’on trouve
moyens de les déterminer pour une pui*
Tance quelconque , fans paffer par les pré
cédentes. Nous allons en donner la ta?
thode, en en référvant cependant la
monftration pour le chapitre fuivant.

348.

Pour trouver les coéfficiens d'une pu*
fance propofée, par exemple, la feprietftf
on écrira les fraclions qui luivent I'uiC

apres l'autre :

7 5 1 4 [ 4 7 1
r*if y> 4f j-) &> 7*

On voit dans cet arrangement que 15
ifttmératcurs commencent par I'expofa'nt”®
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tapuifTance qu’on demande, & qu’ils dimi-
nuent fucceffivement de I'unité pendant
due les dénominateurs fe fuivent dans Tor-
dre naturel des nombres, i, 2, 3,4, &c.
Or le premier coefficient étant toujours 1 ,
tapremiere fra&ion donne le fécond coef-
ficient. Le produit des deux premiéres
bafrions , multipliées l'une par l'autre ,
repréfente le troifieme coefficient. Le pro-
duit des tr s premieres fraftions repréfente
ta Quatrieme coefficient, & ainfi de fuite.

Ainfi le premier coefficient= 1] le fe-
cond=="==y m le troifiemezs=1.6== 21 ;
le quatrieme=7.7.]-— 3) » le cinquieme
N1 =35 ; lefixieme
N 21 j le feptieme — 21.} = 7 j le hui-
tieme=7.M-:= 1.

349-

On a donc pour la fécondé puiflance
les deux fraftions 7.7, d'ou il s'enfuit que

ta premier coefficient = 1 ; le fecond= \
~i & le troifieme= 2. — L
» S3
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La troifieme puiflance fournit les frac-
tions ; donc le premier coefficient
— i 5 lefécond=1=:) ; le troifleme= 3
*j — 3] le quatrieme == = 1.

On a pour la quatrieme puiflance ces

fratKons-ci, A'-; par conféquent le
premier coefficient= i ~le fécond ~=4 i
le troifleme =6 -le quatrieme — 4>

& le cinquieme —
350.

Cette regle nous procure donc évident
ment l'avantage de n'avoir pas befoin de
connoirre les coéfficiens précédens, & de
trouver au contraire fur le champ, poiif
une puiflance quelconque , les coefficient
qui lui font propres.

Ainfi pour la dixieme puiflance on écrit'3
Iesfraftionsx—» o34 \ 5, II o
moyennant quoi l'on trouve

le premier coefficients: i,

lefécondio,
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le troifieme= 10" = 45,
le quatriemer=45.j r= 110,
le cinquieme= 120.1=210,

1or. g 4 v,
ie lixieme= 2lo.-= 2527?

le feptieme = 252.~= 210,

le huitieme = 210.~= 120,

le neuvieme = 120.|= 45,

le dixieme= 45" = lIO ,

1 y )

I
onzieme — id.f{==1.

v f, " 351- _
p n peut auffi écrire ces fractions telles

eHss font, fans en calculer la valeur ,
Il eftfacile de gette maniéré d’écrire une

jhiffance quelconque de aA-b , quelque
aute qu'elle foit. C’eft ainfi que la Cert-
tleme puiffance de aA-b fera (a-(-b)™
Na'«+'J2.d»b+ Ma*bb +i1Ma*b}
N> 173" T7a9%E4+ , &c. dou il eft aifé

conclure quelle fera la loi des termes
divans.
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CHAPITRE XI.

J)e la permutation des Lettres , fur loquet
fe jonde la démonjlration de la Reg'c
précédente.

352.

S 1 onremonte a l'origine des coéfficiels
dont nous venons de nous occuper, A
trouvera que chaque terme fe préfet
autant de fois qu’il eft poflible de tranfpoi#
les lettres qui compofent ce terme ; ou bien»
pour nous exprimer d’'une autre maniere >
gue le coefficient de chaque terme eft égd
au nombre des permutations que fouffreil
les lettres dont ce terme eft compofé. D5
la féconde puiflance, par exemple , le teric
ab eft pris deux fois., c'eft-a-dire que f°I
coefficient eft x ; & on peut en etfe[
changer doublement I'ordre des lettres gll!
compofent ce terme , puifqu’on peut ecliC
ab bai le terme aa au contraire ne »

\
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Prefente qu’'une fois, parce que I'ordre des
ettres ne peut fubir aucun changement ou
Permutation. Dans la troifieme puiffarice

a~r™ , le terme aab peut s'écrire de trois
Maniérés différentes , aab , aha, baa; auffi
e coefficient eft-il 3. De méme dans la
Quatrieme puifTance le terme a'b ou aaab >
aW t les quatre difpofitions différentes ,
°aab, aaba, abaa, baaa; c'eft pour-
voi fon coefficient eft 4. Le terme aabb

ufrre fix permutations , aabb, abba, baba,
aJab} hbaa, baab} & fon coefficient eft 6.
! en eft de méme dans tous les cas.

353-

En effet fi I'on confidere que la quatrieme
Pl'flance , par exemple , d’une racine quel-
c’nqUe compofée méme de plus de deux
termes, comme ( aA-bA-cA-d)4, Tetrouve
1 multipliant ces quatre fa&eurs, 1. aA-b

IlLa+tb+c+dim.a+tb+c+d;
on peut voir aifément
llle chaque lettre du premier fafteur doit
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fe multiplier par chaque lettre du fécond,
enfuite par chaq.ue lettre du troifieme, &
enfin encore par chaque lettre du qua-
trieme.

11 faut donc non-feulement que chac
terme foit compofé de quatre lettres, malS
aufii qu’il fe préfente ou qu’il entre dans I3
fomme autant de fois que ces lettres peu
vent étre difpofées differemment entr’elles?
d’ou provient enfuite fon coefficient.

34

I importe donc beaucoup ici de faw
de combien de maniérés différentes un
nombre donné de lettres peuvent étre
pofées entr'elles. Et il faudra dans cette &
cherche faire attention fur-tout fi les lettre
dont il s’agit font les mémes ou diverté5
Quand elles font les mémes, il ne peut/
avoir de permutation, & c’eff aufii po”'
quoi les puiflances Amples, comme a*,
a4, &c. ont toutes I'unité pour coéflicielll
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355

Nous fuppoferons d’abord toutes les
res diverfes ; & en commencant par le
Gsk plus fimple , de deux lettres ou ab,
lI0is voyons que ce font evidemment deux
i, fitions qui peuvent avoir lieu, favoir
(}%
~ 1 nous avons trois lettres, abc, a confi-
Yer j nous remarquons que chacune des
pourroit prendre la premiere place,
N Is que les deux autres admettroient
Permutations. Car fi a eft la premiere
N tre»on a les deux difpofitions abc, acb;
a la premiere place, on a les dif-
étions bac, bca; enfin fi ¢ occupe la pre-
J?** place , on a de méme deux difpo-
j™MOns, favoir cab , cha. Et par conféquent
n’mbre total des dimpofitions eft 3.1—6.
N on a quatre lettres , abcd, chacune
cj °ccr»per la premiere place ; & dans
P &l,n de ces cas les trois autres peuvent
Jiler fix difpofitions différentes , comme
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nous venons de voir. Le nombre total o
permutations eftdonc 4 .6 =14=4.3.2.1*

Si on a cinq lettres ; abc de , chacune
des cing pouvant également le trouver
premiere, & les quatre autres fouffrir vingl
quatre permutations, il s’enfuit que le nofil
bre total des permutations lera 5.24=1"
N

356.

Quelque grand par conféquent que f;,1
le nombre des lettres , on voit affez que

pourvu qu’elles foient toutes différente5
il eft facile de déterminer le nombre »

toutes les permutations, & qu’on pou”
faire ufage de la table fuivante :



3.2 = 6.
Afe2el m
543,21 = 120.
--------- 6.5.4.3.2.1 = 710.
—————— 7.6.5.4.3.2.1 — 5040.
————— 8.7.6.5,43.2.1 = 40320.
—9.8.7.6.5.4.3.2.1 = 362880.

X. 10.9.8.7.6.5.4.3.2.1 = 3628800#
35/~

Nais comme nous l'avons infinué , les
ninbres de cette table ne peuvent sem-
Neyer gvie dans les cas ou toutes les lettres
~nt différentes ; car fi deux ou plufieurs
~Nentre elles font femblables, le nombre

Permutations devient beaucoup moin-
re> & fi toutes les lettres font les mémes,
Mnaqu'une feule difpofition. Nous allons
voir comment les nombres de la table
°lyent étre diminués fuivant le nombre
es lettres femblables.
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358.

Quand deux lettres font données, & ™
ces lettres font les mémes, les deux dify0
étions fe réduifent a une feule, & par con®
quent le nombre que nous avions trou'l
ci-delTus fe réduit a la moitié, c'eft-a-"
qu’il faut le divifer par 2. Si on a trois letif
femblables, 01l voit fix permutations fetC
duire a une feule; d’ou il fuit que les nomfriS
de latable doivent étre divifés par 6==}-1,I"
Et par une raifon femblable, fi quatre lett™
font les mémes, il faudra divifer les noll
bres trouvés par 24 ou par 4.3.2.1 , &C

Il eft donc facile maintenant de dét
miner, par exemple, de combien de pax
mutations les lettres aaabLe font fufceP
tibles. Elles font au nombre de fix , & V]
conféquent fi elles étoient toutes die
rentes, elles admettroient 6.5.4.3.2.1 Y
mutations. Mais puifque a (etrouve trois
dans ces lettres, il faudra diviler ce
de permutations par 3.1.1 ; & puif*”
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~fe rencontre deux fois, il faudra encore
divifer par 2.1 ; le nombre des permuta-

is cherché feradonc="~""i— 543
~60.

339

N nous fera donc facile a préfent de
terminer les coéfliciens de tous les termes
CTUE puiflance quelconque. Nous en don-
nons un exemple fur la feptieme puiflance
H-1)?."

l‘e premier terme efl: a7, qui ne fe*ren-
c°ntre qu’une fois ; & comme tous les autres
tetl™es ont chacun fept lettres, il s'enfuit
Nk le nombre de toutes les permutations
~°U'chaque terme feroit 7.6.5.4.3.2.1 , fi
tOUfes les lettres etoient diflemblables. Mais
w™gue dans le fécond terme a6b on trouve
X lettres femblables, il faudra divifer ce
Preduit-la par 6.5.4.3.2.1 , d’ou il fuit que
e coefficiente ft= ~ N = V.

Dans le troifieme terme a' bb, on trouve
Ang fois la méme lettre a, 6¢ deux fois la
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méme lettre b; il faut donc divifer ce nom
bre d'abord par 5.4.3.2.1 , & enfuite en

eore par 1.1 ; dou réfulte le coéfficiert

7.65.4.32.1
J.4.3.2.1.1.2 1.2*

Le quatrieme terme a*b' contient quatr
fois la lettre a, & trois fois la lettre b ; paf
conféquent le nombre total des permut3
tions de fept lettres, doit étre divifé €
premier lieu par 4.3.2.1 , & en fécond 1*
par 3.2.1 ,ou par 1.2.3 , & le fécond co™
fident devient

On trouvera de la méme maniéreé
pour le coefficient du cinquiéme terme, *
ainfi des autres ; au moyen de quoi larc$
donnée plus haut fe trouve démontrée (¥

* o 30*

(*) Souvent au(Ti on tire de la théorie des Comttyl
fons les regles qu’on vient de voir pour la déterminé0
des cocfficiens des termes de la puiflance d'un binon! 1
c’eft peut-étre avec quelque avantage , parce que toJt*
rapporte alors a une feule formule. n

Pour indiquer d'abord «n paffant la différence fil" C
entre les permutations &. les cotnbinaifons , remarquO1l
que dans celles-la 01l demande do combien de inuii@”®

différentes, par cxcmplt, les lettres qui composent 'n
cern'i#
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3,60.

Ces confédérations nous conduifent en-
c°re plus loin, & nous montrent aufii corn-
ant Ol doit trouver toutes les puiflances

~tame formule peuvent changer de place , au lieu que
j ms *ts combinaifons on demande combien de fois ces
res peuvent étre prifes ou multipliées enfemble une a
e>Jeux a deux , trois a trois.
~Quon ait, par exemple , la formule abc , on avu que
N lettres qui la compofent fouffrent fix permutations,
av’ir abc, ccb, bac, bca, cab, cha. Mais s'il s'agit des
;naifons J je dis que fi on prend ces trojs lettres
%“e , on a trois combinai$>ns , favoir A& aue
°h'es prend deux a deux , on a les trois combinaifons
« 8 bc. Enfin, que fi on prend ces trois lettres
r*'S* trois , on a la feule combinaifon abc.
de méme qu'on prouve que " chofes différentes
jettent 1.2.3.4.-5 permutations différentes, & que fi
6cs 5 chofes il y en ar égales, le nombre des per-

~tions eft %11 s ot on ?rouve aufli que ~ chofes peu-

Vet fe srendre rar, le nombre ;3 s Jr- de fois,
0> - '

N «Pe de ces 5 chofes on peut en prendre £ dautant
manieres différentes. Cela fait que fi on nomme *
e*Pofant de la puiffance a laquelle on veut élever le

Tome /. T
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des racines qui font compofées de plus &
deux termes (*). Nous en ferons I'appU
cation a la troifieme puiflance de

dont les termes doivent étre formés &

binbme a-\-b, & M'’expofant de la lettre b dans un terfit*

quelconque, c’eft toujours cette formule
qui exprime le coefficient de ce terme. Ainfi dans I'exetf"
pie de cet article 359 ou 5=7, on a pour le troifie®
terme a”bb, I'expofant r=z, & par conféquent le co([
ficienr= .

Pour le quatrieme terme on ar—3 & le coéffici®l

—77777> & ainfi' de fuite. Ce font, comme on voit*#
mémes réfultats que par les™ permutations.

On a des traités complets & étendus fur la théorie &
combinaifons , qu'on doit a Mefiieurs Frenicle , de M°f'
mort, Jacques Bemoulli, &c. Ces deux derniers ont appr/
fondi cette théorie, relativement a fon grand ufyl’
dans le calcul des probabilités , calcul qui mériteroit b'dl
qu'on en e(t un traité élémentaire en franfois , vG*
leulement a caufe des nombreufes applications qu'on »
fait aujourd'hui, mais aufli parce gu’'il exerce l'efprit P&
que tout autre, & de la maniéré la plus agréable.

(*) On nomme ces racines ou ces quantités cort?0
ftes de plus de deux termes, des polynomts, pour
diftinjuier des bindbmes ou des quantités complexes !i »

termes.
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toutes les combinaifons poffibles de trois

ettres, & ou chaque terme doit avoir pour

coefficient , comme ci-deffus, le nombre
fes permutations.

La troifieme puiffance de (<—<— j€)*
%ra, fans paffer par la multiplication, a’
\'laab-"' Naac~\-"abbA-6abc~\-"acc-J-b*

bce-\~c

Nappofonsa= 1, b =1, cz=i, le cube

I+ i+ i»oude3, fera
PA3+ 3+ 3+ 6+ 3+ i+ 3+ 3+i==a7-

eréfultat eft jufte & confirme la regle.

Si I'on avoit fuppofe a— 1, b—1 &

, on auroit trouvé pour le cube
e 14~1— 1, c'eft-a-dire de !
33 6+ 3+ i—3+ j—1I=1,
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CHAPITRE X11I.

Du Développement des Puijfances irratioft"
nelies par des Juites infinies.

361.

Com m e nous avons fait voir de quelle
maniéré on doit trouver une puifTance quel'
conque de la racine a-\-b , quelque gra”
gue foit I'expofant, nous fommes en étit
d’exprimer généralement la puifTance &
a-\-b, dont I'expofant féroit indéterminé
H eft évident que il on indique cet expofa™
par n, on aura par la regle donnée pl
liaut (art. 348 & fuiv.) :
(aA-byz=an\-ma'-'b-\--i . pla'-it>"'"

b»-fi.£2. >
&c.

362.

Que fi 01l demandoit la meme’ puiflan™
de la racine a— £,0n ne feroit que change
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s ,Jgnes du fécond, quatrieme , fx eme
terme, & on auroit (a— b)nz=.an
"7 a-'l_j I mda->bi—1.7=!. a-3b3

Nar-*64— |, &c.

. 3N 3-

Ces formules font d’une utilité infigne ;
Cx elles fervent aufli a exprimer toutes
es efpeces de radicaux. Nous avons fait
VIr que toutes les quantités irrationnelles
Peuvent fe mettre fous la forme de puif-
llinces dont les expofans font rompus, &:

\/-*i=a{, \/a—a), & ,
c¢* on aura donc aufli

@")=@+")L1>V(@M)=(a“M) 3
N N(alrb)= {a-\-bY, &c.

C eft pourquoi * fi I'on veut trouver la
aeine quarrée de a-\-b, on n'a befoin que

fubflituer a I'expgfant n la fraftion ~
ars la formule générale de l'art. x6i . fk

aura d’abord pour les coefficient]j
. oow/iavel T % ritijc



, "1 -2 i N L.
—Afahg t— 1 g g Moy

&c. ou bien on pourra exprimer ces pu™

fances de a de cette autre maniéré :

_ Vx. n2___ - Kya_ n-3 _ 58-
a*a 2 21i a J
a a a
V a nd a V a (o]
- AT 5« = u’: 11 >
a a
364.

Cela podle, la racine quarrée de a-\°

pourra s'exprimer de la maniéré qui fuit:
y/(tf-f£):=
y/a-li-li-g)/\_l 4 ««+|L'lll-%b'%}

il 15I <\/a O
a*4’'6’ 8. -7 »KC|

365.

Si donc a eft un nombre quarré, Ol
pourra afligner la valeur de y/a , & Pa
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~onféquent  racine quarrée de a+b pourra
etre exprimeée par une fuite infinie fans au-
QLh figne radical.

Soit, par exemple, a=cc, on aura

V«=c,- donc */(«:+«)=¢c + L — A~
“fit 1 ,<* &c
*B* ct TTs'~7 " ac*

On voit par-la qu’il neft aucun nom-
ve dont on ne puifle extraire la racine
guarrée. de la méme maniéré - puifque tout
n’mbre peut fe décompofer en deux par-
tles, dont l'une foit un quarré repréfenté
Par ce. Si on cherche, par exemple , la
racine quarrée de 6, on fera 6—4-}- 2,
Par conféquent cc=4, c=1i, 6=2 j d'ou
Multe \ /6 =i+ ; — &c.
1 on vouloit ne prendre que les deux
limiers termes de cette fuite , on auroit
*?==\, dont le quarré j eft de plus
Srand que 6 5 mais fi on confidere trois
termes on a 2 , dont le quarré~ -

encore de trop petit.

T 4
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366.
Puifque dans cet exemple ~ approche

beaucoup déja de la valeur vraie de y/™»
nous prendrons pour 6 la quantité équiva-

lente j — } Ainfi cc— —; ;& =—
& calculant feulement les deux premi;i
termes, nous trouvons \/¢ = n

|
j—, I - le quarré ce

cette fra&ion étant ne furpaffe que e
£ le quarré de y/6.

Faifant maintenant 6 = ~ — ~ | ¢k
forte que c= "Szl>=— & ne prc
nant encore que les deui< premi_ersltelrme.s»

Ii,J(
t 400 49 1 400 .Q

on a y//6’= il R
10 >0 "6 -

—,Ib =S »dont le duarré efl ==
Or 6 réduit au méme dénominateur ctf

— Witsoo » l'errcii n'efi: donc plus que &
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367.
On pourra de la méme maniéré expri-
nier la racine cubique de aA-b par une

~rieinfinie. Car puifque VV(a-\-b)— (a-\-by,
Ol aura dans la formule générale n = j i
~ pour les coéfficiens, 7= j» ~[~—— j»

"z 3 AT &G &

Nant aux puiflances dea, onauraarr \/a;

Q,==y/a; 0" — *“ 3= N &c*
aa
\% V7 —J"hb
+ &&r<
368.

N donc a efl: un cube, oua=ci,

Qva= ¢, & les Agnes radicaux séva-

°diront j car on aunr ' “
, bb < Db \lb*
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3609.

Voila donc une formule, au moyen
laquelle on pourra trouver par approxiffl*
tion, comme on dit, la racine cubique dun
nombre quelconque ; puifque tout noinbre
peut fe partager en deux parties, coffl®
c3-\-b, dont la premiere foit un cube.

On voudroit, parexemple, déterminé
la racine cubique de 2 ; on repréfent™l
2 par i-j-i y de facon que c— 1 &

par conféquent y 2=1-}- j— —-£7,"¢C
les deux premiers termes de cette fuite 0’1

1*=1] , dontle .cube ~ eft trop gralt

de Qu’on fafle donc 2= ~ , @
aura c— ~ , & par conféque”l
3 i~ , o f
\/2=j—j.— Ces deux termes fOUL

dont le cube eft $$3- Or
ainfi Erreur eftjgfc E. voi»
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c°’mment on pourra approcher toujours da-
vantage , & dautant plus vite qu’on pren-
ra un plus grand nombre de termes (*).

() M. Halley a donné dans les TranfaSlions philofo-

'Uss | (>94 une méthode trés-belle & trés-générale

~°Wr ex;raire par approximation les racines d'un degré
~'conque. Monfieur Halley prouve'qu’on a générale-

met e oy | b .

a+ b—/lF+ * (m-D121

~U ne “ront Pas a portée de confulter les Tran-

j ﬁSphiIofophiques, trouveront des éclairciffemens fur

Qmation & fur les ufages de cette formule, dans la

Ollvelle édition des Lecons élémentaires de Mathématiques
e I’Abbé de la Caille, publiées par M. 'Abbé Mark,



CHAPITRE X1,

D u Développement des Puijfances negative*
370.

0 us avons fait voir plus haut g
peut exprimer ~par a~} - on peut donc &
méme exprimer ~-bpar (a-}-~)_I ;deforte
que la fra&ion ~-t peut étre regard
comme ,une puiflance de a+b, ceft-a'0,re
celle dont I'expofan* efl.— 1 ; & il senfoll
de la que la férié trouveée ci-deflus pour ‘¥
valeur de (a-\-b)" s'étend aufli a ce cas.

* 371- -

Puis donc que flgnifie autant (\
» fuppofons dans la formule citc*

n— —1; nous aurons d'abord pour 16

coéfficiens: "= —1; --——jo———1;
| 7 2 3

V —— 11 &c*i & enfuite pour les pi

fances de a:



“ a’ a* 1 a' ab
k méme fuite que nous avons déja trouvée
haut par la ~divilion.

3772
plus— étant autant que (a++>)-\

lenuifons aufli cette formule en une fuite
Infinie. H faudra pour cet effet fuppofer

i, & nous aurons pour les coéf-

flciens d’abord = — f ~
i -—47?2&C ~ POUr leS PN

faces de a : a’'==\ ; a™-'= — ; a*'l
a al

an}= &c. Nous obtenons



A * 9 13 4

Or7= 2»7*r— 3» r*le3— 4> jeg’ 3
==5, &c. Par conféqguent nous awo>iS

al ab a4 4a*
&c.

373.

Continuons & fuppofons « = — 3, ndIS

aurons une fuite qui exprimera la valeu

de;—r-rr ou de (a-\-b)~\ Les coéfficiels
On"*)1

feromt*-—_ &¢ 4 —_ #-, -} -—---¥
&c. & les puiflances de a "¢
. i 1 *
viennent: a"= — ; a"-'— — a1l
a3

&c. ce qui noE)s donne : ~J—Jy /\6/
—i ?Jaaf’—'*lzt’o’aﬁl‘?%

N y,b' b3 £
&c.= - —-3/\ ¥ b6-t —

I o*' | n
- 11?2+ 0 " T 62-0+-%»
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Faifons encore n= — 4, nous aurons

Piur les coéfHciens : - = —

- 5.
> 1" 2 1>
— ~&c. & pour les puif-

fences; an= *" = at = =

a5 212 e

i ks -
8 3 a7| ax-4 C8f7&c.doulont|re.

-1 4 b las 4 1«N
H*)4"aZd r-r-3"7
4il67 brg I A

12 "i~* * HOIC» +k m— N ——mimyq —*
34 a8 = a4  *a a6
A4 U

107 + 3i7? *4 + > &c-

374-
différens cas que nous venons de
Aufidérer nous mettent en état maintenant
~conclure avec certitude qu’on aura ge-
neralement pour une telle puiflance néga-
tive quelconque de a-\-b : '

m m+l
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Et on peut, moyennant cette formule,
transformer toutes ces efpeces de fra&ions
en fuites infinies , en fubftituant méme a
m des fraftions , afin d'exprimer des f°r
mules irrationnelles.

375-

Pour éclaircir encore davantage cette
matiere , nous joindrons ici les confié'
rations qui fuivent.

Nous avons trouvé :

a+b ‘ al *'a’ a4n a5 ab
&c.

Si nous multipliops donc cette fuite
aA-b , il faut que le produit foit= 1:&
cela fe trouve vrai, comme on va le voir»
en effectuant la multiplication :

Q'
a-j- b
1 b% b>.Db* b . oc
+7-,TT+"~-a+ &C-
+



375,

Nous avons trouvé auffi -— —
(@a-\-hy

-y + 1il-*t+ 7L -61&c. S
a a4 af ' a a7
multiplie donc cette fuite par (a-\-b)?2,
aut que le produit foit pareillement = i.
r = aa-\-zab-\-bb , voici donc

e plan de I'opération :
I ib )bb 4b’ ib4a  6b'

k -p- +
«fe.
ji» 1 b 6b' )
a 1 aa m + aA a? +&C
bi 4a i 6bl  ux* | joz>5
5—4 “ 40 ¢ 1 -f T&c

i_tb rb' . 3b*  4b5 |,
+ ra"r-+ -r-"~r +&GC

1 Produit que la nature de la chofe exigeoit.
Tome 1. \Y
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377-
Que fi 'on ne multiplioit que par

la férié trouvée pour la valeur de

il faudroit que le produit répondit a la frac-

tion —b, ou fat égal a la férié trouvée cv
i n- i &_ i bb b' . b* o
_________________ —~ [1] *
deflus, a az \1 a3l azrl.f aT! g‘c
ceft ce que la multiplication effeEHwe

confirmera.
H- 93 a5l %A
I if + &c.

" fla~ c3 ad ' as

+ + iy + T0 _4id4&ec.
'y a3 'a 4 al

b—bdar— a4 H1— &c
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T
SECTION TROISIEME.

&es Rapports & des Proportions.

CHAPITRE PREMIER.

Rapport arithmetique, ou de la différence
entre deux Nombres.

378.

b Eux grandeurs font ou égales l'une
* Jautre , ou elles ne le font pas. Dans ce
~rnier cas ou l'une eft plus grande que
*autre, on peut envifager leur inégalité
J*s deux points de vue différens ; on peut
aUander de combien une des quantités elt
P'Ws grande que l'autre ? On peut aufli de-
mander combien defois I'une eft plus grande
ANk l'autre ? Les déterminations qui for-
cent ies reponfes a ces deux queftions, fe

VvV 1
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nomment toutes deux des rapports ou des
raifons ; on a coutume de nommer la pre-
miere rapport arithmétique , & la féconde
rapport géométrique , fans cependant que
ces denominations ayent aucune liaifo'l
avec la chofe méme ; c'eft arbitrairement

quelles ont été adoptées.

379-

Cns’imagine bien fans doute qu'il fa"l
que les grandeurs dont nous parlons foient
d’'une méme efpece, puifque fans cela o
ne pourroit rien déterminer au fujet de leuf
égalité ou de leur inégalité. Il feroit ab'
furde , par exemple , de demander fi den*
livres & trois aunes font des quantité
égales ? C’efl pourquoi dans ce qui va fuivtf
il ne peut étre queftion que de quantité5
d’'une méme efpece ; & comme elles pell
vent toujours étre aflignées en rontres»
ce n'efl aufli, comme nous en avons avertl
dés le commencement, . que des nombre5

dont nous traiterons.
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380.

Quand on demande donc de deux nom-
res donnés, de combien I'un eft plus grand
dle lautre, la réponfe a cette queftion
etettnine le rapport arithmétique de ccs
eux nombres. Or puifque cette détermi-
ation fe fait en indiquant la différence des
eux nombres, il senfait qu'un rapport
“hmétique n'eft autre chofe que la dif-
erence entre deux nombres. Et comme
€N de différence nous paroit une ex-
Pteflion plus propre, nous rélerverons celles

rQppon ou raifon , pour exprimer les
sports geométriques.

381.

difféerence entre deux nombres fe
rr'Uve j comme on fait, en fouftrayant le
W petit du plus grand ; rien de plus facile
Par conféquent que de réfoudre la queftion,
¢ c’mbien I'un eft plus grand que l'autre.
f dans le cas donc ou les nombres font

V 3
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égaux , la différence étant nulle ou zero,
fi 'on demande de combien un des nom
bres eft plus grand que l'autre , on report'
dra, de rien. Par exemple , 6 etant= 23’
la différence entre 6 & 2.3 eft 0.

382.

Mais lorfque les deux nombres ne IOt
pas égaux , comme 5 & 3, & qu'on
mande de combien 5 eft plus grand que 3’
la réponfe eft, de 2; & elle fe déternii2
en fouftrayant 3 de 5. De méme 1f
plus grand que 5, de 10 ; & 20 furpa®
8 de 11.

383.

Nous avons donc trois chofes a codv
dérer ici : 1.° le plus grand des deux n0$'
bresi 2.0 le plus petit, & 3.0 la différent’
Et ces trois quantités ont entr’elles une bd"
fon telle, que deux des trois étant donness’
elles déterminent toujours la troifieme.

Soit le plus grand nombre= a, le pAIS
petit= Kk, la différence= d : on troll
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vera la différence d en fouftrayant b de a,

facon que d=a — b; dou l'on voit
comment d& b étant donnés on peut trou-
ver d.

384.

Mais fi c’eft la difference qui eft donnée
avec le plus petit des deux nombres, ou b,
& fera le nombre plus grand qu’on pourra
~terminer, favoir, en ajoutant enfemble la
différence & le nombre plus petit, ce qui
me a=b-\-d. Car fi on ote de b-\~d
~ moindre nombre b, il refte d, qui eft

différence connue. Soit le moindre nom-
Ye==i2, la différence:= 8, le nombre

grand fera = zo.

385.

Enfin fi outre la différence d le plus grand
n’mbre aeft donné, Ol trouve l'autre nom-
re b en fouftrayant la différence du plus
8rand nombre, ce qui fait qu'on a bz=a—d.
fi j’6te le nombre a—d du nombre

V 4
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plus grand a, il refte d , qui eft la différence
donnée.

386.

La liaifon entre ces trois nombres a,h,”
eft donc telle qu'on en tire les trois de-
terminations fuivantes : 1.° dz=a —a"»
2.°a—bA-d; 3.0b=za—d; & fi Ue
de ces trois comparaifons eft jufte, il &u
néceftairement que les deux autres le foielll
auffi. Donc en général fi i=x-]-y , "
faut abfolument quey —f—* & x = i™"'

387.

Il efta remarquer au fujet de ces raifa
arithmétiques, que fi I'on ajoute aux del*
nombres a & b un nombre cpris a volonteé?
ou qu’on I'en fouftraie , la différence renf
la méme. C’eft-a-dire que fi d eft la d™
férence entre a & b, ce nombre d
auffi la différence entre a-f-c & b-"-c>
entre a—c & b—c. Par exemple, la d™
f'.vace cnreles nombres 20& 12 étant



DALGEBRE 313

Cefte différence reftera la méme, quelque
n’mbre qu’on ajoute a ces nombres 20

~ 12, & quelque nombre qu'on en re-
vanche.

388.

preuve en eft évidente. Car fi a—b
on a aufli — (b-\-c)="d; &
Uniéme (a—cC) — (b—c)r=*/.<

389.

Si on double les deux nombresa & b,
a différence deviendra double aufli. Ainft
~and a—b=d, on aura 2a— 2b— xd;

en général na—nb=nd, quelque nom-
re qu'on prenne pour n.
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CHAPITRE 1.

Des Proportions arithmétiques.

39-.

Lorsque deux rapports arithmétiqUt
font égaux , cette égalité fe nomme N
proportion arithmétique.

Ainfi quand a—b=d & p—q—d, "
forte que la différence eft la méme ertiS
les nombres p & q, qu’entre les nombf&b
a & b, ondit que ces quatre nombres
ment une proportion arithmétique j
I'écrit a—b=p—qg, & on indique cla®
ment par-la que la différence entre G
eft égale a la différence entre p &

39:~

Une proportion arithmétique cofl”
donc dans quatre termes, qui doivent
tels, que fi on fouftrait le fécond du pff
mier, le refte fe trouve le méme dut

[
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fouftrayant le quatriéme du troifieme. Ainfi
Gs quatre nombres 12,7,9, 4 forment
line proportion arithmétique, parce que
li-7 =9 -4 C),

392..

. Quand on a une proportion arithme-
(e comme a—b—p—q, on peut faire
Ranger Je place au fécond & au troi-
1dre terme , en écrivant a—p= b—q;
Ctte égalité ne fera pas moins vraie. Car
~*que a—b=p—q, qu’'on ajoute d’abord
”es deux coOtés, on aura a—b-A-p—aq.
°n fouftraie enfuite p des deux cotés,
aura a—p= b—aq.
Ainfi, comme 12— 7 =9 —4 >o0n a aufli
"N 9= 7— 4-

393~

On peut aufli dans toute proportion arith-
métique , mettre le fécond terme a la place

pj ) P°ur d~figner que ces nombres font une telle pro-
w* n > quelques-uns les écrivent ainfi: 12.7:9-4-
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du premier, fi on fait en méme temps uk
tranfpofition pareille du troifieme & ~
quatrieme. C’eft-a-dire que fia—b=p—P
on aura auffi b—a—qg—p. Car b— &
la négative de a—b, & de méme

eft la négative de p —q. Ainfi, puif<3e
12—7=9—4) on a pareillement 7""1*
=4 —0.

3HA-

Mais la propriété principale d’une prd'
portion arithmétique quelconque eft ce®
ci : que lafomme du fécond & du troifiellie
terme eft égale conftamment a la foiD*
du premier & du quatrieme terme. Cefie
propriété, a laquelle il faut bien faire &
tention , s’exprime auffi de cette facon:
fomme des moyens eft égale a la foml6
desextrémes. Ainfi, comme 12—7=9-""N’
©na74-9=124-4; & en effet la foflli™
eft 16 de part & d'autre.
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395-

, pour démontrer cette propriété
Principale , a—b=p—q; fi on ajoute de
Pat & d’autre b-\-q, on a a-\-q=b-\-p ;
Ceft-a-dire que la fomme du premier &

Quatrieme terme eft égale a la fomme
fecond & du troifieme. Et réciproque-
Weilt>ft quatre nombres, a, b, p , q, font
jfk que la fomme du fécond & du troi-
leille eft égale a la fomme du premier &
11Quatriéme , c’eft-a-dire que b+p—a+q ,
°neu conclut, fans pouvoir fe tromper,
ces nombres font en proportion arith-
métigue, & que a—b=p—aq. En effet,
JUfgue a-\-q=b-\-pt fi on fouftrait de
llin Sc de l'autre c6té b-\-q, on obtient
‘==p—0
Ainfi les nombres 18, 13, 15, 10 étant
gue la fomme des moyens 13 -j- x5
J_O*§ eft égale a la fomme des extrémes
5T to=2 8, on eft certain qu’ils forment
une proportion arithmétique, & par
c¢’nféquent que 18— 13=15—10.
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396.

H eft facile au moyen de la propriete
dont nous parlons, de réfoudre la quelh(n
qui fuit : les trois premiers termes clulie
proportion arithmétique étant doni™5>
trouver le quatriéme ? Soient a, b,p &S
trois premiers termes , & exprimons pal?
le quatrieme qu’il s'agit de déterminer, n°%
aurons a-\-q—b-\-p ; fouftrayant enfurte
de part & d’autre, nous obtenons q=b-ff
—a. Ainfi le quatriéme terme fe trouvet)
ajoutant enfemble le fécond & le troifielll”’
& en fouftrayant de cette fomme le prefllt™
Suppofez , par exemple, que 19, 28» N
foient les trois premiers termes donnes >
fomme du fécond & du troifieme eft”4l’
Otez-en le premier qui eft 19, il refte
pour le quatrieme terme cherché , &
proportion arithmétique fera indiquée p
19—18=13—22, ou par 28— 19~
— 13, ou par 28—22=19— *3*
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397*

Lorfque dans une proportion arithmé-
tidue le fécond terme eft égal au troifieme,
°n na que trois nombres, mais dont la
Prpriété eft telle que le premier moins

~cond fait autant que le fécond moins

troifieme, ou bien que la différence entre
N Premier & le fécond nombre eft égale

a différence entre le fécond & le troi-
~e. Les trois nombres 19, 15, 11 font

Cette efpece, puifque 19—15=15 —11.

398.

P*i dit de trois nombres tels que ceux-la,
forment une proportion arithmétique
~ntnue , & on le défigne quelquefois par
, figne-i , en écrivant, par exemple ,
*9,1 j, 11. On nomme aufli ces fortes
e proportions des progrejjlons arithméti-
~esi fur-tout sil y a un plus grand nombre
termes qui fe fuivent conformément a

3 *néme loi.
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Une progreflion arithmeétique peut étre
ou croijfante ou décroijfante. La premier2
dénomination lui convient quand les terme5
vont en augmentant, c’eft-a-dire , quai®
le fecond furpafle le premier, & que *
troifieme furpafle d’autant le fécond, com”
ces nombres-ci, 4, 7, 10. La progreflidl
décroiflante eft celle ou les termes vo'l
toujours en diminuant de la méme qul
tité, tels font les nombres 9,5, 1.

399- 1
Suppofons que les nombres a,b ,c foief
en progreflion arithmétique , il faut Uf

a— b—b—cydou il fuit, a caufe de I'e3
lité de la fomme des extrémes & de
des moyens , que xb—a-\-c * & fi on
traitade part & dautre,onac=zb—

400.
Ainfi quand les deux premiers terme5’
a, b, d'une progreflion arithmétique i’
donnés , Oll trouve le troifieme , en Gt’ﬂllle
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% premier du double du fécond. Soient
1 & 3 les deux premiers termes d’une pro-
8reffion arithmétique, le troifieme fera
N 23— 1= be Et ces troisnombres 1,3,5
donnent la proportion 1—3=3—5.

401.

On peut, en fuivant laméme voie, aller
Plus loin & continuer la progrefiion arith-
~ique aufli loin qu’on voudra : on na

chercher le quatrieme terme moyen-
ratle fécond & le troifieme, de la méme
~niere qu’on a déterminé le troifieme au
°yen du premier & du fécond, & ainfi

‘uite. Soit a le premier terme, & ble
ec’nd, le troifleme fera= zb—a, le
NHrieme= 4b— za—b— "b— 2a, le cin-
jj"nie —6b—4a—zb-\-a=z"b— 3a, le
'Xeme r=;8£—6a— }b-\-za— "b—4a, le
Niernerziio£A—8E£—4MN-3 —ja

Tome 1. X
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CHAPITRE 1.
402.

Des Progrejjlons Arithmétiques.

N o us avons infirmé qu on nomme pr0
grejjion arithmétique une fuite de nombr”
compofée d’autant de termes qu’'on veuc
lefquels croiffent ou décroiflent toujoufS
d’'une méme quantité.

Ainfi les nombres naturels écrits pa
ordre, comme 1, 2, 3,4,5, 6,7,"
9,10, &c. forment une progreflion ari’™
métique , parce qu’ils augmentent toujo™*
de l'unité ; & la fuite 25, 22, 19,
13,10,7,4, 1, 8cc. eft aufli une
progreflion , puifque ces nombres di™l
nuent conftamment de 3.

403.

Le nombre ou la quantité dont les terril
d’une progreflion arithmétique deviennel



d"A L GEB R E. 325

plus grands ou plus petits, fe homme la
différence. Ainfi quand le premier terme eft
donné avec la différence , on peut conti-
nuer la progreflion arithmétique aufli loin
guon voudra. Soit , par exemple, le pré-
ter terme — 1 , & la différence = 3,
°n aura la progreflion croiflante qui fuit ;
a>5,8, u ,14,17,20,23, 26,29 ,&c.
°lchaque terme fe trouve en ajoutant la
différence au terme précédent.

404.

On a coutume d’écrire les nombres natu-
rek>1, 2, 3,4,5, &c. au-deffus des
termes d’une telle progreflion arithmétique,

gu’on reconnoifle d’abord le rang ou
Dl terme quelconque fe trouve étre dans
JaProgreflion. On peut nommer ces nom-
res écrits au-deflus des termes, des in-
"IGsi ainfi lexemple cité s'écrira comme
y fuit :
Indien, 1,1,3,4,5,6,7,8,9,10
rg. arithm. 2,5,8,11,14,17,20,23,26,19
X 2
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&c. ou l'on voit que 29 eft le dixieme
terme.

405.

Soit a le premier terme, & d la diffe
rence , la progreflion arithmeétique confl’
nuera dans cet ordre :

1 2 3 4 5 6 7

a,a+d, a+id, d, «4-4d, 5d,a-\-6d, &C
par lequel on voit qu’il eft facile de trotf
ver aufli-tbt un terme quelconque de »
progreflion , fans qu’il foit néceflaire
connoitre tous les termes précédens, &
uniquement par le moyen du premier terme
a & de la différence d. Par exemple,
dixicme terme fera= , le centiefl®
terme= a-j-99</, & en général le terfl2
n quelconque fera r=<z-}"* (/z—\)d.

406.

Lorfqu’on sarréte en quelque endroit®
la progreflion, il eft effentiel de
attention au premier & au dernier terme >
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N lindice du dernier indiquera le nombre

termes. Si donc le premier terme= a,
ta différence = </, & le nombre des termes
'-'z50n a le dernier terme =<z-|-(/z— \)dy
kquel fe trouve par conféquent en mul-
gpliant la difféerence par le nombre des
lermes moins un, & ajoutant a ce produit
e Premier terme.

Suppoféz , par exemple, une progrefiion
auhmétique de cent termes, dont le pre-
jlerr=413 & que la difféerence foit= 3 ,
edernier terme fera= 99.3-1-47=301.

407.

Lorfqu’on connofit le premier terme a &
edernier 1 , avec le nombre des termes
on peut trouver la différence d. Car

Pufque le dernier terme i)d>
, Ol fouftrait de part & d’autre a, on ob-
tle It — i)d. Ainfi en fouftrayant

Pren\jer terme du dernier, on a le produit

e ta difference multipliée par le nombre

es termes moins 1. On n'anra donc qu’a
X X
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divifer {—a par n—i pour obtenir la valeur

cherchée de la difféerence d, qui fera=""'

Ce réfultat fournit cette regle : on fouftrall
le premier terme du dernier terme, & °n
divife le refte par le nombre des terfl"5
diminué de l'unité, le quotient eft la diffe
rence ; par le moyen de laquelle on »

en état enfuite d’écrire toute la progrefiid,

408.

Suppofons, par exemple , une progr™
fion arithmétique de neuf termes, dont »
premier foit = 2, & le dernier =16
gu’il s'agiffe de trouver la différence. Il
dra donc fouftraire le premier terme 1 »
dernier 26 & divifer le refte qui eft *4
par 9—1, c’eft-a-dire par 8; le quotient)
fera égal a la différence cherchee , & »
progrefiion entiere fera :

1 2 3 4 5 6 7 8 * 9
z? *45 177 » 23» N

Suppofons, pour donner un autre e*efl*

pie , que le premier terme foit = J ?
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dernier = 2, le nombre des termes=10,
& qu'on demande La progreflion arithmé-
tique qui répond a ces fuppofitions, nous
aurons aufii-tot pour la différence j

" de la nous conclurons que la progreflion
eft:

I 1 3 4 5 6 7 8 9 10
1 T, ™ il y T— T
> g o»g X
Autre exemple. Soit le premier terme
N, le demi*==121, & le nombre
des termes= 7, on aura la différence

17 10~ —~ ~ 177, & par con-
6 ¥ ? ~
féquent la progreflion :
1 3 4 5 6 7
X 1? 5 1 ~29 r

3* 4j6>5x8> 7775 9? >1036> 1Zzm
4009.

Maintenant fi les données font le pré-
ter terme a, le dernier terme { & la
difféerence d , elles font trouver le nombre

termes n. Car puifque {—a=(n—i)d,
°n divifera des deux cotés par d, & on aura,

X 4
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= —I1. Or n étant de 1 plus grand
que n—i,on a «= ; par conte"
guent le nombre des termes fe trouve en
divifant la différence entre le premier &
le dernier terme, ou \—a, par la chffe’
rence de la progreffion, & en ajoutant
I'unité au quotient

Soit, par exemple , le premier terme
= 4, le dernier = 100y & la différence
= 12, le nombre des termes fera
& voici quels feront ces neuf termes :
12 3 4 5 6 7 8 9
4,16, 28, 40, 52, 64, 76, 88, io0

Si le premier terme =2 ., le dernier= 6!

& la différence="1 j , le nombre des tet'

mes fera 13 4j & ces quatre ternit

feront
1 2 3 4

2> 3f> 47 j 6.

Soit encore le premier terme = ®

dernier==7-, & la différence = 1\ » %
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rn’mbre des termes fera 31- -9-’\ 3- *

"~4; & voici ces quatre termes :
< *
3J1>43>gjz, 7§».

‘ee] 2 X * [ v

410.
Mais il faut obferver que le nombre des
N e s devant étre néceifairement un nom-
reentier , fi on n’avoit. pas trouvé un tel
~rnbre pour n dans les exemples de I'ar-
tik précédent, les queftions auroient été
Kurdes.
RasT °utes les fois donc d&on ne trouvera
;3 un nombre entier pour la valeur de
f1* fera impoflible de réfoudre la quef-
In>& par conféquent pour que ces fortes
queftions foient polTibles, il faut que

~~a foit divifible par d,

411.

On conclura de ce que nous avons dit,
N °n a toujours quatre quantités ou élé-
.'dIs & confidérer dans une progreflion
Ameérique :
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I. le premier terme a,
I. le dernier terme £,
I11. la différence d,
Iv. le nombre des termes n.
Et les rapports de ces quantités les un#
aux autres font tels, que fi on en conno*l
trois, on eft en état de déterminer la qu3

trieme, car :

I. Sia, d & n font connus, on a
-j- (/lz—i)d.

Il. Si {, d & n font connus, on a a®
—(n—i)d.

I1l. Si a, i & nfont connus, on a d="

IV. Sia, "& d font connus, onan””
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CHAPITRE V.

la Sommation des Progrcjjions
arithmétiques.

412.

~ N a fouvent befoin aufli de prendre
afornme d’'une progreflion arithmétique,

trouveroit en ajoutant enfemble tous
. termes ; mais comme cette addition
erit trés-prolixe , quand la progreflion
c’rfifte en un grand nombre de termes,
j’naimaginé une regle, par le fecours de
Quelle on trouve trés-facilement la fomme
°nt nous parlons.

413.

~ous confidérerons d’abord une progref-
n de cette efpece qui foit donnée, &
e que le premier terme= 2, la difle-
gilce= 3, le dernier terme= 29, & le
noinbre des termes= 10:
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1 2 3 4 5 66 7 8 9 i°
5>8j1 U» 17,10, 23,16, 29.
Nous voyons que dans cette progre/Ql
la fomme du premier & du dernier terni2
= 31 ; la fomme du fécond & du pénul
tieme= 31; la fomme du troifieme &
I'antépenultieme = 31, & ainfi de fuite »
& nous en conclurons que la fomme
deux termes quelconques également éloJ
gnés I'un du premier & l'autre du derrtief
terme , eft toujours égale a la fomme
premier & du dernier terme.

4 14
Il eft facile d’en faifir la raifon. Car ¥
nous fuppofons le premier terme = a N
dernier & la différence d, la {otn&e
du premier & dudernier termeeft=a-p{"
& le fécond terme étant =a-\-d & le pe
nultieme,™{— d, la fomme de ces dei%
termes eft auffi Enfuite le troi<ienie
terme étant a-\-xd, & [Il'antépénultidll2

— xd, il eft clair que ces deux ternieS
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“joutes enfemble font aufli £-}-{. On dé-
montrera la méme chofe de tous les autres.

415.

Pour parvenir donc a déterminer la
Omme de la progreflion propofée on écrira
~efibus, terme pour terme, la méme
Pregteflion prife a rebours, & on fera
,édition des termes correfpondans, comme

1 fuit :
145 +8+11+14+17+20+23+26+29
$+*6+23+10+17 + 14+11+ 8+ 5+ 2

l+31+31+31+ 31+3 1+31+31 + 31+ 31

"-ette fuite de termes égaux efl: évidem-
ment égale au double de la fomme de la
~Y°greflion propofée j or le nombre de
Gs termes égaux efl: 10, comme dans la
Progreflion , & leur fomme, par confé-
Ant, =10.31 = 310. Ainfi, puifque
fette fomme efl: le double de la fomme de

Progreflion arithmétique , il faut que
Cette fomme cherchée foit= i55.



334 E LEMENS

416 .

Si on procédé de la méme maniéré a
I’égard d’une progreflion arithmétique g™
conque, dont le premier terme foit "'
le dernier= {, & le nombre des termeé
= /z; en écrivant fous la progreflion dar
née la méme progreflion en rétrogradant)
on aura, en faifant I'addition terme a tertfe’
une fuite de n termes, dont chacun »

> |la fomme de cette fuite fera pif
conféquent = £ , & elle fera
double de la fomme de la progreflion ar¥1

métique propofée ; celle-ci fera do|C
:n(a%-Qc

417.

Ce réfultat fournit une méthode
pour trouver la fomme d'une progre/A0L
arithmétique quelconque ; elle fe réduil
cette regle :

Multipliez la fon*ne du premier & *
dernier terme par le nombre des terme5>
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h moitié du produit indiquera la fomme
toute la progreflion.

Ou, ce qui revient au méme , multipliez
tafomme du premier & du dernier terme
Par la moitié du nombre des termes.

Ou bien, multipliez ila moitié de la
Wrne du premier & du dernier terme par
tanombre total des termes. Ces deux ma-
ceresd’énoncer laregle, donnent egalement
~lomme de la progreflion.

418.

Hfera néceflaire déclaircir cette regle
ar quelques exemples.

Soit d'abord la progreflion des nombres
mdtirels, 1,2,3 &c. jufqu'a 100, dont
" sagiire de trouver la fomme. Celle-ci
ra par la premiere regle = =50
"1Q = 5050.

on demande combien de coups une
Ofloge fonne en douze heures ? il faudra
a)°uter enfemble les nombres 1,2, 3 juf-
@~ 11 or cette fomme fe trouve fur le
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champ= "-3— 6.13 = 78. Que fi 101
vouloit lavoir la fomme de la méme pr0
greffion continuée jufqu’a 1000, on trou
veroit 500500; & la fomme de cette pr0
greffion, continuée jufqu'a 10000, fefOit
50005000.

419.

Autre quejilon. Quelqu’un acheté 1Ll
cheval , fous la condition que pouf »
premier clou il payera 5 fous, pour *
fécond 8, pour le troifieme 11, & pareil
ment toujours 3 fous de plus pour chacun $
fuivans : le cheval 332 clous, on deman”
combien il coltera a l'acheteur ?

On voit qu’il sagit ici de trouver
fomme d’une progreflion arithmétique, doll
le premier terme efl: 5, la difféerence==3
& la fomme des termes=32. |l
donc commencer par determiner le derrti®
terme ; on le trouve (par la regle ™
articles 406,411) =5-331.3=98. Ma"

tenant la fomme cherchée fe trouve, »
difficulté
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difficulté, 103 .16 ; dou l'on
c’nclut que le cheval colte 1648 fous,

“u 8* liv. 8f.
420.

Soit en général le premier terme = a,

tadifférence= d, & le nombre des termes
& qgu’il sagiffe de trouver , par le

~°yen de ces donnees, la fomme de toute
a progreflion. Comme le dernier terme
doitétre=a-}-(« —1)d, la fomme du pre-
jher & du dernier fera= iaA-(n —1)d.

utipliant cette fomme par le nombre des
terifies n, on a ma -}-/z(/z—\)d m donc la
~“me cherchee fera= na-j- —

Cette formule appliquée a I'exemple pré-
sent,oua=5, dz=3, & «=3 z, donne

53i 160-f- 1488 ==1648 ; la
tileme fomme qu’on avoit trouvée.
421.

S il eft queftion d’ajouter enfemble tous
G nombres naturels depuis 1 jufqu’arc, on
Tore 1. Y
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a pour trouver cette fomme : le premie*
terme= 1, le dernier terme = n, & le
nombre des termes = n; donc la fomme

Sion faitn=ij66 , la fomme de tous
les nombres, depuis i jufqu'a 1766 , fe3
= 883.1767= 1560261.

n( )

cherchée = 25" 1=

4272.
Soit propofée la progreflion des nombr®
impairs, 1,3,5, 7> continuée ju®

gu'a n termes, & qu'on en demande "
fomme :

Le premier terme efl: ici= 1, la dA8
rence = 2, le nombre des termes= n’
le dernier terme fera donc = 1
= in—1, & par conféquent la fon#
cherchée = nn.

Tout fe réduit donc a multiplier le not*t
bre des termes par lui-méme. Ainfi quel (€
foit le nombre des termes de cette pr<
greflion qu’on ajoute enfemble , la fomme
fera toujours un quarré, favoir le quarré ~
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Uombre des termes. C’eft ce que nous allons
lettre fous les yeux :
jndic. 1,2,3,4, 5 6, 7, 8 9, io &c.
yognf. 1,3,5,7, 9 &c*

, 1,4,9,16,i),36,49,64,81,i00 &cC.

423.

Soit a préfent le premier terme= 1, la
difference = 3, & le nombre des termes
onaura laprogreflion1,4,7,10, &c.
d°nt le dernier terme fera:=i + («— 3)3
N 31— 2; donc la fomme du premier
N du dernier terme= 3n— 1, & par
c’nfequent la fomme de cette progreflion
gj O fopO™ n—io , la

Omme eft= 10.59=590.

42 4.

Soit encore le premier terme= 1, la
difféerence:=</, & le nombre des termes
N'/z, le dernier terme fera=i-}-(rt— 0>
Ajoutant le premier on a 2— (/z— 1)d, &
Multipliant par le nombre des termes on

Y 2
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a — i)</, d'ou fe deduit la fomme
de la progreflion=/2-|-

Joignons ici la petite table, qui fuit :

Sid=i, lafomme efl=«-f- LU
________________ «4 la-'zl}i)
d—j ----mmmmmmmmmee- «
Sn(rt)
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CHAPITRE V.

& es Nombres figurés ou polygones,

AWM -

T-'A fommation des progreflions arithmé-
tidles qui commencent par i, & dont la
différence eft i ou i ou 3, ou quelqu’autre
n*'fibre entier que ce foit $ cette fomma-
t°’n) 'dis-je , nous conduit a la théorie
¢&nombrespolygones , lefquels fe forment
(Und on ajoute enfemble quelques termes
G21une ou de l'autre de ces progreflions.

426 .

Si on fuppofe la différences! ; puifque
N Premier terme eft conftamment = 1, on
?Ua la progreflion arithmétique , 1, 2, 3,
M ,6, 7,8,9, 10, 11, 12,&c. Et
1 dans cette progreflion on prend la fomme

un, de deux , de trois &c. termes, on
Verra ié former cette fuite de nombres :

Y 3
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i,3,6,1°,i5,n,28,36,45,55,66 &c.
carl=1, 1+ 2= 3,14-2+3=6, i4"t
4-34-4=10 , &c.

Ces nombres 011 les nomme triangulaires
ou trigonaux , parce qu’on peut toujours
ranger en triangle autant de points qu'ils
contiennent d’'unités, comme on va Voir :

1,3, 6, 10, 15,

21, 28,

&c.
427.

On voit dans tous ces triangles combie'l
chaque c6té contient de points. Dans le
premier triangle il N’y a qu’un point ; dailS
le fécond il y ena deux j dans le troifioll)C
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ﬂy en a trois 5 dans le quatrieme il Y en
a quatre, &c. Ainfi les nombres triangu-
luires, ou le nombre des points ( qu'on
n’iume Amplement le triangle) , fe reglent
¥ le nombre des points que contient le
Coté, lequel nombre on nomme en un mot
lecoté. C’eft-a-dire que le troifieme nombre
Nangulaire, par exemple , ou le troifieme
Sangle, eft celui dont le c6té atrois points;
~ quatrieme, celui dont le c6té eft quatre,
N ainfi de fuite ; & voici comment nous
repréfenterons cette propriété :

triangle . . . .
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428.

I fe préfente donc ici la queftior
comment, le coté étant donné , Ol doit
déterminer le triangle? Et aprés ce que nous
avons expofé, nousy fatisferons facilement*

Car foit le co6té= n, le triangle

l4+2—344—-4—... n. Or la fomme &

cette progreflion eft = par conte'
quent la valeur du triangle eft (*)e
Et fi n=i, le triangle efl: = 1 ,
fin=1, - —3,
fi n=), ----------- =6 ,
fi N=A | ——-eemmmmeeeeee =10,

& ainfi de fuite. Lo.rffque n=ico, le trian-
gle fera= 5050.

429 .

On nomme cette formule  , la lof
mule générale des nombres triangulaires»

(*) M. de Joncourt a publié¢ a la Haye en 1762 urC
table des nombres trigonaux , qui répondent a tous ,C
nombres naturels depuis 1 jufqu'a 20000. Ces tables pei:’
vent étre utiles pour faciliter un grand nombre d'op?
rations arithmétiques, comme I'Auteur le fait voir dan5

une Introduction fort étendue.
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parce que par Ton fecours on trouve le
~nibre triangulaire , ou le triangle , qui
rcPond & un coté quelconque indiqué par n.
Ou peut transformer cette formule en
Celleci,'n("+} 5 & cela fert méme a faci-
Iter le calcul, parce que toujours un des
el nombres n, ou /z{— , eft un nombre
ParY & par conféquent divifible par i.
Ceft ainfi que fi n=zi 2, le triangle eft
— 6.13=78. Et que fi /z=i 5, le
tigjigie eft=" ~"~=15.8=120 , Scc.
. 3o ¢
Qu on fuppf)fe a prefent Iatdlffe/rence
; on aura la progremon arithmetique
Aante“

Olt les fommes-, en prenant fucceflive-
~ ntun, deux , trois, quatre ternies', &c.
prient cette férié
'4>9,16,25,36,49,64,81,100,121,

n nomme les termes de cette fuite,

s Nombres quadrangulaires, ou plutot
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quarres ; puifqu’en effet cette fuite repré
fente les quarrés des nombres naturels»
comme nous les avons trouves plus haut»
& cette dénomination leur convient dau
tant plus, qu’on peut toujours former
quarré du nombre de points qu’indiquelit
ces termes, ainfi qu'on va le voir :

16, n»

3, 49

441-

On voit ici que le c6té d'un tel
contient précifément le nombre de
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Nindique la racine quarrée. Le cété du
Narré 259par exemple, eft de cing points ;
@i du quarreé 36 eft de fix points ; & en
genéral donc , fi le coté eft n, c’eft-a-dire
iLe le nombre des termes de la progref-
°n” 1» 3»7>75&c*qu'on aura Pfis9
Gt indiqué par n, on voit que le quarre ,
~ “enombre quadrangulaire , fera égal a
5Wme de ces termes, ou= /z/2, ainfi

nous l'avons trouvée a l'article 422.
N’u; ne nous arréterons pas davantage a
[s nombres quarrés, en ayant traité au
°r6 plus haut.

432.

Maifant maintenant la différence = 3,
Prenant de la méme maniéré lesfommes,
°n obtiendra des nombres qu’on appelle
~ntagones, quoiqu’on ne puiffe plus fi bien
N repréfenter par des points (*). Ces
Ites commencent ainfi :

j O Ce n'eft pas cependant qu’'on ne puiflc aufli repre-

Cr Par des points les polygones d’un nombre quel-
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Indices, i,i,j ,4,y,6,7,8, 9
Prog.arith.1,4,7,10,13,16,19,22, M &C
Pentagone, I, 5,12,22,3 5,51,7°,92u7
les indices indiquant le co6té de chaque pd!
tagone.

433-

Il senfuit de la que fi on fait le coté ="
le nombre pentagone fera= = U0pP*
Soit, par exemple , ji=.j , le pentag°’re
fera= 70. Si on demande le pentagone
dont le coéte efl: 100 , on fera n= \oo, "
on aura 14950 pour le nombre cherche*

conque de cOtés ; mais la regle que j'ai remarqué qu'il
fuivre pour cet effet, & que je vais indiquer, me pjr°;
avoir échappé a tous les Algébriftes que j'ai confultés-

On commence par tracer un petit polygone regl
qui ait le nombre de cdtés qu'on demande ; ce nonl
refte confiant pour une méme fuite de nombres PO™
gones, & il eft égal a a p|US la différence de la P
greflion arithmétique qui produit la fuite ; on choifr €/
fuite un'des angles de ce polygone pour tirer du PO~
de concours autant de diagonales indéfinies qu’il eft Pa‘
ble ; on prolonge de méme indéfiniment les deux od ~
qui forment l'angle qu'on a adopté ; aprés cela on Prtll

ces deux cOtés & les diagonales du premier polySol"
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434~
Que fi I'on fuppofe la difféerence= 4, Ol
Pavient aux nombres hexagones , comme
°nle voit dans les progreffions qui fuivent :

ifyj j. ment autant de fois qu'on veut fur les lignes
) nies ; on tire des points correfpondans ou le compas
h/}drrété' des lignes paralleles aux cotés du premier
(Uparne, & on les partage en autant de parties égales ,
autant de points qu'en ont aftuellement les dia-

X 8c les deux coOtés prolongés. Cette regle efl: gé-
6ePurs tr'angle jufqu’au polygone d’'un nombre
tiJ1 'k cotés. Les deux figures qui fuivent fuffiront pour

Militer I'application.

sl ~VAon ces "8ures en triangles fournit encore
ere a différentes confidérations curieufes & a des

lif °nrlations aflez joli** des formules générales, par
~JNUes on voit dans ce chapitre comment s'expriment les
polygones; mais je ne crois pas dovoir tn'y
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Indices, 1,2,3,4,5, 6, 7, 8,9
Prog.arith.1,5,9,1 3,i7, zi, 25, 29, 33 &
Hexagone, 1,6,15,28,45,66,91,120,1 ]} &
les indices montrant encore le coté »
chaque hexagone.

43 5

Ainfi quand le coté eft n, le nom”
hexagoneeft= inn—n= n (m —1)>"
on obfervera au refte que tous les nom~”
hexagones font aufli triangulaires, puiAte
en ne prenant de ces derniers que le p®
mier, le troifieme , le cinquiéme , &c.d
a précifement la fuite des hexagones.

436.

On trouvera de la méme maniere »
nombres heptagones, o&ogones, emiei
gones , &c. Nous nous contenterons *
donner encore ici le tableau des fbriflf
générales de tous ces nombres , compib
ious le nom géneéral de nombrespolygon”'

En fuppofant le c6té = n , ona

le triangle =
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le . ann+on
Quarre 2 — L ?

ey gone 2 n@2-|) )

©VI gone """ = m_H-I\

€ gone 7 &I,

' Viii gone — % apmoom=s

© 1x gone [ n(P-5)

BY gone — = = appam=m 42-3)
A Xi gone = 9@ z21 9

" ¥ gone = %= g7/2402=72(577-4)

6  gone = IN_|—= 922—8/2=72(972—8)
ke *Xv gone= U22pl?>— Ltwpi) ~
lergone = (G Dga; -Hn (*).

437-
Ninfi le coté étant n, on a en général le
~°fitbre m angulaire = -J-—4-"; d'ou

°n peut déduire tous les nombres poly-

g »~ remarclucra ”ans peine que cette table n'eft
Celle de l'article 42.4 pouflce plus loin.
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gones pofiibles dont le coté' feroit > ~ d)
cherchoit, par exemple, les nombres
gulaires, on anroit m= 2, & par con’™
quent le nombre cherché=/z ; c'eft-a-»
gue les nombres biangulaires font les noill
bres naturels 1,2 ,3, &c.

Si on fait m=z 3, Ol a le nombre tria®
gufaire = ==".

Si on faitm= 4, Oll a le nombre qiiarfl
E=.nn, &c.

o
Suppofons, pou@cir cette regl® %

des exemples, qu’'on cherche le nofl®
XXV gone, dont le c6té eft 36 ; on cher
chera d’abord dans notre table le nofli®
XXV gone pour le coté n; on le trouvé
__13Faifant enfuite«=36 , 0l

vera le nombre cherché= 14526.

43 9

Queftion. Quelqu’un a acheté une )IU

fon, & on lui demande combien il Ol *
payé? Il répond que le nombre 36Jg0®



DAL GEBR E. 3

il eft le nombre décus qu’il I'a
achetee.

Afin de trouver ce nombre , on fera
& n=.12 - & fubftituant ces
Vaw s dans la formule générale, on

t°uvera pour le prix de la maifon 23970
eas. (*).

J O Le chnpltre gu'on vient de lire , eft intitulé des nom-
figurés ou polygones. On peut avoir remarqué que ce
pas fans fondement que quelque? Algébriftes diftin-

~ent entre nombres figurés & nombres polygones. En

1 'es nombres qu'on nomme communément figurés,
~rvent tous d'une feule progreflion arithmétique, &

AN Lk fuite de ces nombres fe forme apres cela en ajou-

~ enfemble les termes de la fuite précédente. Chaque fuite
nombres polygones , au contraire , provient d’une

~°2reflion arithmétique différente ; cela fait qu'on ne peut
Te* la rigueur d'une feule fuite de nombres figurés,
e eft en méme temps une fuite de nombres poly-

k S Oa s’en convaincra mieux en jetant les yeux fut;

tables qui fuivent.

r*BLE DES NOMBRES FIGURES.

Otibres conftans --------------- Lo i 0. . &ec!
naturels  ----------- - — i.a. 3. 4. 5. 6. &c.
triangulaires = --------- 1,3. 6.10.15. ai. &c.
pyramidaux  --------- 1.4.10 10.35. 56. &c.

trianguli-pyramidaux 1.5.15.35.70.126. &c.
Torne J. Z
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table des nombres polygones.

Diff. de la progr. Nombres
i triangulaires------ 1.3. 6.10.15.
1 quarrés--—-—-—-—--—- 1.4. 9.16.25. &c'
3 pentagones--—- 1.5.12.22.35. &c
4 hexagones--—-—-- 1.6.15.28.45. &c
Les puiflances forment ajfii des fuites particuliéres &
nombres. Les deux premiéres fe retrouvent dans les na3”
bres figurés, & la troifieme dans les nombres poty'
gones ; c’eft ce qu'on va voir, en fubftituant a a fuccc™!'
;Vement les nombres 1,2,3 &c.

TABLE DES PUISSANCES.

Py o J— — 1. x. 1. 1. 1. &ec.
L — 1. 2. 3. 4. 5 &c.
Gl e 1. 4. 9. 16. 25. &c.

________________ 1. 8.27. 64.125. &c.
A * oo 1.16.81.256.615. &c.

Les Algébriftes du feizieme & du dix-feptieme fieC!
fe font tous beaucoup occupés de ces différentes efpef*
de nombre* & de leurs rapports entrelles ; ils y 0
trouvé une variété fingul.ere de propriétés curieuns'
mais leur utilité n'étant cependant pas grande, on négfe*
aujourd’hui, avec raifon, den parler beaucoup dans ®
¢purs de Mathématiques.
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CHAPITRE V.

Du Rapport Géométrique.

440.

. o .
’I\ E rapport géomé]iri’que e.ntre deux nom-.
escontient la réponfe a la queftion , com-
de fois I'un de ces nombres eft plus
8rand que l'autre ? On lé trouve en divi-
P'un par l'autre ; le quotient indique la

rafon cherchée.

AN

4 4 1.

Ona donc trois chofes a conftdérer ici}
* |e premier des deux nombres propofés,
jju°n nomme Xantécédent; i.° I'autre nom-

re> qu'on appelle le conféquent; 3.0 la
tafon des deux nombres , ou le quotient
la d.vifion de I'antécédent par le confe-
rent. Par exemple c'cft le rapport
esnorubres 18 & 12 qu’il sagit d'indiquer,
eft fantécédenr, 12 eft le conféquent,

Z z
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& laraifonfera = i $ dou l'on voit
gue l'antécédent contient le conféquent
une fois & demie.

4472 .

On a coutume d’indiquer le rapport
géomeétrique par deux points , mis I'un. W
deflus de l'autre entre l'antécedent &
conféquent.

Ainfi a\b fignifie le rapport géométrie”
de ces deux nombres, ou la raifon de b a*
Nous avons déja remarqué plus haut qu”®
fe fert de ce figne pour indiquer la divifiofli
& c’eft aufli pourquoi on I'emploie ici)
parce qu’afin de connoitre ce rapport, ©
faut qu’on divife a par b. La raifon, in
quée par ce figne , fe prononce en dif»*1
fimplement a ell a b.

443 -
On repréfente donc I'exprefllon d»
rapport par une fraftion dont le numeéro
teur eft I'antécédent, & dont le déenom»'
nateur eft le conféquent. La clarté exige
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N QU réduife toujours cette fra&ion a fes
Moindres termes , ce qu’on fait, comme
nous I'avons montré plus haut, en divifant
e numérateur & le dénominateur par leur
plus grand commun divifeur. Ainfi la frac-
tioni! fe réduit 2\, en divifant les deux

termies par 6.
4 4 4 .

Les rapports ne différent donc entr’'eux
~uen tant que leurs raifons font diffe-
tentes; & il y a autant de différentes
e*peces de rapports géométriques qu’on
Peut imaginer de différentes raifons.

La premiere efpece eft fans contredit
celle ou la raifon devient I'unité j ce cas
9rive quand les deux nombres font égaux ,
c’rnme dans 3:3 ; 4:4; a:a; laraifon eft
d1, & a caufée de cela on la nomme le
Apport de [I'égalité.

Viennent enfuite les efpeces ou la raifon

un autre nombre entier ; dans 4:2 la
raifén eft 2, & on la nomme raifon double s

Z 3
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dans 12:4 la raifon eft 3, & on la nomme
raifon triple; dans 24:6 la raifon eft 4 >
& elle s'appelle raifon quadruple , 8zc.

Apres ces efpeces-la viennent celles dont
les raifons s’expriment par des frayions,
comme 12:9, ou la raifoneft jou 1ji
18:27, ou la raifon eftj, &c. On peut
méme diftinguer parmi celles-ci les raifons
ou le conféquent contient exaftement deuX
fois, trois fois &c. I'antécedent : tels font
les rapports 6:12, 5:15 &c. dont quel-
gues-uns nomment les raifons, raifonsJous-
doubles, fous-triples, &c.

Nous ajouterons qu’on nomme raifon dt
nombre a nombre, celle dont le quotient
n'eft pas un nombre inexprimable , I'anté-
cédent & le quotient eétant des nombres
entiers, comme 11:7, 8:15 tkc. & qu’on
appelle raifon irrationnelle ou fourde, celle
dont le quotient ne peut sexprimer exac-
tement ni par des nombres entiers, ni par
des fra&ions, comme y/5a8,4a y/3.
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Soit a préfent dl'antécédent, bleconfé-
rent & d1a raifon , nous favons déja que
a& be’tantdonnés, on trouve d:

Que fi Ieconfe’quentbétoitdonné avec
tataifon, on trouverait I‘antécédenta=bdf
Parce que bd divifs par b fait d. Enfin fi
lantécédent Aefl donné & la raifon d on
trouvera le conféquent b: a: car en di-

Vlifcint l'antécédent A par ce conféquentj ,

°n trouve le quotient d, c'eft-a-dire la

raifon.
4 4 6

Tout rapport a:b refte confiant, foit
on multiplie ou qu'on divife l'antécé-
"ent & le conféquent par le méme nom -

bre , parce que la raifon refte la mé&me.
C .

*oit dla raifon de a:b, on a or la
raifon du rapport na:nb eft aufli j = d,

A celle du rapport | :=-eft pareillement £
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447.

Quand une raifon aété réduite a fes moiiv
dres termes, il eft facile d'en reconnoitre le

rapport SCde I'énoncer. Par exempl. quand

la raifon j a été réduite a la fraction-, 011

. q
dit a:b=p:<jya:b::p:q, ce qui fe pro’
nonce , A eft a bcomme efh a Ainfi >

la raifon du rapport 6:3 e’tantj ou 2, on

2:1. On aura de méme 18 :*1

dira 6 :3
= 3.7 ,& 2408 = 4 3 ,8& 30:45=2:3
& c¢. Que filaraifon ne peut s'abréger, le
rapport ne deviendra pas plus clair ; on

ne fimplifie pas en difant 9:7 =9 :7.

4 4 8.

On peut,au contraire, transformer quel’
guefois en un rapport clair & fimple ceUll
de deux tres-grands nombres , favoir »
lorfquc la raifon fe réduit a de trés-petith
termes. Par exemple , quand on peut dire
28844 i44Z2z7 = z:1}ou 10566:7044"=3

c2, ou 57600:25200=16:7.
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449-

1 eft donc eftentiel, pour exprimer un
Apport quelconque de la maniéré la plus
Cla're qu'il foit poffible , de chercher a
reduire la raifon aux plus petits nombres

fe puiffe. Cela fe fait facilement, en
Ilvuant les deux termes du rapport par leur
AUsgrand commun divifeur. Par exemple,
PeUr réduire le rapport 57600:25200 »
Celui-ci, 1617, tout confifte dans la feule
*pération de divifer les nombres 576 &

par36,quieft leur plus grand com -

divifeur.

450.

An voit donc aufii combien il importe
Au‘n fadche toujours trouver le plus grand
¢c°nimun divifeur de deux nombres donnés ;
Mais c'efj. ce qUi demande une m¢éthode

nous détaillerons dans le <chapitre

Vivant.
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CHAPITRE ViIil.

Du plus grand commun Divifeur de
Nombres donnés.

451-

x L eft des nombres qui n'ont d’autre cowW
mun divifeur que l'unité, & quand le "
mérateur & le dénominateur d’'une fra#'0’
font de cette nature , il n'eft pas po/Ti®
de la réduire a une forme plus commaode.

On voit, par exemple , que les
nombres 48 & 35 n'ont pas de comfiuit
divifeur , quoique chacun ait fes divifens
en particulier. C’eft pourquoi on ne pdt
exprimer plus Amplement le rapport 48
parce que ladivifion de deux nombres parl
lle les rend pas plus petits.

45
Mais lorfque les deux nombres ontlll
commun divifeur, on le trouve , &
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3 plus grand qu’ils aient, par la regle
filvante : 0
N faut divifer le plus grand des deux
rfmbres par le plus petit; on divilera
afuite par le réfidu le divifeur précédent
! refte dans cette fécondé divifion ,
tMra aprés cela de divifeur pour une
r*fieme divifion , dans laquelle le réfidu
" le divifeur précédent fera le dividende ,
continuera de la méme maniére juf-
N ce qu'on arrive a une' divifion fags
e'e >le divifeur de cette divifion , & par
Crféquent le dernier divifeur, fera le plus
commun divifeur des deux nombres
°‘Imés. %
N°ici cette opération pour les deux
rfmbres 576 & 252:

252 576 2
504

79 252 3
216 |

36 72
7*
0.
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Ainfi le plus grand commun divifeur
ici 36.
453~
Il fera bon d’éclaircir encore cette regle
par quelques autres exemples. :
Supposons qu’on cherche le plus grdlQ
commun divifeur des nombres 504 &
on aura:
504 1
31* :
192 312 1
j92
120 192 1
120
7* 120 1
7*
48 7+ 1
* 48
24 48
48

0.

Ainfi 24 eft le plus grand commun divi

feur, & par conféquent le rapport 504:3*
fe réduit a la forme 21:13.
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Soit donné le rapport 625:5 29, & qu’on
Perche le plus grand divifeur commun
entre ces deux nombres ;

529 625
Sz9
.96 529 5
480
49 6
49
47 49
47
47
46
22
21
Gt

mDonc 1 eft ici le plus grand commun
Mfeur, & par conféquent on ne peut
~primer la raifon 625:5 29 par des nom-

resplus petits, & la réduire & de moindres
ternies.
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45 5

Il fera néceflaire a préfent de donner awe
la démonftration de cette regle. Suppol°lS
pour cela que a foit le plus grand & ™"
plus petit des nombres donnés, & que
foit un de leurs communs divifeurs ,
comprendra d’'abord que a & b ét™nt di'l
fibles par d, on pourra aufli divifer p# "
les quantités a—b, a—ib 3a—}b, & fl
géenéral a—nb.

kK L* 1
456.

Le réciproque n'eft pas moins vrai ;
a-dire que fi les nombres b & a—nb fort
divifibles par d, le nombre a fera a™!
divifible par d. Car nb pouvant étrediv$
pard, on ne pourroit divifer a—nb par
fi a n'étoit pas divifible de méme par d.

Nous remarque4ro5n§ de plus que fi d $
le plus erand commun divifeur des dd*
nombres b 6¢c a—nb, il fera aufli le p~5
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Sfand commun divifeur des deux nombres
s”™ h Car fi, pour ces nombres a & b,
divifeur commun plus grand que d pou-
/it avoir lieu , ce nombre feroit aufli un
Mfeur commun de b & a—nb, & par
~fequent d ne feroit pas le plus grand
%tfeur de ces deux nombres. Or nous
\AI°’ns de fuppofer d le plus grand divifeur
“mun a b & a a—nb; donc il faut que
°0 auffi le plus grand commun divifeur
de* & d zb.

458 -

J, ~es trois chofes étant pofées, divifons,
| vant la regle , le plus grand nombre a par
CPlus petit 'y & fuppofons le quotient=/z,
°Waurons le réfidu a—nb , qui ne peut
N Nre plus petit que b. Or ce refie a—nb
jhant le méme plus grand commun divi-
Qravec b que les nombres donnésa & b,
n gu’a recommencer la divifion, en
lvifant le divifeur précédent b par ce

a— nb; le nouveau réfidu qu’on
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obtiendra, aura encore, avec le divifén
précédent, le méme plus grand commun
divifeur, & ainfi de fuite.

459*

On continuera donc de la méme nd
nierc, jufqu'a ce qu’on parvienne a "
divifion fans refte , c’eft-a-dire ou le r
foit zéro. Soitp ce dernier divifeur, conterl
exactement un certain nombre de fois dailS
fon dividende ; ce dividende fera (I°ri
divifible par p, & aura la. forme
ainfi ces nombres p8z mp font tous les de?®
divifibles par p, & il eft sGr qu’ils n'll
pas de plus grand commun divifeur, pafe
gu’aucun nombre ne peut étre divifé réen
ment par un nombre plus grand que
méme. Par conféquent c’eft aufli ce dern:e
divifeur qui eft le plus grand commun div/
feur des nombres propofés a& b, & vo$
la démonftration de la regle preferite.

46 °- i

Mettons ici encore un exemple de 1

méme regle, en cherchant le plus g™t
conim!’l
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Commun divifeur des nombres 1728 &
}3 4. Voici I'opération :

1728 2304 |1
1728

576 1728 3
1728

0.
Tl senfuit de la que 576 eft le plus, grand
c’nimun divifeur , & que le rapport 1728
:*304 fe réduit a celui-ci, 3:4 i c'eft-a-
que 1728 eft a 2304 tout comme 3

< u 4

CHAPITRE VIill.

Des Proportions Géométrioques™

461.

eux rapports géométriques font égaux
I°rfque leurs raifons font égales. Cette éga-
de deux rapports fe nomme une propor-
tI°’ngéomeétrique ; & onécrit, par exemple,
ou a\b\:c\dj pour indiquer que

Tome /. A a
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le rapport a:b efl: égal au rapport c:d; mais
on exprime plus Amplement la lignification
de cette formule, en difant a efl a b CITNE
c a d. Une telle proportion efl: celle-ci»
8:4=12:6 - car la raifon du rapport 84
efl: j, & c’eft aufli la raifon du rapp°d
12:6.

46 2.

Ainfi a:b= c:d étant une proportion
géométrique, il faut qu’'une méme rai™o0
ait lieu des deux cbtés, & que j—j ', *
réciproquement fi les fraEKonsj & ~
égales, on a a:b— c:d.

46 3.

Une proportion géomeétrique confié
donc en quatre termes, tels que le pre
mier , divifé par le fécond , donne le mé»n
quotient que le troifieme , divifé par "
quatrieme. On déduit de la une propriete
importante , commune a toutes les prop°r
tions géométriques, & qui eft que le prodliit
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du premier & du quatriéme terme eft tou-
jours égal au produit du fécond & du troi-
sieme ; ou plus Amplement, que le produit
des extrémes eft égal au produit des moyens.

464.

Prenons, pour démontrer cette propriété,
taproportion géométrique a:b— c:d, de
“rte que *-=7. Si on multiplie I'une &
Nautre de ces deux fraftions par.b, 0ll
°‘Wnt a=Y, & multipliant de plus pard
| deux c6tés,7 on a ad=bc. Or ad eft
e produit des termes extrémes, bc eft celui
ds moyens, & ces deux produits fe trou-
ant égaux.

465.

Réciproquement fi les quatre nombres
a> ¢, d, font tels que le produit des
deux extrémes a & d eft égal au produit
desdeux moyens b & c¢, on eft certain qu’ils
°rment une proportion géométrique. Car,
Puifque ad— bc, on n'a qu’a divifer de part

A a z



37+ ELEMEN S
& d'autre par b a%on aura ou\
= j, & par conféquent a:b=c:d.

4 66 «

Les quatre termes d’une proportion géo'
métrique, comme a:b=e:d, peuvent ie
tranfpofer de différentes maniérés, fans que
la proportion ceffe de fubfifter. Car le pritl
cipal étant toujours que le produit
extrémes foit égal au produit des moyens/
ou ad=bc, onpeutdire: i b:a= dC
2.°a:c=b:di y° d:b=zcias4.0d:c=b'"’,

467.

Outre ces quatre proportions geon”'
triques, on peut en déduire encore d’autr™5
de la méme proportion, a:b=c :d. On pelt
dire : a-\-b:a, ou le premier terme pluw
le fécond , efl: au premier , comme le tr°r
fieme-{-le quatriéme eft au troifieme, ¢ ™"
a-dire, a-\~b:a=.c-\-d:c.

On peut enfuite dire : le premier —
fécond eft au premier comme le troiflenie
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"-le quatriéme eft au troifieme , ou bien
a b:a=c—d\c.

Car fi I'on prend le produit des extrémes

N des moyens, on a ac—bc=ac—ad, ce

Lui revient évidemment a I'égalité ad=bc.

Enfin facile auffi de démontrer que
a\-b:b~c-\-d:d; & que a—b:b=c—d:d.
46 8.

Toutes les proportions que nous avons
vu dériver de a:b=c:d, peuvent fe repré-
senter de la maniéré genérale qui fuit :

ma-\-nb :pa-\-qb=:mc-\-nd:pc-"-qd.

Car le produit des termes extrémes eft
~Pac-"-npbc-~-mgad-"~-ngbd , ou , puifque
NNpc, ce produit devient mpac-\-npbc
"“\~mgbc-\-ngbd. De plus le produit des ter-
mes moyens eft mpac-\-mqgbc-\-npad-\-ngbd9
QL >a caufe de ad=bc , il eft mpac-\-mqgbc
"\~npbc-\-ngbd, ainfi ces deux produits font
égaux.

i, 4179,

11 eft donc clair qu’une proportion géo-
métrique étant donnée, par exemple, 6:3

Aa 3
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= 10:5, on peut en deduire une infinité
d’autres de celle-ci. Nous n’en mettrons ici
que quelques-unes.
3:6=5:10 j 6:10=3:5; 9:6=15:10)
3:3=5 :5j 9:15=3:5 ; 9:3jjgM : 5*

470* n

Puifque dans toute proportion géome-
trique le produit des extrémes eft égal au
produit des moyens, on peut, les trois pre*
miers termes étant connus, trouver par leur
moyen le quatrieme. Soient les trois pre*
miers termes 24:15 = 40 a.... comme le
produit des moyens eft ici 600 , il faut q«e
le quatrieme terme multiplié par le premier!
c’eft-a-dire par 24, fafle pareillement 600;
par conféquent en divifant 600 par 24 , le
quotient 25 fera le quatrieme terme cher'
ché, & la proportion entiere fera 24: M
= 40:25. En général donc, fi les trois pre'
miers termes font a:b=c:... on mettra »
pour la quatriéme lettre inconnue ; & pu»'
gu’il faut que ad=bc, on divifera de paft
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& dautre par a, & onaurad = B\ Ainfi

ta quatrieme terme eft= ~, & on le
trouve en multipliant le fécond terme par
ta troifieme , & en divifant ce produit par
ta premier terme.

471.

Voila le fondement de cette regle de trois
fi célébré dans l'arithmétique ; car que
cherche-t-on dans cette regle ? On fuppofe
trois nombres donnés, & on en cherche

quatrieme qui foit avec ceux-la en
proportion géométrique ; de facon que Ié
premier foit au fécond comme le troifieme
au quatrieéme.

47 **
Quelques circonftances particuliéres fe

préfentent a remarquer ici.

D’abord , fi dans deux proportions les
premiers & les troifiemes termes font les
bernes, comme dans a:b—c\d & a:f=c:g,
Je dis que les deux féconds & les deux qua-
triemes termes feront aufli en proportion

Aa 4
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géométrique , & que b:d=f:g. Car la pre*
miere proportion fe transformant en celte'
ci, a\c=b:d, & la fecondé en celle-ci, aC
=f'-g, il Senfuit que les raifons/E:af & / £
font égales, puifque chacune d'elles e#
égale a la raifon a:c. Par exemple, fi 5:1°°
=2:40, & 5:15=2:6, il faut que 100:4°
=1 j:6.
473

Mais fi deux proportions font telles que
les termes moyens font les mémes dans I'un?
& dans l'autre, je dis que les premier5
termes feront en raifon inverfe avec I"5
quatriemes. C’eft-a-dire, fia:bz=c:d, &
—c:g, il senfuit que a:f=g:d. Soient, par
exemple , les proportions 24:8=9:3 , &
6:8=9111, onaura24:6=12:3. LargifoA
en eft évidente : la premiere proportion
donne ad=bc ¢ la fécondé donne fg="c>
donc ad=.fg & a:f=g:d, oua:g=f:d.

AT 4

Deux proportions étant données, on peut

toujours en faire une nouvelle , en multi*
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Priant féparément le premier terme de I'une
par le premier terme de l'autre , le fécond
per le fécond , & ainfi des autres termes,
ainfi que les proportions a:b=c:d &
fourniront celle-ci, ae:bfz=¢g:dh.
la premiere donnant ad=.bc , & la fe-
c¢’nde donnant eh=fg, on aura aufli adeh
N dg. Or adeh eft le produit des ex-
'rgnes, & bcfg eft le produit des moyens
la nouvelle proportion ; ainfi ces deux
Produits étant égaux , la proportion eft
Maie.

475-

Soient, par exemple , les deux propor-
IOs, 6:4=15:10 & 9:12=15:20, leur
@binaifon donnera la proportion, 6.9:4
‘li:=15.15:10.20,

ou 54:48= 225:200,
ou 9:8= 9:8.

476 .
\r
N ous obferverons enfin que fi deux pro-
‘ts lont égaux , comme ad=bg¢, on peut
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réeciproquement convertir cette égalité &
une proportion géométrique.

On a toujours l'un des fafteurs du pre
mier produit a un des fa&eurs du fecofl®
produit, comme l'autre fafteur du fecoi®
produit a I'autre fa&eur du premier produit
c’eft-a-dire , dans notre cas a:c=b\d, °u
a:b—c\d. Soit 3.8 = 4.6, on en forn”3
cette proportion, 8:4=6:3 , ou celle-0l’
3:4=6:8. De méme fi 3.5=1.1 5, onauf2
3:15=1:5, 0ub5:1=15:3, 0u3:1=15M

CHAPITRE I X.

Remarques fur les Proportions & fur lill
ufage.

477-

C Mette théorie eft tellement nécefl"3®
dans la vie commune , que perfonne p’Epy
gue ne peut s'en paflfer. 1l y a toujours pr°
portion entre les prix & les marchandé’
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N quand il efl: queftion de différentes ef-
Peces de monnoie , tout fe réduit a déter-
mrer les rapports qui Ibnt entrelles. Les
exemples que ces réflexions nous four-
rent, feront trés-propres a éclaircir les
Prmcipes des proportions, & en faire voir
Uilite dans l'application.

47 8.

On voudroit favoir, par exemple , le
7ePport entre deux efpeces de monnoie :
,\Ppofons un louis d’or vieux & un ducat,

fondra voir d’abord combien ces efpeces
\&knt, étant comparées a une méme ef-

Ainfi un louis vieux valant a Berlin
* rxdales & 8 gros, & un ducat valant
~Udate$ 5fi on réduit ces deux valeurs a
Ule méme efpece ; foit a des rixdales, ce

donne la proportion 1 L.:! j R.
j* ou= 16:9; foit a des gros, dans
NS'vel cas on auroit 1L.:1D.= 118 :jz
16: 9. On voit que ces proportions don-
ndlit le rapport juftc du louis vieux au duccir j
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car l'egalité des produits des extrémes &
des moyens donne dans I'une & dans l'auto
9 louis= 16 ducats ; & au moyen de cette
comparaifon on pourra changer en ducats
une fomme quelconque de louis d’or vieux»
& réciproquement. Suppofez qu’on
mande combien iooo louis vieux font en
ducats, vous ferez cette regle de troise
9 louis font 16 ducats ; que font 1000 louis*
& vous répondrez, 1777 ~ducats.

Que ft I'on demandoit, au contrais>
combien 1000 ducats font de louis d°r
vieux , il faudroit faire cette regle de trois'
16 ducats font 9 louis; que font 1000 av

cats ? répdnfe, 562 ” louis d’or vieux.

479-

Ici (a Saint-Pétersbourg) la valeur
ducat varie & dépend du cours du changé
C’eft ce cours qui détermine la valeur cu
rouble en ftuvers ou fous de Hollande >
defquels 105 font un ducat.

Ainfi quand le change eft a 45 ftuvers >
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a cette proportion, 1 rouble : 1 ducat
"'-45:105 = 3:7 ;& delal'égalité: 7 rou-
tai 3 ducats.

On trouvera par-la combien un ducat
kit en roubles 5 car 3 ducats:7 roubles
N 1 ducat:.., réponfe, 2 roubles.

Si le change étoit a 50 ftuvers, on auroit
CGtte proportion, 1 rouble : 1 ducat= 50
"loJ=i0:2i, ce qui donneroit 21 rou-
Nes= i oducats; & onauroitlducat=2
rrubles. Enfin, quand le change efl a 44
divers, onal rouble: I ducat:= 44:105,
N par conféquent 1 ducat= 2" roubles

N * roubles 38 ~Acopeckes.
480 .

Ms'enfuit de 1a qu’on peut aufli comparer
enfemble plus de deux efpeces de monnoie,
G Mu'on a tres-frequemment occafion de
aire dans les lettres de change. Suppofons,
P°ur en donner un exemple , que quelqu’un
~ici ait 1000 roubles a faire payer a Berlin,
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& qu’il veuille favoir combien cette formas
fait en ducats a Berlin.

Le change efl: ici a 47\, c'eft-i-d're
gu’un rouble fait 47 ~ftuvers. En Hollande»

20 fluvers font un florin; 1  florins de
Hollande font une rixdale de Hollande*
De plus le change de la Hollande avi”c Berll
eft a 142, c’eft-a-dire que pour 100 ri*
dales hoilandoifes on paye a Berlin N1
rixdales. Enfin le ducat vaut a Berlin »
rixdales.

481.

Pour réfoudre maintenant la queft*Q
propofée, allons pas a pas. En commencai
donc par les ftuvers, puifque 1 roui®
= 47 \ ftuvers, ou 2 roubles = 95 ftuve’-
nous ferons 2 roubles : 95 ftuvers= 1000 *
reponfe, 47500 ftuvers; & fi nous all°rb
plus loin & que nous difions, 20 ftuvcr®
;1 florin= 47500 ftuvers:.... nous auroi's
1375 florins.

De plus, 2~ florins= 1 rixdale holl®
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~ife, ou 5 florins = 2 rixdales hollan-
des j on fera donc 5 florins : 2 rixdales
~°Handoifes = 2375 florins :.... réponje,
550 rixdales hollandoifes.

Prenant enfuite les écus de Berlin fuivann
~change a 142, nous aurons 100 rixdales
**andoifes : 14 2 rixdales = 950 : au qua-
trieme terme , 1349 rixdales de Berlin,
allons enfin aux ducats, & difons 3 rixdales
¥ ducat=1349 rixdales a....... rép. 449 |
Vats.

482.

Suppofons, pour rendre ces calculs en-
~°re plus complets, que le Banquier de
erun faflé difficulté , fous quelque pre-
ste que ce foit, de payer cette fomme,
~ Adil ne veuille acquitter la lettre de
change qu’'a raifon de cing pour cent de
rabais, cleft-a-dire en ne payant que 100
au Ueu de 105, il faudra encore faire cette
Tegle de trois: 105:100 = 449 j a un qua-

trieme terme , qui efl: 428 ~ ducats.
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48 3.

Nous venons de voir qu’on avoit befoirf
de fix opérations en le fervant de la rcglf
de trois $ or on a trouvé moyen d’abrégé
extrémement ces calculs par la regle qu Ql
nomme regle de réduction. Pour expliquer
cette regle, nous confidérerons d'abord I&
deux antécédens de chacune des fix opé
rations précédentes :

1) 2 roubles : 95 ftuvers.
1) 20 ftuvers : 1 flor. holi-
I1.) 5 flor. holl. : 2 rixd. holi*
IV.) 100 rixd. hol. ; 142 rixd.
V.) 3 rixdales : 1 ducat.

VI.) 105 ducats : 100 ducats.

Si nous repaflons a préfeat fur les calc™’
ci-deflus, nous remarquerons que n°l>
avons toujours multiplié la fomtie prop0
fee par les féeconds termes, & que
avons divifé les produits par les premia5
termes ; il eft donc clair qu’'on parvient
au méme réfultat, enlmultipliant la foirnl*
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propofée toute d’'une fois, par le produit
de tous les féconds termes, & en divifant
par le produit de tous les premiers termes.
Ou, ce qui revient au méme , qu'on
naura qu’a faire la regle de trois fuivante :
“mme le produit de tous les premiers
Urines eft au produit de tous les féconds
termes, ainfi le nombre de roubles donné

au nombre de ducats payables a Berlin.

48 4.

Ce calcul sabrége encore davantage,
Hand parmi les premiers termes il sen
Irrive qui ont des divifeurs communs avec
u-lques-uns des féconds termes ; car dans
G cas on efface ces termes, & on met a

place les quotiens provenus de la divifion
Par ce divifeur commun. L’exemple précé-
dent prendra de cette manieré la forme
u°n va voir :

Tome /.
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Roubles  x. ftuv. Viooo I
,Z0. i flor. holland.
z rixd. holland.
100. 142 rixd.
3. 1 duc.

j-¢jf.ii. %tgxp duc.
6300 : 2698 — 1000 a....
7)26980.
9)3854(2.
427 (2. Réf. 428 N duc#h

485.

L'ordre qu'il faut fuivre en fe fervant ~
la regle de réduction efl: celui-ci : 01l coii’
mence par I'éfpece de monnoie dont il
queftion , & 0:1 la compare avec une aut™
gui doit commencer le rapport fuivant,
lequel on compare cette fécondé efpe?
avec une troifleme , & ainfi de fuitej
facon que chaque rapport commence pd
I'efpece par laquelle le rapport précédéll
finifl'oit $ on continue de méme jufqu’a d
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~uon arrive a l'efpece fur laquelle on
Amande la réponfe, & a la fin on tient
compte encore des faux frais.
486 .
Donnons encore d’autres exemples, afin
faciliter la pratique de ces opérations.
Si les ducats gagnent a Hambourg 1 pour
Cat fur deux rixdales de banque , c'eft-a-
gue 50 ducats valent, non pas 100 ,
~Nais 101 rixdales de banque , & que le
change entre Hambourg & Konigsberg
119 gros de Pologne, c’eft-a-dire que
1 rixdale banco fafle 119 gros polonois,
c¢’mbien feront 1000 ducats en florins polo-
rfis? 30 gros polonois font 1 florin polon.

NJeat 1 :z rixd. B.° 1000 duc.
«JOO 50 101 rixd. B.°
I 119 gros pol.
30 1 flor. pol.
1§00 : 1z0:9 = 000 duc. :....
3)120190.
5)40063(1.

8012(3. Rép. 8012 =Al. p.
Bb z
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487 .

On peut auffi abréger encore un peu &
vantage, en écrivant le nombre qui fait le
troifieme terme au-defius du fécond rang?
car alors le produit du fécond rang , div$
par le produit du premier rang , donnera
la réponfe défiree.

Queftion. On fait venir a Leipfig
ducats d’ Amfterdam, ayant cours dans cefifi
derniere ville a raifon de 5 flor. 4 fluvefS
courans, c’eft-a-dire que 1 ducat vaut
ftuvers , & que 5 ducats valent 16 florins
hollandois. Si donc I'agio di B.° efl: a
terdam de 5 pour cent, c'eft-a-dire que
105 courans faflent 100 de banque, & <
le change de Leipfig a Amfterdam , dl
argent de banque , foit 13 3 } pour cent>
c’efl-a-dire que pour 100 rixdales on paye
a Leipfig 133~ rixdales ; enfin 2 rixdales ~
Hollande faifant 5 florins de Hollande , °n
demande combien , fuivant ces changé’
il faudra payer de rixdales a Leipfig p°wu
1000 ducats?
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ducats.
Aucats % : z6 fl. holl. cour.
*0N.21 0 ARt flor. holl. B.°
X : ar rixd. B.° =
#PP2 533 rixd. a Leipf.

21 3)?1432(K
7)18477(4.
2639.
Rép. 2639 17 nxdales , ou

2639 rixdales & 1]
bons gros.

CHAPITRE X.

Des Rapports compofés.
488.

~ N obtient des rapports compofés, en

Multipliant par ordre les termes de deux

;Hde plufieurs raifons, les antécédens par

nntecédens, & les conféquens par les
Bb 3
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conféquens ; & on dit alors que le rapport
entre ces deux produits eft compojé des
rapports donnés.

C’eft ainft que les rapports a:b,c:d,e'f
donnent le rapport compofé ace:bdf\*)e

489.

Une raifon reftant toujours la méme»
quand , pour l'abréger, ou divife fes deux
termes par un méme nombre, on peut faci-
liter beaucoup la compofition ci-deffus
en comparant les antécédens & les confe
guens dans le deflein de faire de tell&s
réduftions , ainfi que nous I'avons fait dafls
le chapitre précédent.

Voici, par exemple, comment on trouve
le rapport compofé des rapports donnes
qui fuivent.

(*) Chacune de ces trois raifons eft dite étre une de*

racines de la raifon compofce.
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Rapports donnés.

12:aj , 28:33 , & 1 56.
2242 0 5 §.
<2 Coji-3n
ITf N AO.

h°nc 2:5 efl: Ia2 raifon compofee qu’on

Perchoir.
490.

Le méme procédé a lieu , quand il s'agit
Qpérer en général fur des lettres; & le
Gsle plus remarquable eft celui ou chaque
Antécédent eft égal au conféquent de la
raifon précédente. Si les raifons données
font

a:b
b:c
c:d
d:e
e : a;

a raifon compofée eft 1:1.

Bb 4
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491*

On verra l'utilitée de ces principes, en
remarquant que deux champs quarrés ont
entr'eux un tel rapport, compofé des rap'
ports des longueurs & des largeurs.

Soient, par exemple , les deux champs
A & B ; que A ait 500 pieds de longueur
fur 60 pieds de largeur, & que la longueur
de B foit de 360 pieds, & fa largeur de
100 pieds ; le rapport des longueurs fef3
500:360, & celui des largeurs 60:100,
Ainfi I'on a

~00,5 : 6,00.
#0 @ J-00.
5: 6
Donc le champ A eft au champ B comme
5 a 6.

492*
Autre exemple. Soit le champ A Jné
de 720 pieds, large de 88 pieds ; le champ
B long de 660 pieds, & large de 90 pieds »
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On compofera les rapports de la maniéré
Hui fuit :

Napport des long. 1J,00,100.

Napport des larg. 888 z *Q.

~gp. des champs A & B 16 M-
493 -

De plus, s'il sagit de comparer deux
~ambres, relativement a I'efpace ou au
c¢’ntenu, on obfervera que ce rapport eft
¢mpofé de trois rapports ; favoir, de celui
7es longueurs, de celui des largeurs & de
(Hui des hauteurs. Soit, par exemple , la
Cambre A , dont la longueur = 36 pieds,
lalargeur= 16 pieds, & la hauteur= 14
Pedsj & la chambre B , dont la longueur

42 pieds, la largeur = 24 pieds, & la
auteur = 10 pieds 5 on aura ces trois
apports :

pour la longueur

pour la largeur *£.*2 . z##.

pour la hauteur j-~2 : *0,j.

4 5
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Ainfi le contenu de la chambre A efl au
contenu de la chambre B comme 4/5-

494>

Lorfque les raifons qu’on compofe de
cette maniéré font égales, il en réfulte des
raifons multiples, bavoir , deux raifo"5
égales donnent une raifon doublée ou quof*
rée ; trois raifons égales produifent la raifoll
triplée ou culnque , & ainfi de fuite. Par
exemple, les raifons a:b & a\b donnent I3
raifon compofée aa: bb; c’efi; pourquoi 1
dit que les quarrés font en raifon doublee
de leurs racines. Et le rapport a: b multipl'c
trois fois, donnant le rapport a3: b3, on dl
que les cubes font en raifon triplée de leuS
racines.

495-

On enfeigne dans la Géomeétrie que deu*
efpaces circulaires font en raifon doublé
de leurs diametres j cela fignifie qu'ils font
I'un a l'autre dans le rapport des quarrés
leurs diamétres.
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Soit A un tel efpace dont le diametre
N 4* pieds, & B un autre efpace circu-
laire dont le diametre= 30 pieds ; le pre-
niler efpace fera au fécond comme 45.45

1°«30 , ou, en compofant ces deux rai-
sos égales

AfM  m -TM»2*

~°nc ces deux aires font entr'elles comme

4
496.

On démontre aufli que les folidités des
fyheres font en raifon cubique des dia-
cres de ces globes. Ainfi le diametre d’un
globe A étant 1 pied, 8c le diametre d'un
globe B étant 1 pieds, la foliditée de A fera
1 celle de B comme i3:z3, ou comme
1a 8.

Si donc ces fpheres font d’'une méme
Natiere , la fphere B pefera 8 fois autant
Mle la fphere A.
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497-

On voit qu’'on peut trouver par-la le
poids des boulets de canon , leurs diametres
& le poids d'un feul étant donnés. Soit, par
exemple, le boulet A dont le diametre ==
pouces, & le poids=5 livres, & qu'on
demande le poids d’'un autre boulet donl
le diametre feroit de 8 pouces , on aura
cette proportion, 13:83= 5 au qua
trieme terme , 320 liv. qui indique le poids

boulet B. On auroit pour un autre boulef
tdont le diametre feroit =m 15 pouces,

230j5= ji o Rép. 2109 § I

498.

Quand on cherche le rapport de deu*
frayions, comme j :j , on peut toujours
I'exprimer en nombres entiers ; car on n3
qu’a multiplier les deux fra&ions par bd>
on obtiendra le rapport ad'.bc qui eft e®
a l'autre , & d'ou refulte la proportion™' 1
=zad:bc. Sidonc ad & bc ont des divifeurs
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Communs, le rapport pourra fe réduire a

moindres termes. C’eft ainfi que ™ : j|
N15.36: 24.25= 9:10.

499.

On voudroit favoir encore quel eft le
Apport des fraftions a& \ ; il eft clair qu'on
albla~\L~b: a; ce quon exprime en
Nfant que deux fraétions qui ont l'unité
P°ur numérateur, font en raifon réciproque
°u inverfe de leurs dénominateurs. On dit la
~éme chofe de deux fra&ions qui ont un
méme numeérateur quelconque ; car e: b
‘s' Mra. Mais fi deux fraftions ont leurs de-
ssinateurs égaux, comme : h, elles font
en raifon directe des numérateurs, favoir,
c’mme a:b. Ainfi | N=6:3=2:r,
NT:n~=10:15, ou= 2: 3.

500.

On a remarqué dans la chute libre des
GQPsj qu’'un corps tombe de 15 pieds dans
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une fécondé , que dans deux fécondes ce
temps il tombe de la hauteur de 60 pieds>
& que dans trois fécondés il tombe de «3i
pieds ; on en a conclu que les hauteurs f°rt
entr'elles comme les qua?rés des temps>
& que réciproquement les temps font en
raifon fous-doublée des hauteurs, ou comme
les racines quarrées des hauteurs.

Si donc on demande combien de temps
il faut a une pierre pour tomber de la ha™
teur de 2160 pieds; on aura 15:21607"
au quarré du temps cherché. Ainfi le quarfe
du temps cherché eft 144, & par confé'
quent le temps qu'on demande eft Ii
fécondés.

501.

On demande combien de chemin, Q01
quelle hauteur, une pierre pourra parcoufll
en tombant pendant une heure de temps»
c'eft-a dire en 3600 fécondés? On dill
donc, comme les quarrés < temps, c'e™'
a-dire i’~600’; ainfi la hauteur donm>
= 15 pieds, a la hauteur cherchée.
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1: 12960000=15 :.... 194400000 hautkt
15 cherchée.
64800000
1296
194400000.

Si nous comptons maintenant 18000
Pleds pour une lieue, nous trouverons cette
tuteur de 10800 , & par conféquent pres

Quatre fois plus grande que le diametre

la Terre.

502.

Il en efl: de méme a I’égard du prix des
Patres précieufcs , lefquelles ne fe vendent
Pas dans la proportion des poids j tout le
~onde fait que ces prix fuivent un plus
£rand rapport. La regle pour les diamans

j que le prix €fl: en raifon quarrée du
P°ids, c'eft-a-dire que le rapport des prix

égal a la raifon doublée des poids. On

Pnme le poids des diamans en carats,

un carat vaut 4 grains j fi donc un dia-
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mant d’'un carat vaut 10 liv. un diamant
de ioo carats vaudra autant de fois
livres, que le quarré de 100 eft plus grand
que i ; ainfi on aura, fuivant la regle &
trois,
i*: ioo’NMioliv. :
ou I : loooo =10 :...Rép.ioooool

Iy a un diamant en Portugal qui p
1680 carats ; fon prix fe trouvera doncdl

faifant

Is: 1680*= 1loliv. :....ou
1 :1821400 =10 : i8ii4000lIV

503.

LeS poftes fourniflent aflez d’exempt*
de rapports compofés, parce quelles ™
payent en raifon compo.fée du nombre »
chevaux & de celui des lieues ou des pof”
Par exemple, un cheval fe payant 20 fQl”
par pofte, quon veuille favoir ce qu
aura a payer pour 28 chevaux & pour 4>
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Poftes ? On écrira d’'abord le rapport des

chevaux , 1 . 28,
fous ce rapport on mettra celui
des poftes , ------------ —  * 9,

N compofant les deux rapports,
‘naura 2:152,
ou 1:126 = 1liv.a 126 fr. ou 42 écus.
Autre queftion. Si on paye un ducat pour
huitchevaux par trois milles d’Allemagne,
c¢’mbien coQteront trente chevaux pour
Natre milles ? On fera le calcul fuivant:

% :
f : *. 1 Ifll
i : 5= lduc. : aua.cterme, qui
fera 5 duc.

5°4-

La méme compofition des rapports fe
Préfente , quand il eft queftion de payer
des Ouvriers , puifque ces payemens fui-
ent ordinairement la raifon compofée du
rPmbre des Ouvriers & de celui des jours
Suon les a employeés.

Tome /. Ce
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Si on donne , par exémplfc, 25 fous par
jour a un Macgon , & qu’on demande ce
qu'il faudra payer a vingt-quatre Macons
qui auront travaillé pendant 50 jours ? On
fera ce calcul :

1 ¢ 24
.1 50

1:1200=25:...1500 fraitts

20)30000(1500.

Comme dans ces fortes d’exemples on
a cing données, on nomme dans les livr#
d’Arithmétique regle de cinq, celle qui fer*
a réfoudre ces queftions.
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CHAPITR RE X1,

Des Progrellions géométriques.

5°5¢
-\Hje fuite de nombres qui deviennent
toujours un méme nombre de fois plus
2rands ou plus petits , fe nomme une
Pregrej]lon géométrique , parce que chaque
teme eft conftamment au fuivant dans le
*éme rapport géomeétrique. Et le nombre
indique combien de fois chaque terme
N plus grand que le précédent, sappelle
le*pofant. Ainfi, quand le premier terme
1 & l'expofant = 2, la progreflion géo-
métrique devient :
3»4, 5, 6, 7, 8, 9 &c.
. r°Sr-1, 2,4,8,16, 32,64,128, 256&C.
nombres 1, 2,3 &c. marquant tou-
OUs les quantiemes termes de la pro-<
8effion.

Cc 2
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506.

Si on fuppofe, en général, le 'premier
terme= a & l'expolant= b, on a la pro*
greffion géométrique fuivante :

*AN>3? 4> 6, 7? 8..rF
Progr. tf,ab,ab*, ab\ ab\ ab5 ab*, ab7. ab™"

Ainfi , quand cette progreflion efl: de n
termes, le dernier terme efl: =aba 1. Il fout
remarquer ici / que fi I'expofant b efl: pl
grand que l'unité, les termes augmente”
continuellement ; que fi I'expofant ~=1"
les termes font tous égaux ; enfin, que
I'expofant b efl: plus petit que 1, ou qu'il
une fraftion , les termes deécroiflent
cefle. Ainfi quand &= i Stbh— ", on*l

cetre progreflion géométrique :

- 1 - -+ | L Rrr
152> 4] S) i<> 31> 641 28] CV

507.

Ici fe préfentent donc a confidérer :
I.) Le premier terme que nous avoilS
nommé a.
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) L’expofant, que nous appelons b.

) Le nombre des termes que nous avons

mdique par n.

) Le dernier terme, que nous avons
trouvé = abmd.

Ainfi, quand les trois premieres de ces
Parties font données , on trouve le dernier
terme, en multipliant par le premier terme
«la n— ire puiflance de , ou/l-1.

Si on demandoit donc le 50e terme de
N progreflion géomeétrique 1, 2, 4, 8,
$c. 011 auroit a= |, b= z & n= jo;
Par conféequent le 50e terme= z9Q Or 2
Nant= 512; 2'0fera= 1024. Donc le
Quarré de 2'0, ou 110, =1048576 ,& le
“Narré de ce nombre, ou 1009511627776
N 140 Multipliant donc cette valeur de
20par 29 o0u par 512 , on a z® égalant
562949953411312.

508.

Une des principales quefiions qui fe pré-
sentent dans cette matiere, c’eA de trouver
Ce 3
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la fomme de tous les termes d’une pro-
greflion géométrique j nous allons donc en
expliquer la méthode. Soit donnée d'abord
Ta progreflion fuivante, compofée de dix
termes :

N5 224y~ »in)32jr4) 128, 2j6, NHt
dont nous indiquerons la fomme par/, de
forte que :

/= 1+ 2+4+ >>+16+ 32+64-H 28 + 2

+ 512, nous aurons, en prenant le double
de part & d'autre, 2/==23448-3}16-f-32
— 64—} 28-j—256— 512§-1024* Otant de
ceci la progreflion indiquée parf, il refte
f=ioiA —1 =1023; donc la fomme
cherchée =1023.

509.

Suppofons maintenant que dans la méme
progreflion le nombre des termes foit indé'
terminé & =: n, de facon que la fomme en
queftion, ouf, {oit= 1-|2— 2a{-2J
... 2'~1. Si on multiplie par 2, on a 2/==*
+2i4~21+ 2 <... 2'3& fouftrayant de
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cette égalité la précédente, ona /= 2'— L.
On voit donc que la fomme cherchée fe
Votive , en multipliant le dernier terme,
{11, par I'expofant 2, afin d’avoir 2", &
en fouftrayant de ce produit I'unité.

510.

Cela devient encore plus clair par les
temples fuivans, ou nous fubftituerons
~cceflivement a n les nombres 1, 2, 3,
45 &c.

jl+ 2r=3 j1+ 2+41=7 ;1 +2 + 4+ 8
AR5 51“f2-j-4-J-8-F16=3 1il-F2—} 4
'T'8—3-16-+3z= 63, &c.

S511.

On propofé ordinairement dans cette
Matiere la queftion qui fuit : Un homme
Propofe de vendre fon cheval par les clous,
41 font au nombre de 32; il demande
1 tard pour le premier clou, 2 liards pour
le fécond clou, 4 liards pour le troifieme

cl°u5 8 liards pour le quatrieme , & ainfi
Cc 4
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«de fuite-, en demandant pour chaque clou
le double du prix du précédent. On de-
mande quel feroit le prix du cheval?
Cette queftion fe réduit évidemment a
trouver la fomme de tous les termes de 1<
progreflion géométrique i, 2, 4, 8,
&c. continuée jufqu'au 32e terme. Or ce
dernier terme eft 23 ; & comme nous avor>s
trouvé plus haut 210=1048576, & 1
= 1024 , nous aurons 210. 2'° = 1 Pégal a
10737418x4; & en multipliant encore par
2, le dernier terme 23' =2147483648)
en doublant donc ce nombre & en retrait
chant l'unité du produit , la fomme chef’
chée devient 4294967295 liards. Ces liards

font 1073741823 j fous,& divifant par i°

on a 53687091 liv. 3 f. 9 den. pour lepr>
cherche.

512"
Soit a préefent I'expofant= 3, & qu'l*
s'agifte de trouver la fomme de la pr0
greffion géométrique 1, 3,9, 27,81, za}’
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79 , compofée de 7 termes. Suppofons-la
P°ur un moment = /, de forte que
A1+ 3+9+ 27+ 8l+ 243+ 7i9-
Nous aurons, en multipliant par 3:
3/N=3—49F27]814+43—+7Fi9 +'i 187*
Et fouftrayant la férié précédente , nous
ayonsif=1i 187— 1= 2 186. Ainfx le double
N la fomme eft=2i86., & par confée-
rent la fomme cherchée = 1093.

513-

Soit dans la méme progreflion le nombre
stermes= n, & la fomme —fi de forte
ne F= 1M-34-31-3-3, + 34+ *exe 3'10*
~ on multiplie par 3, on a 3/= 3-f- 3

33  34+4—.. - 3". Souftrayant de ceci
K- valeur def, comme tous les termes de
Ge-ci, excepté le premier , détruifent
Qs les termes de la valeur de 3f, ex-
CQpté le dernier, on aura 2/= 3"—1,;

donc/ = ) Ainfi la fomme cherchée

trouve en multipliant le dernier ternie
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par 3, en fouftrayant i du produit, 8¢
divifant le refte par z. C’eft ce qu’on voit
aufli par les exemples fuivans :i= i - i-H

= 8TL= 47i+ 3+ 9=:T2=1iJ] i+3+9
+ 17= 3 = 40;i+ 3+ 9+ 27-f81
5.81-1 ..
=izi.
514.

Suppofons maintenant , en général,
premier terme =a , l'expofant = b, »
nombre des termes = « , & leur fornn®
=/, en forte que
/— ad~ab-f- abl-}-ab'  ab*-j-leeeecbn

Si nous multiplions par b, nous avoff*
bf- gt ch o e d¥l
& fouftrayant I'égalité précédente il rei®
(b—x) /= at“—a; d'ou nous tirons facl

lement la fomme cherchée/ = ~ — P3f

conféquent la fomme d’une progreflion gé*'
métrique quelconque fe trouve , fi on NW'
tiplie le dernier terme par I'expofant de I3
progreflion , qu’on fouftraie du produit le
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Remier terme & qu’on divifé le refte par
Nypofant diminué de l'unite.

S5*5-

Soit une progreflion géomeétrique de fept
tarnes, dont le premier = 3, & que l'ex-
Pfant foit= 2, onauraa= 3,b=1&
fi5=7; donc le dernier terme =3.2% ou
N 4£=i92 5 8c la progreflion entiere fera

3,6, 12, 24, 48, 96, 192.

de plus on multiplie le dernier terme

par I'expofant 2, on a 384 j 6tant le
Minier terme 3, il refte 381 ; & divifant
N parb—1 oupar 1 , on a 381 pour la
~iie de toute la progreflion.

516.

Soit encore une autre progreflion géo-
~rrique de fix termes , que 4 en foit le

frmier , & que I'expofant foit = La
Y°Sreflion eft
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Multiplions ce dernier terme irpar'e*
pofant\, nous aurons ~ ; la fouftraEH’n

du premier terme 4 laifle le refte 7/, qu”

divifé par b— 1= *- donne-g-= 85 &

517 -

Lorfque I'expofant eft plus petit que I’
& que, par conféquent, les termes de "
progreflion vont toujours en diminuant)
on peut indiquer la fomme d’une telle pr”
greflion décroiflanre qui iroit a I'infini.

Soit, par exemple , le premier -terP2
= 1, I'expofant= \, & la fomme=/> "
forte que :

fans fin.
Si on multiplie par 2, 0ll a

I /=2 -f-1-j- 5— +
lans fin.

Et fouftrayant la progreflion précédent”
il reftef =1 pour la fomme de la progrc!

fion infinie propofée.
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518.
Si le premier terme = 1, Pexpofant”rj»
N la fomme = f; de facon que
/NM1+ )+ )+ ).+ ri+ >&c. alinfini.
On multipliera le tout par 3, on aura
/™3 - x al'infini;
Nouftrayant la valeur de f, il refte 1f
N 3>donc la fomme
519.
Qu’on ait une progreflion dont la fomme
N/ le premier terme= 2, l'expofant=-n
facon que
laa*+ 1+ 1+ g+ 5r+ , &c.alinfini.
Multipliant par'j.onauraj/ = j + x"M
"H 8§+ vis+ >&c-&ns fouf".
trayant la progreflionf , il refte j f — | ;
~°ne la fomme cherchée = 8,
520.

Si on fuppofe, en général, le premier
lerm e=a, & l'expofant de la progreflion
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= j , de maniere que cette fraftion foit plttf
petite que i, & par conféquent c plus grand
qgue b; voici comment on trouvera la fomme
de cette progreflion pouflee a I'infini : on
fera

fans fin.
Multipliant par *, on aura

Et fouftrayant cette égalité de la précé-

dente, il refte (i— f — a.
Par conféquéntf — —CLj

Si on multiplie les deux ctermes de cetté
frattion par ¢, on af = La fomme &
la progreflion géométrique infinie propol”
fe trouve donc en divifant le premier terme
a par i moins I'expofant, ou bien en fliul'
tipliant le premier terme a par le dénomi-
nateur de l'expofant, & en divifant
produit par le méme dénominateur diminue
du numérateur de I'expofant.
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521.

»On trouve de la méme maniéré les
°nimes des progreflions, dont les termes
7t affe&és alternativement des fignes -j~
N Soit, par exemple ,

_ab pat _ah {AAL g
c ' ¢ cl c

c (:I 1 ¢ c4
Et fi on ajoute cette égalité a la pré-

sente , on obtient (i-J-?) f — a* D’ou

r.. , a
°ntire la fomme cherchée f — —p— ou

m C

agr
527.
voit donc que fi le premier terme
N}, & l'expofant= |, c'eft-a-dire, b
Nt &c = j, on trouvera la fomme de
aProgreflion\+ £ + t &c.==ii
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puifgu’en fouftrayant I'expofant de i il ref
teraf , & qu’en divifant le premier terme
par ce refte, le quotient eft i.

On voit en fécond lieu que fi les terme5
font alternativement pofitifs & neégatits, &
qgue la progreflion ait cette forme :

1. . 5 isTiij S aiT A~
la fomme fera

523.

exemple. Soit la progreflion infifl*
iJ.1 1 LJ_ LJ_ L 1I&c

Jo 1 100 | 10CO 1 10000 [ 100000 |

Le premier terme eft ici ~, & I'expQ
fant eft -i. Souftrayant ce dernier.de 1’
il refte —; & fi I'on divife le premier terPie

par cettleofraftion, \I| vi'eyntj pour la fomCl
de la progreflion donnée. Ainfi enll
prenant qu'un terme de la ptogreffiOl’
favoir ~, I’elrreur)feroit de

Ell prenant deux termes , > |
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N sen faudrait encore de  que la fomme
refat= '»

\% > B24*

Autre exemple. Soit donnée la progreffioa
nfinie :
O | i 1 100 » 1000 iokos4 &C-
premier terme efl 9, I'expofant eft-~.

Ainfi 1 moins lexpofant fait£ $& F=10,

Ifmme cherchée. o

On remarquera que cette fuite sexprime
Parune fra&ion décimale en cette maniéré,
959999999 5 & c*

1 _aLgjaL'r-.rujiv.j.mvABtTiarrtgj'gBn.a

CHAPITRE X111,

Des Fractions décimales infinies.

> 5

No us avons vu plus haut que dans les

calculs logarithmiquesjon emploie desfrac-

tl°’ns décimales au lieu des frabHons ordi-
Tomc /. Dd
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naires ; cela fe pratique aufli avec beaucoup
d’avantage clans d’autres calculs. 1l sagir3
principalement de faire voir comment on
transforme une fra&ion ordinaire en une
fraction décimale , & comment on peut
exprimer réciproquement la valeur d'une
fraftion décimale par une fraction ordi’
naire. .

526.

Qu’on ait généralement a changer en

fraftion décimale la fracKonj : comme cettf
fraftion exprime le quotient de la divifiol
du numeérateur a par le dénominateur b, di
écrira a la place de alaformule a,0000000t
dont la valeur ne différé pas du tout ae
celle de a, puifquelle ne contient m
dixiemes, ni centiemes &c. On divifer3
enfuite cette formule par le nombre b, ful
vant les réglés ordinaires de la divifion9&
en obfervant feulement de mettre a la placC
convenable la virgule qui fépare les décl
maies & les entiers. Voila tout le procéda
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& nous allons [I'éclaircir par quelques
temples.
Soit donnée d’abord la fra&ion \ , la di-
Mfion en décimales prendra cette forme :
2)1,0000000__i_
0,5000000
Nous voyons par-la que eft autant que
'WVD00000 ou que 0,5 ; & en effet cela
eftévident , puifque cette fraEHon décimale
ldique ~ , qui équivalent aj.

527.

Que ~foit la fraéHon donrée, on aura
3)1,0000000 -1

0,3333333“

Cela fait voir que la fraftion decimale ,
JW lavaleur = ), né peut, ala rigueur,
ttre difcontinuée nulle part, & qu’elle va
~Alinfini en confervant toujours le nombre
N Aufli avons-nous trouvé plus haut que
Iss fraftiqos ;04[- 10041 1060- ¥-1000» & C- &

Infi>ii, ajoutées enfemble font j.
Dd z
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La fraftion décimale qui exprime fa

valeur dej , fe continue de méme a I'infini>
car on a
3)2,0000000__ 4
1,6666606 3
Et cela fuit d'aiileurs évidemment de ¢S
gue nous venc ns de dire, parce que j

le double de’,o}.

528 .

Si i eft la fra&ion propofée , on a
4)1,0000000
0,2500000 4*
Ainfi ~eft autant que 0,2 500000 ou gl
0,25 ; & cela eft clair, puifque”™-p~

- 21— i
100 4. j

On auroit pareillement pour la fra£tiOlll
4)3,0000000__7
0,7500000  4*

Ainfi\= 0,75] & eneffetf + 7"
i

La fra&ion i fe change en fraftion déc
cimale, en faifant
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4)5,0000000 5

1,2500000 an
“r 1 s 00— i
529.
On trouvera de la méme maniéré 5
»5—°j4jy— jI'—0,8;y=1]j
° 1,2 , &c.

I Quand le dénominateur eft 6 70N trouve
«N0,1666666 &c. ce qui eft autant que

666666—0,5. Or 0,666666=" &o0,5
~Nj-, donceneffet0,1666666=j—"=]-.

On trouve aufTi| =0,3 33333 & c.=j ;
~Nais | devient 0,5000000= Enfuite
~ 0833B33= °> 333333+°>5 > cleft-a-

530.

Lorfque le dénominateur eft 7 , les frac-
I,°’ns décimales deviennent plus compli-
guées. Par exemp. on trouve ~#=0,142857
N c-cependant il faut remarquer que ces

chiffres 142857 reviennent conltam-
Dd 3
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ment. Pour fe convaincre donc que cette
fraftion décimale exprime précifément la
valeur de on peut la transformer en une
progreflion géométrique , dont le premier
terme foit = & l'expofant="s;i

& par conféquent la fomme = -—
n 1000000

==W99 ~en multipltant les deux termes par
i 000000 ) = >
531-

On peut prouver encore d’'une maniere
plus facile , que la fraftion décimale trou’
vée fait exa&ement car pofant pour fr
valeur la lettref, on a

y==0,141857142857142857 &c*

io/=1i, 41857141857142857 &c
100/1=14, 2857142857142857

1000/=142, 857142857142857 &C

I0000y==i428, 57142857142857 &C
I00000/=:14285, 7142857142857

I000000/=142857, 142857142857 &C

Souftrayez /= Q 142857142857 &«

9999997=142857.
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Et divifant par 999999 , vous aurezf
N9 9~ —f* Donc la fraétion décimale,

on avoit fait= f, eft= vy

532

{ On transformera de la méme maniére
7 en une fraftion décimale, qui fera
0i*857i1428 &c. & cela nous conduit a
frouver plus facilement la valeur de la
fraftion décimale que nous venons de fup-
pofer=/y parce que 0,185714x8, &c.
it étre le double de celle-la, & par corm»
féquent — if. Car nous avons eu
ioq/"14,28571 428571 &c.

ainfi en fouf-
trayant if— 0,18571418571 &c.
il refte 987=14
donc f=\

On trouve aufti *=0,428 >7142857 &ic.
Ge qui, aprés notre fuppofition, doit étre
~ 3 f: or nous avons trouvé

10/—1,428571428)7, &c.
flinfi en fouf-
trayant /= 0,4785? 142857 , &c.

n°us avons 7/=1, donc/=7-
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33 3-

Ainfi quand une frabtion propofée a le
dénominateur 7 , la fraction décimale eft
infinie, & 6 chiffresy font continuellement
répétés. La raifon en eft, comme il
facile de sen appercevoir, qu’en continuant
la divifion il faut qu’on revienne tét ou tard
a un réfidu qu'on aura deja eu. or il rC
peut relter dans cette divifion que 6 nom'
bres différens , favoir 1,2, 3, 4, 5, i
ainfi, apres la fixieme divifion au plus tard >
il faut que les mémes chiffres reviennent)
.mais lorfque le dénominateur eft de nature
a faire parvenir a une divifion fans refte >
ces cas-la ne peuvent avoir lieu.

534-

Suppofons a préfent que 8 foit le dénO
minateur de la fraction propofée , 01l troUJ'
vera les fraCtions décimales qui fuivent :

g=;0,12j;9—0,250j gz=0,375
| —0,500}1=0,625}|=0y75°i
£=0,875 , &c.
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Si le dénominateur eft 9, on a
~Oji 1l &c.~ =0 ,iii &c.”~=0,333 &c.
Si le dénominateur eft 10, on a
irc.joo; —=o0,jco ;—=0,-5. Celaeft

clair par la nature de la chofe , de méme
S = °F1liqueE55=0,37; que”n|
N0,256; que HH= 0,0024, &c.

536.

Que 11 foit le dénominateur de la frac-
tlon propofée, on aura”™ = 0,0909090 ,
~c* Or fuppofons qu’on veuille trouver la
valeur de cette fraftion décimale, & nom-
i°ns-laf, nous aurons f = 0,090909, &
1°-A=:00,909090 5 de plus, 100/1=9,09090.
N donc nous fouftrayons de ceci la valeur
9/ nous aurons 997==9 , & par confe-
Trentf = |>_ Nous aurons aufli
11”™o0,181818, =0,272727,80:.—

N°>54S454> & c.



Il efl: donc un grand nombre de fraEKon$
décimales, ou un, deux ou plufleur*
chiffres reviennent conftamment, & qu
continuent de cette maniéré jufqu’a I'infini’
De telles fractions font aflez remarquable5>
& nous allons faire voir comment on peut
trouver aiféement leurs valeurs (*).

(*) Ces fraftions décimales périodiques fournifl'elt
matiere & plufieurs recherches intéreffantes ; javois co&'
mencé a m'en occuper, méme avant que d'avoir vu c&e
Algébre, & jaurais peut-étre continué , fi je n'attendd5
aufli loccafion de voir un Mémoire inféré dans les
faflions philofophiques pour 1769 , & intitulé ofthe Th'o\
o fcircubting F raflions. Je me contenterai de rapporterlfd
le raifonnement par lequel j'avois commencé.

Soit N—une frattion réelle quelconque irrédu&ible ;X{
moindres termes; on demande jufqu'a combien de ch 5
il faudra la réduire en décimales, avant que les vn*e>
termes ou chiffres reviennent. Je fuppofe que 10N
plus grand que D ; fi cela n'étoit pas, mais que i°° !

ou 1000 N feulement fat > D , il faudrait commencer
. r 10N 100N o . <o
par voir u ~jy ou —— &c. fc réduit a de mom*“r

termes, ou a une fra&ion
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Suppofons d’abord qu'un feul chiffre foit
tOujours répété, & indiquons-le par a, de
forte que f =o,aaaaaaa. NoUS avons

10J=.a,aaaaaaa ,
NMouftrayant f= o ,caaaaaaa

n‘us aurons yf=a; doncf

pofé , je dis que la méme période ne peut re-

que lorfque dans la divifion continuelle qu'on fait,

e ~"éme réfidu A' revient. Suppofons que jufqu’alors on
at ajouté f zéros, & que Q foit le nombre du quotient
entier, & abllra&ion faite de la virgule, Oll aura

"Mo/ N N
lj—=Q+p , débnc Q= —x(iof-1). Or Q devant

Cre Un nombre entier , il sagit de déterminer pour f

le 1 N
Ptys petit nombre entier, tel que —x ( 10/ - 1), ou

~ement que =~ —- foit un nombre entier.

j probléme demande qu'on diftingue différens cas ¢
“ Premier eft celui ou D eft un divifeur de 10, ou de
101 ou de 1000, &c. ; & il eft clair que dans ce cas au-
Qux fcaftion périodique ne peut avoir lieu. Nous pren-
. Uls pour le fécond cas celui ou D eft un nombre
tnbdr, & qui ne foit pas un fa&cur d’une puiflance de
loi dans ce cas la valeur de / peut aller jufqu'a D -1 ,
RS fouvent elle eft moindre. Un troifieme cas enfin

ou D eft pair, & ou par conféquent, fans étre
Lh £xfteur d’'une puiflance de 10, il a cependant un
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Lorfque deux chiffres font répétés?
comme ab,onaf— o,abababa. Donc 100/
z=ab,ababab ; & fi on en fouffrait/, il rc™e
yc)f=abs par conféquentf=j»

Lorfque trois chiffres, comme abc, »
trouvent répétés-, on af=za,abcabcabc y par
conféquent j 000J — abc™abcabcy & en foui'

trayant f , il refie 999 J — abc; donc/
= ~ , & ainfi de fuite.
538.

Toutes les fois donc qu’une fraftion dé-
cimale de cette efpece fe préfente , il
facile d’en trouver la valeur. Soit donnée»
par exemple, celle-ci, 0,196296, fava'
leur fera:=~==", en divifant les deu*
termes par 37.

commun divifeur avec une de ces puiflances. Ce coinilf]
divifeur ne peut étre qu'un nombre de la forme i‘>1

D
donc —=d, je dis que les périodes feront les mell'fS

. N ) 1
que pour la fraftion —, mais quelles ne commenceron

qu'au chiffre défijné par c. Ainfi ce cas revient au (eco”™
cis, & il eft évident au refte que c'eft celui-ci qui "It

I'eflentiel de cette théorie.
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Cette fraétion doit redonner la fra&ion
décimale propofée ; & on peut fe convain-
Qe facilement que ce réfultat a lieu en
cffet, en divifant 8 par 9, & apres cela le
Quotient par 3, parce que 27=3.9. On a

9)8,0000000
3)0,8888888"
0,2962962 &c.
G qui eft la fra&ion décimale propofée.

539-

Donnons encore un exemple allez cu-
~eux, en changeant en fra&ion décimale

a maniéré qu’on va voir :

2) 1,00000000000000
3)0,50000000000000
4)0,1 6666600606606
5)0,D4166666666666
6)0,00833333733333
7)0,001 38°88888888
8)0,00019841 269841
9)0,00002480158730
10)0,00000275 573 192
0,0000007557319.
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CHAPITRE X1,

Des Calculs d’intéréts (*).

540.

0=5 a coutume dexprimer les intérats
d’un capital en pourcents, en difant combiel
on paye annuellement d’intérét de la foinflie
de 100. Il eft allez ordinaire qu’on pla™
fon capital a 5 pour cent, c'eft-a-dire>

(*) La théorie du calcul de l'intérét doit fes premia*
progrés a L eibnilqui en donna les principaux élémSrg
dans les ASa Eruduorum. de Leipfig pour 1683. & el
fourni matiere enfuite a plufieurs diflertations detacb-c
trés-intéreffantes ; ceux qui l'ont le plus avancée, ~nt
les Mathématiciens qui ont travaillé lur I'Aritlunéti®
politique , dans laquelle on combine d’'une maniéré vdj
tablement utile le calcul des probabilités , le calcul ¢
I'intérét & les données que fournirent depuis envirQ0”
un fiecle les regiftres mortuaires. De bons élémens d'Arlf
métique politigue nous manquent encore , quoique c-'!,T
branche des Mathématiques , aiilfi belle qu'étendue >3
été fort cultivée en Angleterre, en France & en
lande.
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L maniéré qu’on tire 5 écus d’intérét d’'un
Cpital de 100 écus. Ainfi rien de plus facile
Qk de calculer les intéréts d'un capital
Quelconque : on n'a qu’a dire , fuivant la
regle de trois :
100 donnent j ; que donne le capital
fr’pofé ? Soit, par exemple , le capital
N0 écus, on trouve fon intérét annuel, en

*fant:
100:5 = 860 a.... Rép. 43 écus.
5
100)4300

43~
541.

Nous ne nous arréterons pas a ces calculs
linterét fimple, afin de pafier aufli-tot
A calcul de l'intérét fur intérét. On dé-
bande principalement dans ce calcul , a
Quelle fomme monte un capital donné aprés
certain nombre d’années, fi on joint
annuellOment I'intérét au capital, & que de
Cc<tc maniéré on augmente continuellement
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le capital ? On part, pour réfoudre cetté
queftion , de ce que 100 écus placés a f
pour cent fe changent au bout d’une annee
en un capital de ioj écus. Soit le capit®
= a, on trouvera ce qu'il vaut au bout d0
I’année, en difant : 100 donne 105,

donne a; la réponfe eft » = ce gue
I'on peut aufli écrire de cette maniek’
~.a,ou de celle-ci,a ~.a.

542.

Ainfi , quand on ajoute au capital a&”
fa vingtiéme partie, on obtient la vale®
du capital pour I'année prochaine. Ajoutall
a celui-ci fon vingtieme, on fait ce que
le capital donné apres deux ans, &
de fuite. 11 eft donc facile d’apprécier
accroiflemens fucceflifs & annuels du cX
pital, & de continuer ce calcul aufli 1QU
gu’on voudra.

543~
Suppofons un capital qui foit préfefitf'

ment de 1000 écus, qu’il foit placé a cin4
pouf
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P°ur cent, & qu'on joigne chague année
Untérét au capital. Comme ce calcul ne
tatde pas a conduire a des fra&ions, nous
rfus fervironsdes fra&ionsdécimales, mais
ftns les pouffer plus loin que jufqu'aux
milliemes parties d’'un écu , vu que des
Parties plus petites n'entrent pas ici en
c°nfidération.

Le capital donné de 1000 écus vaudra

aprées i an — — — 1050 écus
5M>

aprés 2 ans—  -—-

aprés 3 ans-------- — 1x57,625
S7>88i»

apres 4 ans -------- — 1215,506
60>77S »

aprés 5 ans------------ 1276,281 &c.
544*

On peut continuer de la méme maniéré
P°ur autant d’années qu’on voudra ; mais
Wque le nombre des années eft fort grand,
~ calcul devient long & ennuyeux ; voici

c’mment on peut l'abréger :
Tome |. E e
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Soit le capital prélent= a,& puifquun
capital de 10 écus vaut 21 écus au bout ce
lannée , le capital avaudra ™ a apres
an. Le méme capital montera I'année fr!

vante a ~ .a Ce capital

deux ans vaudra (")’«a l'année d’apres j
ce qui fera donc le capital de trois an*
Celui-ci augmentant de méme, le capitd
donné vaudra au bout de quattf

ans. Il vaudra . a au bout de cing an*
Apres un fiecle il vaudra O?) 7ay & €
genéral . a fera la valeur de ce cap*
tal aprés n annees ; & cette formule fer

vira a déterminer la quantité du capi®
aprés un nombre quelconque d’années.

* * !

La fraftion A qui €ft entrée dans ce cv'
cul, fe fonde fur ce que les intéréts ont ete
comptés a 5 pour cent, & que ~ eft
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fantqyc Que fi les intéréts fe comp-
tent a 6 pour cent,.le capital', cl monte-
it a O au boutf unan;a (g)!l.a

a bout de deux ans; & a (/O-u)/ a au
Nt de'rt.anriées< I,
Mais fi les intéréts ne font que de 4 pour

Gt le capital a pe vaudra que *a
gres n ans.

546.

Jov i Ol z
Or il eft aifé, lorfque le capltal a, ainfi

le nombre des années”, eft donné*, Ue
foudre ces formules par. les logarithmes,
~r s'il eft queftion de celle que nous avons
trOuveée'.datas*la-premiere fuppofition , on

Pendra le logarithme de .a, grii eft
1°8* Aue  ‘or_

~ule en queftion eft le produit de

N dea Etcorhmceft Unepuirfance,

OiauraL. (~)n= Ainfi le loga-

Ji !

s » r ) 10 . iinj,
‘noie du. capital cherché ett=rt~L.,—

Ee 1
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L.a De plus le logarithme de la frac-
tion~=L» n — L. 20.

BAT*
Soit a préfent le capital = i000 écus>
& qu’'on demande de combien il fera
bout de too ans, en comptant les intérét
a 5 pour cent? . ; |
Nous avons ici N—ioo. Le logarithme
du capital cherché fera par conféquem

= .joo L.—4~L. ioo00, & voici commell
iima | " Si o ;i))tljl ,oin;fb.1i IO,
on ?ééﬁr%‘oi hi %.‘1 "W ol 0
2I —1 3222193
Ebuﬂrayant L.10 = 13010380
,nov

L*S =0,021 189}
multipliant par 100

., 100L. "~ =2,1189300
ajoutant L. 1000=3,0000000

logarithme du = 5,1189700
capital cherché.
On voit par la cara&érifMqué de ce I’
garithme , que le capital cherché fera
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nombre de fix chiffres, & en effet ce ca-
pital- fe trouver 131501 écus.

548.

Un capital de 3452 livres a 6 pour cent,

combien fera-t-il apres 64 ans ?

Nous avons ici 0=3452, & n= 6
~°nc le logarithme du capital cherché
N64 L. M-j“L. 3452, ce qu'on calcule de
Gtte maniéré r

L. 53 = 1,7242759
fouftrayant L. 50 = 1,698970a

L» f0=0,0m 5059
AUltipl.par64:64L. p =1,6195776
L- 34.5*= 375380708
5,1576484.
Ht en prenant le nombre de ce loga-
rithme , on trouve le capital cherché égal
~ 43763 livres.

S49*

Quand le nombre des années eft fort
8rand, comme il sagit de multiplier ci
Ee 3
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nombre par le logarithme d'une fradioflj
il pourroit provenir une afiez grande erreur
de ce que les logarithmes ne fe trouvefl
calculés dans les tables que jufqu'a 7 chiffra
de décimales. C’eft pourquoi il faudra ein
ployer des logarithmes poufles a un
grand nombre de figures, comme on *
fait dans I'exemple fuivant :

Un capital d’'un écu reftant placé a f
pour cent pendant 500 ans, & les intéret
s'y joignant annuellement, on demande &
quelle fomme fe montera ce capital api#S
les 500 années?

On aicia= 1 & n= 500; par COc
quent le logarithme du capital cherchée®
égal a 500 L.~ +L.1, ce qui prod®

ce calcul :
L.21= 173222192947339"
fouftrayant L. 20= 1,3010299956639".

L.~ = 0,0211892990699"!
mult. par 500 on a 10,5946495 34969°°/

Voila donc le logarithme du capltl

cherché, lequel fera par conféquent gg<i

39j 23100000 écus.
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Si on ne fe contentoit pas de joindre
annuellement I'intérét au capital, & qu’on
veulit encore l'augmemter tous les ans
~une nouvelle fomme | le capital a&uel
Qe nous nommerons a, s'accroitroit chaque
anée de la maniéré qu'on verra :
afes i an *Aa-\-bt

aPrés 2 ans

aPfes 3 ans af g)’ b bf

ares 4 ans (M)4a ¢ )Sbf (g)*b

+ (*)**+ * !
drés , « 'g)-a+jg )N +e)-i

+...tbirb

Ce capital conflfte , comme on voit, en
ceux parties, dont la premiere = a,
~ dont l'autre prife a rebours forme la férié
*4 =k 400 **+ (é)-*+ --(5[’*-
'-ette fuite eft évidemment une progreflion

~omeétrique, dont I'expofant eft égal a —%
Ee 4
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Nous en chercherons donc la fomme, en
multipliant d’abord le dernier terme n
par I'expofant”™ j nous aurons (*~.Souf'
trayant enfuite le premier terme b, il re®e
— b; & divifant enfin par I'expofallt
moins i, c'eft-a-dire par ~ , nous trouve'
tons la fomme cherchée= 10 Q/)""~z0">

donc le capital cherché eft, (~T)na-Y10
GO*b— xob— (ro)"e«(a+ i0")—

551-

Le développement de cette formule cxf
gu’on calcule féparément fon premier teni*
(G-j-ToN) »ce n N en prenaill
fon logarithme, quieft NL. ~ + L. (a+2°""
car le nombre qui répond a ce logarithfl*2
dans les tables, fera la valeur de ce p,c"

mier terme. Si I'on fouftrait enfuite

de cette quantité, on connoit le c;plta
cherché.
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552-

Queftion. Quelqu’un aun capital de «0oo
ecus placé a cinq pour cent, il y ajoute
annuellement 100 écus outre les intéréts,
°ndemande lavaleur de ce capital au bout

vingt-cing ans ?

Nous avons ici a= 000 ; =100 5 n

5; voici donc le plan de I'opération :
L.~=0,02i189199.
Multipliant par 25 on a

M L-~=0,5297324750

L.(a-J-20 é)=3,477i2i3i35

=4,0068 53788 5.

Ainfi la premiere partie , ou le nombre

gui répond a ce logarithme, eft 10159,!

écus, & ft on en fouftrait 20 £= 1000 ,

°n trouve que le capital en queftion vau-
, apres vingt-cing ans ,8159,1 écus.

553
Puis donc que ce capital de 1000 écus
va toujours en augmentant, & qu'apres
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vingt-cing ans il fe monte a 8159 7~ cuS

on peut faire la queftion, en combien d an'

nées il montera jufqu’a 1000000 écus.

Soit N ce nombre d'années, & puifque
a= 1000, b= 100, le capital fera au bout
de Nans:

Czy (3000)—1T1000 , fomme qui doit fai#
1000000 d’écus ; de la réfulte donc cette
égalité ou équation :

3000 (16)”— 2000 — 1000000.

Ajoutant des deux cotés 2000, on a

3000 (jQ "= »3D1000.

Divifant de part & d’autre par 3000 >"

vient ™\ =334

. L
Prenant les logarithmes, on a «

= L. 334 ; & divifant par L. ~Q, on ob'
tient n= OrL.334= 2,5137451

& L.~ = 0,0211893 ; donc n=
Et fi 'on multiplie enfin les deux termes
de cette fraftion par 10000000, on a«ri

n= , ce qui fait cent dix-neuf alS
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mois feptjours, & c’eft-1a le temps apreés

kquei le capital de 1000 eécus fé fera accru
Jufqu'a 1000000 d’écus.

5H4-

Mais fi on fuppofoit que quelgu’'un, au
lieu d’augmenter annuellement fon capital
dUre certaine fomme fixe , le diminuét en
grployant, chaque année, une certaine
~“m e pour fon entretien, on auroit les
Sudations fuivantes pour les valeurs de ce
Gpital a, année par année , en le fuppofant
placé a 5 pour cent, & en entendant par
lafomme qu’on en 6te annuellement :
pres 1 an, —a—D, t
gores z ans, (5)* ™ Tob~ b~
ares 3 ans, (|JQ*a— (£ )*b— & — b,

Jres « ans,

....... “b-h

555

Ce capital confifte donc en deux parties,

Lune eft > & l'autre qui doit en étre
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fouftraite forme , en prenant les terme5
en rétrogradant , la progreflion géome-
trique fuivante :

Nous avons déja trouvé ci-deflus la fomme
de cette progreflion= 20 (~)B b— iob>
fi donc on fouftrait cette quantité de () a*
on aura le capital cherche, apres n as>

= Gz)n(a~ iob)-\-iob.

T6.

On auroit pu tirer aufli cette forrm’j\e
immédiatement de la précédente. Car oe
méme qu’on ajoutoit, dans la fuppofitio'l
précédente , annuellement la fomme b, Ol
Ote a préfent chaque année la mén2
fomme b. On n'a donc qu’a mettre dans 1
formule précédente, par-tout — b a la plac
de - f b. Il faut remarquer principalem”
ici que, fi 20£ efl: plus grand que ay ™
premiere partie devient négative , & plir
conféquent que le capital va toujours ea
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diminuant. Cela fe comprend aifément, car
6n Ote plus du capital annuellement qu'il
resy joint d’'argent en intéréts , il eft clair

ce capital doit devenir continuellement
plus petit, & qu’a la fin il doit méme fe
reduire abfolument a rien. C’eft ce que nous
aons éclaircir par un exemple.'

4U-557. . <

Queftion. Quelgu’'un a un capital de
100000 écus placé a 5 pour cent ; il lui faut
cdtaque année 6000 écus pour fon entre-
tlen cela fait plus que les intéréts de fon
rgent, lefquels ne fe montent qu’a 5000
ek ; par conféquent le capital ira toujours
endiminuant. On demande en combien

temps il s'évanouira tout-a-fait. Suppo-
ts ce.nombre d'années = .n, & puifque
~ 100000 & £ = 6000, nous favons que

n ans la valeur du capital,fera =

10000 (M)" 4“1 A0 > ou 110000
~ioooo (7). Ainfi le capital fe réduira

~*éro, lorfque 20000 ()" fe montera a
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i 20000 éecus, ou lorigue 20000 (!*)” éga-
lera 120000. Divifant des deux cotés paf
20000, on a Prenant les loga-

rithmes, on a nL. A== L. 6. Divifant par

Lm il vient n L'm 00RUSR 7 ou'*
— Ju8yj' ~onc «==$<> ans 8 mois 2*
jours, au bout duquel temps il ne refter|
plus rien du capital.

558.

Il fera bon de faire voir aufli commet
en partant des mémes principes, on pelt
calculer les intéréts pour des temps PIUS
courts que des années entieres. On fe ‘et

pour cela de la formule (75)° « trouvée plib
haut, qui exprime la valeur d’'un capita
placé a 5 pour cent aprés n années ; car /&
le temps efl: de moins d’'un an, Yelpa”l
n devient une fraftion , & le calcul fe ~
par les logarithmes comme auparavant*
on demandoit, par exemple , la valeur ~
capital apres un jour, on feroit n==j$j}
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N ceft apres deux jours, n= y6, & ainfi
ke fuite.

5S9-
Soit le capital a = 100000 écus, placé

A5pour cent, a combien montera-t-il en
/Ut jours de temps ?

Nousavonsa= 1 00000, = par

c¢’nféquent le capital cherché = 1T

t°0000. Le logarithme de cette quantité

A~ L (rO)™ + L' 100000 —jisL. g
i"L.iooooo. OrL.~= 0,02i 1893,
Multipliant par ~ on a 0,0004644
a°utant.L»100000= 5,0000000

La fomme eft = 5,0004644.
Le nombre de ce logarithme fe trouve
~ 100107. Ainfi dans les premiers huit jours

intéréts du capital font déja 107 écus.
‘A
$60.
L"ans cette matiere fe préfentent auffi les

Neftions d’eftimer la valeur préfente d'une
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fomme d’argent qui ne feroit payable
dans quelques années. On confidérera que *
puifque 20 écus en argent comptant mon
tent a 21 écus en douze mois, il faut cjue
réciproquement 21 écus qu’on ne pourroit
toucher qu’au bout d'un an, ne vale»l
actuellement que 20 ecus. Si donc Q
exprime par a une fomme dont le payentl
écherroit au bout d'un an, la valeur pre
fente de cette fomme efl: ~ a. Ainfi p°lr
trouver combien un capital a, payable
lement au bout d’'un certain temps, va*
droit une année plutdt, il faudra le nV
tiplier par ~ ; pour trouver favaleur dellS
ans avant 1 échéance , on le multipliera Irjr
ai & engénéral favaleur, nans aval'l

I'’échéance, sexprimera par

. . . . 561.
jluoj  1lipb irror; - o
Suppofons qu’'un homfne ait a tirer pfi
clant cing années confécutives une rentC
annuelle de cent écus, & quTl veuille

céder pour de I'argent comptant, en coMr
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taiit les intéréts a 5 pour cent, fi on de-
mande combien il doit recevoir , voici

Comment il faudra raifonner :
Pour xo0 écus qui échoient
aprés 1 an il regoit 95,239.

aprés 2 ans-------—-- 90,704
apres 3 ans-------—-—- 86,385
aprés 4 ans--------- 82,272.
apres 5 ans--—-----—-- 78,355.

fomme des 5 termes 43 2,95 5.
Ainfi le poffeffeur de la rente ne peut
Prétendre en argent comptant que 432,955

ecus, ou 1298 livres 17 fous 3 ~ deniers.

562.

On remarquera que fi une telle rente
~voit durer un nombre d'années beaucoup
Plus grand , le calcul, de la maniéré que
nous l'avons fait, deviendroit trés-pénible,
veici les moyens de le faciliter :

Soit la rente annuelle = a, commencant
des-a-préfent & durant n années, elle vau-
dra actuellement :

Tome 1, F f
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-+ (17) - + CI?) CH)'- + ®)"....
+ )

Voila une progreflion géométrique , &
tout fe réduit a en trouver la fomme. On
multipliera donc le dernier terme par I'eX
pofant, le produit efl; (£)"+ a>fouftrayant
le premier terme, il refte (77Y +' &—a’
divifant enfin par I'expofant moins 1>
c'eft-a-dire, par — ~ , ou, ce qui revient
au méme, multipliant par — 21, on aura®
fomme cherchée = — 21 a-j-21 >
ou bien, 2la— 21 & ce fecom®
terme qu’il s'agit de fouftraire, fe calcul
facilement par les logarithmes.



&>A L6 E ORE. 4 jt

1

SECTION QUATRIEME.

® es Equations algébriques, & de la
réfolution de ces Equauons.

CHAPITR'E PREMIER.

la résolution des Problémes en général.

563 -

N g but principal de I'Algebre , ainfi que
N tontes les parties des Mathématiques,
de déterminer la valeur de quantités
'M auparavant étoient inconnues. On ['at-
tent en pefant avec attention les conditions
écrites, lefquelles sexpriment toujours
des quantités connues. C’efi: aufil pour-
voi on définit i'Algebre , lafeienez qui en-
fc%e a déterminer des quantités inconnues
le moyen de quantités connues.
Ffl
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564.

Ce que nous venons de dire s'accorde
aufli avec tout ce qui a été expofé jufqu’ici’
Par-tout on a vu la connoiffance de cer-
taines quantités faire arriver a celle d’autres
guantités qu’on pouvoit auparavant regaf
der comme inconnues.

L'Addition en offrait,d’abord un exem-
ple. Pour trouver la (omme de deux ou &
plufieurs nombres donnés, il falioit chef
cher un nombre inconnu qui fat égal a
nombres connus pris enfemble.

Dans la Souftraftion on cherchoit ut
nombre qui fat égal a la différence de deu*
nombres connus.

Une multitude d’autres exemples fe fGit
préfentés dans la Multiplication & dans I3
Divifion , dans 1élévation des puiffanc”
& dans I'extrafrion des racines ; la quefli0l
fe réduifoit toujours a trouver, par "
moyen de quantités connues, une autiC
quantité inconnue jufqu’alors.



Enfin dans la derniere fe&ion nous avons
réfolu différentes queftions , ou il
sagifToit de determiner un nombre qui ne
Pouvoit étre conclu de la connoiffance
dautres nombres donnés que fous de cer-
taines conditions.

Toutes les queftions fe réduifent donc
"N trouvef , par le fecours de quelques
nombres donnés, un nouveau nombre qui
ait avec ceux-la une certaine connexion ;
& cette connexion fe détermine par de cer-
taines conditions ou propriétés qui doivent
convenir a la quantité cherchée.

566.

Lorfqu'il fe préfente une queftion a ré-
foudre , on indique par une des dernieres
tres de I'Alphabet le nombre cherché ,
N on examine enfuite de quelle maniéré
les conditions données peuvent former une
égalité entre deux quantités ; cette égalité

Ff 3
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qui eft repréfentée par une efpece de for-
mule qu'on appelle équation., fert enfuite
a déterminer la valeur du nombre ¢jierche,
& par conféquent a réfoudre la queftion*
11 arrive quelquefois qu’on cherche pht
ifeurs nombres ; on les trouve pareillement

par des équations*.,

567.

Expliguons-nous mieux par un exempt?
6 fuppofons la queftion ou le probleme qul
fuit : . ]

Vingt perfonnes, hommes & femmes »
mangent dans une auberge j I'écot d'ul
homme eft 8 fous, celui c'une femme Qv
7 fous; & la dépenle totale fc monte a 7 livw
5 fous: on demande le nhombre deshomm#
6 celui des femmes?

On fuppofera, pour réfoudre cette qu/'
tion, que le nombre des hommes foit = * >
& regardant maintenant ce nombre comme
connu, on procédera de la méme ma'
iliere que fi on vouloit faire la preuve &
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voir fi ce nombre fatisfait a la queftion.
Or le nombre des hommes étant = x , &
les hommes & les femmes faifant enfemble
yingt perfonnes, il eft facile de déter-
miner le hombre des femmes, on n'a qu’a
fouftraire de 20 celui des hommes, ceft-
a-dire que le nombre des femmes = 20
— X.

Mais un homme dépenfe 8 fous, donc
* hommes dépenfent 8* fous.

Et puifqu'une femme dépenfe 7 fous,
20—x femmes auront dépenfe 140—jx
fous.

Ainfi ajoutant enfemble 8* & 140—7x
°n voit que toutes les 10 perfonnes auront
dépenfe 140-}- x fous. Or on fait d’avance
combien elles ont dépenfe , favoir 7 liv.
5 fous, ou 145 fous ; il faut donc qu'il y
ait égalité entre i40-{-*& 145, c’eft-a-dire
gu’'on ait I'cquation 140—4—xr=*45j & de
la on tire facilement x = j.

Donc lecot étoit de* 5 hommes & de

17 femmes.
Ff4a
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568.

Autre quejlion de la méme efpece.

Vingt perfonnes, hommes & femmes*
fe trouvent dans une auberge 5 les homme5
dépenfent 24 florins, & les femmes autant»
& il fe trouve qu'un homme a dépend
1 florin de plus qu’une femme ; on demail(e
combien il y avoit d’hommes & combi?l
de femmes ?

Soit le nombre des hommes=x
celui des femmes fera== 20 —

Or ces x hommes ayant dépenfé *4
florins, I'écot de chaque homme efl »

j- florins.

De plus les 20—x femmes ayant au$
dépenfé 24 florins, I'écot de chaque femfll0
efl: ~rx florins.

Mais on fait que cet écot d'une femtfe

efl. d’'un florin plus petit que celui dm!
homme ; fi donc on fouftrait 1 de I'écot

d’'un homme , il faut qu'on obtienne cel®
d'une femme, & par conféquent que r
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Voila donc I'équation de la-
Quelle il s’agit de tirer la valeur de at on
re trouve pas cette valeur avec la méme
Milité que dans la queftion précédente ;
~ais on verra dans la fuite que *=8 , &
cette valeur fatisfait en effet a I'equation;

Car» —T1— Ti renferme I'égalité x= 1.
569.

On voit bien a quel point il eft efientiel,
das tous les problémes, de pefér avec
Mention toutes les circonftances de la
~eftion , afin d"en déduire une équation ,
en exprimant par des lettres les nombres
Perchés ou inconnus. Tout I'art confifte
afuite a réfoudre ces équations pour en
tifer les valeurs des nombres inconnus, &
Ceft de quoi nous nous occuperons dans
Gate feftion.

570.

Nous avons a remarquer d’abord une
dverfité qui réfide dans les queftions elles-
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mémes. Dans quelques-unes on ne cherche
gu’une feule quantité inconnue, dans d'a+
tres on en cherche deux ou plufieurs 5 & U
faut obferver dans ce dernier cas qu'il faut*
pour les déterminer toutes, pouvoir d&
duire des circonltances ou des conditi°liS
du probleme , autant d’équations qu’il y a
d’inconnues.

571-

On a déja pu s'appercevoir qu'une éql'3
tion confifte en deux membres qu’on féprfe
par le .figne d’égalité, = , pour indiglief
que ces deux, quantités font égales I'une3
I’autre. On €fl: obligé fouvent de faire
blen des transformatlons a ces deux menl
bres afin den déduire la valeur de
quantité inconnue ; mais ces transfor~-1
tions cependant doivent toutes fe fonde
fur ce que deux quantités égales retfel
égales, foit qu’on leur ajoute ou qu'ond
retranche des quantités égales, foit glidL
les multiplie ou qu’on les divife par un tnét&
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noijibre , foit qu'on les éleve toutes deux
k méme puiffance , ou qu’on en extraie
racines d’'un méme degré, foit enfin que
~°u prenne les logarithmes de ces quan-
tifés, comme nous l'avons déja pratiqué
as la feftion précédente.

572"
Les équations qu’on réfout le plus faci-

~nient, font celles bu I'inconnue ne paffe
P® la premiere puiffance aprés qu’on a mis
termes de I'équation en ordre , & on
appelle équations du premier degré. Mais
°r\guayant réduit & ordonné une équa-
tOn, on y rencontre le quarré ou la
kcUndé' puiffance de I'inconnue , on a une
‘lotion dufécond degré, qui eft déja plus
Nftcile a réfoudre. Enfuite viennent les
étions du troifieme degré, qui renferment
cube de linconnue& ainfi de fuite.
N°us traiterons de .toutes dans cette feetion.



CHAPITRE .

De la réfolution des Equations du p'remUf
degré.

573 -

H/ORSQUE le nombre cherché ou inconflu
eft indiqué par la lettre x , & que I'ég®
tion qu’on a obtenue eft telle que I'un &
Tes membres renferme fimplement cet x , »
I'autre purement un nombre connu, comfli®
par exemple, x =i , la valeur cherché
de x eft toute trouvée. C’eft donc a parveillf
a une telle forme qu’il faut toujours

fes efforts , quelque compliquée que »

I’équation qu’'on a trouvée d’abord. Ndb
donnerons dans la fuite les réglés qui rel
dent ces réduftions plus faciles.

574~

Commencons par les cas les plus ftmpleS
& fuppofons d’abord qu’on foit parvenu *
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équation at-+9 =16 , onvoit fur le champ
Qe x=.j. Et en général fi on a trouve

B, ou a & b fignifient des nombres
Quelconques, mais connus, on n'a gu'a
fouftraire a de I'un & de l'autre membre,
~ on obtient I'équation x—b—a, qui
Indique la valeur de x.

Si I’équation tr(5)u7vgé eft x—a=b, ow»
joutera des deux cbtésa, & on aura la
valeur cherchée de x~b-"a.

On procédera de méme , fi la premiere
Quation a cette forme, x—a=aa~\~1]j

on aura fur le champ x=aa-\-a-\-i.

Cette autre équation, x —8a— 10— 6a,
~onne x =z 0 —6a-\~8a ,oux=io-\-ia.

Et celle-ci, x-\-6a=io-\-)a , donne v
5=zo~h3a— ' ou xz=1°—3a*

576.
Si I'équation primitive a cette forme,

»on Peut commencer par ajou-
ter de part & d’autre a, on aura x-\-b—c+a;
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Si en fouftrayant enfuite b des deux cgtés*
on trouvera x=.c-\-a-“b. Mais on peut
aufli ajouter d’abérd -j-a—b de part &
d’autre ; on obtient par-la fur le champ
V-—GH4-4a----bm
Ainfi dans les exemples fuivans
Si x— laA-ybz”o , on a x=na—"b.
Six—yaA-Lb=.i"-A-aA-ib, on a x"~)
+ 4a-
Si Xx—9~[-6a=25-}-2a, onax= Pg—Ila

577-

Quand I'équation trouvée a la forfl®
ax="b, on divile feulement les deux niefl!’
bres para, & onax = ~ Mais fi I'équr
tion eft de la forme ax~\~b—c =d , il faudrl
d’abord faire difparoitre les termes qlll
accompagnent ax, en ajoutant de part &
d’autre —b-\-cy & apres cela, en dividlll

par a la nouvelle équation ax=d-—b-\*>

d-b+c
on aurax = ——.

On auroit trouvé la méme chofe en fot™'
trayant -f-b—e de I'équation donnée j °1
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~roit eu pareillement ax=d—Db-\~c3 &

En conféquence de cela
Nr-|~5= i7,onaix=ii, & x=z6.
S3*—8=7, ona}x=ib, &x=f.
Ngx—5—3"= 15+9” ; on a ax= io

“f-i la , & par conféquent x=1]-\-}a.

578.

Quand la premiere. équation aura la

~rmex = b, on multipliera des deux cOtés
Q, pour avoir x=zab.

Mais fi I'on a ~-\-b—c=d , il faudra
~abord faire ~=d —b-\-c, aprés quoi on
tiendra x=z(d—Db-\-c)a=>ad— abA-ac.

Soit x—3=4, on a\x=y , & X
N4,

Soit -x — i+2tf=3 +a, on aurai*=4

, & xX=1i1— 3a.

Soit gr——i=a..onaurgy=a+i , &

Naa—1.

579" R £ .
Quand on eft parvenu a une équation,
c’nime N - =c, on multiplie d'abord par
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b, afin d’'avoir ax=bc , & divifant enfuite
par a, on trouve .r= —

Que fi » —c=d> on commenceroit par
donner a I'équation cette forme ~ =a+c>
aprés quoi on parviendrait a la valeur ce

& a celle de je=

Suppofons jx — 4 =1 , nous aurons j
X =1j,& ia:=i5; donc x="-x ou=7r

i
Si|,v-j-~ = 5, nous avons -x — " 'i

; donc 3Jt= 18, & x—6.

580.

Confidérons a préfent le cas, qui pet
arriver fréiquemment, ou deux ou plufieub
termes contiennent la lettre x , foit dallS
un feul membre de I'’équation, foit dalS
tous les deux.

Si ces termes font tous du méme cote»
c’eft-a-dire dans un feul membre , comllie

dans I'équation .v-j- Ax -]-J= ** » QU

jr-f-j*=16 y 3*=1ix, & enfin
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Soit x -X -]--x==44, & qu'on de-
mande la valeur de x : fi on muItiPIie
Uabord par 3, ona4X~\-3x =i~ ;mul-
fipliant enfuite par 2, on a nx=264 ;
~ONc x = ia . OnN auroit pu procéder plus
brievement, en commencant par réduire
'es trois termes qui renferment x , au feul
terme ™ x ; & divifant enfuite par li I'équa-
tion~at=44 , onaitroiteu~x = 4, donc

24* . . c
Soit3x—21x-}~2-x=.i;onaura; en ré-
"|fant7 " 7& X= -,

Soit , plus généralement, ax — bx-\-cx
>c’eft comme fi on avoit (a— b-\-c)
. d’ou I'on tire ifee

581.

Lorfgu’il fe trouve des termes renfer-
ment x dans l'un & lautre membre de
r . . .
Quation , on commencera par faire dif-
Paroitre ces termes du coté ou cela eft plus
lleile, c'eft-a-dire ou il y en a le moins.

Tome /. Gog
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Si on a, par exemple , I'equation 3-v-f-i
r=sx-\~ 10, il faudra fouftraire d’abord X
des deux cOtés, onaura zx-}-z = i0; donc
Ix=8 , & x=A.

Qu’on ait.*-[-4:=20—x, il eft clair que
1;c-]-4=20; & par conféquent ix=-i6f
& *= 8.

Soit x+ 8=31—]x, onauraagx+$~
enfuite 47=24, tkx=6.

Soit 15— x =z 0— zxyon aurai j-}-*
20, & x=<]j.
Soit 1-f-x = 5— on aura 1-j-\*

5; aprescela\x= gj 3~=8; enfrl

gl I j1x=z-*—’~cx , on a]‘outerajl* "
cela donne~= j -}- + x ; fouftrayant
refte -Ax="-, & multipliant par 12, 0l
obtient x =z .

SilT~ \x—\+ \x > on ajoute - * >
cela donne 1 I = i-J- 2x. Souftrayant
ona\x=i doulon tirea:=i~= HI
en multipliant par 6, & en divifant par 7.
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582.

Si on eft parvenu a une équation ou le
Nombre inconnu x eft un dénominateur , il
faut faire difparoitre la fractioa , en multi-
pliant toute I'équation par ce dénominateur.

Suppofons qu’on ait trouvé —8=12>

ajoutera d'abord 8, &: on aura—”"Xxo0;
Multipliant enfuite par x , on a i00=20.y;
N divifant par 20, on trouve x=".
S?= 7-
N on multiplie par .r— 1, or. a 5x-\-)=7x
1 7|
fouftrayant <jx, il refte y= zx—7.
Ajoutant 7, il vient zx=1i 0. Donc xz=j.

583.

Quelquefois aufii on rencontre des lignes
radicaux , & I'’équation ne laifte pas d’'ap-
Partenir au premier degré. Par exemple ,
°ncherche un nombre x au-deflous de 100,
N tel que la racine quarrée de 100— x
~vienne égaleaSjOuy” (100 — .v)= 8,

Gg 2
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on prendra des deux cOtés le quarré 100
— x=6 3, & en ajoutant x 0l aura loo
= 64+ x,doulontirex = 100—64=)

On pourroit aufli, puifque 100—x=64i
fouftraire 100 de I'un 8c de I'autre membre;
Oll auroit—x = —y6, & en multipliall
par— 1, x=2}6.

584.

Quelquefois enfin le nombre inconnu *
fe trouve dans I'expofant, nous en avons
vu des exemples plus haut, & il faut do>
avoir recours aux logarithmes.

Ainfi, quand on a 12, on prend
des deux cotés les logarithmes ; on ax h-1
= L.512; & endivifant par L. 2, on trouvé

X = - . Les tables donneront donc

17001700 270027 B
= 02300300 = 30003 OU X= G,

Soit 5.3*— 100=30") , on ajoute®
100; cela fait 5.3” = 405 ; divifant par

5,o0na3"= 81; prenant les logarithme5
7xL.3=L .81, & divifant par 2L. 3, ona
L.8t L.Si : 1,908485?
*= x?00* =r?1i donc x= 0,M"
__i90S4S;0

9541415 — 'Z*



CHAPITRE M.

lafolution dequelgues queftions relatives
au Chapitre précédent.
585.

h
remiere Question. Partager 7 en

~ux parties, telles que la plus grande fur-
Pafie de 3 la plus petite.

Soit la plus grande partie= a:, la plus
Petite fera= 7 — x ; il faut donc que x
NT—x-J-3,0u 10 — x ; ajoutant x ,
O>a 2X=i0j & divifant par 2, le réful-
ot eft x = 5.

Réponfe. La plus grande partie eft 5, &

plus petite eft 2.

Seconde queftion. On propofé de par-
ler aen deux parties, de facon que la
plus grande furpafle de b la plus petite.

Soit la plus grande partie = x , l'autre
kra am—x ; uin(i.LY= a— x~\-b; ajoutant

Gg 3
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Xyona 2x= aA-b; & divifant par
_at+b

X— 2 f
Autré folution. Soit la plus grande partie

:=* « comme elle efl: plus grande de b que

la plus petite , il efl: clair que celle-ci eft

de b plus petite que l'autre, tk = x —»

Or ces deux parties, prifes enfemble , dot*

vent faire a; il faut donc que Tx—b=al

ajoutant b, on a ix=a-\-b ; donc

c’efl: la valeur de la plus grande p3rtie»

& celle de la plus petite fera a~ — b ou <

2b a-b
ou —,

586.

Troifieme quefiion. Un pere qui a trois
fils, leur laiffe 1600 écus. Le teftamei™
porte que I'ainé aura zoo écus de plus que
le puiné, & que celui-ci aura 100 écus
de plus que le cadet. On demande quelle
fera la portion de chacun ?

Soit la portion du troifieme fils= *>
celle du fécond fera= x -j- 100, & celledu
premier = *-[-300. Or on fait que ces trois
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portions font enfemble 1600 écus. On a
donc }x-\~goo =1600
3x =1200
& * = 400
Réponfe. La part du cadet eft 400 écus,
celle du puiné eft 500 ecus, & celle de
laine eft 700 icus.

587.

Quatriéme queftion. Un pere laiiie quatre
fils & 8600 liv. ; fuivant le teftamenr la part
de I'ainé doit étre double de celle du fé-
cond , moins 100 liv. $ le fécond doit rece-
voir trois fois autant que le troixieme, moins
ioo liv. ; Sele troifieme doit recevoir quatre
fois autant que le quatrieme , moins 300 1.
On demande quelles font les portions de
ces quatre fils? Nommons x la portion du
cadet ; celle du troifieme fils fera= 4*
— 300; celle du fécond = i2x—noo,
& celle de I'ainé= zax—2300. La fomme

ces quatre parts doit faire 8600 liv. On
a donc I'équation g\x— 3700=8600 , ou
mi~"=i2300, & *=300.

Gg 4°
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Réponfc* 11 revient-au cadet. 300 livres,
au troifieme fils 900 livres, au fécond 2500
livres, & a I'ainé 4600 livres.

*588.
r oc., i ronbrre

. Gnguieme qugjlion.. Un homme laiffe
11000 écus a partager entre fa veuve,
deux fils & trois filles* U veut que la mere
recoive deux fois la portion d’'un, fils, &
gu’un fils recoive deux fois autant qu’'une
fille. Ou demande combien il revient a ces
perfonrles f8parement ¥’ AV

Suppofons la portion d'uné'filles*celte
d’un fils eft par conféquent = ix 3 & celle
de la veuve — 4* y tout I'héritage eft donc
3at§—4Ar— #Vy ainfi lix==11000, & *

—, 1CGgC. S P

Réponfe. Une fille tire 1000 écus, "’

‘ainfi toutes les trois recoivent 3000 écus.
Un fils tire 2000 écus,

ainfi les deux fils recoivent 4000
La mere regoit-------------- 4000

fomme 11000 écus.
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589.

Sixieme queftion. Un pere veut par Ton
teftarnent, que Tes trois fils partagent fon
~e» de la maiiiere fuivante : L'ainé recoit
'00q écus de moins que la moitié de tout
héritage , le fécond recoit 800 écus de
floins que le tiers de tout le bien 5 & le
trifieme recoit 600 écus de moins que le

du bien. On demande a quelle fomme

"ftonte I'héritage entier , & quelle eft la
Pirt de chaque héritier ?

Exprimons I'héritage par x :

la part du premier fils eft 7 *— 1000

celle du fécond *_—x— 8(.)9.

celle du troifieme 7X— 600
A ,ib\i_nfi les trois fils enfemble tirenti X 41--3

g 1400, & cette fomme doit étre

eSale aje{ on adonc I'équation -“x — 2400

Neultrayant x , il refte» x — 2400=0.
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Ajourant 2400, on Z~X=.ig00. Muta*
pliant enfin par 12, le produit eft X €ga*
lant 28800.

Réponfe. L’ héritage eft de 28800 écus,&

I'ainé des fils recoit 13400 écs.

le puiné — — — — 8800

sle cadet — ------------ 6600

tous trois enfemble 28800 éc™
590

Septieme queftion. Un pere laifle qu3e
fils, qui partagent Ton bien de la mani®
qui fuit:

Le premier prend la moitié de I’héritage
moins 3000 livres.

Le fécond prend le tiers, moins 1000"

Le troifieme prend exa&ement le qtf3t
du bien.

Le quatrieme prend 600 livres, & *
cinquieme partie du bien.

De combien étoit I'héritage, & coro”
chaque fils a-t-il rectt ?
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Soit I'héritage total= x:

I'ainé des fils aura } x — 3000

le puné — --—----- jx — 1000
le troifiem e-------- -X
le cadet — — — yx-\- 600

Tous les quatre auront recu”™* + )x-\-~
— 3400, ce qu'il faut égaler a x ,
QU réfulte I'équation ~ X — 3400=* -
fouftrayant x, ona”~x — 3400=0 i
ajoutant 3400, ona”™ *=3 400 j
divifant par 17, on a”~*=200 ;
multipliant par 60, on a *:= 12000.

~éponfe. L’'héritage étoit de 12000 liv.
le premier fils en a pris 3000

le fécond — ------------- 3000

le troifieme — -------- 3000

le quatrieme------------- 30Q0
591.

Huitieme quejlion. Trouver un nombre
gue, fi ony ajoute fa moitié, la fomme



476 ELEMEN S

furpaiie 60 d'autant que le nombre lui’
méme eft au-defious de 65.

Soit ce nombres a:, il faut que * -r
X—60=65—x >c'eft-a-dire"Y—60
— X}

ajoutant x , ona™ —60=65;

, 5
ajoutant 60, on a=x = 125;

Yivilant par 5, on alx= 25 ;
multipliant par 2, on a x = 50.
Réponfe. Le nombre cherché eft 5o.

592*

Neuvielne queftion. Partager 31 en deu*
parties telles que , fi je divife la moindfe
par 6, & la plus grande par 5, les del*
guotiens pris enfemble faflent 6.

Soit la plus petite des deux parties chfr
chées=Ar; laplus grande fera= j2—*"’
la premiere, divifée par 6, donne \ ; lu
conde , divifée par 5, donne ~ ; or ~
faut que N-f-~p-=6. Ainfi multipliant par
5>0nai*+ 31— +x=30, ou — \X\)l

30.
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ajoutant ~ x, il vient 32= 30-}-£
fouftrayant 30, il refte 2= j x;

multipliant par 6, ona”™— 12.
~éponfe. Les deux parties font : la plus pe-
tite= 12, la plus grande= 20.

593-

Dixieme queftion. Trouver un nombre
td que, fi je le multiplie par §, le produit
/it autant au-deftous de 40, que le nom-

lui-méme eft au-deftous de 12. Je nom-
merai ce nombre x , il eft au-deftous da

de 12—x ¢ prenant le nombre x cing
s, j'ai bx, ce qui eft moindre que 40
k40— 5x , cette quantité doit étre égale
N2 — X.

J'ai donc 40—5*= 12—x;

ajoutant jx, j'ai 40= 12-j-4**

fouftrayant 12, jai iS = gx;

divifant par 4, j'ai x = j , nombre cher-

che.
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5A-

On”ieme Queftion. Partager 25 en deu*
parties, telles que la plus grande contienne
49 fois la plus petite.

Soit cette derniere= x, la plus gran®
fera=2 5—x. Celle-ci divifée par cell™3

doit donner le quotient 49 j on a donc
as-*

~T~=—49*
Multipliant par x , ona25—x=49x’
ajoutant x t ----------- 25 =50*'
Divifant par 50 ,------- at

Réponfe. La plus petite des deux partit
cherchées e ft & la plus grande eft z4V

divifant celle-ci par , ou multipliant pa
2, on trouve 49.

Dou”ieme queftion. Partager 48 en ndb>
parties, de facon que I'une foit Klj(llSdé
N-plus grande que la précédente.

Soit la premiere & la plus petite paftl
— X, la fecondé fera=x-{-1, la troifici®
=x-|-i, &c.
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Or ces parties formant une progreflion
aithmétique , dont le premier terme = * |
feneuvieme Sz dernier terme fera—Xx
Ajoutant ces deux termes enfemble , on a
P4~4> multipliant cette quantité par le
t°’mbre des termes, ou par 9, on a 18x
'fjé ; & divifant ce produit par 2, on
°*Nient la fomme de toutes les neuf parties
N9*4" 18 , & qui doit équivaloir a 48.

adonc 9*-j“ 18= 48 ;

fouftrayant 18, il refte 9* = 30 ;

& divifant par 9 ona x = 3YV.

Réponfo. La premiere partie eft 3y, &
'es neuf parties fe fuivent dans I'ordre que
Veici :

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Nj+16+4)-+4|+ 5 5|+ 6j+ 6|+ 78*
*utes enfemble font 48.

596.

*reiyeme quejlion. Trouver une progref
*n arithmetique , dont le premier terme
N 5, ledernier= io, & lafomme=.60.
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Nous ne connoiffons ici ni la difféerence
ni le nombre des termes, mais nous favon$
que le premier & le dernier terme n°u
fyffiroient pour exprimer la fomme de I3
progreflion , fi feulement le nombre d#
termes étoit donné. NouUs fuppoferons d°nc
ce nombre= &, & la fomme de la pr”
greffion s'exprimera par ~ ; or nous favo®
d’ailleurs que cette fomme’eft 60 j aillt

& =60 yx= A,8cx=§.

Maintenant, puifque le nombre ~
termes eft 8, fi nous fuppdfons la dinf
rence=", il ne s'agit plus que de cherché
le huitieme terme dans cette fuppofition, *
de le faire= 1o. Le féecond terme eft 5-H'
le troifieme eft 5 , & le huitieme $

5 » ainfi
5
5

*

Réponfe. La différence de la progreffi®
eft -, & le nombre des termes eft 8, &

par7conféquent la progreftion eft
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1 2 3 4 . s 6 7 8
5+5 l+7i+8+t+9]|+io0,

~nt la fomme= 60.
r

» * ?-i--3 " n 2/yfIL,r»

597-

Quatomeme queftion. Je cherche un
flofrbre tel, que fi du double de cel
Nombre je fouftrais 1, & que je double le.
refte, qu’enfuite je fouftraie 2, & qué’je
Nvife le refte par 4, le nombre réfultant

ces opérations foit de-i plus petit que

fe nombre cherché. .
Je fuppoferai ce nombre = x ; le doulble
I X , fouftrayant 1-, il refte zx —1j-

~oublant ceci, j'ai 4 x — 2 fouftrayant 2,
Jme refte 4x — 4.; divifanr par 4, il me
vient x— 1; & c’ell ce qui doit étre d’'une
Mité plus petit que x i ainfi .
a—i=x—1. J e n \

Mais voila ce qu’on-nomme une équd-
tI°’n identique ; elle indique que x n'eft pas
tout déterminé , &; qu’on peut prendre
“fe place un nombre quelconque a volonté.

Tare /, HH
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598.

Quinzieme queftion. J'ai acheté quelques
aunes de drap a raifon de 7 écus pour f
aunes, j'ai revendu de ce drap a raifon de
Il écus pour 7 aunes, & j'ai gagné io°
écus fur le tout: on demande combien i*
y avoit de drap ?

Suppofons qu’il y en ait eu x aunes j
il faudra voir d’abord combien I'emplette
a coQté j cela fe trouve par la regle ce
trois fuivante :

Cinq aunes coltent 7 écus ; que coltetf
X aunes?. Réponfe, jx écus.

Voila ma dépenfe. Voyons a préfet
qguelle efl; ma recette ; il faudra faire
regle de trois qui fuit : Sept aunes me valefl!
11 écus, combien me rapportent x aunes?
Rép. —x écus.

Cette recette doit furpaffer de 100 édU
la dépenfe ; on a donc cette équation :

;= girtioo
fouftrayant 7x,il refte£ wv=100 j
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donc 6 x = 3500, & at= 58j
Reéponfe. Il'y avoit 583 | aunes, quiont
achetées pour 8167 écus, & revendues

enfuite pour 916" écus, moyennant quoi
fe profit a été de 100 eécus.

599-

Sei“ieme queftion. Quelqu’un achete i
pieees de drap pour 140 écus. Deux font
blanches, trois font noires & fept font
bleues. Une piece de drap noir colte deux
ccus de plus qu’une piece de drap blanc,
8c une piece de drap bleu codte trois écus
de plus qu’une noire ; on demande le prix
e chaque forte.

Suppofez qu’une piece blanche colte x
écus, les deux de cette forte colteront zx.
i™e plus une piece noire coltant *-{-2 , les
tfois pieces de cette couleur colteront $x
+6. Enfin une piece bleue colte ;
donc les fept bleues coltent 7"—35. Ainfi
toutes les douze pieces reviennent enfemble

A QX jdh %o
Hh 2
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Or le prix réel & connu de ces douze
pieces eft 140 écus; on a donc 12."—41
= 140,
& l2* - 99,
donc *=8 Va7
ainft une piece de drap blanc colte 8 écus.
drap noir lon
drap bleu 13 ~

600.

. Dix-feptiemc quefllon. Un homme qui
a acheté des noix mufcades, dit que trois
noix lui coltent autant au-dela d'un foU
que quatre lui coltent au-dela de dix liardse
on demande le prix de ces noix ?

On nommera x l'argent que trois noi*
coltent de plus qu’un fou ou quatre liards»
& on dira : trois noix coltent x -\-g liards»
& quatre codteront , par la condition dO
probleme, x-j-10 liards. Or le prix de
trois noix donne celui de quatre noi*
encore d'une autre maniéré, favoir par ~ *
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fegle de trois; on fera 3:atf4"=4. Ré-
POfe 3 Ainfi =Xx-\-i0, OoUu ax

4~i6= 3x-f-30;
donc x-\-i6=1}0 |,
& X =rl4.
Réponfe. Trois noix codtent 18 liards,
& quatre codtent 6 fous; donc chacune
colte 6 liards.

601.

Dix-huitieme queftion. Quelqu’un a deux
gobelets d’argent avec un feul couvercle
pour les deux. Le premier gobelet pefe

onces, & fi on y met le couvercle , il
pefe deux fois plus que l'autre gobelet ;
mais fi on couvre l'autre gobelet, celui-ci
pefe trois fois plus que le premier : il Sagit
de trouver le poids du fécond gobelet &
celui du couvercle.

Suppofons le poids du couvercle = v
Olices ; le premier gobelet étant couvert
pefera x -\-n onces. Or ce poids étant le

~ double de celui du fécond gobelet, il faut
Hh 3



476 ELé MENS S

que ce gobelet-ci pek'-x-\-6. Si on le
couvre, il pefera™ —+46, & ce poids doit
étre le triple de 12, ou du poids du pre-
mier gobelet. On aura donc I'équation\ *
=36, oulx=)0 ; donc”*x=lo &
x = 10.

Réponfe. Le couvercle pefe 20 onces?
& le fécond gobelet pefe 16 onces.

602 .

D ix-neuvleme queftion. Un Banquier a
deux efpeces de monnoie ; il faut a piéces
de la premiere pour faire un écu j il faut b
pieces de la fécondé pour faire la méme
fomme. Quelqu’un vient & demande ¢
pieces pour | écu; combien le Banquier lul
donnera-t-il de pieces de chaque efpece
pour le fatisfaire ?

Suppofons que le Banquier donne x pieces
de la premiere efpece; il efl clair qu'il
donnera c— x pieces de l'autre efpece. Or

les x pieces d¢ la premiere valent * éctf \



par la proportion a:i=x:"; & les c— x
pieces de la fécondé efpece valent — écu ,
parce quonab:i=c—x:~. Il fautdonc
Auel+ T =* OttE+ c-*=1], ou bx
4~0c—ax=ab, oubien bx—ax=ab—ac;
dou l'on tire x — , oUx= a”p. Par
conféquent c—mx=.F - ~ b A,

Réponfe. Le Banquier donnera pieces

de la premiere efpece, & piéces de
la féconde elpece.

Remarque. Ces deux nombres fe trouvent
facilement par la regle de trois, lorfqu’il
sagit de faire une application de nos ré-
fultats. On dira, pour trouver le premier ;
b—ab—c=a:a~. Le fécond nombre
fe détermine en faifant :b—a:c—a=»b : ba

Il faut remarquer aufli que a eft plus
Petit que b, & que c eft pareillement plu?
Petit que b, mais cependant plus grand
gue a, ainfi que la nature de la chofe le
demande.
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603.

Vingtieme queftion. Un Banquier a deux
fortes de monnoie : dix pieces de I'une font
un écu, & il faut 20 pieces de I'autre pour
faire un écu. Or quelqu’'un demande a
changer un écu contre dix-fept pieces de
monnoie ; combien recevra-t-il donc de
pieces de chaque forte ?

Nousavonsici <1=10,£=2.0, & cr=17>
ce qui fournit les réglés de trois fuivantes:
I. 10:3=10:3, ainfi 3 pieces de la pre'

miere forte.

1. 10:7=20:14, & 14 pieces de la fé-
conde forte.

604.

Vingt-unieme queftion. Un pere lailTe a
fa mort quelques enfans, avec un bien qu’ils
partagent de la maniéré fuivante :

Le premier recoit cent écus & la dixieme
partie du refte.

Le fécond tire deux cents écus & I3
dixieme partie de ce qui refte.
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Le troifieme prend trois cents écus & la
dixieme partie de ce qui refte.

Le quatrieme prend quatre cents écus
A ladixieme partie de ce qui refte, & ainfi

fuite.

Et il fe trouve a la fin, que le bien a été
Partagé également entre tous les enfans.
On demande maintenant de combien étoit
héritage, combien il y avoit d'enfans,
A combien chacun a regu ?

Cette queftion eftd’'une nature toute par-
ticuliere , & mérite par-la qu'on y fafie
Attention. Pour la réfoudre plus facilement,
n‘us fuppoferons I'héritage total écus;
N puifque tous les enfans tirent une méme
W m e, foit cette portion d’'un chacun =X,
Moyennant quoi le nombre desenfans s'ex-

prime part. Cela pofé, voici comment

n‘us nous y prendrons pour réfoudre la
Neftion propofée.
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Xi Mayc Ordre
ou le bien des Portion de chacun. Différences.
j partager. Enfans.

ale 1/ x:ioo-{l-LTl%)'Z
{TH00 .
o ioo- |,
\ix-noo X—T00__ O
%-—-IX le 3.e*x=300-}- , 100- 10 -
3 1 48800 X-100__Q
I—3xle 4% gog~r 5 100~ o
i-4* - 50 X-100

| —AXle j.er=5o00 F % ioo-
5600
t & ainfi de fuite*

|~ Xle 2.dx=zoo-|-

| —SXle 6.ex=6 oo

Nous avons inféré dans la demie#
colonne les difféerences qu’on obtient ef
fouftrayant chaque portion de la fuivant
Or toutes les portions étant égales, il faut
gue chacune de ces différences foit = O
Et comme il arrive heureufement qu’u”
méme expreffion a lieu pour toutes och
différences, il fuffirad’en égaler une feule*!
zéro, & onaura donc I'équation ioo—
= 0. Multipliant par io, on a iooo—*
— ioo=0, 011900— x: :0; par confé
quent *=900.
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Nous favons donc déja que la part de
chagque enfant étoit 900 écus ; ainfi en pre-
recta préfent a volonté une des équations

la troifieme colonne, par exemple la
Remiere , elle devient, en fubftituant a x
~valeur, 900=1 d’ou I'on tire
tfar le champ ; car on a 9000=1000-}-"
~~i00,0u 9000=900-}-{idonc ~=8 100;

par conféquent 7 =19 .

Réponfe. Ainfi le nombre des enfans=9 ;
héritage laifle par le pere= 8io0 écus j
M laportion de chaque enfant=900 écus.

CHAPITRE V.

la refolution de deux ou de plujiturs
Equations du premier degré.

605.

—~~

t arrive fouvent qu’on efl: obligé de faire
eritrer dans le calcul deux ou plufieurs de
Css nombres inconnus, repréfentés par les
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lettres x, vy , &c. & fi la queftion eft
déterminée , on parvient dans ce cas-la a
autant d’équations, defquelles il s'agit en-
fuite de tirer les inconnues. Comme nous
ne confidérons encore que les équations qul
ne contiennent pas des puiflances dure
inconnue plus élevées que la premiere, n
des produits de deux ou de plufieurs
connues, on voit que ces équations aurou
toutes la forme a”-\-by-\-cx— d.

k.

Commencant donc par deux équations?
nous chercherons a en tirer les valeurs &
x$zy; & pour traiter ce cas d'une
niere genérale , foient les deux équations*
I. ax-\-by=zc , & Il.fx-\-gy=h , ou af
b, cScf, g, h fignifient des nombres con-
nus. Il s'agit donc ici de tirer de ces deU
équations, les deux inconnues x &cy-

607.

La voie la plus naturelle poury parvenir
fe préfente aiféement u l'efprit ; ceft &
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determiner par I'une & l'autre équation la
valeur d’'une des inconnues, par exemple,
& de confidérer enfuite I'égalité de
deux valeurs ; car on aura une equar
li°n, dans laquelle I'inconnuey fe trouvera
feule & pourra étre déterminée par les
regles que nous avons données plus haut.
Connoiflant donc alorsy , on naura plus
ua fubftituer fa valeur dans une des quan-
lités qui exprimoient X.

6 08 .

D’aprés cette regle, nous tirons de la
premiere équation:x = ~ |, & de la fe-
cOnde,x=~y pofant ces deux valeurs
%ales I'une a l'autre , nous avons cette
Nouvelle équation :

(;I_-Q_tET .

Multipliant par a, le produit eft c— by
w7 s

Multipliant par f y le produit eft fc —-fby

= ah—*agy m
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ajoutant agy, on afc — fby -J-agy =

fouftrayant/c, il refte—fby-Y agy—ah— ¥
ou bien (ag—bf)y=ah—fc;

divifant enfin par ag— bfy nous avons
y -—--arfc

J ag-bfk

Pour fobftituer donc a préfent cette va*
leur dey dans une des deux valeurs que
nous avons trouvées pour x, comme das
la premiere nous aurons d’abord
-fy=-~~/de lac-by=c-1$%
ou c_bJ\ ~ acg~l:;a:fg~_lé/fl+bcf:z*mf & di
vifant pap a, x —e="~¢eit¢

ag-bf

609.

Premiere quefilon. Pour éclaircir cet®
méthode par des exemples, foit propo”
de trouver deux nombres, dont la fomm?2
foit=15, & ladifférence= 7.

Nommons x le nombre qui eft le
grand, tky le plus petit. Nous aurons
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La premiere équation donne x =i 5—y ,
N la fécondé donne x = 7+y y de la ré—
fuite I3 nouvelle équation 15—y = 7+y.
Ainfi 15=7+1y; 27=8, &y =14, au
~oyen de quoi on trouve j*t=ii.

Réponfe. Le plus petit nombre eft 4, Sc
fe plus grand eft 11.

610 .

Seconde quejiion. On peut aufli généra-
~er la queftion précédente, en cherchant
<feux nombres , dont la fomme foit=a ,
N la difference= b.

Soit le plus grand des deux =zx, & le
Plus petit =y .

Onaural.)x-j-y=a, & I.) x—y=J> *
fe premiere équation donne x=a-—y ;

fe fecondé-----------—----- r— Jt=£+y.

~°nc a—y=zbA-y;a=b-\-iys iy=a—Db;

Ninj— & par conféquent x=a—y
A~ atb_ atb

Réponfe. Le plus grand nombre, ou X
j & le plus petit, oujy eft= "~ vy
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ou, ce qui revient au méme, x=\a-\-\bf
'‘Bcy= Ja—1tb} & de la réfulte le théo-
reme fuivant : Quand la fommende' deu*
nombres quelconques eft a, & que la dif-
férence de ces deux nombres eft b, le
grand des deux nombres eft égal a la mort12
de la fomme plus la moitié de la diffc
rence ; & le plus petit des deux nombre5
eft égal a la fomme moins la moitié de »
différence.

» Ue*inyi’

On peut auffi réfoudre la méme qua-
tion de la maniéré qui fuit :

Puifque les deux équations font, x-\~j
z=a, & x—y= b

Si on les ajoute I'une avec l'autre , on
2x=a-\~b.
" Donc X = —.

Enfuite, fouftrayant les mémes équation5
I'une de l'autre ,0a a zy=.a—b; d°rC
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61 2.

Troifieme queftion. Un mulet & un ane
Portent des charges de quelques quintaux.
ane fe plaint de la fienne & dit au mulet :
ne me manque que de porter encore un
Quintal de ta charge, pour étre plus chargé
toi du double. Le mulet répond : O ui,
MNais fi tu me donnois un quintal de la
tlenne, je ferois trois fois plus chargé que
On demande combien de quintaux ils
P°rtoient chacun ?

Suppofons la charge du mulet de x quin-
taux, & celle de I'dane dey quintaux. Si le
ulet donne a I'ane un quintal , celui-ci
aiiray -1-1, & il reftera a l'autre x — 1 ;
N puifque dans ce cas I'ane eft deux fois
Plus chargé que le mulet, on ay-\-i = 2x
n 2.

Mais fi I'ane donne un quintal au mulet,
Gui-ci a jc-j-i, & l'ane gardey —1; &
" charge du premier étant maintenant triple
Scelle du fecond, onax-\-I=1i,y —'3*

Tore /. I
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Nos deux équations feront par confc'
quent

[*)j+ I=LIC—mII0A+ I= 2 )" 3

La premiere donne x= y*, & la &
conde donne x=%$y—4 > de la rélulte »
nouvelle équation”™ = 3 / —4, quidonnf
yir=— & au moyen de quoi on détermire
auffi lavaleur de x , qui devient= 2 f.

Réponfe. Le mulet portoit 1 - quintau* >
& lane portoit 2 - quintaux.

613.

Lorfqu’on a trois nombres inconnus,
autant d’équations, comme, par exempt
I.)x-\-y—{=8, IL) *+?2—7=9 >ril-)/

—at=1i0, on commencera, comlie
auparavant, par tirer de chacune la valelf
de jc, & on aura par lal.e) Xx=%-\-"-~y*
par lall.e) x=zy-\-y— & par la 11.L)*
=/ + {—10-

Comparant maintenant la premiere &
ces valeurs avec la fécondé, & apres ca*
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aufii avec la troifieme, on aura les équa-
llons fuivantes :
*)8+ T—y = Fhy—{>n0 8+\-y=y

+ {—io.

Or la premiere donne 2"—m2y= i, &;
ta fécondé donne 27 =18, ouy=="-, fi
donc on fubftitue cette valeur dey dans

—ly—*jonal{—18=1,& 1{=i9 ,
anfi 1=9 il ne refte donc que x a dé-
terminer , & on le trouve facilement=8 ».

Il eft arrivé ici par hafard que la lettre
{ seft éliminée dans la derniere équation ,
N qu’on a trouvé la valeur dey immédia-
tement. Si ce cas n'avoit pas eu lieu , on
adroit eu deux équations entre { Scy , qu'il
auroit fallu réfoudre par la regle précé-
dente.

614 .

Qu’on ait trouve les trois équations fri-
pantes :
1)3*+ jy—4f=25,11.) 5a— iy+~z=46t
H) iy~\-jl—x=6z.

li z
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Si on tire de chacune la valeur de*?
on a
[.) AT==M=+i511.)" = Il+pl,
W -)*=3y+K™
Comparant a préfent ces trois valeur*
entrelles, & d’abord la troifieme avec 1

premiere , on a 37 -j- 5{ —62 = i
multipliant par 3, cy—{45"—186= X
— B + 4{y ainfi 9J+X 5°=2 il—

& In=211 par la premiere & "
troifieme. Comparant auffi la troifieme av®
la fécondé, on a 3 y-J- 5"—62 1

ou 46+ 27—3{= 1574-25~—310, ¢
qui fe réduit a 356 = 137 -j- 28"

On tirera maintenant de ces deux ncP
velles équations la valeur dey :

)2 11=14y-\-i1{;donc 1 = 2ix—il»
&jy — r_n__;Zn_r

11)356=13j+z8{;donc 137=356—=z%$iJ
& y= TIti$!.

Ces deux valeurs f&fment la nouvel®
équation laquelle fe change



1= 9
Cette valeur étant fubftituée dans une
des deux équations dey & on trouve
, & enfin une fubftitution femblable
dans une des trois valeurs de x , donnera

6 15 .

Si onavoit plus de trois inconnues a déter*
Miner , & autant d’équations a réfoudre ,
°n pourroit s'y prendre de la méme ma-
cére ; mais on fe trouveroit engageé le plus
fouvent dans des calculs fort prolixes.

11 efl donc a propos de remarquer que

chaque cas particulier on ne manque
8uere de rencontrer des moyens qui en faci-
litent beaucoup la réfolution. Ces moyens
[°nt d’introduire dans le calcul, a coté des
Inconnues principales, une nouvelle incon-
nue arbitraire, telle qu’eft, par ex. lafomme
toutes les autres; & quand 01l eft un

3
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peu verfé dans ces fortes de calculs, on
juge aflez facilement ce qu’il efl: le plus
convenable de faire (*). Nous allons rap-
porter quelques exemples qui peuvent gui-
der dans I'application de cette méthode.

616 .

Quatrieme queftion. Trois perfonnes
jouent enfemble ; dans la premiere partie
le premier Joueur perd avec chacun des
deux autres autant que chacun d’eux avoir
d’argent fur lui. Dans la féconde partie ,
c’efl: au fécond Joueur que les deux autres
gagnent autant chacun qu’ils ont déja d’ar-
gent. Dans la troifieme partie enfin, le
premier & le fécond Joueur gagnent aJ
troifieme autant d’argent chacun, qu’ils en
avoient. lls cefient alors de jouer , 8c il &

(*) M. Cramer a donné a la fin de fon Intradufl'on i
Tandlyfe des lignes courbes , une tres-belle regle pour dé-
terminer immédiatement, & fans pafler par les opération*
ordinaires , la valeur des inconnues de ces fortes d'équa-
tions , en quelque nombre que foieut ces inconnues.
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tr’uve qu’ils ont tous une fomme égale,
favoir vingt-quatre louis chacun. On de-
mande avec combien d’argent chacun s'eft
Ms au jeu ?

Suppofons que I'enjeu du premier Joueur
3t été de x louis, celui du fécond ,y 3 &
celui du troifieme, Et faifons outre cela
ta fomme de tous les enjeux, ou x-\-y-\~i

Or le premier Joueur perdant dans
ta premiere partie autant d’argent qu’en
°nt les deux autres, il perd f-—xy (car
lui-méme ayant eu x , les deux autres au-
r’nt euf-—x) y donc il lui reftera ix —f;
fefécond aura iy , & le troifieme aura 2£.

Voici donc ce que chacun aura apres
tapremiere partie : le I.) zx—f, lell.) zy,
felll.)

Dans la fécondé partie, le fecond Joueur
Qui a maintenant zy , perd autant d’argent
Quan ont les deux autres, c'eft-a-d./—zy ;
*L lui refte par conféquent 4y —f. Quant
alUx autres, ils auront le double chacun de
G qu’ils avoient $ ainfi apres la féconde

li 4
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partie les trois Joueurs ont, le 1.) 4X—14/~’
le 1.) 4y—f | le 1ll.) 4{.

Dans la troifieme partie , c’eft le troi-
fieme Joueur , lequel a a&uellement 4{>
qui eft le perdant ; il perd avec le premier
ax— if, & avec le fécond 4y—f ; par
conféquent apres cette partie nos trois
Joueurs auront :
lel.) Sx—4/, lell.)8y— X, lelll.) 8{—/¢

Or chacun ayant maintenant 24 louis»
nous avons trois équations, telles que la
premiere donne fur le champ x ,\d. féconde
y , & la troifieme 1; de plusf eft connu
& = 72, puifque les trois Joueurs enfemble
ont 72 louis a la fin de la derniere partie j
mais c’eft & quoi il n'eft pas méme néceffaire
de faire attention d’abord, comme on v3
le voir. Nous avons
.)8x—4/=24,0u8x= 2 4 ou*

— 34" \f»

n.) $y—2/=24,0U8j=24-3}-2/,0U/=3

111.)8{-/=24, ou 8{=24+/, ou {=3+"7-
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Ajoutant ces trois valeurs, on a

Ainfi, puifque xA-y-\-7= f, ona/=9
.+1/; donc~f= 9, &f=71.

Si on fubftitue a préfcnt cette valeur de
/dans les expreffions trouvées pour x , y
~ 1, on trouvera qu’avant que de fe mettre
au jeu , le premier Joueur avoit 39 louis ;
fe fécond , 21 louisj & le troifieme , 12
fediis.

On voit par cette folution comment,
Par le fecours de la fomme des trois in-
connues , on furmonte heureufement les
°bftacles qui fe préfentent dans la voie
°rdinaire.

617.

Quoique la queftion précédente paroifle
dabord aflez difficile, nous remarquerons
Gypendant qu’on peut la réfoudre, méme
fas algebre. On n'a qu’a chercher a le
~>re en rétrogradant. On confidérera que
Puifque les Joueurs, en quittant le jeu ,
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avoient chacun 24 louis, & que dans la
troifieme partie , le premier & le fécond
ont doublé leur argent, ils doivent avoir
eu avant cette derniere partie :
lel) 12, lell.) 12, & le lll.) 48.
Dans la fécondé partie ce font le pre'
mier & le troifieme qui ont doublé leur
argent 5 donc avant cette partie ils avoient :
lel)6,lell.) 42, le 11l.) 24.
Enfin, dans la premiere partie, le fécond
& le troifieme Joueur ont gagné chacun
autant d’argent qu’il en avoit forti ; donc
en commencant les trois Joueurs avoienc
devant eux :
J.) 39, I1) 21, 111.) 12
Ce que nous avons aufli trouve par la
folution précédente.

618.

Gnguiéme quejlion. Deux perfonnes doi’
vent 29 piltoles  elles ont de I'argent toUteS
les deux , mais pas autant chacune p°ur
pouvoir acquitter feule cette dette coin'



d> A LGEBRE. 507
~une ; le premier Débiteur dit donc au
~CGnd : Si vous me donnez lesj de votre
Sgent, je payerai feul la dette fur le
champ. Le fécond lui réplique qu’il pourroit
aufii acquitter feul la dette, fi l'autre lui
~°nnoit Ies!lde fon argent. On demande
c¢’mbien ils ont I'un & lautre r

Suppofons que le premier ait x piftoles,
N que le fécond aitjy piftoles.

Nous aurons d’'abord x-\-~y = 29;

Enfuite aufli,y 3x = 29.

La premiere équation donne *=29

& la fécondé donne x = — |

anii 29 —jy = "6 . On tire de cette
Quation 7 = 147; donc x = iM'-.

Réponfe. Le premier Débiteur a 191
Moles , & le fécond a 14 piftoles.
619.

Sixiéme queftion. Trois freres ont acheté
Ure vigne pour cent louis. Le cadet dit
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qu'il pourroit la payer feul, fi le fécond
lui donnoit la moitié de l'argent qu’il a»
le fécond dit que fi I'ainé lui donnoif le
tiers feulement de fon argent, il payeroU
la vigne feul 5 enfin I'ainé ne demande que
le quart de I'argent du cadet, pour payef
feul la viGine. Combien chacun avoit-"
d’argent ? Que le premier ait eu x louis;
le fccond, y louis ; le troifieme , { louis}
01l aura les trois équations fuivantes :
[)A:-j-ly —100. il.)y 54— {=t 00. H1.){
00 ; deux defquelles feulerne®
donnent la valeur de a:, favoir I.) x= i0°
—\y, HL)*= 400— 4{. Ainfi on 3
I’équation :
100—J-"400—4{,oudi~;y=yoOi
gu’il faudra combiner avec la féconde >
afin de determinery & £. Or la fécond®
équation etoit >'4— 100 ; on en til;e
doncy = 100 — j-£ & [I'équation trouvé
en dernier lieu étant 4A—iy=)o0o0, 0I
ay=8"— 600. Par conféquent la dernier™
équation efl :
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100— = — 600 ; ainfi8 "= 700,

‘uy~=700, & {=84. Doncy = 100
28= 72, & x— 64.

Réponfe. Le cadet avoit 64 louis, le

puiné avoit 72 louis, & faine avoit 84

louis.
620.

Comme dans cet exemple chaque équa-
tion ne renferme que deux inconnues, on
peut parvenir d'une fagon plus commode
a la folution cherchée.

La premiere équation donne j=200
~ix; ainfiy efl déterminé en x ; & fi
°n fubflitue cette valeur dans la fécondé
équation, on a 200 — 2x-(- * ==100 j
doncj {= ix— 100, & i=6x — 300.

Ainfi { efl auffi déterminé en x y & fi
on introduit cette valeur dans la troifieme
équation, on obtient 6x— 300-f-*J£ =i 00,
°0 x fe trouve feul & qu’on réduit a T7x
—-1600=0, dou l'on tire *=64. Par
conféquenty =ioo—128=7 2, &{=3 84
—300=84.
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621.

On peut fuivre le méme procédé, lors-
qgu'on a un plus grand nombre d'équations.
Suppofons, par exemple , qu’on ait d'une
maniéré générale: 1.) «-J-3 =n,11.)*'H
=n, lH1.)J+L—n, IV ){+]j=«y°U
en chafTant les fra&ions : I.) au-j- x = ant
I1.) bx -\-y =. bn, Ill.) cy-£-¢= en)
IV.) d[-\-u— dn.

Ici la premiere équation donne d'aboi
X=.an— au, & cette valeur étant fubffr
tuée dans la fécondé, on a abn— abu-\~j
z=.bn; a\Q\yz=:bn—abnA-abu; la fubfH
tution de cette valeur dans la troifiemc
équation donne ben— abcn-\-abcu-\-¢=cni
donc ¢=cn—bcnA-abcn—abeu ; fubftituan*
enfin ceci dans la quatriéme équation , ona
cdn—bedn-|- abedn—abedu  u—adn. Ainfi
dn— cdn-j- bedn— abedn= — abedu-j-
ou bien (abcd— i) u=zabcdn — bcdnA-edfl
—dn; dou l'on tire

(atcd-bcd+cd-d )
abcd-i *

abcd-i
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Par conféquent on aura

.«__ abcdn~-acdn+adn-an (abed-aed+ad-a)
abcd-i - " abcd-| *

abcdn -abdn+abn—bn (abed-abd+ab-b)
abed-i - " abed-i  *
abedn--abcn+ben-cn (abcd-abc -mbc-c )
abed-i =zn. abed-i  *

____abedn- -bcdn+cdn-dn . (abed-bed-fFcd-d)
=71~ } -
abcd-1 abcd-i
622.

Septieme queftion. Un Capitaine a trois
compagnies : I'une eft de Suifles, l'autre

de Suabes, la troifieme eft de Saxons,

veut donner un aflaut avec une partie
¢® ces troupes, & il promet une réecom-
Pcnfe de 901 écus fur le pied fuivant :

Que chaque Soldat de la compagnie
<Ni montera & l'aflaut, recevra 1 écu, &

gue le refte de I'argent fera diftribué éga-
le nt aux deux autres compagnies.

Or il fe trouve que fi les Suifles donnent
~aflaut , chaque Soldat des autres com-
pagnies recoit un demi-écu 5 que fi les Sua-
~esvont a I'aflaut, chacun des autres recoit
i écu} enfin, que ILJes Saxons donnent
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I'aflaut , chacun des autres recoit - eCU
Ou demande de combien d’hommes étoit
chaque compagnie.

Suppofons le nombre des Suifies==*"
celui des Suabes = j, & celui des Saxdb
= Et failons de plus x-\-y-\~i=f, parcS
.qu’il eft facile de voir que c’eft le moy#
d’abrécrer confidérablement le calcul.
donc les Suifies donnent l'affaut, leur no™
bre étant= x , celui des autres feraf-—*!
or ceux-la recoivent i écu, & ceux-ci
demi-écu ; ainfi on aura

— '-X— yOlI.

On trouvera de la méme maniéré (jf
fi les Suabes donnent I'aftaut, on a

y-\-\i~\y = 90K

Et enfin que , fi ce font les Saxons gl
montent a I'affaut, 0Ll aura

{+ 4/ 17— 9%
Chacune de ces trois équations fuffr*l
pour déterminer une des inconnues *’

y & {>
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car la premiere donne *=1802—/V"'
la fécondé donne 27=2703—/,
la troifieme donne 37=3604—f.
Or fi I'on prend maintenant les valeurs
k6x, 6y & 6{, & qu'on écrive ces
valeurs I'une fous l'autre , on aura
6x=i08iz— 6f
6 = 8109— I»
6 {= 7208— ift
& ajoutant : 6/=26129 — 11/, ou 17/
N 26129 ; ainfif = i 532 ; c’eft: le nombre
I°tal des Soldats, au moyen duquel on
Irouve
*:=ij802—1537= I6li >
ly = 2703—1j37=1166 ,ouy= 5831
3N—3604—1537=1067, ou {=689.
Réponfe. La compagnie des Suifles eft
265 hommes; celle des Suabes, de 583
“mmes j & celle des Saxons, de 689
Sommes.

Tome /. K k
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CHAPITRE V.

De la réfolution des Equations pures
fecond degre.

623.

O n dit qu’'une équation efl: du feco
degré, quand elle renferme le quarré O
la fécondé puiflance de l'inconnue,
gu’'on y trouve des puiflances plus élevée
de cette inconnue. Une équation qui
fermeroit aufli la troifieme puiflance »
I'inconnue, appartiendrait déja aux équ3
lions cubiques , & fa réfolution deman”
roit des réglés particuliéres.

624.

I n'y adonc que trois efpeces de terr
dans une équation du fécond degré. $
premier lieu les termes ou l'inconnue *
fe trouve pas du tout, ou qui ne N
compofés que de nombres connus.
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" En fécond lieu, les termes dans lefquels
°’n rencontre feulement la premiere puif-
fance de la quantité inconnue.

En troifieme lieu , les termes qui con-
tiennent le quarré de la quantité inconnue.

Ainfi x fignifiant une quantité inconnue,
& les lettresa, b, ¢, d, &c. repréfentant
des nombres connus, les termes de la pre-
miére efpece feront de la forme a, les
termes de la fécondé efpece auront la forme
~x, & les termes de la troifieme efpece
auront la forme cxx.

625.

On a déja vu fuffifamment que dtfux ou
plufieurs termes d’'une méme efpece peu-
vent fe réunir enfemble, & étre confidérés
comme un feul terme.

Par exemple, on peut confidérer comme
Ittl feul terme la formule axx—bxx-"-c XX,
Qi la repréfentant par (a—b~\-c) xx ;
Ptiifqu'en effet a—b-\-c efl une quantité
c’nnue.

Kk 2
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Et quand méme de tels termes fe trou*
veroient des deux cétés du figne= , on
a vu comment on doit les porter d’'un méme
cote, & les réduire enfuite a un feul terme.
Soit, par exemple , I’équation

XXX— }x-Ara= JXX—8at-+1T ;
on fouftrait d’abord xxx, & il vient
— yX-\~4=yxx—8at-|—1i ;
ajoutant enfuite Sx , on obtient
B*4-4= FFr+x j*
fouftrayantenfin n , il refte $xx=fx —7*
6716 .

On peut au/fi tranfporter tous les termes
d’'un méme coté du figne = , de facon qu’il
ne refte que o dans l'autre membre ; te
principal eft de faire attention que quand
on tranfporte des termes d’'un c6té a l'autre>
il faut en changer les fignes.

Ceft ainfi que I’equation ci-defius prefl’
dra cette forme, yxx—5r4“7=05 ~
c’eft aufii pourquoi on peut repréfentel
toute équation du fécond degré généra*
Icment par cette formule
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axX+ bat+re= 0,
dans laquelle le figne + fe prononce plus
°u moins, & indique que de tels termes
peuvent étre tantdt pofitifs & tantot
négatifs..

627.

Quelle forme qu’ait- primitivement une
équation du fécond degré, on peut toujours
la réduire a cette formule de trois termes t
Quoil foit. parvenu , par exempley a
~équation

ax+b__ tx+f
cx+d gX+ h*

il faudra, avant toute chofe , chaffer les
fraCtions : multipliant pour cet effet d’abord
par cx-\-d, on aax~\-b= ?
enfuite par gx*\-h, on a
agxx-\-bgx+ahx+bk<=cexx+cfx-icdx-\-fd,
ce qui efl une équation du fécond degreé ,
& qu’on réduit aux trois termes fuivans,
~ue nous tranfpoferons en les rangeant de-
la maniéré qui efl; le plus en ufage :
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O=agxx-\-bgx-\-bh ,
— cexx-\-ahx—fd ,
— CjXy
— edx.
On peut repréfenter aufli cette équation
de la maniéré fuivante , qui efl, méme plus

claire :
O (gg—<e)xx+(I>g+ah—e f—ect)x+bh—d.

Ces équations du fécond degré, ou toutes
les trois efpeces de termes fe trouvent, fe
nomment complétés, & leur réfolution efl
aufli fujette a plus de difficultés ; c’efl: pour-
guoi nous commencerons par co'nfidérer
celles ou un de ces termes manque.

Or fi c’étoit le terme xx qui ne fe trou-
vat pas dans I'equation , elle ne feroit pas
du fécond degré, mais elle appartien-
drait a celles donr nous avons traité ; que
fi c’étoit le terme qui ne contient que des
nombres connus, qui manquét, I'équatiofl
auroit cette forme, axx+hbx~o, laquelle
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étant divifible par x, fe réduitaax + b = 0,
qui eft pareillement une équation du pre-
mier degré, & n’appartient pas ici.

* xf “

629.

Mais lorfque c’eft le terme moyen,
lequel contient la premiere puiflance de x ,
qui manque , I'équation revét cette forme ,
a*x+cr=o, ou axx— + c¢; le figne de ¢
Pouvant étre foit pofitif, foit négatif.

Nous appellerons une telle équation, une
équation du fécond degré pure , par. la
raifon que fa réfolution ne fouffre aucune
difficulté. En effet, o¢c n'a qu’a divifer par a,
(On obtient = & prenant de part Sc
d'autre la racine quarrée , on trouve X

au moyen de quoi lI'équation eA

Téfolue.

630.

«

Mais nous avons $ prcfent trois cas a
confidérer ici. Le premier, quand ~eft un,
Uombre quarré, dont on puiffe par confé*

Kk 4
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guent affigner réellement la racine, on

obtient dans ce cas pour la valeur de x un

nombre rationnel, lequel peut étre ou

entier ou rompu. Par exemple , I'équation

X X , donne x =i 1; & celle-ci, xx
donne x = ~.

Le fécond cas a lieu, quandj n'eft pas
un quarré, dans lequel cas par conféquent
il faut fe contenter du figne y/. Si, par
exemple, xXx=1i z, ona y/i 2, dont
la valeur peut fe déterminer par approxi-
mation , comme nous l'avons fait voir
plus haut.

Le troifieme cas enfin eft celui ou - de-
vient un nombre négatif; alors la valeur
de x eft tout-a-foit impoffible & imaginaire >
& ce reéfultat prouve que la queftion qui
a conduit a une telle équation , eft im-
poflible d’elle-méme.

63 T.

Nous obferverons encore, avant que
d’aller plus loin, que toutes les fois qu’il
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efE queftion d’extraire la racine quarrée
dun nombre, cette racine a toujours deux
valeurs, dont l'une eft pofitive & l'autre
negative. Nous avons déja fait remarquer
CGda plus haut. Q u'onait I'’équation xx= aj ,
ta valeur de * ne fera pas feulement-{-7,
Mais aufli —7 , ce qu’on indique par x = + jm
Ainfi toutes ces queftions admettent une
folution double ; mais on remarquera ce-
pendant que dans plufieurs cas, dans ceux,
Par exemple, ouil s'agit d’un certain nombre
~hommes, I'on comprend bien que la valeur
negative ne fauroit avoir lieu.

632.

Dans le cas précédent méme, ou c'eft
a quantité connue qui manque, les équa-
tlons, axx=bx, ne laiflent pas d’admettre
~ux valeurs de a , quoiqu’on n'en trouve
Qiune feule, fi 'on divifé par x. Car fi I'on

par exemple , I'’équation xx—yx, ou
Nsagit d’afligner pour x une valeur telle ,
e devienne égal a 3*, cela fe fait
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en fuppofant x = 3, valeur qu’on trouve
en divifant I'’équation par x ; mais outre
cette valeur il en eft encore une autre gm
fatisfait également, c’eft x = o ycar alors
jtrx= 0, & }x= o0. Toutes les équations
du fécond degré en général admettent deux
réfolutions, tandis qu’une feule folutiofl
peut avoir lieu pour les équations du pre'
mier degré.

Nous allons maintenant éclaircir paf
quelques exemples ce que nous avons dtf
fur les équations du fécond degré pures.

633.

v Vv L ¢

Premiere queftion. On cherche un nom’
bre dont fa moitié , multipliée par le tiers»
fafle 14 ?

Soit ce nombre il faut que
multiplié par j x , donne 24; on aura donc
I'equation £ xx=i<\.

Multipliant par 6 , on a i44 ;
I'extra&ion de la racine donne x==-+ 11’
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‘nmet+ ; carfi'x= -]-12,0ona~x=6,
N-*==4 | & le produit de ces deux nom-
mesefl: 24 ; & fir= — 12 ,o0na’'-x=—~6,
N~*= — 4, dont le produit eft éga-
Went 24.

634.

geconde queftion. On cherche un nom-
tel, qu’'eny ajoutant 5, & en en re-
Nanchant 5, le produit de la fomme par
~ différence foit= 96. -
Soit ce nombre x , il faudra que x-j-j,
Multiplié par x— 5, donne 96 ; d’ou réfulte
équation atx— 25=96.
Ajoutant 25,o0na.x\r=i 2f; Scextrayant
kracine, il vientx = 11. Ainfi at—5= 16,
N —b5=6 ;oreneffet 0.16 = 96.

635.

Troifieme quefiion. On cherche un nom-
ve tel, qu’en l'ajoutant a 10, & en le
branchant de 10 , la fomme multipliée par
N refte , ou par la différence, donne 51.



524 E LEMENS

Que a: foit ce nombre ; il faut que io+# >
multiplié par 10—*, falTe 51, & qu'ainf*
100—x x = 1. Ajoutant xx,tk fouftrayant
51, on axx=zgdt dont la racine quarrée
donne x = j.

6 36.

- . 9
Quatriéeme queftion. Trois Joueurs cjd

ont fait une partie , fe retirentj le premier
avec autant de fois 7 écus, que le fecon®
a de fois trois écus ; & le fécond avec autanl
de fois 17 écus, que le troifieme a de (0$
5 écusj & fi on multiplie I'argent du pr£'
mier par I'argent du fécond, & I'argent dt
fécond par I'argent du troifieme, & enfa
I'argent du troifieme par I'argent du pre'
mier , la fomme de ces trois produits eft

3830|- Combien d’argent ont-ils chacun?

Suppofons que le premier Joueur ait *
écus 5 & puifqu’il a autant de fois 7 écus >
que le fécond a de fois 3 écus, cela fignifie
que fon argent eft a celui du fécond, en
raifon de 7:3.
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On fera donc 7: } = x , a largent du
fecond Joueur , qui eft donc x.

De plus, comme I'argent du fécond
loueur eft & celui du troifieme en raifon
N 17 ), ondiral7 :5 = 2x alargent du
troifieme Joueur , ou a” X.

Multipliant a préfent x , ou l'argent du
Premier Joueur , par | x , l'argent du fe-
and, on a le produit -xx.

Apres cela, - x , I'argent du fécond, mul-
liplié par I'argent du troifieme, ou par ii-jr,
donne ~ xx. Enfin I'argent du troifieme,
°/N ~x, multiplié par x , ou l'argent du
premier, donne ;—xx. La fomme de ces
trois produits eft §x X ~\~i"Xx~\-~xxj8¢c

réduifant au méme dénominateur, on
tatrouve = [°?x x, ce qui doit équivaloir
au nombre 3830..

On adonc"xx="J8TJoij*

Ainfi* ~xx= 11492, & i$iixx étant
cgal a 9572836, divifant par 1521 , on
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axx= 5 v,'->& en prenant la racine#
on trouve x=--— Cette fraftion eft en
core réduftible a de moindres termes, en
divifant par 13 ; ainfiat==79 ~; &
on conclut de la que 3x = 34, & que "b*
= 10.

Réponfe. Le premier Joueur a 79 "écus>
le fécond a 34 écus, & le troifieme &

retire avec i0 écus.
Remarque. Ce calcul peut fe faire encotf

d’une maniéré plus facile ; favoir, en pré
nant les facleurs des nombres qui s’y pré
Tentent, &: en faifant attention principe
lement aux quarrés de ces fa&eurs.

On voit que 507= 3.169, & que 169
eft le quarré de 13; enfuite, que 833"
7.119, & que 119= 7.17. Orona 7"
** = 38302., & fi on multiplie par 3, 01
a X X = 11492. Qu’0ll réfolve aufli ce
nombre en fes fafteurs ; on voit dabo”
que le premier eft 4, c’eft-a-dire, que U 49*
= 4.2873 ; deéplus 2873 cftdivifible paf



|7, de forte que 2873 = 17.169. Par con-
séquent notre équation aura la forme fui-
Vante : 779 — 4+ 17 ¢+ 169-, laquelle, divifée
Par 169 , (é réduit a XX = 4.17; mul-
tipliant de plus par 17.49 , & divifant par
91 on axx= 427%9, ou tous les fa&eurs
font des quarrés j d’ou il fuit qu'on a, fans
autre calcul, la racine

comme ci-élevant. 3 3

637.

Cinquieme queftion. Quelques Négocians
établirent un Fafteur a Archangel. Chacun
d’eux contribue pour le commerce qu’ils
ontenvue, dix fois autant d’eécus qu'’ils font
d’Affociés. Le profit du Fafteur eft fixé a
deux fois autant d’écus qu’il y a d’Affociés
pour 100 écus. Et fi I'on multiplie la
partie de fon gain total par 21, on trouve
le nombre des Aflociés. On demande quel
eft ce nombre ?

Soit ce nombre= * i & puifque chaque
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AfTocié a fourni 7o x, le capital entier eft
z™ioxx. Or avec chaque centaine d’'écus

le Fafteur gagne zx , fon profit fera donc
Y x bavec le capital ioxr. La ™ partie de
ce gain efl: ~ox J; multipliant par zj, ou

r<40na, - X3pou— x5 & ceft ce
gui doit étre égal au nombre des Affociés *e

On adonc I'équation ™ x '= x y ou X'
= iz<)X] elle paroit d’'abord étre du troi-
fieme degré ; mais comme on peut divifer
par x , elle fe réduit a I’équation du fecond
degré xx = zzf ,d’oul'ontirex =i j.

Réponfe. 1y aquinze Affociés, & chacun
a contribué 150 écus.

CHAPITRE
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CHAPITRE V1.

De la réfolution des Equations mixtes
du fécond degre.

638.

o N dit d’'une équation du fécond degré,
Quelle eft mixte ou complété, lorfqu'on
y rencontre trois efpeces de termes, favoir,
celle qui contient le quarré de la quantité
~connue, comme axx ; celle ou l'in-
connue fe trouve feulement élgvée a la
premiere puiflance, commet,- enfin l'ef-
pece de termes qui n'eft compofée que de
guantités connues. Et puifqu’on peut réunir
deux ou plufieurs termes d’une méme efpece
en un feul, & qu'Oll peut porter tous les
termes d’'un méme c6té du figne= , la
forme de I'équation mixte du fécond degreé
fera celle-ci :
axx + bx4-c= o.
Nous montrerons dans ce Chapitre
Tome 1. L1
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comment on doit tirer la valeur de * de
ces fortes déquations j on verra qu'ily a
deux routes pour y parvenir.

639.

Une équation de I'efpece dont il sagit,
peut fe réduire , par le moyen de la divi*
fion, a une forme telle, que le premia
terme ne contienne purement que le quarr
xX de I'inconnue at. On laifiera le fecofld
terme du méme cOté ou eft x , & le terme
connu on le portera de l'autre coté du fxge
= . Notre équation prendra de cette m3
niere la Forme xx +px=+q, ou p & !

t des nombres connus quelconques»
pofitifs ou négatifs ; & tout fe réduit a pre
fent a déterminer lavraie valeur de x. Noi's
commencerons par remarquer que fi **
~\~px étoit un quarré cfle&if, la réfolutioll
n'auroit aucune difTiculté , parce qu’il
s'agiroit que de prendre des deux cOtés U
racine quarrée.
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640.

Mais il eft clair que xx-\-px ne faurcit
erre un quarré, puifque nous avons vu plus
haut que fi une racine eft de deux termes,
par exemple x-\-n, fon quarré contient
toujours trois termes, favoir, outre le quarré
de chaque partie , encore le double du
produit des deux parties; c’eft-a-dire, que
le quarré de x-\-n eft xxA-inx -\-nn. Or
nous avons déja d’'un cété xx-\-px , nous
pouvons donc regarder xx comme le
quarré de la premiere partie de la racine,
& il faut en ce cas que px repréfente le
double du produit de la premiere partie a
de la racine par la fécondé partie ; par confe-
guent cette fécondé partie doit étre -p ,
& en effet le quarré de x-\-'-p fe trouve

étre xx-\-px-\-"-pp.
641.
Or xx-\-px-\- "-pp étant un quarré réel

qui a pour racine x -j- \p, fi nous repre-
L1~
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lions notre équation xx-\-px= @, nous
n‘avons qu’a ajouter de part & d’autre Ho>
ce qui nous donne xx -\-px-\-'- ppz=q-\-\
pp, ou le premier membre eft efieftive-
ment un quarré , & ou l'autre membre ne
renferme que des quantités connues. Si donc
nous prenons des deux cOtés la racine quar-
rée , nous trouvons x~\-xp— y/(~pp-\-"i
& fouftrayant  p, nous obtenons x — —=
p - \ - i & comme toute.racine
guarrée peut étreprife foit affirmativement»
foit négativement , nous aurons pour *
deux valeurs exprimées de cette maniéré :

X=r-"-pxy/-pp+q
642.

Voila la formule qui contient la régle»
d’aprés laquelle toutes les équations du
fécond degré peuvent étre réfolues, & "
fera bon d’en imprimer la fubftance dans la
mémoire , afin qu’on nait pas befoin de
répéter a chaque fois toute I’'opération que
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nous venons de faire. On pourra toujours
ordonner I'équation, de fagon que le quarre
pur xx fe trouve d’'un feul cété, & qu’ainfi
1équation ci-deffus ait la forme x x = —px

ou I'on voit alors fur le champ que

*= _j/okva A+ 2-
643.

La regle généerale que nous déduifons
de la pour réfoudre I'équation * * = —pXx
"\-g, confifte donc en ceci :

Que la quantité inconnue x eft égale a
la moitié du nombre qui multiplie * dans
l'autre membre d(*Téquation ,plus ou moins
la racine quarrée du quarré du nombre que
'on vient de dire, & de la quantité connue
qui forme le troifieme terme de I'équation.

C’eft ainfi que fi on avoit I'équation

7, on diroit aufli-tét que x=z$
ivr9+ 7=3 + 4» dou réfultent ces deux
valeursde x , L) x=.j ;1) x = —1. Pi-
aillement I'équation x x = io x — 9, don*

L1 3
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neroit at= j+ y/25— 9= 5+ 4» c'eft-a"
dire que les deux valeurs de x font9 & 1.

6 4 4 *

On fe mettra encore mieux au fait de
cette regle en diftinguant les cas fuivans :
I.) fip eft un nombre pair; Il.) fip eftun
nombre impair ; & I11.) fip eft un nombre
rompu.

Soit 1.)p un nombre pair , & I'équatioll
telle que, xx—ipx-\-g, on aura x=zf
ty £+ *

Soit I1.)p un nombre impair, & I'équa’
tion xx=px-\-g, onaurax= \p+A PP+1*
& puifque -pp-\-q— on pourra eX
traire la racine quarrée de ce dénomina’
teur,& écrire x = -p. -fv/m"M=n Zr-\{IL’\-

Enfin I11.) Soitp une fraftion , on poufl-3
réfoudre I'équation de la maniéré qui fui*:
Que I'équation en queftion foit celle-ci?
axx~bx-\~c, ouxx= — .-, On aura,

par la regle, X= ~ =% y/EA-f. or js
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13~ ilﬁé'-x:- ou le dénominateur eft un
Quarré; ainfi

645.

L’autre voie qui conduit a la réfolution
des équations du féecond degré mixtes, eft
de les transformer en des equations pures.
Cela fe fait en fubftituant, par exemp. dans
I'équation xx=.px-\-q, a la place de I'in-
connue X y une autre inconnue” , telle que
x~Nylc-Ip; au moyen de quoi, quand
on a déterminé y , on trouve auffi-tét la
valeur de X.

Si nous faifons cette fubftitution dey
4*N~ 3 la place de x, nous avons Xx=yy
4~FX \pp >& Px = Py~\~"TPP’ Par cou"
féquent notre équation fe change en celle-
ci:yy~rrpy”™i, pp—py"t“iPP'fa »cul le
reduit, en fouftrayant py , d’abord ayy
4~-pp=Ilpp+q; & enfuite, en fouftrayant
\pp>*yy=\pp~ri- Ceci une éciua"
tion du fécond degré pure, qui donne auifi-

L14
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toty = + \/tppA-q. Or puifquex=y+ \p,
on a x=z'-p-fy/lpp-\-q, ainfi que nous
lavons trouvé ci-deflus. Il ne nous relie
donc qu’a éclaircir cette regle par quelques
exemples.

646 .

Premiere quejlion. J’'ai deux nombres;
fun furpafle l'autre de 6 , & leur produit
efl: 91. Quels font ces nombres ?

Si le plus petit efl: x, l'autre eft x-\-6,
& leur produit 91=xx-A-6X.

Souftrayant 6 x, il refte x x = i— 6x}
& laregle donnex=— 3+ y/9+91= —)
+ 10 ; anfix=y , & *==—13.

Rép. La queftion admet deux folutions:

Suivant l'une, le plus petit nombre *
efta=7 , & le plus grand x -{-6=13.

Suivant l'autre , le plus petit nombre *
=0—j3j & le plus grand x-\-6 = —7.

647 .

Seconde quejlion. Trouver un nombre

tel que, fi de fon quarré je retranche 91
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d me vienne un nombre qui foit d'autant
d'unités plus grand que ioo, que le nom-
bre cherché eft plus petit que 23.

Soit le nombre cherché=x,- je vois que
*x— 9 furpafle joO de xx—109. Et puif
mgue x eft au-deflous de 23 de 23—x , j'au-
rai cette équation : xx — 109 = 23— x.

Donc xx = —x—3-£32, & ,par laregle,
JH VA + 1Rig= i+ [ = —>

Ainfi x = 11 & x = —12.
Réponfe. Lorfqu’on ne demande qu’un
nombre pdfitif, ce nombre cherché eft 1j,
dont le quarré moins 9 eft 112, & par

conféquent de 12 plus grand que 100, de
méme que 11 eft de 12 plus petit que 23.

648.

Troifieme queftion. Trouver un nombre
tel, que fi on multiplie fa moitié par fon
tiers, & qu’au produit on ajoute la moitié
du nombre qu’'on cherche , le réfultat
foit 30.
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Qu’on fuppofe ce nombre = :x, fa moi-
tié , multipliée par fon tiers, fera \ xx ; ~

faut donc que *=30. Multipliai
par 6, on axx-\-$x=1i30, ou xx=~--y~
—+-1t80, ce qui donne * —— s+ y/|+i8<*
. N V4

»—Fe : .
Par confequent x eft ou— 12 , ou egll

649.

Quatrieme queftion. Trouver deux noifl
bres qui foient en proportion double , &
tels que fi on ajoute leur fomme a leu
produit, on obtienne 90.

Soit I'un qes nombre%—*, & le pI@
grand = 1x, leur produit fera= ixx,
fi on'y ajoute 3* ou leur fomme, la nol
velle fomme doit faire 90. Ainfi 2*x-f'3 v
= 90; i**=90 — )X ; XX=.—3x-j'4>
d'oul'ontire x =—"+ \/75+45 = —\ ;£'¢*

Par conféquent *=6 , ou * = —71* .



Cinguieme queftion. Un Maquignon qui
a acheté un cheval pour un certain nom-
bre d’écus, le revend pour 119 écus, &

gagne autant pour cent écus, que le
cheval lui a colté. On demande ce qu'il
en avoit payé ?

Suppofons que le cheval ait colté x écus j
comme le Maquignon y gagne X pour cent,
ndira 100 donnent le profit x : que donne
* i Réponfe, ~ . Paisdonc qu'il a gagné ~
& que le cheval lui colte x écus d’'achat,
Hfaut qu’il I'ait vendu pour * + 7~jd°nc
* -~ = 119. Souftrayant x, on a -~

— x-\- 119 ; & multipliant par 100, il
vient ta— —i00*-j-119°0* Appliquant
maintenant la regle , on trouve *:=— 50
+ \Jx 500-f-i1900=— jO+ v/14400
A — 50+ LiC.

Réponfe. Le cheval a colté 70 écus, &
puifque le Maquignon a gagné 70 pour
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cent en le revendant, le profit doit avoir
été de 49 écus. Le cheval doit, par consé-
quent , avoir été revendu en effet pour 7°
+ 49> c'eft-a-dire pour 119 écus.

651.

Sixieme quejlion. Quelqu’un achete n'l
certain nombre de pieces de drap ; il paye
pour la premiere z écus ; pour la féconde»
4 écus ; pour la troifietne , 6 écus, & de
méme toujours z écus de plus pour les
fuivantes ; & toutes les pieces enfemble lul
codtent 110 écus. Combien y avoit-il de
pieces ?

Soit le nombre cherché . & voiel
le plan de ce que I’Acheteur a payé pouf
les difféerentes pieces :

pour la 1, 2, 3, 4, 5 X

il paye 2,4,6,8,10 zx écus.

Il sagit par conféquent de fommer J3
progreflion arithmétique 2— 4464810

........ i X, qui efl de x termes, afin den
déduire le prix de toutes les pieces de drap
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prifes enfemble. La regle que nous avons
donnée plus haut pour cette opération,
exige qu’'on ajoute le dernier terme & le
premier. La fomme eft zx 1 jqu'on mul-
tiplie cette fomme par le nombre des
termes x , le produit eft ixx -(- *x ; qu’'gn
divife enfin par la différence i , le quotient
eft xx 4—x } c’eft la fomme de la progref-
fion; ainfi 'on ax x-\-x= 110 5 donc xx
X-j-no, & x=—7+ yA + i10
zi.—li—* 4 —21 | <2(_!0'
Réponfe. Le nombre des pieces de drap
achetées eft io.

652.

Scptieme queftion. Quelgu’'un a acheté
plufieurs pieces de drap pour 180 écus. S'il
avoit recu pour la méme fomme 3 pieces

de plus , il auroit eu la piece a meilleur
Marché de 3 écus. Combien a-t-il acheté
de pieces ?

Faifons le nombre cherché — x ; chaque
piece aura coUté réellement --- écus. Or fi
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i’Acheteur avoit eu x 3 pieces pour 180
écus, la piece lui feroit revenue a  écusj
& puifque ce prix eft moindre de 3 écus

que le prix réel , il faut que nous ayorS
I'équation
Multipliant par x 3nous avons ™ = 1

— )Xx; divifant par 3, 'ona~ =6 o—x*
multipliant par x-j-3 , nous aurons 60*
= i1804— —xx i ajoutantx x, I'on auf3
xx-{-60x=i$0-\-<)7x ; fouftrayant 60X;
nous aurons x x = —3 » 80.

La regle donne par conféquent
*=— t+ VAT -t-»80,0ux=— I1-Ff?
= 12,

Réponfe. On a acheté pour 180 écus 11
pieces de drap a 15 écus la piece , & "
on edt obtenu 3 pieces de plus, favoir Jf
pieces pour 180 écus, la piece ne ferolf
revenue qu’a 12 écus, c’eft-a-dire, a 3 écus
de moins.
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653.

Huitieme queftion. Deux Marchands en-
tent en fociété avec un fonds de 100 écus;
“un laifTe fon argent dans la fociété pendant
trois mois, l'autre laifie lefien pendant deux
ftois, & chacun retire 99 écus de capital
& dintéréts. On demande quelle part
chacun avoit fourni au fonds ?

Suppofons que le premier AfTocié ait
Contribué x écus, l'autre aura contribué
loo—  Or celui-la retirant 99 écus, fon
profit eft 99 — x , qu’il aura acquis en trois
~ois avec le capital * ¢« & puifque le fécond
tetire pareillement 99 écus, fon profit eft
* — 1, gu’il aura acquis en deux mois de
temps avec le capital ico—x; & il eft
clair que le profit de ce fécond AfTocié elt
~té~ |, sil avoit refté trois mois dans la
fociété. Maintenant , comme les profits
acquis dans le méme temps font propor-
llonnels aux capitaux , nous avons évidem-
ment X:y9—*=jo o —Xx".¥-~.
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L’égalité du produit des extrémes & de
celui des moyens donne I'équation
— iyyx-\-xx;
multipliant par i, nous aurons yxx — 3"
= 19800— yy$x-\-ixx ; fouftrayant ixx>
I'on aura xx— 3x”"19800— 398X.; ajol’
tant 3X, nous aurons xx=i98 00 — 395*

Donc par la regle
y 35 j yraizil_ | 12U— 3. | i

= T = 4)- '

Réponfe. Le premier AfTociée a contribue
45 écus , & lautre s5 ecus. Le premii
ayant gagné en trois mois 54 écus, aurolC
gagné en un mois 18 écus ; & le fecoi™
ayant gagné en deux mois 44 écus, auroic
gagné en un mois 11 écus : or ces deu*
profits s'accordent ; car, fi avec 45 éclS
on gagne 18 écus dans un mois de temps »
on gagnera dans le méme temps ix C¢cllS
avec jj ecus.
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654.

Neuvieme quejlion. Deux Payfannes por-
“nt enfemble icoceufsau marcheé; I'une

porte plus que l'autre, & cependant le
produit eft le méme pour l'une & pour
*autre. La premiere dit a la fécondé : Si
javois eu tes ceufs, j'aurois retiré 15 fous.
L'autre lui répond : Si j'avois eu les tiens,
faurois retiré 6 ~ fous. Combien d’ceufs
chacune a-t-elle portés au marché ?

Que la premiere ait eu x ceufs, la fé-
conde en aura eu 100— x.

Puis donc que celle-la eGt vendu 100
=—x ceufs pour 15 fous, on fera la regle
de trois fuivante :

100 : 15==*..a fous.

De méme, puifque la fécondé et vendu

* ceufs pour 6F fous, on trouvera com-

bien 100— x oeufs lui euflent rendu, en
difant :

x 100  XrefB=2*" o

Tome /, M m
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Or les deux Payfannes ont retiré autant
d’argent 'une que l'autre ; nous avons par
conféquent I'équation, — ==—3"»
fe reduit a celle-ci,

25 X X = 100000 — 4000X j
& enfin a celle-ci,
XX:=— 160*4"8000 ;
dou l'on tire
x = —80-}-~/64004-8000=—280-j-i
= 40.
Réponfe. La premiere Payfanne avort

‘40 e ufs, la fécondé en avoit 60, & cha*
cune a retiré 10 fous.

6 55 .

Dixieme queftion. Deux marchands vetf'
dent chacun d’'une certaine étoffe ; le k'
cond en vend 3 aunes de plus que le pre'
mier , & ils tirent enfemble 35 écus. Le
premier dit au fécond : J'aurois retiré de
votre étoffe 24 écus; l'autre répond,
moi j'aurois retiré de la votre 12 écus &
demi. Combien d’aunes avoient-ils chacun!3
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Suppofons que le premier ait eu X aunes,
le feconcl aura eu jv-j~ 3 aunes. Or puifque
le premier elt vendu x~\~" aunes pour 24
Ccus, il faut qu’il ait retiré ~ écus de fes
* aunes. Et quant au fécond, puifqu’il et
debité x aunes pour 12 i ecus, il faut qu'il
Jtvendu fes x~\~t aunes pour ~ ~ 5 ainfi
IT fomme totale qu'ils ont retirée eft—
+/N+21= |, écus.

Cette équation fe réduit & XX=10X
“-75, d'oul'ontirex=i0+ \/100—75
5=510 + 5

Réponfe. La queftion a deux folutions :
fuivant la premiere, le premier Marchand
«tvoit 1 %aunes, & le fécond en avoit 18 ;

puifque celui-la edt vendu 18 aunes pour
*4 écus, il aura vendu fes 15 aunes pour

écus ; le fécond, qui e(t vendu 15 aunes
Pour 12 écus & demi, aura vendu fes 18
aunes 15 écus ; donc en effet ils ont tiré
35 écus de leur marchandife.

Suivant la fécondé folution, le premier
Mm 2



545 E L EMENS

Marchand avoit faunes, & l'autre 8 aunes;
ainfi, puifque le premier elt débité 8 aunes
pour 24 écus, il aura retiré 15 écus de fes
j aunes; & le fécond , puifqu’il edt vendu
5 aunes pour 12 écus & demi, fes 18 aunes
lui auront rendu 10 écus. La fomme eft
encore 3) écus.

CHAPITRE VII.

De 1 extraction des racines des nombres
polygones.

6 %.

]j™"ous avons fait voir plus haut comment
011 doit déterminer les nombres polygones»
or ce que nous avons nommé alors un cotéy
s'appelle aufli une racine. Si donc on indique
la racine par x , on trouvera ce qui fu*
pour tous les nombres polygones :
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n XxX+x

le ni gone, ou le triangle } 2 5
le Iv gone, ou le quarré , XX,
IXX-X .
le v gone — "TTTTTTTTYC 2 .
le VI gone
Jrxx—x
le vu gone — — — 2y
le vin gone =~ TS — 3(X—ix3
- KX
le IX gone — L
le x gone
(nHxenAx
le n gone
657- .

Nous avons fallit voir fuféfomment plus
haut, q jil eft facile , par le moyen de ces
formules, de trouver , pour une racine
donnée quelconque, un nombre polygone
cherché. Mais lorfqu’il sagit de trouver
réciproquement le c6té , ou la racine d'un
polygone dont on connoit le nombre
des cotés, l'opération eft plus difficile
N demande toujours la réfolution d'un$

Mm 3
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équation du fécond degré. Cela fait que
cet article mérite d’étre traité ici fépare-
ment. Nous le ferons par ordre , en com-
mencant par les nombres triangulaires, &
en pafiant de la a ceux d'un plus grand
nombre d’angles.

658.

Soit donc 91 le nombre triangulaire
donné , & duquel on cherche le coté df
Ja racine.

Si nous faifons cette racine= *, il fa
qguen”™ foit=91; que xx-\-x=z\%ii
0C Xxz=— & par conféqueitf
que *= _i+v4+ .8i=-L+\/?
= —1"4~T~ 13* Nous en concluons que

la racine trigonale cherchée eft 13 ;
le triangle de 13 eft 91.

659.

Mais foit en genéral a le nombre trigond
jlonné, & qu’on en cherche la racine.



Ce refultat donne la regle qui fuit : Pour
trouver une racine trigonale, il faut mul-
tiplier par 8 le nombre trigonal donné ,
ajouter i au produit, extraire la racine de
la fomme, fouftraire i de cette racine,
& divifer enfin le refte par z.

660.

On voit par-la que tous les nombres
trigonaux ont la propriété, que G on les
multiplie par 8, & qu’on ajoute I'unité au
produit, la fomme eft toujours un quarre :
la petite table qui fuit en donne quelques
exemples.

Triangles: I, j, 6, 10, IC, il, 28, 36, 45, 55
S fois+1:9,25 ,49, 81,121, 169, 225, 289, 361,441 &cl

On remarquera que fi le nombre donné

« ne fatisfait pas a cette condition, c'eft
Mm 4
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figne que ce n'eft pas un nombre trigonal

réel, ou qu'on ne peut en indiquer une
racine rationnelle.

661.

Qu’on cherche, fuivant cette regle, la
racine trigonale de 210, on aura a = 210
& 8a-\-i= i68i , dont la racine quarrée
eft 4' ; d'ou I'on voit que le nombre 210
eft réellement triangulaire , & que fa ra-
cine eft= = 20. Mais fi on donnoi*
pour trigonal le nombre 4, & qu’on pro-
posat d’en afiigner la racine, elle fe trou-
verait = ~ i, & par conféquent irra-
tionnelle ; cependant 011 trouve réellement
le triangle de cette racine~ — ~, de la
maniéré qui fuit :

Puifque , onaxx=—"-j
& eny ajoutant x , la fomme eft xx-\-*
z=~~8 , & par conféequent le triangle?,
pu le nombre trigonal® = 4,
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662.

Les nombres tétragones étant la méme
chofe que les quarrés, ils ne caufent au-
cune difficulté. Car fuppofons le nombre
tétragone donné= a, & fa racine cher-
chée — X , nous aurons XX= a, & par
conféquent x = \/a ; de forte que la ra-
cine quarrée & la racine tétragone font la
méme chofe.

663.

Paflons donc aux nombres pentagones.
Soit 21 un nombre de cette efpece , &

* faracine ; il faudraq u e — 11, ou
$xx— 44, ou xx==j X-\-j . On tire
de la x ="'c+ , Ou ‘A&
==1+2= 4.

Donc 4 efc la racine pentagone du nom-
bre 11.

664*
Qu’on propofé maintenant la queftion :
étant donné le pentagone a > trouver fa
Racine.
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Soit cette racine = x , on aura I'équa-

IX X =X

tion =a ,0UuyXXx—X=za, OUXX=-

X ~hj> au moyen de quoi on trouve X
= j+ V/p+7> CeftaA
Lors donc que a eft un pentagone effe&if,

il faut que 240-}* 1 f°ifun quarré.
Que 330 foit, par exemple, le penta-

gone donné, la racine fera x =

66s.

Soit & prefent a un nombre hexagone
donné , & qu’on en cherche la racine.
Si on la fuppofe.=x, Oll aura ixx—*

a,ouxx= "-xA-ta; dou l'on tire *

H V I+ R = iilr ™ Ainfi po»<
que a foit réellement un hexagone , il ftuc
que 8rt-|-i devienne un quarré ; dou I'dl
voit que tous les nombres hexagones font
compris dans les trigonaux ; mais il »en
eft pas de méme des racines.

Soit, par exemple, le nombre hexagonC
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Tzif , fa racine fera x=zi-"38—-=

T 666.

Suppofons a un nombre heptagone , du-
quel il foit queftion de trouver le coté ou
h racine.

Soit cette racine = X x on aura —;

ou xx = 1 x-j-~a , ce qui donne X

+ Tous les
nombres heptagones ont par conféquent la
propriété, que U on les multiplie par 40

qgu’'on ajoute 9 au produit, la fomme
eft toujours un quarré.
Soit, par exemple , le heptagone 2095

on trouvera faracine= .v= T+V\--~=
N=29.
667.
Qu’on entende par a un nombre 0&o0-

gone, duquel on veuille trouver la ra-
cine X.

Pnaura }xx—zx~a3 ouxx—*-x-\-jci3
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d'ou réfulte x= j-\-\/i~}
Tous les nombres o&ogones font tels, par
conféquent, que fi on les multiplie par }
& qu’on ajoute i'unité au produit, la fomfll6
eft conftamment un quarré.

Soit, par exemple , 3816 un o&ogone}

fa racine fera* — 11121 = 3 6.

668.
Soit enfin a un nombre n gone donne,
dont il s'agiffe de déterminer la racine ; Ol
aura cette équation :

(n-z)xx-(n-4)x__a~ou "n— 1)JfX _T.(n— 4)
X = ia, par confequentxx=.- ~a~+ " |j
on en tire _

r »4 i\ / » ‘U
X=V 4(»-a) 'nw2

(n—4)1 , 8(a-i)tf
V4(«-a)>+4C«-O*I °

N -44v/8(«—:)a+ (N-4v

Cette formule renferme une regle gc<
nérale pour trouver toutes les racines pflty*
goucs pofiibles de nombres donnés.
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Par ex. foit donné le nombre xxiv gone
5009; puifque aeft ici= 3009 & 72=24,
onall—2= 22 & n—4= 20; donc la

raciné ou X = " M " 1

CHAPITRE VIII.

De I'extraction des Racines quarrées des
Binbmes.

o N nomme en Algebre un bindme (*) y
Une quantité compofée de deux parties qui
font, ou toutes affectées du figne de la
racine quarrée >ou dont l'une au moins
renferme ce figne.

C’eft par cette raifon que 3+ ~5

(*) Quoique dans PAlgebre on nomme en général
I"nome une quantité compofée de deux termes, M. Euler
* jugé a propos d'appeler ainfi en particulier les expref-
fions que les Analyses franco's défignent par quantités
(n partie ccminfiirablcs , & enpartie incommenfuratlisS,
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lin binbme , & pareillement y/8—f - 3 »
& il eft indifférent que ces deux termes
foient joints par le figne-f-ou par le figne
—. C’eft pourquoi 3—y 5 eft auffi bien
un binbme que 3—/5.

670.

La principale raifon pour laquelle ces
binbmes méritent attention , c’eft que dans
la réfolution des equations du fécond degre,
c’eft toujours a des quantités de cette forme
gu'on parvient, lorfque la réfolution ne
peut fe faire. Par exemple , I'équation X*
z=6x—4 donne x = 3-j-y”™.

On fent bien, par conféquent, que ces
Formules doivent fe préfenter fréquemment
dans les calculs algébriques ; auffi avons-
nous eu foin plus haut de faire voir corn-'
ment on doit les traiter dans les opérations
ordinaires de I'Addition, de la Souftrac-
tion , de la Multiplication & de la Divi"
fion ; mais ce l'eft qu'a préfent que n°us
fommcs en état de montrer comment on



DA LGEBRYS 559

doit en extraire les racines quarrées, c'eft-
a-dire, autant que cette extraction eft
poffible ; car, quand elle ne I'eft pas, on
fe contente de donner un nouveau figne
radical a la quantité. La racine quarrée de

3+ y/2eft y/3-j-y/ 2\
671.

Il faut obferver d’abord que les quarrés .
'le tels bindmes font auffi des bindmes
pareils, dans lefquels méme un des termes
eft toujours rationnel.

Car, qu’on prenne le quarré dea + \Zb,
" trouvera (aa-\-b)-\- zay/b. Si donc il
Bagifloit réciproquement de prendre la
racine de la formule {aa-\-b)-\-zay/b, on
la trouveroit= a-j-y/b, & il eft, fans
contredit, bien plus facile de sen faire une
Jdée de cette maniéré, que fi on avoit fim-
plement mis encore le figne y/ devant cette
formule. De méme , fi on prend le quarré
de y/a-[-y/b, on trouve (a-]"b)-\-z\/ab;
donc réciproquement la racine quarrée de
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1 y/ab fera y/a-\-y/b,
fera pareillement plus facile a faifir, que
fi on fe contentoit de mettre le figne \j
devant la quantité.

672. *

Il sagit donc principalement de déter-
miner un cara&ere qui puifle faire recon-
noitre dans tous les cas fi une telle racine
guarrée a lieu ou non. Nous commence-
rons , dans ce defiein, par une formule
facile, en cherchant fi on peut afligner,
dans le fens que nous avons dit , la racine
quarrée du bindme 5-}~2y/ 6.

Suppofons donc que cette racine foit yj
'‘A-y/y ; le quarré enefl (-v-f-j)-}-* \/x$ >
& il doit étre égal a la formule 5-j" 2\
Par conféequent la partie rationnelle x-"y
doit étre égale a 5, &'l i partie irration’
nelle 2 y/xy doit étre égjle.al yj6. Cette
derniere égalité donne y xy=y 6, & Xy
c=6. Or puifque = j,ona
— X, Sc ¢ette valeur fubQituée dans I'équa-

tion
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tion xy=6 , produira 5x-\-xx = 6 , ou XX
N=bx—6. Donc x= |-j-\/~—T7 —\
4-n~= 3. Ainfix=3 & y— i, dou.nous
concluons que la racine quarrée de j+ 2y 6
eft 'Z3+v /=
67 3.

Comme nous avons trouve ici les deux
équations, I.) *-\-y= 5, & Il.) xy ==6,
tious allons indiquer une voie particuliére
pour en tirer les valeurs de x & dey.

Puifque x-\-y= 5, qu’'on prenne les
quarrés xx-\-ixy-"=y”=-i. 5; faifant atten-
tion maintenant que xx— zxy-j-yy eft le
quarré de x —y , qu'on fouftraie de xa:
4- zxy-\-yy=i) I'équation xy = 6 prife
quatre fois, ou 4x7=24 >afin d’avoir xx

IXy jyy —i; car prenant a préfent
lesracines, onax—y =1 j& x+y étant
~ 4, on trouvera aifémentx=3 tky=1,

t™ouc la racine quarrée* de eft
3+ y/2*

,m Tonie I. N n
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Confidérons le binbme gérerai a\\/b, &
fuppofons fa racine quarréee —y/x+y/y, nous
aurons I'équation (*+7) + ly/xyzzza-i'/bj
ainfi x-\-y=ci, & iy/xy=y/b, oudxy=b f
fouftrayant ce quarré du quarré de I'équa”
tionx-\-y=a,ou de xx -}- zxy-\-yy=aci,
il refte xx—ixy-\-yy=zaa—Db, dont la ra-
cine quarrée eft a—y=yjaa—b. Or X

>A-y=a; nous avonsdonc x = f.+r-/zL &

r="4 —-, & par conféquent la racine
quarrée cherchée de b eft
~A -Yj] h
675.

Nous conviendrons que cette formula
eft plus compliquée que O I'on elt
fimplemcnt le ftgnc radical \/ devant &
.binbme donné 6-j-* , & qu’on eqt écrit
y/a-f- y/ b. Mais considérons que ladite
formulepcut fe Amplifier beaucoup, lorfqle
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les nombres a & b font tels que aa—b
devient un quarré , puifqu’alors le figne y

qui eft fous le ligne y/ fe trouve éliminé.
Nous voyons en méme temps qu'on ne
peut extraire commodement la racine quar-
rée du binbme aA-y/b, que lorfque aa
—b=zcc ; car dans ce cas la racine quarrée

cherchée eft y/— -“f- N Qe N ad
*ab n'eft pas un quarré parfait, on ne peut
indiquer plus convenablement la racine
qguarrée de a-\-y/b, qu’en mettant le figne
radical y/ devant cette quantité.

676 .

La condition donc qui eft requife pour
gu'on puiffe exprimer d'une fagcon plus
commode la racine quarrée d'un bindme

b, c’eft que aa—b foit un quarré ;

& fi Oll indique ce quarré par cc, on aura
Pour la racine quarrée en queftion y —"
v/~r* Wfaut remarquer de plus que la

ticine quarrée dca—y/b fera y ?
Nnz
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car, en prenant le quarré de cette formule t
on trouve a— z y/~j~ sor puh[que cc="aa.
— b, & par conféquent aa—cc=b, le

méme quarré fe trouve —a—z\J = a
it=a-""b.
<f; ~NTT -

Lors donc gu’il sagit d’extraire la racine
quarrée d’'un binbme tel que a+ yjb, la
regle eft de fouftraire du quarré aa de la
partie rationnelle le quarré b de la partie
irrationnelle, de prendre la racine quar-
rée du refte , & en nommant cette racine

c, d'écrire pour la racine cherchée \ /"

fo?-"
678.

Qu’'on cherche la racine quaTtée de 2
-1- },0llaa=z & ; donc aa—-b
=cc=1i,&c=1i ;ainfilaracine cherchée
= \/i V {

Qu’il s'agifle de trouver la racine quarrée
du bindbme 11 -j-6y z, onauraa l1f
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Zc\/1>=6\/ 2;par conféquent b= 36.2
N7 2 ,& aa— <£=49; ce quidonnec= 7;
& il réfulte de la que la racine quarrée de
11-)-6y/2efty79-}~\/ z>0u 34-

Qu’on cherche la racine quarrée de 11
-j-zy/30:icia= 11 & \/ Z= 2y/30; par
conféequent *=4. 30=120, & aa—E£=1,
& c¢= 1ljdonc la racine cherchée = y/ 6
— V'i-

679.

Cette regle a lieu également, lors méme
gue le binbme renferme des quantités ima-
ginaires ou iropoffibles.

Soit propofé , par exemple, le binbme
l44y/—3,onauraa= 1& y/"=4
— 3, ceft-a-ciire, £ = —48 & aa—£=49.
Donc c= 7, & par conféquent la racine
quarree qu'on cherche= y/4'i~V/—3=2
4-v/— 3-

Autre exemple. Soit donné—
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z=i,& c= i+& le réfultat cherché c&
Voj o+ m-=!-f-~ I>0U -f-1v/— 3*
Un autre exemple remarquable ell: celui
ou il s'agit de trouver la racine quarrée de
2 }/— i. Comme il n'y apoint ici de partis
rationnelle, cm auraa= o; or y/b=. zyj
* | & b=i—4,doncca—b=4lk c=il
par conféquent la racine quarrée qu’on

chercheeft\/1 'y ji= i-|-y/—»
en effet le quarré de cette quantité eft i
-2 ——-1--1=2 y/-—-1.

680.

Suppofons encore qu’il le préfentilt uns
équation telle que xx=.aA-\/b,&z que du
«— b fGt~ccy on en concluroit la valeur

«lex=.y/1"+\/~ &ce du® Peut £'iC
d’ufage en bien des cas.
Soit, parexemple, xx==z 17 -[- 1 2y/~t
(On aura *~=3-}-y/8= 342 2.
681
Ce cas aeu lieu principalement dans la ré-
solution de quelques équations du quatriéme
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degré, par exemple, de x*=ziaxx~\~d.
Car Gl'on fuppofe xx=y,onaxAyy”"
ce qui réduit I'équation donnée hyy=iay

& d'oul'ontirey=a+\/aa-\-d. On
adonc xx=a+ \/aa+d, & par conféquent
encore une extra&ion de racine a faire.
Or, puifqu’ici \/b=i\/aa +d, on aurab

aa—hbz— —d. Si donc— d eli
un quarré comme cc, c'eft-a-dire que d
= —ccyon pourra affigner la racine de-
mandée.

Suppofons qu’effe&ivement d= — cc™ou
bien que I'équation du quatrieme degré
propofée foit x*z=iaxx— cc, nous trou-
verons donc x — y/"™- + y/ &>

68:2.
m* [ j
Nous rendrons plus fenfible, par que?—

gues exemples, ce que nous venons de dire.
i°. On cherche deux nombres dont le
produit foit io5, & dont les quarrés failent
enfemble 274.
Nn 4
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Indiquons ces deux nombres par X &y *
nous aurons les deux équations, 1.) *y
= ,05, & Il.) xx-\-yf—ilA.

La premiere donney = -J-, & cette va-
leur dej étant fubftituée dans la féconde
équation , NOUS avons x x ! Igl: 174.

Donc x4+ i0jl=274*X, ouxAiyAXX
« 106L

Si nous comparons maintenant cette
équation avec celle de l'article préceédent,
nous avons ia-1-174, & — cc— — 105**
par conféquent c— 105, & a— 137. Nous
trouvons par conféquent

X~"~"UEAMN+/iE.0=n +4

I s'enfuit de la que x eft, ou=15,

ou= 7. Dans le premier casy = 7, dans

le fécond casy = 15. Donc les deux nom"
bres cherchés font 15 & 7.

683.
11 fera bon cependant de remarquer glle
ce calcul peut fe faire beaucoup plus f;I"
cilement d'une autre maniere. Car pu/que
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XX-A-ixy-\--yy & xx —xxy-j-yy font des
qguarrés, & que nous connoiflbns les va-'
leurs de xx-\-yy & de xy, nous n'avons
gua prendre le double de cette derniere
quantité, I'ajouter a la premiere & I'en fouf-
traire, comme on va voir :x x-\-yy=i74.
Siony ajoute ixy= 210, onaxx + 2xy
"t"-yy=A%Ai ce qui donne x-|“j = 2 2.

Souftrayant a préfent ixy, il refte xx
—2Xxy-j-yyz=04, d’ou l'on tire *—y=8.

Ainfi 27=30 & iy = 14j& Par con"
féquent *=15 & cy=7.

La queftion géneérale qui fuit, fe réfout
par la méme méthode.

20. On cherche deux nombres, dont
le produit foit=OT, & la fomme des
quarrés = >

Si ces nombres font, 'un= x, l'autre
===y,on a les deux équations fuivantes :
1) xy=m , 11) xx-\-yy=n. Or xxy=im
étant ajouté a xx-\-yy=n, on a xx-\-ixy
~myy=n-\-zm , (k par conféquent * ~j-y
t=yn-\-2m.
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Mais fouftrayant ixy, il refte xx—2xy
'‘A-yy — n—zm, d'ou l'on tire x—Y
#=\ n—imyonaura déonc x=~y/n+in*
4y fi—zni}&zy==-~y/n+im—  n—lin*

68 +

3Q On cherche deux nombres tels
leur produitr= 35,& la différence de leur?
quarrés= 24,

Soit le plus grand des deux nombres
& le plus petit =zy, on aura les deux équa-
tions xy=.3j, & xx—yy = 24ySzles
mémes avantages n'ayant pas lieu ici, on
procédera par la voie ordinaire. La pre-
miere équation donney = j, & ,en fuM'
fituant cette valeur dey dans la féconde >
onaxx—”" = 24. Multipliant par x*t
on a x4—i225= 24xx, & Xaz=zigXx
-{-1225. Orr, le fécond membre de cette

équation étant affefté du figne -j~?on g
pourra pas faire ufage de la formule donnée

ci-deffus, parce que cc écant = — »2i5]
C deviendroit imaginaire.



A L GE B R E- 57*

Qu’'on fafle donc on aura ™
s=247+ 1115 , dou lon tire *.= 12
+v/ma4a+ 1225»0u T= 1 zd:17»Par con*
féequent xx = 12 + 37 5cc™~a-d. ou 49
ou= —25.

Si on adopte la premiere valeur, on a
X—7& y?=5

Si on adopte la fécondé valeur, on a
Xx= y/—25 & J'= FN = VA7s==V"

t_49%

685.

Nous terminerons ce Chapitre par la
gueftion fuivante :

4°. On cherche deux nombres tels qu’il
y ait égalité entre leur fomme, leur pro-
duit & la différence de leurs quarrés.

Soit x le plus grand des deux nombres,
&:y le plus petit ; il faudra que les trois
formules qui fuivent foient égales entre
elles: I.) la fomme x-j-y ; Il.)) le produit
xy; I1.) ladifférence des quarrés x x —yy.
Si I'on compare Ilu premiere avec h



y il ELEMENS

féconde, on a x-\-y—xy, ce qui donnera
une valeur de a; car on aurajy =*y —*
z=x (y—i), & Par conféquent
X-N-y=~,& xy= -~i, c'efl-a-dire g°e
la fomme efl en effet égale au produit»
& c’cfl a quoi doit étre égale aufli la dit'

férence des quarrés. Or on a x x —f]
Yy — faifant donc ceci
yy-ly+i yy-y-ril» n n
égal a la quantité trouvee , on a
= yy~yi\i divifant par yy , il vient p
=/~r~T7> multipliant par (y —i)% on 3
y — 1= —yy-\-iy i par conféquentyy”"j
-]-i. Cela donne yz="-+vy }-\-i
+ \ouy= —", & on aura donc *
i/
Pour chafler la quantité fourde du denO
minateur, on multipliera les deux ternie?

par y/ 5-j- i, & on obtiendra *= """
%ty
*
Réponfe. Le plus grand des nombres
cherchés, ou jr, — h p . & ie pius petit,

y 3= . Ainfi leur fomme
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m\/5; leur produit xy=z +\/j ; &
puifque x x = ~ p - ,86zyy =i+ p, onaauffi
la différence des quarrés xx —yy = z
+Vs-
686.

Comme cette folution étoit affez longue,
il fera bon de faire remarquer qu’on peut
I'abréger. Qu’on commence par faire la
fomme x-j-y égale a la différence des
guarrésxx—yy ,onaura x-\-y=xx—yy ;
Sc divifant par a caufe de xx —yy
N (X-\~y) (x—y ), ontrouve \=~x—y
& x=y-\~i. Par conféquent x-j-y=zy
4~ , & XX—yy=zy-j~i ; de plus la
produit xy ouyy-j-y devant étre égal a la
méme quantité , on ayy ~\~y= iy i,
ouyy=y-j-i , ce qui donne, comme
ci-deffus,y = -p.

687.

50. La queftion précédente nous conduit
~confidérer encore celle-ci : Trouver deux
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nombres tels, qu’il y ait égalité entre leur
fomme , leur produit & la fomme de leura

quarreés.
Nommons x fky les nombres cherchés}
il faut qu’il y ait égalité entre 1.) y

I.) xy , & Ill.) xx-\~yy.

Comparant la premiere & la féconde
formule, nous avons x-\-y=xy, d’ou nous
tirons X = yy - par conféguent xy ou x-\~y
= —+ Or la méme quantité équivaut a
XXINYY>  nous avonsizens - YY
— ~i' Multipliant par yy —zy-\~\ | le
produit efl: y4— zy3-]- zyy=yi —yy,
ouyd= J*— 3yyy & en divifant par
Yy ynous avonsyy =y j—3; ce qui donne

J — 3 5 par conféquent
y —t= d'ou réfulte xz= &
en multipliant les deux termes par i—y —3,
le réfultat eft x= —, ou m\

Réponfe. Donc les deux nombres cher-
chésfont * = EC*, & y= & =1, leur
fomme eft x-\-y=) , leur produitxy=} >



‘enfin , puifque x x =~ ~ - fkyy — N
la fomme des quarrés xx-j-yy = 3,

688.

On peut abréger confidérablement ce
Calcul par un artifice particulier , qui eft
applicable aufli dans d’autres cas. Il confifte
a exprimer les nombres cherchés par la
femme & par la difféerence de deux
lettres, au lieu de les indiquer par des
lettres fimples.

Qu’on fuppofe , dans notre derniere
queftion , I'un des nombres cherchés= p

& lautre=/>—q, leur fomme fera
ip , leur produit ferapp —qq, & la fomme
de leurs quarrés fera==rpp-\-rqq, & ces
trois quantités doivent étre egales entr elles.
Egalant d’abord la premiere a la fécondé,
on a 2p—pp-qq , ce qui donne qg—pp—ip.
Subftituant cette valeur de qq dans la troi-
fieme quantité , & comparant le réfuitat
App—sp avec la prerpiere, on a 2p=App

—s,p, d'ou l'on tire =
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Par conféquent qq—— -, & ¢ i
'de forte que les nombres que nous cher-
chons fontp-"~-q=?-"-p-, & p—q—"r2>

comme nous les avons trouvés ci deflus.

CHAPITRE I X.

De la nature des Equations dufécond de°rh
689.

O N a vu fuffifamment par ce qui pré-
cédé , que les équations du fécond degré
font réfolubles de deux manierés ; & cette
propriété mérite a tous égards d’étre ex3
minée , parce que la nature des équations
d’'un degré fupérieur ne peut que recevoir
par-la beaucoup de jour. Nous remonte'
rons donc avec plus d’attention aux caufcs
guifont que toute équation du féecond degré
admet une double folution ; elles renfer-
ment indubitablement une propriété effen-
tielle de ces équations.
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690.

Il efl vrai que nous avons déja vu que
Cette double folution provient de ce que
la racine quarrée d’un.nombre quelconque
Peut étre prife , foit pofitive, foit négative ;
cependant, comme ce principe ne s'appli-
querait pas aifement a des équations de
dimenlions plus hautes, il fera bon de
développer clairement la méme propriété
encore d’'une autre maniéré. Nous pren-
drons pour exemple I'équation du fécond
degré, xa.= iix—3), & nous donnerons
Ure nouvelle raifon, par laquelle cette équa-
tion eft réfoluble de deux fagons, en ad-
mettant pour x les deux valeurs 5 & 7 qui
lui fatisfont également.

691.

11 eft plus convenable pour notre but
de commencer par tranfpofer les termes
de I'équation , ¢j maniéré qu’'un des mem-
bres devienne o ; cette equation prend par

Tome 1. Oo
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conféquent la forme xx—nx-f~tf=0t
& il sagit a préfent de trouver un nombre
tel que, fi on le fubftitue a x , la formule
XX — iia: 435 fe réduife efieflivement a
rien ; il fera queftion aprés cela de mon-
trer pourquoi cela peut fe faire de deux
manieres.
692.

Or le tout confiftc ici a faire voir avec
clarté, qu'une quantité de la forme x*
—1ix-\-]5 peut étre envifagée comme le
produit de deux fatteurs ; ainfi en effet I'l
formule dont nous parlons eft compofés
des deux fa&eurs (x—5) . (* - 7). Car puifque
cette quantité doit fe réduire a o, il faut
aufli que le produit (x—5) .(x—7)= O0i
mais un produit, de quelque nombre de
faveurs qu’il foit compofé , devient=0 r
lors méme qu’'un feul de ces fafteurs fe
reduit a o; ceft un principe fondamental
auquel il faut faire attention, fur-tout quand
il sagit d’équations de plufieurs degrés.
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693-

On comprend donc aiféement, que le
produit (x—j ) .(x—7) peut devenir o de
deux facons : I'une , quand le'premier fac-
teur *—5=0 j lautre, quand le fécond
fadeur x—7= 0. Dans le premier cas
x = 5, dans l'autre cas *=7. La raifon efl:
donc trés-claire , pourquoi une telle équa-
tion xx — iix-]-35=0, admet deux
folutions ; c’eft-a-dire , pourquoi on peut
affigner pour jc deux valeurs qui fatisfont
également a I'équation. Cette raifon fon-
damentale confifte en ce que la formule
xx — 1 2j—}-3 5 peut étre reprefentée parle
produit de deux facteurs.

co4.

Les mémes circonftances fe retrouvent
dans toutes les equations du fécond degré.
Car, aprés avoir porté tous les termes d’un
méme cO6té , on ne manque jamais de par-
venir a une é7v.juion de la forme xx—ax

00z
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4-~=0, & cette formule peut toujours
étre regardée pareillement comme le pro-
duit de deux fadeurs, que nous repréfen-
tcrons par (x —p)Xx—q, fans nous embar-
rafTer quels nombres font les valeurs dep
Si de g. Or ce produit devant étre= o
par la nature de notre équation, il elt claie
que cela peut arriver de deux maniérés :
en premier lieu, lorfque x=p ; & en fé-
cond lieu, lorfque x=.q ; & ce font-1a les
deux valeurs de x qui fatisfont a I'équation.

6 95 .

Voyons maintenant de quelle nature
doivent étre, ces deux fafteurs, pour que
la multiplication de I'un par l'autre repro-
duife exa&ement notre formule xx—aX
~\-b. Nous trouvons , en les multipliant
réellement, xx — (p-\~-j) x ~\-p¢ i or cette
quantité doit étre la méme chofe que
—ax-"1), il faut donc évidemment qije
pA-y—ay & pg—be Ainfi nous apprenons
cette propriété bien remarquable, que dans
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toute équation de laforme”™.v—ax-\-b—oy
les deux valeurs de x font telles que leur
fomme eft égale a a, & leur produit égal
ab} dou il fuit que, des qu’'on connoit
'une des vaieurs, on trouve auffi l'autre
facilement,

696.

Nous venons de confidérer le cas ou les
deux valeurs de * font pofitives, & qui
exige que le fécond terme de I'équation
ait le figne —, & que le troifleme terme
ait le figne - confidérons donc auffi les
cas dans lefquels foit I'une ou toutes les deux
Valeurs de * deviennent négatives. Le pre-
mier de ces cas a lieu , lorfque les deux
fafteurs de. I'’équation donnent un produit
de cette forme (*—/>) (*+-?); car alors
les deux valeurs de x font x=p & x = —q;
I'equation elle-méme devient xr -j- (q~p)
X—pgq— o ; le fécond terme a le.figne - f-,
quand q eft plus grand que p , & le figne
—, quand g eft plus petit que p ; enfin le
troifieme terme eft toujours négatif.

Oo3
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Le fécond cas, ou les deux valeurs de
x font négatives, a lieu, lorfque les deux
fa&eurs font (jr-j-/’) (-V*W ) >car on a'

= —p & x = —q; I'équation elle-méme
devient .r.r -j- - 0>°u
féecond comme le troifieme terme font
afieftés du figne -

697.

Les fignesdu fécond & du troifieme
terme nous font connoitre par conféquent
la qualité des racines d’une équation quel-
conque du fécond degré. Soit I'’équation
XX ....axo :filefécond & le troi-
fieme terme ont le figne #, les deux valeurs
de x font négatives ; fi le fécond terme a
le figne — , & que le troifieme terme aif

les deux valeurs font pofitives ; enfin»
fi le troifieme terme affefte de méme le
figne— , une des valeurs en queftion eft
pofitive.' Mais dans tous les cas au refte le
fécond terme contient la fomme des deux
valeurs, & le troifieme terme contient leur
produit.
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698..

On trouvera tres-facile , apres ce qui a
été dit, de former des équations du fécond
degré qui renferment deux valeurs données
a volonté. On demande , par exemple, une
équation telle que l'une des valeurs de x
foit 7, & que l'autre foit— 3. .Qu’on forme
d’abord les équations (impies x =y & .r
= — 3; enfuite de-la celles-ci,x — 7= 0
& jc-j-3z=0,0n aura de cette maniéré
les fa&eurs de I'équation chercheée, laquelle
devient par conféquent xx 4~ 21=0.
Aufli en appliquant ici la regle donnée plus
haut, trouve-t-on les deux valeurs de x
fuppofées ; car fi xx = 4x-}-2i, ona X
= 2+ \A j= 2+5, ceft-a-direx= 7, ou
X=—3.

6 9 9 .

Il peut arriver aufli que les valeurs de
x deviennent égales : qu’on cherche , par
exemple, une équation ou ces deux valeurs
foient= 5, lesdeux faveurs feront (x — 5)
Oo 4
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(.v— 5)58: [I'équation cherchée fera XX
— 10x~\~ i — o. Dans cette équation X
paroit n'avoir qu’une valeur ; mais c’eft que
x fe trouve doublement= 5, comme la
folution ordinaire le fait voir pareillement”

caronaxjrmo.i— 25 ;donc xr=5+\/ 0
= 5+0, c'eft-a-dire que x eft de deux
facons= 5.

700.

Un cas remarquable fur-tout, &: qui
arrive quelquefois, c’eft celui ou les deux
valeurs de x deviennent imaginaires ou im-
poffibles 5 car il eft tout-a-fait impofiible
alors d’affigner pour x une valeur telle
gu’elle fatisfafle a I'’équation. Qu’on fe pro-
pofe, par exemple , de partager le nombre
jo en deux parties, telles que leur pro-
duit foit 30; fi on nomme x une de ces
parties, l'autre fera= 10 — X, & leur pro-
duit fera lox — xx = 30 ; donc xx = lo*
—,0,& x=5 +y/—5,ce qui eft un nom-
bre imaginaire qgiti apprend que la queftion
fft impoflible.
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701.

Il efl: donc trés-important de trouver un
figne auquel on puifle reconnoirre fur le
champ fi une équation du fécond degre
eft poflible ou fi elle ne I'eft pas.

Reprenons I'équation générale xx — ax

= 0, nous aurons xx = ax—»b, & x

fl+ \/ ~aa—Db. On voit par-la que fi b
eft plus grand que ~aa, ou 4b plus grand

gue aa, lese+deux valeurs de x deviennent
toujours imaginaires, vu qu'il sagiroit d’ex-
traire la racine quarrée d'une quantité
négative ; & au contraire , que fi b eft plus
petit que i aa, ou méme plus petit que o,
c’eft-a-dire que ce foit un nombre négatif,
les deux valeurs feronr poffibles ou réelles.
Au refte, qu’elles foient réelles ou quelles
foient imaginaires, il n'en eft pas moins
Vrai qu’'on pourra toujours les exprimer,
& quelles ont auffi toujours la propriété
que leur fomme eft= <2,& leur produit
2=Db. Dans I'’équation xx—G x-j-ij— 0]
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par exemple , la fomme des deux valeurs

de X doit étre= 6 , & le produit de ces

deux valeurs doit étre= ioj or on trouve,
1.y *= 3-f~\/— i ,& Il.) *—3—V —1»
gquantités dont la fomme = 6, & le pro-
duit= io.

702.

Le caraf.ere que nous venons de trouver
peut s’exprimer d'une maniéré encore plus
générale , 6c de facon a pouvoir méme étre
appligué aux équations de cette forme,

f XX ££Xx-\-h=0icar cette équation donne

Y __T}~7 |7,& X—T-|4-Vle_-/»OU

j-— rgxv/~~4*/« d’ou l'on infere que les
deux valelu/rs font imagfnaires, & p.ar con-
féquent I'équation impoflible, quand 4/~
eft plus grand queQ(g; c'eft-a-dire, lorfque
dans I‘équatioanX— gx-i- h=o0, Ie qua-
druple du produit du premier & du dernier
ternie furpafle le quarré du fécond terme ;

car ce produit du premier & du dernier

terme, pris quatre fois, cil 4\thX, &
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quatre du terme moyen eft ggXX ; or fi
4/Axx eft plus grand que QXX , 4fh eft
aufli plus grand que gg, & dans ce cas
léquation eft évidemment impoflible. Dans
tous les autres cas I'équation eft poflible, &
on peut affigner deux valeurs réelles pour
X ; il eft vrai que fouvent elles deviennent
irrationnelles ; mais nous avons vu plus haut
que dans ces cas on ne laifTe pas de pouvoir
les connoftre en approchant autant qu’on
veut ; au lieu qu’aucune approximation ne
fauroit avoir lieu pour les exprefiions ima-
ginaires , telles que \/— 5; car 100 eft
auffi éloigné d’étre la valeur de cette
racine, que Feft 1 ou un autre nombre

quelconque.
70 3.

Nous avons encore a faire remarquer
gu'une formule quelconque du fécond
degré, ArY+ a.v+ /A, eft toujours néceftaire-
ment réfoluble en deux fa&eurs, tels que

(X+p) (x+c¢f). car fil'on prenoit trois
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fa&eurs pareils a ceux-la , on parviendroit
a une quantité du troifieme degré , & en
ne prenant qu’'un feul fafteur pareil, on
ne pafleroit pas le premier degré.

C ’eft donc un point qui eft au-deflus de
toute conteftation , que toute équation du
fécond degré renferme néceflairement deux
valeurs de X , qu’il ne peuty en avoir

moins ou davantage.

1°4*

Nous avons déja vu que quand on a
trouvé les deux fafteurs, on connofit aufli
les deux valeurs de X, vu que chaque fac-
teur donne une de ces valeurs, quand on
le fuppofe=o0. L’inverfe a lieu pareille-
ment, c'eft-a-dire que dés qu’'on a trouvé
une valeur de x , on connoft aufli un des
fafteurs de I'équation; car fi X=P indique
une des valeurs de x dans une équation
quelconque du fécond degré, X —P eft un
des fa&eurs de cette équation ; c’cft-a-dire

que tous les termes ayant été portés du
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inéme coO6té , I'équation eft divifib’e par
X—P , & qui plus eft, le quotient exprime
Jfautre fafteur.

7°5%
Soit donnée , pour éclaircir mieux ce

que nous venons de dire, I'équation XX

4-4* — 21=0, de laquelle nous favons
que x = 3 eftune des valeurs de x , parce
que 3.3-J-4.3 — 21 = 0; cela nous fait

juger que x — w3 eft un des fa&eurs de cette
équation, ou que xx-|~4x— 11 eftdivifible
par x — 3, & en effet la divifion fuivante
le fait voir.

X — 3) xx -}~4x— xi (x-|~7

XX --—3X
X—il
7TX— 21

0.

Ainfi I'autre fafteur eft x-J-7 , & notre
équation fe repréfente par le produit (x —3)
(x-j-7) = o0o; d'ou s'enfuivent immédia-

tement les deux valeurs de a*, le premier

fafteur donnant x = 3, & lautre facteur -

donnant x = — 7.
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CHAPITRE X.

Des Equations pures du troifieme cbegré.

706 .

0] N dit d'une équation du troifieme
degré, qu’'elle eft puUre, lorfque le cube de
la quantité inconnue eft égal a une quan-
tité connue , fans que ni le quarré de
I'inconnue ni I'inconnue méme fe trouvent
dans l'équation.

Xs= iij , ouplusgénéralement X'=<t}

= font des équations dé ce genre.

707.

Il eft clair comment on doit tirer h
valeur de X d'une telle équation, vu qu’'on
n'a befoin que d’extraire des deux cOtés la
racine cubique. L’équation ,r' rsci 15 donne

* = 5 | |'équation X'= a donne X = \/a>

i
*& I'équation donne * = y/\, ou X
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n Il fuffit donc qu’on ait appris a ex-
\h

traire la racine cubique d’'un nombre pro-
pofé , pour qu’on foit en état de réfoudre

de femblables équations.
708.

On n'obtient de cette matiere qu’'une
feule valeur pour x ycependant toute équa-
tion du fécond degré ayant deux valeurs,
on eft; fondé a foupgconner qu’'une équation
du troifieme degré a pareillement plus d'une
valeur; il vaudra donc la peine d'appro-
fondir la chofe , & en cas qu’on trouve
qu’'une telle équation doit avoir plufieurs

Valeurs pour a*, de déterminer ces valeurs.

709.

Confidérons, par exemple, lequation
ari=8 , dans la vue d’en conclure tous
les nombres dont le cube eft 8. Comme
X = Z eft fans contredit un tel nombre , il
faut, d'aprés le Chapitre précédent, que

la formule-v’ — 87 =0, foit néceflairement
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divifible par X— Z. Faifons donc cette

divifion

X— 1) X"— 8
Y 3-—1XX
IXX— 8
1XX—4Y
4-y— 8
AX—38
0.

Il s’enfuit que notre équation * 3— 8 =0
peut fe repréfenter par ces fa&eurs-ci :

(y— z) (yy-1-2*-1-n~)nrQ*

710.

Or la queftion eft de favoir quel nombre
on doit fubftituer a la place de y , pour que
X3= 8, ou que X3— 8= 0; & il eft clair
gu’'on fatisfait a cette condition, en fuppo-
fant= o le produit que nous venons de
trouver 5 mais cela arrive non-feulement
quand le premier fa&eur X— Z— 0, d'ou
réfulte .y= z , mais auffi quand le fécond

fag&cur
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facteur .v,Y-f-2jr-j-4:=0. Qu’'on fafie donc

XX “f- zX ,onaura** = — ZX— 4,
& de la — 1 f-y/—j,
..*
71
Outre le cas donc o0 X = i , qui GOtif-
fait a l'équation x3=8 , nous avons en-

core pour x deux autres valeurs dont les

cubes font pareillement 8, & qui font:
1.)x=-1+VV—J, & 1) Al=—— —3
On n’en doutera plus, fi on prend les

cubes effeftivement comme nous allons

faire :
—1+ Vs —i—V
— 1+ y/—3 — 11— y/— 3
i— [/ — 3 1-+~ v/i— 5
— / —3—3 + 1/— 3= >
-2— 2/ — 3 quarré — *+*»/— 3
-»+ y/— 3 — 11— yl—
2+V —3 2—2/— 3
— 2y/— 3-|-6 ~\~W— 3-H>
8 cube. 8.

Tome |, Pp
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Il eft vrai que ces deux valeurs font
imaginaires ou impoffibles ; mais elles mé-

ritent cependant qu’'on Y fafle attention.

Ce que nous venons de voir a lieu en
général pour toute équation cubique, telle

que X'— a; on trouvera toujours outre la
valeur X= V * | encore deux autres valeurs.

Qu'on fuppofe, pour abréger, y/a—c, de
forte que azZ=ZC', notre équation prendra

cette forme, X5— c5= 0, qui feradivifible

par x — CY comme la divifion effective le
fait voir :
X— ¢) x'— ¢c5(Ax-j-cx-j-cc
X1—CXX
CXX— cl!
CXX— CCX
CCX— c*
CCX— ¢’
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Par conféquent I'équation en queftion
peut étre repréfentée par le produit (x — c)
(xx-j-cA'-j-cc)=o0 , qui eft en effet= 0,
non-feulement lorfque X— ¢c=o0 , ou X=.C,
mais auffi quand .rx-|-cx-}-cc=0. Or cette

formule contient deux autres valeurs de X ;

car elle donne xj:— — €X— C€, & X = — a

+ \Z'i;~cc>ou x r= j ceft-a-dire,

713 -

Or comme t avoit été mis a la place

de \/a, nous en inférons que toute équa-
tion du troifieme degré , de la forme XJ
= a, fournit trois valeurs pour x exprimées

de la maniéré fuivante :
1) Xx=y/ta, 11.)x = — yja,

*—— *
HO*==tr tV

On voit par-la que chaque racinecubique
a trois différentes valeurs j mais qu’'une

feule eft réelle ou poffible . les deux autres

Pp z
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étant impoffibles. Cela cil d’autant plus a
remarquer, que toute racine quarrée a deux
valeurs, & que nousverronsplus bas qu’une
racine bi-quarrée a quatre valeurs diffé-
rentes , qu’'une racine cinquiéme a cing
valeurs, & ainfi de fuite.

11 eft vrai que dans les calculs ordinaires
on n'’emploie que la premiere de ces trois
valeurs , parce que les deux autres font
imaginaires 5 c’eft ce que nous confirme-

rons par quelques exemples.

‘™M -
Premiere queftion. Trouver un nombre

tel que fon quarré multiplié par fon quart
produife 432.

Que X foit ce nombre, il faut que le
produit de XX multiplié parl- X foit égal au
nombre 432, c'ell-a-dire que -Xy=A )i,
& que X: Qu'on extraie la racine
cubique, on aura*=12.

Réponfe. Le nombre cherché eft 12 ; car
fon quarré 144, multiplié par fon quart eu

par 3, donne 432.



Seconde queftion. Je cherche un nombre
tel, qu’en divifant fa quatrieme puiflance

par fa moitié, & en ajoutant 14" au pro-
duit , il me vienne 100.

Je nommerai ce nombre X ; faquatrieme
puiflance fera *'»; divifant par la moitié \ X,
jlai 1X1, & il faut qu’en ajoutant 14 -, la
fomme foit 100 ; j'ai donc ZX3-{- 141
— 100; fouftrayant 14 j, il refie ZX3& ™ .
divifant par Z,jai X3= 3-, & prenant la

racine cubique, j'obtiens enfinX = l.

716 .

Troifieme queftion. Quelques Capitaines
fe trouvent en campagne ; chacun com-
mande a trois fois autant de Cavaliers, &
a vingt fois autant de Fantaflins qu’ils font
de Capitaines. Un Cavalier recoit chaque
mois pour fa paye autant de florins qu’il y
a de Capitaines, & chaque Fantaflin recoit

Pp 3
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la moitié de cette paye ; la dépenfe totale
par mois eft de «5000 florins; on demande
combien il y a de Capitaines?

Soit x le nombre cherché , chaque Ca-
pitaine aura fous lui )x Cavaliers & 10X
Fantaflins. Ainfi le nombre total des Ca-
valiers eft }XX, & celui des Fanta/fins eft
20XX. O r, chaque Cavalier recevant gar
mois * florins, -ik chaque Fantaffin rece-
vant ~X flor. la paye des Cavaliers, a cha-
que mois, fe monte a } X3, & celle des
Jantaflins eft ioat’; ils re¢coivent donc tous
enfemble 13*’ flor. & cette fomme doit
équivaloira 13000 florins; on adonc 1ny
Z=13000, ou X3— 1000,& X= io,nom-

bre cherché des Capitaines.

717.

Quatriéme qvejlion. Quelques Négocians
entrent en fociété , & chacun contribue
cent fois autant qu’ily a d’Aflociés ; ils en-
voient up Fadeur a Venife pour faire valoir

Ce capital ; ce Fadeur gagne pour cent
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iequins deux fois autant de fequins qu’il
y a d’'Intéreffés , & il revient aYec 2662
fequins de profit; on demande le nombre
des Affociés ?

Si ce nombre efl- fuppofe , chacun
des Négocians affociés aura fourni 100*
fequins , & le capital entier aura été de
Tfooxx fequins ; or le profit étant de ZX

pour ioo, le capital aura rapporté ZX’ -

ainfi il faut faire ZX' =166z , ou X'= 1331 ;
cela donne * — 11 , & c’'eft le nombre des
Affociés.

718.

Cinquiéme quejl. une Payfiinne échange
des fromages contre des poules, a raifon
de deux fromages pour trois poulesj ces
poules pondent chacune j autant d'ecufs
gu’'il y a de poules ; la Payfanne vend au
marché neuf ccufs pour autant de fous que
chaque poule a pondu d'eeufs, & elle tire
7 z fous ; on demande combien de fromages

elle a échangé ?

Pp4
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Soit le nombre des fromages = X , celui
des poules que la Payfanne aura regues

en échange fera= ~X , & chaque poule

pondant *.r ,eufs, le nombre des ccufs fera

= 3XX. Or neufceufs fe vendent pour \ X
fous, ainfi I'argent que 3XX ceufs produi-
fent, & il faut que = 72.
Par conféquent 24.72=8.3.8.9=8
.8.27, & x =i2; c'eft-a-dire que la Pay-
fanne a échangé douze fromages contre

dix-huit poules.

CHAPITRE X1.

De la réfolution des Equations complettes
du troifieme degre.

719.

"vine équation du troifieme degré eft dite
complene, lorfqu’'elle renferme, outre le
cube de l'inconnue, aufli cette quantité

inconnue elle-mé&me, & le quarré de cette
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quantité ; de forte que la formule générale
pour toutes ces équations, en portant tous
les termes d’un méme coOté, eft
ax'+bxlrcx+d=o0.
C’eft a faire voir comment on doit tirer
de telles équations les valeurs de X, qu’on
nomme auffi les racines de I'’équation, que
nous deftinons ce Chapitre. Nous fuppo-
ferons qu’on n'a aucun doute qu’'une telle
équation n’ait trois racines, aprés que nous
avons fait voir dans le Chapitre précédent
gue cela eft vrai a I'égard des équations

pures du méme degré.

720.

Nous confidérerons d’'abord I'équation

— B6XX-\-1lX— 6—0; & de méme
gu'une équation du fécond degré peut étre
regardée comme étant le produit de deux
fft&eurs, Oll peut repréfenter une équation
<lu troifieme degré par le produit de trois
~Nifteurs qui font dans notre cas, (X — 1)

—:2) (X— 3) ~=0; puifqu’en les mul-
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tipliant efie&ivement on parvient a I'équa-
tion donnéejcar (x— i).(x— 2) donne
XX— 3*-}-i, & multipliant ceci par x—}
on trouve x5— 6xx-]|-i iX —6, ce qui eft
en effet la formule prefcrite, & qui doit
étre=o. Or, celaa lieu par conféquent,
quand le produit (x — I) (x — 2)(X— 3)fe
réduit a rien; & comme il fuffit pour cet
effet qu’'un feul de ces fa&eurs foit= o,

trois différens cas peuvent donner ce réful-

tat , favoir x — i= o, ou x= i ; en
fécond lieu, x— 2= 0, 0u x =2 ; & en
troifieme lieu , x — 3= o,o0ux = 3.

On voit fur le champ auffi, que fi on
fubflituoit a la place de x un nombre quel-
conque, autre qu'un des trois ci-deffus,
aucun des trois fa&eurs nedeviendroit=o0,
& par conféquent que le produit ne de-
viendroit pas o non plus; ce qui prouve
que notre équation ne peut avoir d’autre

racine que ces trois racines-la.
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721.

Si l'on pouvoit dans tout autre cas
afligner de méme les trois fateurs d'une
telle équation , on auroit immédiatement
fes trois racines. Confidérons donc d’une
maniéré plus générale ces trois faveurs, X
*~P,x— g, X— r; fi nous cherchons leur
produit, le premier multiplié par le fécond
donne XX — >& ce produit
multiplié par X— I fait X3— (P~\~&\~r")
Xx-\-(P1JrPririr) x—pqr.

Or fi cette formule doit devenir = 0 ,

cela peut arriver dans trois cas : le premier

eft celui ot X— p ~o,ou X=pP ; le fécond

a lieu quand x — <= o,ou X= g le troi-
fieme cas eft celui de x — I'= o, ou de
xT=r,

722.

Repréfentons maintenant la formule trou-
vée par lI'équation x!— axx+”~v— C=o; il

eft clair que pour que fes trois racines foient



4 ELéMENS s

1) X=p ,11.)yX=q ,11l.) X=1T, il faut 1*.
que a=p-\-g-\-r, 2°. que >
& 30 que C=pPQr. Ainfi nous apprenons
par-la que le fécond terme contient la
fomme des trois racines, que le troifieme
terme contient la fomme des produits des
racines prifes deux a d¢ux, enfin que le
guatriéeéme terme efl: formé du produit de
toutes les trois racines multipliées les unes
par les autres.

Cette derniere propriété nous préfente
aufii-td6t une vérité importante , qui efl:
qu’'une équation du troifieme degré ne peut
certainement avoir d’autres racines ration-
nelles que des divifeurs du dernier termej
car puifque ce terme efl:le produit des trois
racines, il faut qu’il foit divifible par cha-
cune d’elles. On voit donc fur le champii
lorfqu’on veut chercher une racine par le
tdtonnement, de quels nombres on doit

faire l'eflai (*).

(*) On verra clans la fuite , gi:e cette propriété efl
générale pour les équations d’un degré quelconque. A4
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Si nous conftdérons, pour nous expli-
guer mieux, l'équation X3 X +6 , ouj:l
— X — 6=0, comme cette équation ne
peut avoir d'autres racines rationnelles que
des nombres qui font fafteurs du dernier
terme 6, nous n'‘avons befoin.d'effayer que
les nombres i, Z, 3,6 , & voici le détail
fie ces effais

) $i Y— 1, on a I— 1— 6~—— 6.

I.) Si x = i, on a 8— 2— 6=

ey Siox=3 , on a 27— 3— 6=18.

IV.) Si x=6, on a 216— 5— 5- 204,

Nous voyons par-la que x = 2 eft une

des racines de Il'équation propofée , & fa-

chant cela il nous eft facile de trouver les
deux autres ; car x = i étant une des ra-
cines, x— z eft un fafteur de l'équation,

& onn'adonc qu'a chercher l'autre fa&eur
par la voie de la Diviffon , ainfi que nous
allons le faire

refte coinrne ce tatonnement exige qu'on connoliTe tous

les divifeurs du dernier terme de I'équation, on peut
avoir retours pour cela aux tables indiquées a l'art. $6.



Puis donc que notre formule fe repré-
lIénte par le produit (x— 1) (.v*-f->r—3) ?
elle deviendraio, non-feulement quand
X— 2=0, mais aufii quand xx-j-2*
-j-3— 0. Or ce dernier fadeur donne XX

— 2x— 3, & par conféquent X = —I
+y/— 2. Ce font donc ici les deux autres
racines de notre équation , lefquelles font,
comme on le voit, impoflibles ou ima*

ginaires.
723.

La méthode que nous venons d’'indiquer ®
n'eft applicable immédiatement que lorfque

le premier .terme x Jeft multiplié par 1 >
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& que les autres termes de I'équation ont
pour coefficiensdes nombresentiers. Quand
cette condition n'a pas lieu, il faut com-
mencer par une préparation qui confifte
a transformer l'égquation en une autre qui
ait la condition requife, apres quoi on fait

I'eflai que nous avons dit.

Soit donnée , par exemple , I'équation

X 3— )l/xx-]l-zx— 4 ;commeelleren-

ferme des quarts, qu’'on fafie x="-, on

aura— — — i =o0 & en multin
8 4 * g 4 '

pliant par 8, on obtiendra l'équation yl
— fyy "f"1iy— 6= o, dont les racines
font, comme nous l'avons vu plus haut,
yz=i,y = i,y=1} idouil senfuit que
dans I'équation propofée on a I.)x = i,

1) AT=1, 111.)# =",

72 +

Qu’on ait une équation, dont le pre-
mier terme ait pour coefficient un nombre

entier autre que 1, & dont le dernier terme
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foit i ; par exemple, B6X>— 11 XX-\-6X
—1=0 5 fi on divifé par 6, on aura X!
— NXX—4—X— — Oj on pourroit purger
cette équation des fraadaions, par la regle
que nous venons de donner, en fuppofant

X=~z, caronauroitr— - — Z=0;
& en multipliant par 216, il viendroit y’
— 1iyy-f" 3ty— 36 = 0. Mais comme il
feroit trop long de faire I'efTai avec tous les
divifeurs du nombre 36, remarquons que
.puifque le dernier terme de I'équation pri-
mitive eft 1, il vaut mieux fuppofer dans

cette équation car on aura l'équa-
tion ~ — -71-f-T — i=o0, qui multipliée

par f5donne 6— 11 {+6{'— ~"=0, & en
tranfpofant tous les termes, f 3— n{
— 6=0. Les racines Fontici (158)1=1 >
1=2., {= 3; dou il fuit que dans notre

équation =

725.
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7*5-

On aura obfervé dans les articles prece-
dens, que pour que lesracines foient toutes
des nombres pofitifs, il faut que les fignes
plus & Mmoins fe fuivent alternativement ;
moyennant quoi lequation prend cette
forme , x5— axXxX -\-bXx — ¢c= o, dans la-
quelle les fignes changent autant de fois
qu'il y a de racines pofitives. Si toutes les
trois racines euffent été négatives, & qu’'on
et multiplié entrieux les trois fafteurs X-\-p,
X +-<7, x r , tous les termes auroient
eu le figne plus, & la forme de I'équation
auroit été jr3-j-axx-j-"x-|]-c= o0, oUu on
voit les mémes fignes fe fuivre trois fois,
c'eft-a-dire, le nombre des racines néga-
tives.

On adonc conclu qu’autant de fois que
les fignes changent , autant I'équation a
de racines pofitives, & qu’autant de fois
les mémes fignes fe fuccedent , autant

I’équation a de racines négatives 5 & cette

Tome /. Qq
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remarque eft trés-importante, parce qu’'on
fait par-la fi c’eft en plus ou en MOinNs qu’'on
doit prendre lesdivileurs du dernier terme,
quand on veut faire i'effai dont nous avons

parlé.

726 .

Confidérons , afin d’éclaircir par un
exemple ce que nous venons de dire,
I’équation X3-f~XX — 34*-f-56= o0 ,dans
laguelle les fignes changent deux fois, &
ou ce n’'eft qu'une fois que le méme figne
revient. Nous concluons que l'équation a
deux racines pofitives & une racine néga-
tive, & comme ces racines doivent étre
des divifeurs du dernier terme 56, il faut
gu’elles foient comprifes dans les nombres
+ 1,2,4,7,8, 14,18, 56.

Si nous faifons maintenant X =2Z , nous
avons 8— 4— B3 55 =0; d’ou nous con-
cluons que X = Z eft une racine pofitive,
& qu’ainfi X— 2 eft un divifeur de notre

équation, au moyen de quoi nous trouvons
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facilement les deux autres racines ; car
divifant effectivement par x — i,ona
a— 2) X'-\- XX— 34-v-{-5 Y(xx-frx — 28

X '—2XX

3XX— 34x4-56

AXX— 6X
—28x  )O
— Ax+)6

C

Et fi 01l fait ce quotient xx +—3x — 28
= o0,on trouve les deux autres racines,
qui feront x = — ~+ "~ + 28 := — i+T»
c’eft-a-dire x= 4 & x= — 7: & tenant
compte de la racine trouvée ci-deffus,
X = i, onvoit clairement qu’en effetlI’'équa-
tion a deux racines pofitives & une néga-
tive. Nous donnerons encore quelques
autres exemples pour rendre la chofe
plus évidente.

727.
Premiere quejlion. on a deux nombres

leur différence efl 12, leur produit mul-

Qg X
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tiplié par leur fomme fait 14560. Quels
font ces nombres ?

Soit x ie plus petit des deux nombres,
le plus grand fera X-j- 11, leur produit,
= jcjc-4—12* , multiplié par la fomme 2X
-j-12 ,donne 2.y'+ 36** +144* = 14560]

& divifant par 2, on a a3-[-i Sx-v-f-?22*

7 280.

Or ,ledernier terme 7 280 efl trop grand
pour qu’'on puifle entreprendre I'eflai de
tous fes divifeurs, & nous remarquons qu'il
efl divifible par 8 ; c’eft pourquoi on fera
X = iy, parce qu’'apres la fubftitution la
nouvelle équation, 8Yy3-\-71lyy-\-144~
= 7280, étant divifée par 8 , fe réduira
a ccllc-ci, —3—1 =910 , pour
laguelle on n’'a befoin d’'effayer que les
divifeurs 1,2, 5,7,10,13, &c.dunom-
bre 91o. (Jr, il eftévident que les premiers,
1,2,5, font trop petits; en commencant
donc par la fuppofition dey=A7, on trouve

aufli-tét g\u-c’eft la une des racinesi car

la fubftitution donne 343 +441 -j-126="91o.
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IZfuit que X = 14 , & on trouvera les deux
autres racines en divifant 7 ' -[- 9yy~\~ 1~

— 910 pary — 7, ce que nous alions faire :

Y— 7) 5+ 977+ 1fy—9 1°Cyy+ 167+ 13°

73” 70r
1677+187—91°
1677 —112V

1307 — 910
1307— 9.0
0.

Suppofant maintenant ce quotient YYVY
-}-167“h 130=0, on aura77 — — 167
— 130, & de 1a7 = — 8+y/ —66 :preuve
gque les deux autres racines font impoffibles.

Réponfe. Les deux nombres cherchés font
14 & 2.6 ; leur produit 364 , multiplié par

leur fomme 40 , donne 14560.

728.

Seconde queflion. Trouver deux nom-
bres, dont la différence foit 18, & qui

foient tels, que fion multiplie enfemble leur

Qq '3
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fomme & la différence de leurs cubes, on
obtienne le nombre 275,84.

Soit X le moins grand des deux nombres,
X-\- iB fera le plus grand ; le cube du pre-
mier fera= x 3, &. le cube du fecond = xr
-{- 54XX-J-972x-{-5S32; ladifférence des
cubes= 54jyv—4—c?72.3-5832= 54 (XX
»j- 1tU'-j- 108 ) , multipliée par la fomme
zX-\- 18 ou 2 (,v-]1-9 ), donne le produit
108 (.W3[-27%x-j~270*4-971)— 275 184.
Divifant par 1c8 ,onaa3]-27x"4-270.V
4-972=2548, oOU V34« 27+*x4-270*
= 1576. Les divifeurs de 1576 font 1,2,
4 ,8, &c. les premiers 1,2 font trop pctirs ;
mais fi on effaie * = 4 , on trouve que ce
nombre fatisfait a I'équation.

11 refte donc a la divifer par -r— 4, afin
de trouver les deux autres racines. Cette
divifion donne le quotient -**4*“ 3 1x4~3 94 ;
en faifant donc X X = — }iX — 304, on
trouvera X= — — HZ?, ceft-i-
dire deux racines imaginaires.

Réponfe. Les nombres cherchés font 4

& iz.
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729.

Troifieme queftion. Je cherche deux nom-
bres dont la différence= 720, & tels que
iT je multiplie le plus petit par la racine
quarrée du plus grand, il me vienne 207 36.

Si le plus petit eft X , le plus grand fera
.r-j-720, & il faut que Xy/*+720=107 36
= 8.8.4.81. Quarrantlesdeux membres,
jlai xx (x-f-710) = X'-\-"lioxxz=%\ s!
a28i*. Je faisx”~Sy,- cette fuppofition
me donne 8’y +Yyi0o.82% 2= 8 28"4:812;
& divifant par 8!, jai Yy 3--yoyy= 8.4
8i\ Je fuppofe de plus Yy = ir, & j'ai
8{5-f-4-90{{=« .4"8V, ou, en divifant
par 8, f + 4K {= 4-8I'*

Je fais encore {= 9U, pour avoir 9’ u}
-f- 45 «92UU==4* 94« parce qu’'en divifant
a préfent par 93, I'équation fe réduit a U’
*4-5««=4n9 ,"uaa(«-|-0= i6.9=144.
Je n’ai pas de peine a voir ici que 7°=4 ;
car dans ce cas UU=.16& «-}-5=9. Puis-
donc que «=.4, jai "M=y6j.y==yi &

Qq 4
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576, c'eft le plus petit des deux nom-
bres cherchés; ainfi le plus grand eft i 296,
& en effet la racine quarrée de celui-ci,
ou 36 , multipliée par l'autre nombre 576,

donne 20736.

730.

Remarque. Ccette queftion admettoit une
folution plus fimple ; car puifque la racine
quarrée du plus grand nombre, multipliée
par le plus petit nombre , doit donner un
produit égal a un nombre donné, il faut
que le plus grand des deux nombres foit
un quarré. Sidonc, par cette confidération,
nous le fuppofons= XX, l'autre nombre
fera** — 720. Celui-ci étant multiplié par
la racine quarrée du plus grand, ou par *,
nous avons X3— 720*— 20736=64. 27
.12. Faifons X=4Y, nous aurons 647’
— 720.47~=64.27.12 , ou bien y *— 45y
= 27.1 2. Suppofantde plus7 = Y{, nous
trouvons 2 7 — 13572=27. 12, ou en

divifant par 27, — jr=i2,0u{ " — 5{
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«— 12 = 0. Les divifeurs de 12, font 1, 2,
3,4,6, 12; lesdeux premiers font trop
petits; mais la fuppofition de {=3 donne
précifément 27— 15— 11 = 0. Par confé-
quent ~=3 ,¥y—9& *= 36; d'ol nous
concluons que le plus grand des deux nom -
bres cherchés, o un , = i296, & gque le
plus petit, ou XX— 720, =576, comme

ci-deffus.

731 -

Quatriéme queftion. oOn adeux nombres,
dont la différence efl: 12 ; le produit de
cette différence par la fomme des cubes,
efl 102144 : quels font ces deux nombres?

Nommant * le plus petit de ces deux
nombres, le plus grand efl 2 ,le cube
du premier efl X3, & le cube du fécond
efl *3-["36**4“432*-]-i728 ; le produit
de la fomme de ces cubes par la différeace
12 , efl
12 (2A-3$-36XX+4i2*4-1728)= 102144 ;

divifant fucceffivement par 12 & par 2, on
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X' -j- iSxx -f- 2i6,y-}- 804 = 4256, ou
a-3-f-18a\v -)- 216X = 3392 = 8.8.5 3.

Qu'on fuppofe X=21iYy, qu’on fublHtue
& qu’'on divife par 8, on aura

f + 9yy+ H7= 8*nr= 414

Les divifeurs du dernier membre font
i,2,4,8,53,&c. 1 & 2 font trop
petits; mais fi l'on fait Y = 4, on trouve
64-f-i44—§x16=424. De forte quey =4
& * = 8 ;d'ou I'on conclut que les deux

nombres cherchés font 8 & 20.

732.

Cinquiéme quejlion. Quelques perfonnes
forment une fociété & établirent un fonds,
auquel chacune contribue dix fois autant
d’écus qu’'elles font de perfonnes ; elles
gagnent fur chaque centieme d’écus 6 écus
nu-dela du nombre d’écus égal a leur nom-
bre ; le profit total eft de 392 écus 5 on
demande combien ils font d'Affociés?

Soit X le nombre <cherché ; chaque

Aflocié aura fourni 10* écus, & tous
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enfemble ion* écus ; &: puifqu’ils gagnent

jf-j-6 pour cent, ils auront gagné avec le
capital entier, — >ce qu’il faut égaler’

a 392.

On a donc *,-J-6xjr= 3920, & en
faifant X =1y & divifant par 8 ,y'-\- 3yy
= 490. Les divifeurs du fécond membre
font 1, 2 ,j ,7,10, &c. les trois pre-
miers font trop petits ; mais en fuppbfant
N=T7,011 a 343-j-147= 490 ; de forte
que 7 = 7, & *=14.

Réponfe. :|1y avoit quatorze Affociés,
& chacun d’eux a mis 140 écus dans la

mafle commune.

Sixieme queftion. Quelques Négocians
ont en commun un capital de 8240 écus ;
chacun y ajoute quarante fois autant d’écus
qu’ils font d’Afiocits ; ils gagnent avec la
fomme totale autant de fois pour cent qu’ils
font d’AlTociés ; en partageant le profit, il fe

trouve qu’'apres que chacun a pris dix fois
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autant d'écus qu’ils font d’Affociés, il refte
214 écus. On demande quel étoit donc le
nombre de ces Affociés?

Si ce nombre eft x , chacun aura ajouté
40* écus au capital 8240 écus; par con-
féquent tous enfemble auront ajouté 40XX ,
ce qui arendu le capital = 40*x-{-8240;
ils gagnent avec cette fomme x écus pour

cent 5 ainfi le ain total eft 100 1

=fo*'+ I = ji*'+ 12'- Ceft de
cette fomme que chacun préleve iox, &
par conféquent tous enfemble loxx, en
laiffant un refte de 224 écus ; il faut donc

gue le profit ait été joxx-{-224,8c qu’on

: . IX o a2 [
ait ?équatlon—(-— = loxx -\-z14.

Multipliant par 5 & divifant par 2, on
ax,-J-2006x=2 jxx-1-"60,0u x3— 25XX
206x—-560=0 : la premiere forme
fera cependant plus commode pour effayer.
Les divifeurs du dernier terme (ont X, 1>
4,5,7,8,10, 14,16, &c. & il faut

les prendre pofitifs , parce que dans la
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féconde forme de [I'équation les fignes
varient trois fois, ce qui donne a connoitre
avec certitude que toutes les trois racines
font pofitives.

Or fi I'onefTaye d’abord X = i & X=1i,
il eft évident que le premier membre de-
viendroit plus petit que le fécond. Nous
ferons donc I'effai des autres divifeurs.

Quand * =4, on a 64-1-824= 400

-j- 560 , ce qui ne fatisfait point.

61¢C

560, ce qui ne fatisfait pas non plus.

Quand x = 5, 0on a X25 -f- 1030

Quand *= 7, ona343-1-1442=1 225
—+-560 , ce qui fatisfait a I'équation ; de
forte que X = Y en efl une racine. Cher-
chons donc a préfent les deux autres, en
divifant par X— 7 la féconde forme de
notre équation.

X—j) X,-2"Xxx+206.y-560 (.ya*-i8a-+80
ati— YXX

—ibxx+i06x
— 18.VA-f- 1if>X

8oa— 5060

8 cat—560

0.
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Egalant le quotient a zéro , nous avons
XX— 18.t-j-80= ooua'*= iSX— 80,ce
guidonne* = 9+ 1 ,de forte que les deux
autres racines font ~= 8 & X = 10.

Réponfe Trois réponfes ont lieu pour la
queftion propofée : fuivant la premiere le
nombre des Négocians eft 7, fuivant Ila
fécondé il eft 8, & fuivant la troifieme il
eft io ; le tableau fuivant préfente la preuve

de toutes :

. AL 1.

Nombre des Négocians 7 8 o f

Chacun fournit 40*.............. 280 320 400 j
Tous enfemble ajoutent 40/0: 1960 2560 40GO i
L’ancien capital étoit . . . . 8243 8140 8240 j
Le capital entier eft “oxx T
+ 8240 e joioc 1-80C 12240

lls gagnent avec ce capital
autant pour cent gu’ils font
d'AFfOCIES .o 74 864 1224
Chacun en 6te 10 .V .. 70 80 100
Ainfi tous enfemble pren-
490 640 ICOO
224 114 114 £
—-—--srqO
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CHAPITR RE X1,
Dela Regle d Gardan ou de ScCiPioN
Ferreo.

134-

Lorsqu’'on a chafle les fra&lons d'une
équation du troififeme degré , fuivant la
maniéré enfeignée, SZ qu'aucun des divi-
feurs du dernier terme ne fe trouve é&tre
une racine de lI'équation, c’'eft une marque
certaine , non-feulement que i'équation n’'a
pas de racine en nombres entiers, mais
gu'une racine fra&ionnaire méme ne peut
avoir lieu 5c’eft ce que nous allons prouver.

Soit I'équation X3— axx-\-bx— c= 0,
oli a,b, C, fignifient des nombres entiers;
U on vouloit fuppofer, parexemple, X = \,
on auroity — — c;orle premier
terme a feul ici 8 pour dénominateur 5 tous
les autres font, ou des nombres entiers ,

ou divifés feulement par 4 ou par z ,
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ne peuvent par coaféquent faire o avec le
premier terme : laméme chofe a lieu pour

toute autre fra&ion.

135

Comme donc dans ces cas les racines
de I'équation ne font ni des nombres en-
tiers, ni des fra&ions, elles font irration-
nelles, ou méme, ce qui arrive fouvent,
imaginaires. O r, la maniéré de les expri-
mer alors & de déterminer les fignes ra-
dicaux qui les affeftent, fait un point tres-
important, & qui mérite d’'étre expliqué
ici avec foin. On attribue cette méthode ,
gu'on nomme la regle de Cardan, a Cardan,
ou plutot a Scipion Ferreo, qui ont vécu

il y a quelques fiecles (*).
736 .

Il faut, pour entrer dans l'efprit de cette
regle , confidérer d'abord avec attention la
(* ) L hiftoire clc cette regle , découverte d.\ns le méme

temps par Tartalta, fe lit avec autant d'intérét que de
Jruit dans 1llijioirc des Mjt/umijtiyucs, par M. dt MontixIt

nature
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nature d'un cube, dont la racine eft un
bindme.

soit a-\-b cette racine, le cube en eft
X'-}-3aab-|~3abbA-b3, & nous voyons
gu’'il eft compofé des cubes des deux
termes du bindme, & outre cela de deux
termes moyens, YyaabA-yabb, qui ont Ie
fafteur commun 3ab, lequel multiplie
l'autre fafteur a-’\b, c’eft-a-dire que ces
deux termes contiennent le triple produit
des deux termes du binéme , multiplié par

la fomme de ces termes.

737-

Qu’on fuppofe maintenant X=a-\-b ,
& qu’'on prenne de part & d'autre le cube,
on a X '= a’'A-b~-"yab™aA-b). or puif-
que a-\-b=X, on aura I’équation du troi-
fleme degré, a:3z=a’'+~7— yabx ou XJ
~=yabx-\~a’-\-b’, dont nous favons qu'une
des racines eft X=a-\-b. Toutes les fois
donc qu’il fe préfente une telle équation ,

nous pouvons en aliigner une racine.

Tome /. Rr
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Soit par exemple, a=1 & b=3, on

mira I'équation x 3zzn8x-|-35, que nous
I'avons avec certitude avoir pour
racine.

738.

C ue de plus on fuppofe a préfenta3=p
&cb“=:q, on aura a=\/p & b=zy/q,

par conféquent ab= y/pq ; lors donc que

I'on rencontre une équation du troifieme
degré de la forme x '= . tx \Zpg-\~p~{-q >

on fait qu'une des racines efl \//? 3+—%/

Or on peut toujours déterminer P & (,

de maniéré que tant 3 Y/pg q u e ~ foient
des quantités égales a un nombre donné;
ainfi on eft: toujours en état de réfoudre
une équation du troifieme degré, de l'efpeca

dont nous parlons.

739+

Soit propofée en général I'équation XJ

~ fx~YS> il s'agira ici de com parer/avec
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3yjpQg, & g avec p-\-q; c'efl-a-dire qu’il
faudra déterminer p & (Q de maniéré que

3 \/pq devienne égal af, & que p-\-q
devienne égal & g; car nous favons alors

gu’'une des racines de notre équation fera

740.

Nous avons donc a réfoudre ces deux
équations, I.) 3 y/pgqz=f,& 11.)p-\-g=g.
La premiere donne s/pg— yr &CP9= 'G

4/>7?=~/5 L? fécondé équa-
tion étant quarrée, donne
=ggi fi 'on en foulirait 4p q =~ f}, on

app— ipgq+M=gg—r7P> & Prenant
la racine quarrée de part & d’autre , on

ap—q=y/gg~f'- Or_puifque p+ ¢
=g, onaip=g-\-\/8S ~ii'’' & 24
=g — \/gg—r#f ', Par conféquent p=

g+ \V/gg—~f\ &g=9g—Vgg—ris

2 2
1nr 2



628 ELEMENS

741-

Toutes les fois donc qu’'on a une équa-

tion du troifieme degré de la forme XZ

quels que foient les nombres

/"& ”~,on a toujours pour une des racines
3 J

X=\"/7+ AT -j~y/?- 1 gg- 171" ;

c’eft-a-dire une quantité irrationnelle , qui
renferme non-feulement le figne radical
guarré , mais auffi le figne de la racine
cubique ; & c’'efi: cette formule qu’'on

nomme proprement la regle de Cardan.

742
Appliquons-la a quelques exemples,
pour en mieux faire comprendre l'ufage.
Soit x 5=6X-\-y , onaura/i=6 &.Qg=VY j
ainfigg= 81, p = 116, & £ f' = 32}
puis gg—”"P = 49, & Vgg—IT = 7-

Donc une des racines de I'équation donnée

eft, v V &+ J& = J/{+
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143

Soit propofée cette autre équation XJ
= 3Xa-2,0onauraf=3&~=z;par con-
féquent£g= 4,7 "'— 27, = 4, ce

qui nous donne y/g°-— ~ /5= o; dou il

s'enfuit qu’une des racines eft mx-=y//—
b~ = i41=2
744-

Il arrive fouvent cependant que, quoi-
gu’'une telle équation ait une racine ration-
nelle , on ne peut trouver cette racine par
la regle dont nous nous occupons.

Soit donnée I'équation X3=6x4-40 , ou
X =4 eft une des racines. Nous avons ici

f=6 & £=40 , de plusgg— 16co & ~—

f = 32; ainfi gg— *p=2z 1568, &
Vgg—£/J=V w 68 = '/ 4'4-49-2
= 28 \J2: par conféquent une des racines
* —

= , Al

Rr 3
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x=\/ i0-\-iA\/I-\-\/IO— 14/i ; &
cette quantité eft réellement= 4, quoiqu’a
la premiere infpeélion on ne s’en cloute
pas. En effet le cube de i -|-\/z étant 20
-j- 14V z, on a réciproquement la racine
cubique de 20-)- 14»/z égale a 2

de méme y 20—-14y/z=2z— 1/2; donc

notre racine X=1-"~ y/ 2-}-i— V7 * — 4 (*)»

745-

On pourroit objefter a cette regle ,
guelle ne s'étend pas a toutes les équations
du troifieme degré , parce que le quarré

de X ne s’y rencontre point, c'eft-a-dire

(*) On n'a pas pour I'cxtrafUon de la racine cubique
«le ccs bindmes, des regles générales comme pour I'ex-
tradion de la racine quarrée : celles que différens Auteurs
©m données ramenent toujours a une équation mixte du
troifieme degré femblable a la propofée. Au refte, quand
I’extraftion de la racine cubique eft poftible , la fomme
tics deux radicaux qui r«préfentent la racine de I'équa-
tion , devient toujours rationnelle, de for;e qu'on peut
la trouver imnjidiatcemsnt par la méihodg indiquée a

f article 712»
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que le fécond terme manque dans léqua-
tion. Mais nous remarquerons que toute
équation complette peut fe transformer en
une autre ou le fécond terme manque ,
ppres quoi I'on peut par conféquent appli-
quer la regle.

Soit pour le prouver, l'équation com-
plété x 3— 6XX+1iX— 5=0. Sil'onprend
ici le tiers du coefficient 6 du fécond terme,
&: qu’'on faffe X— 2= Y , on aura
X=Y-\-2,XX=YyY -f47-f-4, &

X3y 3\-6yy-\-i 2j'-}-5 ; par conféquent
X3y 3+6yy-\-12y+ 8
— 6xx— —oyy-jiAy—iA
-f-iu = +1 iy+22
_ 6= - 6
X'— 6xx-\-nx—+ 6=y3 — Y.

On a donc I'équation Y 3—Yy = 0, dont
la réfolution eft manifefte , puifqu’'on voit
fur le champ quelle eft le produit des fac-
teursy (yy—i)=y {y-f-1jcj— 1)=0.

Si l'on fdt maintenant chacun de ces

facteurs = 0, on a

Rr 4
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c’eft-a-dire, les trois racines trouvées déja
plus haut.

raie du troifieme degré, x'-\-axx-\-bx
-j-cr==0, de laquelle il sagiffe d'éliminer
le fécond terme.

On ajoutera pour cet effet a a: le tiers
du coefficient du fécond terme, en con-
fervant le méme figne , & on écrira pour
cette fomme une nouvelle lettre, par exem-
ple,y; de forte qu'on aura *-}-~a=.y ,

& X-y-~a, dou réfulte le calcul fuivant :

3

= -yyr B —@

— +a&y-\aay-\-\a'

= + Ly—':gab
c -f C

y '— C-aa-«b)yA-"a' — kab-}-C_ 0O,
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équation dans laquelle le fécond terme
mangque.

747-

Nous fommes en état, moyennant cette
transformation, de trouver les racines de
toutes les équations du troifieme degré *
I’exemple qui fuit en fournira une preuve.

L’équation propofée eflx?— 6XX-j-13*
— 12= 0.

Il s’'agit d'abord de chaffer le fécond
terme ; on fera pour cet effetx — zZ= Yy ,
& onauraX=Yy-j- 2, yy-\-Ay-\-4>
& X,= Yy ,-{-6yy-\-iiy-\-S-, donc

5= v+ gyt 1Y+ 8

— 6XX= — Byy — 247— 24
-\-i$x= 4-137-1-26
— 12 = -*12

Y- 2 — o
ouf = —y-\-2
Si on compare cette équation avec la
formule X}~fx-\-g, ona/==—1,g=* >
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doncgg-=4 ? & th —~r7 Plus S>

't 6=W > & y/es-rj
w_ ; par conféquent

% -1+ 41/11>. 3 1-4n 117
(-rO+V wO>w
7=~ 7+ ~ + v/ 3fl= ~ES]I
rIr \:}/q-Z%)/ii « \;/i7+<5i/Ti ~r V3/~ii-z67"~i~i ] I3

y/27-]-6\/21 T'i'ys27-—6y' Z11 & il
refte a fubftituer cette valeur dans X =y

rh2*
748

Nous fommes parvenus dans la folution
de cet exemple, a une quantité double-
ment irrationnelle ; mais il ne' faut pas en
conclure fur le champ que la racine eft
irrationnelle, parce qu’il pourroit arriver
par un heureux hafard, que les bindmes
27+6\A i fuffent des cubes effectif;; &

c'cft aufli ce qui a lieu icij car le cube
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dchpétantc»”™u=17+ 5VWi'. 1
fuit que la racine cubique de 27 -j-0y/21
e f t , & que la racine cubique de 27
— G\/11 eft’ Cela fait donc que la
valeur trouvée pour y , devienty =~
("P)+ j(*£9 = L[+ i= '+ Or puif-
gue7 = 1, nous avons X =" pour une des

racines de I'équation propofée , & les deux
autres fe trouveront en divifant I’équation

par x — 3.

X—3)X3—6xx-1-3"-—12 Cxx— 3*-{-4
X 5---) XX

—IXX~\- 13%——12

—IXX-\- OX
AX---12
AX— 12

O.
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Et en égalant a o le quotient x x — 3je—£"4»
*I'on a XX — YX— 4, & * = 1l-fy/1

Ce font les deux

racines en queftion, mais elles font ima-

ginaires.

7409.

C 'eft par hafard, comme nous l'avons
remarqué , qu’'on a pu, dans l'exemple
précédent , extraire la racine cubique des
bindmes trouvés, & ce cas n’'a lieu que
lorfque I'équation a une racine rationnelle,
& que par conféquent on emploie avec
plus de facilité, pour trouver cette racine,
les réglés du Chapitre précédent. Mais
guand aucune racine rationnelle n’a lieu,
il neft pas poffible au contraire d'exprimer
autrement la racine qu’on trouve , qu’'en
fuivant la regle de Cardan ; de forte qu’il
eft impoflible alors d’appliquer des réduc-
tions. Par exemple , dans lequation x’

= 6x-J-4, ona/==6 & £ =41 de forte
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que X = \/ 2-[-ly/ —1 -(-\/ 2-—2y/—-1,
ce qui ne peut s'exprimer d'une maniéré
différente (*).

(*) On a dans cet exemple ~ p plus petit que gg'
ce qui eft le cas trés-connu fous le nom du cas Irréduc-
tible du troifieme degré, & qui eft d’autant plus remarqua-
ble , gu'alors toutes les trois racines font toujours réelles.
On ne peut dans ce cas faire ufage de la formule de
Cardan, quen y appliquant des méthodes d’'approxima-
tion , parexemple, en la transformant en une férié infinie.
M. Lambert a donné dans l'ouvrage cité a l’article 40,
des tables particuliéres qui fervent a trouver facilement
les valeurs numériques des racines des équations du troi-
fieme degré , tant dans le cas irréductible que dans les
autres cas. On peut aulii employer pour cet ufage les
tables ordinaires des finus. Voyez I'Ajironomie fphérique
de M. Mauauit, imprimée a Paris en 1765.

Au refte, il ne faut pas chercher dans cet Ouvrage de
M. Euler, tout ce ga'i} y avoit a dire fur les réfolutions,
foit direftes, foit approchées, des équatons. Il avoit a
traiter encore trop d'objets curieux & importans, pour
s'appefantir fur ces matieres ; mais qu'on confulte Y H1f-
toire des Mathématiques , YAlgébre de M. Clairaut, le Cours
de Math -mauqucs de M. Bc{Out, & les derniers volumes
des Mémoires des Académies des Sciences de Paris &
de B:rl n, ony trouvera a peu pres tout ce qu'on fait

aujourd'hui fur la réfolution des équations.
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CHAPITRE XIII.

De la réfolution des Equations du quatriéme
degré.

750.

ILorsque la plus haute puiflance de la
guantité x monte au quatrieme degré , on
a des équations du quatrieme degré, & la
formule générale en efl

x A\-axi-\-bxxA-cx-\-d=o0.

Nous confidérerons en premier lieu les
équations du quatrieme degré PUres , dont
la formule efl: Amplement X * = f, & dont:
on trouve aufli-tdét la racine en prenant de

part & d’autre la racine bi-quarrée , puil-

qu’'on obtient XZ=Z y/f.

751~

Comme x 4 eft le quarré de a\v, on fe
facilite beaucoup le calcul en commencant

par extraire la racine quarrée , car on aura
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alors XX —\ f: & prenant enfuite de nou-

veau la racine quarrée , on a * = y/y/f ;

de forte que y/fn’eft autre chofe que la
racine quarrée de la racine quarrée de f

Si on avoit, par exemple , I'équation
*<1=2401, on auroit d’abord xx= 39, &

aprés cela X =Y.

752 -

| eft vrai que voila feulement une ra-
cine , & cependant puifqu’'on trouve tou-
jours trois racines cubiques , il n’'efl: pas
douteux que quatre racines ne doivent avoir
lieu ici j mais remarquons que la méthode
indiquée ne laiffe pas de donner en effet

ces quatre racines: Car dans l'exemple ci-

deffus on a non-feulement ~ =49 , mais
auffi — 49 ; orla premierevaleur donne
les deux racines X=Z] & x = —7, & la

fcconde valeur donne X = y/—49=7Yy/—1,
& X=—Yy/— a49=—7V — 1. Et voila
les quatre racines quarré-quarrées de 2401.
Il en feroit de méme a I'égard d’autres

nombres.
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ot 753-

Aprés ces équations pures viennent dans
I'ordre celles ou le fécond & le quatrieme
terme manquent, SC qui ont la forme x4
-\-fXX-{-g-:o. Elles font réfolubles, fui-
vant la regle , pour les équations du fé-
car fi I'on fait XX=Y , on a

cond degré ;
yy+fy+g=°> ™Myy=—fy—g, dou
I'on tire

y=-Iif% :

or XX=YVYi ainfi Nl
les fignes doubles + indiquent toutes les

quatre racines.

75 4 *
M ais fi I'équation contient tous les termes

poffiblcs, 01l peut toujours la regarder
comme le produit de quatre fafteurs. En
effet fi Kon multiplie entr'eux ces quatre

faveurs, (x—p) (x—q) (X—I’) (X—f) ,
on trouve le produitx4— ( N f—/-j-y")

* + (f<]+pr+pf-t-qr+ cjf+ rj)x x —{pejr
-+
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L|_pgf-Yprf-\.qrj) x + pqrf, & cette formule

ne peut devenir égale a o, que lorfqu'un

de ces quatre facCteurs eft= o. O r, cela
peut arriver en quatre maniérés : 1. ) quand
X=P>11.) quand X=(, IIl.) quand X=.TI,

IV.) quand X ="F: & ce font-la par con-

féquent les quatre racines de I'équation.

755,

Si nous confidérons cette formule avec
guelque attention , nous remarquons, dans
le fécond terme , la fomme des quatre
racines, multipliée par— x5; dans le troi-
fieme terme, la fomme de tous les produits
pofiibles de deux racines, multipliée par
XX ; dans le quatrieme terme, la fomme
des produits des racines multipliées trois
a trois, multipliée par — X, enfin dans le
cinquieme terme, le produit de toutes les

quatre racines multipliées enfemble.

756 .

Comme le dernier terme contient le
produit de toutes les racines, il eft clair

Tome /. S s
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qu'une telle équation du quatrieme degré
ne peut avoir une racine rationnelle qui
ne foit en méme temps un divifeur du
dernier terme. Ce principe fournit donc un
moyen facile de déterminer toutes les
racines rationnelles, lorfqu'il y en a, puif-
gu'on n'a qu’'a fubflituer fuccefiivement a
* tous les divifeurs du dernier terme , juf-
gu’a cc qu'on en trouve un qui fatisfafie a
I’équation ; car ayant trouvé une telle
racine , par exemple, X=p, on n'a qu'a
divifer I’équation par.v—m>aprés avoir porté
tous )es termes du méme c6té , & fuppofer
enfuite le quotient=0j on obtiendra une
équation du troi."eme degré, qu'on pourra
réfoudre par les réglés données ci-defius.

757-

O r, il eftabfolument nécefTaire pour cela
gue tous les termes confident en des nom-
bres entiers, & que le premier n'ait que
I'unité pour coefficient; toutes les fois donc

que quelques termes renferment des frac-
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lions, il faudra commencer par éliminer ces
fraftions , & c'eft ce qu’on peut toujours
faire en fubfHruant au lieu de a; la quan-
tité Y divifée par un nombre qui renferme
tous les dénominateurs de ces fra&ions.

Par exemple, fi 'on a I'équation x4— "
X1-j- ~XX-}-\x“j“Is* 0» comme on y
rencontre des fradions qui ont pour dé-
nominateurs z, 3 & des puiffances de ces
nombres, on fuppofera X = J, & on aura
y* "fxNyy i
67 “" A~ + '6 7" _ '6 + T 1="° » eciua®
tion qui multipliée par 64devienty*— 3y 1
I «XYY— 1610y -j- 72— °*

Si I'on vouloit chercher maintenant fi
cette équation a des racines rationnelles |,
il faudroit écrire a la place de y luceef-
fivement les divifeurs de 72 , afin de voir
dans quels cas la formule fe réduiroit réel-
lement & 0.

Ss 2
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758.

Mais comme les racines peuvent étre
auffi bien pofitilAes que négatives , il fau-
drait avec chaque divifeur faire deux effais,
I'un en fuppofant ce divifeur pofitif, I'autre
en le regardant comme négatif; cependant
Une nouvelle remarque en difpenfé fou-
vent (*). Toutes les fois que les fignes -j-
& — fe fuivent régulierement, I'équation
a autant de racines pofitives, qu'il y a de
changemens dans les fignes ; & autant de
fois que les mémes fignes reviennent fans
interruption , autant I'équation a de racines
négatives. Or , notre exemple contient
guatre changemens de fignes 8c aucune fué-
ceffion ; ainfi toutes les racines font pofi-
tives, & 011 n’a pas befoin de prendre aucun
des divifeurs du dernier terme en mains.

(*) Cette regle'eft générale pour les équations de
toi's les degrés , pourvu qu'il n'y ait point de racines
imaginaires ; les Francois I'ittrib ient a Defcartes , les
Anglois a Hu+'ict ; mais M. Il'abbé de Guj eft le pre-
mier qui en ait donné une démonftration générale. Voye*
jes Mém, de TAcadémie des Sciences Je Paris, pour 1741.
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Soit donnée I'équation -V-f- xx— ~xX
— 8x-j-i2= o.

Nous voyons ici deux changeinens de
fignes, mais aufii deux fuccefiions ; d'ou
nous concluons avec certitude , que cette
équation contient deux racines pofitives &
autant de racines négatives, qui doivent
toutes étre des divifeurs du nombre 12.
Or ces divifeursfont 1, 2,3,4,6,12;
gu'on eflaye donc d’abord 50on
parviendra réellement & o 5 donc une des
racines eft L.

Si I'on fait enfuite x= — 1, on trouve
“1—1—7~~-8—72=21—9=1 2; ainfi
x = — 1 n'eft pas une des racines. Qu’on
faffe apres cela x = i, on trouve de nou-

veau la formule = 0, & par conféquent,

pour unedesracines, x =z jmaisjr™ — 2

au contraire lle fe trouve pas étre une ra-

cine. Lorfgu'on fait enfuite Ar=3,0n a

8i-j~54— 63—24-j-i i=6 0, ceft-a-dire
Ss 3
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que cette fuppofjtion ne fatisfait pas ; aa
lieu que — 3, donnant 81 — 54 — 63

24-h 12— o, efl: évidemment une des
racines qu’on cherche. Enfin, quand on
aura cfTayé * = —4, on verra pareille-
ment 1équation fe réduire a zéro ; de forte
donc que toutes les quatre racines font
rationnelles, & ont les valeurs fuivsntes :
1) A=l ,1L) X =1,1L) X= ---3,1V)
x= —4; & conformément a la regle
donnée ci-deflus, deux de ces racines font
pofitives, & les deux autres font négatives.

760.

Mais aucune racine ne pouvant étre
déterminée par cette voie , lorfque les
racines font toutes irrationnelles, il a fallu
fonger a des expédions pour exprimer les
racines dans ce cas. On y a réufii au point
gu’on a découvert deux routes différentes
pour parvenir a la connoiflancc de fem-
blables racines, quelle que foit la nature
Uc I'cquation du quatrieme degreé.
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Il fera bon, avant que d’expliquer ces
méthodes générales, que nous donnions
les folutions de quelques cas particuliers,
lefquelles peuvent fouvent s'appliquer tres-
utilement.

Lorfque I'équation eft de .nature, que
les coefficiens des termes fe fuivent de la
méme maniéré, tant dans l'ordre direft
des termes, que dans-el'ordre rétrograde ,
comme il arrive dans [I'équation fui-
vante (*) :

\-nxx-\-mx-\-i= o,
ou dans cette autre équation qui eft plus
g,énérale.

(*) On peut nommer ces équations réciproques , parce
qu’elles ne changent point en y mettant 1 a la place de

Il fuit de cette propriété que fi @, par exemple, eft
une des racines , aen fera une aufli; c'eft la raifon pour-
quoi ces fortes d'équations peuvent fe réduire a d'autres
égmtions, dont le degré eft plus petit de la moitié. M.
de Aloivre donne dans fes Mifcellantd arayucj , p-71 *
des formules générales pour la réduction de ces ior.es

d'équations, de g.ielgjc degré qu'elles foient.
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X* -j- max'-j- naaxx-j- mu’ x -j- ad= 0.

On peut toujours regarder une telle for-
mule comme le produit de deux fa&eurs,
qui font des formules du fécond degré , &
gu'on réfout facilement. En effet, qu’'on
repréfente cette derniere équation par le
produit (xxA-pax-\-ad) (xx-\-gaxaa)
= 0, ou il sagiffe de déterminerp & q
de maniéré qu’on obtienne I'équation fuf-
dite , Oll trouvera, en effe&uant la multi-
plication , av,+ T2+ 1)
caxxA-(p-A-gq)a'xa* =zo\ & pour
gue cette équation foit la méme que la
précédente, il faut i°. que p-\-gq= m,
20 que pg-\-i= n, & par conféguent
que pgz=n — 2.

Maintenant,quarrant la premiere de ces
égalités , on app-j-ipg -j-qq=.mm ; fi on
fouftrait de ceci la fécondé prife quatre
fois, ou Apg=A?i— 8, il refte pp— ipq
~Yqy— wm—4«-f-8 ; & prenant la racine
quarrée, on trouve/'—g—y mm—4/z+b'.
OrpA-g=m, on aura donc par I'addition,
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m +V mm-An+9,

3p=m + y/mm—4/2+8 , OUp —------------ »
&par lafouftraftion, 2gz=m—\/mm—4«+8

ou y— v/n « Ayant donc trouvé
p & qy on na plus qu'a fuppofer chaque
fafteur= o ; afin de déterminer les valeurs
de x : le premier donne xx-\-pax-\-aa
= 0,0U XX= —pax—aa, d'ou I'on tire

XxX= -g=% y/n?-a*, OU*=—

a\ PP— 4> ~ ~con(i faveur donne x
— —H+1lay/lqq— 4; & ce font-1a les
guatre racines de I'équation propofée.

762.

Pour rendre cct article plus clair, foit
donnée [I'équation x4— 4x3— jXX— gx
-j-i= o. Nous avonsicia =1, m= — 4,
72~ - 3 :parconféquentmm  4/2f8=3s.
& laracine quarrée de cette quantité = 6 ;
donc/>= — ~A7"—12& ¢= — - 5
de 14 réfultent les quatre racines1.) & IlI-)

*= —j+ iV —3= —"-HT* & m")
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& IV.)* = £+1}V * i , c'cft-a-d.
gue les quatre racines de lequation pro-
pofée font :

\)x=--%1p,

H)yx~zlzpi 1V )X==L=%U.

Les deux premieres de ces racines font
imaginaires ou impoffibles ; mais les deux
dernieres font pofiibles ; puifqu'on peut
indiquer \J 21 auffi. exa&ement qu’'on le
fouhaite , en exprimant cette racine par
des fraftions decimales. Ell effet, 11 étant
autant que 21,00000000, 01l n'a qu’a tirer
la racine quarrée , comme il fuit :

21 |oo|oo|oo|oo|oo|4,5825
16
g) NG
4M
Oa 700
7 164

9162 13600
18324

92645 527600
478215

<N375-
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Puis donc que YA i = 4,5825 > la troi-
sieme racine approche d'affez pres a
= 4,7912, & la quatrieme, *=0,2087 ;
& il edt été facile de déterminer ces
racines avec encore plus de précifion.

Remarquons que la quatrieme racine
étant a tres-peu prés”™ ouy, cette valeur
farisfera deja affez exaftement a I’équation j
en effet, fi I'on fait x = j, on trouve »
— 15— pP5— Bt l:ir=gk; Ol auroit da
trouver o, mais la différence, comme on
voit, neft pas grande.

76 3.

Le fécond cas ou une réfolution fem-
blable a lieu , eft le méme que le premier
quant aux coefiiciens, mais il en différé
dans les Agnes ; car nous fuppoferons que
le féecond & le quatriéme termes aient des
fignes différons; une telle équation eft donc,
par exemple :

X*A-fiiax' -\-AacxX Xx—mev x’ G,
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qui peut étre repréfentée par le produit,
—aa) {xx-\-gax=aa)=o0.

Car la multiplication réelle de ces fa&eurs
donne

+ (/>+?)axl+ (pg— 2) aaxx — (p+q)

abx 4—a*,

quantité qui eft égale a la formule pro-
pofée , O on fuppoié en premier lieup-\-q
=zm , & en fécond lieu pg— i=n, ou
pg=n-\-i, parce que de cette facon les
quatriemes termes deviennent égaux d’eux-
mémes. Qu’on quarre, comme ci-deflus,
la premiere équation, en aura pp-\-*pq
H~qg— mm; qu’on fouftraye de celle-ci
la féconde prife quatre fois, ou Apg=.Art
+ 8, il reftera pp —ipq-\-qg= mm
— 4n— 8; la racine quarrée eft p—q

—\/mm—4/2—8, & de la on obtient p

donc trouvé p & g, on connoitra par le
premier fafteur les deux racines x= —~

pd+ ly/pp-j~4, & par le fécond ia&cur



n"A L GEBRE. +

les deux racines x = — - ga+”ay/qq+4,
c’efl-a-dire qu’'on aura les quatre racines
de I'équation propofée.

764-

Soit donnée I'équation x 4— 3. 2.v3-f- 3
.8a—46=0, nousavonsa=1& m= —3,

& n=o0; ainfiy/mm—4/2—8=1 , & par
conféquent
P=1~ = —1>& y===V-=—2.

Donc les deux premieres racines font jc
ran + y/j, & les deux dernieres font x
=2 +v 8; moyennant quoi les quatre ra-
cines cherchées feront: I.) *==1-h v"51
I.),v=i—y/5, lllh)Ar=2-]— B, IV.) *
— 2—y/s. Par conféquent les quatre fac-
teurs de notre équation feront (x — 1—j/j)
B(x— 5)(-v—2 -V 8) (*—2+y/18),
& leur multiplication effective produit réel-
lement cette équation ; car les deux pre-
miers étant multipliés entr'eux , donnent
XX—iXx—4, & les deux autres donnent
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XX — gX— 4; or ces deux produits multi-
pliés pareillement I'un par l'autre , font x4

— 6xJ\-24.V+ 1&>ce qui  précifément
I’équation propofée.

amUH W'HIL-JIL -1_ L. gJ-tgaS-E 1L X.1.

CHAPITRE X1V.

De la Regle de BOMBELLI , pour réduire
la réfolution des Equations du quatneme
degré a celle des Equations du troifieme
degré.

765.

~10 us avons fait voir plus haut, com-
ment on réfout, par la regle de Cardan ,
les équations du troifieme degré ; ainfi tout
confille principalement, pour les équa-
tions du quatrieme , a en réduire la réfo-
lution a celle des équations du troifieme
degré. C’cfl qu’il nelt pas po/Tible de re-
foudre généralement les équations du qua-
trieme degré fans le fecours de celles du
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troifieme, vu qu’ayant méme déterminé
une des racines, les autres ne laiflent pas
de dépendre d'une équation du troifieme
degré. Et on peut conclure de la qu’aufli
les équations de dimenfions plus hautes,
préfuppofent la réfolution de toutes les
équations de degrés inférieurs.

7 66.

Or il y a déja quelques fiecles qu'un
Italien , nommé Bombelli, a donné une
regle pour cela, que nous nous propofons
d’expliquer dans ce Chapitre (*).

Soit donnée I'équation générale du qua-
trieme degré, x*-\-ax'i-\-bxx-\-cx
= o0, ou les lettres, a, b, ¢, d, fignifient
tous les nombres imaginables. Qu’on fup-
pofe maintenant que cette équation foit la
méme que celle-ci, (xx-j-kFax~-/>)1
— -j-/")"— o, ou il sagiffe de déter-

(*) Cette méthode appartient plutét & Louis Ferrari. On

la nomme improprement la regle de Bombelli, ainfi qu'oH
attribue a Cardan la méthode imaginée par Scipion Furrta,



6j6 E LEMENSs
miner les lettresp ,q & /-, de maniéré qu'on
obtienne I’équation propofée. Si on range
la nouvelle équation, on aura

X* -j- ax3 aaxx -J- aP x ~\~PP
“f- ZpXX— zqrx—rr
— qgx X

Or les deux premiers termes font ici déja
les mémes que dans I'équation donnée ; le
troifieme terme exige qu’on fafTe ~aa-j- ip
—qqz=.b, ce qui donne = Lea-j-zp
— b; le quatrieme terme indique qu’on
doit faireap— iqr=c¢ , ou zqr= ap—c;
enfin on a pour le dernier termepp—rr
=d , ou rrz=zpp— d. Voila donc trois
équations qui doivent donner les valeurs
dep,q& n

767.

La maniéré la plus facile d’en tirer ces
valeurs efl la fuivante : qu’on prenne la pre-
miere équation quatre fois, on aura 4qq
=aa-\-% p— 4b; cette équation multipliée
par la derniere, rr~pp — d, donne

Aqqrr
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4qqrs,=i%p' -j-{aa—al) pp— 8dp—d
{aa— 4b).
Si de plus on quarre la fécondé équation ,
oh aura A'qqrr=zaapp—tzaep-\-cc. Ainfi
nous avons pour. xqqrr deux valeurs qu’on
peut égaler entnelles, ce qui fournit I’équa-
tion 8d' -j- {ai— 4b)pp— 8dp— d{aa— 4b)
Zz+aapp— iacp-\-cc , ou, en portant tous
les termes d’'un méme coté, Up=—4bpp
—+(zac—8d)p— aadA-"bd—ccrrro , équa-
tion du troifieme degré , qui donnera tou-
jours la valeur de p par les réglés expofées
plus haut.

768.

Ayant donc déterminé les trois valeurs
de p par les donnéesa, b, c, d, ce qui
ne demande que d’avoir trouvé une feule
de ces valeurs , on aura aufli les valeurs
des deux autres lettres 0  r, car la pre-
miere équation donnera qzzzyjlaa—\—zp—b,
& la fécondé donne /— 1. Or ces trois
valeurs étant déterminées pour chaque cas

Tome /. Tt
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donné , voici comment on pourra trouver
enfin les quatre- racines de I'équation pro-
pofée :

Cette équation ayant été réduite a la
forme ( o*
on aura (Xx-j-" — (2'Y+ N%
& en tirant la racine, xx -j-\a x-\-p=qx
A -r, ou bien xx-\-*ax-\-p = —gx—r.
La premiere équation donne xx = (y—~"a)
X —"-j-~d’oii I'on peut avoir deux ra-
cines ; & lafécondé équation , a laquelle 011
peut donner la forme
x—p —r, fournirales deux autres racines.

7609.

Eclairciffons cette regle par un exemple,
$c fuppofons donnée I'équation x4—ioxt
-j-3 jxx—50V-j- 24= 0. Si nous la com-
parons avec notre formule générale , nous
avonsa=—10, b= 35, ¢c= —50, <£=24,
& par conféquent I'équation qui doit donner
la valeur de p e(t 85— 140 pp-\~8
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— 1540=0, ou zp5—yjpp-A-ioip— 385

= 0. Les divifeurs du dernier terme font
1,5,7, 11, &c. Le premier 1 ne fatis-
fait pas ; mais en faifantp = 5, on trouve

—875-f-i01°—585=0 , en forte que
p==>5. Si on fuppofe de plus p= 7, on
trouve 686— 1715“F 1414— 385— °>
marque que /?=7 eft la fécondé racine.
Il refte a trouver la troifieme racine : qu'on
divife donc I'équation par z, pour avoir
No—Upp ] lo\p—~™ = 0, & gu’on con-
fidere* que le coefficient du fécond terme,,
ouz..étant la fomme de toutes les trois
racines , & les deux premieres faifant
enfemble 1z, la troifieme doit néceflaire-

ment étre!.

- Nous connoifléns par conféquent les
trois racines en queftion. Mais remarquons
gu’une feule edt fuffi , parce .que chacune
donne également les quatre racines de
notre équation du quatrieme degré.

Tt i
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{70.

Pour le prouver, foit d'abord p=") >
nous aurons<7=\/i) -j- 10— j5— &
/m=— 24°—} Or rien n'étant determine
par-la , prenons la troifieme équation rr
=pp—d=i)— 2.4=1 ,deforteque/=i ;
nos deux équations du fécond degré feront:

l.)xx= — 4, 1) Xxx = <fX— 6.
La premiere donne les deux racines X
= vy+yA, ouxs= , C'eft-a-dire x= g

& X= 1.
La fécondé équation donne x="+y /" -
= —-, ceft-a-dire , x= 3 & X= 2z
Mais fuppofons maintenant/> =7, nous
aurons Yy = y 25 -j- 14— 35= 2 & /.=
— — 5, d'ou réfultent les deux
équations du fécond degré, I.) XX=zy X
— 12, 1) XX = }X— i; lapremiere donne
»ainfi x =z g Sc X
:= 3; la fécondé fournit la racine x=z"l

/ + , 1
+ j & par conféquentx = 2, &
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jcr=1 ; de forte que par cette féconde
fuppofition on trouve les mémes quatre
racines que par la premiere.

Enfin les mémes racines fe trouvent, par
la troifieme valeur de p,= . Car on a
danscecasq= \/15-f-11 — 35=1 ,&
r——IxlE= — L. & par-la les deux
équations du fécond degreé ,

|.)XX=6X— 8, IL)** = 4*— 3
On tire de lapremiere, x = 3+ \J 1, C'eft-
a-dire, Xx=4 & x= i ;& de lafécondé,
x= z+ \/'l,ceft a-dire,x= 3Scx= 1,
ce qui forme encore les quatre racines
trouvées ci-devant.

77

Soit propofée cette autre équation, x4
— 16x— 12= 0, dans laquelle a= o,
u=o0,c= — 16, d= — 12. Notre équa-
tion du troifieme degré fera, 8/>-{-96"
— 256= 0, oup’-j-ip—32=0, & 0Ol
peut rendre cette équation encore plus fim-
ple, en faifantp = zt; car on a alors 8tJ

Tt 3
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-j-iAt— 31=0, ouN>j-st—4~0. Les
divifeurs du dernier terme font 1,2, 4.
Une des racines fe trouve étre r= 1; donc
P=i,(j=z\/a=zi,& r=j = 4. Par
conféquent les deux équations du fécond

degréfont xx=2.x{-4 ,& XX=—1iXx—86,
& elles fourniffent les racinesx= 1+ V5
& X= — 1+ y7— T

772*

Nous tacherons de rendre encore plus
familiere la réfolution dont nous parlons >
en la répétant toute entiere dans I'exem-
ple fuivant :

On al équation x4— 6x"'-\~ iTx x — 12.Y
-j~4 = o0, qui doit étre contenue dans la
formule (.yx — 3.y-}-p)}t— Lax-\~r) — 10>
dans la premiere partie de laquelle on a
rnis— 3y, parce que— 3 eft: la moitié
du coefficient — 6 du fécond terme de
I’équation propofée. Cette formule étant
développée , donne x4— 6x5-f- (ip-[- 9

XX — CcrX pp—rr= 0,a
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comparer avec notre équation, 8c il en
réfulte les égalités fuivantes :

1)z'p-i~- M==l2»n-)6pA*igr==ii,
IIl.)pp—rr=4ga. La premiere donne, qq
z=ip—3; lafécondé, iqgr=i z— 6p, ou
qr=6— 3 ; latroifleme, rr=pp — 4.
Multipliant rr par qq, on a qqrr=z ip"’
— FPP— ® & d'un autre coté , fi
on quarre la valeur de qr, onaqg¢rr= 36
— I"P~\~PP ; ainfi nous avons I'équation

~ }PP—fyj-j-1 2==PP— 3$pA-16, ou
2pF+— 12pp-\-i8p— 24 =0, ou />5— 6pp
-}-i4dP— 11=0 , dont une des racines eft
p=i; & il senfuit que qq=1, q=1&
qr=zr=0. Donc notre équation fera (XX
B 3a'-f-*)'=«*m*  8c la racine quarrée en
fera XX— yX-]-2=+a-. Si on adopte le
figne fupérieur, on a a*a—4a— 2 ; 8 en
admettant le figne inférieur, on obtient'x X
—iy— 1, dou fe tirent les quatre racines

A'=2+y/2,8& Xx= |+ \f-1.

Tt 4
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CHAPITRE XV.

D'une nouvelle méthode de réfoudre les
Equations du quatrieme degré.

773~

INJous avons vu comment, par la regle
de Bombelli, on réfout les équations du
quatriéme degré par le moyen d'une équa-
tion du troifieme degré ; mais on a trouvé,
depuis I'invention de cette regle, une autre
voie pour parvenir a cette réfolution ; &
comme cette méthode eft tout-a-fait diffé-
rente de la premiere , elle mérite d’'étre
expliquée léparémcnr (*).

774~

On fuppofe que la racine d'une équa-
tion du quatrieme degré a laforme x=\/p

(*) La méthode dont il va tire queftion, appartient
a M. Eulriui-méinc. 11 ra expofic dns le fixicine vo-

lume des anciens Comm:ntaircs de P<itcrsbotirf.
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-f'vV fV 7»ou les lettresp , q, r figni-
fient les racines d’une équation du troifieme
degré, m—f SI— h=.0 ; en forte que
PA-qA-r=f, pgA-prA-qr=g, & pqr=h.
Cela pofé, on quarre la formule adoptée,
X=yP-\~y/yA-s/f>& ona yy=p-\~q
-j-r-j-z V P<J~\- r-v2v gri & puifque
p-~-q~-r=f, ona xx—f=iy/pqg-\-zy/pr
-j-iy/qr; onprend de nouveau les quarrés,
& on trouve y4— zfxx -j-ff=Apq -\~4pr
—+4Nr—3-8y/ppqar-j-8 y/pqqr-\-8y/pgrr. Or
Apg-\- Apr-\-Aqr=Ag, ainfi I'équation de-
vient x*— ifxx-\-ff—Ag=J y/pqr. (y/p
+V H-v m; vp+v H-v m=* >
& pgr=h, ou y/pqr=y h; donc on par-
vient a I'équation du quatriéme degré x4
— zfXxx— %x~/h-\-ff—Ag— o, dont une
des racines eft fGrement x=y/p-\-y/q
+y/r, & oup, g & r font les racines de
lequation du troifieme degre, ~
-Vg{— h—o.



666 ELEMENSs
175*

L équation du quatrieme degré, a la-
quelle nous fommes parvenus, peut étre
regardée comme générale , quoique le fé-
cond terme x 3y manque ; car nous ferons
voir plus bas qu’une équation complete
guelconque peut étre transformée en une
autre ou le fécond terme foit 6té.

Soit donc propofée I'équation x4— axx
—bx—C=:0, pour en déterminer une ra-
cine. Nous la comparerons avec la for-
mule trouvée , afin de parvenir aux valeurs
défig & h; il faut i°. que X=a , &
f=2~1 2° que 8\//i=b , ainfi =
3* queff—4g=—c, ouaf-4g+c=o,
ou ~aaA-c=z4gj par conféquent g-ie£="
aad-1lc.

776.

Puis donc que I'équation x 4—axx—bx
—c =0, donne les valeurs des lettres f |,

g & h, de maniere quef =~a, g-"aa
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N c,& h= ~bb,ou\ h= \I, on for-
mera de ces valeurs I'équation du troifieme
degré"—/{{+£{—" =0, pour en cher-
cher les trois racines par la regle connue.
Et fi 'on fuppofe ces racines, 1.)i=p,
N)YE=7, IIL) i=r, il faut qu'une des
racines de notre équation du quatrieme
degré foitx = \/pA-"J1 + v T7-

777

Il femblc d'abord que cette méthode
ne fournit qu'une feule des racines de
I’équation propofée ; mais fi on réfléchit
que chaque figne y/ peut étre pris, tant
négativement que pofitivement, on fenrira
fur le champ que cette formule contient
méme toutes les quatre racines.

Il'y a plus: fi on vouloit admettre tous
les changemens pofiibles des fignes, on
auroit huit valeurs différentes pour y, &
cependant quatre feulement peuvent avoir
lieu. Mais remarquons que le produit de
ces trois termes, qui eil \/pqr, doit étre
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égal a \Jh = gb, & que fi \b eft pofitif>
le produit des termes yfp , y/q & y/r,
doit pareillement étre pofitif, de forte que
les variations admiffibles fe réduifent aux
quatre qui fuivent :

) *= vp+vg+y/r,
Iy *=  ylp—ylq—y/r,
) x=-y/p-\ry/q—y/ry
IV.) x=—y/p—y/q-\-\/r.

De méme, quand | b eft négatif, on a
fimplement les quatre valeurs de x que
voici :

) *=  y/p\y/o—Vr,

1) *=  \Jp—Vg~\~Vri

1) x=—y/p-{-\/7q-\-\/r >

1V.) —y/p—y/q— \fr-
Cette remarque nous met en état de

déterminer les quatre racines dans tous
les cas ; I'exemple fuivant le fera voir.
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778.

Soit propofée I'équation du quatrieme
degré a4— zjXx-\-60x— 36=0, dans
laguelle le fécond terme manque. Si nous
la comparons avec la formule générale,
nous avons a= 25, bz=.—60& c= 36,
& apres cela/ = 7, N+ 9= z]>&

moyennant quoi notre équation
du troifieme degré devient :

Pour chafler d'abord les fraftions, fai-

= M 1 769
ions g(— -+ NOUS aurons-------—

64 2 16 ' B

— 7 5= 0, & en multipliant par le plus
grand dénominateur, u3— 50 */«-{-7 69:*
— -j6oo= 0. 1l faut déterminer les trois
racines de cette équation ; elles fe trouvent
toutes trois pofitives \ I'une d’elles efl u—y ,
& en divifant I'equation par u— 9, on
trouve lanouvelle équation uu— 4 lu+ 400
= 0, oUu uu=giu— 400, qui donne u

— IL+y/iylIZIEO— i de forte que les
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trois racines font «<=9, U=16,%&
Par conféquent

1) x= 4»IL) T— 4, 11l) {= V.

Et voila donc les valeurs des lettres p ,
q& r, c'eft-a-dire que q—4) r
= Maintenant, fi nous faifons atten-
tion que y/pqrz=\//i=.—"'l, & qu’ainfi
cette valeur =0m?> eft négative, il nous
faudra, pour nous conformer a ce qui a
été dit a I'’égard des fignes des racines \/p,
\/g & \/r, prendre tous ces trois radicaux
en moins, ou n'en prendre qu’un feul en
moins ; & par conféquent, comme \/p
=i, & y/r==If les quatre
racines de I'’équation propofée fe trouvent
étre :

I)*— 1+ 2—\= I,
I.)*= = 1,
) x==--\-\-2-|~f= 3,
IV.)*=— f— 2—w=— 6.
De ces racines réfultent les quatre faveurs,
(*—1)(*—2) (x—3)(x-fd) = o.
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Les deux premiers multipliés enfemble,
donnent xx—}x-\-z 5 le produit des deux
derniers eft xx-j-yr —18 , & en multi-
pliant ces deux produits I'un par I'autre, on
trouve exa&ement I’équation propofée.

79—

Il nous refte a faire voir comment une
équation du quatriéme degré, dans laquelle
le fécond terme fe trouve, peut étre trans-
formée en une autre ou ce terme manque.
Nous donnerons pour cet effet la regle fui-
vante.

Soit propofée I'équation générale y*
-f" &y 1~\~tyy~\~¢/~\~d=0. Qu’on ajoute a
y la quatriéme partie du coefficient du
féecond terme , ou bien~a, & qu’on écrive
a la place de la fomme une nouvelle lettre

x , de fagcon quey -j- -a = x, & par confé-
guentjy—* — ~a.; on aurayy=XxXX— -i
ax—\—lz aa, Jy”\ .V 3— - axx\ Zaax— -~
¢, & enfin ce qui fuit:
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y4=*4—ax,+j*ixx —~a'x + -~a4

+ay> =z +<7.v5—"aaxx+ X — —m4
A-byy — A-bxx —\abx m—~aab
+ cy= +cx — '-ac
o d— d

z*-\- 0 — | aaxx-\-"a>x — -HaA
+ bxx —xabxA—"aab
-J-c-v  — -ac
+ 4
On a donc a préfent une équation, dans
laguelle le fécond terme eft 6té , & a la-
guelle rien N"'empéche d’appliquer la regle
donnée, pour en déterminer les quatre ra-
cines. Aprés quoi ces valeurs de x etant
trouvées, on déterminera facilement celles

dey, puifquey = x— '-a.

780.

Voila ou on eft parvenu jufqu’a préfent
dans la rcfolution des equations algébriques ;
c’eft inutilement qu’on s'eft donné beaucoup
de peines pour réfoudre de la méme ma-
niera les équations du cinquiéme degré &:

de
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de dimensions plus élevées , ou pour les
réduire du moins a des degrés inférieurs;
de forte qu'on n'efl: pas en état de donner
des réglés générales pour trouver les ra-
cines des équations qui paflent le quatrieme
degré.

Tout ce qu’'on a eu de fucces ne s'étend
qu’a des cas tres-particuliers ; le principal
de ces cas eft celui ou une racine ration-
nelle a lieu 5 car on la trouve facilement
par la méthode des divi/eurs , parce qu’on
fait qu’une telle racine doit toujours étre
fadeur du dernier terme ; le procédé , au
relie, efl: le méme que celui que nous avons
enfeigné pour les équations du troifieme
& du quatrieme degré. -

781,

Il fera cependant néceffaire d’appliquer
encore la regle de Bombelli auffi a une
équation qui nait point de racines ra-
tionnelles.

Soir donnée I'équationy *— 8y ' -j- 1Ajy

Tome /, Vv
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_j-4/ — 8—o0. 1l faudra commencer par
retrancher le fécond terme, en ajoutant le
quart de fon coefficient ay , en fuppofant
y—i=Xx , & en fubftituant dans I'équa-
tion, au lieu de Y fa nouvelle valeur X4-2,
au lieu de yy lavaleur xx-j“ 4X-{-4, &
au lieu de j 3 la valeur x 3-f-éxx-f-iix
H -8. Et faifant de méme a I'égard de y 4?
on aura:
y 4= x4-j- 8x3-f 2axx 4-32x4-16

— 8 T —Sx!-48xx —96X—64
—ja4yy = 4-14XX 4- )bX 4-56

4y —  4dx+ 8
-8 - -8

X4-j~ 0 —ioxx— 4x4- 8=0.
Cette équation étant comparée avec
notre formule générale , donne a= lo,
b =4, cr=—S; dou nous concluons que
/=* ,9g—"), h=z2'- & y/h= {; quele
produit \/pcjr fera pofitif; & que c’eft de
I’équation du troifieme degré ~ —5 + 7
£— ~= o, qu'il faut chercher les trois
racinesp , q, I.
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782.

Retranchons d’abord les fraclions de cette
équation. Si nous faifons *= |, nousavons,
aprés avoir multiplié par 8, I'équation iQ
—icuu-"iyu— 2= 0, ou toutes les
racines font pofitives. Or les divifeurs du
dernier terme font 1 & 1 ; fi nous efiayons

par«= i, nous trouvons !— lo—4-47—2
= 6 ; ainfi I'équation ne fe réduit pas a
zéroj mais en efiayant par ii= z, nous

trouvons 8—40-1-34—2=0, ce qui fa-
tisfait a I'’équation, & donne a connoitre
que u =z eft une des racines. Les deux
autres fe trouveront en divifant par u—z t
comme de coutume $ le quotient uu— Su
+1=0 donneuu=-Su—1, & u=g+ \/15.

Et puifque , les trois racines de I'é-
quation du troifieme degré font, 1.) {=p
=1, 1) {—7= M) {= 7~ =+~ .

yva
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78 3.

Ayant donc déterminé p,q, r, nous
avons aufli leurs racines quarrées, favoir :
y/p—1,y/ , & ylr= VT-ZEV'i.

Mais nous avons vu plus haut, (675,
676), que la racine quarrée de a+ y/ b,
quand y/ aa—b=c, Sexprimepary/a+y/b
==\/a~ + V ar» >comme dans notre
cas a= 8 & y//?r=zy/i5, & que par
conléguent b=60 & c=2z , nous avons

y/s-j-iili i& y/S— zy/ 1j
= V5—" 3

Or, nous avons maintenant \/p— 1,
y/g= " ,t Kk donc, puif-

que nous favons aufli que le produit de
ces quantités efl: pofitif, les quatre valeurs
de x feront celles-ci :
l)yx=y/p+Sq+Vr=
—rv/s >
)x~p-Sq-y/
= 1—/71
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) X=-x/p+y/T—y/T=z- 1
=« i-fv/3,
IV)X=z-"p—y/ Vv//[—-1_w m %I
—— |—V/3
Enfin, comme nous avions y=x~"~ry
les quatre racines de lequation propofée
font :

JXy A 14\/3,
K35 MK—i—\/j

CHAPITRE XVI.

/z réfolution des Equations par des
approximations.

784t.-

L orsque les racines d’'une équation ne
font pas rationnelles, foit qu'on puiffe les
exprimer par des quantités radicales, foit
qu’'0ll nait pas méme cette refiource,
comme C'eft: le cas pour les équations qui

pafTent le quatrieme degré, on eft obligé de
Vv 3
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fe contenter de déterminer leurs valeurs par
des approximations, c’eft-a-dire par des
voies qui font qu'on approche toujours
davantage de la vraie valeur , jufqu’a ce
que l'erreur puifie étre cenfée nulle. On a
propofé différentes méthodes de cette ef
pece , nous allons détailler les principales.

785.

Le premier moyen dont nous parlerons,
fuppofe qu’on ait déja déterminé affez exac-
tement la valeur d’une racine (*); qu’on
fache , par exemple, qu’une telle valeur
fuipaffe 4, & qu’elle efl plus petite que 5.
Dans ce cas, fi I'on fuppofe cette valeur
= 44—, Ol efl sGr que p exprime une
fraction. Or fi p efl une fraftion , & par
conféquent moindre que l'unité, le quarré

(*) Cette méthode eft celle que Newton a donnée au
commencement de fa méthode des fluxions. En I'appro-
fondtflar.t on !a trouve fujette a différentes importions
c’eft po;nc;uoi eny fulLftimera avec avantage h méthode
que M. de la Grange a donnée dans les Mémoires de

Brriin , pour les année» 1767 et 1768,
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de p, Toncube, & en général toutes les
puiflances plus hautes de p , feront encore
beaucoup plus petites a I'’égard de I'unité y
& cela fait que, puifqu’il ne s'agit que
d’une approximation , on peut les omettre
dans le calcul. Quand on aura donc dé-
terminé & peu prés la fradlion p , on con-
noitra déja plus exa&emeut laracine 4+p ;
on partira de la pour déterminer une nou-
velle valeur encore plus exafte , & on
continuera de la méme maniéré , jufqu a
ce qu’on ait approché de la vérité autant
gu’on le fouhaitoit.

78 @

Nous éclaircirons cette méethode d’abcrecl
par un exemple facile , en cherchant par
approximation la racine de I’équation
c= 20

On voit ici que x efl plus grand que 4
& plus petit que 55 en cbnféquence de
celaonferax= A-\-p, & onauraxx=i6
A.%pA.p p =10 5 mais comme pp efl; trés-

Vv 4
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petit, on négligera ce serme pour avoir
feulement I'équation i6-[-8iP=20 , ou 8p
= 4 elle donnep="-tk. x=14 ce qui
approche déja beaucoup plus de la vérité.
Si donc on fuppofe a préfent x = 4 -+ pj
on efl: far que p fignifie une fra&ion en-
core beaucoup plus petite qu’auparavant,
& qu’on pourra négliger pp a bien plus
forte raifon. On aura donc xx= 10 vl
>A-yp=io, ou 9= — & par confé-
quentp=—1i ; donc x=4 1 — 1= 4 if.
Que fi Ton vouloit approcher encore
davantage de la vraie valeur , on feroit

X=4 j6~\-p > & auroit n = 20“

4"876P~10" ain* “« 2% T1ILP
— Ji=—_ L &p—-- VvV I

iy 36~ 1 36 311 1159**
Donc B 41%3, valeur qw

approche fi fort de la vérité , qu’'on peut
avec confiance regarder I'erreur comme

nulle.
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787.

Géneralifons ce que nous venons dex-
pofer, en fuppofant que I'équation donnée
foit XX=a , &qu’on fache d’avance que X
eft plus grand que n > mais plus petit que
77-34. Si apres cela nous fuppofons X=n
>A-p, en forte que p doive étre une frac-
tion, & que pp puiffe fe négliger comme
une quantité trés-petite , nous aurons XX
=nn-A-wp=aj ainfi 2np=.a—nn, &

par conféquent x=zn-j- till
+—-n~ ¢ Or finapprochoit déja de la vraie
valeur , cette nouvelle valeur aen ap
prochera encore beaucoup plus. Ainfi en
la fubftituant an, on fe trouvera encore
plus pres de la vérité ; on aura une nou-
velle valeur qu’on pourra fubftituer de nou-
veau , afin d’approcher encore davantage ;
& on pourra continuer le méme procédé
auffi loin qu’on voudra.

Soit, par exemple, <2=2 , c'eft-a-dire
gu’on demande la racine quarrée de 2 ; fi
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on connoit déja une valeur affez appro-
chante , & qu’on I'exprime par n, on aura
une valeur de la racine encore plus appro-
chante, exprimee par n~ . Soit donc
) n=1i, onaura x=~9
I.) N=~, ONn aura X = pry
lll.y n= ‘7 on aura X=AAE§7
cette derniere valeur approche fi fort
de \/1, que fon quarré7”2 ne différé du

nombre 2 que de la petite quantité 77/-,
dont il le furpaffe.

788.

On pourra procéder de la méme
maniere, quand il sagira de trouver par
approximation des racines cubiques |,
guarré-quarrées, S-rc.

Soit donnée [I'équation du troifieme
degré , xl=a y & qu'on fe propofé de

trouver la valeur de y/a. On fuppofera,
fachant qu’elle cil a peu prées n,quex=«
*\-p| Ol aura, en omettant pp & p\x>
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t=n'-j~ynnp=a; ainfi 3nnp=a— /7,
N - -

PO R — ; Jjonc * =2r}—\r0%1 donc
3/2/z 3/2/z

n eft de fort pres= y/a, la formule que
I'on vient de trouver en approchera
encore beaucoup plus. Mais pour une
précifion encore plus grande, on pourra
la fubftituer a fon tour a la place de n,
& ainfi de fuite.

Soit par exemple X’=1 , & qu'on
veuille déterminer y/Z. Si Napproche de
res 16 nombre cherché , la formule 1-
it —Shn

exprimera ce nombre encore de plus pres j
gu’on fafie donc

|) Nn=j , on aura X=—=4,
[1.) n—*, on aura
III.) /*=%:, on aura v= WG 454
7 8p.

On emploie cette méthode avec le méme
fucccs , pour trouver par approximation
les racines de toutes les équations.
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Suppofons, pour le faire voir, qu’on ait
I’équation générale du troifieme degré,
x> -A-axx-A-bx-~-c=:0, ou n approche
déja beaucoup d'une des racines. Faifons
Xx==n—pi &, puifque p feraune fra&ion,
négligeant les puiflances de cette lettre
plus hautes que le premier degré, nous
auronsxx=n/i—znp, & x1= — $nppi
d'ou réfulte I'équation n?— ~nnp-\-ann
— zanp-~-bn— bp-A-c = o, ou n?-\-ann

3nap-F+ lanpA-bp= (3nnA-zan
\-ann-\-bn-\-c
A-b)p; alnFl p= ié/zkl_z:]:z}éﬁtY:klj_’ 8 *
/m?+ann +bn+ C\__znI\ann—
N AnnA-zan-\-b' ~nn+zan+b’
Cette valeur, qui eft déja plus exa&e que
la premiere, étant fubftituée a la place de
n, en fournira une nouvelle encore plus
exa&e.

790.

Soit, pour appliquer ce procédé a un
exemple, x1-f-zxx-\~}x— 50=0 , ou
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a= 2,6= 1& c= — 50. Sin eft cenfé

approcher de prés une des racines, X
2/z5-}-rnn-\- 40 r .
———————————————— , lera une valeur en-

32/24-A/7+3 _
core plus proche de la vraie. Or la valeur

X = } n'étant pas éloignée de la véritable,
nous fuppoferons « =3 , & nous trouvons
X =~ . Que fi nous écrivions cette nou-
velle valeur a la place de n, nous en trou-
verions une autre encore plus exa&e.

79r*

Nous ne donnerons pour les équations
des degrés fupérieurs au troifieme, que
I’exemple fuivant :

Soit x'= 6x-\-lo, ou xX*— 6x— 10
= 0, ou on remarque facilement que 1
eft trop petit, & que 2eft trop grand. Orr,
fi x — n eft une valeur allez proche de la
vraie , & qu'on faffe x=n-\-p, on aura

x'"= n'-}-5n*p, 8 par conféquent n5

-j- yid=6n-"-6p -}-10, ou yi'p— 6p

: 62+ 10— nT
= 6/2+1 10 — n\ DoncP:—~—.-————:—-
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& x= Qu’on fuppofe n= i

on aura — 14% cette valeur eft
tout-a-fait impropre, & cela vient de ce
gue lavaleur approchée de n étoit de beau-
coup trop petite. On feradoncn= 1, &
on aura X = ~ = valeur qui sécarte
beaucoup moins de la vraie. Si on fe don-
noit la peine de fubflituer maintenant, au
lieu de n, la fraftionj7, on parviendroit
a une valeur encore bien plus exafle de
la racine x.

792.

Voila la méthode la plus ordinaire pour
trouver par approximation les racines d'une
équation, & elle s'applique utilement dans
tous les cas.

Nous allons indiquer cependant une autre
méthode , qui mérite attention h caufe de
la facilité du calcul (*). Le fondement de

(') La méthode d'approximation qui fuit , fe fonde

atf la théorie dg¢s firie* qu'on nomme récurrentes, &. qui
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cette méthode confiée a déterminer pour
chaque équation une fuite de nombres ,
comme a, b,c, &c. tels que chaque terme
de la fuite, divifé par le précédent, indique
la valeur de la racine d'autant plus exac-
tement , qu’on aura continué plus loin cette
fuite de nombres.

Suppofons que nous foyons parvenus déja
aux termes/», q, r ,f, t, &c. il faudra que

j- indique la racine x déja affez exaftement
c’eft-a-dire qu’on ait a trés-peu prés*-=x.
On aura de méme T= x, & la multipli-

cation des deux valeurs donnera |5: X X.

or.t été imaginées par M. de Aloivre. On doit cette mé-?
thode a M. Daniel Bernoulli , qui I'a donnée dans les
anciens Commentaires de Pétersbourg , tOM 111. Mais
N\T. Euler la préfente ici (bus un point de vue un peu
différent. Ceux qui fouhaiteront d'approfondir ces ma-
tieres , peuvent confulter les chapitres xm &. xvIl du
premier volume de lintrod. in anal. infinitorurn de notre
célebre Auteur : Ouvrage excellent , dans lequel plu-
fieurs des matieres traitées dans cette premiere partie, et
beaucoup d’autres également relatives aux Mathémati-
ques pures, font développées avec autant de clarté CQUE

de profondeur.
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De plus, comme ¥= x , on aura auffi £

y3; enfuite, puifque ~ = xt on aura *
XA & ainfi de fuite.

793-

Afin de nous expliquer mieux fur cetre
méthode , nous commencerons par I'équa-
tion du fécond degré , & nous
fuppoferons que dans la férie ci-delius fe
préfentent les termesp, <7, r,f, r,&c.
Or, commel!): X, & EJ:°XX , nous ob-
tiendrons I'équation - = &-f-1 >oué-\~P—r
Et comme nous trouvons de la méme ma-
niere que f=.r-\-cj , & t=f-A-r; nous en
concluons que chaque terme de notre fuite
eft la fomme des deux termes précédens ;
de forte qu’ayant les deux premiers termes,
on eft en état de continuer facilement la
fuite auffi loin qu’on voudra. Quant a ces
deux premiers termes, on peut les prendre
a volonté ; @ nous fuppofons donc qu’ils
foient 0,1, notre fuite ferao, i, i, z,

3i
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3,5,8,13,zi, 34, 55,89, 144, &C.
& telle que, fi on en divife un terme quel-
conque par celui qui le précédé immédia-
tement , on aura une valeur de x d’autant
plus approchante de la véritable , gqu’on
aura choifi un terme plus éloigné. L’erreur,
a la vérité, eft trés-grande au commen-
cement ; mais plus on avance, & plus elle
diminue. Voici la fuite de ces valeurs de x ,
dans I'ordre ou elles s'approchent toujours
davantage de la véritable :

[ T B R D B R [ | R
—t 5' 8 ' 13» ai *34t
= 4d &C.
Si, par exemple, on fait on a
fd4="4-1= — oul'erreur n'eft que de
1*9 13 1 169

=" les termes fuivans la donneroient en*
core plus petite.

794>

Confidérons auffi I'équation x x = ix -\-1j
& puifque toujours x =j, & xx=z~9
nous aurons = 1l1-|-1, our= zq ©p;

Tome /. X x
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d’ou nous concluons que le double de
chaque terme ajouté au terme précédent,
donne le terme fuivant. Si nous commen-
cons donc encore par 0,1, nous aurons
la ferié :

051j1»5?21*>29>70, 169 , 408, &C.
d’ou il s'enfuit que la valeur cherchée de y
iera exprimée de plus en plus exaftement

par les fractions fuivantes :
Ve—i. — L 1l 12 2 4S5 ol

I » 5 > 11 > » 70 > T69 "’

lefquelles, par conféquent, approcheront
toujours davantage de la vraie valeur x
= 1-f-\/2; de forte que fi on retranche
de ces fra&ions l'unité, la valeur de y/1
fe trouvera exprimée de plus en plus exac-
tement par les fra&ions :

L - L. .7 7 4 DB 19 Qf
o ¥ *2*53 1" Q" /0* 10O* v

Par exemple ,~a pour quarré ce
qui ne différé que de— ;du nombre 2.
795.

Cette méthode n'elt pas moins appli-
cable aux équations qui ont un plus grand
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nombre de dimenfions. Si I'on a, par exem-
ple, I'’équation du troifieme degré x3= x x

+ **+ j,on ferax=j ,x.r=-, & x*
— & on aura.f=zr-\--g-\-p, par ou
I'on voit comment, par les trois termes
pyqé& r, ondoit déterminer le fuivantf ;

éc comme le commencement eit toujours
arbitraire, on peut former la férié qui fuit :
0,0,i,1,3,6, 13, 18, 60, 129, &c.
de laquelle réfultent les fra&ions fuivantes

pour les valeurs approchées de x :
[o] | | 3 129 n

X--0" r, 3»6" 17" 15" &T> ore
les premieres de ces valeurs font prodigieu-
fement en défaut ; mais fi on fubftitue dans
I’équation, au lieude x ,~ou”, ontrouve

B7W_ «i 12 j j— g ou j, , ft
M 1 71 W
que de jl.

196.

Il faut remarquer cependant que toutes
les équations ne lont pas de nature a pou-
voiry appliquer cette méthode} & particu-

lierement lorfque le fécond terme manque,
XX z
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elle ne peut étre employée. Car foitj
par exemple, xx=z-, fi on vouloit faire
X=j&z XX=p on auroitr—z, ou r
= zp, ceft-a-dire r=oq-\-ip , dou
réefulteroit la fuite

i,i,z,z,4,4, 8,8, 16, 16, 32, jz&c.
de laguelle on ne peut rien conclure, parce
que chaque terme, divifé par le précédent,
donne toujours 1, ou z. Mais on
peut obvier a cet inconvénient, en faifant
X =y — l5carde cette fagcon onayy-\- zy
— 1= z; & fi l'on fait maintenanty = f
&yy = vy, on trouve I'approximation que
nous avons déja donnée ci-deflus.

797-

Il en feroit de méme de lequation x'
= z; elle nefourniroit pas une telle fuite de
nombres qui indiquat la valeur
Mais on n'aqu’a luppofer xz=zy— 1, afin
-d'avoir 'équationy3— iyy~-\~iy— 1 — 2»
Q\Wy' =.yyy — 374 "1 >carfaifant a préfent
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y—)>yy~j>&y=p ‘na/=v —w
-|~3p y moyennant quoi I'on voit comment
trois termes donnés déterminent le fuivant*
Adoptant donc trois termes quelcon-
qgues pour les premiers, par exemple o,
o, 1, on a la férié que voici :
1>374 M4»324j"c.
Les deux derniers termes de cette fuite
donnenty="~6¢c x=z & cette fra&ion
approche en effet affez de la racine cubique

de 1 ; car le cube de” eft~ , 6¢c celui de
128

798.

Il faut obferver de plus, au fujet de cette
méthode, que lorfque I'équation a une
racine rationnelle, & qu’on choifit le com-
mencement de la période tel que cette
racine en réfulte, chaque terme de la fuite,
divifé par le terme précédent, donnera
également la racine exaftement.

Pour le faire voir, foit donnée I'équa-
tion xx=x-\-i jdont une des racines eft

Xx 3
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X = 2; comme on a ici, pour la férié,
la formule rz=q -j- tp, fi on prend i, 2
pour les deux premiers termes, on a la
fuite 1,2,4, 8, 16, 32, 64, &c. qui
efl: une progreflion géométrique dont I'ex-

pofant = 2.
La méme propriété fe prouve par I'équa-
tion du troifieme degré = jtat33a—9,

qui ax = 3 pour une des racines. Si on
fuppofe les premiers termes 1, 3, 9, on
trouvera, parla formule/=r-{-3y-}-9p,
la férié¢ 1,3,9, 27>81, 243, &c. qui
efl: pareillement une progreflion géomeé-
trique.

799*

Mais lorfque le commencement de la
fuite s'écarte de la racine, il ne faut pas
croire qu’on ira du moins en sapprochant
de cette racine; car lorfque I'équation a
plus d’'une racine, la fuite ne donne par
approximation que la plus grande racine ;
pB NEprouve pas une des moindres, a moins
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d’avoir choifi les premiers termes conve-
nablement pour cet effet ; cela s'éclaircira
par I'exemple fuivant :

Soit I'équation x x =
deux racines font x =i & x=8$.
mule pour la fuite ef, r=Aq— 3p, & fi
I'on prend 1, 1 pour le commencement
de la férié , qui indique par conféquent la
plus petite racine , on a pour la fuite en-
Tiere:i, 1,1, 1,1, 1,1,1, &c. mais
fi on adopte pour premiers termes les nom-
bres 1,3, qui contiennent la plus grande
racine, on ala fuite : 1, 3, 9, 27, 81,
343 >729f & c*°k tousles termes indiquent
avec précifion la racine 3. Enfin, fi on
adopte un autre commencement quel-
conque , pourvu qu’il foit tel que la plus
petite racine n'y foit pas comprife , la férié
approchera toujours davantage de la plus
grande racine 3; c’efl: ce qu’on peut voir

par les fériés qui fuivent :

ax — 3, dont les
La for-
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Commencement,

o» i ,4, 13»4°, 12i, 364, &c.

i» 2,5, 14, 4r, 122, 365, &c.

2,3,6, M> 42, i*3, 366,109 5&c.

2>1,—2»—11,~38>118,-362,-109 1,
-3278, &c.

ou les quotiens de la divifion des derniers

termes par les précédens, approchent tou-

jours plus de la racine plus grande 3, &

jamais de la plus petite.

800.

On peut appliquer cette méthode méme
a des équations qui vont a I'infini ; I'équa-
tion fuivante en fournira un exemple :

+ &c.

La ferié doit étre telle pour cette équation,
gue chaque terme foit égal a la fomme
de tous les préecédens, c’eft-a-dire qu’on
aura

1 ,t,2,4,8,16,32,641128, &c.
d’ou l'on voit que la plus grande racine
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de I'équation propofée eft exa&ement
Xx= z5 & c'eft ce qu'on peut faire voir
suffi de la maniéré fliivante. Qu’on divife
I’équation par x°°, on aura

= i+ 24 2+ 2+ &e-

ce qui eft une progreffion géométrique,
dont la fomme fe trouve=j"; de forte
que i= ~ ; multipliantdonc par X — i,
onax—1=1, & X= 1.

801.

Outre ces deux methodes de déterminer
par des approximations les racines d’une
équation , on en trouve ca & la quelques
autres , mais qui font toutes ou trop
pénibles ou trop peu générales. La méthode
qui mérite la préférence fur toutes, eft
celle que nous avons expliquée en premier
lieu ycar elle Sapplique avec fucces a toutes
les efpeces d’équations, tandis que l'autre
exige fouvent que I'équation foit préparée
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d’'une certaine maniéré , fans quoi on ne
peurroit en faire ufage ; nous en avons
yu la preuve dans différens exemples.

Fin de CA ncilyfe déterminée.
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