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PARCIE CIEMIĘGO SWOBODNEGO STRUMIENIA CIECZY

DOSKONAŁEJ HA POWIERZCHNIĘ..

340» Parcie, wspomniane w nagłówmy, afnajdalemy,

korzystając z- twierdzenia, będącego podstawą dynami-

ki, które tu w krćtkicft zdaniach przypominamy: punkt

materialny pcsosiaje w spoczynku>albo porusza się ru

chem jednostajnym i prostolinijnym tak długo, dopó-

ki nie zacznie nań działać jakakolwiek siła. Zmiana

prędkości pod względem wartośoi, czy fceż zmiana kie-

runku prędkości, czy też jednoczesna zmiana kierunku

i wartości prędkości, jest oznaką, że na ten punkt

zaczęła działać siła.

Wartość siły jest równa ilocaynowi z masy pun-

ktu i przyspieszenia; kierunek działania siły przy-

pisujemy zgodny z kierunkiem zmiany, prędkości.

Zależność powyższą wyrazimy równaniem

gdzie"?5", afer są t o : w e k t o r s i ł y i w e k t o r

przynoś tu. prędkości #^czaś ie o'/'-*- Z1 tego ^zasadnie* ego

równania otrzymamy:

m -ćfir =
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I l o c z y n masy p u n k t u p r z e z predtrOiść nazywamy

i l o ś c i ą r u c h u p u n k t u mater ia i ive&oj

i l o c z y n masy punktu j>rxe£ p r z y r o g t p r ę d k o ś -

c i nazywamy p r - z y j P o r f i e f l i i u b s m i a n %

i l o ś c i r w e li U J> tó n R "t tt w c z & t i t

dt i i loczyn, s i ł y / 0 i p r z y r o s t u c z a s u dt nasywamy

p o p ę d e m s i ł y w c z a s i e df„

Przyjmując powyższe- o k r e ś l e n i a , wypowiemy t r e p ć

równania / a / j a k o t w i e r d z e n i e : a m i a n a i l o ś -

c i r u c h u p u n k t u m a t e r i a l n e g o

w c z a s i e af r ó w n a s i ę c o d o w a r -

t o ś c i , i k i e r u n k u p o p c d o w i s i -

ł y , w y w o ł u j ą c e j t ę z m i a n ę p r ę -

d k o ś e i w t y a s a f l i y m c z a s i e .

J e ż e l i amiana p r ę d k o ś c i z a c h o d z i e b ę d z i e t y l k o

pod wagledera lyar toóc i / k i e d y zatem k i e r u n e k r u c h u

p o z o s t a j e bez zmiany/ ? a l b c t e ż j e ż e l i r o z p a t r u j e m y

z m i a n y r z u t u p r ę d k o ś c i na obraną o ś , wów-

c z a s równanie / a / p r z y b i e r z e p o s t a ć s

gdzie v i P gą prędkością i silą w ruchu

nym albo innym razem aą ruutami prędkości i siły w
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ruchu krzywolinijnym.

Równanie / b / wypowiemy w t a k i sposófo.-

S m i a n a i l o ś c i r u c t e u p u n k t u

w c z a s i e dt w k."t i r t | a k n p e *? n e 3

p r o s t e j / o s i / r ó w n a s i ę p o p ę d o»

w i s i ł y w t y m ż e c z a s i e i w k i e

r u n k u t e j ż e o s i .

Weźmy teraz, u k ł a d punktów o masachm/,W r..w„,

z których każ<5y porusza s ię z odpowiednią prędkością;

pierwszy punkt z prędkością ŁJ; * drugi z prędkością ^ .

t r z e c i z Z/j i t . 4 . p s t a t n i 2. Vn . Pod działaniem s i ł

zewnętrznycłł^prssjEdUj^yujagirth do poszczególnych punktów

układ\ft/sił Pt, P2 , Pi . * . Pn /, następują zmiany prędkoś-

c i po^Kcaeftflnych punktów w c z a s i e dt o dv/f av2... dun.

l-mróćwar teTfta uwagę, że na każdy pirnKt \kk]L&,3u

próoff s ł ł y Kevuęvrznej P d z i a ł a j ą s i ł y w ew n ę t r z

n e , jako o d d z i a ł y w a j a pozostałych pun^tóir, związanych

ze sobą we wspóliiy u k ł a d . Hp. na puiHet pierwszy d z i i -

ł a j ą s i ł y pochodzące od punktu 2,3 , . . / 7 ! 4 . . u V - - ^ - :

na punkt driłgi B i ł y : SZl,S2i,52if... S2h i t . d . na punkt

o s t a t n i s i ł y S n l , S n , S n i ••• S n ( n L _ 0 •

Zastosujmy dla każdego oddzielnie r
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go punktu równanie /b/# obierając pewną oś rzutów;

niech to b^dsie dowolna oś x < C&neczzny rzuty przy-

rostów prędkości na tę oś przez CLnlx ,, <dv-2X} di/3z ... dnm

oraz rauty s i ł zewnętrznych przez f?x t Ptx ,Ptx , .. ^

i s i ł wewnętrzny.ch przez ($IX)X, (^n)x ,.-. (^m)* , (\,)x , fi23)

Wówczas dla punktu pierwszego napiszemy:

m,dvlx =i

dla fUBilfeu drugiego:

<d3a punktu trzeciego?

dla punktu ostatniego:

Dodajmy wszystkie te równania stronami.

Ponieważ w u k ł a d z i e punktów s iły wewnę-

trzne występują zawsze p o dw i e , mając wspól«*

ne l i n i e działania, jednakowe wartości i kierunki prze-

ciwne, zatem s iły S przy sumowaniu zniosą się- wówczas

otrzyaaray!
mrd^+m^dv2x+...mn-d%x=(^+P2x^..Pnx)dt 19.9

Lewą stronę równania /199/ nazwiemy zmianą iloś-

ci ruchu układu punktów w czasie dt w kierunku osi x;

prawą 3tronę równania tegoż nazwiemy sumą popędów sił
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z e w n ę t r z n y c h w czasie c/t w kierunku tejśe

QB\X* Wypowieiay teraz twierdzenie:

Z m i a n a i l o ś c i r u c h u u k ł a -

d u p u n k t ó w w c z a s i e c/f , w k i e -

r u n k u p e w . n e j o s i r ó w n a s i ę s u -

m i e p o p ę d ó w s i ł z e w n ę t r z n y c h

w t y m ż e c z a s i e < # w k i e r u n k u t e j -

ż e o s i X •

Zwrócić należy z naciskiem uwagę na to, że w

róvmaniu /199/ n i e m a w c a l e s i ł w e w-

n ę t r z ny c h , działających między punktami ukła-

du.

Wypowiedziane ostatnio twierdzenie służyć nam

będzie do rozwiązywania wielu zagadnień, dotyczących

parcia strumienia cieczy na powierzchnię*

341• Przypomnijmy jeszcse jsdno twierdzenie z

dynairdki o zmianie i lości ruchu, które w pewnych za-

gadnieniach da się korzystniej zastosować.

Niech będzie punkt A/ o masie rri t któiy w pe««ł.yra

momencie znajduje się na torze w teiejscu /7,/ry3,229/

i posiada tu prędkość tr ; po bardzo krótkim ctasi*

niech punkt przesunie się do Mz i tu niech ma prpdkość

&',. Prędkość e/'różni się od V ; zmiana Ift, zaszła.
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działaniem pewnej siły przez czas c/t-,„ Lubiane pręd-

kości znajdziemy, jeśli od punktu M, psp:s-owadzi my t>ros-

tą równo3.?£<.•*. do Vr'i odłożymy odcinek M,3*v', Jeże-

li odcinek M,A - v , wówczas odcinek A 8 będaie przy-
*

rosfem /zmianą/prędkości tr w czasie c/t , gdyż doda-

jąc do prędkości ir~MlA odcinek AB , otrzymamy odci-

nek M,B = tr'.

Niech następni* będzie pewnien punkt O1 , wzglę-

dem którego możemy wziąć

momenty statycswm boków

z amkni ę t e go toa j kąt &f1,AB.

Niięch P, Tsgdsi.e ramie-

niem odcinka M,Af Pz - .

odcinka M, B i /# - odcin-

ka AB ,
rys.219.

M,A-r, -i

Wóvrczae napiszemy?

illbO

albo jeszcze inaczej

Pomnóżmy obie strony równania przez m /masa. pun-



ors.z prawą stronę podzielmy i pomnóżmy przez c/Ą
i •

wtedy otrzymamy! ,

m- v' r. - mv- r. - m • $£•£' c/f- r

W prawej jstroaie m^-^mtX ta wartość siły, pod

której działaniem zagzła zmiana prędkości o dv -w cża-

#" , .Oznaczmy, tę siłę przez P , wtedy równanie

otrzyma postaćJ

mv-rz" m.tr-p, * Pc/tro /zoo/
s t r o n ę równania możemy o k r e ś l i ć jako zmia-

nę momentu s t a t y c z n e g o i l o ś c i ruchu p u n k t u w c z a s i e

ć/f względen & i prawą s t r o n ę zaś j a k o moment popę-

du s i ł y względem t e g o ż & w tym samym c z a s i e dt .

Przyjmując t e o k r e ś l e n i a , o t r z y m a m y taką t r > s ć •

równania / 2 0 0 / :

Z m i a n a H i o m e n t u s t a t y c z n e -

g o i I O i t i j u c h u p u n k t u w c z a -

s i e dfcfc w s g r l ę d e m p u n k t u ^ " r ó w n a

s i f m o m e n t o w i s t a t y c z n e m u p o-,. .

p ę d u s i ł y , d z i a ł a j a . c e j - n a p u n k t

W t y m s. a m y m c z a s i e w" z g 1 g. d e BI •

t e g o ż p u n k. t . u , 0" .

Łatwo t e ż możemy otrzymać t w i e r d z e n i e o momen-
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c i e i l o ś c i ruchu vi k ł a d u punktów m a t e r i a l n y c h ,

wypowiadając je W sposób nas tępu jący :

Z m i a n a m o m e n t u s t a t y c z n e -

g o i l o ś c i r u c h u u k ł a d u p u n k -

t ó w w c z a s i e , dt w z g l ę d e m p u n k -

t u C r ó w n a s i ę s u m i e m o m e n t ó w

s t a t y o z n y c h p o p ę d ó w s i ł z e w -

n ę t r z n y c h , d z i a ł a j ą c y c h n a

u k ł a d p u n k t ó w w t y m s a m y m c z a -

s i e i w z g l ę d e m t e g o ż p u n k t u j .

342O Na k i l k u przykładach pokażemy, j a k można

okreś l ić p a r c i e s t rumienia na powierzchnię .

Niech będzie dana powierzchnia AS /rys .220/, n a

którą wpada strumień wody o wydatku Q^B~z p rędkoś-

cią Vj§% . Niech ten strumień po pewnym c z a s i e opusz-

cza powierzchnię z prędkością V1. Strumień, p ł y n ą c

po powierzchni AB , dosnaje oddziaływania od t e j p o -

wierzchnią co s ię uwidocznia w zmianie k ierunku ruchu

strumienia . Równocześnie strumień "wywiera perrae od-

działywanie na to powierzchnię. Od-lziaływanie t o na-

zywać będziemy parciem s t r u m i e n i a c ieczy na daną p o -

wierzchnię .
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Zadanie polegać będzie na znalezieniu parcia

tego strumienia na zadaną powierzchnię AB *

rys.220.

Aby ułatwić rozwiązanie, przyjmijmy następują-

cy układ osi spółrzędnych do siebie prostopadłych:oś

X obierzmy równolegle do prędkości strumienia przed

wejściem na powierzchnię AB , oś y prostopadle do X-,

zwróconą w kierunku strzałki.. Znajdźmy składowe Px i

Pu szukanego parcia w kierunku obranych osi •%• i y |

wówczas znajdziemy całe parcie
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oraz kąty, które to parcie tworzy z osiami X, (J z

równań

casfót) = -f- oraZ cas(P,y) = A .
Zastosujmy teraz twierdzenie o zmianie i l o ś c i

ruchu dla. obranej części cieczy w kierunku jednej,&

po tym drugiej osi /p.art«340/ ł

W tym celu roapatrzny część strumienia, zawar-

tą w pewnej chwili między przekrojami a i h . ?o bar»

dzo małym określa czasu c/t strumień przesunie się 0

przy czym praekfoj CL zajmie położenie a 7 zaś przekrój

Z? zajmie położenie i> .

Przekroje O. i a 7 s ą tak obrane, że strumień c i e -

czy w nioh j ś f t z e z e n i e d o z n a ł oddzia

ływania powierzchni AS t zaś przekroje h, b aą. vw,ięt'e

w tych miejscach, gdaie strumień j u ż p r z e s -

t a ł d o z n a w a ć oddziaływania powierzchni*

Wtedy możemy twierdzenie o zmianie i l o ś c i ruchu

pewnej części cieczy, zastosować d».cieczy,zawartej na

początku czasu^między przekrojami CL i o^zaś w końcv

c s a s u a / - między przekrojami o' i h, obli czając zraia-

n | i.1ości ruchu raa względem osi. X. t drugi razi •wzglą-

dem oH Lj . Obliczmy zmianę i l o ś c i ruchu względem
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Jak wiewy, zmiana ilości ruchu pewnego układu wzglę-

dem dowolnej osi równa się końcowej ilości ruchu

mniej początkowa ilośó ruchu względem tejże osi*

Końcową ilość ruchu cieczy, zawartej między a'h'

możemy uważać jako złożoną z ilości ruchu cieczy,za-

wartej między a ' i b i z ilości ruchu cieczy, zawar-

tej między b i b - , .. ^

Początkową zaś ilość ruchu możemy przyjąć zło-

żoną z ilości ruchu ciecay, zawartej między a i ex'

oraz ilości ruchu cieczy, zawartej między ci'x h ,0-

dejmijmy ed kolcowej i lości ruchu początkową, i przyj

mij.my* że irtainy do czynienia z ruchem trwałym, wów-

czas zna3<3?.Iejr>y» se zmiana ilości ruchu całej cieczy

badanej w okresie czasudf = ilości ruchu cieczy,za-

wartej między przekrojami-Z) i h ,mniej ilość ruchu

zawarta między przekrojami Ci i CL , Te zaś poszczegól-

ne ilości ruchu obliczymy w taki sposób: objętość cie-

czy między h i Z?'jest = f'V1- dł , gdzia f; jest polem

przekroju strumienia przy h , Ciężar tej cieczy = / ^ ^ /

zaś masa f'v'c/f'~ , Ponieważ prędkość cieczy w oma-

wianym elemencie jest V', a rzut tej prędkości na oś cc

jest v'co$a?/gdzie przez ot.osn&czaay kąt odchylenia stru-
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mienia pr-aęa jscywierzchnif/, więc i lość ruchu cie-csy,

zawartej między h i b względem osi x j e s t rchma:

ż Q=f!v', więc powyższą ilość ruchu może

my przedstawić inaczej:

&• dt'••£ • V- COSOL .

W podobny sposób znajdziemy i lość ruchu cieczy,

zawartej między przekrojami a i Cl'. Będzie to

albo

Zateia zmiana i l o ś c i ruchu =

* Q- dt. Ę-(vr'-cos<x - ir) .
Sa podstawie twierdzenia o zmianie i l o ś c i ruchu

wiemy, że ta zmiana w czasie dt t w Ifierunku psi j©st

równa popędowi s i ł zewnętrznych, które na badaną ciecz

działają, w tym samym kierunku oai & i w tym samym

czasie*

Siłami zewnętrznymi są: 1/ S iła oddziaływania po-

wierzchni AB n& strumień = - P | /przez P oznaczamy

szukane parcie s t r u m i e n i a n e , p o w i e -

T z c h n i ę ; przyjmujemy tym czasem, że parcie P
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.jest zwrócone •» kierunku dodatnich osi JC i. y ;s&tem

parcie p o w i e r z c h n i n a s t r u m i s ń,

które powinno być równe P9 lecz odwrotnie skierowanem

eimy oznaczyć $rz&z(-P)/} 2 / S i ł a eięśka&ci, działają

cy, na rozpatrywaną częńć strumienia i 3/ parcie atmos

fery na zewnętrzną powierzchnię cieczy. J e ś l i przyjmie

my, że powierzchnia A8 znajduje się w t e j ;jarae^ a t-

mosferze, co i strumień, wówcaas rzut paroia atmosfe-

ry na oś w dowolnym Icierunku = 0.

Popęd a iły /-P/ W kierunku oci X j e s t równy~Ę;

Co się tyczy popędu s i ł y -ciężkości, to go obliczymy

w t a k i sposób*

Niech oą j& Tjędzie pozioma; ciężar rozpatrywanej

części Btrumienia niędzy -przekrójani a. i b niech bę-

dzie C % przypuśćrey, że s i ł a C j e s t prostopadła dty

osi ÓC , zateia rzut C na oś je.jest =vO i.popęd t e j 3i-

i y •» kierunku osi ró^^nież j e s t zero*

Siły P ± C dają pqp<?<i # czasie dt*m Icieruti3c« osi

A'tylko ~Px-dt.

Równanie więc, napisane na is&ssacUie

o zmietnie i l o ś c i ruo&u, otrsywa posta$t

Hydraulika, 259. 42.
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albo po skróceniu przez ott

P - Q-~(V-V'-COSOL) /2.O1/
x y

W podobny sposób znajdziemy zmianę ilości ruchu

badanej części strumienia w kierunku pionowej osi y

Ilość ruchu końcowa *

Ilość ruchu początkowa = Ó, gdyż rzut prędkości

początkowej na oś U jest równy zeru.

Zatem zmiana ilości ruchu w czasie C//na oś Ij jest

równas

Obliczmy teraz popędy siTi(-P)l C w tym samym

czasie OTv/ kierunku osi i/.

Popęd S,11Y(~P) jest równy -Ę-C/f; popęd siły C jest

równy -Cutta więc otrzymujemy równanie w postaci;

adt- £• tó/żjoc - - i>.dt -cdt,
albo po skróceniu przez <jt :

albo jesscz& inaczejs

Py = - C - Q-~k:,l>''si/io. /202/
Całkowite.parcie strumienia na powierzchnię
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'P -Vge* fjf - W^kfr-Vfcas*f+ (C+Q'£t>lSino,/

343« W szczególnym s p a d k u , kiedy /A8 /rys.220/

.jest powierzchnią cylindryczną z tworzącą p i o n o-

w ą i wówczas ciężar £ tworzy z osiami X i y kąt 90 ,

zatem w równaniu /feO2./ wyraz C przepadnie; otrzymamy

więc i

f> * Q^(V-v!cOS<x) /203/

Q^ /304/

albo inaczej

/2O5/

oraz

/ 2 0 6 /

* w- 2v-zrćos<x yv+ v' -

Stąd widzimy, że kąt ciiędzy dodatnim kierunkien

siły/ 5 i osią y będzie > 9Ot

344. Załóżmyj że powierzchnia -AS /Rys.220/ Jest

zupełnie gładka, a tworząca jej jest pionowa..Wtedy 'yr'

różnić się będzie od V tylko kierunkiem, gdyż parcie
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powierzchni gładkiej, działając w każdym miejscu nor-

malnie do strumienia, może zmienić tylko kierunek,nie

zaś wartość prędkości. Inaczej rzecz będzie się przed-

stawiała 7/ówczas, kiedy oś y będzie równoległa do cię-

żaru C , a tworząca powierzchni będzie pozioma. W tym

przypadku siła ciężkości będzie, musiała wpłynąć na

wartość p^ęóko^ci u , chyba że wysokość pionowa mię-

dzy A i B będzie bardzo mała.

Przyjmując założenie powyższe, że V m vr't otrzy-

mamy:

Pv = - - T T ' Ir-Sinoi /208/

P * 41.v.\/2(r-casaL)9

albo

1 /J209/

2 '
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czyli żts

CQS(P,X) -a CGS(90~f), a więc -90-

cos(Pu)

albo

cos(f>y)

stąd

Stfłot

\J2(1-COSOL) v

cos 080

Z+ĆOSOL

2

Widzimy fltąd, że w przypadku, kiedy .#"«#', kie-

rtmek parcia P /rys*22l/ połogi kąt >̂ <3Z.między odwró-

conym kierunkiem prędkości wejścia i kierunkiem pręd-

kości zejścia strumienia z powierzchni.

rys.221.
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345, Niech kąt c* = - < 90°/rys,222/j otrzymamy wte-

dy powierzchnię cylindryczną, która odchyla strumień

o kąt prosty.

Wtedy

Q r ,
9
ar

/210/

/211/

/212/

ccs(/>*)=^; 'vr
) = cosfrf) ; cos(Ry) = -cos4s° -

stąd
{P,x)-450; (P, y) - 180°- 45\

czyli, że kierunek siły P jest równoległy do prostej

połowiącej kąt prosty, zawarty między ujemną osią X i

dodatnią osią u «

00"

rys.222.


