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PARCIE UIENKIEGO SWOBODNEGC STRUMIENIA CIECZY
DOSKONAZEJS WA POWIERZCHNIE.

340, Parcie, wspomniane w nagkowkKy. ﬁnajdziemy,
korzystajac z:twierdzenia, bgdacego podstawg dynami-
ki, ktéré tu w krétkich zidaniach przypominamy: punkt
mﬁterinlny pczostaje w spoczynku,albo porusza sig ru-
chem jednostajnym i prostolinijnym tak diugo, dopo-
ki nie zacznie nan dziaXaé jakakolwiek siZa, Zuiana
predkosci pod wzgledem wartodci, czy ez zmiana kle-
runku predkodci, czy tez jednoczesna zmisna kierunku
i ﬁartoéci ﬁrgdkoéci,.jest oznﬁkq, ze na ten punkt
zaczgla dziaXac sii&.

W#rtoéé sizy jest rdwna iloczynowi z masy pun-
ktw i przyspieszeniaj kierunek dzialania sily pray-
pisujemy zgodny z kierunkiem zmiany predkoéci.

Zaleznoéé powyisza wyrazimy rownaniem

5y 7

_ e
gdziep:dv sa totwektor sityi we ktor

przyrosti predkosci s czasie df v 2 tego-zasadniczego

réwnania otrzymamy: _

nréﬁ;' = ??b#' _ /é;
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Iloczyn masy punktu przez predkesé nazywamy
11o#eig ruchu punkXtu materialnege;
110¢2yn masy punktu przez p r z yr o € t predkos-
cinasywamy przy ro f€ten Lud zmiana
ilosgci ruchuyu bunkitd w czaltiée
dt ; iloczyn sily P i przyrostu czasu d7 nazywamy
popedem 812y W cziéiedf’.

Przyjmujgc powyzsze okreslenia, wypowiemy tregé
réwnania /a/ jako twierdzenie: zm i an ¢ & Lok
ci ruchu punktu materidimnego
" czasiedfFréwna sie co dc W & r-
todci i Xierunku pop gedowi 51-
ty,wywoztujgcegj te zmiane pf@-
dkodeci w tym samymn czasie.

Jezeli zmiana predkoéci zachodzié bedzie ’cy.lko
pod wagledem wartodci /kiedy zatem kierunek ruchu
pozostaje bez zmiany/, albe tez jezeli ros‘c-'patrtt}émy
zmian 9 rzut u prgdkoﬁci ﬁa orbra.n.a-oé-..wéw-
czas rownanie /a/ przybierze postaé:

m-dv = Rdt .. | /b/'
gizie v i P g predkodois i sjiq. w ruchu ffostc;liniim

nym albo innym razem sa.'rzuta.mi predkosci 1 siky w
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ruchu krzywolinijnym.

Eéwnanie'/b/ wypowiemy w taki sposdb:

Zmiana 1losci rueku punktitu
w czasiedliw kiermnku petnel]
prostej Josi/ réwna sie popedo-
wi si2y w tymze czasgie i w ki g
runku teJjze o081

Wezmy teraz u k 2 a d punktdw o masach m,m,..m,,
z kidprychi kazdy perusza sie z odpowiednig predkodciy:
pierwszy punkt z predkoseia U s drugl z prgdkoééing;
trzeci 2 Y i t.&.,pstatni z Y, . Pocd dziaZaniem siz
zewngtrznycl?r, prepiuiongch do poszczegdlnych punktéw
ukzadw/si¥ B, A, A ... F, /, nastgpuja azmiany predkos.
ci pozzczegﬁlnych punktéw w czasie 7 o O@LCf@.~Cﬁ5.

Zwrdémy tevaz uwage, ze na kazdy puski ukiadu
préer siXy xewng.rznej P dzialajgq sily wewn e t r z-
ne, jako oddziglyﬁmhja pozoﬁtalydapunxtéﬁ,zwiqzanych
ze soba we ispélny ukXad. Np. na purikct pierwszy dzia-
taja sily pochcdzace od punktu 2,5 .o /7 JL,ufjn..J%5
ne punkt druéi sily: -5;,,5:,5,5”... SM i t.de na puh‘kt
‘ostatni sity S, S,, Sy -0 Sy -

na ?

Zastosujmy dla kazdego oddzielnie roapibzapwsne-
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¢o punktu rdwnanie /b/, obierajac pewna oé rzutdw;

niach to bgdzie dewplna o8 x + Caénzezmy rzuty pray-

x

rostéw predkedel na te od przes du, ,dy,,dy,...dy,

orez rzuty six zewneirznych przez /,)x 3 Fz)x - ex i f?m
i sit wewngrrznych przez (5,) ,(5,) - Cnle, S,,),, (Ss)

Woweczes dla punktu pierwszego napiszenmy:

My Oy =[Py +8 ) + 8y + - (S,) J O

dla pupktu drugiego:

mz-‘ dvéx =[€x +(‘5.2;)x * (:52'3 )I+ e ({S‘zn )r]df

dla punktu trzeciego:

ms'dvz;x :[g.r +(“$:!f).:: v: (/ 32).z .. (‘%n ).t/df i td,

dla punktu ostatniego:’
1 P> [ Bt G+ s oo B L O
Dodajmy wszystkie te rdwnania stronami.
Poniewss W uk tadgzie punktéw sity wewne-
trzne wystepuja zawsze p o dw i & , majac wspol-
ne linie dzialania, jednakowe wartodci i kierunki prze-

.ciwne, zatem sily S przy sumowaniu zniosg sic. Wowczas

otrzymamy : s
mf.dz{x % mz.o/z)z-:-& s mﬂ-O’q’x = %'1» ;2):: - gx)df' 1929

Lewg strone rdwnania 199/ nazwiemy zmiana ilos-
ci ruchu ukZadu punktéw w czasie of w kierunku osi z;

uvrawg strong rdwnania tegoz nazwiemy sumg popgdow siZ
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zewnegtrznych weczasiedfw kierunku tejie
08l X. Wypowieny teraz twierdzénie:

Zmi ana 1l1lo8ci ruchu vktsa -
du punktow w czasie df,w kXie-=
runku pewneyj osi rédwna sie s u-
mie p opeddw si zewnetrznych
¥ tymze czasiedw kXierunku te J=
z.e 0osi x ,

Zwréocic nalezy z'naciskiem uwage ne to, ze w
révmaniu /199/ ni e ma wcale £1i2 Wew=
netr ﬁqu é n dziaiajqcych miedzy punktawi vkia-
du.

Wypowiedziane ostatnio twierdzenie sluzyé nam
bedzie do rozwigzywania wielu zagadnien, dcfyczacych
parcia strumienia cieczy na powierzchnieo

341. Przypomnijmy jeszcze j2dnce twierdzenie z
dynamiki o zmianie ilosei ruchu, ktére w pewnych za-
gadnieniach da sie kbrzystniej zastosowacd.

Niech bedzie punkt /o masie 77, ktdry w pewmym
momencie znajduje sie na torze w udejscuaﬁﬂf?yS«ZIQ/
i posizda tu predkodé ¥ ; po bardzo krotkim crasie
niech punkt przesunie sig do /M, i tu niech ma predkosé

i Pfgdkoéé »'rézni sie od ¥ ; zmiana Ld zadzia pod
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dziaZaniem pewnej 2ily przez czas dl.. Imiane pred-
kodeci zhajdziemy, jesli od punktu Wlp;prauﬂdzimy DIOS~-
ta réwnolesgin do Ui odZozymy odcinek MB=v’, Jeze=-
ii odeinex MA = v , wéwczgs odcinek AB bedzie pruy-
rostem /zmiana/ predkodci ¥ w czasie dT , gdyz ol
jac do predkodei uU=MA odcinek.Afg, otrzymamy odci-
nekx MAB = 17" |

Niech nastepnise b@dziefpcwnicn punkt O , wzzgle-
dem ktérego mozemy wzigd
nomenty statycazme bokow
zamkoi e be o tmﬁjkataﬁZAB._
Niech /} hedzie ramie=- |
niem odcinka MA, 7, -
odcin¥a M, B i 73 - odein-
ka AB .

rys.219. Wowczas napiszemy:

MA- + AB-1, = MB-r,

7

albo
vor+dvr, = vin
albo jeszcze ineczej:
!
v - vn = dvern,

Pomndzmy obie strony réwnanis przez /77 /masa pun-
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ktu/ oraz prawg strong podzielmy i pomndzmy przez d,
wtedy otrzymamy:

m-vf'rz - mur = m- 2’3! dtr

W prawej stronlefngg’gest ta wartoéé sizy, pod
Xtérej dzialaniem zagz¥a zmiana predkosei o dv w cza-
sié OF , Oanaczmy te silg przez P, wtedy réwnanie
osﬁgpgie otrzyma postad:

mv‘ff;,; muv-n = Pdt:r, /200/

- Lewa strong réwnania mozemy okreslié jako zmia-
‘ne momentu statycznego ilosci ruchu punktu w czasie
}5T wzgleden (O ; prawa strong zas Jako moment.popea
du sity wzgledem tegoz O w tym samym czasie dt

Przyjmujac te okreslenia, otrzymamy tﬁka tresd
réwnania /200/:

Z mi@nea momen tu st aty é zne
-é o i10%¢i ruchu punktu w cza-~
sie dtwzgledem punktuUlréwna
s i é ;m 6 mentowi statycznemu p o=,
Ppedu sity, dzi a 1 a jace j- na pu nfk t
w tyn s_é m ﬁ m czasie wzglgdenm -
tezgoz pumnkt u O

Latwo tez mozemy oﬁrzymaﬁ twierdzenie o momen=-
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cie ileo$ci ruchu  uw k ¥ a d u punktéw materialnych,
wypowindajac je w sposob nastepujacy:

Zmiana momentu stat_yézne-
go iloédci ruchu uktadu punk -
téw w czasied wzgledem punk -
tul0 rédwna sig sumie momentidw
st atyoznych popedodow si2 2z2e w-
ngtz-znych,dziala,ja-c'ych n a
uk2ad punktow w tym samym c 2z a-

"sie i wzgledem tegoz punktu0.

342, Na kilku przykiadach pokazemy, jak mozina
 okreslié parcie strumisnia na powierzchnig. |
Niech bgdzie dana powierzchnia AB /rys.220/, na
ktéra wpada strumied wody o ﬁydatku Qﬁa{z predkos-
cia Uiz - Niech tem strumied po pewnym czasie opusz-
cze powierzcnnie z predkodcia ¥’. Strumien, piynac
po powierzmchni AB , doznaje oddzialywania od tej po-
wierzchni, co sige uwidocznia w zmianie kierunku ruchu
 strumienia. Réwnoczesnie strumien wywiera pewne od-
dzialywanie na t; powierzchnig. Odizialywanie to na-
zywal bedziemy parciem strumienia cieczy na dang po-

wierzehnig.
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Zadanie polegac¢ begdzie na znalezieniu parcis

tego strumienia ra zadang powierzchnig AB .

e

rys.220.

- Aby ulatwié rozwigzanie, przyjmijmy nastepujg-
cy ukXad osi spdirzednych do siebie prostopadXych:od
X oblerzmy rdéwnolegle do predkosci strumienia przed
wejsziem na powierzchnie AB , o$ Yy prostopadle do X,
zwrécong w kierunku strzalki. Znajdzmy sktadowe P
fz,_ szukanego paz_‘cia w kierunku obranych osi & i ¢ §

wiwezas znajdziemy cale parcie

P =V &2 + %2



- 654 «

oraz katy, ktére to parcie tworzy z osiami X,{ =z
réwnan

) B e iy

Zastosujmy teraz twierdzenie o zmianie ilosci
ruchu dla obranej czgsci cieczy w ki.-'erunku jednej,n
po tym drugiej osi /p.art.340/,

W tym celu rozpatrzmy czgéé strumienia, zawar-
tg w pewnej chwili miedzy przekrojami @ i b . FPo bare
dzso malyh pkresie czasu 7 strumien przesunie sig,
przy cgym przekroj & zajmie potozenie a’zag 'przeki*é:j
b zajmie poiozenie .f)f.

Przekroje @ i @’sa tak obrane, ze strumien cie-
czy wnich j € 8z c¢cz2 ¢ nie do0zna?1r odlzia-
¥ywania powierzchni AR, zaé przekroje b, b,si. wrigte
% tych miejscach, gdzie strumien ju sz przes -
taz d oznawa¢ oddziatwanid povierzchni.

Wtedy mozemy twie:dzenie o zmianie ilosci ruchu
pevmej czesci ciecay zaétosowaé dagcieczy,zaw'arte:j_ na
voezatkr czasud/miedzy przekrcjami @ i A,zaé w koncwu
czasudl - migdzy przekrojami @i Z); obliczajgc zmia=-
ng ilosci ruchu raz wzgledem osi x , drugi raz wzgle-

dem osi ¢/ . Obliczmy zmiang ilodci ruchu wzgledem osi Z.
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Jak wiemy, zmiana ilosci ruchu pewnego ukiadu wzgle-
dem dowolnej osi rdéwna sie kontcowej iledei ruchu
mniej poczatkowa ilosé ruchu wzgledem tejze osi.

Koricows ilo$é ruchu cieczy, zawai-tej miedzy a'b’
mozemy uwezaé jako zzozong z ilodei ruchu cieczy,za-
wartej miedzy a".i b i z ilodeir ruchu cleczy, zawar-
tej miedzy b i b'.

Poczatkowg zaé 1108¢ ruchu moiemy przyjaé zio-
zong z ilodci ruchu cieczy, zavartej miedzy @ i a’
oraz_iloéci ruchu cieczy, zawarte] miedzy @'i A ,0-
dejmijmy od kovcowe] ilodci ruchu poczgtkowg, i przyj
mijmy. ze mamy do czyaienia z ruchem trwalym, wéwe-
czas znsjézlemy, =& zmiana ilosci ruchu cale] cicezy
vadanej w okresie czasud? = ilodci ruchu cieczy.,za-
wartej miedzy przekrojami-b i Z);,mnie.] ilogé ruchu
zawarta miedzy przekrojsmi Q i Q’, Te zad poszczegdl-
ne jlosci ruchu obliczymy w taki spoedb: objgtosé cie-
czy migdzy b i b'.‘jest = f-’v'-'df' s gdzie f’;jeat polem
przekroj.u strumienie przy O . Cigsar tej cieczy =fvafy,
zag masa f"U-IC/I‘:g . Poniewaz predkoéé cieczy w oma=-
wianym elemencie jest ¥, a rzut tej predkodci na 08 x

jest v-'Co.scr/gdzie przez ™ ozneczamy kat odehylenia stru-
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mieniz przeﬁ gowierzchnie/, wigc iloé¢ ruchu cieczy,
zawartel ydedzy D ¥ bfwzgledem 08i x jest rdiwna:
fo! a’z‘-—g- vl cosex .
" Popiewaz A=f'v’, wiec powyisza ilodé ruchu moze-
my przedstawié inaczej:
Q- dt- g v’ cosex .
W podobny sposdéb znajdziemy ilos¢ ruchu cieczy,
sawarte] miedzy przekrojami a i a’. Bgdzié to
£ U.df.g
albo
a.dfg
7atem zmiana ilodci ruchu =
= Q. at. Er(?_r cosa - v).

. Na podstawie tw1erdzenla 0 zmianie ilosci ruchu
wiemy, ze ta zmiana w cza31etdf', W kierunku osi jest
rowna popedowi sil zewnetrznych, ktére na badang ciecz
dziaajg, W tym samym kieru;lku osi X i w'tym-sa.mym
czasies

Sizami zewnqtrznymi sa: 1/ Sia oddziaXywania po=-
wierzchni;48 na strumien = - P 3 /przez F’oznaczaﬁy
szukane parcie strum.ienia'na. po.w;e..

rzchni e ; przyjmajemy tym czasem, ze parcie A
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Jest zwrécone w kXierunku dodatnich osi 2 i g jzatem
parcie powierzchni na strumien,
ktére powinno byé réwne £, lecz odwrotnie skiercwane,mu-
simy ozneczyd praez(—'-P.)/,- 2/ 8iza cigikodei, dzialajg-
ce na rozpatrywens czg$é strumienia i 3/ parcie atmos-
fe,ry'm. zewnetrzng powier-zchnie' cieczy. Jadli przyjnie=
my, Ze powierzchnia AB znajduje sig w te] samej ate
mosferze, ¢b0 i strumien, wow¢zas »zuf parcis atmosfe-
ry na 6% W dowolnym %ierunku = C.

Poped sily /- P/ % kierunku osi X jest réway-R.df,
Co sig tyczy popedu sily cigzkosci, to go.obliczymy
w taki spoadﬁ: '

Niech o8 2 bgdzie poziomaj cigiar rozpatrywane]
czedei strumienis niedzy przelreojami a i b niech be-
dzie € ; przypudimy, ze sits C jest prostopada de
osi x , zatem rzut C na o8 X jezt 5.0 ‘i_-pop_éd tej 'si-
2y w kierunku osi rdwniez jest zero.

Sity £ 4 C dajg poped w czasie di'w kitfu;nku osi
xtylxo ~A.df.

Réwnanie wigc, napisane na zasadzis twisrdgenla
o zmianie ilofci ruchu, otrzyma postaf:

Q.4 g{zr-'co.s*u -v) =—P-of,

Aydraulika 259. 42,
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albo po skrdceniu przez dts
P =Q g(v'Q v!coso) /201/

W podobny sposéb znajdziemy zmiang ilosci ruchu
badanej cz¢fci strumienia w kierunku pionowej osi 4 .

I108¢ ruchu koricowa =

-Q.dt G- vl sinex.

I1l06¢ ruchu poczatkowa = O, gdyz rzut predkosci
chzq,tkowej na os 5( jest rdéwny zeru.

Zaten zmiana ilo$ci ruchu w czasie d7na o8 Y Jest

rowna:

Lol e
Q-dfq v sino .

Obliczmy tersz popedy sil(-P)i C w tym samym
czasie Of w kierunku osi Y.
Poped siXy(-P) jest réwny -8-0’7‘; poped sity C jest
révmy —Ccﬂ',a wige otrzymujemy r’éwnanie w postaci:
Q.o - v'sinox = - B-dlt - C-oit,
alko ro sl—::t_‘.ﬁceniu p¥zexn d} H
Q. g-vfﬂhq =B =C,

elbo Jeszcze inaczej:s
P =-C- QL visn /202/
y g
Caizkxowiie.parcie strumienia na powlerzchnie

znajdziemy*



P -‘?\/Beﬂ* %z = \/Q??&:(Zf- U-'co.scx)2+ (C +Q-§-‘ Ufsfbajz
' 343, W szczegdlnym wypadku, kiedy AB /rys.220/
jest powierzchnig cylindryczng z tworzgcg p 1 o n o-
w & , wowczas cigzar C tworzy z osiami X i y kat 90°,
zatem w réwnaniu /202/ wyraz C przepadnie; otrzymamy

wigcs

W)

-—G~C—§-'(zrl-—v-'co.5cx) - /203/

% £ =&Y g v sinx /204/

QZ 1 J 2 .
P = \/ gf ( U—Zr-co.so:)2+ Q-z?r " sin®ox

albo inacazej

QY
P= T\/Uz'* U"" 2v- v'co.s'o. /205/
oraz
cos(Px) = F=LLI> o cogBy) = eI /206/
\(61 *u'= 2Uycosx Ve 0= 2nvicos

5tgd widzimy, ze kat miedzy doda:tnim kierunkien

sity P 1 osia y bedzie > 90,

344, Zaxézmy, ze powierzchnia AB /Rys.220/ jest
zupeinie giadka, & tworzgca jej Jest pionowa. Wtedy v’

réznié¢ sie bgdzié od ¥ tylko kierunkiem, zdyz parcie
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powierzehni gtadkiej, dziazajgc w kazdym miejscu nor-
malnie do strumienia, ﬁéZe zmienié tylke kierunek,nie
zad wartosé predkodci. Inaczej rzecz bedzie éie yrzed-
stawiala wéwezes, kiedy oé ¢ bedzie rdwnolegka do cig-
zaru 0 , a twoﬁzaca powierzchni bedzie poziome. W tym
przypadkh sita cigikoéci bedzie musiala wplynaé na
wartoéé-predkoéci U, chyba ze wysokosé pionowa mig-
dzy A i B bgdzie bardzo mala.

Przyjmujgc zaiozenie powyzeze, ze v o= v/, otrzy-

mayny 3
b= Q gz r{l-cos) /207/
B L. p. -
v = Sin o /208/
P = Q?ar v-V2(1-cosex) | _

albo
P = —%I- v 2sing /2‘59/
LO.S'(P_Z‘) 7- cosae !-m,ycx '_'.Jm'z?' ,

\20-cos& g
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czyli ze

cos(Bx) = c0$(90 -5 ), o wige (Rx) = 90-%

Nagtepnie
COSIPY ) i3 ) L7005
*y) V2(7- ¢cosa) 2
albo
| o g O "
ws(Ry) = -cos5 = cos(/80~75);
stgd

(Ry) = 180- 5 - |
Widzimy sted, Ze w przypadku, kiedy ¥=?', kie-
runek parcia P /ryg.zzl/ po_zoﬁi kgt KOL migdzy odwri-
conym Kierunkiem predkodci wejécia 1 kierunkiem pregde

kcéei zejécia etrumienia z powierzohni.

by LAY
- gre S
v - 0y z
= o
) \ il
]
90+ —tA
LN
12\
\ P

Tys.2R1.
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345, Niech kat Ot=-—- 90° /rye.222/; otrzymamy wte-

dy powierzchnie cylindryczng, ktora odchyla strumien

o kat prosty.

Wtedy
p =4 v /210
p =- %ET e /211/
P = _%_3‘. v \/2Z /212/

ces(Px) vz_,' cos(Py) = V— 5
cos(Px) = cos(45°) ; cos(Ry) =-cos45° = cosﬁ(&o-és)'i

stad
(Fx)=45%; (Py)=180°-45"

czyli, ze kierunek aily'f’jest rownolegly do prostej

bo¥owigcej kat prosty, zewarty miedzy ujemng osig X i
v .

yb
|

dodatnig osia Yy e

' < Z
rys.222,



