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byśmy p r ę. d• k o ś a- i 6, r e # n ii er /wprowa

dzone z pewną poprawką.

Równanie t o będzie miało- k s z t a ł t : - .

W następstwie* d l a upnoszwaenia pisuna, b ę d z i e -

my oznaczali p r ę d k o ś c i ś r e d n i e ,w

przekrojach t. i I I s t rumienia wprost p r z e z V, ± iT^

i wówczas równanie D.Bernoul l i ego napiszemy;

Z + i i + ^ ^ " - z + A +9bj£ +(% f / 4 * /
Li t ^q ~ * r• zc [ stJ> /4&/

OffÓlBB R01HAHŁ9f.RUCHU CIECZY.

142. W poprzednich a r t y k u ł a c h s t a r a l i ś m y s i ę

wyprowadzić w sposób doać elementarny, równańie t

wypowiadające bardzo ważne d l a h y d r a u l i k i t w i e r -

dzenie D.Bernoulli 'ego. Uważamy za właściwe dowiea.ć

tego twierdzenia, wychodząc z o g ó l n y c h

r ó w n a ń r u c h u c i e c z y . Poznamy inny apo-

aob postępowania i inne metody' rozumowania, ł t tóre

mogą w pewnych przypadkach dać wskazówkę przy r o z -

wiązywaniu niektórych zagadnień h y d r a u l i c z n y c h .

Przede wszystkim należy otrzymać ogólne rów-

nanie ruchu cieczy d o s k o n a ł e j , podane przez L.Eule-

r a /I707 - 1783/.

Niech ciecz dobkonała o eiężairze właściwym T
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znajduje sif w jakimkolwiek ruchu.

Obierzmy osi spółrzędnych prostokątnych

Oy , O% , względem których będziemy badali ruc-h.

Os Z niech będzie pionowa /rys.84/. Starać aię "bę-

cłziemy ułożyć takie

równanie, aby można

było dla zadanego po-

łożenia cząstki, zna-

leźć jej prędkość i

ciśnienie w dowolnym

czasie, przy działa- /

niu pewnych s i ł zew- fy

nętrznych.

z

0

di

£
\A"

/
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/

rys.84 t

"71

\-Jdx
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/
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Miech w czasie t cząstka znajdzie się w punk-

cie/A , którego spółrzędne są X,y}Z, % prędkość

cząstki, w tym punkcie znajdującej się niech będzie

V i ciśnienie hydrodynamiczne p .

Ponieważ założyliśmy, że ciecz nadana jest

doskonała, więo ciśnienie p jest normalne do każ-

dej płaszczyzny przesuniętej przez punkt A i dla

każdej z tych płaszczyzn jest jednakowe.

Przypuśćmy, że cząstka ma kształt nieskończe-
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nie małego prostościanu . o krawędziach'- ux,d(/,dz.

me.dy masa tej. cząstki jest dxdydx-ę_ . Klech

cząstką ta będzie pod.; daiaianriem siły zewnętrznej

objętościowej, która jest. w-stanie nadać jednostce

masy przyspieszenie..^ ,. a więc nie©h na-. a&ąstkę

działa-siła, której wartość; bf-dude = dxd(/dz^-a .

Jeżeli, prz,es ćZ^tf^a., oznaczymy rzuty prayspiea-z©*-

nia.O!. na osi X, q, Z otrzymamy rzuty

siły objętościowej:

dz- dt/- dz -f • a9 ?

dz-dy-dz Y' az -

Poza- t4ymr. na*. haszą: c ząstkę dz iał"ają sąsi edn ie

cząstki cieczyj działarrie tty wyrs;śa~a-ier jako par-

cie na ścian-tei prostaścianu.

Niech ciśnienie w punkcie: Al ttędzie/? •

Wtedy parcie na ściankę lewą o polu dij-ĆZ będzie

+ p-dydż j nsu. ściankę prawą ~fp+

stawiamy znak / - / , gdyż to parcie-je-st

w stronę ujemnychX . .

Wypadkowa parcia w,, kierunku osi X bidzie
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W podobny sposób znajdziemy wypadkowe parcie

na ścianki przednią i tylną o-poluO^ć/z w kierun-

ku osi y : —*£dy-dxc/z oraz na ścianki górną i dol

ną o T}Q\udxdy w kierunku osi % ;

Pod działaniem tych, s ił /siły objętościowej

i parć/ cząstka--cieczy, posiadają-ca prędkość V /rau-

ty V na oai X,-y,-Z, niech b f̂dą: 1%., Vy} &z / porusza
du~

się dalej, uzyskując przyspieszenie -rrr /rzuty przys-

pieszenia di di dt
Układamy równanie ruchu,, korzystając z zasady

d 'Alembert 'a :

Siły rzeczywiście działające na cząstkę badaną

/di więc s i ł a objętościowa, i parcia na ścianki cz-ąs-

t k i / razem z s i ł ą b e z w ł a d n o ś c i są

w równowadze. . .

Siłą bezwładności nazywamy iloczyn z masy czą-

stki przez przyspieszenie; rzeczywiście uzyskane lecz

z o d w r o- t. n y; m . znakiem,a więc będzie to si-

ł a : — dx- dy:>- dz--^-~7j~ • \ rzuty tej siły na-

usi X, LJ} Z są> r-
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STatem równania ruchu badanej cząatki będą:

dx dijdz

-Ę-dydxdz -OĘ

Po skróceniu przez (dx di/dz) otrzyma-

my:
fdx

Badając o g ó l n y praypadek ruchu cieczy,

musimy przyjąć, ae prędkoiź V /a więc i rauty j e j

Vx, t irz /. mogą zBiieniać s ię nie tylko ze zmianą.

miejsca, t . j . ze zmianą spółrzędnych x, y, z , lecą

może zachod-sie zaiiana prędkości w tych Samych miej-

acach z "biegiem czasu. Innymi słowy, prędkość 1/ mo-

że być funkcją nie tylko spółrzędnych, lecz i cza-
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su, czyli V = •f(x,LJJZ)t) „ Ponieważ przy

ruchu ąpółrz-ę-dne X,y,z zmieniają się, zatem

spółrzgdne te również są funkcjami czasu:

cłif" C/IJ* cy?y
Wobec powyższego pochodne —nr-% J+'»7/z~możemy

napisać w postaci rozwiniętej .
,„ ^ dix.
Wezmy ,,K j o t rzymaray :
cfa _ dv±.dx Jut. du_ ̂  dv*. ak ŁÓFT- ~foT"dT+ dy "d

Ponieważ -—-=& ,

więc i

at
W taki sam sposób npiszemy dla—-^i -,*•»

Wstawmy w równania /46/ rozwinięte

— Ł ł - ^ . , otrzymamy równania ruchu w innej posta-
dt dł
ci:

/4V

z n _ _ . u _ k . V - l . M
dx x d</ * dz z~ T dz

143. W powyższych równaniach ruchu, czy to w

postaci /46/czy. w postaci /47/ jaamy cztery niewia-
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dome/> , irx , ty , 1Ą » gdyż Otx , C(9 , a 2 uważamy jako

dane, T- też należy uważać jako dane.Zatem do okreś-

lenia 4 niewiadomych otrzymane trzy równania nie

są wystarczające.

Trzeba ułożyć jeszcze jedno równanie, które

dla cieczy doskonałej określimy z warunku jej nieś-

ciśliwości i ciągłości, t . j . , że pewna ilość cie-

czy nieściśliwej, która wpłynie do określonej obję-

tości, z tej objętości wyp-łynie w poprzedniej i loś-

ci .

Aby ten warunek wyrazić matematycznie, wyobraź-

my sobie wewnątrz cieczy przy punkcie A /rys.84/

prostościan s t a 1 y o bardzo małych bokach ÓX,

oiJjOZ. Przez ścianki tego prostościanu wpływa i

wypływa ciecz z odpowiednimi prędkościami. Niecłi

przez lewą ściankę o polu OLJ-OZ ciecz wpływa z

prędkością ££., przez przeciwległą /prawą/ ścianę

ciecz wypływać będzie z prędkością różną od ££,,mia-

nowicie, równą: 1L -t -ft •• OX •

ZMeni'wpłynęła ciecz o ciężarze: T-ói/- OZ-l^.

a wypłynęłaś pÓi/SzfUx ^ - ^ ^ - 6x), a więc

powinno pozostać w prostpacianie :
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Badając w podobny sgosófe -dopływ cieczy przez ty l-

ną ściankę o pola uxvz,. z .prędkością Vyi wypływ

przez taką Basią. przednią z prędkością Va •+ n v ' OU

otrzymamy» ae w naszym prostośe i&nie powinna pozo-

stać ilość wody=-*"T-£>:*•• Sz-^-- Sy .
• Q OL/ 7

t&k 3asio podczas prssepływu przez dolną i gór-

ną ściankę powinno posoatae cieea.y w prostościanie

-óU-^—ź • O2, » Batem Taz-em w pr^stościanie7 d2;
powinna, pozost-aó -c.ie-ca o c i ę ż a r z e

Poniev/aż utrzymujeroy? że oiec.z j e s t n i e ś c i ś l i -

wa o r a z , że ruch j e s t c i ą g ł y t t . j . , że i l e cieczy

wpłyaęito do p r o s t o e o i a n u , • t y l e powinno wypłynąć,

wi§<3 powyższa suma j e s t rósraa aerw. A że ani T- ani

OX-Oy-ÓZ serami być nie mogą, wiec powinien być

zachowany warunek:

ćx dy dz,

Równanie o s t a t n i e wyraża warunek c i ą g ł o ś -

c i r u c h a c i e o z y n i e ś c i ś l i w e j . To j e s t

właśnie c a w a r t e równanie, o którym wyżej

b y ł a mowa.
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144. Bardzo ważny w zastosowaniach praktycz-

nych jest r u c h . t r w a ł y , .którego określe-

nie .podaliśmy wyżej /p.art *12l/.

Z tego określenia wynika, że prędkości i ciś

nienia zależą tylko od spółrz^dnych punktu, a nie

od czasu. To znaczy, że V /zatem 'Vx, Uy, Uz /oraz p

są funkcjami -tylko X, LJ, Z , czyl i , że pochodne

tych wielkości względem t są zerami. Zatem

Mając to na względzie, przepiszemy równania.

/47/ w taki sposób:

•a ŁA. . — = ł ^ uu -; c ^ y — ^ — T

óx x dy dz t ox
«» 9

g d

Są to równania Bul era ruchu t r w a ł e ,g o

cieczy doskonałej nieściśliwej . Jeś l i ma być ruch

ciągły, musi_być spełniony dodatkowo warunek /48/

145, Twierdzenie D.Bernoulli 'ego. Mając

raane powyższe wyniici, możemy dowieść twierdzenia

D.Bernoulli 'ego.
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Zwró4my się do równań ruchu cieczy /46/

n'* dj r dx
(Wy _ Q dP

poBinóżiny te równania: pierwsze przez OX t drugie

przez d(j f trzecie przez dz ; niech przy tym ofx.,

dyydz bfdą rzutami przesunięcia się cząstki. Po

przemnożeniu dodajmy równania stronami, wówczas o-

trzymamy:

c/f

Z warunku, że dx. jeat rzutem na oś X przesu-

nięcia cząstki, płynącej z prędkością rzutu Vxt

więc możemy napisać, że dx- D^-cfc. W taki sam spo-

sób napiszemy dy= Vy-dt oraz dz-U^df, Wówczas

lewa strona równania /a/ może być przepisana:

ąidx -H ardtf +az-dz~^- %-dt - S

UL

po skróceniu dt w 3 ostatnicła wyrazach i z uwagi,

że aUL-U. = ^Z/1^ Ł dti,-Vu - ć / / ^ /oraz <2%- Zt = O^-^- J
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lewa strona nównania otrzyma postać

albo jeszcze Inaczejs

Ponieważ. Z£* + Uy'* v£••- 2/"2 , więc lewa strofa

będzie:

'••£"rwną &trx>ttę' równania /a/ a uwagi, że mówimy

•o ruchu t r w a ł y m, że zatem ciśnienie 'p j e s t

funkcją tyTko •£,£/_, Z » możemy traktować jako róż-

niczkę zupełnąup -ismiennyoh 'X3.(J.9'Xs j ;zateai prawa

atrona równania /a/ j e s t = -~r--up .

Nowa więc postać równania /a/ będzie taka:

ax-dz + av- cli/ + ą-dz-dfjf-J =-Zdp. .. /W
Hiech ciecz, którą badamy, będzie cieczą c 1 ę-

ż k ą, t . j . , .że s i ł a objętościowa, działająca na

•badaną czą&tli&ę j es t s iłą ciężkości, a więc s i ł ą

.pionową, nadĄg-ącą ^przyspieszehTie C P wówczas CXX=O}

OLy - O y Qz = ~ (J & równani-e / b / m^ieui s i ę

na:

-gdz ~.d~- ~~-dp =0 '* P°
przez f-CJ: -i po scałkowaniu, otrzymamyj
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- c m s t M

Jest to znana nam już postać równania, wyra-

żająca twierdzenie D.Bernoulli 'ego.

14'6. Korzystając z otrzymanych ogólnych rów-

nań ruchu cieczy, poznajmy t w i e r d z e n i &

B r e s s e a » dotyczące rozkładu ciźnień w stru-

dze, płynącej szerokim przekrójem.Niech będzie stru-

ga cieczy d o s k o n a -

ł e j ? przekrój strugi

niech będzie znacznych

rozmiarów. Przez dowol-

ny punkt O poprowadźmy

l inię prądu, która na

pewnym odcinku jest

krzywą. W celu rozpa-

trzenia ciśnień, panu-

jących w obranym pxze-

kroju /rys.85/, -popro-

wadźmy, osie prostokąt-

ne w taki sposób: oś X

poprowadźmy a t y c z-

Hydraulika 2597

rys.85.

19,


