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by$my predkosdci Srednie ,wprowa-
dzone z pewnag poprawkge

Réwnanie to bedzie miazo ksztalts

2 2 2
z+§:+%—%’izzz_+u§’;+9£-2_g%+/ﬁf)j’

W nastepstwie, dla uprosazczenia pisma, bedzie-
my oznaczali predkosci S§r edn i‘e w
przekrojach I i II strumienia wprost przez U i Ué
i wéwczae réwnanie D.Bernoulli'egé napiszemy:
7 4 L o, P ol

=+

2
T 29 ~ Lyt 29 +ﬂ%fz /45/

0GOLNE ROWNANIA RUCHU GIECZY.

142, W poprzednich artykulach staralidmy sig
wyprovwadzié w Spoééb.dnéé elementarny rdéwnanie,
wypowiadajgce bardzo wazne dla hydrauliki twier-
dzenie'D.Bernoulli'ego. Uwazamy za ﬁlaéciwe.dowieé&
tego twierdzenia, wychodzgc z o g 6 1l n ych
rownan ruchu cieczy. Poznamy inny spo-
8éb postepowania i inne metody‘rozumowﬁnia, ktore
mogg W pewnych przypadkach daé¢ wskazdowke pray roz-
wigzywaniu niektdrych zagadnien hydraulicznybh.

Przede wszystkim nalezy otrzymaé ogdélne row-
nanie ruchu cieczy doskonaXej, podane przez L.fule-
ra /1707 - 1783/.

Niech ciecz do?konala o cigzarze wkasciwym 3‘



- 279 -

znajduje sig¢ w jakimkolwiek ruchu.
Obierzmy osi spéirzednych prostokatnych Jx,
Oy , Oz , wzgledem ktérych bedziemy badali ruch.

08§ Z niech bedzie pionows /rys.84/. Staradé sige be-

dziemy utezyé takie - z
réwnanie, aby mozna fé?ﬂ_
byzo dla zadanego po- gﬂijfjgr

_ Vi
Yozenia czgstki, zna- dy L

- |
lezé jej predkosé i EZ
7 ' 0 — = 7 e

cisnienie w dowolnym | P
- | //
czasie, przy dziala- L/,?
niu pewnych siX zew-

ngtrznych. TyB.84.,

' Niech w czasie [ czgstka znajdzie sie w punk-
cie A , xtérego spéirzedne sa X, ¢, Z 3 predkodcé
czaaﬁki.w tym punkcie .zﬁaJdujqceJ gie niech bedzie

t?i_ciénieqie hydrodynamiczne D .

Poniewaz zatozylidmy, ze ciecz hadana jest
doskonata, iigo ciéﬁieniejp jest normalne do kaz-
dej plaszczyzny prieaunietej przez puhkt A i dla
kazdej z tych plaszczyzn jest jednakowe.

Przypuscémy, ze czgstka ma ksztalt nieskoncze-
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nie malego prostodcianu o krawgdziach: dx, a’g,a’z.
Wtedy masa tej czastki jest Orodydz ?; . Niech
czastke te bedzie pod.dziatanmiem 8ilty zewnglrznej
objetodciowej, ktdéra jest:w stanie nadaé¢ jednostce
ma8y przyspieszenie.d , a wige nieech na. azgstke
dziaYa: sita, ktdrej wartosé: bepduie =d10@/dz'$-62 .
Jezeli przes ax,ay,a oznaczy:ﬁy rzuty przyspiesze=
nia (. na osi X, Y, Z otrzymamy rzuty odpowiednie
sity objetosciowej:
dz-dy-dz —g--ax, ,
dz.dy. oz % “Qy 5
Oz oz —é’: . a
Poza tym:na-.naszy czgstke dziaXajyg sgsiednie
czgstki cieczy; dziatanie to wyrsza:sig jako par-
cie na dcienlki p-r.ost.'aécié.nu.
Niech cisnienie w gunkcie:»q b‘edzie/) .
Witedy parcie na scianke lewg o polu d{/- OZ bedzie
+P-O@/dz ; na:. scianke prawa —(p+§-§ O/x;_)a-?’;/?;fda;-,-.
stawiamy znak /-/, gdyz to parcie jest skierowane
w strone ujenmych_ L oo,

Wypadkowa pa.rc:La. w. kierunku osi X’ bedme

c/x dy-dz .
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W podobny sposdéb znajdziemy wypadkowe parcie
na scianki przednig i tylna o polu d*dz w kierun- |
ku osi ¢ : —gg dg/-dxo’z oraz na dcianki gérna i dol-
ng o poludzdly w kierunku osi Z

- gﬁ—a’z-a’xo’g ;

Pod dziataniem tych sit /sity objetosciowej
i paré/ czgstka. cieczy, wosiadajaca predkodé U /rzu-
ty ¥ na osi Z,{¢, Z niech bgda:?), Z?g,,?)z / porusza
si¢ dalej, uzyskujgc przyspieszenie%/rzuty prays-
pieszenia bedqﬁ,i‘.’z_’z v/,

Jdt " ot T dt
UkZadamy rdéwnanie ruchu, korzystajgc z zasady

d ‘Alembert ‘a @

Sixy rzeczywiscie dzialg,ja.ce na c.zq.atkg badang
/a wigc sika objetodciowa i parcia na scianki czgs-
tki/ razem z s i g bezwtadnosdci sg
W rownowadze .

Sitg bezwitadnodci nazywamy iloczyn z masy czg-
stki przez przyspieszenie rzeczywiscie uzyskane lecz
z2 odwrotnym zmaki‘em,a wigc bedzie to si=-

z

za: — Jdx- 0’9 Qz- ; rzuty tej sily na

a’f
vsi X, S/J Z s ¢

B o U
: drdé/d/zgma >
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~ dxdydz- gf;f .

T dUz
~ drdydz 5%

Z'é.‘;em réwnania ruchu badanej czsstki bedas
Q’xa’g/dz?af(ax~ %’%} —gﬁ dr-diydz =0
a’xo/;/dzg(a —g—@) - E%’-dy-dxdz =0
O’zdg/dzg(a d“"} %O/Z-dr-dg =0.

Po skroceniu przez (O/I dﬁ/dz) | otrzyma-
my: :
dvy _ g 0
-G =T
dv, _ 9 dp
A S il
dv, g 3
I

" Badajge e g 6 1 ny przypadek ruchu cieczy,
musimy przyjaé, e predkodé U /a wigc i rauty jej
Ur Yy, U, / mogg zmieniaé si¢ nie tylko ze zmianag
miejsca, t.J. zZe zmiang B.pélrzgdnych. x, Y,z , leca
moze zachodzié zmiana predkodei w tych samych miej-
scach z biegiem czasu. Innymi sXowy, predkosé U mo-

ze byé funkcjg nie tylko spdirzednych, lecz i cza-
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su, czyli U = f(x,q,z,z‘) . Poniewaz przy

ruchu spdéirzegdne X,(, 2z azmieniajg sig, zatem

spbrzedne te réwniez sg funkcjami czasu:
x=flt)s y=f0t); z=f(t).

o’v dv o438
dz‘ d‘z" ot

Wobec powyzszego pochodne mozemy

napisa¢ w postaci rozwinietej.

Wez'myg,’f ; otrzymamy:
v _vx dx , dy dy , Ov dz  Juy

Jdf T ox dfF "oy A T3z df T ot
y 9Z g, 9y dz _
Poniewaz.?}—-_z; s —7 ,%,POT_%,
wiges . '

v, _ I 30 A Iy,
dE T Ox U 5’9/ Y% 5z % *tor
W taki sam sposéb napiszemy dla —¢ oLl ig’Q&

| ot T df

Wstawmy w rdwnania /46/ rozwinigte wartosci%/,f-,

%r?—i%, otrzymamy réwnania ruchu w innej posta-

ci:
vy O Ay, v, _9.ap
%-3F ox %55y % 9z %5z
dvy, _ duy: duy 00y ,. _ 9.9 \ san
&~ 5t oy % wm b v g | 1Y

dy, _ 9y, Oy O 5 QP
az“aT“'&E‘?& Dy Z’Ef‘az Yy 7

143. W powyzszych rdéwnaniach ruchu, czy to w

postaci /46/czy w postaci /47/ mamy cztery niewia-
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dome /D s Uy s ’Ui » gdyz O, ,dy ,Q,uwazamy jako
dane, ) tez naleiy uwazac jako dane.Zatem do okres-
lenia 4 niewiadomych otrzymane trzy rdéwnania nie

sg wystarczajgce.

Trzeba utozyé jeszcze jedneo roéwnanie, ktore
dla cieczy doskomalej okreslimy z warunku jej nigg-
cisliwodci i ciggkodci, t.j., Ze pewna ilodé cie-
czy niedcidliwej, ktéra wpiynie do okreélbnej obje-
tosci, z tej objetodci wypiynie w poprzedniej ilos-
ci.

Aby ten warunek wyrazié matematycznie, wyobraz-
my sobie wewngtrz cileczy prazy punkcie A /rys .84/
prostoscian s t a ¥ y o bardzo maklych bokach 63:,
59,6}. Przez scianki tego prostoscianu wpzywa i
wypiywa ciecz z odpowiednimi predkodciami. Niech
przez lewg sScianke o pnlu-éifxfé'ciecz‘wplywa Z
predkoscig ¢, , przez przeciwlegly /prawa/ éciang
ciecz wypywaé bedzie z predkoscig roanq od ¥, ,mia~
nowicie rowng: U, 88&_C{x

Zatem wptyngXa ciecz o ciezarze: a‘&/ CSZ'U;;

a wyplyngla:.f-cs.y-é.z(z); +—‘§—%‘—- (fx), a wiec

powinno pozostaé w prostodcianie
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7:0y-8zfv, » L. 8 -, )=~y by 67 a”" S
Badajgc w podobny s@oseb dopkyw ci.eczy przez tyl-'
na scianke o pola 5.1‘ 52,- z predkoscis Yyi wyptyw
przez taka samg przednia z predkosdcig 2}5’, + g?’({)‘y ]
otrzymamy, ze W naszym 'prustoéedanie powinne pozo-
staé ilodé wody=— - Ox. 51 1/

Tak samo podczas przeplywu przez dolng i gér-
nq $clanke powinno pozostaé cieczy w prostoscianie

-3" Sx Lh/ C‘J-Z, ~ Zatem razem w prostoscianie

powinna pozost.&é cieces ¢ cieZarze

~70z-8y. 52(33& +av;, + 32)

Poniewaz utrzymujemy, ze ciecz jest miescigli-

wa oraz, ze ruch jest ciggty, t.j., Ze ile cieczy
wpIynegxo do ﬁrost_oécianu, tyle powinno wypXynaé,

wa‘lec powWyzS2za suxﬁa jest rdéwne germ. A ze ani T ani
_ CSJC&/CS-Z zerami byé nie mogg, wigc powinien dyd

zachowany warunek:
éJ:c @(/ *oz ¢ i

Réwnanie ostatnie wyraza warunek ¢ i g g o $-

¢ci ruchu ¢ieczyniedcisliwvej. To jest
wiagnie c zwart e réwnanie, o ktdrym wyzej

byta mowa.
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144. Bardzo wazny w zastosowaniach praktycz-
'nych jest ruch trwa l-y,_ktéregb okresle-
nie podalismy wyzej /p.art.121/.

7 tego okreslenia wynika, ze predkosci i cigé-
‘nienia zalezg tylko od spdéirzg¢dnych punktu, a nie
od czasu. To znaczy, ze U /zatem U, U,, U, /oraz P
8y funkcjami tylko X, ({ , Z , cayli, ze pochodne

tych wielkodci wzgledem [ sg zerami. Zatem
v _ v _ dvy _Ov
ot ~ ot ot ot

Majgc to na wzgledzie, przepiszemy rownania

=0 oraz 2§§‘= g

/47/ w teki sposdb:

_% 0%, 0%, g 9p
G =gx %~ E L P e
3?;;, aUy ) aU _ 67 8
=5 & - Ay Carr "ﬁfﬂgg_ i
_9u, 9% 2223 g 9p
%= gz VT 9y %oz %75z

8a to réwnania Bulera ruchu t rwa e g o
cieczy doskonaXej niedcidliwej. Jedli ma byé ruch

ciggly, musi byé speiniony dodatkowo warunek /48/.

145, Twierdzenie D.Bernoulli ‘ego. Majgc otray-
mane powyzsze wyniki, mozemy dowiedé twierdzenia

D.Bernoulli ‘ego.
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Zwrédmy sie do rdéwnad ruchu cieczy /46/

pomnézmy te rdéwnania: pierwsze przez Jx . druéie

przez O’g/ y trzecie przez dz 3 niech przy tym dx.,
dy, 0z bgdg rzutami przesunigcia sig czgstki. Po
przemnozeniu dodajmy rdéwnania strs.:unami, wowczas o-

trzymamy :
a, dx +a, dy +a, dz - d?‘- ox ~—O—,Z—"L-a’9/—
dv, _ 979
-O,;’ 0z = -—f%-dz + 0’;/ » i) /8#

Z warunku, ze olx jest rzutem na cd X przesu-

niecia czastki, piynacej z -prg@_kfﬁ'écia rzutu U,
wiec mozemy napisaé, ze olx = ?);.CZ’ZL W taki sam sp.o-
s6b napiszemy O’g/= 2)5;,-0’2‘L oraz 0z = Y d;{‘. Wowczas
lewa strona réwnania /a/ moze byé przepisana:

a; a’x+ay 0@/ A 0z _%.Ux.df_%fy__vya)zr._

po skréceniu df w 3 ostatnich wyrazach i z uwagi,

ze a’z; dfj-) de Uy = O//*E-"‘)araz O/U 0(—25—)
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lewa strona rdéwnanis otrzyma pustad:

a,dx +a,dy+a,dz [O/U"‘) d(”}+d/§)/

albo jeszcze inaczejs
a.dx+a,dy+aydz ~d[-2= *22’2’ '*‘”5'-) :

Poniewaz . 3;31‘ 'Ugfz-f 'Uz"" = % , wiec lewa stroma

-bedziet
a, dx +a,dy +a,dz - d/g——y'

Prawg strone réwnania /e./ z uwagi, ze méwimy
o ruchu t rwa Xy m, Ze zatem cisnlenie D jest
funkeja tylke X, ¢, Z , mozemy traktowaé jako roz-
niazk{z 'izuﬁélnq. O/p zmiennych LZ,.y.,‘Z,. 3 ‘zatem prawe
strona réwnania /a/ jest = —;—Q//O .

Nowe wigec posted rdéwnania /a/ bgdzie tekas

a,dz +ay dy +a,dz - dfZ) :79‘—’-0//0. V4

NWiech ciecz, ktdrg badamy, bedzie cieczg ¢ i ¢-
Z Xk gy t.j_., ze pite objetosciowa, dziatajsca ma
‘badang czgbtke jest silg cig¢ikodei, o wige silg
Dionowg, nadsjecy prayspieszente § , wéwezas I, =0,

Ay=0 5, Q=+ 9’ a roéwnanie /o/ zr.i':‘.;‘:ni 8ieg

nas

--gdz a/ vt = O//D 0 3 po pvdzieleniu

przez(—- ) 1 po scalkonaniu, otrzymamy s
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-z
T E%-f--;— = const. /c/

Jest to znana nam juz postaé rdéwnania, wyra-

zajgca twierdzenie D.Bernoulli'ego.

146, Korzyetajac z otrzymanych ogélnych rowe-
nani ruchu cieczy, poznajmy t w i e rdzenia
Bressea, dotyczace roékkadu cifnien w'sfru-
dze, piyngce] szerokim przekrojem.Niech bedzie stru-

ga cieczy d o 8 k on a-

X e j; przekrdj strugi )2

niech bedzie znacznych %%g
rozmiaréw. Przez dowol- i

ny punkt 0 poprowadzmy - %ﬂfzefm‘]}
linig¢ prgdu, ktdéra na

pewnym- odeinku jest \i

krzywg. W celu rozpa- G

trzenia cidnien, panu- /§ N "y
jacych w obranym przé- :§ vy (plan)
kroju /rys.85/, popro- é; |

wadzmy osie ﬁrostokqt- k E,

ne w taki sposéb: 08 X

poprowadzmy 8 t y ¢ z- ry8.85.

Hydraulika 259. 19.



