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kodei unoszenia wodpowiedhiclr grasksumiach strugl.
Zapamietad nalezy, ze te wysokosci winny byé o d-
jete ododpowiednich atron_réwnania.

Wynik ostatnio otrzymany znajduje zastosowanie
przy badaniu ruchu cieczy w pompach odsrodkowych,

oraz w turbinach wodnych rdéznych systemdw.

137. TWIRRDZENIE D.BERNOULLI ‘ego DLA CIECZY

RZECZYWISTYCH.

Ciecz doskonala tym sie zasadniczo rézni od cie-
cwy rzeczywistyeh, Ze nie posiada lepkosci. Lepkosé
bedzie tym czynnikiem, ktdéry zmusza nas do wprowadze-
nia pewnych zmian w réwnaniu, wyraZajgcym twierdze-
nie D.Bernoulli ego, otrzymanym dla cieczy doékcna-
xej. |

Lepkos¢ powoduje to, ze poszczegﬁlue czgstki
cieczy, zmnajdujacej sie w strudze, doznajg o0d czgs-
tek ciecay, plyngcych w sgasiednich strugach - prze-
tzkody w ruchu,w postaci tarcia.

Skutkiem tego oddziaXlywanie na powierzckni¢ bocz-
na strﬁgi padanej od strony tej cieczy, ktdérg odrzu-

cilidmy, juz nie moze byé normalne do poszczegdluych
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elementéw bocznej powierzchni, jak to byto w ciecay
doskonaXej, lecz bedzie o dc hy l one odtej
normali, t wor zac¢c 2 kierunkiem ru~
chu kgt rozwarty.

Jezeli przy tych warunkach zechcemy zbadaé ruch
strugi elementarnej, stosujgc do niej twierdzenie
o zmianie energii kinetycznej, jak. to poprzednio
czynilismy, nalezy przy obliczeniu pracy sii, dzia-
tajacych na struge, uwzglednié prace owych oddziaXy-
wan ukoédnych tym razem.

Badajgc ciecz doskonala, moglismy przyjaé, ze
oddziafywania na boczng powierzchnig strﬁgi badanej
byly do przesunigé normalne i praca ich byta réwna
zeru. Obecnie zas$, majgc do czynienia 2z cieczg rze-
czywigpa, kiedy oddzialywania powyzsze normalnymi
nie';q,‘musimy pracg tych oddziatywan uwzglegdnié.

Z uﬁagi na kierunek oddzialywan wzgledem kierunku.
ruchu, praca ta begdzie ujemma. Zatem réwnanie, kté-
re ma wyrazaé twierdzenie o zmianie energii kinetycaz-
nej w zastosowaniu do strugi cieczy rzeczywiste]j,

bedzie nastgpujgce:

o ds,-g* g%—?‘—{z:/qd/{dg — 1, O s, +3~d;{d;,(/é-/4);£j
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Ostatni wyraz £ ma oznaczaé wiadnie prace, wy-
konang, powiedzmy wprost, przez tarcie na powierzch-
ni bocznej, podczas przesuniecié si¢ strugi w elemen-
cie czasu df .

Powyzsza praca £ jest tym wieksza, im wieksza
Jest boezna powierzchnia strugi i im wigksza bedzie
lepko$é cieczy. Zrozumialym stad tez bedzie, ze £
bedzie tym wieksze, im dalej bedg wzigte przekroje
1 i 2, ograniczajace badang czgs$c strugi. Ostatnie
réwnanie mozemy uproscié, dzielgc obie strony przez
a%<igjr ", woéwezas otrzymamy:

% UE_ b Py oy E
29 " 29 T7 7 TR T Fapds

albo

L, Ut P, U £
f‘é*%wﬁg =Mt 29 T T ds

Ostatni wyraz winien byé jednorodny z pozosta-
Yymi, wchodzgcymi w rdwnanie. Poniewaz wszystkie te
wyrazy oznaczaja wy s o k o 8c i,zatem i ostatni
wyraz teZ musi byé uwazany jako pewna wysokosc. Oz-
naczmy Jja przez ﬂbﬁzz s gdzie znaczek "st" winien
przypominaé, ze to jest wysokosé stracona na poko-

nanie przede wszystkim tarcia, a jak pdzniej sie
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przekonamy, i na inne napotkane opory, liczby zas
1,2 maja przypominac, se to dotyczy opordw na odle-
gtogci 1 - 2.

Wéwczas otrzymamy rownanie, wypowizdajuce twier-

dzenie D.Bernoulli’ego s W oostaci”

H;+h£f_+m2£'—/7é+ pz

7 zq Z‘) 743/

29
Zwrdcié nalezy uwage, 2€ Wyras ( i) Jjest doda-
nydo tej strony rdwnania, ktdéra dotycazy
1 0Zniejszego potoszenia czsgstki
w strudze cieczy.
Jezelibydmy badali czedé strugi uieCZy.rzeczy-
wistej miedzy przekrojami 1 i 3, moglihy$my napisac

!

réwnanie powyzsZe w postacit

H +—11_+‘29’ }é /% +——i— #*ﬂiﬁ)

Badajac czeéé strugi miedzy przekrojami 2-3,

zastosujemy rdwnanie:

H*a‘ 2~g—~}{+—+—+(/ysf) i tak dalej.

Tesliby ciecz poruszala sig w strudze w kierun-
ku przeciwnym, naprz. od przekroju 3 do przekroju 2,

wtedy nalezaXoby ufo&yé réwnanie w taki sposdb:

H, -f°—+—ﬂ~y+f_+ 3% +lhe), -
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Jedng z trudniejszych shraw w zastosowaniach
praktyczaych jest doktadne obliczenie wysukoéci@p
gd;é ta zalezy od wielu przy tym nieuchwytnych ra-
chunkowo wtasnoSci cieczy rzeczywistej.

7.8ZWYCZa] wysokoéé.ﬁw bedziemy wyrazali jako
funkeje prgdkosci ¥ i najczedciej w postacit

s
=g

138. Poprzednio wskazana zostae droga, ktdrg
nalezy postgpowacs jedli w trakcie rozwigzywenia za-
cadnienia mamy uwzglednié warunek, ze ciecz jest rze~
czywista. Niekiedy postepowaé¢ bedziemy odmiennie: za-
gqﬁuieﬂie pewne, dotyczgce cieczy raeczywistej, roz-
wigzemy dla cilec2y deskonatej, co czgste sprawg bar-
dzo upraszcza. Otraymany wynik teoretyczny, ktdry,
ocgywiscie, zastosowania wprost nie vgdzie mégi zna-
lei¢, poprawiamy, wprowadzajgc odpowiednie spoZcazyn-
niki praktyczne, ktére znajdujemy pordwnujgec wynik

teoretyczny z rezultatami dosSwiadczenia.

139. Otrzymane w art.l37 rdéwnanie D.Bernoull ego
/A3/ jest wazne dla bardz o ¢ i.enm k i=e jstru-
gi cieczy rzeczywistej, gdyz tylkow bard z o

cienkiej strudzemozemy przyjaé, ze predkodci
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czastek znajdujacyeh sig w pewnym przekroju takiej
strugi, nie rdznig sig¢ znacznie migdzy soba, sg,po-
wiedzmy, praktjcznie jednakowe s -

Jegli natomiast badaé bgdziemy ciecz rzeczywis-
ta, piynaca s z e r 0 k g strugg /naprz. w kanale,
W rzece .../,predkosci czgstek, wzigtych w tym samym
przekroju, réznié sie beda znacznie miedzy soba. Ten
wzglad wkXasnie wymaga wprowadzenia pewnej poprawki
w.réwn. /A3/, jesli mamy struge o znaczniejszym prze-
kroju poprzecznym.

Ciecz rzeczywista, piynac jakimkolwiek przewo-
dem, doznaje przeszkdéd w ruchu skutkiem tarcia o scian-
ki przewodu. Najwigcej odczuwala dziaXanie sScianek
czgstki strumienia, ptyngce tuz przy sciankachj czast-
ki te, dzigki lepkosci cieczy, odziatywujag na sgsied-
nie czgstki, te na nastepne i t.d.; im czgstka bedzie
dalej od écianki, t&m mniej bedzie odgzuwany przez
czastke wpiyw Scianek. Wynik stad bedzie ten, ze czg-
Btki w danym przekroju strumienia ptyng # rdéznymi
predkosciami: najmniejszymi przy sciankach przewodu
i stopniowo wigkszymi w miarg coraz wigkszej. odleg-

L3

*osci od gcianek przewodu.



- 271 =

140. W wielu zagadnieniach hydraulicznych nie
ma potrzeby liczenia si¢ 2z rozmaitymi wartosciami
predkosci w roznych punktach danego przekrojuswy=-
starcza nieraz przyjaé,zé wsrystkis czastki w danym
przekroju strumienia pZyng z Jednakowg predkodcig,
ktéra nazywamy pre dkosdcig Srednig.
Predkodé ta winna czynié zadodé nastepujacemu warun-
kowi: iloéé cieczy, ktdéra przez dany przekrdj stru-
mienia rzeczywidcie przepzywa, posiadajac predkosci
rézne w réznych miejscach przekroju, powinna byé ta-
ka sama, jak gdyby ciecz piyneka przez dany przekroj
z ta wtagnie pregd;cdéciq. grednia, jednakowg we wszyst-
kich punktach przekroju.

Matematycznie ujmiemy ten warunek w taki sposdb:
niech df begdzie dowolnym elemenﬁemjola. pr.-zei;roju F
szerokiego strumieniaj w elemencie tym niech bedzie
predkodé ciecay U ; wéwczas ilosé cieczy, przepiywa-
jace] w jednostke czasu przez ten element = v dF.
Zrobmy takie samo obliczenie dla wszystkich elemen-
téw pola przekroju £ , wévs;GZas catkowita ilosé cie-
czy piyngcej danym strumieniem =‘£2}‘0{F, ‘gdzie calka
winna objaé cake pole f przekroju.
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Qznaczmy teraz Srednig predkesd przez Y ;5 wowe
czas ilodé cieczy przepiywajacej ¥ strumieniv w jed-
nostke czasu, otrzymamy: frag.

Na podstewie okreslenia predkosci sredniej win-

no zatem byé:

/Ud/:= . f

a stad
[ vd. ‘ .

Prgdkosé rzecazywista w rdznych punktach prze-
kroju, jalk méwilismy, bedzie réznié sige od prgdkos-
ci Sredniej. Mozemy przeto napiseé, Ze wogdle U=U+¢,
gdzie € oznacza pewne wielkodci dodatnie lub ujemne,
rozne w réznych miejscach przekroju. 2 okresdlenia

predkosci Srednie] wjnika, zes

[+ =y F,

albo

/quﬂF+l/éCﬂr = ngr;

F
‘poniewaz

?

/qdfzq/df_—. - F
F F
wigc w;elkoéci € winny czynié¢ zadoéé wyrunkowi:

'/F'sdf=0.
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141 . Rozpatramy teraz, jak eie wyrazi twier=
dzenie D.Bernoulli'ego, jedli bedziemy badali ruch
ciecgy rzeczywistej, pIyngce] s zer ok im
strumieniemn, kiedy zatem w réznych punk-
tach jednego i tego samego przekroju poprzecznego
bedag rézne predkosci.

Przypuscmy, ze mamy tu do czynienia 2z ruchenm
trwaiym i ciggiym.

Postgpowaé bedziemy tak samo, jek to uczynilis-
my przy badaniu ruchu nieskonczenie cienkiej stru-
gi: obieramy czedc¢ strumienia, zawartyg migdzy plas-
kimi przekrojami I £ II o pelach /; i f, /rys.83/;
po czasie df czZg~
stki, bedace w
przekroju I, piy=-
nge 2 r 6 zny-~
m i predkodciami,
znajda_sie 18 pew=-
nej powlerzchni
kfzywej s Jjed=

noczesnie czgst-

ki, ktore byily

Hytraulika 259. 18.
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.w plaskim przekroju II, znajdg sig po czasie
na powierzchni 31,

Zmiana, energii ~kinetyozne] cieczy migdzy
przekrojami I i II w czasie df bedzie réwnaé sie
/w przypadku ruchu trwatego/t

en.kin. wziete] mied'zy przekrojami /II - II;"—

—en.kin., wzigta migday przekrojami 76 . Ly .

Energie¢ kinetyczng cileczy migilzy przekrojami
/11 - 11’/ znajdziemy w taki sposdéb: dzielimy po-
lef,na dostatecznie maxe pélka I, ;
niech tutaj czgstki posiadajg predkodé U,. W cza-
sie ol czgstki przejdg droge -%.df. Masa elemen=-
tarnej strugl o przekroju dfz » stanowigcej tylko

czgs¢ strumienia zawartego miedzy /II - II'/, bg-

dzie: vz'dﬁgd’fz' A . & eerEEE Minetydang el
7 z
czedci bedzie: . df o % % .

Wobec tego energia kinetyczna strumienia,za-

wartego migdzy paszczyzng II i powierzchnig iI’
otrzyma sie jako:

. A
/@Qdfd/z'"g’* 5 7

gdaie_Oalka jest rozszerzona na caie pole /';_ o

Czas O jest dla wezystkich elementarnych
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strug jednakowy; zZatem ostatnia catka moze byé tak

napisana: ‘
- 7 o s
_EE;CﬁZ/}é'OZ .
' f

Oznaczmy Srednig predkoscé cieczy w przekroju II
0 polu f; przez U,. Poniewaz predkodé 5 wzigta w
dowolnym punkcie przekroju /'; Jest wielkoscig rézng,
mozemy, zgodnie z *tym, jak postapilidmy w poprzed-

‘nim artykule, napisaé, ze:

Zatem

%(Zf q% j/k -+£) Cég 5

po otworzeniu nawiasu mamy:

[+ [Sech [T il « [l

Poniewaz 2)‘ jest wielkoscia, sta?cq dla wszyst-
kich elementarnych strug, wiec poprzednie wyrazenie

przybierze postac:

'zg;;/d;g + 5@;22/50/,@ + 52}5-2/520% +153o§§

albo, .poniewaé zgodnie z poprzedmim artykulem,

ffd/‘:g wigc ostatni wielomian bgdzie:

+3 52/620//{,,_ /530/f
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Wracajac teraz do otrzymanej wyzej wartosci
energii kinet. czedci strumienia, zawartego mig-
dzy II i 11’ , i uwzgledniajgc ostatnie wyragenie,

znajdziemy, %e szukana energia kinetyczna:

fgwifékéﬂié:= 52'07 zijli +—3i%¢4£é%ﬁgl+4!5§q%57.

Wyraz zawarty w nawiasie jest wigksezy niz @E%é:
mozemy zatem papisaé zamiast nawiasu wyraz ckz»lggfg,
gdzie O, >7 i zalezy od tego, w jaki sposéb zmie-
niajg sie predkosci w réznyéh punktach tego samego
przekroju. ‘

Spétczynnikowi X , noszacemu nazwg spoiczyn-
nika 3aint-Venant a, w obliczeniach
nadajemy wartos¢ najczgdciej 1,1, niekiedy 1,2, a
nawet 1,25 przy zapuszczonym kofycie,_ktérym PXy-
nie struga cieczy. Przy bardzo szorstkich i zapu-
szczonych korytach X moze by¢ jeszcze wigksze.

Otrzymujemy wiec, ze energia kinetyczna czes~

cl strumienia, zawartego miedzy II i 11’ =
3 2
_ Uso albo o, U
= ydlo, 2 F = Ta’ﬁ/‘;-zgg-—*’é—;z—
W podobny zupeinie sposdb znajdziemy energie

kinetyczng ciecay, zawaytej w strumieniu migdzy I
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i I’;energia ta = ﬁﬂCﬁQﬁilg~£%?$§~ y gdzie
U, oznacza $ r e d n i g predkosé w przekroju I
o polu/ .

Poniewaz rozklady predkoéc; w przekroju Emi)g
moga byé rézne,lzatem mogg tez byé rdzne i spoi-
czynniki o 10, w fynh przekrojach.

Many zateﬁ y 26 zmiamna energli kinetycza-
nej strumienia miedzy I i II przékrojem w czasie Of

bedzie sig¢ rownac:

rdtFu, O‘z &52 _ rdtFy :2927);? )

Jedlsi uwzglgdnlmy, ze ruch cieczy w strumie-
niu jest ciggly, bedziemy mieli, zZe ﬁilg = é12§2,

zatem powyzsza zmiana energii

= potf g, (Sl -

Gdybysmy nastepnie obliczyli sume¢ prac wyko-

nanych w czasiecff przez sity zewngtrzne, przyzo-
zone do czygstek strumienia migdzy przekrojami I

i II i prazyréwnali te sume znalezionej poprzednio
zmianie energii kinetycznej.i dokonali wreszcie
odpowiednich redukcyj, otrzymalibyémy réwnanie D.Ber-
noulli'ego podobne do poprzedniego z tg roznicg;vc

zamiast predkosci czgstek w danych przekrcjaéh rieli-
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by$my predkosdci Srednie ,wprowa-
dzone z pewnag poprawkge

Réwnanie to bedzie miazo ksztalts

2 2 2
z+§:+%—%’izzz_+u§’;+9£-2_g%+/ﬁf)j’

W nastepstwie, dla uprosazczenia pisma, bedzie-
my oznaczali predkosci S§r edn i‘e w
przekrojach I i II strumienia wprost przez U i Ué
i wéwczae réwnanie D.Bernoulli'egé napiszemy:
7 4 L o, P ol

=+

2
T 29 ~ Lyt 29 +ﬂ%fz /45/

0GOLNE ROWNANIA RUCHU GIECZY.

142, W poprzednich artykulach staralidmy sig
wyprovwadzié w Spoééb.dnéé elementarny rdéwnanie,
wypowiadajgce bardzo wazne dla hydrauliki twier-
dzenie'D.Bernoulli'ego. Uwazamy za ﬁlaéciwe.dowieé&
tego twierdzenia, wychodzgc z o g 6 1l n ych
rownan ruchu cieczy. Poznamy inny spo-
8éb postepowania i inne metody‘rozumowﬁnia, ktore
mogg W pewnych przypadkach daé¢ wskazdowke pray roz-
wigzywaniu niektdrych zagadnien hydraulicznybh.

Przede wszystkim nalezy otrzymaé ogdélne row-
nanie ruchu cieczy doskonaXej, podane przez L.fule-
ra /1707 - 1783/.

Niech ciecz do?konala o cigzarze wkasciwym 3‘



