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szczegóły ruchu cieczy*

Wyniki stąd otrzymane, jednak, na ogół w ż,y>;iu

praktycznym znajdują ograniczone zastosowanie. Na-

tomiast jeat jedno ważne twierdzenie, które otrayrau-

je się % równań ogólnych ruchu i które ma szerokie

zastosowanie w praktycznych zagadnieniach hydraulicz-

nych. Twierdzenie to musimy poznać. Postaramy się

sprawę wyłożyć metodą prostszą, idąc za Danielem Ber-

noulli^m bez korzystania z ogólnych równań ruchu cie-

czy,

124. T w i e r d z e n i e D a n i e l a B e r -

n o u 1 1 i ' e g o '/1700 - 1782/.

Niech ciecz c i ę ż k a d o s k o n a ł a bę-

dzie w pewnym naczyniu w ruchu. Niech to będzie ruch

c i ą g ł y i t r w a ł y * Obierzmy Y/ewnątrz pły-

nącej cieczy przy dowolnym punkcie pole elementarne

prostopadłe do prędkości w tym miejscu. Przez wszyst<»

kie punkty obwodu tego pola poprowadźmy l in ie prądu.

W ten -apoaób utworzy się powierzchnia, otaczająca

strugę cieczy. Weźmy pod rozważanie część strugi,za-

wartej między dowolnymi dwoma przekrojami I i I I o

polach df, i dfz /rys.74/. Po czasie bardzo małym

Hydraulika 259. 15.
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dt ciecz, zawarta początkowo w części strugi /I.~II/

płynąc razem z całą cieczą, zajmie położenie /I•Ii/.

Przekrój I niech przesunie się o długość c/s, j jeże-

li prędkość cząstek cieczy w tym przekroju będzie tf,

wówczas możemy przyjąć, że w ciągu bardzo krótkiego

czasu dt prędkość V, się nie zmieni i że

dst = vr dt
Równocześnie przekrój II przesunie się do I i '

na odległość ds^^n^dt\ gdzie Vz jest prędkością czą-

stek w przekroju I I , czy też I i ' .
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Zastosujmy do cieczy, zawartej w badanej cssęś-

ci strugi twierdzenie o zmianie /czy też przyroście/

energii-kinetycznej . - Twierdzenie to, jak wiemy z me-

chaniki, głosi: zmiana energii kinetycznej danego u-

kładu cząstek w ciągu pewnego czasu jest równa sumie

prac, -wykonanych przez siły zewnętrzne»przyłożone

do cząstek badanego układu i przez siły wewnętrzne,

działające miedzy tymi cząstkami w tym samym czasie.

Aby móc zastosować to twierdzenie do naszej cie-

czy ^zawartej w strudze między przekrojami / i-I l/ , a

następnie ../l'- I I V należy przede wszystkim tę część

strugi wyodrębnić od pozostsiłej cieczy. Otrzymamy to,

jeś l i odrzucimy ciecz, otaczającą "badaną strugę / I - I I /

i w zamian za to przyłożymy odpowiednie siły, któreby

zastąpiły oddziaływanie odrzuconej cieczy.

Będą to siły t a/ siła w przekroju I , którego

pole jest O1// i nieoh w tyra miej scu panuje olśnienie

p, i zatem siła, zastępująca odrzuconą ciecz będzie

f/ i *>/ eiia. w przekroju I I , którego pole jest

i niech w ty# miejscu będzie ciśnienie pz » a

więc s iła, którą należy przyjąć.w tym przekroju bę-

dzie Dz- dfz ; c/ do bocznej powierzchni badanej uzęa-



- 228 -

ci strugi należy przyłożyć* s i ł y , zastępujące oddzia-

ływanie odrastaćoasg cieczy? s i ły t e ze wzglę<lu na cieoa

doekpn#ł^ - będą w k&źdym elez8£nei« "bocsmsj powierz-

chni norraalo© da tych elementów* Wszystkie powyższe

s i ł y są t« s i ł y *p o w i & r * c & n i o w e *»

Poza siłami powyższymi a/,, ls/» c/ i s t n i e j ą d/

Biły " o b j f t o ś c i o ir e "»•» dasaysi przypadku

pochodzące od działania przyciągania ziemi /założy-

liśmy oiecz ciężką/. Waayatkie powyższe s i ł y a/b/c/d/

są to s i ł y z e w n ę t r z n e .

Mówiąc o s iłach zewnętrznych* działającycłi na

badaną eieess» papzyjmijuąy, że badana caęść s t rugi ma-

ło j e s t zagięta, skutkiem czego możemy nie uwzględ-

niać s i ł d o ś r o d ł c o w y c h j które» gdyby

atruga doznawała z n a c z n i e j s s e j krzywiz-

ny, należałoby jeszcze uwzględnić, jako nily objętoś-

ciowe. Następnie wewnątrz s t rug i m i ę d, z y poaa-

caególnymi cząstkami i s tn ie ją oddziaływania wajem-

ne t,zwc s i ł y w e w n ę t r z n e * które pray ru-

chu cząstek mogą wykonać pracę . Jednak suma tych prac

w dwóch przypadkach będzie równa zeru:

<X/ kiedy przez cały czas ruchu cząstki nie zmie-
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niają między sobą wzajemnych, odległości §#/ kiedy

odległości te zaieaiają się, lecą położenie wsajem-

ne cząstek w końcowym momencie b&dawigs rucłiw układu

jest to samo, jakie było w poesątkowym momencie.

W naszym przypadku prsyjinujemy aieca d o s -

k o n a £ ą , a więc ia 1 « ś « ł a 1 i » ą§ możemy

więc przyjąć» że csąat^caki badaną| cd&esy n i e

z m i e n i a j ą m i ę d z y s o b ą o d l e g -

ł o a c i . Zatem powiemya że w daaym. ras ie s u m a

p r a c s i ł w e w n f t r z n y e ł i j e f i t

r ó w n a z e r u .

Po omówieniu a i ł daiałająoycli na badaną część

strugi przystąpmy do zastosowania wypowiedzianego

wyżej twierdzenia o zmiani« energi i kinetycznej»

Zmiana energi i kinetycznej w aaaaym przypadku

- końcowej energi i kinetycznej- oiec*y w atrudae / l ' »

I l^/ jnnie j pooaątkowa energia kiuetyeana. aieczy w

strudze / I - II/V

Energie kinetyczną c&ęiei /I4"- I I V możemy uwa-

żać jako sumę energi i cząstek zawartych w części

/ i ' - 11/ i w częioi / I I - I I ' A W podobny spoaób ene-

rg ia kinetyczna części / I - 11/ moie by<S uważana ja-
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ko suma energii części / I - i/ i części /i - 11/o

Zatam zmiana en. kin. ~ en« kin« /l' — 11/ +

+ «n* kin. / l i - li'/ ~ en.kin»/l - i'/ - en.kin,/l-

Ponieważ z a ł o ż y ł i ś my r u c h t r w a-

ł y> to jest taki, w którym cząstki cieczy, znajdują-

ce się w częaoi strugi /i" - I i / , na początku ozasu dł

i po czasieć/f , będą miały podobne prędkości, więc e-

nergia kinetyczna / i ' - I i / na poeaątłcu caasu cft-i po

czasie c/fbęd.zie.̂  ta sama.

Możemy więc powiedzieć, że:.

Zmiana energii kinetycznej s en.kin. /li, - I i / -

- en.kin. /i - i/. Czyli, otrzymujemy rezultat taki,

jak gdyby część cieczy, znajdująca się w strudze

/ i ' - I i / udziału w ruchu nie brała, natomiast caęśó

/I - 1/ przeniosła sif do /II - I i / .

Znajdźmy energię kinetyczną części / l i - I i / .

Objętość cieczy zawartej w tej częaei strugi

jeots

Jeśli przez j> oznaczymy ciężar właściwy badanej

cieczy, wówczas ciężar cieczy /II - 11/ Jeat

zaś masa jest
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Ponieważ wszystkie cząstki oieczy w tejobjętos-

ci mają jednakową prędkość Vz. * zatem energia kine-

tyczna tej cieczy =

f taki sam sposób znajdziemy energię kinetycz-

ną cieczy, zawartej w strudze /i - l'/«

Objętość tej cieczy = df,-ds,i maaa =
T 2

energia kinetyczna = df,• ds, -g- • ~£ *

Ostatecznie zmiana energii kinetycznej jeat

fds^--^- d/-ds-¥/Ź aó2. g z i' ' 9 2.

Z e w z g l ę d u n a z a ł o ż o n ą c i ą g ł o ś ć

r u c h u należy przyjąć, że df2dsz = df, ds, .

A wtedy zmianę energii kinetycznej badanej cie-

czy możemy przedstawić w postaci:

Obliczmy teraz pracę s i ł , działających na daną

część strugi podczas przesunięcia się jej z położe-

nia /I J 11/ do / I ' ~ IIVo

Przystąpmy do obliczenia sumy prac sił
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zewnętrznych* o których, wyżejŁr była* mowa.

Mamy siły, działające na obraną część strugi:

siły powierzehiowe i ai£ę ciężkości, jako siłę obję-

tościową*

Parcie na pol« df, od odrzuconej części stru-

gi równe p,'dft skierowane jest do wnętrza strugi

badanej i jest normalne do df, . Podczas praeaunięoia

przekroju I na miejsce lr Biła ta przejdzie dro «-

„ w kierunku siły i wykona pracę:

p,'dfrds, .
Parcie na pole df2 równe p2- ufz jest normalne do

i jest skierowane do wnętrza strugi badanej »Pod-

czas przesunięcia si§ punktu II na miejsce 11% si-

ła ta przejdzie drogę aJ 2 w kierunku wproBt przeciw-

nym działaniu siły. Praca tu wykonana » -pz• df^• otsz .

Parcia na powierzchnię boczną naszej strugi, jakkol-

wiek istnieją, pracy żadnej nie wykonają, gdyż są

normalne do dróg* które zostaną opisaoe przez, punkty

prsyłoienia tych p«ró»

Siła objętościowa • s i ł a ciężkości - przy prze-

sunięciu gie afcrugi * /I - U/ do / I * - II?' *ykon»

taką samą pracę, jak kledybyśay element /I «. I*/
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przenieśli na miejsce /II •» II/', nie ruszając zupeł-

nie części /l'« Il/«

Uiech środki pól df, i dfz znajdują się na wyso-

kościach^ i /^/rys*74/ ponad dowolnie obraną płasz-

czyzną poziomą*

Ciężar elementu /i - l'/ jest * dfj-d<S,-T ; taki

sara będzie ciężar elementu / I I - I i / .

Pracę tej siły otrzymamy równą

J c//l-ć/s,-j--dscosfdj,q)
gdz,ie.a^ jeat elementarnym przesunięciem caąatki o

ciężarze /'df,dsfT / na drodze od I do II przekro-

ju, zaś kąt fds, (j) jest to kąt utworzony kierunkiem

przesunięcia^ i przyspieszeniem Cf siły ciężkości.

Zatem pracę ciężaru df,'d6tT otrzymamy po scał-

kowaniu ostatniego wyrazu, pamiętając, że df,-ds,-T

jest wielkością atałą: df,dsrj(fy~Hz).

Wszystkie prace mamy obliczone- Możemy napisać

równanie, wynikające z twierdzenia o zmianie energii

kinetycznej i
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albo po skróceniu przez df,-d&,-f % otrzymamy:

f ~ f r n> i
Aby lepie j zaznaczyć t reść tego rdwnania,prze-

nieamy wyrazy, dotyczące położenia I na jedną s t r o -

nę równania, pozostałe wyra2y na-drugą; otrzymamy:

u + A + j£ = u + A

Równanie t o , jak widzimy z przebiegu rozumowa-

n i a , nie zależy od t e g o / gdzie obraliśmy przekró j I I i

moglibyśmy w t e j samej s t rudze obrać j a k i ś inny p r z e -

krój Ulg którego wysokość byłaby/% , c i ś n i e n i e / ^ i

prędkość TĄ • Wówczas otrzymane równanie mogłoby być

rozszerzone dla przekroju I I I w t a k i sposób:

£ £ A j£ '& j£ ł U .H'+ T lej h* T £y n3 J 2q
czyl i , że t a s trona równania j e s t c o n s t . / 4 l /

Treść tego równania zawiera zapowiedziane t w i e -

r d z e n i e D a n i e l a B e r n o u l l i / e -

g o ,

Aby łatwiej i p r o ś c i e j wypowiedzieć t o twier-

dzenie, wprowadźmy k i l k a okreś leń, a więc:

r/j} H2. , n3 . » ^ . . . będziemy nazywali w y -

s o k o ś c i a m i p o ł o ż e n i a różnych miejsc
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s t r u g i n a d o b r a n y m p o z i o m e m z a s a d n i -

c z y m a l b o p o z i o m e m p o r ó w n a w c z y m ; ~źr>-~ł> -& - s ą
o o o

t o , j a k wiemy ? w y s o k o ś c i c i ś n i e n i a

h y d r o d y n a m i c z n e g o w t y c h mie j acach

s t r u g i i w r e s z c i e
JŁ\ L,£ i t . d .
2cj Zc Zg

s ą t o w y s o k o ś c i , o d p o w i a d a j ą c e p r ę d k o ś c i o m U,VZ)V3

w t y c h s a m y c h m i e j s c a c h s t r u g i ; n a z w i e m y j e w p r o s t

w. y s o k o ś c i a m i p r ę d k o ś c i *

Wprowadziwszy p o w y ż s z e o k r e ś l e n i a f wypowiemy

t w i e r d z e n i e w t a k i s p o s ó b ;

D l a c i e c z y c i e ż k i e j i d o s -

k o n a ł e j , z n a j d u j ą c e j s i ę w

r u c h u t r w a ł y m i c i ą g ł y m , a u -

m a t r z e c h w y s o k o ś c i t w y s o k o ś -

c i p o ł o ż e n i a , w y s o k o ś c i c i ś -

n i e n i a i w y s o k o ś c i p r ę d k o ś c i

j e s t w i e l k o ś c i ą s t a ł ą w k a ż -

d y m p r z e k r o j u s t r u . g i c i e c z y .

1 2 5 . Na z a s a d z i e t w i e r d z e n i a D . B e r n o u l l i ^ e g o

możemy p o z n a ć r ó ż n i c ę , m i ę d z y c i ś n i e * - .
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n i e m h y d r o s t a t y c z n y m a h y d

r o d y n a m i c z n y m .

Niech będzie n a c z y n i e , j ak na rysunku 75, w

którym oiecz znajduje a i c w ruchu trwałym.

rys.75.

Wyobraźmy aobie wewnątrz tej cieczy atrugę w

bliskości osi naczynia. Obierzmy w tej strudze prae-
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krój na wysokości n od poziomu zasadniczegojniecłi

tu bedaie ciśnienie hydrodynamiczne p i prędkość V.

Twierdzenie D.Bernoulli^ego daje nam możność

naplsmnia równania dla cząstki wziętej na swobodnej

powierzchni, g-daie muzaypa i t£ ciśnienie i .pręiikość

i w praskr.oju wziętym na wysokości h nad poziomem

zasadniczya.

Równanie to jeatt

u . A V* ._ h + Jl + 2?
'1i T * 2q '' f 2a

Z równania tego otrzymamy:

Taka j e s t wartość c i ś n i e n i a h y d r o d y n a *

m i c s s n e g o . Zachodzi t e r aa p y t a n i e , j a k i e by~

łoby c i ś n i e n i e h y d r o s t a t y c z n e w tym

samym miejscu* a więc wtedy, gdyby ciec-a n i e wypły-

wała % naczynia*

Oanaczmy c i ś n i e n i e hydrostatyczne w tym mie j s-

cu p r z e z f i ' . Według twierdzeń hydros ta tyk i nap i sze-

Wstawmy wartość/? z równania /b/ w równanie
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/a/, otrzymamy:

Stąd wnioskujemy, że ciśnienie hydrodynamiczne

p różni się od hydrostatycznego p . Różnica ta aa~

leży od wielkości f- ̂ ^

p'Jeżel i -2̂ =2// , wtedy p - p'

" 2/ > V} » P < P'
n V<V) " p > p '

Wobec ciągłości ruchu* musi być spełniony waru-

neks że

Vf'f, - 2/-/1 czyli t^= Z^-4-

stąd wynika, że p= p' » j e ś l i f°*f/-

Będzie to zatem w przekrojach wziętych na wy-

sokościach H3rf~J5 , gdzie f3 - fs =-f, -

Następnie p <p' 9 gdzie j ^ f, ; znajdziemy ten

warunek w przekroju9 wziętym na wysokości Hz i w są-

siednioh.

Wreszcie p>p' , gdzie f > f, ; warunek ten

będzie spełniony w'przekroju t wziętym na wysokości

H4 i w sąsiednich.

126. Łatwo sprawdzić doświadczalnie otrzymane
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wyniki przy pomocy otwartych piezometrów, tak wsta-

wionych, aby mierzyły ciśnienie w przekrojach, o

którycii była wyżej mowa. Jeżeli ciecz w naczyniu

będzie w spoczynku, wtedy we wszystkich piezometrach

ciecz stanie na j e d n a k o w y m p o z i o m i e

z p o z i o m e m w n a c z y n i u /przyjmujemy,

że na otwarte końce piezometrów działa ciśnienie Da

to samo, co na swobodnej powierzchni w naczyniuZ

Pozwólmy cieczy płynąc przez naczyniej niech

ruch sie utrwali, co nastąpi w bardzo krótkim czasie.

Wtedy zauważymy, że ciecz w piezometrach zmie-

ni poziomyj w niektórych tylko pozostanie bez ruchu*

w innych zaś opadnie lub podniesie się w porównaniu

z poprzednim stanem. Mianowicie /rys»?5/ w piezomet»

rze 2 opadnie? w piezornetrze 3 pozostanie bez zmia-

ny, w piezoraetrze 4 podniesie s i § , wreszcie w 5 -

pozostanie bez zmiany.

Podobnie moglibyśmy stwierdzić słuszność otrzy-

manych wyników, stosując mały balonik gumowy, napeł-

niony gazem i obciążony ciężarkiem, któryby był w

stanie balonik zanurzyć w wodzie.

Zanurzajmy taki balonik w naszym naczyniu w
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różnych przekrojach. Sledanjy za stanem balonika wte-

dy, kiedy oiecz j e s t w spoczynku i kiedy następnie

ciecz zacznie przepływać ruchem trwałym*

Należy spodziewać s i ę , że w przekroju 2 balonik

podczas przepływu cieczy rozszerzy s ię w porównaniu

a tym etanem, kiedy ciecz będzie bez ruchu? w prze-

krojach 3 i 5 balonik nie powinien dosnąć zmianyj

w przekroju zaś 4 balonik winien się skurczyć.

127. Wróćmy jeszcze do równania / e / z art<.125:

' ' * 2.O

Zbadajmy ciśnienie w tych .przekrojach, których

pole f j e s t < ff , podobnie jak to mamy z przekrojem

fz , gdzie niech będzie prędkość Z£ « ,

Taki przypadek może zajść wówczas, kiedy Ł£ bę-

dąc > niż V} t j eat t a k i e , że bezwzględna wartość

jeat =

.Wówczas oczywiście p * O

Będzie to oznaczać, że cząstki cieczy w takim

przekroju poruszają się jakby zupełnie s w o b ó d -

n e cząstki, nie odczuwające obecności sąsiednich*.

Jeżeliby zachodził taki warunek, że przy 1/Z>U/
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bezwzględna wartoeć T-i jest > p1 , wte-

dy otrzymalibyśmy p <0 „ c o musiałoby oznaczać, że

c i ś n i e n i e hydrodynamiczne w takim przypadku zamieni-

łoby s i ę w r o z c i ą g a n i e , co j e s t niemożliwe w c-ieczy

d o s k o n a ł e j . Cząstki n i e byłyby w s t a n i e w y p e ł -

n i ć c a ł e g o p r z e k r o j u ; s t ruga j a k

gdyby rozsypywała a i ę .

128. W o d o m i e r z V e n t u r i .

J e s t t o prayraąd utworzony z dwóch stożkowych

r u r , połączonych ze sobą mniejszymi średnicami

rząd ten nazywany j e s t częs to nzvjężką" Venturi 'ega

/rye-76/ . Przy pomocy z-węż^i mosemy mierzyć wydatelc

wody, -pTsepływającej przea przewód * w któi^y .jest

włączona wspomniana zwężka. Pomiai' wody uskutecs-

niaay na podstawie z a l e ż n o ś c i , wynikających z twier-

dzenia ©•Bernoulli 'ego. Przyrząd, * -.Ł :' -' 1 iśmy,

składa s ię z dwóch r u r stożkowych^ poł^cuonyjh a t

s i ? z pr7.ewodeą irurowyjft W przekroju ,A , podobnież

3ak w p r z e k r o j u D T)a rurze .̂aray kaaal.llrż ^bi-ą

%•*, letore p r a y poiuooy szeregu ot-worów łącaą s-j
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