~ 225 =

szczegoly ruchu cieczy.

Wyniki sﬁad otrzymane, jednak, na 0gél w Zy.:iu
ppaktycznym znajduja ograniczone zestosowanie. Na-
tomiast jest jedno wazne twierdzenie, ktére otrzymu-
je sig 2z rdéwnan ogdlnych ruchu i ktore ma-szerokie
zaatosqwanie w praktycznych zagadnieniach hydraulicz-
nych. Twier@zenie to musimy poznaé. Postaramy sig
sprawg wytozyé ﬁetodaiproatszq, idge za Danielem Ber-
noulli’m bez korzystania z ogdlnych rownan ruchu cie-

Y.

l124. TwWierdzenie Daniela Ber-
noulldi’ego /1700 - 1782/, |

Niech ciecz ¢ i ¢ 2k a dos kona?iabg-
dzie w pewnym naczyniu w ruchn. Niech to bgdzié ruch
ciggiy i trwaiy. Obiefzmy wewnatrz piy-
nacej ciecuy przy dowolnym punkcie pole elementarne
prostopadke do predkosci w tym miejscu. Przez‘wazystw
kie punkty obwodu tego polea poprowadzmy linie pradu.
W ten -eposdb utworzy sig powierzchnia, otaczajgca
struge cieczy. Wezmy pod roﬁwaéanie czgdé strugi,za-
wartej migdzy dowolnymi dwoms przekrojami I 1 II o

polach dx iCﬁﬂ /%ys.?é/. Po caasie bardzo maiym

Eydraulika 259. b



- 226 = -

dt ciecz, zawarta poczatkowo w czedci strugi /I-II1/

plynac razem z calg cieczg, zajmie poXozenie /I-I17/.

'I'yso?‘io

Przekrdj I niech przesunie sie o diugo$é a’.s,; jeze~
1i predkodé czastek cieczy w tym przekroju begdzie Y,
wowczas mozemy przyjaé, Ze w ciggu bardzo krdtkiego
czasu dt predkosdé vU; si¢ nie zmieni i ze
ds, = u.dt

Réwoczeér}ie przekréj II przesunie sig do II’
na odlegtodé 0’.5'2= Z/;-O/f, gdzieTZ)‘;_‘jeat predkoscig czg-
stek w przekroju II, czy tez II .
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Zastosujmy do cieczy, zawartej w badanej czes-
ci strugi twierdzenie o zmianie /ezy tez prayrodcis/
energii . -kinetycznej .~ Twierdzenie to, jak wiemy z me-
chaniki, gXosi: zmiana energii kinetycznej danego u-~
kXadu czgstek w ciagu pewnego czasu jest rdéwna sumie
prac, wykonanych przez sily zewng¢hrzne,przyXozone
do czystek badanego uk¥adu i przez sily wewnetrzne,
dziatajgce miedzy tymi czgstkami w'tym Bamym czasie.

Aby mdéc zastosowaé to twierdzenie do naszej cie-
czy jzawartej w strudze miedzy przekrojami /I-II/, a
nastgpnie /I’ - II’/ naleiy przede wszystkim tg czaéé'
strugl wyodrgbnié od pozoatdlej cieczy. Otrzymamy to,
jesli odrzucimy ciecz, otaczajaca badana struge /I-II1/
i w zamian za to prayXoiymy odpowiednie sity, ktdreby
zastgpily oddziatywanie odrzuconej cieczy.

Beda to sity : &/ sila w przekroju I, ktdrego
pole.jestcj% 3 niech w tym migj scu panuje ciénianie
}L s+ zatem sika, zastepujgca odrzucong ciecz begdzie
’-‘P,«—dﬁ 3 b/ sila w przekroju II, ktérego pole jest
df, 3 niech w tym miejscu bgdzie cidnienie p, ; a
" wige sita, ktdra nalezy przyjgé.w tym przekroju be-
dzie ;g-cﬁg,;q/ do bocznej powierzchni badanej czed-
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ci strugil nalezy preylozyé sily, zastgpujgce oddzia-
tywanie pdrzuconej cieczy; sily te ze wigle¢du na ciecz
doskpnalyg - bpdg w kazdym elemencie bocznej powieraz-
ehni normalne do tych elementow, Wszystkie powyzsze
sity sg tosily "powierzchniowe®.

Poza sitemi powyzszymi e/, B/, ¢/ istnieja 4/
siky. "objetosdciowe ", wdanym przypadku
pochodzgce od dziaXania przyciggania ziemi /zaXozye
1idmy ciecz ciezks/. Wazystkie powyzsze sity a/b/c/d/
sg to sity zewnetrzne.

Mowige o0 silach zewnetrznych, dzlaXajgeych na
badang ciecz, przyjmijmy, Ze badana czgs¢ strugi ma-
to jest zagigta, él;utkiem czego moZemy nie uwzgled-
nia¢é sitr doesrodkowychy ktére, gdyby
struga doznawala 2z n a ¢ .z nieJjssaze]J krzywiz-
ny, naleialoby jesscze uwzglgdnié, jako siky objetod-
ciowe. Nastgpnie wewnagtrz strugi m { ¢ A 2 y posz-
czegélnymi czgstkami istniejg oddzislywania wzajem-
ne t.zw, 8ily we wn ¢ t r z n e, ktére pray rue
c¢hu cza.stek‘ mogs wykonaé prace¢. Jednak suma tych' prac
w dwéch przypadkach bgdzie réwna zeru:

&t/ kiedy przez cely czas ruchu czastki nie zmie-
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niaja migdzy sobg wzajemnych odleglefci ;ﬁ/ kiedy
odlegtodci te zmieniajg sig, lecz poozenie wzajem-
ne czastek w koncowym momencie badsnis ruchu ukladu
jest to samo, jakie bylo w pocsatkﬁwym momencig.

W naszym przypadku prayjmajemy ciecz d o0 8 =~
konalg,awiecniedail dl {wayg; mozeny
wiec przyjad, ze czasteczki badanaj cieczy n i e
'zmieniaja miledzy sobg odleg-
¥t od ci. Zatem powiemy, ze w danym razie s um &
prac 812 wewnetraznyeh jest
rowna zZerau. B

~ Po oméwieniu siX dzialajacych na badang czgsé
strugl przystapmy do zastosowania wypowiedzianego
wysej twierdzemia o zmianie emergii kinetycznej.

Zmiana enmergii kinetycznej w maszym przypadku
= koricowe] energil kinetyecznel cieczy w strudze /1~
11/ mniej poczgtkowa energia kinetyczma cieczy w
strudze /I - II/e

Energie kinetyczng czgéei /1’7~ 11”7/ moiemy uwa-
zaé jako sumg energii czastek sawartyech w czesdci
/17- 11/ 1 w czedel /II -~ 117/, W podobny apoaéy ene~

rgia kinetyczna czedci /I - 11/ moze byé uwazana ja-
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ko suma energii czedei /I - 1/ i czedei /17~ 11/,
Zatem zmiana en. kin. = en. kin. /I~ II/ +
+ en. kin. /II = 11/ = enekin./I - 17 - en.kin./I<I11/,
Poniewaz 2 a 2 0z2ylidmy ruch trwa-
X y, to jest taki, w ktdrym czastki cieczy, znajdujg~
ce sig w czedei strugi /I - II/, na poczatku czasu df
i po czasiedl, b@dq mialy podobne predkosci, wiec e-
nergie kinetyczna /1”7~ II/ ng poczatku czasu @i po
czasietffbgdzie»ta sama.
Mozemy wigc powiedzieé, ze:.
Zmiana energii kinetyczne] = en.kin. /11 - 117 =
- en.kine. /I - 1/. Czyli, otraymujemy rezultat taki,
jak gdyby czes¢ cieczy, znajdujgca sie w strudze
/1”= 11/ udziau w ruchu nie brala, natomiast czgdé
/1 - 1/ przeniosta sie do /II =~ 117/,
Znajdzmy energie kinetyczna czesci /II - I1I7.
Objgtoéé cieczy zawartej w tej czesdei strugi

df: ds, .

Jesdli przez j-oznaczymy cigzar wtasciwy badane]

Jjeot:

clecazy, wéwczas cig¢zar cieczy /II - II/ jest a’éa@z'};

za8 masa jest
df, dsz-—ga: -
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Poniewaz wszystkie czgstki cieczy w tejobjetos-
ci maja jednakowa predkosé U, » zatem energia kine-

tyczna tej cleczy =

2);2.
sy T3
W taki sam sposdéb znajdziemy energie kinetycz~-
ng cieczy, zawartej w strudze /I - 1'/.
Objetodé tej cieczy =df-ds, s masa=d;§-0’s,- ?Z ;
v U
energia kinetyczna = O? as, 72

Ostatecznie zmiana energii kinetycznej jest:

of ds; &% - dfpds TF

Ze wzgleduna z a Xt ozong ciggxosé
ruchu nalezy prayjad, ze G/éd.j‘z =df; as, .
A wtedy zmiane energii kinetycznej badanej cie-

czy mozemy przedstawié w postaci:

fﬁwmh~~}
Obliczmy teraz prac¢e¢ six, dziazajgcych na dang
czedé strugil podczas przesunigeia sig jej z potoze-
nia /I = 11/ do /1’- 11’/

Przystagpmy do obliczenia sumy prac siz
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zewngtrznych, o ktérych wyzej. byla mowa.

Yamy sity, dzlatajace na obrang czgsé strugi:
sity powierzchiowe i sifg ciezkodci, jako sile obje~
tosciows,

Parcie na pole a’;ﬁ od odrzuconej czedci stru-
gl rowne /D,'G/f, gkierowane jest do wnetrza strugi
badane) i jest normslne do f, . Podczas priesunigois
s1@ przekroju I na miejsce I” sila ta przejdzie dioe
) dJ, » W kierunku sily { wykona pracg:

p-df- s,

Parcie na pole O’]; réwne /ngf;_ Jest normalne do
d'fz i jest skierowane do wnetrza strugi badanej.Pod-
czas przesunigecia sig punktu II na miejsce II”, si-
1a ta przejdzie drogg d&z, w kierunku wprost przeciw-
nym dziataniu sily. Prace tu‘wykonan-a ='-—/02- O’f;- as, .
Parcia na powierzchnie boczng nasze] strugi, Jakkole
wiek istniejg, pracy éédne;]. nie wykonaja,' gdyz 85
normalne do drdg, ktore zostang opisane przez punkty
priytozenia tych paré.

Sila objetosciowa - sila cigékosdei - przy p,rze-
sunigeciu sig strugi = /1 - 11/ do /¥ - 117 wykona
taka samag prace, Jak kiedybydmy element /I « 1”7/
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przeniesli na miejsce /II -~ II/, nie ruszajac zupel-
nie czgdci /17~ 11/,

Niech $rodki pdl QF i d%, znsjduja sig¢ na wyso-
xoéciach M i f'é/rysw'?de/ ponad dowolnie obrang plasz-
czyzng poziomg.

Ciezar elemeutu /I - I/ jest = a’ﬁ-ea{a-f; taki
sam begdzie ciezar elementu /II - II7.

Prace tej 8ily otrzymamy rdwna

/ af-as, . ascos(ds, )
gdzie. as Jeat elementarnym przesunigciem czastki o
cigzarze /‘a’/f-'a{r,-f / na drodze od I do II przekro-
ju, zas kat {’dS, Q) jest to kat utworzony kierunkiem
przesunigciads i przyspieszeniem g sily ciezkodecdi,

Zatem prace cigzaru dﬁ'da-f otrzymamy po scal-
kovfe.niu ostatniego wyrazu, pamigtajgc, ze dﬁ-d&']‘
jest wielkoscia stalg: O’ﬂd&}-g‘(ﬁf, ~H2).

Wsz.yst.kie prace mamy obliczone. Mozemy napisad
réwnanie, wynikajace z twierdzenia o zmianie energii
kinetycznej:

af,- s, 3‘/ g 29}=f1,ad,e'-dx,—
- pedlfe 5, + O s~ H,).
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albo po skroceniu przez O%‘OQ-&‘, otrzymamy:

AN )
— i e D e WS M
2929&‘3"%’%2

Aby lepiej zaznaczyé tresé tego réwnania,prze-

niedmy wyrazy, dotyczace poiozenia I na jedng stro=-

ng réwnania, pozostale wyrazy na-drugga; otrzymamy:

u?t 3 V2
/-/-i‘-}—--f-——— _/[72-_!--%-}‘2—97

Réwnanie to, jak widzimy z przebiegu rozumowa-
nia, nie zalezy od tego, gdzie obralismy przekrdj II;
moglibysmy w tej samej strudze obraé jakié inny prze-
kréj I1II, ktérego wysokosé bykaby /; , ciénienie p; i
predkodd Y; Wéwczas otrzymane réwnanie mogioby byé

rozszerzone dla przekroju III 'w taki apoadb:

2, L, ?5- " /"s U5 § teds
H,+ 7 9 —/é-ﬁ H + 2? :
czyli, ze ta strona rownania Jest const . /ay/

Tresd tegb réwnania zawiera zapowiedziane t w i e-
rdzenie Dan i ela Bernoulli’e-=-
g0 »

Aby %atwiej i prosciej wypowiedzieé to twier-
dzenie, wprowadzmy kilka okreslen, a wiec:

/i; h&, Hy A bedziemy nazywali w y -

sokodciami poXozenia réznych miejsc



strugi nad obranym p 0 z i omem 2z asg adni-

bbb
FIRF - s

to, jak wiemy, wys okodci cidnienia

¢ Z ym albo poziomem poroWnawczym,

hydrodynamicznego wtych niejscach

strugils wreszcie

2 z
U U U g t.d.

29 ° 29’29

85 to wysokosci, odpowiadajgce predkosciom U, Y, 4
w tych samych miejscach strugi; nazwiemy je wprost
wysokosdciami predkosdgci.

Wprowadziwszy powyszsze okredlenia, wypowiemy
twierdzenie w taki sposodb:

Dla cieczy ciezkiej i dos -~
konalej,znajdujq..ce,j 8iege w
ruchu trwalym i ciggtym, su-

ma trzech wysokosdci :wysokos=

ci ¢cis -

m\

¢ci potXtozenia,wysoXo
nienia i wysokodci predkosci
jest wielkosdcig stalsag w kai-

dym przekroju strugi cieczy.

125. Na zasadzie twierdzenia D.Bernoulli’ego

mozemy poznaé rézniceg. mieadzy cisdnie-=



- 236 =

niem hydroestatycznym a hyd--
rodynamicanym.
Niech bedzie naczynie, jak na rysunku 75, w

ktorym ciecz znajduje si¢ w ruchu trwazym.

rys.75.

Wyobraimy sobie wewnatre tej cieczy struge w

bliskosdci osi naczynia. Obierzmy w tej strudze prze-
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krdj na wysokoécizﬁ od peziomu zgsadniczegojniech
tu bgdzie cisnienie hydrodynamicazne P i prgdkoééZﬁ

Twierdzenie De.Bernoulli”ego daje nam mozZnodé
napisania rownania dla czgstki wzigtej na swobodnej
powierzehni, gdaie mamy S, 1 U cidnienie i predkodé
i w przekroju wzietym na v-b'ysokoéci h nad poziomem
zasadniczyn.

Rownanie to jest:

fag Ut g B, U2
f{_f{+3- 29,"":.? Jc'f'zg.

Z rownania tego otrzymamy:
U p?
P = o +g‘/ﬁi—ﬁ}+;~-—’2—§.—a—* /a/

Taka jest wartodé cisnienia hydr odyn a-
micznego .Zachodzi teraz pytanie, jakie by-
Yoby cisnienie hydrostatyczne w tym
gsamym miejscu, a wiec wtedy, gdyhy ciecz nie wyply-
waXa 2 naczynia. '

Oznacamy cisnienie hydrostatyczne w tym mieja=-
cu przez O’ . Wedlug twierdzen hydrostatyki napisze-
my :

P'=pat JlH=D) I

Watawmy wa.rtoéé'laf z réwnania /b/ w réwnanie
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/a/, otrzymamy:
2

U=y
p=P+1 2 e/
Stad wnioskujemy, ze cisnienie hydrodynamiczre

p rézni sie od hydrostatycznego /O’ . Réznica ta za-

2 2

lezy od wielkodei J- %‘g—”
Jezeli V=¥, , wtedy /J:,o’
] v > 2); ] /D <pz

" U<y op

Wobec ciggXodei ruchu, musi byé sveiniony waru-
nek, ze ;
z;;;-ﬁ = U-f czyli U= U;'"fi
stad wynika, ze p=p’ , jedli f=f,

Bedzie to zatem w przekrojach wzietych na wy-
sokodciach #,, H, , gdzie fa =f5 =7

Nastepnie PP, gdaie féf, ; znajdziemy ten
warunék w przekroju, wzietym na wysokosci Hzi w sg-

aiednioh.

Wreszcie /0>p’ s gdzie'f >f, ; warunek ten
bgdzie speiniony w przekroju, wzietym na wysokosci

/'/4 iw aasiedn‘ioh.'

126. Latwo sprawdzié dodwiadczalnie strzymane
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wyniki przy pomocy otwartych piezometriw, tak wsta-
wionych, aby mierzyly cidnienie w przekrojach, o
ktéryci hyta wyzej mowa. Jezeli ciecz w naczyniu
bedzie w spoczynku, wtedy we wszystkich piezometrach
cienz stanie na jJ ednakowym poziomie
zZ po%ziomem w naczymndikiu/prayjnujemy,
ze na otwarte konce piezometréw dziala cidnienie ),
to samo, co na swobodnej powierzchni w nacazyniuj

Pozwdlmy cileczy piyngé przez naczyniej; niech
ruch sie utrwali, co nastapi w bardzo krotkim czasie.

Wtedy 2auwazymy, ze ciecz w piezometrach zmie-
ni poziomy; w niektdrych tylko pozostanie bez ruchu,
w innych za$ opadnie lub podniesie sie¢ w pordwnaniu
z poprzednim stanem. Mianowicie /rys.?5/ w piezomet~
rze 2 opadnie, w piezometrze 3 pozostanie bez zmia-
ny, w piezometrze 4 podﬁiesie sie, wreszcie w 5 -
pozostanie bez zmiany.

Podobnie moglibysmy étwierdzié stusznosé¢ otrzy-
manych wynikow, stosujgc maly balonik gumowy, napei-
niony gazem i obcigzony ciezarkiem, ktéryby byl w
stanie balonik zanurzyé w wodzie.

Zanurzajmy taki balonik w naszym naczyniu w
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réznych przekrojach. Sledzmy za stanem balonika wte
dy, kiedy ciecz jest w spoczynku i kiedy nastig¢pnie
¢iecz zacznie przepiywaé ruchem triakym.

Nalezy spodziewaé sie, ze w przekroju 2 balounik
podczas przepiywu cieczy rozszerzy si¢ w pordwnaniu
%z tym stanem, kiedy ciecz ﬁedzie bez ruchu; w prze=
krojach 3 i 5 balonik nie powinien doznagd zmianys

w przekroju zas 4 balonik winien sig skurczyé.

127. Wrdémy jeszcze do rdéwnania /¢/ z art.125:

’ pEL 3%
p:p + " Z;?v -

Zbadajmy cisnienie w tych .przekrojach, ktdéryech

pole f jest <ﬁ s podobnie jak to mamy z przekrojem
f> » gdzie niech bedzie predkodé % .
Taki prazypadek moze zajsé wdéwczas, kiedy U, bg-

dac ? niz ¥, jest takie, Ze bezwzglgdna wartosé
IJ“ .jeat -/0

.wéwczas oczywidcie P=0

Bedzie to ozna.cza.c, ze cz3stki cieczy w takim
przekruju porusza.jq si¢ jakby zupeinie 8 w o b o d-
n e czgstki, nie odezuwajgce obecnosei sgsiednich.

Jezeliby zachodzil taki warunek, ze przy ;>
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Y- w
]“ _Zg !

dy otrzymalibysmy /D <0 , co musiaXohy ocznaczaé, ze

bezwzzledna wartosé jest >,p’ ; Whe-

cisnienie hydrodynamiczne w takim przypadku zamieni-
i0by 8i¢ w rozcigganie, co jest niemczliwe w cdecazy
doakonaléj. Czgstki nie bytyby w stanie w y p e i -
nié catego przekroju; struga jak

gdyby rozsypywala sig.

126, Wodomierz Venturi.

Jest tuv prayrzad utworzony z dwéch stozkowych
rur, poigcgmonych ze sobag mniéjazymi grednicami Pray-
rzgd ten nazywany jest czecto "zwezkg" Ventu:i’ego
/rye.76/. Przy pomocy zwezkl mozemy mierzyé wydatei
wody, przeplywajace] przes p.roowid , w ktdrey jest
wigczona Wspomniana zwgzka. Pomiar wody uskulecz~
niamy na poedstawie zaleznosci, wynikajacych z twisie
dzenia D.Bernouili ‘egn. Przyrzad, 'k - 7idmy,
skiada sie¢ 2z dwoch rur stdﬁkowycb; poFacuoninch ac
anhqlzw¢2003mi przekrojami, szerokies wad 1305%
sie 2z przewodem rurowym W przekroju,4 . podobilez
1ak W przekr93u46 ve rorze mamy kasal (Xi shiaczlo-

wea. ktlre pray pOMOCY 3Zeregu OLwOTOW Xacay sig z

Hydraulika 259. _ 16,



