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Powiemy więc, że prosta M , a zatem płaszczyz-

na jednakowego ciśnienia .jest prostopadła do wy-

padkowego przyspieszeni*,.

Ten, zresztą, wy«ik można było przewidzieć,,

gdybyśmy wzięli pod uwag$ własność powierzchni je -

dnakowego ciśnienia, przytoczoną w art.30 punkt d/<.

96. Zadanie poprzednie można było rozwiązać

drogą wykreślną, korzystając z własności powierz-

chni stałego ciśnienia, o czym była mowa w art o 30

punkt d/, a o czym przed chwilą przypomnieliśmy*

Postępujemy tak: na

cząstkę ni /ry3o52/dsia-

łają: s i ł a rzeczywista,

^•dająca przyspieszenie

Q i 31 ?"..•<: "A'.,ur,ełnia.1ącaf.

adc.Iną nalać pf^^pl^-*-

szenie -CL o Docirji.y ąy-

kteślnie te dwa przyspieszenia* Otrzymujemy przys-

pieszenie wypadkowe R. .

Poprowadźmy teraz prze?, punkt fT) prostą. M prostopad-

łą do K , otrzymamy śl-ad powierzchni jetoatowogo

ciśnienia na płaszczyźnie xOz j z tego śladu

ryso52
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wnioskujemy już łatwo o charakterze samej powierz»

ołini jednakowego ciśnienia,

97o Szczególne przypadki w ostatnim przykła-

dzie mogą być takie /rys,50 i 51/:

a/ kiedy a = O , wtedy tgft = ~ , co łatwo też

doptraec z geometryczne.30 rozwiązania;

b / kiedy ex = 90°/na.czynie posuwa się pionowo w

górę/, tgj3 = 0 t czyli żeB-0 j wówczas powierzchni

jednakowego c i śn ienia aą płaszczyznami poziomymi;

c/ kiedy ex » /<f?#° /naczynie poeuwa się poziomo

w stronę ujemnych X / , wtedy ?bv5/= ~ 7̂" » a więc po-

wierzchnie jednakowego ciśnienia tworzą z osią X

kąt fi"-~ft z przypadku a/.

d/ kiedy C = 270 /naczynie opada pionowo w

dół/, i kiedy CL $ Cj

wówczas tq/3 =0 i kąt B-0 , t . j .

powierzchnie jednakowego ciśnienia są płaszczyzna-

mi poziomymi.

e/ kiedy oc = 270^ i poza tym CL = O /naczynie

spada pionowo w dół ruchem swobodnym/ wóv«czas;

tqB= ~y- ; to znaczy,że wtedy powierzchnie jedne.™

kowego ciśniania nie istnieją, gdyś poszczególne

cząstki cieczy zachowują się jak swobodne.cząstki.
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nie wywierając jedna na drugą żadnego ciśnienia*

W każdym miejscu cieczy ciśnienie jest jednakowe

i równe zewnętrznemu olśnieniu.

98. PRZYKŁAD XVIII. Naczynie, napełnione cięż-

ką, jednorodną cieeząj obraca się około osi piono-

wej ze stałą prędkością kątov#ą CO . Znaleźć kształt

powierzchni jednakowego ciśnienia, oraz wyznaczyć

linie aił.

W danym razie będziemy rozpatrywali cząstkę

cieczy względem osi, z których oś X i U znajdują

się w płaszczyźnie poziomej, oś Z jest skierowana

pionowo w dół}niech ośzbędzie osią obrotu naczy-

nia /rys.53/. Osi O'x i O~Lj biorą razem z naczyniem

udział w obrocie..- Cząstka Hf) znajduje się w stanie

spoczynku względnego w stosunku do obranych osi X,

y,Z; na podstawie teorii spoczynku względnego mo-

żemy taką cząstkę uważać w spoczynku bezwzględnym,

jeśli prócz siły rzeczywistej .- siły ciężkości -

przyjmiemy, że na cząstkę działa jeszcze siła uzu-

pełniająca,która jest równa i przeciwna sile unosze-

n.i.a. Siłą unoszenia będzie w tym przypadku siła d o-

i r o d.k.o w a. Zatem powinniśmy przyjąć, że na ba-

daną cząstkę cieczy działa siła ciężkości i siła od-
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wrotna do s i ł y dosrodkowej czyli tak zwana

s i ł a o d a r . o d k o w a f mogąca nadać przyspie-

szenie **<xłr , skierowane o d osi obrotu .

(widok z boku)

ryso53.

W równaniu powierzchni jednakowego ciśnienia

• Xdx+Ydy+Zdz-b .
należy zamiast X, Y, 2 wstawić svu»y rzutów przys-

pieszeń C i (o P na osi %,{/!', Z> .

Przyspieszenie

i

ma rzuty na oś
x:
0

ĆO2X

y
0

u)2y

1
Q
0
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Zatem
A « CO X

Wobec tego równanie powierzchni jednakowego

ciśnienia otrzyma postać:

ojzxdx + coźyc/y + gdz = o
a po acałkowaniu:

albo inaczej:

Jest to równanie powierzchni krzywej drugie-

go stopnia. Zbadajmy bliżej kształt tej powierzch-

ni .

W tym celu przetnijmy znalezioną powi"- ;hńic

jakąkolwiek płaszczyzną poziomą, ta j* płaszczyzną

prostopadłą do Z .

Równanie takiej płaszczyzny będzie X=C /do-

wolna stała/. Przecięcie się płaeraczyzny tej z po-

wierzchnią znalezioną najdzie podług l i n i i krzywej,

której równanie otrzymamy* rozwiązując razem rów-
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nanie :

z - C"

otrzymanyt XZ + LJ2- = C rjr albo napiszemy proś-

ciej :

Jsst to równanie okręgu koła, którego srodeir

znajduje się na osi Z •

Zatem powiemy, że znaleziona powierzchnia jest

powierzchnią o b r o t o w ą , otrzymaną przez ob-

rót pewnej krzywej około osi Z •

Znajdźmy tę krzywą. W tym celu przetnijmy zna-

lezioną powierzchnię płaszczyzną pionową, przecho-

dzącą przez oś Z , naprzykład płaszożyzną .£•#£,Rów«
*

nanie płaszczyzny x&z jest: Lj-0 . Rozwiązując je-

dnocześnie równanie powierzchni krzywej:

oraz LJ - 0

otrzymamy: X-Z + ^L = £' • J" e s t t o rówanie parabo

l i , której ceią. jest oś Z •

Powiemy zatem, że powierzchnie jednakowego
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ciśnienia w cieczy, znajdującej się w naczyniu,

które się obraca jednostajnie około osi pionowej,

są p a r a b o l o i d a m i o b r o t o w y m i .

Powierzchnia swobodna takiej cieczy równieś jest

paraboloidą obrotową.

Niech równanie paraboli, otrzymującej się z

przecięcia swobodnej powierzchni płaszczyzną XU2i bę-

dzie

Do wyrugowania Co skorzystamy z tego warunku,że

najniż°.'.y punkt zwierciadła cieczy /rys.54/ znajdu-

je się w odległości Zo

i jednocześnie na osi

obrut/uj zatem p

marny dla, tego punktu:

Znaleźliśmy Co , które

w równanie poprzednie:

+ CO' co-
albo

~z) /28/
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Jest to równanie krzywej przekroju awobodnej

powierzchni cieczy, obracającej się z naczyniem

około osi pionowej.

Należy tu zwrócić uwagę, że oś X oraz począ-

tek spółrzędnych znajdują się w odległości Zo nad

wierzchołkiem paraboli.

Gdybyśmy zmienili osi spółrzędnych., przyjmu-

jąc początek apółraędnycf-h-w wierzchołku A0p-.ra
;bo! i,

poziomą oś X, stycznie do paraboli, a oś Z pionowo

do góry, wówczas równanie /28/ przybrałoby postać:

v / 2 8 a /

Z

99. Jeśliby zachodziła potrzeba znalezienia "

ciśnienia hydrostatycznego w naczyniu z poprzednie-

go prsykładu, należałoby skorzystać z równania /3/:

+ Ydij+Zdz)',

po scałkowaniu otrzymamy:

p m rpdz + Ydy +Zdz)-Const
Niech w punkcie A będzie ciśnienieyOa , wtedy

p =pa + rj (xdx + Ydy+Zdz).
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J e ś l i podstawimy n& X,Y,Z wartości poprzed

nio otrzymane, znajdziemy:

f
A

Jeżeli, za punkt A przyjmiemy wierzchołek pam

boli/l^ /najniższy punkt swobodnego zwierciadła o

spółrzęxinych Z=O f ij' = O } Z.=ZÓ / , dowolny zaś

punkt, np. B /rys.54/ obierzemy w odległości r

od osi obrotu i na głębokości Z od p łasze żyzny x

wtedy:

100. Znajdźmy równanie l i n i i s i ł dla

powyższego przypadku. Równanie różniczkowe l i n i i

sił jest:

d£ dn dz,
• TT = T ~Z '

Spółrzędne £ i /? , wobec symetrii powierzchni

jednakowego ciśnienia* względem osi Z są jednako-

wego charakteru, zatem wystarczy rozpatrzyć równa-

nie; • ,

Ot, _ (fo
X ~ Z
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Ponieważ X:=Cc>2'X % Z = Q , więc

CD2X g

Tu właściwieX j e s t jednoznaczne ze spóirzęd-

na % badanej l i n i i s i ł .

Mamy zatem:

po scałkowaniu otrzymamy:

^ ^ ^ - —^ +const, albo /ćy %=%•£> + const.

Niech szukana linia sił ma przechodzić przez

punkt, którego spółrzędne są ̂ / i 'Z,, i wtedy znaj-

dziemy: .

logHloS^fcZ) , albo:

albo

Jest to równanie krzywej logarytmicznej.
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Łatwo się przekonać, że linie sił tworzą u-

kład krzywych, które asymptotycznie zbliżają się

do osi Z, t.j. do osi obrotu*

101. PRZYKŁAD XIX, Mamy naczynie cylindryczne

z osią pionową /rys£.55/„ Sredni,ca naczynia: ~ŻF ,

wysokość — H , Naczynie

początkowo jest napełnio-

ne cieczą do wysokości/?y .

Znaleźć, z jaką prędkoś-

cią kątową winno się na-

czynie obracać, aby ciecz

podniosła si$ do brzegów

naczynia?

rys.55. Niech szukana prędkość

kątowa = o) *

Podczas obrotu naczynia około osi pionowej u-

tworzy się cwobodna powierzchnia paraboloidalnaj

niech.wtedy najniższy punkt Ao zwierciadła znajduje

3ię na wysokości no ponad dnem naczynia. Wówczas ob-

jętość cieczy, zawartej między ściankami naczynia,

a swobodną powierzchnią paraboloidalńą,powinna być

równą pierwotnej objętości cieczy, t .j . JfP2nf .
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Objętość cieczy między ściankami naczynia a

paraboloidą znajdziemy w taki sposób:

Objętość całego cylindra = TrzH j objętość

paraboloicly obrotowej jest dokładnie równa połowie

objętości cylindra, otaczającego rozpatrywaną cześć

paraboloidy,ta ostatnia objętość cylindra - ^^(H-h

objytość paraboloidy:

Stąd otrzymujemy., że objętość cieczy po utwo

rzeniu sif powierzchni paraboloi.dalnej :

H ~ {Tr2(H-hj ~

PonieYiaż. objętość cieczy w naczyniu przed uru

chomieniem jego i podczas obracania naczynia jest

jednakowa, zatem:

albo

H+h. ~2h,
Stąd znajdziemy

Znaleziona v/ysolcość fl -wskazuje nam położenie

Hydraulika 259. 12.
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wierzchołka/i0paraboli, która powinna /zgodnie z

warunkiem zadania./ przechodzić również przez górną

krawędź naczynia cylindrycznego, to jest przez punkt

B /rys.55/.

Równanie te j paraboli, otrzyriiane w końcu a r t .

98 jest następujące /S8a/:

J 7 » przyczem osi spół-

rzędnych mają początek w wierzchołku/A0paraboli» Po-

nieważ parabola ta ma przechodzić przez punkt B »

rzędne tego punktu / x = r > 2 = •//- he / powin-

ny spełniać powyższe równanie, t . j .

stąd

O)1 = r,

Poprzednio znaleźliśmy, że

więc


