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le nie gra roli i mowe Y zachodzi tak, jak
w wypadku gdyby obeigzenia réwnomiernego nie
bylo, t.]. pod jedng z osi pociggu.

Poniewaz wyloZony sposdéb jest wystarszaigey
do oznaczenia tej osi pociagu, ogbélnie osi ob-
cigzenia ruchomego, pod ktdrg zachodzi mone mone N
to obliczenie mozna byloby zakoriczyé dokladnie,
gdybyémy potrafili analitycznie znaleZé doklad-
ne polozenie pociagu t.j. dokladne poloZenie te]
osi, pod ktérg moment jest /ant.

Do tego celu postuzy nastgpujgce twierdzenie.

TWIERDZERIE O MAX. M POD DANA 0SIA OBCIA-
ZENIA.

§ 126. Niech na belke 4B /rys.lf8/ préez
cligzaru wiasnego ?’ 7 c_lzia.lg obecigzenie ru-
chome, ktérego czes¢ jest pokazana na rysunku,
mianowicie ciéniemie A  osi w pewnym punkcie

I , odlegiym ¢ < od punkiu 4 ; na lewo
od osi R 8g osie, kiéryck cisnienia ozraczymy
przez P , a state ich odlegtoéei od osi A
przez X , naprawo sg osie, ktérych cisnienia

oznaczymy przez & , a stale ich odlegtoei
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od cei A~ oprzez § . Prezypubéamy, Ze pr
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tysh ﬂl@aaru% skupionych mamy jesscze obcizge:
ruchome cliggle
i rownouwierne

/np. W modcie

szosowym tiua

ludzi/, plerw-

gze ;Zfﬂa

na ocdeinku

AC statel

odlegicdel
Cl=cod

esi A 1 dr»

gie 9 L/m. na odeinkun . #5 w starej odleglos-

ei 72 =5 odosi A . Pray przesuwaniu sig
pociggu ap. od B de A odcinek AC = obeig-
ienieﬁ.b/% zmniejsze sig, odeinek zas DB %
ebcigzenien ¢ po&neksz&'si@ i odwrotnise

pray przesuwaniv eig posiagu naprawo. Calkowite
poiczenie obci@zanla ckresla sie przez poiosze- ‘
nie osi A, eayli prses odlegtods AL -=x.
Bedziemy feraz poszukiwad najwiékazej sartocéol
momentu gngcege rioer 4/ w przssigein 1 pod
esia £ - pray praesuwaniu sie poeiggu, t.j.
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pray zmianie odeiete] & . Zaldizmy, Ze bodg
to tylko takie zmiany, prazy ktérych iaden 2
cigzaréw £ lub & nie zejdzie z belki.
Oznaezny poXcienie dowolnego punktu £ ob-
cigzenia /i przez biaszgcy odleglodé o od
pusktn 4 i odpowiednio przez B odleglodé
dowolrego punktu £ obcigzenia ¢ . Napisaz-
my teraz wyrazenie momemtu gngcego w przecigeiu
£ -
M- R P [rcdec- § gt
e

Wislkoéé reakcji A, okresli siq z réwna-

nia;

ﬁf.'& = "D(Z‘x'*a'f) “”'/:;7/6{&'(&—.2‘4@6) -
S D(G-5-B) -J/;orjs-(g-x_/e).,.
/.
-R(l-z) - % jab 0.

ofgd . B
R = %}i’:?*foa# %@'u/fﬂ’a% +5“/ﬂ0796-a6+
-z
L5 £ $ Bk _Z
l-x . 2 - % 8
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sfgl. Sde o wax ow

WprowadZmy dla krdtkosci nastépujace 0znacze-
nia: Wielkodé wypadkows] ﬁszy'stkich gil, dziata-
jaeych na helké 0ZNAcZmy pPrzez W
W=gp+'z@+g+/L(x-ay+g(é_x«5y+?6
Oznaczmy nasteprie przez' L i N nastgpujace
suﬁy: | ,

Z, =-2 Pd,w‘é;lvofﬂC'OCm -5 P, “é_/z(xta:y;

- . l-x
N-5Qé +z[ gelpp=5Qb+3 9 [tl-x)-87

Jest rzeczg jasng, se L i WV so do wiel-
koSci i znaku oznaczajg odpowiednio sumg momen-
téw wzgledem _Z- sit; P i /it oraz & i s
Przy tych oznaczemiaeh wyrazenia /1/ i /2/ przyj-
mg postad:

M- Bz +L - fgxt. . .. .. @)
ﬁr” (_W*?Z}Z—Z_:E—Zz-(£+ﬂ/j+% ?’Zéey

Podstawiajac wyrazenie (@) w (7 otrzymamy
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M?(W-?ij “[5+Mf+§?2x+5—§712=

-—(W—7Z}/Z HE [ (3-)WF 1§ gz x

A zatem ostatecznie otrzymamj wyrazonie na V4
w postasi:

H-(r-499) S5 L (F-9-wF. .. (3

Chege znalesé poioéenie osi 4 t.3. odsié-
tg jej X=x, , pray ktérej N  jest maou ,
prayréwnamy gﬁf do zera, przytem otrzymamy
po skréceniu przez ( nastepujgce réwnanie:

W’.{jwz'zx)"l"/V*(Z—.v)x-g;}ﬂ(zh.zjdf x/jjl/ 0

'-ﬁ wyrazefi na //, L i N otraymujemy:
C?L._ - a_/{‘_./-_-:-_ -1/ .
= h- 7.5 pE o 2( z/
Ostatnie trzy wyrazy powyzszego réwnania
bedg wiec
(C- x}x(/z g)-(l-x) xh + (- x)2= ¢,

a zatem réwnanie do wyznaczanla L=, bedzie

nastgpujgee:
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Poniewaz M jest funkoja pierwszego stopnis
edx,l i NV - dragiego, a wige jest to réw-
nanie kwadratows wzglgdem & . Jasell fi-g=0
to W, L 1 WV sg state i rdwnanie jest pilerw-
szeno stopnia. Podstawiaizc w réwnanie /4/ je-
den z plerwiastkéw & , otrzaymeny .

(0 -4q(l-R)= Lo+ L. . . . (5

o

gdzie M,Lo, fV,,- oznaczaig W,L i N po
podstawieniu X=X ‘

Réwnodéé /5/ wa pewne znaczemnie meehaniczne,
ktére wyjadniny w sposdéb nastgpujgey:

Suma /[, +/V. woze byé > O , lub < O
odpowiednio (-2, moze byd 20 lub <O
t.3. mogs by 2 wypadki: L,< & i x> £
Zaktadajgo, Le X, <;,§ , napiszemy réwnanie
/5/ w postasi:

W (7 .
W (l-2ax,)= L.+ 1V, *‘?Z (,'e“ ) -
Prawa czgéé tcj réwnodeci oznacza sume momen-

téw wezystkich sil bezpodrednie przylozomych

wzglgdenm punitu A , 8 zatem lewa czesé ozna-~



czéa moment wypadkowe] A iych ail,

b
sl
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powodu - Az, Jest to ramig siiy A wagicw
dem ll’rxﬂemuedlug nmowy (-2 %, >0 . Cznacany
odcighla wypadkowe W przez 5. , 2 Wigoe
ramig /A mozemy wyrazid takie wzuren }:‘2% P
przytem powinno byé takze $-2,> 0 . Many

wige rownosdé:

skad

4
fox- i

a1t i tym wypadku, gdy pod osig X zashodszi

mauw M ; 08 X i wypzdkowsa /A sg poio-~

zone symetrycznie wzglgdem grudka belki.
Oezywisciec to samo olrzymany w wypadku

X, ) %’ » 0gdéluie bedzie:

X +3 _ ¢
e

Jest to wogdlnienie znanego twierdzenia
Culmanaa, ktdre otrzymamy kladgc w powyZszych
wzoréch.}b=g_=69 t.j. nie rozpatrujgc ruche-
mych obecigief -ciggiych. Przy dokiadniejszem
rozpatrzeniu sig w powyzszych wywodach nastrg-
czajg sig jeszcze nastgpujgce uwagi:

a/ Teoretycznie moznaby oirzymad podobre
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wyniki i pray A i g zmienmem, mie ma to
jednak praktyczmego znaczenia,

b/ moznaby wprowadzié w obcigzeniu rucho-
mem oddzislne odecinki z réwnomiernemi /lub
wogble ciggtemi/ obc'ia,:Zeniami nigdzy punktami

cCi D . Wplyw takich obeigzer tatwo
uwzglednié na podstawie powyzszych wzordw. Hy-
obraZmy sobie np., 2e %z lewej strony od R
mamy pewien odeinék G/ obeigienia réwnomier-
nego 7° .. Biech YH=ar,, YG=-4 , praytenm
Aoy gl = Dodamy w powyzszych wzorach do
sir £ /a lowsj strony od A / nieskoficze-
nie wiele sit: ?"doc w odlegiodei =L od

I , -0gbélen _{ 7 et six, Wéwozas w wyra-
senin W doda sig wyraz 7(4,- @), w wy-

razeniu zag < WyTaz:
*4-

- rde =~ {r(h- ),

o |
.5, moment sit 2 wzgledem x
Wyrazenie WV nie zmieni sig. Podobnie

mozemy uwzglednié wplyw obecigzesd maprawo od /7.

o/ Jezeli obcigzenie ruchome réwnomierne
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jest tylko 2 jedne]j strony od ciééardw skupio-
nych, to maleiy potoiyé /=0, lub g= O

d/ Obliczenie potozenia niekorzystunego osi A
t.j. odecietej X, w ogélnym wypadku mozna do-
konaé z réwnania kwadratowego /4/, lub wprost za
podstawie cechy, ze A i W sg symetryczne
wzgledem srodka belki.

e/ Oczywista, ze w wypadku S =g- @ mozna
do obliczenia % uzyé jeden z tych 2-ch sposo-
béw, przytem réwnanie /4/ staje sie réwnaniem 7

stopnia, z ktérego wprost memy:

Z L+
= & .- - (6)

X,
3/”-5?5/

Q

§ 127, Twierdzenie wylozone w poprzednim §
moze byé zastosowane do wyznaczenia /ot mcue [/
w sposéb nastepugacy. Poniewaz odszukanie rraw Y/
pod dang osig nie daje rgkojmi, ze gdy niektdre
2z cigiaréw zejda z belki i inne wejdg o
ped inng osig bedzie .wiQkSZy, néwige wige teore-
tyeznie nalé:'aa?.oby po kolei znajdowaé irowe &/
pod kazdg 2 osi pociggu i z otrzymanych wynikdéw
wybraé rmolx L4 pajwigkszy, ta wielkodé bedzie
maa maa Y. Praktyczuie jednak rzadko zajdzie
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potrzeba tak wislu prob; zwykls z gdéry nozana
wskazad jedsg lub kilka osi, pud kidry prawdo-
podobuie zajdzie Mmaw Mmolk M wosne calkowl~
cie obejéé sig hez priéb, malezy tylks uprzednio
znalezé sposobem wybresdlinym /8 125/ tg o8, pod
s«térg zachodszi fﬂﬁufﬂiﬂd-ﬂfi zastosowal powyz-
gze twierdzeris jedynie do dcisiego wyszaaczenia
niekorszystnege potozenia tej osi i co za tem

idzie 1 Mok FROLL J@f.

PRZTKLADY : b
$ 128. Znaletd mowx mouMdls belki o roz-
pigtosci 10 m. przy ebciazeniu pociggiem, wska-

zanym na rys.159%,

5 T TS

e el b
& & A4, 3¢, 4,

Rys, 252

- a2

~x/ Praykiad ten wzigty jest z Kursu “Mostdw®
Nicolai /po res./ str.378 , gdzie prazyklad tex

jest rozwizzany metods paraboloid obrotowyeh.



~ 369 -

Aby unikngé prédb zastocujemy nesamprzdd
sposéb wieloboku sznurowege /rys.160/.

|

t

!

157 ;
/.
s,

ﬂ_y‘.!} Z60 . /A

_ e _ Ve’
* % rysunku tego widad, Ze max mow g o U
t.]. meux mow M zachodzi pod ciqzarem traze-

oimg Jt gdy ciezar ten stoi w odleglod-
oi ok. 4,5m. od poosatkn 4; " belki 4;5. ,
A gdj pierwszy cigizar 1t.  juz zeszedl

¢ belki. W gelu &ciflejszego obliczenia po~
. Togenia poofggn i mow mowx M zastosujemy
- terasz do ohci‘qéania 7-3- 4 ¢,  twierdzenie

e e S g e

'STATYKA BUBOWLI. Fr.80. hrkusz 24-ty.
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> mox M pod oiééarem J i, Odlegloéé(z-x,)
wypadkowej W= 2+8+4 =9t od cigiara St

okrefli sie z rdwnanisa:

 We(3-x)=4.3-2.2< 8

8
qu.a W-:‘- %m

Na podstawie twierdzenia o mau M cigzar
30t wypadkowa W sa symetryszne wrgloden

osi belki t.j.
: > s
-z-z,-x.=3-— EL

Stad '
8
L_zxq.__g"xog —9‘

b 3.

B & A _ LS, -
1‘.-2---?;— “—9*~43M-f455m.

Hajage %%  Yatwo juz obliczyé moment gnacy
pod cigzarem Jd¢ , ktéry bedzie macmasll. Za-
miast uzytego sposcbu moznabr #5%, obliczyd

wprost ze wzoru /6/ § 126,
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§ 129. Belka o rozpigtosei Cm. o wadze
wtasng? 9é/m.zna.jduje sie

pod dzialaniem pociazu z
dwdeh kdi o jednakowyeh ciénieniach P&

o or"legﬂcr Sei miedzy osiemi o%m. Znaleéé

IllLk”I‘Z‘ stne poifozenie peeiggu.

?_‘::g;_‘?,li -——3
= - : A
4 y 4
: el |
s efaay W
@ Rys. /0/

Oczywidcic maw moue I zajdzie pod jedry
z o8i.

Zastosvjemy twierdzenic o mawt M poddang
osig ée przy obeiszeniu niekorzystnenm Wy -
padkowa W sit. P 3 9’5 oraz 0g £
sy Tozlozone syretryczaie wzgledem srodks
belki.

Odleg?o$6-w-1inji dziatania ¥ o4 X
obliczymjr z rSwnania:

Ww = Pd+7l- -z'?-’
W- 2P+?Z .
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Stad

(W-z9l)w =

e Pd _ 2P
2P+ ‘1- gl - 1P+
Odlegtodé niekorsyltna od o8t (?0 bel-

ki kota Z wyniesie zatem:

L w- ﬁéégéfi_..,ﬂﬂ

0t6z pray tem potoseniu osi A zaj-

——

dzie pod nig mau M przy warunku ocsywid-
cie, ze pray tej wartodei «w oble osie
mieszozg sie na beles.

Nalezy zbadaé ten warumnek. |

0t6%, pray pewnej wartosei @ , 0§ ¥
nie zejdzie z belki, jezeli bedzie:

4, +1
d<.§w+22/.

Nalezy jednak praytem odréznié dwa wy-
padki: |

v d<zl 12 deil

W pierwszym wypadku prazy wszelkiej war-
todocli @ 1 pray wartoéei «=C na belce

mieszcag sig zawsze obie osie. W drugim
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wypadku przy pewnych malych wartosciach @

i pray w=0 t,j. gdy of A etoi poérod-
ku belki, druga o6 Y  schodsi z belki.

Z tego widad, ze w drugim wypadku nalezy
uwzglednié mozliwo$é powstania najwigkszego
momentu, prbez w powyiszem ustawieniu jeszcse
pray ustawieniu, gdy o6 Y  sejdsie s bel-
ki i pozostanie 0§ ;Z-, ktérg nalezy bcny—
widcie umiedcié podrodku belki.

Pierwszy wypadek zachodzi prizy warunku:

O7<%Z &

Drugi wypadek mamy w raiie 1stnien1a nie-

réwrodeci ;

j l< d< 4 a;+‘2 e

Druga czeéé tej nieréwnodci wyraza aie

warunkiem: :
E o dwal
d < 4P+5Z T2 %
czyli:
4Prgl
d'< 5P+9Z 2

t.j. drugi wypadek zachodzi wtedy, gdy od-
legtos¢ O  zadodéosyni warunkom:
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Z powyzszego widzimy, Ze w wypadku /I/
mamy do ozynienia tylko z jednym ustawie-
niem pociggu, gdy obie osie 85 na belce i
mow mow M zachodzi pod' osig _Z: prazy
ustawieniu jej weding wzoru /1/.

W wypadku II naleiZy rozpatrzeé dwa usta-
wienia pociggu: 1/ Jak w wypadku I przy
2 osiach i podobnie nalezy obliczyé roax M
pod osig I przy ustawieniu wedlug wzorn
/1/. 2/ Gdy na belce stoi jedna of Z,_ po-
- Srodku. Mo M bedzie tez posrodku bel-

. ki 1 wyniesie
nowy -.8? 7 I.....(2

Tigkszy z tych dwéch taw M hedzie
mox rvaw M. :

HNakoniec nalezy rozpatrzeé wypadek trzeci,
gdy przy wszelkisj wartodci w os Y .. schodzi
2z belki., Bgdzie to wéwezas, gdy:

4 d '
d;"' 2 2‘{ * ﬁ L

czyli. gdy spelnia sig warunek:
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D @

W tym wypadku niekorzystne ustawienie
pociggu jest tylko jedno, gdy o# I stoi
posrodku, Mow max M oblicga sie ze wzorn
AR

Co do sposobu otrzymania wzoru /1/ zauwa-
zymy, 2e zamiast korzystaé z twierdzenia o

mon My wytozony powyzej sposéb, niozné.by
cskorzystad bezpo'sirednio zlwzoréw § 126.
fienowicie dla naszego przykladu bgdziemy

nieli:

W= 2P+yb_-_' L=0

= Pd
Ponieé:aé. W, L i Y sg state, a wige
ze wzoru /&/ odlegloéﬁ % * osi X od po-
ozatkn belki bedzie:

Z B R B
2 2(;,;_%75} 2 2{2?"571«}

X =

_ L _ _Pd .
S

4 P+ ?Z
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Zgadza siq to ze wzorem /1/, gdyz

w
%"’xa:: ‘2"‘0

W podobny do powyZszego sposéb moine prze-
progadzié badanie mowr s X w wypadku wigk-
szeﬁ'liczbj 0s8i przy jednakowych odstépach
nigdzy rimi. | ‘

Zauwazymy przytem, 2e w razie nieparzystej
liczby osi niekorzystnem po2ozeniem poéiqgn
bedzie to, gdy oé érodkowa stoi nad Srodkiem
belki. :

W wypadku, gdy qiééar wlasny jest nieznacz-
ny mozna go opuscié w poréwnaniu do sit sku-
pionyeh, co znacznie uprofci obliczenia.

Dla wypadku dwéoh osi, pray ?..0 2 Wz0TU

/1/ otrzymamy odstgp osi od &rodka belk1

4, . d
W= g

kladac ?=0 , otrzymamy takie i tutaj 3 wy-
padki:

(Z)

(77) g-&z'

°~ %L
‘"IN &,‘\3 a,,l,‘

S
':.\u



