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BOZDZIAL 1. WYZRACZANIR ATALITIOZNR REARCES zﬂaﬁrzaﬁ

8. L. Ke3da budowla roze byd rozort TyYane { . kp ukkaﬁ
'eiak,-zn&;¢u~a~fsh pig W rémovedss vod d“1=P1n1em.nrzvla-
ﬁqnybh do ni Lago will ﬂia?a fizregva, 7 Wtdrvsh ﬂk?ﬁdajh
sig bu&bWLc, pop;aﬁaﬁa @ mnieiezym Lub vwigkezym stonniun
wlasnodé sprgdysiosei, Wramess ta noless ne acfnofei zmis-
ny ksztadin cisds.pod dzialinienm pravicionyeh ik, czyli
na moznoSci odizsztakeania sig, Spreszystode ciaka jest zu-
peina, gdy po ueuniscie si¥ oisko powracs do weatadin pier-
wotnego., | |

Z powyiszego wynika, Ze réwnowags budowli naledy rozva-
trywac¢ joko réwnowage cist odksgiskesinvak i oprzeé jo na -
piukach uzupeoiajasych pod tym wrgledsm. Mechariks Ggﬁln@;
wianowicis na Teoriiﬁﬁpvﬁﬂvu*ﬁéei i Wrtriyma¥odel Yatorja.
¥6w, Tak postapimy w ninie] szym kursie, jednakde z poczgt-
ku, korzystajge z egmg $e¢ ~ikeztakoonia, kidre dopuszess-
my w bidowlach, sz bardzo riesnscane, Bedziemy rozpabrywsd
~*r¥a mchodéace w“sk&ééthndawli joko cieXs nieodkeztaXcalns

i bryly 4ztywﬂe. ?akx punkt widzenia rozwoli nem odra-
70 quaé ai¢ zagadnie niami, ktére moina rozwigzac, koray-
stzjge 2 bc&m avowych poigé i twierdzer statyki bryd sztyw-
nysh. W nastgpujgeych kilkw §§  zajmieny sig przypomnie.
nien nejwazniejszyoh Al nas pojgé i twierdzes Mechamiki
Ogdlnesi. | '

§. 2. Silg zavzepions do pevhego punktu cia¥s przedstawia.
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my w poetaci odcinka, od¥ofonsego od punkiu zaczepienia

i zaopatrzonego rtrzatks. Siia poriada nastgpujgcs cechy ;
1/ punkt zaczepienie, 2/ kierunsk,czyli linjg dzia&aniaag
3/ swrot wskazujacy, w kidrs 9trén§ tej linji dsiefa sida
i 4/ wielkoss.

W statyce bry eztymmydh przyjgto nacfﬁpuxgua 3 masedni-
cze sposoby przeksztetcania 2ik:

1/ punkt zaczepienis sily dziaksjecej na bry¥e moina
" przenosié wzd¥us linji dziakania silty, ozyli wzdiuz kierun.
ku sidy;

2/ do dz1ala3acych na bryfg si¥ moZna przydaczyé lub od
nie} odrzucié dwie gidy rdwne i wprost przeciwne;

3/ si&ylprzyIOZone do jednego i tego-samego punktu brydy
mozpa sk¥adsé i rozk¥adaé wedtug prawideX dodawania geome-
trycznegq czyli wektorowego.‘Przekatna.;?-réwnoiegiéboku,
zbudowansgy na siXach
::"‘: i 7; ze zZwrolem
od A do D /rys'.l/
jest sump geometryczna

vyeh ¢iz. Dzisdanie tc

' : _ 7 iwnoécla
}?‘y,j’ / ‘ WVI‘CLZ&"IT! T
5 R=E+R

w ktdroj dle odréznienia od dodawania alwehrqlsznagolnaé
Literami oanaazajaqan1 sidy k¥adziemy kreski, W celu abudo-
wenia wypedkowej, semianst réwnolegXoboku wystarczy stb®owad
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S‘.:ﬁik@t ABD, W, ktﬁm bok BL wyraze sgg . Buma geo-
nmt:?eznf piX Z? i & jest bokiem zamykajacymx&i? %0 ZWrQ-
fom 6k pocZgiku 4 sidy E§' do kodce I sily zZ , od Yo |
sonej od kefea & ity 2 . _
Z ryﬂ 2 widsé, Ze dodajgc stopnio-
N wo sily B }.‘?Jz?‘ ,2 , przekonamy

N
T TR

“laig, %6 suma geometryczna i siX

—

s B .,#.  jest bok zemykajacy
y 44, wieloboku _A”J,- a-fz .4,,, tych

: Ek, ad¥ozonych jedna za druga, tek

‘%e konisc kazde] poprzedniej sily jest jednoczssunie poczgt-
ilem nastgpnej wsily, przytem zwrot sumy geometryoznej ddzie
od poczgtku piervezege boku do kedoe ostatniego, To dodawa-
nie geomsirycune ozneczemy réwnoécxg
R E+Fv.... *E; ZP'
ktdre; dla odréimienie od dodawenia algebralcznego ned li-
teramx,_ﬁmnacmajaceml sity, kiadziemy kreski.

KeZda wielkeéd posiadajzcsg kierunek i zwrot 'mosemy przed-l
atawié ® postaci odeinka, zaopatrzonego strzatky i nasywamy
wektorem. SiZe posiads powyzsze cééhy, je={ wige wektorem,

§. 3. Dla schavakteryzowanis poolenia £idy wzglgdem do-
woinege punktu i przytem tak, aby unglﬁdnld powy2eze 8poso-
by przekgata&canla si¥, wprowadzono W Mechanice nastgpujgoe
pojgeie momentn zily wazglgdem punkim,

Homenton Linjowim M danej eidy - /rya 1/ wzglqdan _



x +
m | punkéy ¢ nazywe sis odei.
/(Q{‘\{\\ o nsk /wektor/, réwnaizoy
e \ \ P
3 R
’\ 5 gi¢ ilodciowo ilocamawi
A EH z wielkodel eily 2

przez o legkoddé & od
punktu @ do linji dziaka.

nia sity, czyli réwnzjaey
ﬁ_ﬁf’ 3 gie ilodciowo podwojone]
pYuszezyinie tréjkgta Omn. Odcinek ten ma kisrunek proste.
padXej do pXssuzczyzny tege tréjkata z takim zwrotem, Ze
zwrot dunej siXy ideie ze strony lewej na prawg /zgodnie
z ruchen wnkézéwki zegara/, _ ‘
Homenl: linjowy M wypadkowej ﬁ
R=B+Br. . *&
8i& ?:,E .,& , przyXozonych do . tego sumego
punktu br\,rlj;r wzglgdenm dowolnego punktu réwna =ig sumie geo-
metrycznej momentéw linjowych zle" wzgledem tego samego punk.
tu wezystkich siX ekdadowych t.j. - —
MM, + M ... M, ~ZH,
Parg siX, przyXosonyck do ciatea s;ztywnegu. nazywamy
dwie sidy, przytozone do cis¥z, réwne oo do wielkodei, row-
nolegte, lecz majgce rézne linje dziatania, a zwroty prze-
oiwne. i '
. Gdleg}:oéé p /rycs 4/ pomedav memnmm #i¥ nazywa gig
remienien pary, Moment L sily E wzgledem punktu 22, ,



2 ;

pofozonego na linji dziatania dru-

3 oie. ni;’; jest jednoczeénie sumg
' o) Beometrycma Ji +.¢41, momen téw sik

i -

) _,f_, i f: wzgledem punktu e, |,

g, poniewai moment si¥y « waglgdem te-

; g0 punktu Jest zerem. Sume geome-
}ivv:f‘,. 4 tryczna L.q, momentéw sik £ 1.8
wzglgdem punktu &, lezacego w pleszczyZnie pary, réwna
gig takze I, . Sune geometryczna momentdéw tych sik wagle-
dem punktu '5’2 tekse réwna sig 2L . 7 tegc powodu sumg
geometryczng momentdw sik pary wzglgdem dowolnego punktu
nazyve €ig¢ momentem linjowym pary.
S4. forzpyetujge z wymienionych wyzej 3-¢h sposobéw prze-
iggztalcania ei¥, mozna dany uktad sik, praytoZonych dé cia-
Jfa,'sz-tywnego, zaetgpié innym ukXadem, Takich zastgpczych
uk¥addwv jest oczywiscie nieskornczenie wiele. Przy wszyst-
kich tskich przekeztaceniach pozosteng niezmienne nast 9pu.-'
jece dwie wielkoéci géometi"yczne suma geometryolné 8ik
kazdego uk¥adu ¥ = 4::.!} i suma geometryczna momentéw siX
kazdego ukiadu L= ZM wzgledem pewnego punktu. Te dwa
wektory ¥ i L, nie zmieniajgce swych wielkosei geome-
tryuznych przy weze lkich przeksztakceniach ukXadu sik,
‘nazywaje si¢ niezmiennikami /1nwarjantam1/ uktadu eik, pray-
Yozonych do ciaka sztywnego.

Otrzymujemy slod berdzo-weine iwierdzenis:
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Fnzeakx uk¥ed 912 prayrosonych do ciaa sztjwnego, -mo_
zomy zastepidé uitkadsm, ﬂx{adagacym wig z jednej sx{yf c6W..
najgeej sig surie goometryosnej wid %F?, prayolonsi Go
dowotnagg punktu ¢ ciate sztywnego i a paxy-sil,'ktéfej
moment linjowy réwss si¢ sumie geometryesne] L. momentéw
wazystkich siX danezo ukiadu wzglgdem punktu O.

Opierajac sig na wariosciach niezmiennikdw 7 i Z ,
oraz na poXozeniu ich wzglg¢dem efiebie, moZna przeproﬁadzié
klasyfikacjg uk¥adéw si¥, przyYosonych do ciaka eztywnego
i podaé cachy przy ktérych dany uk¥ad sik moze bvd zredu-
knwany do jednego z nast pujecych na]proqtszydh ukadéw:

L/ dwie 8iXy réwoe i wprost przeciwne czyli eily wzajemnie
réwnomszgce sig, 2/ para aik, 3/ wypadkowa, 4/ sie i pera.

Gecha doprowadzenia’ danego ukXadu si¥ do pierwszego wy-
padku t.j, do dwuch sik réwnych i wprost przeciwnych jest
oczywisdcie zachowanie warunkdw:

TF-xZ =0, L=Z4, =0

3¢ dwie metody rozwigzywania zagsdnief statycznyoh: geo-
metryczna i ang[itycana._ﬂgtoda'gedﬁétfyczné-pdlegé na
bezpoéredniem roswazanip'odcinkﬁwmsil oraz momentéw i otrzy-
maniu roz¥igzania zaponocg geometrycznej konstrukeji. Meto-
da analityczna polega na sprowsdzeniu kwestji do wielkedei
_algebraioznych i do réwnafd. Osiggamy to zapomocg Wprowadza_
pia.rzutéw. |

& 5. Rzutem punktu A na of. Ox 'nazy-wa‘ aig¢ punkt @ ,



-
Ryi 2

..,,,.ﬁfz_ c FLR. T S ¢
L
@

Alg og&i

olrgynany.w przecigein
| Ox 2z pkasz-
QZyLng ;j{ . Przecho-
dzacsj przez punki 44
prostopadle do tej o=i.
Hzaten' & sily 2
nz o8 Ox nazywa sig
odecinek 6?;6’;- s Xaczacy
Tzuty na tg of @ i ¢

punktéw.d 1 . 3 o zwrocie od @ do G .

Rty B, £, .., By kil sit BB, E,‘-‘-'

Xy

el

na tg e.m

08 Qr ma;a ten sam kierunek /oé 0?: [ i vézuia sig tylke.:

zwrotami;’ dodawanie i odejmowanie tych rzutéw eprowadzs @ig

do dodamania i qde;mowama algebraicaneso. % tego powodu

rzuty eiX na of rozpatmj,emy czeeto jako wlalkoéci alge-

braidsne, praypleuiac im znak H/ gdy rzuty wektomwmaja
_ten sam ggrot co of Ox 1 mak /-/ w wy_m__&gu eawroinym.

Z rys,5 otrzymujeny

ab- 2 AC = ABeosos wige &7 = Poos(Fy)

- Korzystaigce z tego, 2s kasdy wektor okrefia eig przez’

3 akkedows wektory, obisramy dowolny uk¥ad osi spéirzed-

nych oz}rz wykle prostoksz tay - i

=tda siXg F bgdziemy

okres luli _brioz % rzutvP‘ J,P te) #idy un csd Qr, ﬂ'y,q,

Rauty P

P- gg ekradowemi wslkboerd

nie ja Uln'e&.l.aja. Dla krétkodsi cageis zemiss

siky F i aapefl’-

. FF B
iy 4

m\:r



1 %
o g M
- i

- YiF . _ . .
sznaczamy rzuty s=idy preez Al A Rzuty sidy w zupcd-

!

al

noéei ozresSlzje eids i1 jeoj kierunek, miancwiclie:

b h‘w m‘i-:”‘: L; 7 { = ‘H_-)ZF
ﬁ ] ";JJ{ T ™ ,‘? a5 {‘.-’E: A:"J BT ey ,“‘gx%,_:,.:..:k’ 3,
V2 e Ve
Vg — 7
i ‘z’;y" S ey SONg S 7ER . e
’:‘. } _it‘l::f | j‘.-h’yr’ ) -‘c’?":‘i _:’ 2

W celu sprowadzenia dzisdad gecmeirycznych migdzy mo-
mentami linjowemi i do dziakal slgebruicaye Titeoze. po-
2adang okre$lié moment A’Z ax{yP wzglgdem punktu 7
przez routy M, M, 4, tego wektora na osie 5’,?,0 O, .+ & rzu-
ty te wyrazié w funkcji rautéw /1'., KZ sidy P .

Pla moznoéci takiego wyrazenia wprowadzono pojgcie mo-.
nenty sity £ wigleden osi. |

§ 6. Momentenm /ff,x danej sidy szgl@d&m pevnej osi
OX /rys 3/ nezywa sig wi’ﬂlkoé.f‘ alqeb“aiczna iloczynuﬁ}b
padtg do tej osi przez cod Leg&'asd }b od punktu przeéig'ci&

0 o8l 2z ta plaszeozyzna do wspomnianego rzutu,s ; inne-
mi eXowy wzn;tu ze znakiem T po‘dwojima praszczyzng troj.-
kate Gon'r’ . dodatnia /4/, gy kierunek eily idzie 2z le-
wej strony ne prawa weglydem kisrunku dsnej 0si, ujemna
[~/ @ wypadku preesiwnym.

IS

Loweat nidy wzgledem osi wyobrasumy sotié czasom tekie

w postacl odeinke, «idvv o kfadzmy wiidid nei AN v kia-

- i -



P I

rtmkn,dﬂdatnim. gdy znek memenbu jest dodatni i odwrotnie

w wypedku :rzeclmvt W Odoinek taki nagywamy wteds momentam

o A

linjowym v%, sidy 4‘? wzgigiem osi U .
Migdzy momeniem eidy wuiglsdem o®i i momentem wagigdem

Homent ﬁﬂum‘:? AD wzgladem 08} ax ze wzgledu ne wiel-

"t

kpéc ing znak“g‘_éwna‘mg rzutowi ./;f,r na t¢ sema of momen-

‘ ';pimk tu imtnisje past quj aca zalazZnodc:

tu Linjcwego Zfﬁ.{ danej sily wzglydem jakisgokolwiek punktu
tej osi, t.j. M, = My

Mamy tek®s twierdzenie, Ze moment wypadkowsj siX, przy-
Yozonych de¢ tego samego punktu ciata wzgledem dowolrej oei
0X réma #ig sunie algebraiczne] momentéw siX skadowych

wpzigden tej osi,

= i _ Korzystajgac z okre.
/: ; ’I $lenia momentu sily
-y
et “"‘25' _lx wzgl@dem agi 1 z tego
7 i p twierdzenia mo Zemy
0 - s~ 2z Yatwodcia wyrazié

M,K‘Uunljccji rzutbw
eity L2 . W tym celu
/rys. 6";" rozkYad amy

u;rvP na 3 sk¥adowel

fwm m e em e el

Rys 6.

- o

XYZ]. rzutujemy te *El&dowe ns pLaszeIyuny sz R

Moment Afu sity P wagledem avi £ réwna eig sumie
: . 7 ; X' }f Jo i T vy B Ry X
algebraicznej momentéw six A I 14, Moment pily,



;réwna sig zeru, Homent sidy Z rivma ng (%V.u) munant
'313; |4 réene aig f—'?}’) wi@c
- Moy = yZ zY
Lecz 14 podatenie prz,ytoczonegﬁ wme; li:merdwnia rzut
M nomen tu J?i réwna. sig momentow: _//;LGK al¥y wzgledem

08i, wige

| “~x - M.g,{ = yZ""‘Z I"
P?dobnie otrzymany mﬂj}_:ﬁzﬂy - A -XZ
. Mz- > jzaz - _,I"Y"_" y-X

‘ \Ra podstawie powyzszych analitycznvch»wyrazeﬁ gily i fnou-
mentu wzglgdem punkin mozemy sung geometryczng 7 ukfadn
g8it i sumg¢ geometryczng L momentéw tych sik wzglgdem
punkta 0 wyrazié analitycznie przez rzuty HllZ:KZl

rzgdne A7 Y, Z pugktéw zacaepienis =i w sposlb nastgpujacy:
Ve=ZX L, --/_"/y«"‘f/yz z,zf)
K = 2Y Loy = Zﬂgy A.ZZX“XZ)
E =2t - L 2200 -Zﬂyﬂyﬁy

Réwaowaga ciakn Pwobudnego

v e e

§ 7. Cisken awﬁbqﬁnem nezywany clata, ktdrego przesunig-
¢ia nis s3 ogranicnone Atdneni ssr;«mmkamig iby ciato ﬁmbed--
ne gnojdowato =iy w réwnowadac, Y 3. aby chisd eil, _pr_zy-.
koz‘:msych do ciada, redvkowai slg do dwueh =¥ z*.éws:.tvch_ i

weprost praceivnych' konlecyna @ouosieteuzna, dehy Qany '



uktad s&isps&niaz nestgpujaoe dws waranki:

V V=2P=-0 9L =ZH =0

Werunki e wyrasaja, #e zume geometyyeana wezystkich sid
przytojonyeh do cisda swobednsgo, réwne gig zsru 1 %e suma
geome trycuna momentéw tvch six wagigdem dowelnege punktn
réwna Eig zeru, irnemi s¥owy, Ze nieﬁzmienniki denego ukkaﬁia
8i¥ réwnaje sig. LTV

Jnaczenis goometrycznsg lych wan nksw jeat pastgpujgoce:
Rielobok #ik /rys.7/, zauoowny od cnwalneg'o punktuz{ jest

— 5amkg1:;% , o3, koniec ostatnie]. si-
;ﬂ/\i_ J:yﬁg, wieloboku lezy tes w punkcie
| A' i obieg straakek idzie w_jodnym
kiervnku. Wiselobok momentow .5:2’- zZbu-
dowany od cdowolnogo punstu s jset
takie zamknigiv /vye.B8/.
Otrzynuiemy z powy2szego naste-
pujgee oczywiste wniouki:
1/ Jezeli ciedc swo.sine znaj-
duje erig w riwvnowadus ped dziada-

riem dwuch si¥, to =ixy te powinny

byé réwne, praecivnic skiercwans.
i dziakajgus wzéduz jednei proste]

o/

2/ Jezeli cia¥o swobouns znujduje sig¢ w réwnowadze pod

r

dziakaniem trzech #il nierdwnolegiych, to riky te powinny le
mad w jedns} n»}’aszc@:}x.n.ﬁe, przechodzid przez punkt wepdlny

.i kazde z nich vawinia 23§ céwnzd przasf;a.unm réwno LegXohulm,



zbudowenego z dwosh Pozowy alych'ai?

Sformutowon is warunkdw réwnowagl ciaka swobodnego moze
byé j inng, nis poaana wyzej, np.: _

Fla rém.owegl ciata uwobodnego koniecznezidostateczna,
jeby momenty linjowe uk¥sdu =i, przyXozonych do cieta,
';zgtgdem trzech pnnktéw..nie lezzcych na jednej progtej,
réwnaly sig zeru.

§ 8. Powyzeze dwa warunki geometryczne réwnowsgi ciaka
awobodﬁpgo .___
e =0 1. . FMEY
analitycznie e3 réwnoznaczne z 6 réwnaniami rzutdw obu czg-
éci tych réwnoéé& geometryoznych na 3 prostokgtne osi epdi-

rzgdnych, mianowicie:

K =0 Vﬂw=a
Y=g M
_. ZZ %0 Z’Maz “0
Szes¢ tych réwnad nazywsmy réwnaniami réwnowagi ciaka
swobodnego. o
§ 9. Bardzo Wwainym wypadkiem, czgsto spotykanym w St&tﬁce
Budowlanej. Jjert pewne szézegélne podoZenie eid, dziaXajg.
cych na c1alb. misnowicie, gdy WﬂzystkAe te sidy znajdujg
aig w Jedneg plaﬂzczyznze.;?wzv“aﬁsﬁy %2 pdazuczyzng 61{,'
piaszczyzng ik, otrgymamy = pamyﬁagych & réwnafi réwnowagi
tplko 8: o 7. |

SX=0 ZY~0, S/M30

pozostate 3 réwmmania etajs #ig tcivemcscismi. Ostalnie z wy-



mienionych-3-ch réwnad rédwnowagi, misnovicie
f il
Zdéigz" if‘?

jeat réwmaniem momentéy wzglgdem nei 0= . “azyetkie mo
rév

menty #g tutaj odeinkami réwnoleglemi dw oei fJz , ré:

#ig wige tylko zwrotemi: do géry lub na dc¢¥. Tobec tego
ezgeto zamiust pojgeia momentu silywzgledem osi Pz ugywe -
J& & danym wypadku pojyeia momentu wazglgdem punkiv O i na-

daja temu pojgciu znaczenie tylko zlgebr-iczne, mianowicie

ileczya 25 sity £ oorvees odlep¥od [romis/ od

e s i et b o, —r e - e ———

pumctu 0 do linji dziarenis sidy, weigty zs znskiem

S o S i S S S " o S i A " o ik S— o o T i o ot s g e e o S o oy o o St

75/, | gdy sile wzglsden punktw O idzie & Le*vej strony ne

-._ o s

prawa [w Xierunku wekazéwki zegera/ i ze snakiem /-/ W OG-
;I—‘g;ym wypadku. Qozpwiscie Mgz =«ff3‘: Zamiaat'jgaz CZG~
sto piszemy J’i, Lab /. Trzy réwnanis réwnowegi pi-
‘szemy wige czgefo w postaci

SX=0, ZV-0, ZH#-0...(1

Zeuwazmy, %e bardzo czgato w zedaniach staty  cznych,

-gdy weazystkie mily znsjduiz 2ig W jodnsj {ﬁ;rzc zvanie,
dogodna jest rueczz sfomurowanie warunkdéw résmowsgi, jak
wopominalismy wyzej, zapomocg momentew, miznowicie:

,ZM:(/,.J:M,=€’.’-7, SM=0p R 4
t.j. dla zachowaniz réwnowegi-korieczna i dostaleczna, ie-
by algebraiczna soma mor nile wezye tkm% ai¥, dzis¥ajaeych
na cia¥o ewobedne, wag lgde kaZdego 7 uraenh ounicbéy

Q 01)0‘3 , nie ledgcyeh n2 jsdned prosted, réwmeds =ig ze-



b

- 1T -

™, ‘i?ykaé.sur; teraz, 4e powyzsze warunki, kidre jednoazaénie;

3@' i réwnanismi réwnowagi, ag rdwnoznaczne z réwnenismi

2 K+ ; é’r:(? >M=01i e ka sdy nowy podobny warunek

Lp. ZHA ;-0 jeet toZzm=emoscisg. Yoment aily 3 wzglgden |
i punktu 0 jest _
¥ /ff=y2’-xy RO £V

gdzie X7,  ragdne 'punktuzf
K¥adac tutaj
3 X, =+
gdzie £y, %; o5 rigdne punk-
] £ tu (j} y &4 yrzedn
' 'RYJi .9 punktu f{ w osiach t?,rfy”
réwnolegkych do 67,{;»: mrzvmm |
M= g H -2 Foglo Ve Mg Xy
gdz:;e./g }’J‘Z’-A’ y;}&“i momen fom sily Z wzglracm punktu
Oy .
Sumjge wyrazenia /ef i /b/ dla wezyetkich il ctrzwnarzg
=M = -3 {_}’X-Jf}j)
ZM =N+ 3,2 X-3,77,

/.
M = oM -“fi’-u A?‘{;.Ef ....... [cf
Podobnie otrzymamy diz punkiu CZ

ZU = ZHM -5 EX ¢, Y

ozyli
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. Przyjmujge rémenia réwnowan W poetaci {81, otrzyma:zw
réwnenis /1/ jako almtsk z nich i odwrotnie. Korzystajge ze
WZoru { c/ réwnaniu, momentéw wegleden nowego punkin 03 me%e-
my neds€ postad

SM =M _?’_,Z}’v‘ 2X=0
2 kfﬁraj widaé, Ze wezelkie pQ&obne réwnanie rémmowagi, po= -
za trzema riwneniani réwnowagi w postaci /1/ lub /2/ jest .

jus pie réwmeniem, lecz toZssmodeisa.

Réwnowaga ciaks nieswobodnego.

s St S St PP 4 et S ik - —

§. 10.-0:1';_%{0 nazyws #i¢ nieswooodnem, gdv przespnizcia je-
g0 sa ograniczone pewnemi warunkami. KNp, ciato mefjgce nie-
ktére punkty stake, albo ktére sig oplera ns eiske nisrucho-
me, nie 'ﬁosiaﬁa mozno$ei poruszeniz sig.dowolnie, jeet wige
cieten nieswobodnem. | |

Jezelil cis¥o nisswobodne znajdujn nic W ﬁwnow.dza pod
dziateniem ukkadu gxf: ? 15 ZD s Loy utérego niezmienniki

V=2F i Zﬁ{(mﬂ to zaweze mosna dobrad nowmy
ukksd sik E,ﬁ ﬁ,r gactgpujgeych dziakanie podpbér i przy-
tem taki, 2s cisko pod dzieXanism obm tych uk¥adéw ik po-
‘zoétﬁmié'w réwnonsize, bedue swobodnem. Dle tego jest rzeczg

i sl g S . S b,

lrameczna. i dostateczna zachowenie warunkéw:

SP+3R -0, ZAE 3 HR) =0
ley F, aant,numwe dal&l’ﬂnlp podpér 1 wyrazsjgce
(HTE

' 'u'ézeclwy tyoh podpdr vidom dziazajzoym P nazywemy odpe-
STATYKA BUDOWLANA. _ . Arkuez 2 o4

e



rami lub reakcjémi podpdr.
g powy%ggggﬂﬂa;uch warunkdw réwnowagl - pierwszy wyraza,
ze sume geometryczne wszystkich sid praykozonych do ciaks, -
wkscznie z reckejami, réwne si¢ zeru. Werunek drugi wyraia,
ze sumz geometryczna momentdw tych git wrglegdem dowolnege
punktu réwna eig zeru. Ne mocy zasady rémiséel dziaania
i przeciwdzis¥ania ciato #e swojej strony wywiera na podpo-
ry dzietaenis, ktére wyraza sig¢ sitami rdwnemi i wprost praze-
cimemi do reakeyj. W punkcie gdzie ze strony podpery dzias-
¥a ne ciako odpdr AT ,» ze strony ciaka na podporg dziaka
parcie /ciénienieﬁdzyx —Jﬁ?. Odpér czyli reskcja jest zacze-
piona do ciaka, parcie jest zaczepioné do podpdxf; .”

Dla odréznienia. si¥ 2 od A nazywany csgsto qllv dz1&-
Y¥ajgee na cisko z wyjatkiem reakey) /t. i ﬂxky.fs-/ a1lam1 ,

bezposrednio przyloZoneml Bardzo obrazawa terminy dla po-

wyZezych siX quI F.Jaeidski, misnowicie dla uk¥adu JE"ai-
Xy czynne /aktywne/ dla uktadu /T sily bierne /pssaywne/

RyXozong metodg rezwaieania réwnowagl c*aka Dleswobodnago
nazywajg csasem metoda oswobodzenia od pokiozed. Pod polaQ

-—-o-—n-b-u-mm-n—n“m.-——-_-_-q- o el e e et

czeniem rozumiemv wpzalk1 warunek, ograniczsjacy ruch 018—

¥a. Podpora jest szczegdlnym Wypauklem polggbsnla, gdy po-i
wyZa;;-;;;;nek uskuteczn1a gig zspomoc@ przvaOnwan1a pew-jl
nege punktu ciaka do 1nnego ciaka nlerudhomage. lab zapomo-
¢g urzgdzenia statego zetknigcia pewnego punktn c1¢la % po-

wierzchnig nieruchoemg lub linjg nlerudhoma § 4opt Zapamoce
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metody oswobodzenia ed ﬁolaozqﬁ‘ujawniamg‘reakcje potaczed

i wprowadzamy je de réwnes.

Wodz je pcdpér

§ L. Heakcga danego pol@czanxa /® azczeg. wypadku pod-
pory/ wyraza 8ig wegéle przez pewien ukted #i& ¢ niewiade-
mych niezmiermikach iZf i 2:; ,'wywierajesy ns ciafo to sa-
mc dziakenis ce poXuczenie. .

W wypadkach szczegd inych ukad f{;, Ly »00%e 8ig Fprowe-
dzaé do jednej sidy A . Kp, podpors w postaci punktu sta-

s e sy g ke el

Yego moze, zawdzigczejge swejej wytrzymeXelei, przyjsé na
siebie dsis¥enie 8idy, przechedsacej przez ten punkt w do-
woluym kierunku. Odwrotuis, Ze streny pudpory, t.j. punktu
niéruohomégo, pewstaie przjloﬁeny de ciatsa odpér e kisrunku
przeciwnym, ¥ tym wypadku wige edporem czyli reakejg jest
jedna eifa jﬁT., c6 do ktérej zremy tylke punkt zaczepienia,
niewiadomemi sa wielkodd , kierunek i zwrot gily, ktéfe te
elementy, okreflajg sig przez rzuty reakeji & na 3 osie wipl

— i ——

rx¢dnych: .?f 413,,2? lub wogéle 3 rzuty na 3 dowolne.ogie,

nie Lez%oe w jednej piaszczyznie.

Jezell ciade opzara ai¢ jednym punktem ne paw1erzchnis

S e e e et

wyrqzajapa parcie z¢ streny cista na powierzchnig, meze byé
reztciera na 2 sk¥adows: nermelng do powierzechni i stycena

do powierschni. Rozwesena pedpera, t.j. powierzchnia nieru-
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choma, jezeli jest idealnié gYadke, nie moze unicestwié
2adne} siXy stycznej de pewierzelmi, a wige meise okazad |
spfzaciw tylko sile normalnej. Webec tege odpdr powierzahu:
nk:na cisXo jest w denym wypadku sidg R , przechedzaca |
przez punkt zetknigeia i ﬂ@rﬁALL@ de pewierzcini; niewiado-~'
‘memi sg wige tylko wielkesei tej Fily i zrot; elementy te
;wyznaczaja 0ig przez j jedng wielkodd algebruaiczng, misnowi-
cie rzut .?T,z einJT na ¢§ nomalna de powierzehni w roez-
waZanym punkcie z dowelnym zwrotem,

Cia¥a rzeczywiste poriasdajg powierzchnie w wigkszym lub
mniejszym stopniu chropawe+ & tego powadu powiefzchnie
w podporaeh i woglle poXaczenizch mogs okazywad takie spraze.
ciwy styozne do powierzchni. Wprowadzenie do rachunku ty@h
eik stycznydh.naleZy oprzeé ne teorji tarsia

W nastgpstwie jednsk, jezeli tylko nie ﬁczynimy épecjall
nego oméwienia, to wezelkie polaczenie bédziemy uwazali ze
pozbéwiona tarcia, Innemi skowy, bedziemy rozwazali t.zw,
w Mecheanice poXzezenia idealne. |

Zeuwaimy jeszcze, %e rozumowanie powyinze co do reskeii

pow1erzchn1 mo4na powtérzyé w wypsaku gdy nowierzchnia

Ty S

lezacyﬂdo podpory. Reakeja tego punktu jest pita normalna

do powierzchni cie¥a i przechodzgea przez nierﬁchomy punkt

podpory. ' | '
Z powyiszego widaé, %e istnieje zasadnicza réinicea PO-
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migd gy réakoja parktu dluzdego - reakejz powierzchni,
w pierwszym wypadks reskeia- 75 wyznecza ei¢ przez trzy
wiclkogei algebraiczne 7 ﬁygxﬂ w drugim wypadku, tylko
przez jedna LT,

Wazelkie poYacuzenis wywierajgce reakejg, okreélajacg
8ig przez jedna wielkoéé algebraiczng, np. przez rzut gily
na pewng o$ lub przez moment sily wzgle¢dem pewnej osi,
bgdziemy nazywaé podgczeniem prostem i odpowiednis reakeje

— — — v — ————

- reaxcja prosta. Podparcie punktu ciata przez powierzchnig

nieruchomg jest wige poXaczeniem prostem /lub podporg pro-
sta/, wwwierajacam‘}eakcje proata. Punkt staly zad jest po-
kaczenlam réwnoznaegggﬁngﬂtrzema pofaczeniami prostemi;
rzeczywidcie punkt stely moze byé zsetgpiony podparciem
punktu cia¥s pr-ez 3 piuszezyzny nieruchome, érzechodzaco
przez dany punkt i réwnoleg¥e do pXaszczyzn spéirzgdnych;
reskcje Ay, Ay, B tych pteszeszyzn eg niczem innem, jak ekia-
dowemi reakeji /X punktu stakego na osie spéirzg¢dnyoh.
Rozpatrzmy jeszcze jeden rodzaj podpory, polegajgcy na
tem, %e dany punkt ciaka moZe poruszaé sig¢ tylko wzdduz da-
rej nieruchomej linji /krzywej lub prostej/, Rozumujac, jal
- Wyzej, przekonamy aie, ze linja nieruchoma idealnie g¥adka
nie mo2e okaza® sprzeciwu sile stycznej do linji, a wige
reakcja jest gila normalne do linji i jako taka wyznacza
gig praez Gwie wielkosci elgebrziezne, mp. przez rzuly na

dwie dowolne osie, przechodzgce w pXarzczyZnie prostopadte



do linji w danym punkcie zetknigeia.

W zaleznoéei od ilodei veskeyj prostych, okrediv] ieych
reakejg podpory, powierazchnig nlemchma REZYWEMY CTasen
podporg L kategorji, Linj¢ nleruchumg - podporg & Gatego-
rji, punkt niervchomy — podporg 3 kategorji. W prakiyce
wyznaczeniel reakeyj podpér, a wige zerazen i perd na pod--
pory, jesl potlrzebne w celu obliczenia wytrzymakoéci pod-

pér.

- Réwnania réwnowagl cia¥a nieswobodnego.

§ 12. Jak wiemy, kazda réwnodé gecmetrycana jest réwno-
znaczna z trzeme réwnodcieami rzutdéw obu czgéei takiej réw-
noéci na trzy wzajemnie do sisbie prostopadte opie spdéi-
rzgdnych. 7 tego. powodu dwa warunki réwnowagi ciz¥a nie—
emobodnego /§ 10/ ea réwnoznaczne z 6-ma réwnodcismi rzu-
“‘téw tych dwuch réwnosci geomstrycznych na oeie spérzgd-
nyoh Ox‘yz .

ZX +ZRe =0 M, [€/+£J{M[ﬁ’/ 0
2Y +tERy =0 ZMy(B)*5 MoylR)-0
ZZ+ER, "0 Zﬂaz (/‘91‘2%; [’U"
l rdwnoém te wchodza. nastgpu]@ce nalaoéci algabramz..
ne; rzuty. mt hazpoéradnio pmylozonych.x Y Z, i rogine

punktén zaeueplenm tysh si.tx,y, Z ; ro uty reaken
-Rx EJ, z oras rz¢dne p\mkt&‘n ich - zaezepwnmx_y z



Béwnosei te nazywajg eig réwrsniami réwnowagi cis¥a

nleswqbodneao. Ré,vn‘n“ te skuigy do wyznaczenia niewindo-
,;}}-E*;;;g;;c;akcm &, 3, X yoraz - w wypadku, gdy poé-
pory nie- czynw ciada catkowicie nieruchomem - do wyznacze
nia paloaema réwnowagl cim¥a t.j. niektéryech ragdnyoch
'punk_téw ciak;, i:d wielkodei gsometrycznych, okreél&j&cvch
pofoienie cialka.

Ze wzgledéw, wepormianych v & 9, posiadamy tylko
rzeéé réwrad réwnowagi jednego ciaka sztywnego i mieswcbod-
nego. Ké.zde podobne réwnanie napizsne wzgledem inuvch o€i
bzdzie skutkisx tych 6 réwnanr.

§ 14. Przyk¥ad. Znaleié reakeje podpér ostrostupa pra-
widkowego /ry=. 10/, posiadajycegs rastsmjsee podpory:
| I/ punki nie=
ruchomy :ﬁi »
2/ punkt B,
moggcy ©ig po-
rusgaé po pro-

atej 4B, 3/
punktg » MOZG~

. Z cy sig poruezaé
10 By 12
0 T ‘ﬁ'ﬂ'l ‘ _ w poziome]
phsz Gzysnie ABC,
Jek wisdomo z Mscheniki Qgélne] Srodek cigzkosei ostro-

giupz prawiddowego leiy ne prqstejﬂ@ , ¥gczaee] wierzcho-



i . s s : 3 1 . g e .
Yok .D  zo $rodkiem eigzkosci &, , podetawy ZLC . Sika

bezposrednio przy¥ozona jest wige tylko jedna, miznceiocie
=

eita cigzkodei & , dziaXajgea wzdliui pionowej proset “u’)&?.
Obierzmy ofie gpbéXrzgdnver tak, Zeby poczath@by& vunks
E_B i 08 Bz skierujemy pionowo, .5] wzdus
prostej B4 .7 pewodu istnienie podpér%ﬁ,a dany
ostrostup jest cia¥em nieswobodnem. Aby wige rozpatrywad
ostrostup, jako znajdujaca sig w réwnowadze bry¢ ewobodna,
musimy zgodnie z § Ll zasigpié dziaZanie I;Odpér prazez sily
odporowe - reakcje. Reakcja niemchbmego vunktu A begdzie
pida Ej_ s przechedzgcea przez punkt A , le;cz o niewiado-
mych kierlml-m 1 zwrocie, oraz wielkoéei, Wezystkie te cechy
stang eig zZnene, jezeli wyznaczymy trzy niewiadome: /1,
Ry, RB,, t.5. rauty sily R1 na osie spé¥rzgdnych.

_Podpora .B ‘polega na tsm, 2e punkti .B moZe eig przeﬂu
waé po proete] A B, aziaxenie wise tej podpory mozna ze-
ata.pid siXg 33 s przechodzaca. przez punkt ﬁ proeto;-adla
do prostej 4B , lecz o niewiadomyceh kierunku i zwrocie.
Sia ta lesy wige w p-l'aﬂzézyénieﬁxzi bedz'ie' wiaddﬁla, JB—-
eli bedziemy znali rzuty R;y i Rz,x tsj eily na osi 17:6'
i Oz _ |

Podpora C tworzy punkt, mog'a‘cy porhsia.' siq W piasz-
czyzme -Bx_y, a m,c reekecja tej opory -H.:? jest F!:l.li}
proatopad-l'a do ptaazczy:ny .Ba:y Sita ta okres la aig w Zu
peXnodei jednym rziatem & 925 mamy i g6 ogélam 6 niewiado-
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mych reakeyj prostych: &, ﬁj Tz Ao [Izz:@g Zusta-
piwszy dziakanie podpdér reakcjami mozemy teraz dane ciako
uwazaé¢ ze ewobodns i zmajdujgee sig w révmowadze ped dzia-
Yeniem sil: z,,ff:,f‘a,;i_. HoZzemy wige napisad 6 réwnai,
wyrazajieych rdéwnowage tego eiata.

Kamy wezystkie dane do napisania pierwszych 3-ch réwman,
wyrazajucych, 2e sume rzutéw wszystkich sik, przyXozonych
do ciata, rozpatrywanego jako swobodne, na 3 ogie réwna sig

zéru, misnowicie:

Pozostate 3 rbéwnania réwnowagi wyrazajg, 2e suma momen-
téw ws:'systkich siY przyXozZonych do ciasta, rozpat rywanego
_ja.ka swobodne, wzglgdem kazdej z osi 0.?.; o_y,azréwna gig
z8T9. Dle napisania tych réwnad skorzystamy bezposrednio

okreé lpnia momentu wzglgdem osi, jako wielkosci alge-
braicznej /§9 [. Z okredlenia tego wypl‘ywa, ze dla napi-
gania momentéw si¥, np. wzglgdem oqéﬂf trzeba znaé rzuty
#i¥ na pXaszezyzng .B_{/z , prostopaddz do osi B 1
od legtodci /ramion_a/ od punktu B przecijeia sig 0s¢ Brz
pXaszczyzng Byz do fowyzazych rzutédw sgi¥, Przy zestawia-
niu réwnania momﬂnt&w wzglgdem oed Bg plasnczyzng T2u-
téw bgdzie plaszezyzna DXE - wzizlelem zaé cei Bz
praszezyzng rzutdw bidzie. :5.}2:5/. Mu-imy wige znaé rzuty
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gi¥ i niektérych wymisréw cia¥a ne plaszezviny spbirzsdne
Byz, Lxz, Buy ¥ eelu nlatwieniz ‘sobie wyzneczenia
tych rzutdw wykonwamy podl’ug *?e-‘.ﬂad Geometrj'i "*"}v‘»(rﬂét'r-:;;-j
a nest;pnie i na pla.ﬂ!z::f»:yzm;r Dyz  [rye, 11/.
Przy uXoseniu réwnania momentéw waglsdem osi B
S My (B)rZS My, (B) =0
korzystamy z paszezyzny rzutéw Byz, Piezse ﬁprost réw-
nanie momentdw zfzutowan;;ch na te pioszezyzng sii wzgl_gdaﬁ
pﬁnktu B -, otrzymemy zadane réwnanic, mianowicie
My A8 "'R.az CB - PC-B ! /A /4/
Tek semo otrzymemy rdwnanie moment G wzgledem osi B_/
iS5z , misnowicie: # Ea s
*ﬁgz.BZ"*.P.Bf:‘ff?(? RN
Tl s LB 16/
Ozneczajge promeﬁ koXa, opisanego okolo tré;jk@ta
A’B“C” przez z ,t.j. kladze
EY"- E'B - EC -
otrzymamy : _ '
AB =113 CB-£r/7
Bt'=4r; BE'-4£p
Réwnenia wise./4/, /5/, /6/. po pédstowienin tych wer-
tosei i wkadciwem qkréuemu woina napisad w posrtaéi:
B ATy A R el
3R, AP T sk



—B.z X000 seeas . 1’6 ,/
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//J\\\ 4\\
_’g!T / ‘E‘F,* | Rey, ?:,?;i ‘_-Z : \ 44,
s y;_?{ft l/ I ' l i -&3-41-8’ \l_g_i, X ol
_&-\ £lc .,'J\‘ 1o
J\P N s
S N2 N
/é'r )C
>
Rys. 1/l  _ ‘
- (% o s ........ﬁ‘w
ry CLE ; '_

Z rémeania /6% 1 /1/ otrzymemy : .fzfz =0 -
s /5/i .. Ry, =£P |
z {4°/: . . Fyz =
2 /3y . L3, "

Zadsnie jest wige rozwigzene, reaskcjg kazdej z S-ch

podpbr jew#t sita pionowa, zwrdcona do gé’;’y i réwnajace
8ig g- Vel | “ '



