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le nie gra roli i łrtcuM M zachodzi tak, jak

w wypadku gdyby obciążenia równomiernego nie

było, t,j. pod jedną z osi pociągu.

Ponieważ wyłożony sposób jest wystarszający

do oznaczenia tej osi pociągu, ogólnie osi ob-

ciążenia ruchomego, pod którą zachodzi majunc

to obliczenie sosna byłoby zakończyć dokładnie,

gdybyśmy potrafili analitycznie znaleźć dokład-

ne położenie pociągu t.j. dokładne położenie tej

osi, pod którą moment jest fncoJC.

Do tego celu posłuży następujące twierdzenie.

TWIERDZENIE 0 MAX. M POD DAS4 0SI4 GBCI4-

§ 126. Niech na belkę AB /r?s.l£g/ prócz

ciężaru własnego Q *7m. działa obciążenie ru-

chome, którego część jest pokazana na rysunku,

mianowicie ciśnienie R osi w pewnym punkcie

T , odległym o & od punktu A i aa lewo

od osi K są osie, których ciśnienia oznaczymy

przez P , a stałe ich odległości od osi n

przez <%• , naprawo są osie, których ciśnienia

oznaczymy przez Q , a stałe ich odległości



od osi A •' - przea $ -

tyoh ©i czarów skupionych mamy

rxypuśćmy,

k

. — —» —«$•-4 — ^

?. obciążenia

ruohdme ciągłe

i równomierne

/np, w moście

szosowym tłua

ludzi/, pierw-

sze /̂  %*.

na odeiaku

stałei

ośei

i i? i dr o

/m. ma odoliiku . $B w stałej odległoś-

ci JTJ? K ^̂  od osi J? 6 Pray .przesuwaniu się

pociągu np. od ,5 do -̂  odcimek -^^ 8 obeią-

amiiiejsse się, odoinek saś 2?i5 a

^ poi#iękss^ się i odwrotnie

pray prsesuwaniu się pociągu naprawo. Całkowite

połoaeaie obciążenia określa się praes położs-

Aie osi i? ' ? esy li prses odległość A£~ & *

Będziemy t©raa poszukiwać największej »artośei .

momentu gaąeago M przeeięciu Z
i? pray'pra-esuwaniu się pociągu,
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przy śmianie odciętej X . Załóżmy, że będą

to tylko takie zmiany, przy których żaden z

ciężarów P lub Q nie aejdzie z belki.

Os&aezi&y półcienie dowolnego punktu £ ob

ciążenia A prssz biażąoą odległość! 06 od

punktu d- i odpowiednio przes J$

dowolnego puaktu JT obciążenia <£. •. lapisa-

my teraz wyrażenie momentu gnącego w przecięciu.

7 •

f
ielkośó reakcji B, określi się a równa-j

nia; .

'a-'

Stąd

C -.,#; r /a / T- /i 7 C -OT / / /»
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I X #J t. \ / ! « -I
Z-x

...... . . . . W
Wprowadźmy dla krótkości następujące oznacze

nia; Wielkość wypadkowej wszystkich sił, działa

jących na belkę oaaaczay przea W \

Oznacamy następmie praeia' L i JY następujące

sumy;

- -1
<xf

J
Jest rzeczą jasną, że L i /K co do wiel-

kości i znaku oznaczają odpowiednio sumę momen-

tów względem J. sił; /* i /̂  oraz Q i Q
Przy tych oznaczeniach wyrażenia /!/ i / 2 / prasyj

mą postać:

M- B,x +1 - i * x \ ..... Ci')

j~ - | U•

Podstawiając wyrażenie (Z1) w ^ V otrzymamy
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M-- (W-alfi^ -(L +N)$ + Ź9łx + Z-

=(V- jl/łf!'* ~L(f- l)-JVf

A zatem ostatecznie otrzymamy wyrażenie na ***
w p o s t a s i :

M'(W'if)(^ -L(f-ź)-JVf. . . .(3)

Ohoąo 25aaleźó położenie osi JT t 6 j , odsię-
tą j e j X~ xQ , przy k tóre j M j e s t nwux ,
przyrównamy %-* do zera, przytem otrssymamy
po skróceniu przez L następujące równanie;

=o
% «yrażeń aa W, t i ff otrzymujemy:

Ostatnie trisy wyrazy powyższego równania

będą więc

{l-x)x(fl~cj)-(l~x)xj\ + Xtl-x)<c^* O ,

a zatem równanie do wyznaczenia ^ 3 JPo będsie

następując©:



MA

(W-i al)(l-2x) = L * N . ... . . . tfj

Ponieważ W jest funkcją pierwszego stopnia

od X ? L i N - drugiego, a więc jest to rów-

nania kwadratowe waględem % , Jeżeli A " ^ s ^

to W} L 1 Jy są stałe I równanie jest pierw-

szego stopni a. Podstawiając w równanie / 4 / je-

den z pierwiastków ®* , ©trzymaaŁj;

gdzie ¥Q,Lo, A oznaczają WyL i /r po

śd / 5 / ma pewnie

które wyjaśnimy w spoaób następujący:

Suma La+^K mośe być > O t lub < ^

odpowiednio I-Z.x9 może byd ><>* lub <O

t e j . mogą być 2 wypadki; Xo < •£ i xo p- -g

Zakładając, ie Xo < ^ t napiszemy równani®

/ 5 / w p o s t a o i :

Prawa część tej rówmości oa&acza sumę momen-

tów wszystkich, sił bezpośrednia przyłożonych

względem punjftu JL , a aatsia l8wa c^ęśó ©zsa



osa moment wypadkowej "• tych aiłs 2- tego

powodu i-sixo jest to ramię siły % wssgię

dem -A-RwyWwesiług umowy L- Z Xo >O ,
T 7 V*

odciętą wypadkowej m przez j , a więc

ramię "o możemy wyrazić także wzorem j~~ x~

prsytem powinno być także *$ - Jco )> O , Mamy

więc równość*.

Z- Zxo ̂  J-x o ̂
skąd

- ] . w tym wypadku, gdy pod osią X saohodai

mcux -*¥ ; oś I i wypadkowa Ĉ 3ą poło-

symetryoaEie wagi ̂ de a środka "belki.

Oczywiście to samo otrzyioamy w wypadku

•̂  J > ogólni-© będzie:

4
Jest to uogólnienie znanego twierdaenia

Culm&Bita., które otrzymamy kładąc w powyższych

wzorach jv*q =0 t.j. nie rozpatrując ruolio-

mych obciążeń -ciągłyoh. Pray dokładBiejszem

rozpatraeniu się w powyższych wywodach nastrę-

czają się jeszcze następujące uwagi;

a/ Teoretycznie możnaby otrzymać podobne
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wyniki i prsy /i i # smiennem* ai© ma to

jednak praktycznego znaczenia,

V możnaby wprowadzić w obciążeniu rucha-

mem oddzielne odcinki 2 równomiernemi /lub

wogóle ciągłemi/ obciążeniami między punktami

C i D . Ipływ takich obciążeń łatwo

uwzględnić na podstawie powyższych, wzorów, Iy-

obraźmy sobie np., że z lewej strony od n

mamy pewien odcinak G H obciążenia równoiaier

nego T /»*: Siecłi XH~QCO, X$~jfla , prayteia

A0 > <XO . Dodamy w powyższych wzoraoli do

Bił P /% lewe^ strony od J? / nieskończe-

nie wiele sił; T' c/oc w odległości <=£ od

J >. ogółem j TcJaC sił, Wówczas w wyra-

żeniu W doda się wyraz T ( A O - CLJ , w wy-

rażeniu zaś ^ wyraz;

t.j. moment sił 7* względem J£~ .

Wyrażenie JV nie zmieni się. Podobnie

możemy uwzględnić wpływ obciążeń naprawo o

G/ Jeżeli obciążenie ruchome równomierne
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jest tylko z jednej strony od ciężarów skupio-

nych, to należy położyć fi*O , lub Q= O .

d/ Obliczenie położenia niekorzystnego osi

t.j* odciętej #* w ogólnym wypadku można do-

konać z równania kwadratowego /4/, lub wprost aa

podstawie cechy, że i? i W są symetryczne

względem środka belki.

e/ Oczywista, że w wypadku /t = Q* O można

do obliczenia &a użyć jeden z tych 2-eh sposo

bów, prsytem równanie /4/ staje się równaniem d*

stopaia, z którego wprost mamy:

... . (6)

% 127. Twierdzenie wyłożone w poprzednim

może być zastosowane do wyznaczenia fnoca mcux,J)4

# sposób następujący: Ponieważ odszukanie f

pod daną osią nie daje rękojmi, że gdy niektóre

z oiężarów zejdą z belki i inne wejdą truoooc M

pod inną osią będzie większy, mówiąc więc teore-

tycsBie należałoby po kolei znajdować htisousc -M

pod każdą z osi pociągu i & otrzymanych wyników

wybrać ftvoux -M największy, ta wielkość będzie

nocux mamM. Praktycznie jednak rzadko zajdzie



potrzeba tak wialu prób, zwykła £ góry można

wskazać jedaą lub kilka osi, pod którą prawdo-

podobni© aajdssi* /rw^ n%cux, M . Można całkowi-

cie obejść się bez prób, należy tylko uprzednio

znaleźć sposobem wykreślnym /§ 12.5/ tę oś? pod

którą zaGhodai rna* tncu J4' i zastosować powyż*

3̂ e twierdzenie Jedynie do.ścisłego wysaao

niekorzystnego położenia tej osi i co za tesi

idsie i nvctJc nwcoc M . ,

§ 128. Znaleźć MsouxmcuJtf&lh belki o roz-

piętości 10 &, pr^y obciążeniu pociągiem, wska

zanym na rys

^t r- -K~ -=

ó ó ó

. x/ Przykład ten wzięty jest z Kursu "Mostów'1

Sioolai /po.rcfl./ s t r , 37^ , gdaie przykład ten
jest roa«viązany raetodą paraboloid obrotowych.
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Aby uniknąć prób zastosujemy nasamprzód

sposób wiełoboku sznurowego /rys.160/.

- % rysunku tego widać, że ma^mait* <&s

t. j. ma* m*wt.tt zachodzi pod oi$£area trze-

cim Q «3t. % gdy ciężar ten stoi w odległość

oi '0k. 4#5 tsi. od pooaątku -a^ belki -4^5* f

t.j. gdy pierwszy ciężar ii. już zeastedł

£ belki* W eelu ściślejszego obliczenia po*-

łożenia pooiągu i tnou* mcu M aaatosujemy

toraz do obciążenia i~ $r' 4 t. twierdzenie

3HATTKA BUBCfll. Hr.80 Arkusz 24-ty.
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o rtiou* M pod ciężarem ^ £ . Odległość(
wypadkowej n* %+'&+ H. ~ 9i.od ciężaru 3 fc.
określi się-z równania1,

= 8

Na podstawie twierdzenia o /ruatu -̂  ciężar

^*» i wypadkowa rv są symetryczne względ

osi belki t,j,

Stąd

Mająo ^ łatwo juś obliczyć moment gnący

pod ciężarem ^t , który będzie mouctnoaM, Za-

miast użytego sposobu możnaby !';̂ ^ obliczyć

wprost ze ;wzoru /6/ f 126,
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§129, Belka o rozpiętości Im,.
c wad&e

własnej

pod działaniem pociągu z
dwóch k<5ł o jednakowych ciśnieniach P&
o odległości między osiami ds&łn. Znaleźć
niekorzystne położenie pociągu.

_. di

k

iB zajdzie pod jednąOczywiście
z osi.

Zastosujemy twierdzenie o m̂ wf /f poddany
os i^ że przy obciążeniu niekorzystnem wy-
padkowa l/f sil, P,P i c/l oraz oś. T
są rozłożone symetrycznie wzglodem środka
belki.

0dległoś6-w-linji działania V od Z
obliczymy z równania:
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Stąd

2P
ZP

Odległość miekoraysiaa od osi 00 "bel-

ki koł* X. wyniesie aatem;

Otóż pray tem położeniu osi A zaj-

dsiie pod nią nvcux ™ przy warunku oosyiriś

oie, że pr«y tej wartośoi u> obio osie

3aies7iozą się na beloe.

Należy abadaó ten warunek.

Otóż, pray pewnej wartości 4) » oś V

nie sejdzie z belki, jeżeli będzie:

Należy jednak przytem odróżnić dwa wy-
padki ;

1/ c/< {I i 2/

W pierwsaym wypadku pray wszelkiej war
tośoi cu i pray wartóścd &*O na belce
miesscaą się aawaze obie osie. W drugim
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wypadku przy pewnych małych wartościach &

i pray Co* O t.j. gdy oś A atoi pośrod-

ku belki, druga oś V sohodai a belki*

Z tego widać, że w drugim wypadku należy

uwzględnić możliwość powstania największego

momentu, prócz w powyższe* ustawieniu jeascae

prgy ustawieniu, gdy oś Y ae^dzie 2 bel-

ki i pozostanie oś JL , którą należy ooay-

wiście umieścić pośrodku belki.

Pierwaa&y wypadek zachodzi pray warunku:

Z

Drugi wypadek mamy w raaie istnienia nie

równości;

< I d) f I I .
Druga csęść tej nierórności wyraża aię

warunkiem:

Ąr l z

czyli:

t»J. drugi wypadek zachodzi wtedy, gdy od-

ległość d zadośćczyni warunkom;
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J

Z powyższego widzimy, że w wypadku /I/

mamy do czynienia tylko z jednym ustawia-

niem pociągu, gdy obie osie są na belce i

rrucM truxjc M sachodai pod osią JL przy

ustawieniu jej według wzoru /l/.

W wypadku II należy rozpatrzeń dwa usta-

wienia pociągu: 1/ Jak w wypadku I przy

2 osiacłi i podobnie należy obliczyć i^noux.M

pod osią A przy ustawieniu według wzoru

/!/, 2/ Gdy na belce stoi jedna oś JC po-

środku. PlotA M będzie też pośrodku bel-

ki i wyniesie

Większy z tych dwóch fnau M będzie
mcuc

lakoniec należy rozpatrzeć wypadek t r z e c i ,
gdy przy wszelkiej wartości to oś y schodzi
js belki, Będaie to wówcs.as? gdy;

ożyli, ^dy spełnia eię warunek:
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W tym wypadku niekorzystne ustawienie

pociągu jest tylko jedno, gdy oś / stoi

pośrodku, Mcu mouM ofelioea się ze wzoru

/?/. ' ''Z' .̂  ; .
Go do sposobu otrzymania wzoru /!/ zauwa-

żymy, że zamiast korzystać z twierdzenia o

mcuK M w wyłożony powyżej sposób, możnaby

okorsystaó bezpośrednio z wzorów § 126.

Mianowicie dla naszego przykładu będziemy

mieli:

ir* Pól
Ponieważ W, l< i $ są stałe, a więc

ze wzoru /6/ odległość ^ osi Ł o& po

czątku belki będzie;

z

= L
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Zgad2a się to ze wzorem /!/, gdyż
ź - x ~

W podobny do powyższego sposób można prze-
pro.fadzić badanie tnouxmoui$ w wypadku więk-
szej liczby osi przy jednakowych, odstępach
między nimi.

Zauważymy przytem, że w razie nieparzystej
liozby osi niekorzystnem położeniem pociągu
będzie to, gdy oś środkowa stoi nad środkiem
belki,

i wypadku, gdy ciężar własny jest nieznacz-
ny można go opuścić w porównaniu do sił sku-
pionych, co znacznie uprości obliczenia.

Dla wypadku dwóch osi, przy ty**® 2 wzoru
/I/ otrzymamy odstęp osi od środka belkii?
kładąc <7* O , otrzymamy także i tutaj 3 wy
padki :•

I)

(1)
(/ii)

V-*
d< 1

z
z

v3

Z
3

1

1

1.


