
ając do siebie róTCaąia taK.Ie,

j

y i poris^ni pierwsaa auma ma mocy

ó lĘTż-oj równa stę aeru, „.. '..,

to rówasnię momentów, wyrażające,

momentów-"Wględeni puaktu ^ wszystkich s i ł

pośrodttdo pr.i.yłośomyab:"rdo' dźwiga'ra i s i ł reakoyj

podpÓr-Mwsaa s ię ^eru; rówiniiii /&/ wyra.żnją, fee

Duma rantów tyeii m;a osie (2^* -Oy x6m% ^ię zeru;

rfiimskttia więc- /6/ i / 3 / są'irćwiianiaml równowagi

diwigaraj. jako1 oałośoi i i&\ widno są skutki to * 1 -

gobr̂ loK:ayffi-v̂ 2r6wma:i5, równowagi węsłów.

• Masy wi ę o ^ ^ równań algebraicznych. l^go ; stopnia

mgUędam ai©Tfiaao»yoł* S I/xt o i lo śc i CL-+-S>.s^gad-

ai a n i ą . ir i ę o j e s t o kr t*ś 1 o u w ? je &al i f l ^ ^ i ^ • •

t • jeżeli rówpaaia m%ją rozwiązanie <i posiadają

pi^rwiast ki Fkotezone. Jeżeli^f*&y*<fl K^gadmiaale

jest nieokreślone,

3G A Rćwm;&ia. rdw.nowmgi. węgłów ;st**sowią tóład

tefj, podpór' i tiat-fżtń prętów, Hie-

_ . . . , . • ' • ' . . . " • ' • '

t j lko w il|Ł'ł:^f^; próoa tóó7J p



pór mogą bjó bezpośrednio napisane równania rów-

nowagi dla całego d£wig».xa. Z tego powodu os^sto

możemy sobie ułatwió rasmiąsa&i® równań w następu-

jący sposób. 1 .wypadku,, gdy Cb^ó, należy nasam-

przód wyzn&e$yó reakcje podpór; jeżel i w dźwi-gs-

rz;e są węzły, w któryołi s ię sciiodsą po 2 pręty,

,e Bioż̂ ąjr aa.ozą<S xos wiązy wad równani s, do-

tyołi węiłów i prsecko&ić stopniowo do

węgłów aast ępBj.ołi, w których "będziemy ml ©li do

wy-fiS.ao$©Bia DO 2 niewiadome; rozwiązanie

sprowadzi s iew ten'sposób dp .stopniowego

ajwajftis .równać z Z niewiadomymi, ' / •

§ 3 1 / . Kai.dy pręt dźwigam, do istór^go niema

prayło&onfób.- żadnych s i ł aewnętranych,-• jroapetry-

wany jnko swobodsy snajduj© się pod działaniom

dwóch 5?-ił: • r©akcyi sa strony węałśw. Siły' ta, rów-

ne co <io wielkości mają l^iarundk o.si pręta: zwro-

ty Ź,BŚ mają t ras ci'-'DO,., Siły ts rtóiawadiśn^ aat4::@-

niami pręta, J e ł ^ l i natężenia isaj.ą zwroty naaew-

aątrz od pręta, to prąt jest ^ roaoiągany, j©£

zaś t«y siły a£$-ą awroty aa wewnątrz

pręt jest ŚG'isfciiiy9 lyobra^my sobie, £a pr
r, 48/ 'j.ast •p-r^tclfty w

lit ^

i • vSą do csi ^rc. ! a, w ..
, - ; ••> •

'~4*



wypadku .1 • ko&saoh. A nowyoh odcinków pręta yv
i AA^mrwi&y przyłożyć naprężenia, któryek tf
kowa jest równa i wprost przeciwna do &iły

ionaj w końou danego odcinka. Z Wytrzymałości Ma
• • • • • • • • • • • /T &

wie^y , Ł& aapręśenia t^j^f** -^r* , gdaie
jeat pła.^auayaną praekroju pręta.
Zauważmy, ż« rómowaga dźwigara nie byłaby na-

ruszona, gdyby pręty roaoiąg^na były zrobione za
sznurów iii«rozciągliwyoix. Pod pojęoiarj s&cura

/oayli n i c i / .atoio^oicigliwtgo i • ide-
iW giętkiego roaswiiieiy fthifliu paktów taster-

ab., roaałiaBaozoriyoii ^ pewnej l i n j i , która
przyjmować wnaelką posta-\, bea umiany długod

ci ł i n j i międuj^ dowolneai jej punktami. Odcinki
SMura.ttif aogą pWaywad reakcji źn.dnym siłom, f

które mogłyby s b l i ś y l d o s iebie ko/oe sasura; pod
działaniem c i ł równycŁ i wprosi: prseoiwnycL, s&mir
przyjmuje poeiac propt6>j - kierunku s i ł . Siły ta
nazywaaiy natężeniami samira. '* amerykaiskioh kon-
strukojaoh &0lafcRyo& pręty 'rozciągano /bardao- czę-
sto robią % żelaza kwadratowego, lub okrągłego,
którego' praeloroj r* E^OBUDŁU do długości jest bpr-
dso lały. Pr^ty t^kitj' mogą by>y prędzaj upodoba i

• do banu;:,r. , ni i do c i a ł ; żywnego,
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UKŁADY GEÓltSTRiGZSTS 2MIBNPJf,

'.§22/, W .rp«patrapxy oU wyiej układach 0iał pod-

pory i połąozania były tak. ur*ądsoa*, i* *afc**pi#~

jd&ruchomość układu przy wszelkich, fciłacft boa-

o prśyłoaonyGii. Układy oiał satywmyoii o ta—

ii-.oh połączeniaoh nazywasrf układami gaaffietrycanio

mi0Sffiien?@mi. Jak widsialiśtay wjżisj, wara^pk kon-iece-

E"J» lec£: riiedor^ateczny niezmiewności poataęi ukła- '

du pol^gA r)a tesj, że i lość roakojj proptyck fówstc. s i

lub jśet, wifkBSiaod iloŚGi równań rótmowągi. układu.,

Mianowicie dla układu o i a ł , rozpatrzOB©go

wai uą ek t as. p o 1 a ga na t em. %' i a •?/? ̂  <S «

tiek ten dla diwigara krat owego polega ma teał{ ?,

. Rozpatrzmy
którym iiośc roakeyj prostyaJi jest umiej saą od i loś r .
0 1 TOWtłSif" li» 1' fifdT**

•uwidoc.sniony jes t ||a;

mogą ^aiani.ao s

i . wprost z Mjsun-

%8»50 ... . .„. • ;jiji;,- Łe"'.układy t«

por, ta<5 b( s .. amianj k a s l a i i u o iał^



wchodzących "% skl$& układu. Układy i~łde

układami geometrycznie zmi©nnemi. W następuj

sposób mlina dowieść ogólni©, że w wypadku, gdy ilość.

wt* reakcyj prostych w układzie o iał jest mniejsza

od i lości T^rćwnafi. rÓTOiowagi dla danego układu, to

układ ciał jast geometrycznie zmienny. Rzeozywi&cis

rugując a T^rówaac równowagi Oc reakoyj, otraynuuny

/T-~ JC/ równar., zależny ch tylko od s i ł Ty >J) . •. * ,

lezpośrednio przyłożonych i cloaieatćw geometryca-

nyohOjj & , . . . . . , określający cii p o ł o ż n i

układu. Z rówmatf tych, które mają po sta

•r ^/^..Ja^moana" wyznaczyć /?-&/ eleme»tT5w geometrycz-

nych.układu, która więc nit* mogą byó przyjęte dowol-

nie /np, kąt <j> na rys. 49 i kąt */" na rys, 50/.

Układ oiał stanowi więc w danym akł&d geometrycznie

Miejmy, czyli mechanizm. Jeżel i pr«yjmitmy postać

równowagi i a &mą t j . przyjmiemy wszystkie alejnent^'

z n » Q / y ^ , . . . zs wielkości dane, to powyż?

równań dadzą waiiirikij/ftCi-J-Odlti s i ł ^ * ^ . . . . ,

którydh zachoweniii jest .nożliwa przyjęta postać

równowagi układu, innemi słowy preyjęt© położenie

równowagi jest aoaliwe nia przy wszelkich eiłaoh,

lec* tylko przy takich^ które BHdoś6caynią powyższym

o wyżej je?t/>«eo$.ą. Jrffliią-,- k§



gadaie-ni^WiiR.oifagi dla układów
zffliónnyoh. polega n* •wyznaczeniu reakoyj psiłączeti
i parametrów geomeliyosnycli, określających poło-
&@ni@ równowagi. Wielkości te możemy wyznaczyć
z równań równowagi^ mapisam^oi. dla każdego *>iała
układu, które to rówB&riia otrzymatnyt stosując

oswobodzenia od połączeń,

Zastosujemy powyższe, rozważani© do przykłató,
wyobrażonego na rys. 51. Baii-8 są długości .j4Z)

AB*at3C~&t CD^c 2oiądx kuli

Pomiędzy k ą t a m i ^ J, 0

dwie galśżuośoi

r

i &J

Ry.^,. 51., . -Jeden..-więc z kątów, np;

określa położenie .układu, dwa inne kąty otrzymamy

z nowyżrsjcli równaj. Na oi.wła JriB i CD ni® dzia-

łają sądne s i ł y bezpośrednio przyłożone, reakcja

więc /Sypodpoiy^l i ronkoja 5 przegub a 5

są równe : i wprosi przeciwne : S=-flir podo"bnie5»-

Rospatrując Gi&loJBC t jako ewobodue, widzimy, z

ZĘ:-;łduje . s ię ono pod dzi

•sy



-80-v

O /Hówn.momr irzglę-

Z równania /5/: K* TT*—TPTlrr/ z

.u
te wyrfl&enia w równamia /4/, otî zymamy

A / , /2/ i /6/ możemy wyanadayó

położenie równow^i, następnie z rćww

/ 3 / i /5/ możemj wyanaozyd reakcje "/? ^

Zauważmy, że .jeżeli w układach

ajołi; ja ' i% łuku trójprzegubowym, w• ukła-

da i e łuków lub układa ie bsl^k wspornikowych, * a. stą-

pi my działanie'podpór praez ro.^koje, to układ mo-

żemy rozp^trywaó, j.ako swobodny, J~ak widać taki ewo-

•bodnj układ ciał ieet geometrycanie amienny, gdyż

;fcî d.3 następna c i a ł o jes t połąosone z poprzednim

; :tjlko jednym przegubem, około którego me, możność

obrotu*

' • ZASADA 2 Ś

§33.Wródaiy do ppjsp'*ir*ęiii» rói&owagi łuku trćjprae-

gubowego / § S3/ i dada-jałj do * i tb ia równania / I / i

/ V ora a /2/ i / 5 / f o trzymamy



-61-

acsa, że sumowanie rosciąga "się-
na jjfs&y łuk: S ^ S + '3$* Równania

*taają an^bzenie równań równowagi dla całego

łuku, jnk gdyby on s k ł a d a ł s i ę nie z dwdpk c i a ł

CLtpL o CLOĄ, l*cz z jednego c iała e&tywaago

Aby otrsymrii równania momentów,'podobne'do równać

/a/ i /h/ fl*lę.żjrdo*&a6 do s i e b i e r ó m a n i a mond»-

tów dla części Q,Qi a a x ^ aapis&nyoh względna

tego Ł̂ aoLogo punktu, W tym celu napiszemy, rćwaanie

momentów dla osęśc ić ić i^ względem punktu CLf,

Dodając to równańlo do równ-ania / 6 / , otrzymamy

Równania /&/, /&/\ łC/ m-raś^ją równowagę łuku trój-

przegubowego, jak gc/^J 0 B staaowił jedno o ia lo ;

sztywne <2-,^ ̂ A , p o s i a ć jąoa podpory CL, td^ Podob-

nie dowiedliśmy 1$ § 2 9 , że równania równowagi dźwi-

gara, j?ko Cr^łośoi są skutkiem algebraicznym rćw«-

m&L równowagi wa&łów. Dowód ten pozostaje w sile,

w wypadku, gdy wszystkie prę ty rossciąg^tsc* będą sro-

biopa ze ss&-aurów r^iero.sciągli^jcli, t j ; gdy daay

^d 3 -̂st układem geometrycznie gmisasja,

Hównąaia rówaowagi X^~&,^jf**O, ^M~O dla

STATTKŁ BUDOWLI . ." " , %ftst*% 6~ty



b układu, wyrafcają róm$w«g<| i»go mfcładu,

gdyby stmm ii on jadfco c iało cstywaa. Jak

i i l , wniosek 'ten jest skutkiem algtfer*-

rdumowagi oddjsialmyok części ukła-

du.-¥.'}«»t. szoSs^óliyr^ wyp»dłl#ia pewnego og

Medtomiki.# naxywaa«go zasrdą

§34. Aby sformułować ogólnie to twierdzenie

określania,

c iał/ lub punktów m^terjalnych/ jakkol-

wiek aa sobą połąoROayołi, leos nie połączonych z

układom nierachoiByia aewnętrzaym, będziemy nazywać

tikładaa swobodnym.

Układ c i ą ł połączonych, z .układna niaruoliomym

l/t^$Q&l%$&ik®!r podpory/ BtaftjTrauig ^ieswobodnym.

Zast^pująo dąiałaaie podpór pr«©z reakcje podpór

iaał^iŚy układ mieswobodny możemy s ię aapatijwać, .

* jfttó na swcł^pdny. Na tej samej podstawie na każde

oiąlo, wcftóltfcąoe w skład układu, matm s ię aapa-

ttywać j*>ko aa swobo&e, je^li"dft i»łaml« połącsei

3 imaąKciałami ulł«da ^stąpiia^; prjsas. r«akcj«.

Ha- mocy- ssasa^; dte-iaiaaią.l px2^oiwdsialania

dM&ł&mi*
priseciwsa do



tego połąasgaia-, -wgrr&tająoego ta ia łanie
na oinło^4 ..

Was alką1 ą-iłę,- przyłożoną do danego .yp

^ a a r f nazywać wewnętrzny, jebali w układał© i s t -

i^je druga s i ł a , x6mi powyższej i wprost prze-

e i ł ^ aie w«wnętramą będaidisy aausywąli

W.szyatkie s i ł y , d&iała^ąoe ĘA 4aay układ, noże-

my wi |o podziel ić a* s i ły ffewttłttftfto i wejp^^trwe.

S i ł y beapośredaio przyłóżon© i reakcje podpór są

siłami zewnętranemi, reakcje połąozeń 4i*ł/ltib pum-

kiów/ między sobą są siłami trewmętifctisMi.

Pr*ytooŁon« wyżej dowody algebraioana zasady

sztywaisnia dla łuku trójpraefubowego i dżwigara

&£$&tow9go polegp.ły n* wyrugowaniu z rówsań

s i ł wewnętramyćhi reakoji w przegubie środkowymj

tę&6ii prętów. Ogólny dowód algebraicasay zssady

estywaienia jest supeł ®ie aaalogiczay do przytoczo-

nego w §29, możaa go jedtaak iąstąpi4 następującym.

Przypuśćmy , ze moay układ swob&dmy c i a ł Aub pua-

któw mater j^lnyciłi/, ja.kko3jRiak z$ sobą .jMetoPS-ot̂ ych-, znaj-

duj ćŁoy.ctL si ę pod daiałaaiem s i ł «ewmętria}ibL

w epoczyaku; równowaga tago układu aie będzie



ssona, 'jB&eli my wprowadzimy aowe połącaevnia,

"któreby zmieniły dany układ na aieaaieaay; wtedy
i% » powinny z^dośdozyaiS dwom waruakoa

/5

tg, suma geointtiycs&Tśa wezysrtkióh s i ł jejra^tranjogji-

przyłożonych do układu» znnjdującego si § w spoczyn-

ku, oraz suma geotnetlycsna momentów tych s i ł wzglę-

dowolnego punktu powinny się rówaaó s:eru. Z

dowodu 'Wynik*, ż« powyższa dwa warun-

ki rómowagi s i ł aemi ętrsnyoli są konieczne lecz

ru^dostateoame dla równowagi układu.

Dla układu płaskiego powyższe warunki są równo-

znaozna a trzema równania mi równowagi.

Dli łuku trój przegub owego mamy ogółem 6 równari

"równowagi, dla układu C c i a ł , połączonych ze sobą,

..ifat-cij-'ogółem«J(J rówrmi' równowagi, zasada zdsatywnie-
fwv> daj# dU wsselldago u.kładu płaskiego tylko 3

H^wmania te aożna. roaps irywad y-iko skutek

% rjowyźssgroh ró'Ttóaf- s i ł wewn^trzajroh,

ia pozwala n a p r a ć .jw befcpośrędtuo

iaeadj

.. Mamj Łuk*trójpr£egiib-^y : ^SjQ^^ rs-



akcje podpór o&itoczay prsefc-/^ *"^JL* reakcję.,

strony cfałaji&B^&a ą i ^ ł o i l ^ w przegubie ozna-

czmy przez/? ., Stosując 6£;iadę. zesztywoienia

t j . rozpatrując układ

jak o j edc o ci ało, moieiny

napie ad .nast ępująoo-1, i^rsy

równania tego ciała: ,

Z równał: /Z/ i /3/> otrzymujemy

Dla dokończ.en i-a roiswi

o oiało cwobo4*e i

otrzymamy -

^rozpatrajamy część

równani* SŁ

pisząc ;j^s2roze .równa4
-^otrzymamy

skąd ;/,Br»jdzi

Zastosowali i« zajady zes^-ywftiania poswoliło więo

n^oiyó bazrosret inio/^* J ^ ^ , a na«t^pai* i i*m«

&K«k JP* /jak w , i 23/ wekazuia , i* cumowani©

ł ii Vu, , ';



i uwiadom*.

§ 36» Rt?£pgttr3®y u&ł&d c iął połąosonyałi aa '

sobą prsragabami nier^hom^mi lub ruakommi
- . , • • . , * * . •

w tan sposób, £• każde ciało następn® ą

nim poł^aaon© jest j©dB.ym p3nsftgnb#m, %wk

y łąóouołi, którtgo o^ttiwaaii są po-

oiajią układu; poszczególne oiaii&

układu mogą mi*<5 podpory lub ioia ni# aied,

władni». tUfłtó.te.-o4dL j#st układ b#l»k wejpor

V; ukł'ad łuków trd^prątigubo-^oli

i b*łsk /I26/. W âŝ llsm podpora

ruoiioma na wsporniku MQ&® być TO^patrywaB^t, âr-

ko piamgub tfuchoiaj "o 4a^®j l i t i j i ś l i a g ^ i a .

f^srtki ukłatd c i a ł pd ©swoboda&niu w myśli

od podpór, może by.i-rd$pątxywi«f f jako ewobod-

jay- Powy ŝKy układ po oswa^odsŁeniu od podpór

staje s ię układem gaoa#tfyoani« aanitónya.-

•^a aooj- J^cbaak aassdr eeaatyFnismia, d-la-po-

wyśśsego ukł.adu swa^odn©go ;iąośamy

równania rówiowągi . ^ — ;

w ktdrą to. .równania wejdą'̂ fc

sobi%., is» w jakimkolwiek



p y ż y układ

ie o^ąśai; dMałaale każdej

e*$ści ul^adu oą drugą - musimy sastąpid'

}ę M . Sgodzde a §22, dla prsagabu nieru-

t a jest s i łą prsseohods^^ą $TZGZ

QŚ przegubu; dla przegubu racłkomego /Ittb podpo-

na wsporaiku/ reakcja t a jest s i lą

prsez oś przegubu i prostopadłą

Oddzielana os^.ś6 układu /pp.lewą/ znajduj

s ię w 2̂ 'WZŁOWBisa pod cteisłatiiem s i l

njoĘ$-iz i po^fiss^^J reakcji M .

&i^'t&tnow&gi taj oaeśoi, w którsby
nie ifaesła reifejpja i ? ;. a wie;o

względem śrocj.ka
wypadku prsegubii nieru a tom ago' i

J4
t . j . równania momentów i r(5wnaai^ rautów na oś

w wypadku przegubu ruchoma.go* O^naaamj i lość prze
gubów ląoisących nienielio^jfoh ^rzm^fl , ilość pizegucóTT
łączącyCh 'ruo3a.<aa3fdL 'praoa '̂;widŁlffliy >ia istSos równań .
/ l/; 'dla 'ItaMsgo pr*«gaba pL^rwasego rodaaju napisao
jedno równania 1jpa /ViA& kaitogo prsap."l3a driigiego
rodaaju dwa rfeimia t jpu/S/ Msmy więc ogółem
•c9*jpttV^^/równtó dla sił.a.-#wnętranyo]i U j . ł
d la w;j2;na:c&€2ia r«ąl:pjj podpór.



Oinaośsymy przez G. ilośó reakoyj prostycu

podpór,; otrzymamy, ie

ioh wyzmcsania jest następujący:

W 5525 i 26 wyroiliśmy ten warunek pr&oz

Oozywiśoie oba 1e warunki powinny da<$

tat identyczny.

Wyłożony tutaj sposób, oparty na zaeadai©

aeeztywnienia^ poawala v/ysna'0SHió reakcje pod-

pór układu bezpośrednio bez wprowadzenia do

równać s i ł weTO<?tr$:ayoh %* j . reakcyj przegu-

bów lącsącyok. -

Jeśa l i w celu wyanaczer.ia reakcsyj podpór i

połączą^ stosujemy sposób, wskaaaay w 5524 - 26,

to równaiiia / I / , /Z/, i / 3 / mogą służyć do spraw-

dzania prawidłowości rozwiązania.

§37.- f 531 mówiliśmj, ie przecinając pręt
At w puakoiei4 płasfcozyzną prostopadłą do
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kroju przyłożyć pewien zesp61.. -ęił. Taki zespół

odniesi0ftj do jednostki pofierssoimi naaywa


