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Od wydawcow.

Wypuszczajagc swe nowe wydawnictwo poczuwamy sie do
mitego obowigzku zlozenia serdecznego podziekowania pp. prof.
dr. K Pomianowskiemu i inz.~Z. Sliwinskiemu za bezinteresowne
opracowanie i inicjatywe wydania niniejszej pracy, w ktérej podane
metody utatwig technikowi praktyczne rozwigzywanie ustrojow sta-

tycznie niewyznaczalnych.

Koto Inzynierii Wodnej Kom. Wyd. Toru. Br. Pont..
St. Pol. Warsz. St. Pol. Warsz.






W budownictwie wodnem czeSciej niz gdzieindziej spotyka sie
z potrzebag zastosowania belek ciggtych i ram, zwykle zelazobetono-
wych. W czasie budowy trzeba szybko i pewnie oblicza¢ konstruk-
cje, ktore musza by¢ natychmiast wykonane. Metody wykre$ine
pozwalajg witasnie na wykonanie obliczen z malg stratg czasu oraz
tak jasnych, ze popetnienie bitedu grubego mozna zupetnie wyklu-
czy¢. Doktadno$é obliczenia jest dla celow praktycznych zawsze
wystarczajaca, gdyz zalezy ona od skali, ktorg mozna przyjaé do-
wolnie duzag, i btedy obliczenia mieé¢ zawsze mniejsze, niz biedy
wynikajace z powodu przyjecia konstrukcyjnie wiekszych wymiaréow
zelaza, niz wypadaja z obliczenia, oraz btedéw, wynikajacych z po-
wodu roztozenia pretow w szalunku w odstepach nie pokrywajgcych
sie scisle z przyjetemi zatozeniami.

Metoda Amerykanska obliczenia wykreSlnego wydawata mi
sie tak prosta i jasna, ze uwazatem za rzecz bardzo pozadang aby
udostepni¢ jg szerszemu ogotowi technikéw.

Dr. K. Pomianowskl.
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1. Uwagi ogolne.

Metoda punktow sprzezonych jest jedng z mato u nas zna-
nych metod wykre$lnych, ktéra pozwala na szybkie, proste i pewne
obliczanie statyczne belek ciagtych i ram sztywnych. Metoda ta jest
zblizona do metody punktow statych (Suter ,.Die Methode der Fest-
punkte" Berlin 1923).

Podstawag metody jest wykreSlne przedstawienie zaleznosci
wyrazonej twierdzeniem o trzech momentach.

2. Dogodna forma twierdzenia o trzech momentach.
TW-tU' e

Zatozenia:

1. Belka na wielu podporach przegubowo-przesuwnych (korice
podparte przegubowo, lub zamocowane).

2. Moment bezwitadnosci zmienny.

3. Obcigzenie pionowe, nieruchome, ksztattu dowolnego.

Rozpatrzmy dwa sasiednie przesta Rys 1. Jako skutek zatozo-
nego obcigzenia powstanie w przekrojach belki moment gnacy M.
Zmiane tego momentu mozna przedstawi¢ w znanej formie alge-
braicznej sumy wykreséw: momentéw podporowych i momentéw
belki wolno podpartej. Zauwazymy, ze wykres momentow podpo-
rowych sktada sie z dwuch tréjkatéw (na kazdem przesle), ktdrych
podstawy stanowig odpowiednio momenty M1i M2 oraz M2i Alt. Be-
dziemy wykresy te nazywali tréjkatem MIt tréjkatem M2, Afs i t. d.
flby znalez¢ zwigzek M2 M, rozwazmy fikcyjne obcigzenie okreslone

. - M - .
dla kazdego punktu belki jako 3 Przy tem zatozeniu, obliczone

reakcje podpor wyrazg odpowiednie tangensy katow nachylenia od-
ksztatconej (patrz ,Mechanika Budowli" Dr. Wierzbicki, Obliczenie
ugie¢ sposobem momentéw wtdrnych). Dla srodkowej podpory war-



to$¢ reakcji obliczona z lewego i prawego przesta musi by¢ ta sama
(ze znakiem przeciwnym) ze wzgledu na ciggtos¢ belki. Wyzej zalo-

M
zone obcigzenie fikcyjne — da sie przedstawi¢ przez redukcje wy-

kresu M.

lu It — Dtugosci przeset.
— Podpory.
M, — Momenty odporowe.
Alt A2 — Pola wykresow momentéw belki wolno podpartej.



Nalezy kazdg rzednag wykresu podzieli¢ przez odpowiednig war-
tos¢ E J.

Poniewaz warto$ci MIt Ms, Ms sa nieznane, redukcje przepro-
wadzamy dla obcigzenia jednostkowego, zaktadajagc My = M2—1

i przyjmujac skale (dla kazdego przesta inng) — = 1. Otrzymane w ten

A
spos6b wykresy jednostkowe {My = M%= — = 1) redukujemy nastep-
ni

nie WstosunkuEJ. Nalezy przy tem zauwazy¢, ze wprowadzenie

wykresow jednostkowych nie spowodowato zadnych przesunie¢ $rod-

kéw ciezkosci pdél wykresébw momentéw w Kkierunku poziomym.
Oczywiscie, ze catkowite wartosci fikcyjnego obcigzenia otrzy-

mamy, mnozac odpowiednio pola tych wykresdw jednostkowych

przez My, M5 lub Al, A;

byt2

Oznaczymy:

mx — $rednig rzedna zredukowanego wykresu trojkata My.

nX — $rednig rzedng zredukowanego wykresu tréjkagta Mv

fy — $rednia rzedna zredukowanego wykresu Av

tIL— wspdtczynnik okreslajacy odlegto$é Srodka ciezkosci zre-
dukowanego wykresu jednostkowego tréjkata Mt od lewej podpory
1?i (Mj IL= tej odlegtosci).

z\ — wspotczynnik okreélajacy odlegto$¢ $rodka ciezkosci zre-
dukowanego wykresu jednostkowego tréjkata M, od prawej podpory
R2(v1ly—tej odlegtosci).

gi — wspotczynnik okres$lajacy odlegtos$¢ $rodka ciezkosci zre-
dukowanego wykresu jednostkowego Ay od lewej podpory Ry (gtlIx=
tej odlegtosci).

Dla sgsiedniego przesta 12 odpowiednie warto$ci oznaczymy
przez m2 n2f2 u2 vitg2

Korzystajagc z wyzej poczynionych oznaczen wyznaczamy war-
tos¢ odpory Srodkowej z lewego przesta:

tgp= m, ILuiMy + nlly(\-Vy)M i \-fYlvgy~
n

i z prawego przesta:

-tg 9= M, 121 —«,) M2-f n22v2M3+ /2(1 - g2 137
h



dodajagc oba rdéwnania stronami" i oznaczajac:
Q" ontif{ i V) C2“ ui2(1 i
Di = k(1 - vy Do = /2vt (= mlw)
Fi=/1¢gl ~2 = [»(1  gi)
otrzymujemy ogdlng form® réwnania trzech momentow;

(CIML+ DiM2 11+ (C2M, + DiM3 |~ - (F A1+ F,A2) . . (1)

3. Zalezno$ci wspotczynnikdw rdwnania trzech momentow.

Niektore zaleznosci wspotczynnikéw rownania trzech momen-
tébw sg pomocne w wykre§lnem rozwigzaniu.
Z okreS$lenia mamy:
1 rl —x 1 Cl—x ,
— dx

ni —— dk = ——
1 J EJI /23 E

I'J EJI IsJ EJ
Cx{l —x)
i fLA~NdX ml* - EJ
EJI
Cx (I —x) X
v = 1 _EJldx -1 Cx=X) gy My,

r * ni3 I EJ



gdzie y oznacza rzadne momentow belki wolnopodpartej (wykres A),

a; dtugosci mierzone wzdtuz osi belki. Stad:

/,
Cx= mlifi = FX (=2 gy = 1
1 o0 11
A =« (i-"N)=«- Q
Q+A =
I BIAT Ey,
0
U
A —rov2= — f — — dx =tnj u,
2 /233 A yB
o]

Cj—W2(1 72 —n2 A2

C2+ A = Jra2

1 r\I-x)y3(‘,/jC

2 "2 A
ci C. L o
Q+ A Q+ 2
—A1L -1 _w - 2
A+ Q c2+ a
_ A gj 2 a (i = 02 s c
Ct Dx fi\ c2-f1£)j M

4. Szczegllne wypadki réwnania trzech momentow.

a) Belka o statym momencie bezwiadnosci w kazdem przesle
(w sasiednich rozpatrywanych przestach wartosci A i J2 i statym
dla catej belki wspotczynniku sprezystosci.



stad:
(Aft+ 2 MZ)}J + (Afs+ 2 Af) |-
i 2

b) Belka o statym w kazdem przesle momencie bezwtadnosci
i symetrycznem obcigzeniu

stad:
(1

stad:
W+ 2M2D + 2M2 12 ------ 6 {Axgx-f- /1392 ()]

d) Belka o statym momencie bezwitadno$ci przy symetrycznem
obcigzeniu

stad:
(M1+ 2 Afa) IL+ (M3+ 2M2) 12= - 3 (At+ AD )

5. Punkty sprzezone.

Linja momentéow podporowych musi oczywiscie spetniac¢ wyzej
wyprowadzone réwnanie trzech momentdw. Linji takich, ktore spet-
niaja réwnanie trzech momentéw moze by¢ nieskoficzenie wiele,
(rownanie jest dwukrotnie nieoznaczone).

Przeprowadzmy przez punkt Pt Rys. 2 dowolnie obrany w obre-
bie przesta IX linje, spetniajaca réwnanie trzech momentéw. Przez
ten sam punkt przeprowadZmy druga linje, ktéra zado$¢é czyni row-
naniu trzech momentow.

Niech punkt przeciecia tych obu linji w obrebie przesta 12 be-
dzie P2 tatwo mozemy znalezé zwigzek miedzy wspoétrzednemi
obu punktéw xuyi i x2yl.

Z geometrycznych zaleznosci:

AAfj = - AM2 AMs= - ATW2 b— *+



Uwzgledniajac te wartosci, z rownania trzech mormntéw otrzy-
mujemy:

(- Qh-.X FDj)L+ (C2- A ~-3 )/2=0

a,

Przeksztatcajac:
Q+aA Kk (c, +d,-A 92 ()]
[~ p
jut W1
i
Xi » ™
Y k Pa JR
Rys 2.

podobnie z geometrycznych zaleznosSci otrzymujemy:

Mi = (1 a (LA) M2+ky,
stad:
Clk il +D,klI'L = Fi Al + »~ /42 e)

Rownanie (2) wyraza zwiazek miedzy odcietemi punktéw P1
i P2 niezaleznie od obcigzenia i od rzednych tych punktéw. Punkty
takie nazywamy statemi.

Réwnanie (3) okre$la zwigzek miedzy rzednemi w zaleznoSci
od odcietych i pél momentow At i A2

Jezeli znane jest potozenie punktu Pt to réwnania (2) i (3)
pozwolg wyznaczy¢ punkt P2

Punkty takie, ktorych wzajemne potozenie okreSlone jest row-
naniami (2) i (3) nazywamy sprzezonemi.

Poniewaz w zatozeniu byty to dwie linje dowolne przechodzgce
przez Pt i speiniajace rdwnanie (1), to kazda linja przechodzaca
przez Pt i spetniajaca rownanie (1) musi przechodzié¢ przez punkt P2
Jezeli wiasciwa linja momentéw przechodzi przez PXx to przejdzie
tez przez P2. Z ksztaltu rdéwnan wynika, ze zalezno$¢ miedzy obu
punktami jest odwracalna i zamienna.



6. Wykreslne wyznaczanie punktéw sprzezonych.

Poprowadzmy w kazdem przeSle proste pionowe przez Srodki
ciezkosci zredukowanych wykreséw trojkatow ML i Nazwijmy
przez U proste potozone z lewej, a przez V proste potozone z pra-
wej strony w kazdem prze$le Rys. 3. Linje U bedag lezaty w odle-
gtosci u | od lewych koncow przeset, a linje V w odlegto$ci VI od
prawych koricow przeset.

Miedzy dwiema prostemi U i V sgsiednich przeset prowadzimy
prostag pionowg T dzielaca odlegto$¢ od V do U w stosunku odwrot-

nym do odcinkéw ly i m2/2 lub co jest rownoznaczne, odwrotnie
proporcjonalnie do (C*+A) h 1(Q + A) h (patrz: zaleznosci wspot-
czynnikéw réwnania trzech momentéw).

Na prostych U i V umieszczamy odpowiednio punkty U i V
0 rzednych:

U lip-£iWi i . _ fig\Ai
ml



Do wykre$lnego wyznaczenia punktéw U i V, stuzy punkt

=JL. A
4uv | 4 mu |

Konstrukcja uwidoczniona na rysunku. +taczac punkty Vu U2 otrzy-
mujemy w przecieciu z prosta T punkt TIt2. Zauwazmy, ze (patrz:
zalezno$ci wspoétczynnikdw réwnania trzech momentéw):

U=A(1~SH)A ~ F At
m2 i) £2 1}

vi = /i Hi di = F\ di
1 nL Ix C, --Dy IL

tatwo obliczy¢ rzedna:
Y Fi At4-Fj A>
1'2-(C 1+ DD/1+ (C2+ A) k

Poprowadzmy przez punkt Pxprostg dowolnego kierunku Rys. 4.
Punkt przeciecia z prosta V niech bedzie Hu a z prosta R (popro-
wadzong pionowo przez podpore) punkt B2 Z HX poprowadimy

prosta przez przecinajaca prostag U sasiedniego przesta w punk-
cie H2 +tatwo dowie$¢, ze punkt P2 sprzezony z PX bedzie lezat na
odcinku 52M2
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Jezeli Pv My i B, lezg na jednej prostej, to:

Q k 4
CQ\+ A xx \ Cl+D{ Xy

Jezeli B2 Pzi H,, leza na jednej prostej, to:

C, L A ) 6)
C,+ A X Co+ D, X,
Jezeli Hv 712 i A na jednej prostej, to:

K +Dj)li+a» (C,+ A)2=7;,0[(>+ A) ix+ (C,+ A) i)\ 6¢)

Podstawiajac wartoéci hu A2 do réwnania (6) otrzymamy:

q/,>-i + *[(<:,+A K + c2/RN +
3 "2

(c,+A)*»-A ‘% - M2[(Ci+ A)k+ (Q+ A) A=

" 2

Réwnanie to spetnia zalezno$¢ wyrazong rOwnaniem (2)
i (3) [skreSlajagc wyraze-
nia ze wspoétczynnikiem b
na zasadzie roéwnania (2)
otrzymujemy réwnanie (3)],
czyli  wspotrzedne Xxu yt
i J2,y2 otrzymane z kon-
strukcji geometrycznej sg
wspoétrzednemi punktow
sprzezonych.

Poniewaz rozumowa-
nie zostato przeprowadzone
dla dowolnie obranego wy-
kresu PxHYyB2H2 (dowolny
kierunek Px to kazdy
inny wykres przechodzga-
cy przez Pt musi przeci-
na¢ poprzedni w punkcieP2
Rys. 5.
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Jezeli drugi wykres poprowadzimy tak, aby poczatkowy odci-
nek przechodzit przez TIx2, to wykres ten zredukuje sie do prostej.
Stad: prosta Pl 7\,2 przetnie kazdy wykres w punkcie P2 Rys. 6.

Ten sam wykres moze stuzy¢ do wyznaczania punktow statych,
poniewaz spetnia zalezno$¢ (2). Nalezy tylko zatozy¢ yt= 0
i Tt,2= 0. Rys. 7.

7. Zastosowanie metody punktéw sprzezonych do wyznaczania
momentow odporowych belek ciggtych.

Jezelj znamy jeden punkt linji momentéw, to metodag punktéw
sprzezonych mozemy wyznaczy¢ kolejno w kazdem przesle po jed-
nym punkcie lezagcym na tej linji. Dwa znane punkty linji momen-
tow pozwolg wyznaczyé w kazdem przeSle po dwa punkty tej linji,
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co wystarczy catkowicie do wyznaczenia wykresu momentéw odpo-
rowych.

Dla belek ciggtych z konicami podpartemi przegubowo znanemi
punktami, przez ktére przechodzi linja momentéw, sg oba korice
belki (M = 0). Te punkty stuza nam w tym wypadku, jako wyjéciowe
dla wyznaczenia z nimi sprzezonych punktéw linji momentow.

Dla belek ciggtych z zamocowanemi koncami dwa takie punkty
tatwo wyznaczy¢, postugujac sie nastepujgcem rozumowaniem: uwa-
zajmy zamocowany koniec belki jako podparty przegubowo z mo-
mentem odporowym MX i dodajmy wyobrazalne przesto o dtugosci
/, =0 i momencie na koncu MO= 0. Dla tego wyobrazalnego prze-
sta i sgsiedniego rzeczywistego napiszmy réwnanie trzech momentow:

(Q Mi, + DxAf)li=-F xA. . . . . 6)
gdzie:
C\=MW(@- Uj Di = tly W Fl=/x 1 —g,)

Odtézmy Rys. 12 na prostej U punkt Ut o rzednej:

li(l-g.) A
nu k

Ux

dowiedziemy, ze punkt ten lezy na linji momentéw. Z geometrycz-
nych zalezno$ci wynika:

hk = Vg - Afi -
H Ma,- Mx Ui=uxM,+ M. (1 <) @)

z réwnania (8):
Et Ai _ C,Mi
h Di

M,=

@)

Podstawiajagc (10) do rdéwnania (9), a zamiast wspoOtczynnikéw
(?, Du Fi ich oznaczenia otrzymujemy:

fi (1~gi) A w, Q- W) Mj

mLuy It

+ Mi (1 —Ui)

fl c1~ g\) A\

mt I x

dowodzi to, ze wartosci Ur spetnia réwnanie trzech momentéw to
znaczy punkt Ux lezy na linji momentéw. Analogiczny punkt znaj-
dziemy przy drugim zamocowanym koncu belki. Punkty te beda
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punktami wyjsciowemi dla wyznaczenia z nimi sprzezonych punktow
linji momentéw.

Przyktad 1. Belka trojprzestowa, moment bezwtadnosSci staty
na catej dtugosci belki, korfice zamocowane przegubowo, obcigzenie
symetryczne w kazdem przeSle, wymiary przeset i wartosci obcigze-
nia wskazane na rysunku. Rys. 8.

Traktujac przesta, jako belki wolnopodparle, rysujemy wykresy
momentéw gnacych Alt A2 As. Wyznaczamy: proste U w odlegtosci

Eg_ od lewych koncéw przeset i proste V w odlegtosci 3— od prawych

koncéw przeset. Na prostych U i V odktadamy S$rednie rzedne wy-
kreséw Au A2 i43 otrzymujac w ten sposdb punkty:

U=11=yl U2=V2=A2 U3=V, =4*
1 2 3

Prowadzimy prostag TI2 w odlegtosci 3 od prostej Vt i? od
prostej U2 Podobnie poprowadzimy prostg TiiZ w odlegto$ci —

I
od prostej U3i? od prostej V2 taczac punkty V, i U2 w prze-

cieciu z prostg 7It2 znajdujemy punkt 71i2. Analogicznie, tgczac
punkty V2 i U3 wyznaczamy punkt T2)S. Traktujac punkt Rt jako
znany punkt linji momentéw Pu wyznaczamy w sasiednim przesle
punkt z nim sprzezony P3. przez Pu V1 poprowadzimy prostg do
przecigcia z prosta R2w punkcie B2 B2 taczymy z U2 Prosta Px T1i2
w przecieciu z B2 U2 wyznaczy szukany punkt P2 Analogicznie
wyznaczamy punkt P3 sprzezony z P3. W podobny sposéb, uwaza-
jac punkt jako znany punkt linji momentéw Q3znajdujemy punkty
Qi i Q2 Przez wyznaczone punkty prowadzimy linje momentéw
podporowych M. Jezeli konstrukcja byta wykonana doktadnie, to
odcinki linji momentéw wyznaczone w poszczegblnych przestach
przetng sie na prostych R.

Zakreskowane pole na rysunku przedstawia wykres momentow
gnacych rozpatrywanej belki.

Przyktad 2. Belka ciggta trdjprzestowa, moment bezwtad-
nosci staty na catej dtugosci belki, konce zamocowane nieruchomo,
obcigzenie symetryczne w kazdem przesSle, wymiary przeset i war-
toSci obcigzenisi wskazane na rysunku. Rys. 9.
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Linje U, V, T i punkty Uu Ut, U3 Vu V2 Vs, TU2 wyznaczamy
jak w poprzednim przyktadzie, Traktujagc punkt Uu jako pierwszy
punkt linji momentéw Pt wyznaczamy jak poprzednio punkty P2iPz.
Podobnie wychodzac z punktu Va otrzymujemy punkty Q, i Qt.
Laczac wyznaczone punkty otrzymujemy linje momentéw podporowych.

Przyktad 3. Belka ciaggta tréjprzestowa, moment bezwtad-
nosci staty na catej diugosci belki, jeden z koncéw zamocowany
nieruchomo, drugi przegubowo, obcigzenie niesymetryczne, wymiary
przeset i wartosci obcigzenia wskazane na rysunku. Rys. 10.

Konstrukcja linji U i V, jak w poprzednim przykiadzie. Pro-
wadzimy proste C przez $rodki przeset oraz proste G przez $rodki
ciezkosci wykresow momentéw gnacych Ax, A2 Aa Punkty Ux i VX

A
wyznaczamy korzystajagc z pomocniczego punktu OX o rzednej —1

K
Prowadzac prosta OXxRX do przeciecia z prostag Gxznajdujemy rzedna

punktu Vv prowadzac prosta OxR2 do przeciecia z prosta zZnaj-
dujemy Uv Analogicznie wyznaczamy punkty U2 V2 i U3 V3
Dalsze postepowanie jak w przyktadzie poprzednim.

Przyktad 4. Belka trojprzestowa, moment bezwitadnosci
w kazdem przesle staty (wartoéci Jlt J2 A), jeden z koricéw zamo-
cowany nieruchomo drugi przegubowo, obcigzenie niesymetryczne,
wymiary przeset i wartosci obcigzenia wskazane na rysunku. Rys. 11.

Proste U, V, C, G, punkty Uu U2 U3 Vu V2 V3 wyznaczamy
jak w przyktadzie poprzednim. Prostg TI® prowadzimy tak, aby
odlegtos¢ od prostej V1do prostej CR zostata podzielona w stosunku
h,
J2  Jx

Analogicznie wyznaczamy prostg Tilt,

Dalsza konstrukcja jak w przyktadach poprzednich.

Przyktad 5. Belka ciggta dwuprzestowa. Ksztatt belki o zmien-
nym momencie bezwtadnos$ci, wartosci obcigzenia wskazane na ry-
sunku. Rys. 12,

Obliczamy wartosci m, n,f (patrz pt. 2). Obliczenie zestawiamy
w ponizszej tabliczce.

Belke dzielimy na odcinki 0,5 m. Rubryka 1 zawiera odlegto-
§ci od $rodkow tych odcinkéw do lewych podpdr Rubryka 2 zawiera
odpowiednie wysokosci belki. Rubryka 3, zawiera momenty bez-
wihadnosci, przy zatozeniu szerokosci = 1. Rubryka 4 zawiera
rzedne niezredukowanego (jednostkowego) wykresu trojkata Mx
Rubryka 5 zredukowane rzedne tegoz trdjkata. Rubryka 6 zawiera
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momenty statyczne odcinkéw pola zredukowanego wykresu trojkata
jednostkowego; suma rubryki 6 wyznacza moment statyczn\ﬁ pola

tego wykresu. Rubryka 7 zawiera rzedne wykresu A w skali — = 1

Rubryka 8 zawiera rzedne zredukowanego wykresu A. Rubryka 9 zawiera
momenty statyczne odcinkéw pola zredukowanego wykresu A, suma ru-
bryki 9 wyznacza moment statyczny pola zredukowanego wykresu A.



nx =

d1

y JL

~ 12 J

3 4 5
1,363 0,985 0,722
1,168 0,954 0,817
1,000 0,923 0,923
0893 0,892 1,000
0,707 0,860 1,218
0581 0,829 1,426
0477 0,797 1,670
0382 0,766 2,005
0341 0,735 2,155
0341 0,703 2,061
0341 0,672 1,970
0341 0,640 1,880
0341 0,609 1,785
0,341 0578 1,695
0341 0547 1,602
0341 0516 1512
0,341 0,484 1,420
0341 0453 1,330
0,341 0422 1,235
0341 0390 1,142
0341 0359 1,082
0341 0,328 0,961
0341 0,297 0,872
0341 0266 0,780
0,382 0,234 0,613
0477 0303 0,455
0581 0,172 0,296
0,707 0,141 0,199
0893 0,09 0,123
1,001 0,078 0,078
1,168 . 0,047 0,040
1,363 0,016 0,012
35,079

35,079 X 0,5
=L 7= 1,09 U
16 1
84,369 X 0,5

“ nr- " 2636

X
y YA A
J J J
6 7 8 9
0,184 0,083 0,061 0,015
0,613 0,250 0,149 0,112
1,353 0,416 0,415 0,519
1,750 0,583 0,653 1,143
2,740 0,750 1,071 2,410
3,920 0,916 1,576 4,334
5425 1,083 2,645 8,596
7,520 1,249 3,270 12,262
9,170 1,416 4,151 17,641
9,800 1,583 4,642 22,049
10,320 1,749 5,125 26,906
10,800 1,916 5,620 32,315
11,150 1,950 5,720 35,750
11,430 1,850 5,422 36,598
11,620 1,750 5,130 37,192
11,720 1,650 4,840 37,510
11,710 1,550 4,549 37,187
11,620 1,450 4,250 37,187
11,420 1,350 3,960 36,630
11,140 1,250 3,665 35,734
11,100 1,150 3,370 34,542
10,320 1,050 3,080 33,110
9,800 0,950 2,788 31,365
9,170 0,850 2,492 29,281
7,520 0,750 1,965 24,071
5,820 0,650 1,362 17,365
3,923 0,550 0,955 12,654
2,760 0,450 0,637 8.759
1,753 0,350 0,392 5,586
1,150 0,250 0,250 3,687
0,610 0,150 0,127 1,937
0,189 0,050 0,037 0,583
219,520 84,369 625,372
219,520

d — 0,391
1 16 X 35,079

625,372
f'=IF3r$85S“ 0463



0,25
0,75
1,25
1,75
2,25
2,75
3,25
3,75
4,25
4,75
5,25
5,75
6,25
6,75
7,25
7,75
8,25
8,75
9,25
9,75
10,25
10,75
11,25
11,75
12,25
12,75
13,25
13,75
14,25
14,75
15,25
15,75
16,25
16,75
17,25
17,75
18,25
18,75
19,25
19,75

2,56
2,47
2,39
2,31
2,22
2,14
2,06
1,98
1,89
1,81
1,80
1,80
1,80
1,80
1,80
1,80
1,80
1,80
1,80
1,80
1,80
1,80
1,80
1,80
1,80
1,80
1,80
1.80
1,80
1,80
1,81
1.89
1,98
2,06
2,14
2,22
2,31
2,39
2j47
2,56

J-.H
12

1,398
1,255
1,137
1,027
0,911
0,816

0,647

0,494

0,486
0,486
0,486
0,486
0,486
0,486
0,486
0,486
0,486
0,486
0,494
0,562
0,647
0,728
0,816
0,911
1,027
1,137
1,255
1,398

0,985
0,962
0,937
0,912
0,887
0,862
0,837
0,812
0,787
0,762
0,737
0,712
0,687
0,662
0,637
0,612
0,587
0,562
0,537
0,512
0,487
0,462
0,437
0,412
0,387
0,362
0,337
0,312
0,287
0,262
0,237
0,212
0,187
0,162
0,137
0,112
0,087
0,062
0,037
0,012

- 21

PRZESLO 2.

0,707
0,766
0,824
0,888
0,923
1,056
1,150
1,255
1,400
1,542
1,516
1,465
1,413
1,362
1,311
1,259
1,209
1,156
1,105
1,053
1,002
0,951
0,899
0,848
0,796
0,745
0,693
0,642
0,590
0,539
0,480
0,377
0,289
0,222
0,168
0,123
0,084
0,054
0,029
0,008

32,948

0,177
0,574
1,030
1,554
2,189
2,904
3,852
4,806
5,950
7,324
7,959
8,424
8,831
9,193
9,505
9,757
9,974
10,115
10,221
10,267
10,270
10,223
10,113
9,964
9,751
9,499
9,182
9,827
8,407
7,950
7,320
5,938
4,696
3,718
2,898
2,183
1,533
1,012
0,558
0,158

248,806

0,111
0,321
0,516
0,696
0,861
1,011
1,146
1,266
1,371
1,461
1,536
1,596
1,641
1,671
1,686
1,686
1,671
1,641
1,596
1,536
1,462
1,387
1,312
1,237
1,162
1,087
1,012
0.937
0,862
0.787
0,712
0,637
0,562
0,487
0,412
0,337
0,262
0,187
0,112
0,037

0,079
0,255
0,454
0,678
0,945
1,239
1,574
1,956
2,439
2,957
3,160
3,284
3,376
3,438
3,469
3,469
3,438
3,376
3,284
3,160
3,008
2,854
2,700
2,545
2,391
2,237
2,082
1,928
1,774
1,619
1,441
1,133
0,869
0,669
0,505
0,370
0,255
0,164
0,089
0,026

0,020
0,191
0,567
1,186
2,126
3,407
5,115
7,335
10,366
14,046
16,590
18,883
21,100
23,206
25,150
26,885
28,363
29,540
30,377
30,810
30,832
30,680
30,375
29,904
29,290
28,522
27,586
26,510
25,279
23,880
21,975
17,845
14,121
11,206
8,711
6,567
4,653
3,073
1,173
0,513

74,689 1 667,968



248,806
m. :n, = 32,948 X 0.5 =0,824 L= Vh =0,377
’ 20 20 X 32,918

667,968
74,689 X 05 _ 1867 0,447
20 ' 20 X 74,689

Korzystajagc z wyzej obliczonych wspoétczynnikéw, prowadzimy
proste U w odlegtosci ul od lewych koncoéw przeset, proste V
w odlegtosci vl od prawych koncow przeset, proste G w odlegtosci
gl od lewych koncéw przeset, proste C przez $rodki przesta.
Punkty U i V wyznaczamy postugujac sie punktem O — Zl_r%_fj_p;
jak na rysunku. Prosta TIt2 dzieli odlegtosci od prostej Vt do pro-
stej U2 w stosunku mll2:nxlv Dalsza konstrukcja pozostaje jak
w poprzednich przyktadach.

Uwaga. Nastepujgce tabliczki utatwig obliczenie wspotczynni-
kéw dla belek symetrycznych z ukosami prostemi lub parabo-
licznemu

a:
0,25 030 035 |040 050

0,425 0,434 0,441 0.444 0,434
0,05 0,313 0,276 0,238 0,201 0,126

0,422 0,431 0,437 0,440 0,430
0,06 0,318 0.282 0,245 0;209 0,136

0,416 0,425 0,430 0,431 0,422
0,08 0,327 0,292 0,258 0,223 0,154

0,412 0,419 0,424 0,425 0,416
0,10 0,335 0,302 0,269 0,236 0,170

0,407 0,415 0,419 0,420 0,410 Qi
0,12 0,342 0,310 0,279 0,248 0,184

0,402 0,408 0,412 0,412 0,403
0,15 0,352 0,322 0,292 0,263 0,203

0,395 0,400 0,402 0,402 0,394
0,20 0,366 0,339 0,312 0,286 0,232

0,382 0,385 0,387 0,387 0,380
0,30 0,390 0,367 0,346 0,324" 0,279

0,356 0,360 0,358 0,357 0,359
0,60 0,444 0,439 0,422 0,411 0,392

0,333 0,333 0,333 0,333 0,333
100 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500

e}



J-bJ
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a =
0,25 0,30 |03 040 0,50

0,406 0,415 0,423 0,428 0,433
0,06 0,359 0,331 0,302 0,274 0,218

0.403 0,412 0,419 0,425 0,429
0,06 0,364 0,336 0,309 0,282 0,227

0,398 0,407 0,413 0,418 0,422
0,08 0,372 0,346 0,320 0,295 0,243

0,395 0,403 0,408 0,413 0,416
0.10 0,378 0,354 0,330 0,306 0,257

0,392 0,398 0,404 0,408 0,411
0,12 0,385 0,362 0,338 0,316 0,270

0,387 0,393 0,399 0,402 0,405
0,15 0,393 0,371 0,350 0,328 0,286

0,381 0,386 0,390 0,393 0.395
0,20 0,404- 0,385 0,366 0,392 0,308

0,371 0,375 0,378 0,380 0,382
0,30 0,422 0,407 0,392 0,376 0,345

0,351 0,353 0,354 0,355 0,355
0,60 0,462 0,454 0,447 0,439 0,424

0,333 0.333 0,333 0,333 0,333
1.00 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500

Goérne wartosci stanowig v —u

dolne podzielone przez J, m= n.

8. Woykresdlne wyznaczenie sit tngcych i reakcyj podpor.

Po wyznaczeniu linji momentdéw podporowych, okreSlenie reak-
cyj podpér i sit tngcych nie nastrecza zadnych trudnoSci.

Konstrukcja wykreslna wskazana na Rys. 13. Dla kazdego
przesta w biegunowym wieloboku sit, odpowiadajagcym wykresowi
momentow belki wolnopodpartej, prowadzimy réwnolegtg do odpo-
wiedniego odcinka linji momentéw odporowych. RoOwnolegta ta,
podzieli obcigzenie w biegunowym wieloboku sit na dwie czesci,
ktére wyznaczajg sity tnace na koncach przesta. Wartosé reakcji



- 24

dla kazdej podpory otrzymamy jako suma algebraiczng sit tnacych
obliczonych z dwuch sasiednich przeset. Proste poziome poprowa-
dzone przez punkty podziatu obcigzenia w biegunowym wieloboku
sit, przecinajg pionowe sit, wyznaczajagc wykres sit tngcych.

Rys. 13.

9. Zastosowanie metody punktéow sprzezonych do wyznacza-
nia dodatkowych momentéw powstatych przez obnizenie pod-
por belki ciggtej.

Niech dx Rys. 14 bedzie obnizeniem prawej podpory przesta
w stosunku do lewej podpory. Nachylenie tego przesta wyrazi sie wtedy

&= y. Podobnie dla sasiedniego przesta mozemy napisaé <2=
n

y. Rozumujgc analogicznie jak przy wyprowadzeniu twierdzenia
2

0 trzech momentach, otrzymamy:

(QMy + Dy MI) ly+ (C,M2+ D2M,) /2= - ($y - <1} @y
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Lub w wypadku statych momentow bezwitadnosci dla kazdego
przesta i statego E dla catej belki:

+ 2Dk + (Ws+ 2M,)) - - 6 (<\- <) (11
Ji D)

przy A =i2
(Mj + 2Mt) K+ (AT, + 2Mt) I12= - 6EJ (<& - 49 (11"
Réwnania te sg rdéwnaniami trzech momentéw belki ciggtej
powstatych przez obnizenie podpor. Lewa strona jest identyczna
z uprzednio wyprowadzong, prawa zawiera wyrazy obnizenia podpdr

zamiast obcigzenia. Wynika stad, ze do wyznaczenia momentéw
Mu Ms, M3 moze byé zastosowana ta sama konstrukcja wykre$lna,

jezeli rzedng punktu TH2 okre$limy. TXM ~ 2 ------eemr -2-gdzie exi e3

sg ,Statemi giecia" odpowiednich przeset:

2
EJ1 EJ,

el=

Rzedne punktéw U i V okre$limy odpowiednio:

_2.4> V:+2.4>
e [S]

U=

Linja T2 przechodzi, dzielac odlegto$é od V2 do Uxw sto-
sunku e3:ev Konstrukcja wykreslna wskazana na rys. 14.

10. Zastosowanie metody punktow sprzezonych do rozwigzan
ram sztywnych.

Rozwigzanie ram sztywnych polega na sprowadzeniu rozpatry-
wania tych konstrukcyj do rozwigzan belek ciggtych.

1 Ramy proste, w ksztatcie symetrycznych portali prostokat-
nych, przy symetrycznem obcigzeniu mozemy traktowaé jako belki
ciggte, umieszczajagc podpory w miejscach weztow, Rozwigzanie
takich ram nie bedzie sie niczem roznito od wyzej rozpatrzonego
rozwigzania belek ciagtych.
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Przyktad 1 Rys. 15. Rama prostokatna. Stupy zamoco-
wane przegubowo. Obcigzenie symetryczne dwoma sitami skupio-
nemi. Rozwigzanie graficzne wskazane na rysunku (poréwnaj rys. 8).

Przyktad 2. ~Rama prostokgtna. Stupy zamocowane nieru-
chomo. Obcigzenie symetryczne ciggte. Rozwigzanie graficzne wska-
zane na rysunku. Rys. 16 (poréwnaj rys. 9).

Il Przy niesymetrycznem obcigzeniu lub niesymetrycznej kon-
strukcji Rys. 20, traktujac rame jako belke ciggtg, pomijamy dodat-
kowe momenty powstatle z powodu przesuniecia $srodkowego preta
przy odksztatceniu ramy. Dla doktadnych obliczen nalezy wprowa-
dzi¢ poprawki, ktére mozna obliczy¢, jezeli zauwazymy, ze przesu-
niecia boczne sSrodkowego preta, mozna traktowa¢ jako obnizenie
Srodkowych podpdr belki ciagtej.

Zaktadajgc dowolne réwne obnizenie podpo6r, znajdujemy punkty
przegiecia w kazdem przesle (punkty w ktérych moment powstaty
z powodu obnizenia = 0).

Potozenie tych punktéow jest niezalezne od wielkosci zatozo-
nego obnizenia (przesuniecia bocznego). Stad wynika, ze punkty
te sg rzutami takich punktow linji momentéw, na ktére obnizenie
podpdr (przesuniecia boczne) nie wplywa i przez ktére musi prze-
chodzi¢ poprawiona linja momentow. Przy obcigzeniu pionowem
reakcje poziome na konhAcach stupow sg sobie rowne. Stad tatwo
znalezé zalezno$¢:

_ M2 My
f'h m %-m Kk

Zalezno$¢ ta powoli w kazdym wypadku obréci¢ linje momen-
tobw w poszczeg6lnych przestach koto wyznaczonych punktéow do
witasciwego jej potozenia.

Przyktad 1. Rys. 17. Rama symetryczna. Stupy zamoco-
wane przegubowo. Obcigzenie niesymetryczne sitg pionowg P.
Punkt przegiecia srodkowego przesta przy przesunieciu bocznem
lezy po Srodku tego przesta. Z zaleznosci (12) wynika:

t. zn. linja momentéw w Srodkowem przesle jest pozioma.

Przyktad 2. Rys. 18. Rama symetryczna. Stupy zamoco-
wane nieruchomo. Obcigzenie niesymetryczne sitg pionowg P.
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Punkt przegiecia $rodkowego przesta H2 lezy po $rodku prze-
sta. Punkty przegiecia bocznych przeset (symetryczne wzgledem
siebie) wyznaczamy graficznie, zaktadajagc dowolne obnizenie $rod-
kowych podpér. Z zaleznosci (12) wynika: M2— = Ms—Mt.
Poprawiona linja momentéw spetnia ten warunek.

Przyktad 3. Rys. 19. Rama niesymetryczna. Stupy zamo-
cowane przegubowo. Obcigzenie niesymetryczne sitg pionowg P.

Punkty przegiecia Hu H2 Hz wyznaczamy graficznie zakladajac

obnizenie srodkowych podpér, Z zaleznosci (12) wynika — — 1

hx My

Poprawiona linja momentu spetnia ten warunek. Konstrukcja gra-
ficzna wskazana na rysunku.

Przyktad 4. Rys. 20. Rama niesymetryczna. Stupy zamo-
cowane nieruchomo. Obcigzenie niesymetryczne sitg pionowg P.

Punkty przegiecia Hv H2H3wyznaczamy graficznie. Z zalezno-
sci (12) wynikam ------------------- - Warunek ten spetnia poprawiona
h, M %~ My
linja. momentow. Konstrukcja graficzna wskazana na rysunku.

1. Przypadki bardziej skomplikowane, ramy, ktére w jednym
punkcie taczg kilka pretow mozna tez sprowadzi¢ do rozpatrywania
belek ciagtych. Spos6b postepowania polega na wprowadzeniu
wyobrazalnego preta zastepczego, tak aby pret ten pod dziataniem
momentu = sumie momentdéw przenoszonych przez prety zamienione,
nie zmienit odksztatcenia katowego wezta.

Przyktad 1. Ksztatt ramy i obcigzenie uwidocznione na
Rys. 21.

Zamiast pretow | i h wprowadzamy pret zastepczy o momencie
bezwtadno$ci JO dtugosci 10, na koncach zamocowany przegubowo.

flby odksztatcenie wezta pozostato bez zmiany musi byc¢

Mili _ Mhlh _ Mal0
3EJi AEJh 3EJO
gdzie
MO—Mn + Mi
stad:

L, 4 1L
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Rys. 20,
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Rys. 21.



lub oznaczajac:

otrzymamy:
rn= rh+ rt 15,
Mh= MO-h (16)
r»
Mi - Ma-t} 17

r,

Okresliwszy moment bezwitadnosci oraz diugos$¢ preta zastep-
czego, rozwigzujemy rame jak belke ciggtg. Konstrukcja wykreslna
wskazana na rysunku.

11. Zastosowanie metody punktéw sprzezonych
do wyznaczania linji wptywu belek ciagtych.

Przy zatozeniu jednostkowego obcigzenia skupionego mozemy
wyzej opisang metodg wyznaczy¢ wartosci momentéw, sit tngcych
i odpdér. Warto$ci te, obliczone dla szeregu potozen sity W =1
pozwolg wyznaczy¢ odpowiednie linje wptywu. Nastepujgce uwagi
postuzg do uproszczenia konstrukcji graficznej. Rys. 22,

1) Wykres momentéw gnacych obcigzonego przesta jest trdj-
katem o wierzchotku MO. Miejscem geometrycznem punktéw Ma,
odpowiadajacym réznym potozeniom sity W (w obrebie przesta)

jest parabola symetryczna o wysokosSci — e
4

2) Przyjmujac wierzchotek MOjako biegun wieloboku sit wykre-
$lamy ten wielobok dla sity W = 1. Promien réwnolegty do linji
momentdw obcigzonego przesta wyznaczy sity tngce na korncach tego
przesta A, S3 Roéwnolegte do linji momentéw nieobcigzonych przeset
wyznaczajag odpowiednio sity tnace na kohcach tych przeset. War-
tosci odpdr otrzymujemy przez sumowanie:

RX— Ri — 52 Ri= S\+ A
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Rys. 23.
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3) Punkty sprzezone linji momentéw przy nieobcigzonych
przestach sasiednich, lezg na przecieciu sie prostych U2R2 i /?23V2
z odpowiedniemi pionowemi przechodzacemi przez punkty state.

W nieobcigzonych przestach linja momentow przechodzi przez
punkty state.

4) Linja G (przechodzaca przez S$rodek ciezkosci trdjkata

1
RMOR) lezy na— odlegtos$ci od $rodka przesta do punktu obcigzenia.

Przyktad, Belka ciggta trdjprzestowa. Konce zamocowane
przegubowo. Rys. 23. Wyznaczenie linji wptywu dla momentéw
podporowych.

Wyznaczamy punkty state, przez punkty te prowadzimy pionowe.

W pierwszem przeSle wykreSlamy parabole o wysokosci —4 . Dla obra-

nego potozenia sity W —1 wyznaczamy punkt MO na wykres$lonej pa-
raboli. Z punktu MO prowadzimy pozioma do przeciecia z linjg R2
Prosta taczaca Rt z otrzymanym punktem przeciecia odetnie na pro-
stej Gy (przechodzacej przez $rodek ciezkosci tréjkata Ry MOR2
rzedng punktu V,. Rzutujac te rzednag na prosta Vu otrzymujemy
punkt Vv Punkt Vy taczymy zi?2iw przecieciu z pionowg przecho-
dzaca przez Kt (punkt staty) otrzymujemy Qy. Znajac potozenie Q
prowadzimy linje momentéow, z ktdérej odczytujemy wartosci M2i
Analogicznie wyznaczamy szukane wartosci momentdw dla innych
potozen sity W —1 w obrebie przesta ly. Podobnie przeprowa-
dzamy konstrukcje dla potozen sity w obrebie innych przeset.
Z otrzymanych wartosci momentéw wykreslamy linje wptywu.

Z linji wptywu dla M2 mozna tatwo otrzymac linje wptywu dla
reakcji skrajnej podpory R{. w przesle jak to wskazane na ry-
sunku odczytujemy wartosci Ry.lu w przestach 12 i 4 wartosci M2
rowne sg odpowiednio Ry. lv.
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