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B. Cze§é druga.

1. Zginanie mimosrodkowe stupa. Niewaiki prosty pret
o stalym przekroju # osadzono u podstawy niesprezyScie pio-
nowo, W jego gléwnej plaszczyZnie X Y, prostopadlej do osi Z
najmniejszego momentu bezwladnodci J przekroju biezacego, lezy
gila zewnetrzna P, niezmiennie pionowa, oraz — jej sztywny
mimo$réd m, prostopadly do odksztalconej.

Przy ugigciach slupa znikomych, praktycznie jedynie do-
puszezalnych, mimo§réd m jest prawie poziomy. Wystarcza upro-
szczone réwnanie odksztaleonej, zatem — dla dodatniej sily P, Sei-
skajacej (Rys. 83) i rozciggajacej (Rys. 84):

y'=n(m+f—y) nﬂzfp} y"'=n*(m—f+p)

iy = [+ m-}-Asin (nx) + B cos (nx)
y=f— m-+Asih (nx) +B coh (nx)

Stad po uwzglednieniu warunkéw brzegowych:
x:y:y’:o x:l y:f
ofrzymamy odpowiednio:

y=(m~f)[1— cos (nx)] y = (m— f)[coh (nx) —1]

1 i 1
fzm[cos(nlj —11 f=m ll—coh (nl)l

gdzie dlugo$é I pierwotnej osi slupa utozsamiono z dlugoscia
jego odksztalconej. '

Nieznaczne wielko§ei rzednych: y,f — cechuja ugieeia zni-
kome, zatem, przy m skoficzonem sila P, lub n — nie moga daleko
odbiegaé od zera. Przy obecigzeniach wiekszych — wlasciwe
wyniki mamy ze wzoréw §cislych, poprzednio wyprowadzonych.

Przy m znikomo malem — rozciggajgca sila P, lub n nie
moze wzrastal powyZej granicy P, lub n,, dajacej naprezenie
dopuszezalne:

=it

w gérnym skrajnym przekroju—niebezpiecznym. Najwigksza rzed-
na odksztalconej f stale jest przytem mniejsza od znikomo malego
mimoSrodu m: slup jest praktycznie prosty i po odksztalceniu.
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Inaczej dziala sila P §ciskajgea: im bardziej zbliza sie do
sily Euler'owskiej:
n’ BJ

Pe="1p

a wiec im bardziej nl zbliza si¢ do % =, tem szybeiej wzrasta f

dazac do nieskoficzono$ei. Ten wzrost jest jednak ograniczony:
sila P nie moze przekroezyé granicy P,, dajacej naprezenie do-
puszezalne:

ky= P, 315 ~ n $__I;.)
w dolnym osadzonym przekroju — niebezpiecznym. Zatem im
bardziej zbliza sig P do P,, tem wyraZniej ugina si¢ pret prak-
tycznie prosty.

Wzory powyisze sluzag do obliczania slupéw przy mimo-
§rodzie m, $cisle okreslonym, skoficzonym, lub znikomym. Przez
W oznaezono w nich moment wytrzymalodei przekroju poprzecz-
nego wzgledem osi Z,

2. Wzory Euler’'a. Niewazki, praktycznie prosty pret o sta-
lym przekroju, unieruchomiono na podporach pionowo i obecig-
zono cigzarem P, praktycznie wspdélosiowym, mozliwie najdo-
kladniej przylozonym do $rodka skrajnego gérnego przekroju
preta. Pierwotna, praktycznie prosta o$ preta lezy na dodatniej
osi X; gl6wna jego plaszezyzna X Y jest prostopadla do osiZ
najmniejszego momentu bezwladnosSci J przekroju biezacego.

a. Pret I niesprezyScie osadzono u podstawy (Rys. 85).
Réwnanie odksztalconej:

, P

y"=n*(f—y) n'= 4 y = Asin (nx) - B cos (nx)+ f
po uwzglednieniu warunkéw brzegowych: X
x=yg=py =0 x=1 y=f PP
daje:
y=f[l —cos(nx)]  — foos(nl)=0 LS
Zatem — wyraZzne ugiecie preta I przy f réi- ___;
nem od zera mozliwe jest tylko przy: 4 .
cos (nl)=10 nl= —;—‘I’»‘ ] a
Stad sila Euler’owska: i
= EJ] _=EJ Y

By ==pp-="py Rys. 85,
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b, Pret II przegubowo koficami zlgezono z niesprezy-
stemi podporami: dolng — przegubowq i obustronnego dziafania
goérng — posuwng w kierunku pierwotnej
osi X preta. Osie przegubéw (Rys. 86) obu
podpér sg prostopadie do XY.

Sila odporowa pozioma podpory gérnej
jest niewatpliwie réwna zeru, a przeto réwna-

nie odksztalconej:
P

— EJ
y = A sin (nx) -+ B cos (nx)

po uwzglednieniu warunkéw brzegowych:

l

y'=—ny n?

Rys. 86. daje:

y = A sin (nx) = fsin (nx) fsin(nl)=0

gdzie przez f oznaczono ugiecie w polowie dlugosci [ preta.
Zatem wyrazne ugiecie preta Il przy f r6inem od zera
mozliwe jest tylko przy:

‘sin(nl)=0 nl==
skgd sila Euler’owska:

2

5 S

¢. Pret III niesprezyscie osadzono (Rys. 87) u podstawy,
gérnym koficem przegubowo zlaczono z niesprezystq podpora
obustronnego dzialania — posuwng w kierunku
pierwotnej osi X preta. OS§ jej przegubu jest
prostopadla do XV, — sila odporowa H — po-
zioma. Rdéwnanie odksztalconej:

H P
L 2 s = ¥Ry
gr==myi (i) = ET

y = A sin (nx)- B cos (nx) + %(l—x)

po uwzglednieniu warunkéw brzegowych:

x=y=y' =0 x=1 y=0
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daje:

H Hi
4= Pn P

skad bezpoSrednio:
H[tg (nl) — nl] cos (nl) =0

B=——- A sin (nl)-+ Beos (nl)=0

Zerowa wielko§é H daje zerowg wielkodé y przy wszelkiem x,
zatem wyrazne ugiecie preta 1II mozliwe jest tylko przy:

tg (nl)=nl nl=1,4303=

skad sila Euler’owska:
n:EJ __ n’EJ
Pe — 2;046 —{._;— — (0’7 1)2

d. Pret IV — niesprezyScie osadzono (Rys. 88) u pod-

stawy i w tulei niesprezystej podpory lozysko-
wej gérnej, dajgcej sile odporowsa H réwnolegly
do osi Y i moment odporowy N, prostopadly do
XY. Roéwnanie odksztalconej:

rr H N o _P
y'=—nry+ 50— +55 n=757

y= A sin(nx)-} B cos (nx)+%({_.x)_|_%

po uwzglednieniu warunkéw brzegowych:-

x=y=y'.—_0 x:f y:y’:ﬂ
daje:
H HI+N

=P B=T P

Asin (nl) 4 B cos (nl) + - =0

A

A cos (nl) — Bsin (nl)— }% =0

skad, rugujge A, B, otrzymamy:

H[1 — cos (nl)]+ Nnsin (nl)=0

H[nl— sin (nl)] -+ Nn[1 — cos (nl)] =0
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ukfad réwnafi, dajacy zerowe wielkoSci H,N, A, B,y przy wszel-
kiem x, a przeto wyraZne ugiecie preta mozliwe jest tylko wtedy,
gdy wyznacznik:

1 —cos (nl) sin (nl)
nl—sin (nl) 1 —cos (nl)

o) o ()

to jest, gdy:
sin (%l) =0 nl=2nx
Stad sila Euler’owska:

P _4n*EJ __ = EJ
P (051

3. Obszar stusznosci wzoréw Eulera. Wyiej wyprowadzone
cztery wzory mozna ujaé w jeden wspéllny wzér Euler’a:

2 EJ
R ¢ L}

gdzie L oznacza tak zwana” dtugosé sprowadzonq, r6zng od rze-
czywistej pierwotnej dlugoSci I — w og6lnym przypadku.

Dla pretéw wyzej rozpatrywanych:
L. L=21 II. L=1 . L=0,71 IV. L=051
Powyzszy wz6r og6lny daje Eulerowskie naprezenie wybaczajqce:

P, =Ei* =*E
M=g="p =@ 5z &

gdzie / oznacza promiefi bezwladnoSci najmniejszego momentu
J stalego przekroju F preta, a iloraz:

W=
1

stanowi wiotkoéé preta.
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Wzory Euler'a jako pochodne réwnania odksztalconej,
moga byé tylko sluszne w zakresie stosowalno$ci tego réwna-
nia, a wigc wylacznie tylko w obszarze sprezystosci i proporejo-
nalno$ci tworzywa. Zatem napreienie wybaczajgce Euler’ow-
skie N. nie moze przekraczaé skrajnego naprezenia Ny tego
obszaru,

Inaczej méwige, wzér Euler’'a moze byé stosowany wylgez-
nie tylko przy wiotkoSei w preta wigkszej od granicznej:

e =1 N

Ten wniosek znalazl Scisle potwierdzenie w Zrédlowych Kar-
mén’owskich prébach sfali o cechach wytrzymato§ciowych:

R, = 6800 %/’ S¢ == 2600 *8/on> E,= 2170000 /¢,

Dla tego tworzywa:
__ 21400000

w?

N,

oraz:
We=— 90,8

Zestawienie obliczonyech »N, wedlug tego wzoru oraz napreten
wybaczajacych Ny, otrzymanych przy prébach Kérmén'a:

w Ne kg/om‘l -Nk kg/cm?. A 0/0
175,8 692 690 403
146,0 1004 1000 + 04
116,2 1585 1595 — 08
103,0 2017 2030 — 086

95,8 2356 2305 -39 "

91,8 2568 2500 + 27§

88,0 2763 2727 o

82,0 3183 2740 +16,2

podkredla wnioski wyzej wypowiedziane. W obszarze spreiy-
stodei i proporecjonalnodei wzory Euler’owskie dajg wystarczajgco
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Scisle wyniki — zawodzg bezwzglednie po
przekroczeniu granicy sprezystoSei.

4. Wzér L.K. Poprzekroczeniu ukla-
du naprezefi S, przynaleznych granicy
sprezystoscl  tworzywa, odksztalceniom
sprezystym towarzyszg §cisle z niemi zwig-
zane odksztatcenia niespreiyste h. Zalei-
no§é pomiedzy odksztaleceniami sprezy-
stemi a naprezeniami R sprowadza sig¢ do
linjowego prawa Hooke’a dla tworzyw
szlachetnych, slusznego w obszarze, za-
zwyczaj daleko siggajacym poza granice
sprezystosei.

Odksztalcenia niesprezyste h, wyste-
pujace przy napreieniach R > S moga
byé wyrazone w zalezno$ei od przyrostéw
R— S. W pierwszem przybliZzeniu:

R—S

h==—"%—
spotezynnik niesprezystosci A gra role
sp6lezynnika sprezystosci prawa Hooke'a.

Chege na tej drodze otrzymaé do-
pelnienie wzoru Euler’a rozpatrujemy
(Rys. 86) pret I1 o najprostszej dlugosei
sprowadzonej L, réwnej pierwotnej dlu-
goSci I preta. Przy obeigzeniu silg P Sci-
skajacg, praktycznie osiows, a nadto stop-
niowo rosngca od zera, — pret ulega
skréceniu, a nastepnie poczyna si¢ wyba-
czaé: odcietej x przynalezy zhikoma rze-
dna y odksztalconej, r6zna od zera,

W zalozeniu niezmiennoS§ci przekro-
jow plaskich przy niesprezystem zgina-
niu,— pierwotnie réwnolegle plaskie Scianki
plytki biezacej (Rys. 89) pochylg sig o kat
dy, wzglednego obrotu okolo osi v, przy-
czem dlugostka

ad =ds,
pierwotnej osi preta obréei sig o:

bd =e,ds,— udeg,
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W bryle, zaznaczonej Sladem snmj, zawarte sa skrécenia
zlozone z odksztalcefn sprezystych i niesprezystych. Zalozenie
niezmiennoS$ci przekrojéw dotyczy niewgtpliwie i jednych i dru-
gich; inaczej méwige, po odeigZzeniu — przekrdj poprzeczny
mn, niezmiennie plaski, trwale juz bedzie pochylony pod katem
dy, ku sgsiedniemu ik, a pochylenie sprezyste:

dtPﬂ' — d'-Pn S d"Pn

zmaleje do zera. O§ v obrotu o katy dy;, dp, nalezy przytem
niewatpliwie uwazaé za wspé6lna ze wzgledu na nierozdzielne
powstawanie odksztalcefi sprezystych i niesprezystych, zgola
jednak od siebie niezaleznych. Zatem skr6cenie bd ma czg§é
sprezysta be i niesprezysta ed: wydluzenie jednostkowe ujemne
e, — stanowi sume wydluzeri ujemnych: spreiystego e, i nie-
sprezystego ep.

Skrécenia sprezyste, zawarte w bryle spkj, przynalezg na-
prezeniom, réwnowazacym zewnetrzne obcigZenie mimoS§rod-
kowe: przeto, o§ v obrotu stanowi linje obojetna przekroju pk.
Jej odleglo§é u od pierwotnej osi ad preta czyni zado§é réwnaniu:

Pcosy

Py
5 asd

gdzie ¢ oznacza znikomy kgt nachylenia stycznej odksztalconej—
ku pierwotnej osi X preta. Stad bezpoSrednio:

el
H-——-Fy

Nadto przyrost sily Scinajacej Q:

dQ = d (P sin g) = P cos 9 dp== Pd¢

odpowiadajgey dlugostce odksztalconej:
ab=af=ds=(1—e,;)ds,

da przesunigcie dg, zmieniajgce kat dy, i przynalezny mu pro-
miefi krzywizny r na:

do=dg,+dg

i na ostateczny promiefi krzywizny r, preta odksztalconego.
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W obszarze niesprezystoSci wydiuzenie e, i przesunigcie
dg zlozone sg z cze§ci sprezystych i niesprezystych:

€y =—2§8; + €n dg = dgs + dgu

przyczem, w pierwszem przyblizeniu:

B = —
“="EF T EF N=7
tP IN a'tp
dg, = gpdo =g ds

a przeto, w my$l poprzednio wypowiedzianej uwagi:

N__.Ng

en= B dgn = (N Ns) dt? ds

gdzie przez: B, C oznaczono odpowiednio spotczynniki niespre-
zystosci podtuinej i poprzecznej, przez N; - napreienie na gra-
nicy sprezystosci tworzywa.

Zatem ze wzoréw wyzej wyprowadzonych mamy:

ds

e e
do, = do — dg = "dso “1___90

inaczej jeszcze:

9 _dg\q .y
(d.sr )(1 u

Stad, po odrzuceniu malych wyzszych rzedéw:

(1___1\_7_1\’ N. N 'N— Nn)dtp

N N=— N,)
T8 g R
i uwzglednieniu przyblizonej zaleznoSci:

» d'P 1 + dﬂy —+

ofrzymamy:
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gdzie:

N
E

+ = L
N, N N-—N,

L Ly

_N_N—
E

Calka tego réwnania:
y = A sin (nx) -+ B cos (nx)
wobec warunkéw brzegowych: -

x=y=0 x=J1 y=>0
daje:
sin (nL)=0 nL=m=

skad bezpoSrednio:

N, N—N;
=2 E+ B
E B G c

gdzie przez:

oznaczono wiotko$é preta.

X.B. 4.

Stosunek spélezynnikéw sprezystosci i niesprezystosci jest

praktyeznie jednakowy i réwny:

B_€
E G
a przeto, po zebraniu wyrazéw ofrzymamy naprezenie wybacza-
Jace:
Ng G 1
Ny= + bt 7
1 { n? w(G G)(l 1) j_( Q)
- Bite )+Gwe T3 @ tw/Tw\ e
g+ e |
B 1+F T c w”
i ostatecznie:
No=Su4b g‘; (153)
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N, 1

A ¥ EI Y

W tym ostatecznym wzorze L. K. dla naprezenia wybacza-
Jacego w obszarze niespreiystosci. S, oznacza granice spreiysto-
§ci przy wybaczaniu, b — spblezynnik staly praktycznie, G —
spblezynnik sprezystoSci poprzecznej tworzywa, w — wiotkosé
preta, czyli stosunek jego dlugosei sprowadzonej L do najmniej-
szego ramienia bezwladno$ci stalego przekroju poprzecznego
preta.

Dla stali spélezynnik a waha sig w do§é szczuplych gra-
nicach. Wynosi érednio:

G

a=0,04 T 0,385

a przeto przy tych danych spélezynnik b praktycznie jest staly
i réwny jednoSci. Ta sama jego wartoSé:

b=1

daje wystarezajgco Scisle wyniki dla pewnyeh metali poslusz-
nych prawu Hooke’a a nawet i dla drewna,

Granica N; jest Srednio o 7%/, wyzsza od S,, a przeto S,
jest w przyblizeniu o 3°/, wigksze od S, — granicy sprezystoSci
przy Sciskaniu,

Przy tych danych wyniki ostatecznego wzoru bardzo dobrze
zgadzajg sie z Karmén'owskiemi prébami stali, o ktérych wyzej
byla mowa. Dla tego tworzywa:

R, = 6800 %oy’ o = 2600 & /gy E. = 2170000 *8/¢p2
a przeto:

1,07 , 0,385

N, = 2600 X 1.04 + =5 X 2170000 =2676 - Soul

w?

Graniczna wiotko§é

w, = 87,6
otrzymamy z réwnania
Nyp= 2676 +83:’°2°° = N, = 22000
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Zestawienie wyliezonych N, z powyzszego wzoru L, K. oraz
naprezen wybaczajgcych Ng,otrzymanych przy prébach Karmén’a.

w Nu *8/em® | Ng *8/om® A%,
22,0 4401 4330 -+ 1,6
24,8 4034 8900 4+ 84
28,8 3683 3445 + 6,9
38,2 3253 3250 + 0,1
47,3 3049 3060 - 0,3
48,2 3035 3020 + 05
53,6 2067 3165 — 62
58,6 2919 3130 — 67
73,1 2832 2950 — 40
82,0 2801 2740 + 22
88,0 2784 2720 + 24
91,3 2776 2500 -+ 11,0

az nadto uwypukla praktyczng donioslo§¢ tego wzoru.

5. Wzory Przerwy-Tetmajer’a. Wzory te czysto do§wiadczalne,
oparte na pokaZnej iloSci spostrzezen, uzaleiniajag naprezenie wy-
baczajace Nrp obszaru niesprezystoSei od wiotkoSei:

preta o stalym przekroju F i sprowadzonej dlugoSci L. Przez
J oznaczono najmniejszy moment bezwladnoSei przekroju F.
Naprezenie wybaczajace Nr w *8/,,° bedzie:

a. Dla so§niny, S§wierczyny, jedliny:
Np=293— 1,94 w 100 > w>18
b. Dla zeliwa:
Npr="17760 — 120 w +4- 0,53 w* 80>w>5
ce. Dla zelaza zgrzewnego:

Np=3030 — 129 w 112> w > 10

Wytrzymalodé tworzyw 21
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d. Dla stali miekkiej: (R.= 35004500 %8/,y2)
Nr=3100— 114 w 106 > w > 10
e. Dla stali twardej: (R,=05500— 6500 "%/en?)
N,=233560 — 6,2 w 80> w>10

6. Stopien pewnos$ci. Dopuszczalne napreienie k, wiotkiego
preta §ciskanego nie moze przekraczaé k ; nadto, k, winno byé
wielokrotnie nizsze od naprezenia wybaczajacego N, . Zatem:

Nm =Uy k!u

gdzie u, oznacza odpowiedni stopien pewnosci, zaleiny od two-
rzywa i rodzaju obcigzenia.
Przy obeigzeniu stalem dla zelaza zgrzewnego i stali:

Upy=3-+5
dla slup6éw zeliwnych, 6d1ewanych p.ionowoz
. ‘ Uy, =6 -8
dla belek i slupéw drewnianych:
u;=3—:—10
Nadto dla stali przy obeciazeniu powtarzanem:

u, =811
przemiennem:
u, = 15-26

Sila nosna slupa o stalym przekroju winna byé réwniez uy,
razy mniejsza od sily wybaczajgcej.

7. Pret osadzony sprezyscie. Rozpatrujemy pret IV na pod-
porach sprezystych. Dolna podpora stala daje sily odporowe:
V, — pionowa i H,, lezaca na osi ¥, a nadto — moment odpo-
rowy N,, prostopadly do XY. Odpowiednie posuwy sprezyste
oznaczymy przez h, i m,. Gérna podpora, lozyskowa daje H,
N,h,m, przyezem:

hﬁ=_aoHo m“:_"bnNn h='_'aH, mz-“—bN
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gdzie przez a,,b,, a,b oznaczono odpowiednie spélezynniki Spre-
zystodei podpér., Z réwnafi statyki mamy:

Vo+P=0 H+{H=0 Ph+Hl+ N+ N,=0
skad bezpoSrednio:
hy=a,H my,= b, (N~ Hl+ Ph)= b,[N+ (I — aP) H]
Réwnanie odksztalconej:

V=n =)t (=0t =

y = Asin (nx) - B cos (nx)-i—h_%-%(:_x)_l__{;

po uwzglednieniu warunkéw brzegowych :

’

x=0 y=h, ¥y =m, x=1 y=h y=m
daje:

A=-§—[Tl,-—|—b,,(l—al’)]—l—bo—§ B=H(a,+d—p|— X

Asin (nl) + B cos (nl) + g =

Acos(nl)—-Bsin(nn~}% —i-@ =0

=
Stad rugujac A, B otrzymamy:

H[1 — cos (nl) + by lP— ab,P*] + N[b,P- bP cos (nl) -+ nsin (nl)]=
H[a,nP~+ anP — nl-+ sin (nl)]4N[— n- n cos (nl) — bPsin (nl)] =0

uklad réwnafi, daja‘cj;ch zerowe wielkoéci H, N, 4, B,y przy wszel-
kiem x, a przeto wyraZne ugiecie preta mozliwe jest tylko wtedy,
gdy wyznacznik powyzszych dwéch réwnafi:

4 n[sm (’g) %I cos (%E)] sin (%I) <+ (b, -+ b) P[sin (nl)—

— nl cos (nl)] 4 (a,+ @) n®Psin (nl) -+ a, b, n P* - abn P* cos (nl) +
~+ b, b1 P? sin (nl) 4 (a, b+ ab,) nP* cos (nl) — a b, b P*sin (n))=0
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Z tego wzoru mozZemy ofrzymaé wszystkie cztery wzory
BEuler’a biorge dla preta I: '

a=b=co a,=b,=10
dla preta 11:

by=b=0c0 ay,=a=0
dla preta 111:

b=o0 ay=a=b,=

i dla preta IV:

C. Czeg§¢ trzecia.

1. Zginanie mimosrodkowe, Niewazki prosty pret o stalym
przekroju F unieruchomiono na niesprezystych podporach po-
ziomo. Nieodksztalcona preta lezy na dodatniej osi X, wypro-
wadzonej ze Srodka prawego skrajnego przekroju. OS§ Y skiero-
wano w dél, o§ Z — poza gl6wng plaszezyzne bezwladnoSei X Y
preta, prostopadlg do osi gléwnego momentu J przekroju biezacego.

a. Wspornik (Rys. 90). Dla sily S dodatniej §ciskajacej
mamy z (149) i (146):

% s Sf+Pz—sf_|_

Llr
f{ iAP : ;f + (Sf+PI) "S‘l’ﬁs(g;) n“':ESj

Sy =8f +(Sf+ Pl —

sin [n(l— x)]
sin (nl)

f= %lj@_ I] P [sm (nl) — sin [n(l — ¥)] x]

—(Sf+ Pl

=5 “ncos (nl)



