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Wszystkie, wyzej udowodnione twierdzenia o pracy spre-
zystej, oparte .na linjowym ksztalcie zaleznoSei (164, 155 i 156)
zawodzg, gdy warunki: a,b punktu czwartego nie sg spelnione,
a nadto, gdy poszezegélune sily obcigzenia zewnetrznego zaleig
od parametréw zmienno§ci ustroju.

B. Cze$é druga.

1. Ustrdéj pretowy. Ustrojem pretowym zwie si¢ uktad pre-
tow, powiqzanych na weztach. Podluine osie pretéw ustroju
przecinaja si@ w punkfach weztowych: pret ciagnie sig tylko od
wezta — do wezla; wsporniki nie s3 pretami ustroju. Miedzy-
wezlowy odcinek prostej stanowi o§ wezlowq preta, lgczonego
na tych wezlach. O§ wezlowa pokrywa sie z osig podluzna
preta prostego. Punkty wezlowe i osie wezlowe tworzg pier-
wotny szkielet ustroju nieodksztaleconego.

Szkielet ten, jako calo§é niezmienna, moze przemieszczaé
sig wzgledem obranego ukladu odniesienia, a nadto — ulegaé
wewnetrznym zmianom w stosunku do swej postaci pierwotnej.
Inaczej méwiae, ustréj unieruchomiony na podporach, moze
byé zmiennym wewnetrznie przy niedostateeznem powigzaniu
na wezlach: moze ulegaé przeksztalceniom, czyli zmianom swej
postaci pierwotnej, nieskojarzonym z odksztalceniami pretéw.
Nadto zaréwno ustréj zmienny, jak i niezmienny, a wiet sfaty—
moze ulegaé odksztatceniom, pochodnym odksztalcefi pretéw
ustroju.

Prety moga byé laczone na wezlach przegubowo — prze-
gubami ecylindryeznemi, kardanowskiemi, lub kulistemi. Mogs
byé réwniez lgczone sztywnie: nitowane lub spawane kofcami.
Ustr6j pretowy podparty jest na wezlach: jego punkty podpar-
cia leza w obranych odpowiednio punktach wezlowych. Punkt
podparcia, gdziekolwiek na osi preta stanowi punkt wezlowy,
dzielacy 6w pret na dwa prety ustroju. Podpory moga byé
przegubowe i stale.

Pod obcigzeniem zewnetrznem ustréj pretowy dziala na
podpory, wywolujae ich przeciwdzialania, zwane odporami.
Odpory stanowig dodatkowy uklad sil, réwnowazgcych obcigze-
nie zewnetrzne, sg przeto niewiadomemi réwnan statyki. Ustr6j
staly, unieruchomiony na podporach, zwie sig izosialycznym
zewnetrznie, gdy wszystkie jego odpory moina wyznaczy¢ z tych
réwnafi. Zatem, gdy liczba (o) odporéw ustroju przekracza
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liczbg (r) warunkowych réwnafi réwnowagi calego ustroju —
ustréj jest hyperstatyczny zewngfrznie [(0) — (r)] - krotnie.

Obcigzenie zewnetrzne, Igcznie z odporami stanowi zréw-
nowazony uklad sil zewnegtrznych. Jego sily rodzg wtérny
uklad sil wewnetrznych — wzajemnego oddzialywania pretéw
na wezlach. Kazdy pret ustroju podlega dzialaniu sil i momen-
téw — wypadkowych oddzialywania pretéw sasiednich, zwigza-
nych z nim wegzlowo. Réwnowazgce przeciwdzialanie preta sta-
nowi o réwnowadze we¢zla ustroju: wypadkowe wzajemnego
oddzialywania pretéw, lgczonych wezlowo, wzajemnie si@ znosza
na wegle. _

Nadto — obustronne obcigZenie wezlowe kazdego preta
réwnowazy przynalezng mu czeSé obeigZenia zewnetrznego,
a przeto réwnowaga stalego ustroju pretowego, unieruchomio-
nego na podporach, wymaga spelnienia dwéch ukladéw réwnan
warunkowych: réwnowagi pretéw i wezléw. Ustréj jest izosta-
tyczny wewngtrznie, gdy wszystkie jego sily wewnetrzne oddzia-
Iywania wzajemnego pretéw mogg byé wyrazone z tych réwnaf.
Niedomiar réwnafi cechuje ustréj hyperstatyczny — nadmiar —
wskazuje na zmiennoS§¢ wewnetrzng ustroju.

2. Ustréj pretowy plaski. Ustréj pretowy jest plaski, gdy
osie wszystkich jego pretéw nie wychodzg poza plaszezyzne
ustroju. Jego prety moga byé laczone na wezlach przegubami
cylindrycznemi o przegubowej osi do tej plaszczyzny prosto-
padlej. Moga byé réwniez laczone sztywnie, nalezy przeto roz-
rézniaé prety: pp — obu koricami {lqczone przegubowo, ps —
jednym koficem lgczone sztywnie, drugim — przegubowo, wresz-
cie — prety ss — obu koficami sztywnie lgczone na wezlach.

Dalej mamy wp — wezly przegubowe, wigzgce prety na
przeguby wspélosiowe — o jednej osi wspdélnej, przecinajgcej
plaszezyzne ustroju w:punkeie wezlowym prostopadle. Polgezmy
sztywnie dwa, trzy, lub wigcej, a nawet — wszystkie prety wezla
przegubowego, a otrzymamy — ws — wezel sztywny ustroju.

Réwnania ré6wnowagi pretéw: pp, ps, lub ss zawierajg jedna,
dwie, lub trzy hyperstatyezne sily oddzialywania pretéw ustroju.
Nadto — podpory daja (o) niewiadomyeh odporéw. Warunki
réwnowagi wezla wp daja dwa, a warunki wezla ws — trzy
réwnania, wigZace owe niewiadome, a przeto ilokrotnosé h hyper-
statycznosSei plaskiego ustroju pretowego, stalego, unierucho-
mionego na podporach mozemy wyrazié wzorem:

h=(pp) +2(ps)-}3(ss)+ (0) — 2 (wp) — 3 (ws) .. (169)
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w ktérym nawiasami oznaezono odpowiednie iloSei prefow: pp,
ps,ss, wezlé6w: wp,ws i odporéw ustroju (L. K. Przeglad Tech-
niczny 1925 r., str. 57).

Podpory plasklego ustroju pretowego zazwyczaj sa: posuwne
(r), przegubowe (p), lub stale (s), a przeto;

(0)=(r)+2(p)+3(s)
stad — ilokrotnos¢ hyperstatycznosci zewnqtfznej i wewneirznej:

(0)—3 h— (0)-}3

ustroju pretowego stalego, unieruchomionego na podporach,

3. Obliczanie ustrojéw pretowych. Dany jest pierwotny
szkielet ustroju pretowego z wyszczegélnieniem rodzaju laczen
wezlowych, podpér i ksztaltu pretéw. Dane sa sily zewnetrzne,
uogélnione, lub zwykle, ich osie, zwroty i punkty przyloZenia.
Dane s wreszcie cechy wytrzymalo§ciowe i naprezenia dopu-
szczalne tworzywa — trzeba wyznaczyé wlaSciwe wymiary po-
przeczne wszystkich pretéw i znaleZé odksztalcenia ustroju.

Chege to zadanie rozwigzaé, musimy przedewszystkiem
upewnié sig, ilokrotnie ustréj jest hyperstatyczny zewnetrznie
i wewnetrznie. Do tego celu sluza warunkowe réwnania ustroju,
jako caloSci niezmiennej, jego wezléw i pretéw, Po wyréznieniu
hyperstatycznych odporéw i sil wewngtrznych wzajemnego oddzia-
lywania pretéw ustroju — otrzymamy wyniki ostateczne, stosujac
odpowiednie twierdzenia o pracy sprezystej.

Niejaka trudno§é moze stanowié wlasciwe wyréznienie sil
wewnetrznych na wezlach ustroju. Wyodrebnijmy np. jeden
z pretéw prostych ustroju plaskiego. Dlugosé preta oznaczamy
przez I, o§ wezlowg przez X. Odcigtej I przynaleiy poczqtkowy
punkt wezlowy tego preta. Oddzialywania pretéw, zwigzanych
z nim w tym punkecie, dajg wypadkowe: sitg osiowq S, sile po-
przeczng R, prostopadlg do osi wezlowej i moment N, prosto-
padly do plaszezyzny ustroju. W koricowym punkeie wezlowym
wyodrebnionego preta lezy poczatek osi ¥, prostopadliej do X.
Wypadkowe oddzialywania pretéw w tym punkcie beda odpo-
wiednio: S,,R,, N,.

Skladowe sil skupionych i jednostkowych plaskiego obcia-
zenia zewnetrznego, lezace na osi weziowej oznaczamy przez U,
prostopadle do tej osi przez V, przez W — momenty zewngtrzne
i momenty sil obcigZenia zewngtrznego. prostopadle do plasz-
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ezyzny ustroju. W punkeie biezgcym osi wezlowej, przynaleznym
odcietej x panowaé beda: sila osiowa, §cinajgea i moment zgi-
najacy:

I ' 3 !

~) . ~gn)
SO U R+ DV N4RU-0+D W
Nadto, z réwnafi statyki otrzymamy:

So=wS—iU Rn=—R—ZL‘ 14
0 0

Ny=—N-— Rz—iw
0

a przeto kazdy pret pp daje jedna hyperstatyezng sile § — osiowa,
kaidy pret ps — dwie: S, R, kaidy pret ss — trzy: S, R, N, jako
ze dla preta pp:

N I et R=—-}-iw Rn=%i W_Z:V

a dla preta ps:
N=0

4. Twierdzenia Castigliano i Menabrea uzupelniajg si¢ wza-
jemnie, Majg zastosowania wielorakie.

a. Odpory hyperstatyczne. Po wyréinieniu odpo-
réw hyperstatyeznyeh O, w réwnaniach warunkowych réwnowagi
calego ustroju, mozemy hyperstatyczne podpory, dajace owe Oy,
odrzucié, a dzialania ich zastapié¢ sitami O, zewngtrznemi. Praca
sprezysta, jako funkeja sil zewnetrznych, bedzie zalezna i od
tych dodatkowych sil zewngtrznych, a przeto drugie twierdzenie
Castigliano daje dla podpory sztywnej i sprezystej:

OH OH
55,,__0 0 an Oy,

gdzie przez a, oznaczono odpowiedni spélezynnik sprezystodei
podpory. Te zaleznoSci, 1geznie z warunkowemi réwnaniami
réwnowagi calego ustroju — dadza wszystkie odpory.
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Tak, np. (Rys. 96) pret ps o stalym przekroju obeigzono
na calej dlugoéei w stosunku ¢ kg na centymetr biezgcy. Prawa
stala podpora O stanowi wezel
ws, lewa — posuwna — wezel wp , z
a przeto po podstawieniu we wzdér e
dla h, przekonamy sie, Ze ustréj :

’ %
jest hyperstatyczny zewnetrznie A Ji \|\| I I I | I—H_[ /

jednokrotnie. Zatem, po odrzu- g |B 0%
ceniu lewej podpory i przylozeniu e X —
niewiadomej sily Y réwnej O,, \/ -
otrzymamy dla biezgcego prze- >4
kroju B — moment zginajacy: Rys. 96.
M=7Y : 2
== (I—-x)—}—?q(lux) ¢

Praca sprezysta calego preta:

1
1 Y 5 1 ] A
o [ *—.1)‘!‘5(](“‘.\')

0

H=

dx

skad bezpoérednio:

1
oH 1 , 1 3
_(W:—E‘"jS[Y(I_‘X)-'"I—_Z_q(l"'-x)a"ldx._—_o Y=____8_ql

0

dla podpory A — sztywnej.

b. Hyperstatyczne sily wezlowe. Praca sprezysta
ustroju zalezy réwniez od hyperstatycznych sil wezlowych Kj
wzajemnego oddzialywania pretéw, a przeto pierwsze twierdzenie
Menabrea da:

OH
o5 =9 h=1,2..

Ten uklad dodatkowyeh zaleinoSei, Iacznie z warunkowemi
réwnaniami réwnowagi wezl6w da wszystkie hyperstatyczne sity
wezlowe ustroju.

Tak np. (Rys. 97) wiazar stanowi uklad szesciu niewazkich
pretéw pp, zwigzanych na czterech wezlach przegubowo. Po

Wytrzymalodd tworzyw 28
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podstawieniu we wzér dla k, przekonamy sig, ze ustréj jest
hyperstatyczny wewnetrznie jednokrotnie. Réwnania statyki ca-
tego ustroju dadzg przy odporze
poziomej, réwnej zeru, odpory
pionowe:

1
Ve=—zP

Wszystkie prety ustroju, jako pp,
wobec braku wlasnego obcigze-
nia, dzialaja na wezly fylko sila-
mi osiowemi §, jedna z nich —
stanowi owg hyperstatyczng sile X
. ustroju, dajmy na to — sila osio-
wa preta dolnego, poziomego. Zal6zmy, e ten pret jest rozeig-
gany i wylaczmy go z ustroju wraz z obcigZeniem dwéeh sil X
rozeiggajacych, przylozonych do punktéw wezlowych — na prze-
gubach. Oddzialywanie tego preta na wezly ustroju nalezy
niewgtpliwie przytem zastgpi¢ dwiema silami X réznozwrotnemi,
uczepionemi w punktach wezlowych 4, B, Sily te lezg na linji
AB i sgq zwrécone ku sobie.
Zwyklemi sposobami statyki (Technik II w. I t. 215 str.
i nast.) otrzymamy nastepujace zestawienie, gdzie pod wlasciwym
numerem preta podano: jego staly przekr6j F;, pierwotng dlu-
gosé [;, odpowiedni spélezynnik sprezystosci E;, sile osiowg S;
i jej pochodng wzgledem hyperstatycznej X:

Nr| F, l E, St —3’%

0 |F, I E, X 1

1 R 2 ctijs o E, chssﬁiﬁzf::n & - Tng(i(;lpT“)
2 |m, Qzé@ B — Pc;s;r:; _,_Y :)in o Sins(i; i 5

3| R duameint |5 st | —Hrps

Zatem, na mocy pierwszego twierdzenia Menabrea:
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S 08 _ Xl _Pcosp—2Xsinf sinf [
EF 0X ~ E,F, 2sin?(—a) cosa EF,

Peoso—2 Xsina sina [
2sin?(—oa) cosB B, F

Pcosp—2Xsinp sin*asinp I
sin (f—a) cosacosf EyF,

=0

réwnanie, dajace bezpoSrednio X.

e. Odksztalcenia ustroju. Punkt przylozenia sily
zewnetrznej P przemieszeza sig przy odksztaleceniach ustroju.
Cheac to przemieszezenie wyznaczyé, wyrazamy prace sprezy-
sta ustroju w zaleino$ci od skladowych: P, P,, P, tej sily i po-
zostalych sil obciazenia zewnetrznego. Drugie twierdzenie Casti-
gliano da:

OH _ ~ OH _ OH _
op,” Px op,~ Pv P, -

skladowe szukanego przemieszczenia,

Zupelnie tak samo wyznaczy¢é mozemy przemieszczenie do-
wolnie obranego punktu ustroju, czynige zefi punkt przyloze-
nia dodatkowej sily P. Skladowe owego przemieszczenia otrzy-
mamy z ftych samych wzoréw, trzeba w nich jednak, po znale-
zieniu pochodnych czastkowych, — nadaé dodatkowej sile P,
w istocie nieistniejagcej — wlasciwg warto§¢ — réwng zeru. Gdy P
oznacza moment, jako uogdlniong sile zewnetrzng ustroju, skla-
dowe posunigeia p,., p,,p. daja znikome obroty dlugostek, wy-
prowadzonych z punktu przylozenia tego momentu prostopadle
do osi jego skladowej odpowiedniej.

Tak np. (Rys. 98) ustr6j, zlozony z dwéch niewazkich pre-
téw pp i 'trzech wezl6w wp jest izostaty-
czny. Na wezel B dziala pionowa sila P. Y|
Chcemy znaleZé posunigcia tego wezla:
pionowe p i poziome ¢, a nadto — kat n
obrotu preta CB okolo przegubu €. W tym
celu przykladamy do wezla B poziomg sile
Q — do wezléw C, B preta CB dwie rézno-
zwrotne sily R, do tego preta prostopa-
dle, dajgce moment:

Rh
cosa

N=
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Jak wyzej, zwyklemi sposobami statyki otrzymamy:

PRET |Nr| Fj L E, ' 3 Sy
AB | 1| F, | htgo | E, | Q-+ Ptga —iﬂQ+cha__l‘f
1 : cOoSe. h
h L P | Nsina
BC 121 5 | goe | B _003a+mga““cosa+ h
skad bezposrednio:
L N)2 htga (_ P Nsin a)"’ h
H_(Q+Ptg“_i OE, F, waE T k| SRR
i ostatecznie:
. aH) __ Ph Ph _(gig) __ Ph .,
*"—(a“ﬁ T EF BT E eoss T-\3g), " EF®"

(dH) (Ptgzct Plga )
ON E, F, E, F,coso “
gdzie dolny zerowy wskaZznik oznacza przynalezno§é pochod-
nych, w nawiasy ujetych, — zerowym wielko§ciom sil dodatko-
wych . Q,N. Ujemny znak ostatniego wzoru wskazuje na rézno-
zwrotno§é obrotu n i obranej pary sil R-lewoskretnej: znikomy
obrét preta CB jest prawoskretny—z biegiem wskazéwki zegara.

5. Twierdzenia Betti. i Mohr'a daja réwniez praktyczme nader
cenne wyniki.

a, Odpory hyperstatyczne,: Po wyrdzmemu odpo—
réw hyperstatyeznych O, z warunkowych réwnaf réwnowagi
calego ustroju, hyperstatycznego zewnetrznie, mozemy podpory,
dajgce-owe Op odrzucié, a dzialania ich zastapié silami O ze-
wnetrznemi, narazie niewiadomemi. Zatem podstawowy uklad
obcigzenia obejmuje: m niezaleinych sil zewnetrznych P; i do- -
datkowych a zastepezych sit 0,. Posuniecia sil P, oznaczamy
przez p;; posunigeia sil 0y, zerowe dla podpér sz.tywnych -dla
sprezystych réwne sa: :

—0p Op I

gdzie ox oznacza odpowiedni spélezynnik sprezystosei podpory.
Dla sztywne] — o, jest réwne zeru.



