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Jak wyżej, zwykłemi sposobami statyki otrzymamy:
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gdzie dolny zerowy wskaźnik oznacza przynależność pochod-
nych, w nawiasy ujętych, — zerowym wielkościom sił dodatko-
wych Q,N. Ujemny znak ostatniego wzoru wskazuje na różno-
zwrotnośó obrotu n i obranej pary sil iMewoskrętnej: znikomy
obrót pręta GB jest prawoskrętny—z biegiem wskazówki zegara.

5. Twierdzenia Betti i Mohr'a dają również praktycznie nader
cenne wyniki. . : ,

a. O d p o r y h y p er s t a t y c z n e . ; Po wyróżnieniu odpo-
rów hyperstatycznych O/," z warunkowych równań równowagi
całego ustroju, hyperstatycznego zewnętrznie, możemy podpory,,
dające owe Oh odrzucić, a działania ich zastąpić siłami Oh ^e-
wnętrznemi, narazie niewiadomemi. Zatem podstawowy układ
obciążenia obejmuje: m niezależnych sił zewnętrznych Pt i do-
datkowych a zastępczych sił Oh. Posunięcia sił Pt oznaczamy
przez pt; posunięcia sił Oh, zerowe dla podpór sztywnych, dla
sprężystych równe są: <••. • •-•'

— ohOh
 (

gdzie oh oznacza odpowiedni spółczynnik sprężystości podpory..
Dla sztywnej — oh jest równe zeru.
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. Nadto obieramy a układów pokrewnych obciążenia. Każdy
z nich obejmuje tylko jedną siłę hyperstatyczną Oj, równą jed-
ności, przy pozostałych siłach O/,,Pt~równych zeru. Ta siła Oj,
wobec odrzucenia podpór hyperstatycznych, wzbudza tylko izo-
statyczne odpory — pozostałych podpór ustroju, a nadto, jako
odkształcająca, daje przemieszczenia punktów przyłożenia sił
Oh, Pi podstawowego obciążenia. Rzuty owych przemieszczeń na
osie tych sił stanowią posunięcia: ptj,Phj-

Zatem twierdzenie Betti daje a zależności:

^7jPtPu + 2-i OhPhi= ~°J °J / = 1 » 2 , . . . a
1 = 1 A = l

z których wyznaczymy wszystkie O/,, o ile z równań zmienno-
ści ustroju zdołamy wyznaczyć posunięcia pij,pi,j.

Tak, np. (Rys. 96) podstawowy układ obciążenia obejmuje:
siłę Y hyperstatycznego odporu odrzuconej lewej podpory —oraz
siły jednostkowe qdx stałego obciążenia q. Dla pokrewnego
układu siła Y jest równa jedności przy wszystkich qdx rów-
nych zeru. Wzór Olerc'a (123) wypisany dla przęsła (x) daje:

0 6EJ x ( x )
x * ., .,

stąd rzędna y odkształconej, przynależna odciętej x, oraz —
końcowe ugięcia / pręta:

_ 3 Z — x 2 . Z8'
U~~ GEJ X T~~ 3 £ J

Zatem, chcąc zastosować twierdzenie Betti, mnożymy siły
podstawowego układu przez odpowiednie posunięcia układu po-
krewnego; suma tych iloczynów:

-Yf=

winna być.równa sumie iloczynów sił układu pokrewnego przez
odpowiednie posunięcia układu podstawowego. Jest więc równa
zeru, a przeto mamy:

3 .
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Możemy również do wyznaczania odporów Oh hyperstaty-
cznych użyć twierdzenia Mohr'a. Podstawowe obciążenie ustroju
zewnętrznie hyperstatycznego obejmuje: m niezależnych sił Pt

zewnętrznych i a zastępczych sił Oh. Przynależy mu układ u
sił węzłowych Kv.

Siła Oj układu pokrewnego, równa jedności, da u węzło-
wych sił bjv, a przeto dla ustroju linjowo-zmiennego:

a

A=l

gdzie bov oznacza siłę węzłową, zależną tylko od układu sił Pt.
Oznaczmy przez w„ posunięcie węzłowej siły Kv; twierdzenie
Mohr'a da a zależności:

z których wyznaczymy hyperstatyczne odpory OH , o ile zdołamy,
posiłkując się równaniami statyki i wytrzymałości — wyznaczyć
wszystkie w„ w zależności od Pt i Oh-

Tak, np. (Rys. 96) pręt pś może być rozpatrywany, jako
ustrój, złożony z ciągłego szeregu płytek, grubości dx. Węzłowe
obciążenie, tych znikomo krótkich prętów stanowią: siły ścina-
jące, które, jak zwykle, pomijamy, oraz — momenty zginające:

Uogólnionej sile M przynależy posunięcie:

kąt znikomego pochylenia względnego dwóch sąsiednich prze-
krojów poprzecznych pręta. Posunięcie hyperstatycznego od-
poru Y lewej sztywnej podpory jest niewątpliwie równe zeru.

Dla pokrewnego układu obciążenia obieramy siłę Y, równą
jedności, wszystkie zaś siły jednostkowe qdx — równe zeru.
Pomijając, jak zwykle, siły ścinające, uwzględnimy tylko mo-
menty zginające:

1(1-x)
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jako siły węzłowe układu pokrewnego. Zatem twierdzenie
Mohr'a da:

Z 1(1 — x)d<? =

b. H y p e r s t a t y c z n e s i ł y węzłowe. W równaniach
warunkowych równowagi prętów i węzłów ustroju wewnętrznie
hyperstatycznego wyróżniamy hyperstatyczne siły węzłowe Kh
i, po rozcięciu odpowiednich węzłów, wyłączamy pręty, przyna-
leżne siłom Kh, zastępując działanie tych prętów na węzły od-
powiednio dobranemi siłami. Układ tych dodatkowych sił zew-
nętrznych obejmuje a sił węzłowych Kh hyperstatycznych, pozo-
stałe jego siły Kt zależą od zewnętrznego obciążenia poszcze-
gólnych prętów, wyłączonych z ustroju. Te same siły Ki,Kh,
lecz różnozwrotne, utrzymują w równowadze pręty, wyłączone
z ustroju, możemy przeto znaleźć zawsze ich posunięcia, a więc
i posunięcia ph hyperstatycznych sił Kh •

Podstawowy układ obciążenia obejmuje więc: m sił nieza-
leżnych zewnętrznych Pt i a sił zastępczych Kh, narazie nie-
wiadomych. Każda z sił Kj, występuje bliźniaczo, na obu węzłach
wyłączonego pręta, i różnozwrotnie: jej posunięcie ph jest przeto
względne. Posunięcia sił Pt oznaczamy odpowiednio przez pt

i obieramy a układów pokrewnych obciążenia. Każdy z nich
obejmuje tylko dwie bliźniacze, różnozwrotne siły Kj węzłowe,
obie równe jedności; wszystkie pozostałe siły Kh i Pt czynimy
równe zeru. Siły Kj obciążenia pokrewnego stanowią układ
zrównoważony, możemy przeto odrzucić podpory, jako zbędne.
Obciążenie pokrewne daje przemieszczenia punktów przyłożenia
sił Pt,Kh podstawowego układu. Rzuty owych przemieszczeń
na osie tych sił—stanowią posunięcia pij,phj- Zatem twierdzenie
Betti da a zależności:

j = ~KjPj j = 1,2,

z których wyznaczymy siły węzłowe hyperstatyczne, o ile z rów-
nań zmienności ustroju zdołamy otrzymać wszystkie pt^phs-
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Tak np, (Rys. 97) dolny hyperstatyczny pręt odrzucamy,
a działanie jego na węzły A,B zastępujemy siłami X, leżą-
cemi na osi AB, zwróconemi ku sobie. Wyłączony pręt jest
przeto rozciągany różnozwrotnemi siłami X. Jego wydłużenie:

Xl

wzięte ze znakiem ujemnym stanowi posunięcie uogólnionej
siły X, złożonej z dwóch węzłowych sił X bliźniaczych, różno-

zwrotnych. Układ pokrewny
-i (Rys. 99) otrzymamy, biorąc siłym X równe jedności, przy sile P

równej zeru. Podpory, jako
zbędne, odrzucamy. Pod dzia-
łaniem tego obciążenia dolne
węzły A posuną się ku sobie.

n Ich posunięcie poziome wzglę-
dne oznaczamy przez u, przez:

~Hf~ i/2~-—i— % ^ *i,*2>»3 — odpowiednie przyro-
sty pierwotnych długości: liflit

R y S - /, prętów - AD, AC, CD, wresz-
cie przez: v,w—pionowe posu-

nięcia górnych węzłów C i D, przyczem, jak widać z rysunku:

v 4" h — w ~f~ h ~f~ sa • w = v — s3

Nadto mamy:

(Z2 + s 2 ) = (/I + /3 + y ) + l - ( z _ u j

oraz, po odrzuceniu matyoh wyższych rzędów i uwzględnieniu
pierwotnego kształtu ustroju:

-j~ lu

stąd bezpośrednio:

-T-
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Zatem na mocy wzorów, wyżej, w punkcie czwartym otrzyma-
nych, będziemy mieli:

Sx 4 . _ Zsinft
'S l ~ E^Fy" 2EyFy cos a sin (f^- a.)

S2/2 /sina
n(p —a)

£3/3 Z sin a sin p /
E3 F% 2?s F3 cos a cos |

i ostatecznie:

t g P

Z sin p cos p , Z sin a cos a
sinaTP — °0) 2 Ą cos

Z sin2 a sin p
sn(p — a)

Zatem na mocy twierdzenia Betti:

XP \

skąd, po podstawieniu, otrzymamy dla niewiadomej X ostateczny
wzór, podany wyżej w punkcie czwartym. Ujemny znak iloczynu
Po yest konieczny ze względu na różnozwrotnośc" siły P i posu-
nięcia v.

Możemy również do wyznaczania hyperstatycznyeh sił węzło-
wych Kh użyć twierdzenia Mohr'a. Podstawowe obciążenie
ustroju hyperstatycznego wewnętrznie obejmuje:m niezależnych
sił zewnętrznych i a zastępczych sił Kh • Przynależy mu układ
pozostałych izostatycznych u węzłowych sił KD.

Siła Kj układu pokrewnego, równa jedności, da u węzło-
wych sił bjV, a przeto dla ustroju linjowo-zmiennego:

u = bov -\- ^ | Kh bim

gdzie bou oznacza sił^ węzłową, zależną tylko od układu sił Pt.
Oznaczmy przez wu posunięcie siły węzłowej Kv, zatem twier-
dzenie Mohr'a da a zależności:

u

— 1 W] — j y bpw„ 7 = 1 , 2 , . . . a
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z których wyznaczymy siły hyperstatyczne Kh, o ile zdołamy,
posiłkując się równaniami statyki i wytrzymałości, wyznaczyć
wszystkie wB w zależności od Pt,Kh.

Tak np. (Rys. 97) podstawowe obciążenie obejmuje: siłę P
i dwie siły X osiowe, zwrócone ku sobie, przyłożone do węzłów
A,B wzamian odrzuconego pręta. To obciążenie daje węzłowe
siły osiowe St prętów pp ustroju. Ich posunięcia względne
oznaczamy przez st. Wydłużenie odrzuconego pręta, niewątpli-
wie rozciąganego siłami X:

Xl

wzięte z ujemnym znakiem, stanowi posunięcie względne uogól-
nionej siły X, działającej na węzły A , B.

Układ pokrewny obciążenia (Rys. 99) uogólnionej siły X
równej jedności daje osiowe siły węzłowe bt. Zwykłe równania
statyki dadzą tu, jak wyżej:
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— 363 - XI. B. 5.

Zatem, na mocy twierdzenia Mohr'a:

ti

skąd, po podstawieniu otrzymamy równanie, podane wyżej
w punkcie czwartym.

c. O d k s z t a ł c e n i a u s t r o j u . Po wyznaczeniu hyper-
statycznych odporów i sił węzłowych, każdy pręt ustroju może
być rozpatrywany jako całość, odkształcona pod obciążeniem
przynależnych jej sił zewnętrznych i węzłowych. Można więc
ograniczyć się do badania posunięć punktów węzłowych ustroju.
Posunięcie węzła p przypisujemy sile zewnętrznej P, przyłożo-
nej do punktu węzłowego, współosiowo z p. Znikomy obrót p
węzła około osi, przechodzącej przez punkt węzłowy, daje posu-
nięcie momentu P — siły uogólnionej, leżącej na tej osi.

Oznaczmy przez pt — posunięcia m sił Pt niezależnych,
tworzących, łącznie z p.— podstawowy układ obciążenia zewnętrz-
nego. Układ pokrewny otrzymamy, biorąc siłę P, równą jed-
ności przy wszystkich Pt, równych zeru. Ten układ da posu-
nięcie p' punktu węzłowego, przynależne sile P, a nadto da
posunięcia p{ punktów przyłożenia sił Pt układu podstawo-
wego — współosiowe z temi siłami. Zatem na mocy twierdze-
nia Betti otrzymamy wprost:

j i

o ile z równań zmienności ustroju zdołamy wyznaczyć wszyst-
kie posunięcia: p',p{.

Tak, np. (Rys. 98) chcąc wyznaczyć posunięcia węzła B,
oznaczamy w układzie osi X, Y składowe tego posunięcia odpo-
wiednio przez u, v, przez s 1 ( s 2 przyrosty długości: /1(Z2 gór-
nego pręta AB i pochyłego CB. Zatem będziemy mieli nie-
wątpliwie:

(lx + Sly = (zx + nY+(h+o - h) * (Zs + s2f=(h + u)2+(h +«) 2

skąd, po odrzuceniu małych wyższego rzędu i uwzględnieniu
pierwotnej postaci ustroju:
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i ostatecznie:

Atg« _ Atg»<x ,
" — "1 "P™^ °1 P P 1 2 P J

gdzie przez St, S2 oznaczono siły osiowe prętów ustroju. Ghcąc
znaleźć pionowe posunięcie węzła B, przynależne istotnie dzia-
łającej sile P, obieramy układ pokrewny: pionową siłę P, równą
jedności. Da ona:

/-* j _ r * •*• l i l i i " - / /

. " 1 - - 6 - " 2 - c o s a " — E l F l ^ 2/ 2C0S sa

zatem, na mocy twierdzenia Betti:

„ . Ph , , , Ph

Zkolei, chcąc znaleźć poziome posunięcie q węzła B obie-
ramy układ pokrewny: siły P, równej zeru, oraz — poziomej
siły Q równej jedności. To obciążenie daje:

a przeto, na mocy twierdzenia Betti:

Możemy również wyznaczyć kąt obrotu n pręta CB, czyli
przyrost kąta a, przynależny działaniu siły P. W tym celu obie-
ramy układ pokrewny, obejmujący, prócz siły P, równej zeru—
dwie bliźniacze siły R, różnozwrotne, prostopadłe do pręta BC
i przyłożone do punktów węzłowych A,B. Ich moment Rl2 ma
być równy jedności, a przeto:

_ COSa COSa 1 1 _ COSa . sin a
R-—j— St= r = — -r S, = —r- tg a == — — -

h h cosa h ' h . h

,. tg2 a . tga
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Stąd ostatecznie, na mocy twierdzenia Betti:

cosa

We wszystkich wzorach powyższych ujemny znak iloczynu
Pv jest konieczny ze względu na różnozwrotność siły P i posu-
nięcia v.

Możemy również do wyznaczania posunięć/} węzłowych użyć
twierdzenia Mohr'a. Podstawowe obciążenie ustroju, jak wyżej,
obejmuje: m niezależnych sił zewnętrznych Pt i siłę P, przyna-
leżną posunięciu p. Podstawowemu obciążeniu odpowiada układ
u sił węzłowych K„ i ich posunięć wv. Siła P układu pokrewnego,
równa jedności, daje u węzłowych sił b„, a przeto dla ustroju
linjowo-zmiennego:

Kv = bov ~\~ bv

gdzie bo„ oznacza siłę węzłową, zależną tylko od układu sił Pt.
Twierdzenie Mohr'a da tu wprost:

u

i p = y^ bu wv

H = l

0 ile zdołamy, posiłkując się równaniami statyki i wytrzyma-
łości, wyznaczyć wszystkie posunięcia wv w zależności od P,Pu

Tak np. (Rys. 98) chcemy znaleźć posunięcia: pionowe p
1 poziome q węzła B, a nadto—obrót pręta CB około osi prze-
gubu C. Obciążenie podstawowe siłą pionową P daje siły osiowe:

COSa

prętów ustroju. Zatem ich posunięcia:

_ Sih Ph 2
Sl~ EFl~ EFx

 g *
S212 _ Ph

ElFl~ E,Fx
 g * S2~ E2F2 E2Ftcos2a

Dla pierwszego pokrewnego układu, czynimy siłę P równą
jedności. To obciążenie da siły osiowe prętów:
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a przeto na mocy twierdzenia Mohr'a:

Ph , , , Ph
tg»«+

Dla drugiego pokrewnego układu czynimy siłę P równą
zeru, a nadto do węzła B przykładamy poziomą siłę B równą
jedności. Da ona siły osiowe prętów:

a przeto na mocy twierdzenia Mohr'a:

1 q = bi. si + b2 s2 = -=-= tg2 a

Wreszcie dla trzeciego pokrewnego układu czynimy siłę P
równą zeru, a nadto w punktach węzłowych C, B przykładamy
dwie różnozwrotne siły R, prostopadłe do pręta CB, dające
moment:

N- R h - 1
COS a

To obciążenie daje siły osiowe prętów:

, R 1 , _, sina
&! = = r- &•) = R tg « = — r —

1 COSa h h

a przeto na mocy twierdzenia Mohr'a :

ElFl ' E2Ft<iOsa.

6. Ustrój prętowy izostatyczny. Z warunkowych równań
równowagi całego ustroju wyznaczymy wszystkie odpory: obcią-
żenie zewnętrzne obejmie m niezależnych sił Pt. Przynależy mu
układ v sił węzłowych izostatycznych Ki, czyli sił sprężystości Qt.

Wobec izostatyczności ustroju liczba w parametrów jego
zmienności linjowej równa jest v, a przeto, utożsamiając owe
parametry z niezależnemi posunięciami qt sił Qi, otrzymamy v
warunkowych równań:

(170)
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Cząstkowe pochodne tych wzorów wyznaczymy z zależności
(154):

w postaci stałych spółczynników wpływu poszczególnych sił Pt

na Qj, o ile jakobian:

J F 1 , F 2 , . . . F m

p1,p2,...pm

nie jest równy zeru dla początkowych zerowych posunięć pt, qt.
Jego zerowej wielkości przynależy punkt osobliwy zmienności
ustroju. Równania (170) służą do wyznaczania sił węzłowych Qt.

Tak np. (Rys. 100)—ustrój płaski, złożony z dwóch bliźnia-
czych prętów prostych pp o stałym przekroju i trzech węzłów wp
jest izostatyczny. Oznaczmy przez q przyrosty długości L obu
prętów, przez p — posunięcie pionowej siły zewnętrznej P. Wo-
bec zupełnej symetrji ustroju i obciążenia mamy:

dp _ L-\-jq
dq ~ h — p

Równanie podstawowe _(157)
daje tu: V

Q =

2 sin a' 2-sin a

Rys. 100 i 101.gdzie przez a i a' oznaczono od-
powiednio kąty: BAC i ffAC.

Przy początkowej zerowej wielkości posunięcia p jakobian:

równy jest 2A, a przeto osobliwy punkt zmienności ustroju
istnieje tylko wtedy, gdy h jest równe zeru (Rys. 101).
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W tym szczególnym przypadku skończona siła P daje nieskoń-
czenie wielkie siły Q — osiowe prętów ustroju.

W ogólnym przypadku zależności (155) (156) są linjowe:

QL

natomiast trzecia (154) występuje w kształcie nielinjowym. Mimo
to jednak ustrój może być uważany za linjowo zmienny — w przy-
bliżeniu, gdy h jest różne od zera, jako że w tym przypadku,
przy odkształceniach znikomych, praktycznie jedynie dopuszczal-
nych, możemy drugie potęgi pominąć i pisać wprost:

7. Odkształcenia pierwotne i cieplne. Sprężyste odkształ-
cenia pierwotne mogą się pojawiać w ustroju stałym, nieobcią-
żonym siłami zewnętrznemi. Mogą powstawać łącznie z wymu-
szonemi posunięciami poszczególnych punktów ustroju i wywoły-
wać zrównoważone układy węzłowych sił sprężystości, rodzących
naprężenia pierwotne w odkształconych ogniwach ustroju.

Układy posunięć wymuszonych, sprowadzające się do zmian
położenia ustroju, jako całości, nie dają odkształceń i naprężeń
pierwotnych. Nie dają ich również i posunięcia względne od
siebie niezależnych wewnętrznych sił węzłowych ustroju, nie-
obciążonego siłami zewnętrznemi. Łatwo to dostrzec, choćby
ze wzoru (170).

A przeto posunięcia punktów podparcia ustroju stałego,
nieobciążonego, izostatycznego zewnętrznie, oraz — posunięcia
względne węzłowe — ustroju izostatycznego wewnętrznie i zew-
nętrznie — nie dają początkowych naprężeń. Te naprężenia
mogą więc tylko powstawać w ustrojach hyperstatycznych.

Oznaczmy przez ph wymuszone posunięcia hyperstatycznych
podpór nieobciążonego ustroju stałego. Odrzućmy te podpory
i wzamian — przyłóżmy odpowiednio dobrane siły zewnętrzne
Ph, przynależne posunięciom ph. Drugie twierdzenie Castigliano
da układ równań:

dH _
dPh~

Ph

z którego wyznaczymy odpory Ph, a, co za tem idzie, i wszystkie-
siły węzłowe ustroju.



— 369 — Xf.B. 7.

Te same wyniki otrzymamy, stosując twierdzenie Betti, lub
Mohr'a.

Tak np. (Rys. 102) ustrój prętowy, złożony z dwóch bliź-
niaczych prętów ps, dwóch węzłów wp przegubowych podpór A
i jednego węzła ws — górnego — jest hyperstatyczny zewnętrznie
jednokrotnie. Izostatyczne pionowe posunięcia punktów pod-
parcia nie dają zmian ustroju: pierwotne naprężenia mogą jedy-
nie powstać przy posunięciach
poziomych. Zatem po zdjęciu
ustroju z przegubów — rozsu-
wamy nieco podpory: pierwot-
na odległość / punktów pod- «
parcia wzrasta o dany przy-
rost p. Chcąc ustrój ponow-
nie podeprzeć — zmuszeni je-
steśmy rozciągnąć go siłami Rys. 102.
poziomemi X tak, aby odleg-
łość punktów węzłowych .A wzrosła do l-Ą-p. Zatem węzłowe
siły obu prętów obejmują: siłę podłużną Si poprzeczną V, a przeto
w przekroju bieżącym C pręta, przynależnym odciętej z panuje
siła osiowa Oz, ścinająca Qz i moment zginający Mz:

z Qz Mx — Xz sin a,

Pomijając, jak zwykle, pracę sił ścinających, mamy:

Zatem na mocy drugiego twierdzenia Castigliano:

dH
dX

n
Ep COS a.

W przypadku nieobciążonego ustroju stałego hyperstatycz-
nego wewnętrznie odrzucamy ogniwa lub więzy hyperstatyczrie,
zastępując ich działanie siłami Kh, przynależnemi wymuszonym
posunięciom względnym wh — węzłowym. Drugie twierdzenie
Castigliano da układ równali:

dK„~Wh

Wytriymałość tworzyw 24
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z którego wyznaczymy siły węzłowe Kh hyperstatyczne, a więc
i pozostałe siły węzłowe ustroju.

Te same wyniki da twierdzenie Betti, lub Mohr'a.
Tak, np. (Rys. 103) ustrój prętowy obejmuje dwa proste

bliźniacze pręty ps, sztywno związane u góry węzłem ws, u do-
j u — przegubowo złączone z poziomym prętem prostym pp, na
węzłach wp — lewej podpory posuwnej i prawej przegubowej.
Ustrój ten jest wewnętrznie hyperstatyczny jednokrotnie.

Odrzućmy dolny pręt i załóżmy wzamian inny — nieco
mniejszej długości:

/' = /—u,

rozciągnąwszy go uprzednio do właściwej długości Z. Po zało-
żeniu dolny pręt ściągnie ku sobie przeguby A prętów górnych,

zbliży punkty podparcia,
działając na nie siłami po-
ziomemi X, osiowemi, zwró-
conemi ku sobie. Oznaczmy
przez u>! zbliżenie punktów
węzłowych. Dwie siły bliź-
niacze, lecz różnozwrotne,

Rys- 1 0 3 ' stanowią obciążenie osiowe
rozciągające dolnego pręta, dają więc jego wydłużenie:

Praca sprężysta obu górnych prętów będzie jak wyżej:

XH (cos2«
/ / l ~ 2 c o s a \ EF2 cos a \ EF ' \2EJI

dolnego pręta:

XH
2

całego ustroju:

a przeto na mocy drugiego twierdzenia Castigliano:

W = Wi + W> = W + Y =
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stąd ostatecznie:

X— w

1 , cosa . P tg 2a
7 I W T i~o~rE0F0 ' J?F ' 12 ^,7 cos a

Wyżej rozpatrywane posunięcia wymuszone, rodzące naprę-
żenia pierwotne, mogą powstawać przypadkowo: pochodzić z nie-
dokładności zbiórki lub osiadania podpór. Mogą być również
wywoływane rozmyślnie, w celu uzyskania pożądanych zmian
w układzie naprężeń poszczególnych ogniw ustroju. Tak czy
inaczej powstałe naprężenia pierwotne ustroju naogół są nie-
zmienne.

Nadto wszelkiego rodzaju zmiany cieplne w ustroju stałym
również dają układy posunięć wymuszonych, a przeto, w myśl
rozważań ogólnych, — mogą wywołać siły odporowe lub węzłowe
ustrojów hyperstatycznych, nieobciążonych siłami zewnętrznemi.
Tym siłom odporowym, lub węzłowym przynależą naprężenia
cieplne ogniw ustroju, zazwyczaj okresowo zmienne, a więc dość
niebezpieczne naogół dla trwałości ustroju.

Aby te naprężenia cieplne wyznaczyć, lub ocenić, odrzu-
camy hyperstatyczne podpory, czyniąc ustrój — swobodnie roz-
szerzalnym, — zaczem — po wprowadzeniu żądanych zmian
temperatury, sprowadzamy punkty podparcia odrzuconych pod-
pór do położenia właściwego, zapomocą działania sił zewnętrz-
nych, zastępujących hyperstatyczne odrzucone podpory.

Oznaczmy przez ph posunięcia odporów hyperstatycznych
Ph, przyłożonych wzamian owych podpór odrzuconych. Drugie
twierdzenie Oastigliano da układ równań:

dH

z których wyznaczymy odpory Ph, a zatem i siły węzłowe,
rodzące naprężenia cieplne ustroju.

Tak np. (Rys. 102) ustrój, nieobciążony siłami zewnętrznemi
oczywiście nie działa na podpory przy pierwotnej jednostajnej
temperaturze t0 zbiórki, możemy go przeto swobodnie zdjąć
z przegubów podpór i doprowadzić do jednostajnej temperatury t,
przyczem pierwotna odległość I dolnych punktów węzłowych
wzrośnie do:

Z [1+e (<-*„)]
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gdzie przez c oznaczono spółczynnik rozszerzalności cieplnej
linjowej jednolitego tworzywa obu prętów.

Zatem, chcąc ustrój ponownie podeprzeć, zmuszeni jesteśmy
przywrócić pierwotną odległość Z węzłów A, działając na te
węzły poziomemi siłami X. Praca sprężysta, tym siłom przy-
należna:

Z 2 Z /CQS2a , Z 2 t g V \
2cosa\ EF ~t~ 12EJ1

a przeto, na mocy drugiego twierdzenia Castigliano:

^L-olit t\ Ec(t-ł0)
dX~~ K °' COSa . Z 2 tg 2 a

EF ' \2EJGOSO.

W przypadku nieobciążónego ustroju stałego, wewnętrznie
hyperstatycznego, odrzucamy ogniwa, lub więzy hypęrstatyczne,
czyniąc ustrój swobodnie rozszerzalnym^ zaczem, po uzyskaniu
żądanych zmian temperatury, sprowadzamy węzły odrzuconych
ogniw, lub więzów do właściwego położenia lub kształtu zapo-
mocą sił zewnętrznych, zastępujących działanie odrzuconych og-
niw, lub więzów. Oznaczmy przez wh posunięcie względne owych
hyperstatycznych zastępczych sił węzłowych Kh. Drugie twier-
dzenie Castigliano da układ równań:

d H • • • . " •

z których wyznaczymy owe siły Ku, a więc i pozostałe siły
węzłowe ustroju. Te same wyniki otrzymamy, stosując twier-
dzenie Betti lub Mohr'a. •

Tak np. (Rys. 103) siły węzłowe ustroju nieobciążonego są
niewątpliwie równe zeru przy pierwotnej jednostajnej tempera-
turze t0 zbiórki. Możemy przeto swobodnie zdjąć z przegubów
dolny pręt i doprowadzić go do jednostajnej temperatury t,
przyczem pierwotna odległość Z jego punktów węzłowych będzie
równa:

gdzie c oznacza spółczynnik linjowej rozszerzalności cieplnej
tworzywa pręta.
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Zatem, chcąc pręt ten założyć ponownie, musimy odpo-
wiednio zmienić pierwotną odległość punktów węzłowych A obu
górnych prętów ustroju, działając na te punkty siłami pozio-
memi. Po założeniu pręta, ustali się właściwy przyrost u>,
pierwotnej długości Z tego pręta, obciążonego osiowo siłami X
poziomemi na węzłach. Istotne jego wydłużenie będzie więc:

w2 = c Z (t — /„) — w1

Te same siły X, lecz różnozwrotne, stanowią obciążenie węzłowe
górnych prętów. Zatem ich praca sprężysta:

X2l /cos2a , Z2tg2a\
1 ~ 2cosa I EF + \2EJ I

pręta dolnego:

całego ustroju:

a przeto, na mocy drugiego twierdzenia Castigliano:

i , dH2 dH

skąd ostatecznie:

1 , COS a . P t g 2 a.

E0Fo ' EF ' 1 2 ^ c o s a

C. C z ę ś ć t r z e c i a .

1. Belki proste hyperstatyczne.

a. B e l k a d w u p r z ę s ł o w a (Rys. 104) o stałym przekroju:
Obciążenie podstawowe: siły i odpory: A X P B

ich posunięcia: 0 0 p 0
Obciążenie pokrewne I: siły i odpory: a 1 0 b

ich posunięcia: 0 xt p{ 0


