IX. ROZDZIAL DZIEWIATY.

ODKSZTALCONE.

A, Cze§6 pierwsza.

1. . Ukfad osi. Rozpatrujemy jednolite prety proste, bez-
wladnoSciowo jednorodme (I. B. 10), przewaznie poziome.
Poczatek stalych osi spéirzednych obieramy podrodku prawej
Scianki czolowej preta nieodksztalconego, wspartego na podpo-
rach poziomo., Dodatnig o§ X ukladamy na pierwotnej prostej
osi preta. Pionowa dodatnia o§ Y lezy pod osig X, zatem 0§
X ma zwrot w lewo, 0§ ¥ — w dél. Dodatnia 0§ Z pozioma
lezy poza plaszezyzng XVY. Gléwne osie Y wszystkich prze-
krojéw preta leza w jego plaszezyznie gléwnej XY bezwladnodci,
gléwne osie Z — w plaszezyZnie gléwnej XZ,

2. Obcigzenie zginajace. ObeigZzenie zewnegtrzne zginajace
rodzi réwnowazgce przeciwdzialania podp6r, zwane odporami,
i, Iacznie z niemi, stanowi uklad sil skupionych, obcigzen cia-
glyeh i momentéw. Skladowa na osi X sily skupionej nazwiemy
sitq podtuing; skladowe, prostopadle do tej osi—silami poprzecz-
nemi, pionowemi i poziomemi, lezgcemi odpowiednio w plasz-
ezyznach gléwnyeh XY i XZ.

Miejscowy nacisk warstwy obcigzenia cigglego, wyrazony
w jednostkach sily na biezgca jednostke dlugoSci osi pierwot-
nej preta, stanowi tak zwane obciqienie jednostkowe, w 0g6lnym
przypadku ukogne. Jego skladowa na osi X zwie si¢ obciqze-
niem .jednosthowem podtuznem p; skladowa prostopadla do X —
obciqzeniem . jednostkowem poprzecznem q. Obie te skladowe
mogg byé uwazane za stale w odc¢inku dx, zatem wszelkie
obcigzenie ciggle mozna zastapi¢ szeregiem sit jednostkowych
podtuznych pdx i poprzecznych qdx.
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Momenty obcigzenia zewngtrznego, zawsze prostopadle do
osi X, nie dajg skladowych podiuznych, to jest momentéw
skrecajgeych,

3. Obcigzenia plaskie. W ogélnym przypadku obceigzenie
zewnetrzne, lacznie z odporami, moze byé sprowadzone do
punktéw, leigeych na osi podluznej preta i rozlozone na tray
sktadowe obcigienia: jedno podiuine, zlozone z sil podluznych
na osi X i dwa poprzeczne obcigzenia plaskie.

Pionowe obciqtenie ptaskie, zawarte w plaszezyinie glow-
nej XY hezwladnosci preta, obejmuje: pionowe sily skupione,
pary sil momentéw zewnetrznych, oraz—pionowe warstwy cigglych
obcigzefi: Poziome obciqienie ptaskie, zawarter w plaszezyZnie
gléwnej XZ, obejmujc: poziome sily skupione, pary sil momen-
téw zewnetrznych, oraz — poziome warstwy obcigzen ciaglych,

4. Kierunek (w). Sily skupione i jednostkowe oraz momenty
zewnetrznego obeigzenia preta nalezy poznaczyé kolejnemi wskaz-
nikami, posuwajae sig wzdluz osi X w kierunku (w) — wzrostu
sil osiowyeh, Scinajacych lub momentéw zginajaeych, przyezem:

Suma sit podituinych skupionych i jednostkowych kolejno
w hierunku (w) branych od korica preta at do srodka biezqcego
przekroju wytqcznie — zwie sig sitq osiowaq. Oy tego przehroju.

Suma sit poprzecznych skupionych i jednostkowych kolejno
w kierunku (w) branych od korica preta az do srodhka bietqcego
przekroju wytqcznie — nosi miano sity Scinajqcej Q tego
przekroju.

Suma momentow zewngtrzngch oraz momeniow sit .skupm-
nych i jednostkowych wzgledem S$rodka bietqcego przekroju
preta, jako bieguna, kolejno w kierunku (w) branych od konca
preta at do S§rodka owego przekroju wylqeznie — nazywa sie
momentem zginajgcym M, tego przekroju .

<+ 5. Zmiana kierunku (w). Odcigta x wyodrgbnia Srodek bie-
zacego przekroju preta nieodksztalconego. Dzialaja nafi: sila
osiowa 0., oraz skladowe: pionowe Q,, M, i poziome Q,, M- sily
Scinajgcej @ i momentu zginajgcego M,. Nadto do tego'§rodka
moga by¢ przylozone: sila podluzna 0,, oraz sktadowe: pionowe
Py, Ny-i poziome P,, N, sily poprzecznej P, i momentu N, obeia-
zenia zewnetrznego, lub oddzialywania podpory w tym punkeie.
Prazy zmianie kierunku (w) na odwrotny otrzymamy odpo-
wiednio: 0., Q" Q., M,, M/, jako wypadkowe obcigzenia
zewngtrznego drugiej czeéei preta, — wogéle rézne od poprzed-
nich. Réwnowaga wymaga spelnienia warunkéw:
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O+ On+ 0/=0 Q-+ P+ Q=0 Q:+P:+Q. =0 (106)
M, ~+ Ny+ My'=0 M,~+N,-+M' =0

uzalezniajacych nowe wypadkowe od staryeh, przy azmianie
kierunkua (w).

6. Pochodne skladowych sily §cinajacej i momentu zgina-
jacego. Przy niezmiennym kierunku (w) przekréj, sasiedni bie-
zgcemu, odlegly jest odefi o dx, gdy kierunki (w) i osi X sa
zgodne; lub tez o —dx, gdy sprzeczne.

W ogélnym przypadku posrodku przekroju biezgcego niemu
obeigzenia zewnetrznego, wyraZzniej méwige:

Op=Py,=N,=0

natomiast znikomy odeinek -{- dx pokryty jest obcigzeniem jedno-
stkowem poprzecznem o skladowych ¢,, ¢.. Zatem w przekroju
sgsiednim skladowe momentu zginajgcego i sily scmajqca; beda
0dpow19dmo

‘My -+ dM_.; =M, + Q. dx+ é q. (dx) Qy +dQ,=Q, + gy dx
M- dM. =M, + Qe |- qy(@dxf Q. +dQ. =@+ g.dx

stad bezpodrednio:

M, aM, aQ, Q. .

dx — - @ e dx == ;e (100
w tych wzorach dx oznacza dlugostke pierwotnej prostej osi
preta. (i6rny znak braé nalezy przy jednozwrotnym kierunku (w)
z ta osig, przy réinozwrotnym — dolny.

7. Znak skladowych sil Seinajacych i momentdw zginajacych.
Z rozwazan powyzszych wyplywa, Ze skladowe sil §cinajgcych,
jednozwrotne z réwnoleglemi osiami gléwnemi przekroju nalezy
znakowaé dodatnio, réznozwrotne — ujemnie, Dla patrzacego ha
plaszezyzne gléwna XY w kierunku osi Z, skladowe M, prawo-
skretne sa dodatnie, a lewoskretne — ujemne przy jednozwrotnym
kierunku (w) z osig X; naodwrdét: lewoskretne sa dodatnie, a pra-
woskretne — ujemne w razie kierunkéw sprzecznych. Dla patrza-
cego na plaszezyzne gléwny X Z z géry w kierunku osi ¥
skladowe M, lewoskretne sa dodatnie, a prawoskretne — ujemne
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przy jednozwrotnym kierunku (w) z osig X; naodwrét prawo-
skretne sg dodatnie, a lewoskretne — ujemne w razie kierunkéw
sprzecznych, przyczem, dla oka, patrzacego na moment od strony
strzalki — kierunek obrotu pary sil, zgodny z kierunkiem biegu
wskazéwek zegara — wyréznia moment prawoskretny, sprze-
ezny — lewoskretny.

8. Roéwnania rézniczkowe odksztalconej. W ukladzie osi sta-
Iych (IX. A.1) odcigtej x przynalezs rzedne y, 2z rzuféw odksztal-
¢onej na plaszezyzny gléwne X Y i X Z, a nadto — katy:

ey Az
V=@  *Tax
pochylenia ich stycznych ku osi X.

Og6lne réwnanie (103) odksztalconej, streczace duze trud-
nosci przy calkowanin; mozna wydatnie uproscié. Mozna w niem
przedewszystkiem odrzucié wyraz, zalezny od sily osiowej, ]ako
znikomy wobec jednoci w og6lnym przypadku. FLatwo to
dostrzee, zwazywszy, ze iloraz sily osiowej, dzielonej przez pole
przekroju, nie przekracza naprezenia dopuszezalnego, malego
w stosunku do E. Tak uproszezone réwnanie (103) w obranym
ukladzie osi rozpada sie na dwa réwnania:

y. .M 2 M
n+eyt EE o npent - B
rzutéw odksztalconej w plaszezyznach gléwnyeh X Y i Xz

Nadto, praktycznie dopuszezalne ugigeia pretéw—w ogélnym

pwypadku sg nieznaczne, mozna przeto pomingé drugie potegi
'

(108)

y', 2 wobec jedno§ei i pisaé wprost:
&y __ o, M d’z___, M,
=V T%) @™ % —&J 0

przy podanem wyZej znakowaniu skladowych momentéw. Istot-
nie — w obszarze dodatnich rzednych y lub z, dodatnie skla-
dowe M, . lub M, da]q niewgtpliwie odksztalcone, wypukle wzgle—
dem osi X, co odpowiada dodatnim y”, lub 2” i naodwrdét.

Dla preta o stalym przekroju otrzymamy, rézniezkujae:

nl "! d l 5
ol —aF ik (110)
dM, :
EJ;'JZ"’ d- = + Qz EJH Z”” dde’ — i' da—% —— q;
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9. Wplyw sit $cinajacych. Srodki O i O’ przekrojéw: biet
zqcego 1 sasiedniego lezg na osi X preta nieodksztaiconego
w odleglodci dx. Pod dzialaniem skiadowej sily Scinajacej Q,,
lub Q., przesuniecie §rodka O’ wzgledem O bedzie odpowiednio
réwne (VIL B.7):

Qy

Q.

Zatem, pod dzialaniem skladowyech Q,, Q. pierwotnie prosta o§
- preta zegnie sie w punkeie O pod nieznacznym katem, stanie
si¢ odksztalcona. W rzucie na plaszezyzny gléwne X Y, X Z punké
O da punkty O,, O.. W tych punktach rzuty odksztalconej two-
rzyé beda katy:

_9.5{ 1 _Q_:i

GF GF

a przeto krzywizna rzutéw odksztalconej bedzie w tych punktach
réwna:

tde,_ . t &M, t dQ__ t &M,
GF dx ~— GF dx* GF dx — GF dx’
Stad ostateczne réwnania:
" __gi_ S __t____ dng "o Mb‘ ___{_ dgMD
Y =TFJ.~" GF dx =55 T GF dF (111)

rzutéw odksztalconej na plaszezyzny gléwne XY, XZ przy
wyZej podanem znakowanin skladowych wmomentéw. Gérne
znaki w tych wzorach nalezy braé, gdy kierunki (w)i osi X
sg zgodne, dolne znaki, — gdy sprzeczne.

10. Calkowe réwnania odksztalconych, Nadal rozpatrywac
bedziemy tylko juz jeden rzut odksztalconej — na plaszcezyzneg
gléwna XY, ze wzgledu na zupelng tozsamoS§¢ wynikéw: kazidy
wzér bedzie zarazem sluszny i dla plaszezyzny gléwnej XZ,
o ile w nim zmienimy: y,y’ na z,z’. Nadio bedziemy pisali
wprost: M,.J, zamiast M,,J. we wzorach dla y,y’, oraz —
zamiast My,,J, — we wzorach dla z.2'.

Skladowe M, , M, zaleza niewgtpliwie tylko od x-6w — t.].
odcietych preta nieodksztalconego i, przy odksztalceniach nie-
znacznych, praktyeznie jedynie dopuszcezalnych — mogg ucho-
dzi¢é za niezmienne przy odksztalceniu. Wplyw sil Scinajgcych
pominiemy i nadal pomijaé bedziemy, jako znikomy wobec dzia-
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lania momentdw zginajacych. Calkujge (109) dwukrotnie otrzy-
mamy:

, ;
y'zsgd.x—f—A ;;—Sdtsﬂidx - Ax+B=

‘M Mx
ZtS—E—;jd SEIQ'.I f-Al+B

Gdziekolwiek na odksztalconej obieramy punkt wytyczny. Przy-
nalezne mu:

. ' ’
XYoo Hor Zoy Yo 2y

spelnig powyzsze réwhania. Odejmujac dwa ostatnie, wypisane
dla x i x,, pozbedziemy sie stalej B. Druga stalg calkowania
A wyrugujemy przez podstawienie z pierwszych réwnarf, wypi-
sanych dla x, i x. Tgq drogg otrzymamy rdéwnania calkowe:

M i M M
r el — — ’ . iy =
vy—u SE},dx Y—yo=1yy (x — x,) -} *SEJ SFJ
.rn 'r|;. "‘.!‘“
1 (mg )
—¥—H 1 \Mx- X
== hy -—-.l'u—l_ .\'—XQS EJ 2 ' (112)

.t‘”

rzutu odksztalconej na plaszezyzne gléwng XY,

11. kancuchowe réwnanie odksztalconej. Idge w kierunku
{w) wzrostu momentéw zginajgcych M plaskiego obcigzenia pio-
nowego, dzielimy pierwotna o§ X preta na obszary jednolitej
zmiennodci M i J, zaleinych od x. Wszelka przerwa cigglosei
M, lub J stanowi granicg dwéch obszaréw réznych zmiennosci
rzednych odksztalconej. Zatem dla dwéeh kolejnych obszaréw:
(1), (i41):

M " — Mt'+1
yl' = i, y ‘+1F—Ej.f_4-—1

Dwukrotne calkowanie da rzedne:

Pt W Pty Biga
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a nadto stale calkowania
Ciy Diy Cig1, Diyy

Cigglosé ‘odksztalconej wymaga, aby w punkecie granicz-
nym tych dwéch obszaréw:

Y=Yt Yyl =y'i41

7 tych dwéch réwnafi warunkowych wyznaczymy Cii1, Di41.
Stale calkowania C),D, pierwszego obszaru okre§limy z warun-
kéw unieruchomienia preta na podporach.

12. Moment ZXafcuchowy, Idge w kierunku (w) wzrostu
momentéw zginajacych M plaskiego obcigzenia pionowego, dzie-
limy pierwotng o§ X preta na obszary jednolitej zmiennoSci M.
Zatem granice dwéch sgsiednich obszaréw stanowi lezacy na
osi X punkt przylozenia zewnetrznej sily skupionej, momentu,
lub — przerwy cigglosci obciazenia jednostkowego ¢g. Moment
zginajacy moze byé przeto wyrazony: '

M-———Mlil—FM_, +....!+M,,.. e . (118)
| :

stad dla preta o stalym przekroju:

| |
+ ||+ U

EJy"'.—'cl 'l_ SM] dx
(114)

EJy:Dl—{—CIx—i«deSM, fl.\'.'!l“i" V, |—{—H— Vi
3 . !
gdzie:

U= Ch —|—-§M,,dx Va=D,+ Cox+ gdxiM,,dx

r

Te wzory laficuchowe nalezy braé tylko do pierwszej kreski
podzialowej dla pierwszego obszaru, do drugiej — dla drugiego
it d. caly za§ wzér dla ostatniego obszaru jednolitej zmien-
no$ci M. Pomocnicze stale calkowania: C,,D,,...... G D
otrzymamy z réwnafi warunkowych:

x=x

(c,, + SM,,dx) =0

xX=Xp

(D,. + Cux -+ deSM,,de =0

n
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dle:
n=2, 8yt

Tutaj x, oznacza odcietq poczatkowego punktu obszaru (n);
przynaleznego M,.

W zalozeniu kierunkéw (w) i osi X sprzecznych:

a. punkt x, przylozenia sily pionowej P, stanowi pocegtek
obszaru, gdzie:

M= P (x;— x) Utﬂ—'.lj'Pi(-"r“‘“ x)* Vi= é‘PI(-’fr'—'-‘-‘)a

b. punkt x, przylozenia momentu zewnetrznego N, stanowi
poczatek obszaru, gdzie:

M=N. U=—N-3  Vi= 5 Ni(x—xy

¢. punkt poczatkowy x, i koficowy x; warstwy prostokat-
nej stalego obeciazenia jednostkowego g, — stanowia poeczatki
dwdéch nowyceh obszaréw (i),(j), gdzie:

1 y 1 1
M= 5 (x-— x)? U=— L (xi—.x)* Vi= o5 9t (xi-— x)!

1 3 ) & 1
Mj=—gqlx—x) U=-gqbg—x" Vi=—g5qx—x)"

d. punkt x; poczqtkowego ostrza tréjkatnej warstwy obcig-
zenia jednostkowego ¢, oraz punkt koricowy x;, gdzie ¢ osiaga
swg wielko§é najwigksza p; — stanowig poczatki obszaréw (i),
(f). Odcigtej x odpowiadu:

Xp— X =i :
g9=L Xi—x Xp > X > X
a przeto:

1 (x—2x)P 1 () 1 (x—x)°
M=gry=y UV—uPa—z V=" =%
. RTRITTNE T T =3 Y
U=—gry——gp— - U=gpk -2+

1 (g —x) _ 1 . (x; —x)°
Toal gy VT TP 0 e

. e. Punkt x; koricowego ostrza tréjkatnej warstwy obeigzenia
jednostkowego ¢, oraz punkt poczqtkowy x,, gdzie g osiaga swa
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wielko§¢ najwieksza p, — stanowia poczatki obszaréw (i) ().
Odcietej x odpowiada:

X — Xj

qu'x;-—xj X > X > X
a przeto:
Mz——ﬂépfu_x)(’;;ﬁgﬂ Gzt
e L = L =1
Ve= 4p‘(x_xf)(x' x)"‘“ao E:%g
M= —tp@=D g Lt g LG

Stale calkowania C), D, nalezy wyznaczy¢ z warunkdw unieru-
chomienia preta na podporach,

B. Czq§é druga.

1. Belki. BezwladnoSciowo jednorodny pret prosty, wsparty
na podporach, zwie sig belka. Podpory majg uniemozliwiaé
ruch, jaki mogloby nadaé belce obcigzenie zewnetrzne, winny
byé przeto nalezycie dobrane i celowo uzyte. Obcigzenie belki
wzbudza réwnowazace przeciwdzialania jej podpér, zwane
odporami.

a. Osadzenie (Rys. 63), czyli unieruchomienie przekroju
poprzecznego belki stanowi jej podpore
stalq s. Do frodka tego przekroju —
punktu podparcia na osi belki przylozone
sg odpory. Obciazenie plaskie wzbudza
w nim trzy odpory: site podtuing, po- Rys. 63.
przeczng, obie w plaszezyZnie obcigZenia,

i moment do tej plaszczyzny prostopadly. Podpora stala, nie-
odksztalcajgca si¢ moze byé tylko skrajng — przekr6j unieru-
chomiony stanowi¢ moze tylko czolowg §cianke belki. Przy
zupelnem unieruchomieniu przekroju poSredniego — belka roz-
pada sie na dwie belki, o wsp6lnej osadzonej Sciance czolowej.

BELHA
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