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1, Obliczanie prętów krzywych płaskich. Największe naprę-
żenie JVm cechuje przekrój niebezpieczny: nie może ono prze-
kraczać naprężenia dopuszczalnego tworzywa.

a. P r ę t (Rys, 121) stalowy o stałym przekroju kołowym
obciążono siłami P. Znaleźć promień r przekroju przy danej
długości h ramion prostych, promieniu R
pierwotnej osi odcinka CDC i naprężeniu
4opusziczalnem hg tworzywa:

A = 11 cm Rw5om' P=1000 kg

W dolnym niebezpiecznym przekroju D
panuje siła osiowa P, rozciągająca i mo-
ment zginający;

= — 16P

ujemny, bo zmniejszający krzywiznę dolnej
części pręta. Najwyższe naprężenie tego przekroju:

Rys. 121.

gdzie:
¥

= R •

R+yt

Po kilku próbach otrzymamy:

/~n cm

1000 1000X16 2

X
1 5-3

Wyznaczmy względne posunięcie p sił P. W bieżącym
przekroju K, obranym w odległości x od górnej ścianki B,
panuje siła ścinająca P i moment zginający Px; w przekroju
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N, wyodrębnionym pod kątem a ku linji CC — panuje siła
osiowa S, ścinająca Q i moment zginający M, przyczem:

S—Psina Q — — Pcosa M~ — P(h~\-R sina)

Stąd, pomijając działanie sił ścinających, mamy pracę sprężystą:

[P2 sin2 a _ 2P2(/łsina4-i?sin2a)
~ EFR

sin

gdzie:
EFR a

= 9 % cm2 , /= 5i K cm4

4 1= 2200000 k«/0

Drugie twierdzenie Castigliano da posunięcie względne sił P:

J > 4 ^ " " " 4 ^ "

Wzór dla prętów o małej krzywiźnie daje tu:

& więc o 45,5% mniej! •
b. Hak (Rys. 122) stalowy o przekroju AO trapezowym

dźwiga siłę osiową P. Wyznaczyć najwyższe
naprężenie w tym przekroju przy:

6 = 6 cm J3==2cm c = 4cm ń —9cm

Pole przekroju A O:

F=~h{b-\-B) = 36 cm2

jego moment statyczny względem szerszej pod-
stawy:

, Sf= y h2 (2B + 6) = 135 cm3Rys. 122.
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a przeto odległość środka trapezu od osi haka:

r0 = e + -^ = 7,75 cm

Odległość linji obojętnej od tejże psi:

= 6,967 cm

a przeto:
a = /•„ — v = 0,783 cm

Moment zginający:

zmniejsza krzywiznę pręta, daje więc od strony A skrajne naprę-
żenie JVi — ściskające* od strony 0 — rozciągające JV2:

A r _ - PX7,75
i V l •- 36X0,783 7,75 + (9 + 4 -7,75)""

N - PX7,75 0,783+ (4-7,75) _
^ " " 8 6 X 0 , 7 8 3 7,75 + ( 4 - 7 7 7 5 T - I

Naprężenie N2, łącznie z naprężeniem rozciągającem:

Nr~~= 0,02778 P

da skrajne naprężenie przekroju:
: ^ = 0,23172^=^

Biorąc:

otrzymamy siłę nośną haka:
P= 5178 kg

2. Odkształcenia prętów krzywych płaskich:
a. Ż ó r a w (Rys. 123) o stałym przekroju, osadzony u pod-

stawy; Jego pierwotna óś stanowi ćwiartkę koła. Wyznaczyć
składowe: przemieszczenia punktu B przyłożenia pionowej siły P.
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W układzie osi X, Y, wyprowadzonych ze środka O pod-
stawy, spółrzędne środka A przekroju bieżącego będą:

B
cos©)

Przyłóżmy do środka B pionowej ścianki czô -
łowej — poziomą siłę U i moment prawoskrę-
tny N, zwiększający krzywiznę pręta. Posu-

X nięcia środka B: poziome u i pionowe v przy-
należą odpowiednio siłom U i P. Kąt w po-
chylenia czołowej ścianki pręta ku osi X —-
stanowi posunięcie momentu N. Chcąc znaleźć

te posunięcia, sprowadzamy do środka A przekroju bieżącego—,
obciążenie części AB pręta. Da ono wypadkowe: siłę* osiową 8,
siłę ścinającą Q i moment zginający M:

Rys, 123.

—sin0)

zfitem, jak dla pręta o małej krzywiźnie, pomijając siły ścinające:

stąd, na mocy drugiego twierdzenia Oastigliano:

dH Psin©cose . P/^cosO
~W~~~ + EJ

Rd%

~2EJ\ FR*I

ip cos8 e
I Eł EJ i E J
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dN EJ EJ

gdzie nawiasami z dolnym zerowym wskaźnikiem zaznaczono
konieczność ostatecznego uwzględnienia istotnych zerowych wiel-
kości sił U, N.

b. O g n i w o (Rys. 124) kołowe obciążono siłami P rozoią-
gającemi, średnicowo przeciwległemi.
Poprowadźmy przekrój AB prosto-
padły do ich osi i chcąc utrzymać
równowagę obu połów ogniwa, przy-
łóżmy do środków O przekrojów siły
osiowe Y rozciągające i momenty
zginające Z. Siły ścinające są tu
równe zeru: wymaga tego zupełna
symetrja obciążenia. Nadto, ze wzglę-
du na symetrję, równania statyki jed-
nej połowy ogniwa dają:

7 = ~ 1 PY- ^P Rys. 124.

a przeto pozostaje tylko jedna hyperstatyczna: moment Z. Chcąc
ją wyznaczyć, wyodrębniamy przekrój bieżący CD pod kątem
cp ku średnicy AB i sprowadzamy do jego środka K obciążenie
zewnętrzne części KG ogniwa. To obciążenie da siłę osiową S,
ścinającą Q i moment zginający M, przyczem:

= Pcostp
Li

Zatem, wobec zupełnej symetrji czterech ćwiartek ogniwa jako
pręta o znacznej krzywiźnie:
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Stąd na mocy twierdzenia Menabrea:

U

. , [ : ^ c o

dZ \[2EFr0

o

i ostatecznie:

Ujemny znak wskazuje, że momenty Z zmniejszają krzywiznę
ogniwa w przekroju AB. Wyznaczmy posunięcie względne/) sił P.
Po podstawieniu:

a
COS<p|

otrzymamy na mocy drugiego twierdzenia Castigliano:

p==~dP=

Chcąc dalej znaleźć spłaszczenie u ogniwa w kierunku A B,
przykładamy do środków G dwie średnicowo przeciwległe siły U,
skierowane ku sobie. Zatem w przekroju bieżącym panować
będą wypadkowe:

Pcosy Łfsinip Q = — P sin y -f- U cos <p

M = Z + — PT-O(1 — cos tp) + Ur0 sin T

Stąd, po podstawieniu we wzór dla pracy sprężystej, przeróżnicz-
kowaniu względem Z i uwzględnieniu istotnej zerowej wielkości
dodatkowej siły U otrzymamy:



- 415 — xii.ca.

a przeto;

i ostatecznie:

^\ -„-4
EFa V r o ) + f GF

EFa \ /„/

Tak samo, lecz dla ogniwa, jako pręta o małej krzywiźnie:

oraz na mocy twierdzenia Menabrea:

&

skąd:

o

7- 1 Pr (l 2) M-Pr (i

i ostatecznie:

U }> EF4-fJ~dP ~~ EJ U K) * 4: EF

oraz:

a~\i?J7/ 0 £ J U / EF
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<łc

3. Koło zamachowe o ciężkim wieńeu obraca się na wale
z szybkością kątową o> stałą. Ramiona koła, hamując rozszerza-
nie się wieńca, działają nań siłami środkoweml, naodwrót —
wieniec pociąga ramiona siłą X (Rys. 125).

Oznaczmy przez i
liczbę ramion koła za-
machowego i popro-
wadźmy tyleż przekro-
jów średnicowych pła-
skich, pośrodku, po-
między ramionami. Na-
prężenia tych przekro-
jów dadzą wypadkowe:
siłę osiową So i mo-
ment zginający Mo. Siła
ścinająca jestniewątpli-
wie równa zeru: wyma-
ga tego symetrja wycin-
ków koła i obciążenia.

Nadto wyodrębniona część wieńca ulega dośrodkowemu
oddziaływania X ramienia — oraz — siłom odśrodkowym mas.
Oznaczmy przez F poprzeczny stały przekrój wieńca, przez R
promień jego osi pierwotnej, przez tp — kąt pomiędzy osią OG
ramienia i promieniem OB przekroju bieżącego. Dwa sąsiednie
przekroje B i B' tworzą płytkę — wycinek wieńca. Oznaczmy
przez m — masę tworzywa wieńca na jednostkę objętości; masa
wycinka BB' — równa:

mFRdy
da siłę odśrodkową:

Wobec symetrji obciążenia dwa równania statyki rozpatry-
wanej części koła zamachowego spełniają się tożsamościowo;
pozostały warunek równowagi rzutów sił na oś ramienia daje:

2 So sin a-j-X= 2 \m FR2u2 costp d<? = 2 m FR~ w2 sin a.

gdzie przez a oznaczyliśmy połowę kąta pomiędzy sąsiedniemi
ramionami. Zatem:
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Dla wieńca, wirującego swobodnie, bez ramion:

X=0, S0

a przeto w bieżącym przekroju wieńca panuje stałe naprężenie
rozciągające:

Bezwzględne wydłużenie obwodu:

E _

daje przyrost promienia R wieńca wirującego swobodnie, bez
ramion:.

E

'.'.' Ten przyrost jest trzykroć większy od przyrostu długości
teoretycznej R ramienia samopas wirującego bez wieńca (V. C.
p. 5). Istotnie więc ramiona dośrodkowo działają na wieniec
i naodwrót, jakeśmy to zaznaczyli na wstępie. Zatem — dla koła
zamachowego Mo jest różne od zera.

Chcąc tę hyperstatyczną wyznaczyć, uważamy wieniec za
pręt o małej krzywiźnie i nazywamy przez S—siłę osiową, przez
Q—siłę ścinającą, przez M— moment zginający bieżącego prze-
kroju B wieńca. Nadto—nie uwzględniamy piasty, utożsamiając
wzamian długość ramion ż promieniem R pierwotnej osi wieńca;

Wreszcie przez Ox oznaczamy siłę osiową bieżącego prze-
kroju K ramienia. Zatem praca sprężysta koła zamachowego:

gdzie przez J oznaczono moment bezwładności przekroju wieńea
względem osi głównej, równoległej do osi obrotowej, przez .Fj-W
stały przekrój ramienia, przez E i Ex spółczynniki sprężystości
podłużnej odpowiednich tworzyw: wieńca i ramion. W tym wzorze:

O. (f>

=S0 cos (a — <p)-|- \ m ^Hin %d%=m FR'1 u2 cos (« — <p) —

WytrayinaJoiifi tworzyw 27



Z ? t 7 + w i ^ «>3 [1 - cos (« - <

» 1_ ^cos(« — <p)

a—<p

[ae J(fo 4- SQR [1 — cos (« — »)] — V nz FR* w2 sin 01

»[1-eos (a - «p)] - 1 X Ł °°

- m Fiź3 co'̂  [1 - cos (a - .p)]« JV/0 - i-Zft 1

Nadto dwa sąsiednie przekroje K i / r ramienia, poprowa-
dzone w odległości x i x-{-dx od pierwotnej osi wieflca — two-
rzą płytkę bieżącą. Jej masa:

/??! t\ dx
daje siłę odśrodkową:

gdzie przez mx oznaczono masę tworzywa ramion na jednostkę
objętości. Stąd siła osiowa bieżącego przekroju K:

o

Zatem, na mocy twierdzenia Menabrea:

= 0

MQ \ d<?~~~~ U l - cos (a
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i ostatecznie1:

Sin a. a,)

2 ~ " | « sin a

Dalej na mocy tego samego twierdzenia mamy:

dH 2iR dS 2iR dOt ,

inaczej jeszcze: po skróceniu:

2Ej\[ a. sina
rf'f -

-3T COS COS ( a — tp)

• sina ^

4-

Zi?3 / 1_ , __«_ . sin 2 a
2 E J \ a ~" 2Sin 2a ' 4s in 2 a

XR

m i?3

a. sin2a\
2" i :r~ /'

Stąd ostatecznie:

•i.-\-sin2a/1 . i?:

8 sin2 a \"F '""7 "2«J *"%.

Ten wzór może być stosowany również i przy zmiennym
przekroju ramienia, trzeba jednak brać wtedy średni przekrój
Fx ramienia.
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Dalej obliczamy ramiona, jak pręty proste, a wieniec, jak
pręt o małej krzywiźnie. W zależności od liczby ramion stałe
spółczynniki wzoru powyższego są równe:

i =

2 a <=

P -

4

1,5707963

0,6427004

6

1,0471976

0,9566222

8

0,7853982

1,2739308

10

0,6283185

1,5918995

12

0,5235988

1,9100612

r _ 2a-|-sin2a

KONIEC TOMU PIERWSZEGO.

Warszawa, d. 1 grudnia 1929 r. I ' ' ,V^i
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1. Obciążenia niszczące. 2. Pręt zginany. 3. Pręt o stałej wy-
trzymałości na zginanie. 4. Wyzyskanie wytrzymałościowe
przekroju. 5. Rdzeń dwuteownika." 6. Drut. 1. Pręt pionowy.
». Mur oporowy. 9. Narożnik. 10. Wałek.

ROZDZIAŁ IX.
ODKSZTAŁCONE.

A. CZĘŚĆ PIERWSZA . . . . . 217 225'
1. Układ osi. 2. Obciążenie zginające. 3. Obciążenia płaskie. •
4. Kierunek. 5. Zmiana kierunku, (i. .Pochodne składowych.
7. Znak składowych. 8. Równania różniczkowe odkształconej.
9. Wpływ sił ścinających. 10. Całkowe równania odkształco-
nych. 11. Łańcuchowe równanie odkształconej. 12. Moment
łańcuchowy.

B. CZĘŚĆ DRUGA; . . . . . ,' •••••' , .- 225-240
1. Belki. 2. Odpory. 3. Odpory. 4. Pionowe obciążenie płaskie.
5. Wzór Bresse'a. 6. Wzory "Clerc'a i Clapeyrori'a. 7. Wzory
uproszczone. 8. Belka pozioma. 9. Równania statyki. 10. Wzo-
ry ostateczne. 11. Belki na podporach. 12. .Wyznaczanie od-.
kształconej. 13. Wzór Lćvy. 14. Wpływ sił ścinających,
15. Belka na sprężystem podłożu.

C. CZĘŚĆ TRZECIA . .*.. •. ', . , . . . . 241-294
1. Pojęcia ogólne. 2. Wspornik. 3. Belka izostatyczna pozioma.
4. Wpływ sił ścinających. 5. Belka jednoprzęslowa hyper-



fft

statyczna. 6. Belka dwuprzęsłowa. 7. Belka trójprzęslowa.
8. Belka czteroprzęsłowa. 9. Belki wieloprzęslowe na pod-
porach nięsprężystych. 10. Belki wieloprzęslowe na podpo-
rach sprężystych. 11. Belki na sprężystem podłożu. 12. Przy-

• kłady liczbowe.

ROZDZIAŁ X.

W Y B A C Z A N I E .
A. CZĘŚĆ PIERWSZA , . 295-309

1. Zginanie płaskie mimośrodkowe. 2. Równanie odkształ-
cone]. 3. Momenty zginające. 4. Wzory dla siły rozciągającej,
5. Wzory dla siły ściskającej. 6. Wyboczenie. 7. Słup. 8. Mi-
mośród zerowy. 9. Ugięcia znikome. 10. Wpływ sił osiowych
i ścinających. 11 Siła rozciągająca. 12. Mimośród znikomy.

B. CZĘŚĆ DRUGA 310-324
1. Zginanie mimośrodkowe słupa. 2. Wzory Euler'a. 3. Obszar
słuszności wzorów Euler'a. 4. Wzór L. K. 5. Wzory Przerwy-
Tetmajer'a. 6. Stopień pewności. 7, Pręt osadzony sprężyście.

C CZĘŚĆ TRZECIA 324-338
lv Zginanie mimośrodkowe. 2. Wzór Jasińskiego. 3. Złożone
wyboczenie słupa. 4. Obliczanie prętów wiotkich ściskanych.
5. Tablice Przerwy-Tetmajer'a. 6. Wzory L. K, 7. Przykłady.

ROZDZIAŁ XL
PRACA SPRĘŻYSTA.

A. CZĘŚĆ PIERWSZA . . ; . . . . 339-348
1. Ustrój parametralnie zmienny. 2. Siły zewnętrzne ustroju.
3. Siły sprężystości ustroju. 4. Równowaga ustroju. 5. Równa-
nia warunkowe. 6. Ustrój sprężysty. 7. Twierdzenie Ca-
stigliano. 8. Twierdzenia Menabrea. 9. Dalsze twierdzenia.
10. Ustrój przęgubowo-prętowy. 11, Twierdzenie Clapeyron'a.
12. Twierdzenia Berti i Mohr'a.

B. CZĘŚĆ DRUGA . . , . . . . 349 373
1. Ustrój prętowy. 2. Ustrój prętowy płaski. 3. Obliczanie
ustrojów prętowych. 4. Twierdzenia Castigliano i Menabrea,
5. Twierdzenia Betti i Mohr'a. 6. Ustrój prętowy izostatyczny.
7. Odkształcenia pierwotne i cieplne.

C. CZĘŚĆ TRZECIA . . . . . . . 378—889
1. Belki proste hyperstatyczne. 2. Ustroje prętowe hypersta-
tyczne. 3. Przykład liczbowy. 4. Łamana. * 5. Wpływ sijt
osiowych.

ROZDZIAŁ XII.
PRĘTY KRZYWE.

A. CZĘŚĆ PIERWSZA . . . . . . . 390-398
1. Pręty krzywe płaskie. 2. Obciążenie osiowe. 3. Obciążenie
ścinające. 4. Obciążenie zginające. 5. Naprężenia zginające.
6. Pręty o znacznej krzywiźnie. 7. Linja obojętna.

ife^CZĘŚĆ DRUGA . , . . . 399—408
•\fV\l. Równanie odkształconej. 2. Praca sprężysta. 3. Odksztal-
. /',\enia. 4. Łuki.

J Ę A ^ Z E Ś Ć TRZECIA . . . . . , . 409-420
TV-':'s ^Ci| Obliczenia prętów. 2. Odkształcenia prętów. 3. Koło
; ^ I ^imiaLChQ-WG






