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Zatem, checac pret ten zalozyé ponownie, musimy odpo-
wiednio zmienié pierwotng odleglo§é punktéw wezlowych 4 obu
gérnych pretéw ustroju, dzialajgc na te punkty silami pozio-
memi. Po zalozeniu preta, ustali sie wlasciwy przyrost w,
pierwotnej dlugosci I tego preta, obcigzonego osiowo silami X
poziomemi na wezlach. Istotne jego wydluZenie bedzie wiec:

wt_}:G[(t_fﬂ)‘_‘wl

Te same sily X, lecz réznozwrotne, stanowig obciazenie weziowe
gérnych pretéw. Zatem ich praca sprezysta:

X1 (cos‘*a ? tg'ﬁa)

=50 \EF T 125

preta dolnego:

X2l
h=3% F,
calego ustroju:
H=H,+H,

a przeto, na mocy drugiego twierdzenia Castigliano:

BHI 5 . 0, aﬂg 0H

cl(t‘_tn)zwl—{_wz — 00X

skad ostatecznie:

= clt—1t)
A== cos . Ptg’o

EOFO + EF T 12 EJ cosa

C. Cze§é trzecia,

1. Belki proste hyperstatyczne.

a, Belka dwuprzeslowa (Rys.104) o stalym przekroju:
Obciazenie podstawowe: sily i odpory: A X P B
ich posuniecia: 0 0 P 0

ObcigZenie pokrewne I: sily i odpory: a 1 0 b
ich posunigcia: 0 x p 0
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przyczem dla obeigzenia pokrewnego odrzucono podporg po-
§rednig.
Twierdzenie Befti daje:

X.I‘l '—I—Pp_l:i X 0=0

X=ph
Xy

'b Posunigcia p;, x; otrzymamy,
' 1 ! stosujac wzér Clapeyron’a dla
Rys. 104, przesel (a,l— a):

=l N ) — (_ l—a )
GEJ( - - 211—1 @
oraz dla przesel (I—e,c):

- —P —P1)=
05|72+

—— afl—c)— a’]

=24}413“a~my+1q—-

b. Belka tréjprzeslowa (Rys. 105) o stalym przekroju:
Obcigzenie podstawowe: sily i odpory: 4 X Y P B
ich posunigcia: o 0 0 p O

Obeigzenie pokrewne I: sily i odpory: a 1 0 0 b

ich posunigcia: 0 x y p O
Obcigzenie pokrewne II: sily i odpory: «, 0 1 0 b,
ich posunigecia: 0 x, Yy, p. O

Twierdzenie Betti daje:
Xx,+ Yy, +Pp;=1X0=0
Xx,+ Yy,+Pp.=1X0=0
skad bezpos$rednio:

X=—P PrYs—Pe U1
Xy Yo— Xa lfy

Y p PL%s— DXy
Xy o — Xy
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Posunigeia x,, x,,¥1,Y.,P1, p. Wyznaczymy, jak wyzej, stosujge
wzér Clapeyron'a,

2. Ustroje pretowe hyperstatyczne.

a. Rama (Rys. 106) zlozona z dwdéeh bliZniaczych pre-
téw ps pionowych o stalym przekroju i poziomego gdérnego
preta ss réwniez o stalym przekroju. Dwa gérne wezly ws,
dolne — wp. Obie podpory przegubowe. Ustréj jest jednokrot-
nie hyperstatyczny zewnetrznie, Réwnania statyki daja odpory
pionowe:

Pozioma hyperstatyczng sil¢ odporowa oznaczamy przez X.
Wobec zupelnej symetrji rozpatrujemy tylko lewa polowe ustroju.
W przekroju biezagecym K preta piono-

wego panuje sila osiowa §ciskajgea %P, Y

sila §cinajaca X i moment zginajacy Xy . B
W biezaeym przekroju D polowy gér-
nego preta panuje sila osiowa Sciska- |

jaca X, sila &cinajgca ljﬁ’imcumentzgi—

2 '—k’ h
najacy: y \
1 Al X
Xh—— Px L_‘.A -
: | & XX
Pomijajae, jak zwykle, dzialanie sil $ci- Rys. 106.
najgeych, otrzymamy:
A |
‘ h 2 P
g Bh (g, | X (Xh_" x )
"~ 4EF EJ 2E, Fn ik
0

Zatem, na mocy twierdzenia Menabrea:

1
It 2
0H _2X Py 22 (Xh—lPx)dxz(J
0X ~BJ EF E“J;, 2
0

0
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skad bezpo§rednio:

P
X=— =

( _PFub-—*_s EJ b

gdzie dolne wskazéwki zerowe dotycza preta gdérnego.

b. Rama (Rys. 107) zlozona z dwdeh blizniaczych pre-
téw ss pionowych o stalym przekroju, jednego poziomego preta
ss gérnego, réwniez o stalym przekroju, czterech wezléw ws
i dwéeh podpér stalych, jest w ogélnym przypadku trzykrotnie
hyperstatyczna zewnetrznie. Ze wzgledu jednak na symetrje
obcigZenia, a wigc i odporéw, odrazu mozemy wyznaczyé sily
odporowe pionowe:

Zatem, w biezacym przekroju K preta pionowego panuje sila
osiowa Sciskajgca V, Scinajaca X i mo-
% ment zginajgey:
vy
. A 7+ Xy

B ll‘ﬂll. \J\j‘- UB _ W przekroju biezacym D polowy
—-— X

gérnego preta panuje: sila osiowa §ei-

pr-it- Xo skajaca X, cinajaca V i moment zgi-
K y najacy:
l—“..eff..j h : ;
Y o ] -f Z+Xh+ Vx—[——zvqx?
/A Al 1 X
2\ X W powyiszych wzorach przez X, Z ozna-

czyliSmy odpowiednio: pozioma sile od-
porowg i moment odporowy lewej pod-
pory stalej.

Pomijajae, jak zwykle, dzialanie sil §cinajgcych, otrzymamy
dla pracy sprezystej:

h 2b 1 2
oV S(Z+Xy)2 o +s(z+xn+ V.r_.‘_quz)

ZF T Wtsg T, Eydy ex

0
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zatem twierdzenie Menabrea da uklad réwnaf:
i
0H 2 Xb
0

1

2b
2h 1
—}—En J"%S (Z—I—Xh—]— V.l'-f—-é- qx”) dx=0
3 —;—b
dH 2 1
07 EIS(Z+Xy)dJ+EJ S(Z—i—Xh-{-Vx—f——z—qx?)dx:O
i ) '

% ktérego wyznaczymy oba hyperstatyczne odpory.

c. Wigzar (Rys. 108), zlozony z pretéw o stalym prze-
kroju: blizniaczych dwéeh ps gérnych, blizniaczych dwéeh pp
— dolnych i $rodkowego pp. Jeden sztywny wezel w punk-
cie K, pozostale — przegubowe. Lewa podpora posuwna, pra-
wa — przegubowa. Ustréj jednokrotnie hyperstatyczny wew-
netrznie.

Wylaezmy zefi pret CK i oznaczmy przez X jego sily roz-
ciagajace osiowe. Dlugo§é tego preta jest réwna:

; ltga
Te same sily X, lecz réznozwrotne, a wiee skierowane ku sobie,
przykladamy do punktéw we-

ztowych Ki C, zatem oba prety { 1
dolne AC i CB bedsa §ciskane = 72 72 :
osiowemi silami:

T
TEER T

X
2sin o

Ich dlugo§é jest réwna: Rys. 108.

2c080
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W przekroju biezgeym D gérnego preta, przynaleznym odcie-
tej x panuje sila osiowa rozeiggajygca O., Scinajaca Q. i mo-
ment zginajacy M,:

1
Ox‘—'_zt_lg"a' Q.r- - ,;(X_I"ql)

Me=— 5 (X+ql) o+ ga?

a przeto, pomijajac dzialanie sil §cinajacych otrzymamy dla
pracy sprezystej ustroju:

_ Xltgo X*1 X2l
" 4E,F, + 8 E, F, sin® «.cos « o 8 EFtg’a +

H

1
‘EI

+S [——; (X+qi)x~l—§ qx’r

B — dx

0

W tym wzorze pierwszy wyraz dotyezy preta CK, drugi— bliz-
niaczych pretéw AC i CB, dwa pozostale — pretéw AK i KB,
stanowigeych wistocie jeden pret ciagly AB. Stad bezposred-
nio na mocy twierdzenia Menabrea:

OH _ Xltga X IS
0X 2E,F, ' 4E, F,sin*acosa ' 4EFtg’a

1

‘ o 1 ., _
“W[ 2(X+q£)x+§qx]xdx—0

2 D

réwnanie, dajgce hyperstatyezng X.

d. Rama (Rys. 109) zlozona z pretéw o stalym przekroju:
dwéeh blizniaczych pionowyeh ps i jednego poziomego pp.
Goérne wezly wp, dolne — ws. Obie podpory — stale. Ustrdj
jest jednokrotnie hyperstatyczny wewngtrznie. Odrzuémy gérny
hyperstatyczny pret poziomy i zal6zmy, Ze ten pret jest roz-
ciggany silami osiowemi X, zatem jego wydluzenie jest réwne:

Xb_
E, F,
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Oddzialywanie tego preta na wezly C,D mozemy zastapié¢ dwie-
ma silami X, poziomemi, zwr6conemi ku sobie. W odleglosei x
od wezléw C,D wyodrebniamy przekr6j biezacy N lewego i S —
prawego preta. W pierwszym panuje sila
§cinajaca X i moment zginajacy Xx, w dru-
gim — sila Scinajgeca P— X i moment zgi-

najaecy: P
—X)x

Sily Scinajace, jak zawsze, pomijamy; mo-
mentom zginajacym przynalezg posuniecia:

Xx P—X
=57  de="7" xdx 53 506,

dy
— czyli przyrosty katéw odchylenia od pionu — odpowiednich
styeznych odksztalconych.

Obcigzenie pokrewne stanowia dwie sily wezlowe X, ré6wne
jednoSei przy sile P, réwnej zeru. Przynalezny im uklad sil
wewnetrznych obejmuje sily S§cinajace, réwne jednoSci, ktére,
jak zwykle, pomijamy, oraz momenty zginajace réznoskretne:

1x —1x

przekrojow biezacych N, S. Zatem na mocy twierdzenia Mohr'a:

h h

X PeX gy o Xb
S EJ d““SEf""x d=—tg
Ll 0
skad bezpoSrednio:
P
EJ b
2T3E I
e. Ustrdéj (Rys. 110) zlozony 1

z pretéw o stalym przekroju: piono- A
wego ps i poziomego pp. Ustrdj jest
hyperstatyczny jednokrotnie, mozemy
przeto gérny pret odrzucié i zalozyé,
ze ten pret jest rozeiggany silami
osiowemi X. Jego wydiuzenie jest Rys. 110.
réwne:

Xl
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W odleglo$ci x od wezla B, w przek»roju biezagecym preta
pionowego panuje sila §cinajaca P— X, ktéra pomijamy i mo-
ment zginajacy:

(P—X)x

Jego posuniegcie:

do =PE,_JX xdx

stanowi przyrost kata odchylenia od pionu odpowiedniej stycz-
nej odksztalconej.

Pokrewny uklad obcigzenia stanowia dwie sily X, réwne
jednoSei, przylozone do wezléw A i B. Prawej—przynalezy uklad
sil wewnetrznych preta pionowego: sil Seinajacych, ktére po-
miniemy—i momentéw zginajacych:

—1x
Zatem twierdzenie Mohr'a da:

h

—SP_Xx9d4'=—1—Xl

EJ E, F,
0
skad bezpoSrednio:

e P

EJ 1
"HER R
3. Przykfad liczbowy. .
a. Wigzar (Rys. 111) zloZony z pretéw pp o stalym prze-
kroju i wezl6w wp. Lewa podpora posuwna, prawa—przegubowa.,

Ustréj jest izostatyczny. Rozplqtoéé wigzaru—4 m, wysokoS§¢ —
1,5 m, a przeto:

L=AC=CB=250cm, sina=0,6, tge=075, cosa=0,8

Sila zewnetrzna P, dwunastotonnowa daje osiowe sily $ci-
skajace:

2

— 5einy — 10000 kg
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obu blizniaczych pretéw gérnych, oraz sile osiowa rozciggajgea:

F

preta dolnego.
Liczae z pewnoScig czterokrotng ofrzymamy sile wybacza-
jaca dla pretéw gérnych:

Qe =4 X 10000 == 40000 kg
zatem, po kilku prébach znajdziemy, ze dla dw6ch katownikéw:
75 X 756 X 8 mm

ustawionych obok siebie tak, aby stanowily zlozony przekréj
teowy:

F=2 x11,6=23em? J=2Xb89=1178¢em* i=227cm

Dla wiotkoSei:

2560
w P

i stali migkkiej mamy:
N,=1711 *8/s,,* Q.=1711 X 23 =239356=40t
Dla preta dolnego, rozeigganego i stali migkkiej obieramy:

8000

00 e

Ry = 1000%8 /g, F,

a przeto wystarcza dwa katowniki:

45 X 456 X bmm

ustawione obok siebie tak, aby stano-
wily zloZony przekréj teowy:

F,=2 X 4,3 =8,6 cm?

Ostatecznie wige w gérnych pretach
panowaé bedzie naprezenie §ciskajace:

' _ 10000 _. kg/ 2
Nc__.—é.s_ = 435 %8/ om Rys. 111, 112, 118
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w dolnym precie — rozciggajgee :

8000

Ne=—36

___930 kg/°m2

b. Wigzar (Rys. 112). Jak zmienig si¢ te naprezenia, gdy
gérny wezel usztywnimy? Oznaczmy przez X hyperstatyezne
sily osiowe rozciagajgce dolnego preta, Te same sily, lecz r6zno-
zwrotne, nalezy przylozyé do wezléw A, B, zatem — w biezgcym
przekroju preta AC, obranym w odlegfoSci z od wezla A pano-
waé bedzie sila osiowa S§ciskajaca 0,, Scinajgca Q. i moment
zginajacy M,:

—(Xcosa-|—-;—Psina) Q,:Xsinaﬁ—%Peosa

M,‘=(Xsina—~;;:-Pcos a.) z

Dzialanie sil §cinajgcych pomijamy. Praca sprezysta. ustroju:
L

2
(Xcos:: —|-——P sin a:) (X sin o — s Pcosa
X2l L+

) 2
N 2 2'dz
2EF, EF EJ

H=

Stad na mocy twierdzenia Menabrea:

L

1 :
Qi!__4’_K_1_+XC°S“+§PSIHGI+52Xsmﬂu—-Psmacos:z 'z —0
oX_ EF, EF EJ %

i ostatecznie:
—————-—W —1)sina
P F, (12Jcos‘a ) :
X=53 =17932kg
1+ =2 coga—|—F"[ g’
: 12J¢cos a

W dolnym precie naprezenie rozciggajace bedzie réwne:

7982 oo @
=g & =922 14/
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zmniejszy si¢ przeto o 0,86°,. Skrajny moment preta gérnego:

M,,.—-—(Xsin o — 31‘,— Pcosa)Lz — 10200 em kg

panuje tuz przed wezlem C, Jest prawoskretny, jak na to wska-
zuje jego znak ujemny, a przeto daje naprezenie S$ciskajgce
w goérnej prostolinjowej skrajnej warstwie przekroju teowego,
odleglej od Srodka przekroju o 2,13 cm. Nadto sila osiowa Sei-
skajgca:

Or=Xcosa +—%— Psin o= 9945,6 kg

a przeto skrajne napreienie Sciskajace gérnego preta:

9945,6 10200

No=——3g— 178

9,18 = 617 X8/ gy

jest o 41,82°/, wyisze.

c. Wigzar (Rys. 113). Sprébujmy jeszcze inaczej. Od-
rzuémy pret dolny i zmiefimy lewg podpore posuwng—na prze-
gubowa. Hyperstatyezny odp6r poziomy oznaczmy przez X,
a przeto, jak wyzej:

L

2
(Xcosa—{-%!—’sinm) (Xsina——;—Pcom)
EF L+ EJ

b

H=

22 dz

0

Stad, na mocy twierdzenia Menabrea:

1 - %
0H _ Xoosa-1-g 4 ai0c b 2Xsin'a —Psinacosa , , o
0X EF EJ o

0

i ostatecznie:

FP
X'—'ﬁ 12Jcos?a
=792 Flitgia
12 Jcos*a +

1
tg o = 7978 kg

zatem, jak wyiej:

'm==—23300 cm kg 0. = - 9982,6 kg
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99825 8300 ;
No=— =g 1178213_4935 &/ om?

a wiee o 13,45°/, wiecej niz dla izostatycznego ustroju.

4. kamana (Rys. 114), utworzona z pretéw prostych, sztywno
na wezlach polgezonych, Obie podporyA B — stale. Z lewego
punktu podparcia A wyprowadzamy pozioma o§ X w prawo,
pionowa — Y do géry. Do $rodka: )

Clx,y)

biezgcego przekroju lamanej sprowadzamy jej obciazenie zew-
netrzne, dzialajagce w odeinku BC, przyczem wypadkowe sily:
osiowg i Scinajaca pomijamy,

15( biorage tylko pod uwage mo-
ment zginajacy M. Oznaczmy

c przez M, ten sam moment zgi-
4 najacy tego samego obeigze-

; X » nia, jakiby panowal w C gdyby

v f/Ci.«zo %’ - prawa podpora lamanej byla

posuwna, a lewa — przegubo-
A X 4 X wa. Wyznaczanie M, odbywa
; sig bez trudnodei: réwnania
Rys. 114 statyki dajg sily odporowe:
' pionowg podpory prawej, oraz
pionowa V, i pionowg U, podpory lewej.
W rzeczywistoS§ci podpora A jest stala, nieprzegubowa,
a przeto daje sily odporowe: poziomsa: U, X, pionowq: Vu—f— Y5
a nadto moment odporowy Z, — lewoskretny. Zatem:

M=M,+ Z,+ Xy, — Yx,

Odrzuémy lewg podporg i dodajmy jeden sztywny pret A0,
ztgezony sztywnie w punkcie wezlowym A z pierwszym pretem
lamanej. Z nowego punktu podparcia:

Ofe,f) .
wyprowadzamy réwnolegle i jednozwrotne osie X, Y,, praypi-
sujac tej nowej podporze stalej te same sily odporowe hypersta-

tyczne: poziomg X i pionowg Y, a nadto — momient odporowy:

Z,=Z,+Xf— Ye
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Zatem-moment zginajacy w biezgeym punkcie C:

M=M,~+Z,+ X(y,+1f) — Y(xy+e)=M,+ Z,+ Xy, — Ilfxn

a wige i praca sprezysta lamanej:

e Mds - (Mo Zy—+ Xy, ___Y_xg_)q s
2EJ 2EJ

gdzie ds oznacza osiowg grubo§é plytki biezgcej kolejnych pre-
t6w lamanej. Zatem, na mocy twierdzenia Menabrea:

§£=S£ ds=0

Pomnézmy te réwnania przez obrany iloczyn E.J, i oznaczmy:

EyJ,

de=-p7

ds=nds

Przypisujac plytce bieigcej cieiar dc otrzymamy wypadkows:

O=Sdc=nSds

czyli ciezar lamanej. Spéirzedne punktu przyloZenia tej wy-
padkowej beds odpowiednio:

1 1
-agxdc ESydc

Zal6zmy, ze§my obrali poczatek nowych osi sp6lrzednych —
wlagnie w tym punkeie, to jest, Ze:

il 1
e:—éSxa‘c f—?Sydc

Wytrzymalodd tworzyw %
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Zatem dla wszelkich osi prostokatnych X;,Y,, wyprowadzonych
ze frodka O, calki:

andc=_ gy{, de=0
a dla Srodkowych osi gléwnych X, Y:
S .rdp=S yde =S_xydc=0
Nadto dla osi gIdwr.lych‘:
o = S y'de Jy== S x%de
a przeto z réwnafi, wyzej wypisanych otrzymamy:

SMDydc+XSy’dc=SMoxdc—FS xide = gM,, dC+ZnS de=0

i ostatecznie:

1 1 1
‘_Xz—ISMoydc_ Yzj—“SMoxdc zo_=—ré~SModc_ _

Calki tych wzoréw najlepiej wyznaczaé wykreSlnie.
Jako przyklad ponownie rozpatrzymy rame (Rys. 107).
Wobec symetrji obcigzenia:

Ui Vs % gb
Oznaczmy przez:
—
E, J,
zatem dla preta gérnego:
de=dx

dla obu pretéw pionowych:

de=ndy
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a przeto:

b

h
dx—{—2nde=b+2nh
0

b I h
S xde= S‘x dx—{—nSOdy - anu‘y=%b(b—|—2n!§)
0 0

[}

h

Sydcthd.r-}_-2nSyd§=h(b—|—nh) |

[

i ostatecznie:

1 __b—nh
e=gb " I=p1om"

Punkt O przylozenia ciezaru C lezy na pionowej osi symetrji
ramy w odlegloSci f od podstawy A4. W ukladzie nowych osi
X,, Y, ré6wnoleglych i jednozwrotnych, z tego punktu wypro-
wadzonych, M, ma wielko§é zerowsg dla ~obu pxonowych pre-
tdw Dla poziomego:

~(fot ) ol el = oloi— o

a przeto:

o
X
=3
=]
l
B =t
o)
L e
|
I
o
s
[=¥
&
[y
W]
E
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SMoyﬂdc=(h—f)SMoa'c=—ilg-qba(h-—f)

i ostatecznie:

3
i X el

2Gfon)

Zerowa wielko§é Y wskazuje, ze sily odporowe pionowe obu
stalych podpér ramy:
1

V="Vt ¥Y=—5gb

Chege znalei¢ X wyznaczamy:

b h—f-

Jy= Sy{,“dc=(1"!-—]')2 dx-+2n\ y*dy=

b 2 _f

=201~ 1P+ 11+ — 7D

mli—nt’bt@p‘

a zatem:

X aba—=p
8n[(h— N*+F1+126 (h— f)

5. Wplyw sil osiowych. Pomijanie pracy sprezystej sil
§cinajacych nie daje wyraznego bledu, przekraczajgcego wyma-
gang dokladno§é obliczen praktyeznych. W pewnych przypad-
kach natomiast praca sprezysta sil osiowych zmienia wyniki
ostateczne, nie moze przeto byé pominieta.

Wezmy np. (Rys. 115) rame, zloZona
z dwéceh bliZniaczych pretéw ps stalego prze-
kroju. Oba dolne wezly ws, gérny — wp.
Podpory obie stale. Ustréj jest dwukrotnie
hyperstatyeany zewnetrznie. Wobee zupel-
nej symetrji rozpatrujemy tylko jego polowe
lewg. Pionowe sily odporowe obu podpér
stalych:

Bo) =

Rys. 115.

Hyperstatyezng sile odporows pozioma lewej podpory oznaczamy
przez X, a moment odporowy lewoskretny — przez Z.
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W biezgeym przekroju preta, wyodrebnionym w osiowej

odlegloSci s od punktu podparcia A panuje sila osiowa O,,
dcinajaca Q, i moment zginajacy M,:

O:-—-(Xcosa-}——%f’sina) Q,=Xﬂil‘lo‘.--—%—PCOSa

M.:(Xaina—%Pcosa)s—I—Z

W punkcie wezlowym € moment zginajgey jest niewgtpliwie
réwny zeru, a przeto:

=—-(Xsina—v-1—-Pcosa)L L= L
2 2c080
i ostatecznie:
~[xna oo o 5]
Ms——(Xsma 2P005a = raie

Stad bezposrednio:

2 : 1 ]
Xcosa—f———Psmm) (Xsinamchoaa)
e . AV
H= F L+ T (s —L)ds

0

zatem, na mocy twierdzenia Menabrea:

1 i
o Xcosa—+ 5 Psina 2 Xsin?« — Psin a.coso

. RN P
X EF bt 24 EJ cos® o a0

a przeto, gdybySmy pomingli prace sil osiowych, to jest odrzu-
cili pierwszy wyraz z lewej strony roéwnania, to ofrzymali-
bySmy:

Xsin u—%—Peosa=Z=0

niewatpliwie sprzecznie z rzeczywistoSciag. Nie powinno to dzi-
wié: pomingliémy dzialanie sil osiowych, inaczej méwige, zalo-
2yliSmy, zreszta najzupelniej dowolnie, Ze oba prety ustroju
nie ulegaja skréceniu, ze gérny przegub nie obniza sig pod
dzialaniem sily zewnetrznej. Przy tych zaloZeniach wygigcie
pretéw jest zgola niemozliwe. Zatem nalezy owo pomljanle
pracy sil osiowych stosowaé nader oglednie.




