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I. ROZDZIAY. PIERWSZY.

ODKSZTALCENIA.
A, Cze§é pierw'sz_a;._'

1. Odksztatcenia cial stalych. Wszelka zmiana wzglednego
potozenia czesei ciata statego zwie sig odksztatceniem.

Biezacy punkt p ciala stalego ma spélrzedne x, y, z w ukla-
dzie osi prostokatnych z tym cialem zwiazanych. Sgsiedni punkt
g o spéirzednyech: x-dx, y-dy, z-+dz wyodrebnia dlugostke:

ds ———E
pochylong ku osiom spélrzednych pod katami o, B, v, przyczem:

ds? = dx*+ dy* -} dz*

l=cosa_—_‘g m=cos[3=% n=_cosy= g

Po odksztalceniv punkt p zajmie miejsce p’ o spéirzednych:
x+u, y-+v, z4+w, punkt g—miejsce ¢’ o spélrzednych: x|
+dx-++u-+du, y+dy-+v-+tdv, 2-dz+w-dw, a przeto pier-
wotnej dlugostce ds po odksztalcenin odpowiadaé bedzie dlu-
gostka:

ds'=p'q

nachylona ku osiom spélirzednych pod katami o', ', v, przy-
czem:

ds' = (dx +du)® + (dy -+ dv)* + (dz + dw)?
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; __dx—+du ; __dy—+dv
l!'=cosdo'= ds’ m' =cos f'= s’
dz -} dw
’ — S—
n'=0081=—g

Skiadowe u, v, w posunigcia pp’ nosza Mmiano posunigé osio-
wych. Przy odksztalceniu trwalem, niezmiennem w czasie, po-
suniecia osiowe mogg zalezeé tylko od spélrzednych punktu bie-
zacego: x, Yy, 2, zatem w pierwszem przyblizeniu:

ou ou du
d.’u_ai7 dx—i—g!}dyw*—&d{z

Jv ov ov
_a-‘—:dx~}—§!} dy—&—d;dz

Jw Jw ow

dv

2. Wydluzenia, przesunigcia i skrgcenia osiowe.
Przyrost:

dds —=ds' — ds
zwie sig wydluzeniem bezwzglednem dlugostki ds., Stosunek:

,_bds
T ds

nosi miano wydluzenia jednostkowego, krécej — wydtuzenia dlu-
gostki ds. Stad bezpoSrednio:

ds'=(1-}-e)ds

Przy odksztalceniach nieznacznych drugie potegi e, du, dv,
dw —mogg byé pominiete, a przeto ze wzoréw powyzszych otrzy-
mamy: - :

__ Ou dv ow ow , Ov ou , ow
ehralz—'-‘agmz‘*‘aﬂz-"‘(ﬁ—l-d—z)mn+('a—z+-a—x-‘]!ﬂ'—]—
ov , Ou
“"(E}"’Bﬁ]“” R )

Wobee zupelnej dowolnoSei wyboru punktu ¢, dlugostke
ds mozna kolejno ufoisamié z dx, dy, dz. Po uwzglednieniu
odpowiednich warto§ei I, m, n, wz6r (1) da wydtuzenia osiowe:



- 7 — | 97, 5

__Ou 0y _ Ow
31—33 eu—@ 6:——'(% o e ow (2)

dlugostek osiowych dx, dy, dz w biezagcym punkeie p.
Pozostale spélezynniki wzoru (1) nosza miano przesuniec
osiowych:

_Ow  ov __Ou | ow __Ov | Ou
0=y 3z =gt =gty O

Latwo jest uwidocznié ich znaczenie, zwazywszy, Ze przy
odksztalceniu koniee dlugostki dy posunie sig w kierunku Z o:

Jw
ay

a koniec dlugostki dz — w kierunku osi Y o:

o,
dz

Tym posunigeiom przynaleza odpowiednie odchylenia dlu-
gostek: dy, dz o katy:

ow ov
P P AV
P dy - Oz
obrotu w plaszezyZnie, prostopadiej do osi X. Zatem pierwotnie
prostopadle dlugostki osiowe dy, dz po odksztalceniu pochylg
sie ku sobie o kat:

r L gn_9w  Ov__
Sl d;}+dz__g“'

Ten przyrost katowy stanowi miare wzglednego przesunigcia
w plaszezyZnie, prostopadlej do osi X — dwdch przeciwleglych
§cianek réwnoleglych do tej osi, a wige: dwéeh §cianek dx.dy
lub dx.dz sze§eianu dx.dy.dz, zbudowanego w biezgcym punk-
cie p. Stad nazwa przesunigd.

Dla oka, patrzgcego z obszaru spéirzednych x dodatnich,
wskazéwka zegara spotyka pierwiej o§ Y, a nastepnie of Z,
w tym wige dodatnim kierunku mierzony kat wzglednego obrotu
dlugostek dy, dz wyrazi sie wzorem: © — @”, Zatem réznice:



I. A 8. — 8 —
_1(53_9ﬂ9£) s _1(@__9_10)
%=5\oy~ oz »=3\0z  ox
1/dv Jdu
°z=‘z‘(a—x“a;}) ; (4)

noszg miano skrecenn osiowych w biezacym punkeie p,
3. Kierunki gtéwne. Wydluzenia i przesunigcia osiowe:

ex , € , € , fx , Gy » @z

stanowia tak zwane skfadowe odksztalcenia w biezgeym punk-
cie p ciala stalego, od nich bowiem zalezy wydluZenie:

e=el’tem+ten’+g.mntg,lntg.lm . . (5)

pierwotnej dlugostki ds o spélezynnikach kierunkowych [, m, rn,
dowolnych, cho¢ zwigzanyeh zaleZnoScig:

P4+m~+nt=1 . . . . . . . . (6

WyprowadZmy z punktu p wektor r, pochylony ku osiom
sp6lrzednych pod katami «, §, v, a nadto czynigey zado§é réw-
naniu: :

er* =+ q*

Pek takich wektoréw da pelny obraz odksztalcenia w sasiedz-
twie punktu p. Spélrzedne:

X=rl Y=rm Z=rn

kofic6w wektoréw r czynig zado§é réwnaniu:
exX?4-e Y t-e. 2+ 9.YZ+ 9, XZ+ g, XY=+ &

powierzehni stopnia drugiego, §rodkowej, o gléwnych osiach,
wyznaczajgeych trzy tak zwane kierunki gtéwne. W ukladzie osi
giéwnych réwnanie tej powierzehni bedzie mialo postaé naj-
prostsza:

e X*+e, Y+ e 2=+ a?

a przeto dla kierunkéw gléwnych: g'=g"=g""=0. Stad
wniosek:

W kazdym punkcie ciala stalego istniejq trzy kierunki glo-
wne niezmiennie prostopadte i po odksztatceniu. Przynalezne im
wydtuzenia gtowne '

e 4 € , &
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stanowia niewatpliwie extrema wydluzefi e, zaleznych od zmien-
nych [, m, n, zwigzanych warunkiem (6), a przeto zwyklymi
sposobami szukania najwigkszo§ci i najmniejszo$ci wzglednych
z latwos§cia mogg byé wyznaczone, jako pierwiastki réwnania:

et — (ext+ey+e.) e {[e.e;1-ee |-epe. — 71- (g2 +g*+ g:N]e+

1
+i@ gl a0l teg. —gegy9:) —eceyee= 0 (7)

Spélezynniki tego réwnania sg niezmiehnikami: nie zaleig
od wyboru osi spélrzgdnych. Pierwszy, r6wny sumie pierwiast-
k6w, wzietej ze znakiem odwrotnym, daje zalezno§é:

ext+ete=eteate=e . . . . . (8

Niezmiennik e, zwie si¢ rozszerzalnoscig, wyraza bowiem
przyrost jednostkowy pierwotnej objetoSci d V szeScianu dx.dy. dz,
zbudowanego w biezgeym punkcie ciala stalego. Po odksztal-
ceniu, objeto§é sze§cianu bedzie w przybliZeniu.

Vi=(1+e) 1-+e) 14e)dxdydz=(1-+te,)dV

skad bezposrednio:
av'—adv
6="qvy

Spélezynniki kierunkowe gléwne: [, , m, , n, czynia zadoS¢
réwnaniom:

2e.ly+ g.m, + gyho - gzlo + 2eym, - g1 = gyly + gem, +2e.n, 9)

IO my n,

4, Réwnania warunkowe. Rézniczkowanie (2) i (3) daje réwna-
nia warunkowe:

0°g. _ o’y | O e,

yoz  0z% +

g, 0%, , 0% 1
dzdx~ Ox* T (40
S R ey
oxdy  Oy? 0x® 1

i WAaxaLA'%n £

,.._._g-.-.-—-‘-um

eIl
‘:x.-_ !éi

2
Nr., Inwent. _#____{ = .

5 M P
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%za—i By o8 (11)
S s T

Tym réwnaniom czynié winny zado§¢ wydluzenia i przesunigeia

osiowe w kazdym punkcie ciala stalego.
W szezegélnym wypadku zerowych wartodei skrecefi osio-
wych:
- 0, =0y=0. =0

istnieje tak zwana funkcja odksziatcen f, ktéra daje:

_9f __of __of

u= W D= a—y' w = 'a? (12)
__9F __ 9 __0*f

i T A
O _, ¥

g:=?2 dyoz 9v=2520x g 0xdy

5, Wzory S$cisle. Gdy odksztalcenia nie sg znikome, we
wzorze dla ds’ trzeba zachowaé drugie potegi e, du, dv, dw,
a przeto:

(%)2:(1+3)2=(1+23x) P+ (1+4-2e) m*+(1+-2e) n*+

e +2g.mn-+2g,In+2g.Im (13)
ec—gn+ 3 o + (G + 2]
aw=g2+3 () +(2) + (32 (14)
=52+ | (5o G+
g go P hl ey S
bR EREREE

_Ov  Ou , Oudu , Ov dv , Owow
9:**54‘33‘!‘5_}35“—3;@4‘3}@
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Stad bezpoSrednio wydluzenia:
Y 1—2e,—1 V1—2e,—1 V1—2e,—1

przynalezne dlugostkom osiowym dx, dy, dz w biezgcym punk-
cie p. WyprowadZmy z tego punktu drugg dlugostke:

ds, =;’-a

pochylong ku ds pod katem O. Jej skladowe beda: dx, , dy, , dz,,
jej sp6lezynniki kierunkowe: I, , m, , n,. Po odksztalceniu punkt g,
zajmie miejsce ¢',, zatem diugostka:

ds'\=p'q',

utworzy z ds’ kat @'. Jej skladowe beds: dx,du;, dy,-+dv,
dz, -}-dw,, przyczem w my§l wzoréw punktu pierwszego:

0 ou d
du, :0-1; dux, +d_;}dyl _I_a_zdzl

0 d 0
dﬂl ZB_E d.r; + a"—; dfh “‘I—i tle
0 ow 0.
dwl =£dxl +Fy- dyl + £d21
zatem na mocy znanego wzoru:

ds' ds'y cos &' = (dx -+ du) (dx; + duy) + (dy -+ dv) (dy, +dvy) +
+ (dz + dw) (dz, + dw,)

skad ostatecznie:

ds'\ (d¢', ”
——|{5-2] cos® =cos®+2(e.ll, -+ e,mm;+e.nn)+
ds | \ds,

+ge(mn+mn) g, (nl,+n D~+g.(Im+4Lm) . . (16)

Ten wzér daje odpowiednio:

gx Jy g: o
V(1+2e) A+ 2e) V(I+2e) (1+2e) V(I+2e)(1-+2¢)

dla cosinus'6w katéw nachylenia: dy ku dz, dz ku dx i dx ku dy
po odksztalceniu.
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Wreszeie na mocy znanego wzoru:

glf::1+30=]x+u,y+v, z-+w

adv X, 4 2

gdzie J uzyto za znak wyznacznika ,Jakobianu“. Stad bezpo-
drednio:

(A+e)=010+2e)(1+26)(1+2e)+20:9y9. —
—(1+2e)g:*—(1+42¢) g~ (1+2e)g.* . . (17)

B, Czes§é druga.

1. Uktady odksztatcen. Skladowe odksztalcefi mogg byé
zadane w postaci szefciu cigglych funkeji spélrzednych bie-
zgcego punktu ciala nieodksztalconego, z warunkiem jednak
tozsamo$ciowego spelnienia réwnafi (10), (11). W ten sposéb
otrzymany uklad réwnafi, linjowych wzgledem pierwszych czg-
stkowych pochodnych zmiennyeh u, », w, ma rozwigzanie
ogdlne ksztaltu: '

o + u”’ v +_ v w + wri'
zlozone z jakiegokolwiek rozwigzania szezegélnego o/, v', w'—i —
uzupelniajgcego: u”, v, w”, ezynigeego zado§é réwnaniom:
exzeyzezzgngy=gz=0

Ten ostatni uklad, po przeréiniczkowaniu wzgledem x, y, 2
da 18 réwnafi linjowyeh, jednorodnych wzgledem tyluz drugich
pochodnych czestkowych u, v, w: Zatem, wobec niewatpliwie
zerowych warto$ei wszystkich tyeh pochodnych:

u'=uy,—ry-+qz v’ =v,— pz+rx w” =w,— qx - py

Sg to réwnania Euler’a, wyznaczajace znikome posuniecia
osiowe biezgcego punktu ciala sztywnego. Ich stale: wu,, v, w,
wyrazajg znikome ruchy postepowe w kierunku osi X, ¥, Z; —
stale za§ p, ¢, r, — znikome ruchy obrotowe okolo tych osi.
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Zatem — wylgeznie tylko posuniecia o', v, ' cechujg wia-
Seiwy uklad odksztalcefi, przynalezny zadanym ich sktadowym.
2. Réwnomierna rozszerzalno$é. Powierzchnia (I. A. 3.) moze

by¢ kula w szozegSlnym przypadku obojetnyeh kierunkéw
gléwnych., Odpowiedni uklad odksztalcen:

1
G=e=e=ge  fe=(:=g:=0

przynalezy tak zwanej rdwnomiernej rozszerzalnosci, ktérg oczy-
wicie upodobnié mozna rozszerzalnosci cieplikowej.
Wiszystkie diugostki ds, wyprowadzone z biezgcego punktu,
wydluzajg sig, lub skracaja w jednakowym stosunku, a katy ich
wzajemnego nachylenia pozostaja niezmiennie te same przy
odksztalceniu. Kierunki giéwne sg obojgtne — dowolne.

3. Odksztafcenia ptaskie. Uklad odksztalcen zwie sie plaskim
przy zerowej wielkosci jednego z wydluzefi gléwnych, Zatem,
gdy e, =0, powierzchnia (I, 4.3.) wyrazi si¢ réwnuniem

ey X+t e, Y=+ a®
lub tez ) )
exA’te YVi4g XY=+ a®

w ukladzie osi gléwnych, lub jakichkolwiek innyeh wspélérod-
kowych.
Odpowiedni uklad odksztalcen:

- e:=g.=¢gy=0

przynalezy odksztatceniu ptaskiemu.

Posunigcie osiowe w jest w danym przypadku stale i nie-
zalezne od wspélrzednych punktu biezacego ciala nieodksztal-
conego. Posunigeia osiowe u, v, zaleza tylko od spélrzednych x, y.

4. Odksztalcenia pretéw. Geometryecznie pret stanowi bryle
o powierzchni bocznej, zakreslonej w przestrzeni, jako Slad
ruchu zamknigtej krzywej plaskiej. Podeczas ruchu Srodek
pola tej krzywej nie schodzi z luku krzywej ciaglej, nie majacej
punktéw osobliwych, a plaszezyzna pola — pozostaje stale pro-
stopadla do tego luku.

Pole owej zamknigtej krzywej zwie sig¢ przekrojem poprze-
cznym preta, sama ‘krzywa — obwodem przekroju. Tuk krzywej,
na ktérej lezg Srodki przekrojéw poprzecznych, nosi miano osi
preta, Pret prosty ma prosty oS, — krzywy plaski — 0§ krzywg
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plaska, — wichrowy — krzywe przestrzenng. Srodek krzywizny
osi nie moze lezeé wewngtrz preta.

Skladowe odksztalcen preta, zalezg od wyboru osi stalych,
z nim zwigzanych. Dalsze badania dadzgq wytyczne wlaSciwego
wyboru tych osi.

5. Momenty przekrojéw plaskich. W ukladzie dowolnych osi
prostokgtnych ¢, 7, wyprowadzonych z bieguna e, jako poezgtku
sp6lrzednych, obwéd pola F przekroju wyrazi si réwnaniem:

QE 7)=0

Polu F przynalezy:

Sy =S ndF, S, = SedF — momenty statyczne wzgledem osi ¢ i 0sin

Ji= S'qzﬂ'x"', = S ¢*dF — momenty bezwladnosci wzgledem osi ¢

iosin

JE.,izgendF — moment odsrodkowy wzgledem prostokgtnych

osi € m

Jy= SPzdF = S (t2~+n?) dF — moment biegunowy wzgledem bie-

guna o.

W tych wzorach przez ¢ w oznaczono spéirzedne prosto-
katne, przez p — promiefi wodzgey biezgcego punktu pola prze-
kroju. Calkowaniem nalezy objaé pole F, zatem granice dla n —
wyznaczy¢é w zaleznodei od ¢ w postaci pierwiastk6w réwnania
obwodu, a dla ¢ — w postaci pierwiastkéw réwnania, jakie otrzy-
mamy rugujge v z ukladu:

Wszelki moment przekroju, zlozonego z czeSci, réwny jest
sumie jednoimiennych momentéw owych czeSci, wzgledem tych
samych osi, Moment statyczny przekroju wzgledem osi, dzielgcej
ten przekr6j na dwie symetryczne czeSci, jest réwny zeru,
Zerowy warto§¢ ma moment odérodkowy przekroju wzgledem
owej osi symetrji i jakiejkolwiek innej osi prostopadlej. Moment
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bezwladnosei przekroju wzgledem osi, dzielacej ten przekréj na
dwie symetryeczne czg§ci, ré6wny jest podwojonemu momentowi
bezwladnodci jednej z nich — wzgledem owej osi symetrii.
Wszystkie te wnioski wyplywaja wprost z pojecia calki jako
granicy sumy.

6. Momenty wzglgdem osi Srodkowych. W ukladzie osi prosto-
katnych X;, Y;, Srodkowych, wyprowadzonych ze §rodka prze-
kroju, réwnolegle do ¢ 7, momenty, wyzej podane, beda odpo-
wiednio:

I\ Syo y Jro Jyo ’ nyn y o

Spélrze¢dne ¢, v, §rodka przekroju, przynaleine osiom sta-
rym ¢ v, czynia zado$é réwnaniom:

FE°= S..q F":h:SE

Oznaczmy przez p,— promiefi wodzacy $rodka przekroju.
Po podstawieniu wartoédei:

E=t X N=" 1Yo Po” = &o® 1’
ofrzymamy:

ng =0 SHU =0

JE=J:“,—|-F%3 Jy=dyo 1 Fo?
s e v kdS)

Jg'quxyo“{“ﬁo"]o I =dJy~ Fp,’

Moment statyczny przekroju wzgledem osi srodkowej jest
réwny zeru. Moment bezwladnoSci przekroju wzgledem osi
mimosrodkowej réwny jest takiemuz momentowi wzgledem osi
§rodkowej, réwnoleglej, wigcej iloezyn pola tego przekroju przez
kwadrat odlegloSci owej osi mimoS§rodkowej od §rodka przekroju.
Moment oSrodkowy przekroju wzgledem mimosrodkowych osi
prostokatnych réwny jest takiemu momentowi wzgledem osi
§rodkowych, réwnoleglych, wiqcej pole tego przekroju, mnozone
przez iloczyn odlegloSci owych osi mimoSrodkowych od érodka
przekroju. Moment biegunowy przekroju wzgledem mimosrodko-
wego bieguna rowny jest takiemuz momentowi wzgledem §rodka
przekroju, wigcej — iloczyn pola tego przekroju przez kwadrat
odleglodci owego mimosrodkowego bieguna od §rodka przekroju.

7. Osie gléwne bezwladnosci. Osie X, Y nowego ukiadu
prostokatnego wyprowadzamy ze Srodka przekroju pod jedna-
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kowymi katami ¢ nachylenia ku odpowiednim osiom X, Y, starego

ukladu, réwniez prostokginego, Srodkowego. Ten obrét osi
o kat ¢ da nowe spélrzedne punktu biezacego:

X =x,C08 ¢~}y,8ing U= —Xx,8ing-}y,cose

i nowe momenty, przynalezne osiom X, Y:

Jy== S'yﬂsz.Im 08 ¢ |- oy 8in 29 — J,y, 8in2¢
Jyp== S XMdF=J,, sin %9+ Jy, 08 o+ Jyyo 8in2¢ . . (19)

Joy= S xydF = % (o — Jyo) SIN2 @+ Jeyo OS2
Szezegélna warto§é kata ¢ czynigea zado§é réwnaniu:

(20)

daje na mocy ostatniego wzoru:
ny — 0
a nadto spelnia warunki extremum:

%z - %—t(Jyo — Jyo) 8IN2¢ —2 Jyo COS 209 =0

Ta warto§é ¢ wyznacza kierunki tak zwanych srodkowych
gtéwnych osi bezwtadnodei przekroju. Przynalezny tym osiom
gléwnym moment od$rodkowy przekroju jest réwny zeru,

Momenty bezwladnoSeci przekroju wzgledem jego osi gléw-
nych, zwane momentami gtéwnymi, stanowig najwiekszo§é i naj-
mniejszo$§¢ momentéw bezwladnoéei tego przekroju wzglqdem
wszelkich osi Srodkowych.

8. Wzory przejécia, Prostokatne osie X,, ¥, wyprowadzamy
ze Srodka przekroju pod tym samym katem nachylenia ¢ ku



~ 17 — I.B.8

odpowiednim osiom gléwnym X, ¥ tego przekroju. Wzory
(19) dadzg:

Jxo=Jx €08 %p -} J, 8in g = ; (Je~Jy) —|—; (Jy — Jy) cos 20
Juo=J, sing - J, 008 2 =1 (x+Jy) — 5 (h—J)cos2e . (21)

1 :
r;.\';f{.l — '.'2' (f}:\‘ — g};'r) S1n 2{?

Dodajac dwa pierwsze wzory otrzymamy:

Jm"‘!)r;m:!lt‘l“cfyzs (xﬂ—i—yg)dF:Jp s g (22)

Suma momentéw bezwladnodei przekroju wzgledem dwdéch
dowolnyeh osi prostokatnych, §rodkowych, jest stala i réwna
momentowi biegunowemu tego przekroju wzgledem §rodka prze-
kroju, jako bieguna.

Z kolei odejmujgc dwa pierwsze wzory otrzymamy:

ng == Jyo = (Jx T Jy) cos 2"-?

stad, po uwzglednieniu ostatniego wzoru: A

i 4Jr o‘i-_ §osr
N AR = A

i ostatecznie:

e e o

1,, . "
9 (Je— )= i‘/_‘l (Seo— '-‘73.*0)'+ Jzn‘;.m

Zatem, na mocy (22):

1 e
o= é— (J.m + Jyo) __|' ]/‘I (Jxo — ue))" '|' J 2-\1,"3

(23)

e 1 i
Jy = “%' (Jxo +Jyo) F l/_4— (Jeo — Jyo)* + S0

W tych wzorach nalezy braé¢ gérne znaki, gdy J; = J,, dolne,
g-dy Jx =i Jy . 5

Wytrzymalodé tworzyw, m\;,' 2
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9. Srodkowa elipsa bezwladnosci. Moment bezwladno§ei prze-
kroju moze byé wyrazony jako iloczyn pola tego przekroju przez
kwadrat ramienia bezwtadnosci i. Zatem

“_‘I/g ......--(245

W ukladzie srodkowyech giéwnych osi bezwladno$ci prze-
kroju réwnanie:

x? 2
FH_H_if?;l......._(25)

wyznacza Srodkowgq elipsg bezwtadnosci przekroju, zbudowang na
ramionach jego gléwnych momentéw bezwladnoSei, jako na
p6losiach. Napiszmy jej ré6wnanie w postaci:

o - IE |

Tte=%. - @

i poprowadZmy styczng

~ \o t, r6wnolegla do danej

v 7 (Rys. 1) osi érodkowej X,

? : nachylonej pod katem o

3 ku gléwnej osi X prze-

Y 1 kroju; O§ Y,, poprowa-

h» dzona przez punkt sty-

y cznoSci s, zwie sig osiq

sprzetonq z X, Oznacz-

Rys. 1. my przez x, y sp6lrzedne

prostokgtne punktu sty-

cznoéci s , przez p, ® jego sp6lrzedne biegunowe. Kierunki g, 6

osi spélrzednych X, , ¥, noszq miano kierunkéw sprzeionych

$rednic Srodkowej elipsy bezwladnogci przekroju. Wedlug zna-
nych wzoréw: -

A S
tgq:_dx__. 7y§~ chtge
i ostatecznie:
Jo+ Jytgotg®=0 . , . R 14

Ta zaleznoScig zwigzane sy katy kierunkowe sprzezonych
§rednic Srodkowej elipsy bezwladnoSei przekroju.
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W szezegblnym wypadku, gdy:

Je=dy=J

elipsa — staje sig@ srodkowem kotem bezwtadnosei przekroju,
a sam przekrdj zwie sig bezwladnoSciowe obojgtnym, poniewaz
jego momenty bezwladnoSci majg stala warto§¢ J dla wszelkich
osi §rodkowych, a moment odSrodkowy jest réwny zeru dla
jakichkolwiek osi prostokatnych, srodkowych. Wyplywa to wprost
ze wzoréw (23).

10. Rodzaje pretéw. W ukladzie Srodkowyeh giéwnych osi
bezwladnodci Y, Z przekroju poprzecznego, jego obwéd moize
byé wyrazony réwnaniem: Ve =

K(y,2)=0

Tozsamos§é tego réwnania dla wszystkich przekrojéw poprzecz-
nych stanowi ceche wyrdiniajaca preta o stalym przekroju,
zmienno§é za§ — o przekroju zmiennym.

Zmienno§é przekroju winna byé jednak ciagla i nader po-
wolna: obwody dwéch sgsiednich przekrojéw poprzecznych moga
sie tylko znikomo réznié w rzucie na plaszczyzneg, prostopadia
do prostej, Igczacej §rodki obu tych przekrojéw.

Powierzchnia, lub plaszezyzna, w ktérej lezg jednoimienne
gléwne osie bezwladnodci wszystkich przekrojéw poprzecznych
preta, nosi miano gtdwnej powierzchni, lub plaszczyzny bezwita-
dnosci preta.

Pret prosty jest bezwtasnoéciowo jednorodny, gdy jednoi-
mienne gléwne osie bezwladno$ei wszystkich przekrojéw po-
przecznych lezg odpowiednio w dwéch jego gléwnyeh plaszezy-
znach bezwladnoSei, przecinajacych sig prostopadle wzdluz prostej
osi X preta. Zatem w jednej plaszezyZnie leia osie giéwne Y,
w drugiej, prostopadlej — osie Z wszystkich przekrojéw poprze-
eznych. :

Pret krzywy plaski jest bezwladno§ciowo jednorodny, gdy
jednoimienne giéwne osie wszystkich przekrojéw poprzecznych
lezg odpowiednio w dwé6ch jego gléwnych powierzchniach bez-
wladno$ci: w plaszezyzZnie osi preta i w prostopadlej powierz-
chni eylindryeznej, przechodzacej przez t@ of. Zatem w glow-
nej plaszezyZnie bezwladnoSci preta lezy jego 0§ pierwotna
i gléwne osie ¥ wszystkich przekrojéw poprzecznych, — w gléw-
nej powierzchni bezwladnogci — leig osie Z, jako tworzgce tej
powierzehni cylindryeznej, przechodzacej przez o preta.
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Nadal juz pod slowem pret bedziemy rozumieli wylgeznie
tylko pret bezwladno$ciowo jednorodny, o przekroju stalym, lub
nader powoli zmiennym. Wszelkie odchylenia beds kazdorazo-
wo omawiane i rozpatrywane oddzielnie.

11, Plytka. Dwa sgsiednie przekroje poprzeczne preta
nieodksztalconego wyodrebniajg zefi plytke. Ich érodki O, 0’
leza mna osi preta, ich pola F, F' rézniag si¢ znikomo o dF,
Boezna powierzehnia plytki stanowi "cze§é boeznej powierzchni
preta, '

Po odksztalceniu Srodki O, O’ bedg lezaly na odksztalco-
nej osi preta, zwanej wprost odkszfalconqg. Pierwotnie plaskie
§eianki plytki w ogélnym przypadku ulegng zwichrzeniu, a przeto.
nie dla wszelkich ukladéw odksztalceni sluszne jest tak zwane
zatoienie Bernoulli, ktére glosi, ie ptaskie przekroje poprzeczne:
preta nie wichrzq sie przy odksziatceniu i sq prostopadte do od-
ksztatconej.

C. Czqb¢ trzecia,

1. Prostokat (Rys. 2). Dla osi wierzcholkowych mamy

bezposrednio: .
b h q b h
. 1

Jy= gda S'qzd‘q =y bh? Iy =Sﬁ-d’ﬁgdn =i b*h

0 0 0 0

b . 1
_— e\ PTEELE e Y 4
; Jg_-q = Sad; Sqdn__ b h?

0 0

)7
| :
f ot Dla osi Srodkowych gléwnych:
: Iali/ il
e
- /‘(T 12 +0- A
l‘/ ’/ /.' /-f 1
= 2diy == —~
L /’/!J"J £ ! J-'('_'S ax Sy dy-ﬁl?abh
g Fo Sk
2 2
Rys. 2 . 5



