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Jego całka:
d*q dliq

u = Y-\- — \q =~ - (- -^L-

gdzie:

Y=Aenx sin (n x) -f- Benx cos (njr1) -f-

Zatem:

Y' — n {Aenx [sin (nx) + cos (no:) ] — Benx [sin («j;) — co

— Ce - "* [sin («JC) — cos (nx) ] — Z)e-'"[sin (nx) + cos («x) ]}

F " = 2 n2 [Aenx cos (n*) — Benx sin (n*) - Ce - a x cos (n*) -f

-\-De-nxsm(nx)\

Y" = — 2 n3 {4e"*[sin (/i^)—cos(nA:)]+J5e'i;c [sin (nx) + cos (n*) ] —

— Ce ~nx [sin (njr) -j- cos {nx) ] -\- De ~nx [sin (nx) — cos (nx)]}

Kierunek (w) wzrostu wypadkowych obciążenia obieramy różno-
zwrotny z osią X a przeto:

U
y ~ EJ y ~. EJ

gdzie przez Q, M oznaczono siłę ścinającą i moment zginający
tuż przed punktem bieżącym odkształconej, przynależnym
odciętej x.

Powyższe wzory są słuszne w obszarze jednolitej zmienności
wypadkowych obciążenia. Wszelka przerwa ciągłości tych
wypadkowych stanowi granicę dawnego i początek nowego
obszaru.

C. C z ę ś ć t r z e c i a .

1. Pojęcia ogólne. W układzie osi stałych (FX. A. 1) odcięta
środka lewej ścianki czołowej belki nieodksztafconej, stanowi
jej długość pierwotną. W płaszczyźnie głównej XY bezwładno-
ści belki leży jej obciążenie pionowe. Kierunek (w) wzrostu
jego wypadkowych: M — momentu zginającego i Q — siły ści-

WytrzymatoK tworzyw. 16
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nającej ma zwrot sprzeczny z osią X belki. W tym kierunku
(w) znaczone kolejno punkty podparcia odkształconej będą:

Moment bezwładności względem osi głównej stałego prze-
kroju oznaczać będziemy przez J, zmiennego zaś, przynależnego
odciętej x — przez J(x).

Do wyznaczania odkształconej używać będziemy równań
łańcuchowych, lub wzorów 01erc'a i Olapeyron'a. Największe
ugięcie belki oznaczać będziemy przez / — najwyższy moment
zginający przez Mm.

2. Wspornik, czyli belka pozioma (Rys. 68), jednostronnie
osadzona na niesprężystej podporze

L stałej.
" - " — > i ' pr A. W s p o r n i k o s t a ł y m p r z e -

k r o j u . Jego obciążenie stanowi:
a. S i ł a P, działająca w poziomej od-

ległości I od punktu podparcia. W pierw-
Rys> 68- szem przęśle (L—l) m o m e n t zginający

jest równy zeru — z a t e m ugięcia n i e m a :
prosty odcinek odkształconej L—l pochyla się ty lko ku osi X.

Zatem dla przęseł (L — l),l:

M=0 +P(l — x) EJy' = C —-i-
Ł

w przekroju osadzonym:

a przeto:

~ 2 ~6~

Posunięcie siły P, czyli ugięcie w jej punkcie przyłożenia:

P== EJ ~JEJ

Ugięcie końcowe:

f=D-\-CL
1 EJEJ GEJ
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IKąt nachylenia ku osi X prostego odcinka i — I odkształconej:

9 = C = P P

EJ 2EJ

b. O b c i ą ż e n i e jednostkowe stałe q na jednostkę bie-
żącą osi X. Jego punkt końcowy ma odciętą b — początkowy —
•odciętą c. W przęśle (L — b) pręt nie wygina się, tylko pochyla
?ku osi X: moment zginający jest równy zeru. Zatem dla przę-
tsel: (L - &),(& —e),(e):

1_
2

EJy = C

l

"W przekroju osadzonym:

przeto:

©gięcie końcowe:

Pochylenie ku osi X prostego odcinka L — / odkształconej;

"Qdy obciążenie q pokrywa cały wspornik:

c = 0

Ugięcie końcowe:

8EJ
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B. W s p o r n i k o s t a ł e j w y t r z y m a ł o ś c i . Oznaczmy
odpowiednio przez Mo i M momenty zginające tuz przed pun-
ktem podparcia na podporze stałej i punktem bieżącym odkształ-
conej, przynależnym odciętej x. Momenty bezwładności wzglę-
dem osi głównych poziomych i momenty wytrzymałości prze-
krojów: osadzonego i bieżącego —- będą odpowiednio J i J(x) „
fl^i W(x), a przeto dla wspornika o stałej wytrzymałości na.
zginanie: .

W=¥* W(X) = TT
kg kg

gdzie kg oznacza naprężenie dopuszczalne tworzywa. Stąd —
prawo zmienności momentów wytrzymałości:

a co za tem idzie samego przekroju i jego momentów bezwład-
ności. ' '••..::•' ••;>::>•,•,' 'r '"' • "••'

Odciętej x przynależą rzędne y,y' odkształconej. W punk-
cie podparcia:

a przeto pierwsze dwa wzory (112) dadzą:

,_i 1 C M . x f M , l f MeB ̂  y d x y y d x

a. Siła P działa na końcu wspornika stałej wytrzymało-
ści o przekroju prostokątnym. Odciętej x przynależy wysokość
pionowa h i podstawa pozioma b przekroju; u nasady: Ę i H^
Zatem: • ' ' ' '•>

M=P(L-x) M, = PL^

W(x)== bh2 _M__ x_
W BH2 Mo ' L

Dla wspornika o stałej wysokości H:
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przeto:

12 12
.., PL. PL
a EJ~ a 2EJ"

W porównaniu do pręta o stałym przekroju BKH — objętość
pręta stałej wytrzymałości jest dwa razy mniejsza, zato końcowe
ugięcie:

1 2EJ

1,5 razy większe, a końcowe pochylenie odkształconej:

<iwa razy większe.
b. Obciąż e n i e j e d n o s t k o we stałe q pokrywa całą dłu-

gość L wspornika o przekroju prostokątnym, stałej wytrzyma-
łości. Jak wyżej:

Dla wspornika o stałej wysokości H:

~ BH* Af \ L_
W ~ BH* Af0 \ L

Zatem:
J=BIP J(x) =

i ostatecznie:
,_qVx _

lJ ~ 1EJ y~

W porównaniu do pręta o stałym przekroju BXH, objętość pręta
stałej wytrzymałości jest trzy razy mniejsza, zato końcowe ugięcie;

f=3±t1 ±EJ
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dwa razy większe, a końcowe pochylenie stycznej odksztajconej::

2EJ
trzy razy większe.

c. Wspornik na s p r ę ż y s t e j p o d p o r z e s t a ł e j . Od-
ciętej x i rzędnej y przynależy bieżący, punkt odkształconej:
wspornika, osadzonego na podporze niesprętystej. Tuż przed
punktem bieżącym panuje moment zginający 'M, tuż przed punk-
tem podparcia — takiż moment Mo i siła ścinająca Q„. Dla nie-
sprężystej podpory stałej:

a przeto wzór Clerc'a (119) wypisany dla przęsła (x): da:

gdzie dla skrócenia oznaczono przez S dalsze wyrazy, zależne*
o d x , M i M o . • • • . • • • • • ' • • * •• i i

Odcięte tego samego wspornika, obciążonego zupełnie tak
samo, lecz osadzonego na podporze sprężystej stałej, — można
uważać za niezmienne przy ugięciach nieznacznych, praktycznie
jedynie dopuszczalnych. Zatem odcięta x, siła Qo i momenty Mr

M6 pozostaną te same, nie zmieni się również i S, natomiast
rzędna y* punktu bieżącego będzie się różniła od poprzedniej y..

Pionowy posuw sprężysty y0 punktu podparcia i pochyle-
nie sprężyste y0' ku osi X długostki stycznej odkształconej w tym.
punkcie będą odpowiednio:

jako że odpór pionowy 70 i moment odporowy Wo punktu pod-
parcia:

Zatem ten sam wzór (119) dla tegoż przęsła (x) da:

-stąd, odejmując:

u* = u+y» -H *y0' = y -f - ~ + § *
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Chcąc znaleźć ugięcie wspornika, osadzonego sprężyście — wy-
starcza wyznaczyć ugięcie wspornika osadzonego niesprężyście
i dodać ugięcia powstałe ze sprężystego osiadania wraz z pod-
porą i sprężystego obrotu y0' w podporze,

3. Belka izostatyczna pozioma (Rys. 69) wsparta końcami na
podporach: lewej posuwnej i prawej — przegubowej.

A. Belka o s t a ł y m przekro ju . Jej obciążenie stanowi:
a. S iła P, działająca w poziomej odległości / od prawego

punktu podparcia. Równania statyki dają:

a przeto dla przęseł (L — /),(/):

- P l (L x)
— — r-f-K.il — x)

~x)

1 '
x)2

1+ -J-P (/-*,»

Ar
Dla punktów podparcia:

X = L y = 0 x = y = 0 JT^J£

a przeto: . R y s , 6 9 .

~ — Z2)

Posunięcie siły P:
I?

H 3 LEJ

Najwyższy moment, tuż przed punktem przyłożenia siły P:

Mm = = P r

Gdy siła działa pośrodku belki:

F0=Fi = —g-p M=-~P(L-x) -ł-i
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48

Największe ugięcie i największy moment zginający:

PL* M 1 T
r~4SEJ m 4

pośrodku belki.
b. Obciążenie jednostkowe stałe q na jednostkę bio-

iącą pierwotnej osi X belki. Jego punkt początkowy ma odcię-
vtą b — końcowy — odciętą c. Równanie statyki daje:

Zatem dla przęseł (L — b), (b — c), (c):

M=-qu^(L-x) -±q(c-xf

-±q(b-x)'
6 xf

24
1

24'

W punktach podparcia:

x=L y=

a przeto:

^ " 2 4 Z ( 6 3 "

Skrajny moment:

przynależy odciętej:

- c2) [(21 - 6)2 - cl]

•i=6 —
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•Gdy obciążenie q pokrywa całą belkę:

b = L c = 0 V0=Vt = -~~qL M=-~

^ - 2x) ( i 2 + 2Lx - 2*3)

Największe ugięcie i najwyższy moment:

1M —fSUEJ Mm~ 8q

(pośrodku belki. ,
c. Moment N zewnętrzny poziomy. Jego oś przecina

•odkształconą w odległości poziomej / od prawego punktu pod-
parcia. Z równań statyki:

V V Ł •

Zatem dla przęse

M= =- \L x)

1 (L - Z)

+ N

EJy — D+ Cx ~

W punktach odparcia:

a przeto:

6L(L

EJy' = C+

(T v\**

- 3 P) D =

0 T

-

i
2

x = y-

N(L2 — 'i

mmmm JS \Ł *. X)

X)

= 0

Posunięcie iV, czyli pochylenie odkształconej w punkcie przy-
łożenia N:

"W punktach podparcia — lewym i prawym:

=

EJ~ 6LEJ
EL- _
EJ 6LEJ



IX. C.S. - 250 -

W szczególnym przypadku, gdy•'• moment JVÓ leży na, osi
przegubu lewej podpory, lub moment Nt — na osi przegubu
prawej:

V — — V ^ V = — V, = — ~

h^^ y'=

Pochylenie stycznej odkształconej w punktach podparcia:

,_NBL , _ N^^ .. ,_^ . N0L . , _ , NtL
lJo ~ %EJ l h ~ GEJ y i "",'. 6EJ Ul ~ SEJ

Momenty: No i Nt odpowiednio dają najwyższe ugięcia:

' 9/3 EJ ' ' " 9|/3EJ
przy:

L L

Przy łącznem działaniu obu momentów:

V = Xf£~w K2 N, - No) L ~ (N« - JVi) x]

Pochylenie stycznej w punktach podparcia: lewym i prawym:

„'-W^lM. ._L(2N1-N0).
y« %EJ Sl " 6EJ

Odkształcona przecina oś Z w punkcie o odciętej x2 pod kątem y.{

_
-
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Odciętym:

przynależą skrajne rzędne odkształconej.
,. d. R u c h o m e o b c i ą ż e n i e , złożone (Rys. 70) z dwóch*

sił P nacisku kół wozu, jeżdżącego po belce poziomej izostatycznej..
Ż równań statyki:

Rys. 70

l

y a przeto dla przę-
seł {L — z — a), (2 a)>
(z— a) mamy:

Dla punktów podparcia:

x = L 1/ = p
a przeto:

Oś siły P przecina odkształconą; tuż przed tym punktem panuje-
moment odpowiednio równy:

— 2)(« — a ) :

dla kól: lewego i prawego. Odciętej;
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^przynależą najwyższe momenty:

P(L-
2L

pod kotem lewem i prawem.
B. Belka i zos ta tyczna o p r z e k r o j u zmiennym. Wał

generatora (Rys. 71), jako belka pozioma — ma pięć przęseł. Pośrod-
ku przęsła (3) działa ciężar P

- J ^

K v s 7 1

generatora. W początko-
wym punkcie osi przęsła (1)
przeciwdziała siła odporowa
F o ; w końcowym punkcie osi
przęsła (5) — takaż siła V.
Utożsamiając lewą podporę
z posuwną, a prawą — z
przegubową otrzymamy:

Zatem tuż przed punktami międzyprzęsłowemi panują momenty
aginające:

^Nadto tui przed punktem przyłożenia siły P:

J
L 1)

Wyznaczmy ugięcie pręta w punkcie działania siły i 3 —jej
"posunięcie/?. W tym celu oznaczamy odpowiednio przez Ji,Ą,
Ą, Ą ,• i/s momenty bezwładności kolejnych przęseł, przez: yit y%,
JJs>y4> — ugięcia punktów międzyprzęsłowych. W punktach pod-
parcia y0, y,d są równe zeru, a przeto wzór Clapeyron'a, wypi-
sany kolejno dla dwóch sąsiednich przęseł, da:

(i p
*1

1-
' 2

y- ~\- —
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Z.JJ2

kĄ2

( \ 1 ' ' 1 I ' \

— _ 1_ . _—j — -_. ifcf3 -(•- 2 | - - -(- j I M,
Nadto dla dwóch środkowych przęseł I - ! s , [ryh

" 2 " Z s Y/3

Rugując z tych równań: yi, y^, y$, y4 otrzymamy szukane p..:
C. B e l k a , i z o s t a t y c z n a na s p r ę ż y s t y c h pod-

p o r a c h . Odciętej x i rzędnej y przynależy bieżący punkt;
odkształconej — belki jednoprzęsłowej, końcami wspartej na
niesprężystych podporach: posuwnej i przegubowej. Dla punktów
podparcia:

^0 = ^1 = 0

Tuż przed bieżącym punktem panuje moment zginający M. Tufc
przed punktami podparcia momenty Mo, Mt są równe zeru, zatem-
wzór Clapeyron'a (122) wypisany dla przęseł (L - x), {x) da:

U y _ 9

gdzie, dla skrócenia oznaczono przez S dalsze wyrazy, zależne-
od x i M. '• • "• f - >

Odcięte tej samej belki, obciążonej zupełnie tak samo, lecz
wspartej końcami na sprężystych podporach: posuwnej i prze-
gubowej mogą być uważane za niezmienne — przy ugięciach nie-
znacznych, praktycznie jedynie dopuszczalnych. Zatem odcięta'
x, moment M pozostaną te' same; nie zmieni się również x':S,}
natomiast rzędna ys punktu bieżącego będzie się różniła od
poprzedniej y. Pionowe posuwy punktów podparcia,, wspartyeh-
na podporach sprężystych, będą odpowiednio:
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a przeto, ten sąm wzór (122), wypisany dla tych samych przęseł
(L — x), (x) da:

9±Ż. ii _L UJŁ
L xL — x x

Stąd bezpośrednio: .

Zatem chcąc znaleźć ugięcie belki jednoprzęsłowej, wspartej na
sprężystych podporach: przegubowej i posuwnej, wystarcza
wyznaczyć to samo ugięcie tej samej belki, tak samo pionowo
płasko obciążonej — na tych samych podporach, lecz niesprę-
żystych i — dodać ugięcie, powstałe ze sprężystego osiadania
podpór.

4. Wpływ sił ścinających. Pozioma belka o stałym prze-
kroju pionowo płasko obciążona. Kierunek (w) różnozwrotny
a, osią Z.

a. W s p o r n i k na podporze stałej, niesprężystej. Jego
ścianka czołowa dźwiga przyłożoną- pośrodku siłę P pionową.
.A więc:

Xy, tP ń

2EJ OF • dx t"°"~ 2EJ

P{L — xf łP ,T

"W punkcie podparcia:

'natomiast:

Jk-lL
GF~ OF

-działa tu bowiem pionowa siła ścinająca P, dająca znikome
-odchylenia y0' długostki dx pierwotnej osi belki. Zatenr:

t p i r r-PL*
GF~ 2EJ^~GF~}~L L~~2EJ

PL* łP
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P L

Końcowe ugięcie:

b. B e l k a pozioma, końcami wsparta na niesprężystych
podporach: posuwnej i przegubowej. Siła P działa w odległo-
ści / od prawego punktu podparcia. Dla przęseł (L — l),(l):

P l tr ^

~ 2EA1~X)"

Pl
6LEJ -

tP d(l — x)
GF dx

v. , tPl ,r

W punktach podparcia:

a przeto:
Pl

Posunięcie siły P:
Pl

r LGF

3tEJPl2(L-l)2

3LEJ

c. B e l k a pozioma, końcami wsparta na niesprężystych
podporach: posuwnej i przegubowej. Całą jej długość pokrywa
stałe obciążenie jednostkowe q. Zatem:

M = — y qL (L — x) -\-~ q (L — x)*

q(L-x)> , tqLd(L-x)
6EJ ~r2GF dx4EJ
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X)

'J — x) X

W punktach podparcia;

a przeto:

O — — . s-\ i

24EJ " 24EJ

Ugięcie pośrodku belki:

1 384i?J\ ' 5L2 GF

Jak widać z rozważań powyższych, wpływ sił ścinających
na ugięcie belki zależy w znacznej mierze od wiotkości belki i

= Ł
i

w mniej znacznej mierze również i od t, a więc od kształtu
przekroju, a nadto — od stosunku spółczynników sprężystości
podłużnej i poprzecznej. Dla belek zwykle stosowanych w prak-
tyce wpływ ten jest niewielki, a przeto przeważnie jest pomijany.

5. Belka jednoprzęsłowa hyperstatyczna ma dwie odmiany:
a. Be lka, jednostronnie osadzona na niesprężystej pod-

porze stałej i wsparta na pod-
porze posuwnej (Rys. 72). Ob-
ciążenie pionowe w płaszczy-
źnie XX- Kierunek (u>)_wzrostu
jego wypadkowych, różno-
zwrptny z osią X , : . >;•,

Rys- 7 2 Po sprowadzeniu obcią-
-- . żęnia lewego wspornika do

punktu podparcia A otrzymamy tuż przed tym punktem moment
zginający MA- Ten moment jest równy zeru, gdy belka kończy
się w punkcie A. PQ sprowadzeniu całego obciążenia belki
i lewej siły odporowej pionowej VA do punktu podparcia O na

i
0

y
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podporze stałej otrzymamy tuż przed tym punktem moment
zginający Mo-

3)la punktów podparcia:

Odciętej x przynależą rzędne y,if bieżącego punktu odkształ-
conej, a przeto wzór Clerc'a (119) lub (123), wypisany dla przęsła
(/) — da Ma, a następnie, łącznie z (120) lub (124) dla przęsłą,(x):

X ' " X '

gdzie przez S',S" oznaczono dalsze wyrazy, zależne od x, MA,
Mn, od obciążenia zewnętrznego i momentu zginającego M —
panującego tuż przed punktem bieżącym odkształconej. "',

Tak np. belka o stałym przekroju, osadzona na podporze
stałej, drugim końcem opiera się na podporze posuwnej. Obie
podpory niesprężyste. Stałe obciążenie jednostkowe q pokrywa
całą długość L belki. Tutaj więc: . '

Zatem dla przęsła (*):

•#' •.= f + r i / (2 x M + x M a ~ I q x l
(

Stąd bezpośrednio:

To samo otrzymamy, całkując równanie odkształconej:

M = VĄ (L - *) + | q (L - xf

ło&A tworayw
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EJy=*D+Cx

W punktach podparcia:

~iq{L-xY

a przeto:
~ 24

Najwyższy moment i największe ugięcie:

przynależą odciętym:
2048 EJ

x = - 16

b. Belka, końcami osadzona na niesprężystych podpo-
rach: prawej — stałej i lewejj— łożyskowej (Rys. 73). Oboią-

żenie pionowe w płaszczyźnie AT.
Kierunek (w) wzrostu jego wy-
padkowych jest różnozwrotny z
osią X. Oznaczmy odpowiednio
przez MA i MB — moment odpo-
rowy lewego punktu podparcia
i moment zginający tuż przed
prawym. Dla tych punktów:

U XQ — f/o — l/u == U

Rys. 73.

Odciętej x przynależą rzędne y,if bieżącego punktu odkształ-
conej. Wzory Cierc'a (119), (120) lub (123), (124), wypisane dla
przęsła (L) dadzą MA,MQ — dla przęsła (x) — y,y'.

Tak np. dla belki o stałym przekroju, obciążonej pionową
siłą P, działającą w odległości /od prawego punktu podparcia:

0 = LMA + 2 LMa —f (L - 1) [L1 ~(L — If]
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0 = 2 LMA + LM(I - — I (L- —I

Stąd bezpośrednio:

Nadto:

MA 4- VAL -\-Pl = M, VA = — ~ r (3 L - 2 /)

a przeto dla przęsła (x):

. M=MA+VA(L — x) L>X>1

0 = i ~ 6 "EJ > ^

•oraz:

.'.' JW= iG + VA (L - *) -f- P(/—<) / > * ;> 0

Stąd bezpośrednio:

. L>x>I

/)x] Z > x > 0

To samo otrzymamy całkując równunie odkształconej:

EJy' = C-\~ M,,x- |- VA(L-xf \—^
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Biorąc pod uwagę, współrzędne punktów podparcia, otrzymamy c

C-±Vjp-P

Stąd bezpośrednio:

P/-

Tuż przed punktem przyłożenia siły P panuje skrajny moment
zginający:

O p/2

Mp = MA + F,t (£ - /) = - ^ - (L - lf

6. Belka dwuprzęsłowa o stałym przekroju (Rys. 74) na pod-
porach: przegubowej i dwóch posuwnych. Obciążenie pionowe

płaskie. Kierunek (w)
r-*— k — »-i wzrostu jego wypadko-
j — — tt -j - U —JQ wych — różnozwrotny %

^A» osią Ar. Belka nie wy-
staje poza skrajne punk-
ty podparcia.

Rys. 74 a. Podpory nie-
sprężys te . Punkty pod-

parcia na jednym poziomie. Stałe obciążenie q jednostkowe na
całej długości L belki. Wobec zerowych wielkości skrajnych
momentów Ma i Mt wzór (125) dnje:

= 8T

I ^ F2 = X (/j2 - Zi/, - 3

Nadto wzór (131) daje


