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Jak wyzej, zwyklemi sposobami statyki otrzymamy:
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1 : cOoSe. h
h L P | Nsina
BC 121 5 | goe | B _003a+mga““cosa+ h
skad bezposrednio:
L N)2 htga (_ P Nsin a)"’ h
H_(Q+Ptg“_i OE, F, waE T k| SRR
i ostatecznie:
. aH) __ Ph Ph _(gig) __ Ph .,
*"—(a“ﬁ T EF BT E eoss T-\3g), " EF®"

(dH) (Ptgzct Plga )
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gdzie dolny zerowy wskaZznik oznacza przynalezno§é pochod-
nych, w nawiasy ujetych, — zerowym wielko§ciom sil dodatko-
wych . Q,N. Ujemny znak ostatniego wzoru wskazuje na rézno-
zwrotno§é obrotu n i obranej pary sil R-lewoskretnej: znikomy
obrét preta CB jest prawoskretny—z biegiem wskazéwki zegara.

5. Twierdzenia Betti. i Mohr'a daja réwniez praktyczme nader
cenne wyniki.

a, Odpory hyperstatyczne,: Po wyrdzmemu odpo—
réw hyperstatyeznych O, z warunkowych réwnaf réwnowagi
calego ustroju, hyperstatycznego zewnetrznie, mozemy podpory,
dajgce-owe Op odrzucié, a dzialania ich zastapié silami O ze-
wnetrznemi, narazie niewiadomemi. Zatem podstawowy uklad
obcigzenia obejmuje: m niezaleinych sil zewnetrznych P; i do- -
datkowych a zastepezych sit 0,. Posuniecia sil P, oznaczamy
przez p;; posunigeia sil 0y, zerowe dla podpér sz.tywnych -dla
sprezystych réwne sa: :

—0p Op I

gdzie ox oznacza odpowiedni spélezynnik sprezystosei podpory.
Dla sztywne] — o, jest réwne zeru.
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. Nadto obieramy a ukladéw pokrewnych obeigzenia. Kazdy
z nich obejmuje tylko jedng sile hyperstatyczng O;, r6wna jed-
nos§ei, przy pozostalych sitach O, P,—réwnych zeru, Ta sila Oy,
wobec odrzucenia podp6r hyperstatycznych, wzbudza tylko izo-
statyczne odpory — pozostalych podp6r ustroju, a nadto, jako
odksztalcajgca, daje przemieszcezenia punktéw przylozenia sil
0,, P, podstawowego obciaZzenia., Rzuty owych przemieszczefi na
osie tych sil stanowig posunigcia: py, p;.
Zatem twierdzenie Betti daje a zalezno§ci:

ZP:PU-"Z Of.phi——ojO,: J=1,2,...4

h=1

z kt6rych wyznaczymy wszystkie Oy, o ile z réwnafi zmienno-
Sei ustroju zdolamy wyznaczyé posunigeia pg, py; .

Tak, np. (Rys. 96) podstawowy uklad obcigzenia obejmuje:
sile Y hyperstatycznego odporu odrzuconej lewej podpory — oraz
sily jednostkowe ¢dx stalego obciazenia ¢. Dla pokrewnego
ukladu sila ¥ jest réwna jednoSei przy wszystkich gdx réw-
nych zeru. Wzér Clerc’a (128) wypisany dla przesla (x) daje:

O—bEJ—y—-—-v(E-—A)#ZIx

stad rzedna y odksztalconej, przynalezna odcietej-x, oraz —
koficowe ugiecia- f preta:
3l—x , _ R
=%8r* I=3&

Zatem, checac zastosowaé twierdzenie Befli, mnozymy sily
podstawowego ukladu przez odpowiednie posunigeia ukladu po-
krewnego; suma tych iloczynéw:

1
3

Yl
gXydx—+ Yf=§§—JS(3I—x)¥“dx-I— 3SR

0

winna byé réwna sumie iloezynéw sil ukladu pokrewnego przez
odpowiednie posunigcia ukladu podstawowego. Jest wige réwna
Zeru, a przeto mamy: '
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Mozemy réwniez do wyznaczania odporéw O, hyperstaty-
cznych uzyé twierdzenia Mohr’'a. Podstawowe obcigzenie ustroju
zewnetrznie hyperstatycznego obejmuje: m niezaleinych sil P,
zewnetrznych i a zastepezych sil O,. Przynalezy mu uklad u
sil wezlowych K, .

Sila 0; ukladu pokrewnego, réwna jednoSci, da u wezlo-
wych sil by, a przeto dla ustroju linjowo-zmiennego:

a
Kn == bou + 2 Oh bhu
h=1

gdzie b,, oznacza sile wezlows, zalezng tylko od ukladu sil P,
Oznaczmy przez w, posuniecie wezlowej sily K,; twierdzenie
Mohr’a da a zaleznoS§ei:

u
—10_;0;:26;.,:» j~_—1,2,...a

v=1

z ktérych wyznaczymy hyperstatyczne odpory O, o ile zdolamy,
posilkujge sie. réwnaniami statyki i wytrzymalo§ci — wyznaczyé
wszystkie w, w zaleznoSci od P, i Og.

Tak, np. (Rys. 96) pret ps moze byé rozpatrywany, jako
ustréj, zlozony z ciaglego szeregn plytek, grubosci dx. Wezlowe
obcigzenie- tych znikomo' krétkich pretéw stanowig: sily Scina-
jace, ktére, jak zwykle, pomijamy, oraz — momenty zginajace:

M=Y(—x)+5ql—2
Uogélnionej sile M przynalezy posuniecie:

dcp=EyJ—dx

kat znikomego pochylenia wzglednego dwéch sgsiednich prze-
krojéw poprzecznych preta. Posuniecie hyperstatycznego od-
poru Y lewej sztywnej podpory jest niewatpliwie réwne zeru.

Dla pokrewnego ukladu obcigzenia obieramy sile Y, réwng
jednoSci, wszystkie za§ sily jednostkowe g¢dx — réwne zeru.
Pomijajge, jak zwykle, sily §cinajace, uwzglednimy tylko mo-
menty zginajgce:

11—
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jako sily wezlowe ukladu pokrewnego. Zatem twierdzenie
Mohr’a da:

I

Z'l(!—x)dq:=S|.Y(£—x)2+ %q(t—— x)“'] dx=1X0=0

0

b. Hyperstatyczne sily wezlowe. W réwnaniach
warunkowych réwnowagi pretéw i wezlé6w ustroju wewngtrznie
hyperstatyeznego wyrézniamy hyperstatyczne sily wezlowe K
i, po rozcigeiu odpowiednich wezléw, wylaczamy prety, przyna-
lezne silom K, zastepujac dzialanie tych pretéw na wezly od-
powiednio dobranemi silami. Uklad tych dodatkowych sil zew-
netrznych obejmuje a sil wezlowych K, hyperstatyeznych, pozo-
stale jego sily K; zalezg od zewnetrznego obcigzenia poszecze-
g6lnych pretéw, wylaczonych z ustroju. Te same sily K;, Ky,
lecz roéznozwrotne, utrzymujag w réwnowadze prety, wylgezone
z ustroju, mozemy przeto znaleZé zawsze ich posuniecia, a wige
i posunigcia p, hyperstatycznych sil K.

Podstawowy uklad obcigzenia obejmuje wiee: m sil nieza-
leznych zewnegtrznyeh P, i a sil zastepezych K, narazie nie-
wiadomych. Kazda z sil K, wystepuje bliZniaczo, na obu wezlach
wylaczonego preta, i r6znozwrotnie: jej posuniecie p, jest przeto
wzgledne. Posunigcia sil P, oznaczamy odpowiednio przez p;
i obieramy a ukladéw pokrewnych obcigzenia. Kazdy z nich
obejmuje tylko dwie bliZniacze, r6znozwrotne sily K; wezlowe,
obie réwne jednoSci; wszystkie pozostale sily K, i P, czynimy
réwne zeru. Sily K; obcigzenia pokrewnego stanowig uklad
zréwnowazony, mozZemy przeto odrzucié podpory, jako zbedne.
Obcigzenie pokrewne daje przemieszczenia punktéw przyloZenia
sil P, K, podstawowego ukladu. Rzuty owych przemieszezefi
na osie tych sil—stanowig posunigcia py, ps;. Zatem twierdzenie
Betti da a zaleznoSci:

n_ a _
ZBpfj+thPhj="Kipj j=12...a
=1 h=1

z ktéryech wyznaczymy sily wezlowe hyperstatyczne, o ile z r6w-
nafi zmienno$ci ustroju zdolamy otrzymaé wszystkie py, py.



Tak np. (Rys. 97) dolny hyperstatyczny pret odrzucamy,
a dzialanie jego na wezly A,B zastepujemy silami X, lezg-
cemi na osi AB, zwr6conemi ku sobie. Wylgezony pret jest
przeto rozeiqgany réinozwrotnemi silami X. Jego wydluzZenie:

>
EFy

wziete ze znakiem ujemnym stanowi posunigeie uogdélnionej
sily X, zlozonej z dwéch wezlowyceh sil X bliZzniaczych, rézno-
zwrotnych. Uklad pokrewny
(Rys. 99) otrzymamy, biorge sily
X réwne jednoSei, przy sile P
réwnej zeru. Podpory, jako
zbedne, odrzucamy. Pod dzia-
laniem tego obcigzenia dolne
wezly A posung sig ku sobie.
Ich posuniecie poziome wzgle-
dne oznaczamy przez u, przez:
8,,8,,8, — odpowiednie przyro-
sty pierwotnych dlugosei: I,,1,,
l, pretéw — AD,AC,CD, wresz-
cie przez: v,w— pionowe posu-
nigeia gérnych weziéw C i D, przyezem, jak widaé z rysunku:

v+lLi=w-I,-+s, Ww=0v—S8

Nadto ‘mamy:

B e R i
(bt 820 = (h by o)t - (1 —

oraz, po odrzuceniu malych wyzszych rzedéw i uwzglednieniu
pierwotnego ksztaltu ustroju:

hsl-:hw——%lu=hu—hss—i—lu lzsezhv-}-fav—--i—lu

stqd bezpo$rednio:

= 1332 — l,s; -_._}EE‘DE

28,
Ly

cosp

v

u=4h———_{‘,—£‘"‘v—4lgf‘
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Zatem na mocy wzoréw, wyzej, w punkcie czwartym ofrzyma-
nych, bedziemy mieli:

Slll | egersd ISiﬂﬁ

W= F T 2EF cosasin(f—a)

Sglz . lsinﬁﬂ

82=E2F2 ~ 2FE, F,cosBsin (f— )

Sl = Isinasinf I
~ E,F, E,F,co80c0Sp *ﬂmtgatg[i

i ostatecznie:

Isinfcosf [ sine cosa

e 2F, F,cosasin®( — ) 7 2E,F, cos[ismz([i—a) - F

[sin? a.sin @
By Fycosesn(f—o)

Zatem na mocy twierdzenia Betti:

Xl
Xu—Po=—1——- N

skad, po podstawieniu, otrzymamy dla niewiadomej X ostateczny
wzér, podany wyzej w punkecie czwartym. Ujemny znak iloczynu
Pv jest konieczny ze wzgledu na réinozwrotno§é sily P i posu-
nigeia v.

Mozemy réwniez do wyznaczania hyperstatyeznyech sit wezlo-
wyeh K, uzyé twierdzenia Mohr’a. Podstawowe obcigzenie
ustroju hyperstatycznego wewnetrznie obejmuje: m niezaleznych
sil zewnetrznych i a zastepczych sil K,. Przynalezy mu uklad
pozostalych izostatyeznych u wezlowych sil K, .

Sita K; ukladu pokrewnego, réwna jednoSci, da u wezlo-
wych sil &, , a przeto dla ustroju linjowo-zmiennego:

KB:bﬂu“l—Z Kh b."m
h=1

gdzie b,, oznacza sile wezlowa, zaleizng tylko od ukladu sil 2.
Oznaczmy przez w, posunigcie sily wazlowa] K,, zatem twier-
dzenie Mohr’a da a zaleZnoSci:

_waizijw‘u j=_1:2:--- a

p=1
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z ktérych wyznaczymy sily hyperstatyczne Kj, o ile zdolamy,
posilkujac si¢ réwnaniami statyki i wytrzymalosei, wyznaczyé
wszystkie w, w zalezno§ci od Py, K.

Tak np. (Rys. 97) podstawowe obcigzenie obejmuje: sile P
i dwie sily X osiowe, zwrécone ku sobie, przylozone do wezléw
A, B wzamian odrzuconego preta. To obciazenie daje wezlowe
sily osiowe S, pretéw pp ustroju. Ich posunigcia wzgledne
oznaczamy przez s;. Wydluzenie odrzuconego preta, niewgtpli-
wie rozeiqganego silami X:

.
E,F,
wzigte z ujemnym znakiem, stanowi posunigcie wzgledne uogél-
nionej sily X, dzialajacej na wezly 4 ,B.
Uklad pokrewny obcigzenia (Rys. 99) uogélnionej sily X

réwnej jedno§ci daje osiowe sily wezlowe &,. Zwykle réwnania
statyki dadza tu, jak wyzej:

PRET L S
1 I Pcosf—2 Xsinp
2cosu 2sin (f —a)
9 l _ Pcosa—2Xsina
2cosf - 2sin(B—a)
Isin (B— o) Pcosp—2Xsinf
8 2cosacos P sin (f—a) St
PRET $ by
1 Peosp —2Xsinf [ sin @
2E.F,sin(f—a) cosee | sin(f—a)
9 __Pcosa—2Xsina [ sina
2 E,F,sin (3 —a) cosp sin (f— @)
Peosfi— 2 Xsinfl | . 2sinasinf
. 2 E, F, cos e.cos B L T sin(f—a)
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Zatem, na mocy twierdzenia Mohr'a:

Xi
—1m~—.§3b:s:

skgd, po podstawieniu otrzymamy réwnanie, podane wyzZej
w punkeie czwartym.

¢c. Odksztalcenia ustroju. Po wyznaczeniu hyper-
statyeznych odporéw i sil wezlowych, kazdy pret ustroju moze
byé rozpatrywany jako calo$é, odksztalcona pod obcigzeniem
przynaleznych jej sil zewnetrznych i wezlowych. Mozna wiec
ograniczy¢ si¢ do badania posuni¢é punktéw wezlowych ustroju.
Posunigeie wezta p przypisujemy sile zewnetrznej P, przylozo-
nej do punktu wezlowego, wspélosiowo z p. Znikomy obrét p
wezla okolo osi, przechodzacej przez punkt wezlowy, daje posu-
nigcie momentu P — sily uogélnionej, lezgcej na tej osi.

Oznaczmy przez p, — posuniecia m sil P, niezaleznych,
tworzaeych, facznie z P — podstawowy uklad obcigZenia zewngtrz-
nego. Uklad pokrewny otrzymamy, biorac sil¢ P, réwng jed-
nof§ci przy wszystkich P;, réwnych zeru. Ten uklad da posu-
niecie p’ punktu wezlowego, przynalezne sile P, a nadto da
posunigeia p, punktéw przylozenia sil P, ukladu podstawo-
wego — wspélosiowe z temi silami. Zatem na mocy twierdze-
nia Betti otrzymamy wprost:

m
1P=Pp’+ZP:p:’
=1

o ile z ré6wnafi zmienno§ei ustroju zdolamy wyznaczyé wszyst-
kie posunigcia: p’,p/.

Tak, np. (Rys. 98) chege wyznaczyé posunigeia wezla B,
oznaczamy w ukladzie osi X, Y skladowe tego posunigcia odpo-
wiednio przez u,v, przez s,,s, przyrosty dlugoSci: I ,l, gbr-
nego preta AB i pochylego CB. Zatem bedziemy mieli nie-
watpliwie:

(L+s)=U~+n+t+o—hn? (b+s)=>U~+w'+(k+tv)

skad, po odrzucenin malych wyzszego rzedu i uwzglednieniu
pierwotnej postaci ustroju:

A
E, F,

A
E,F,

H=38;— Lhs,=Lu+hv si=
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i ostatecznie:

hig?a h
v=—8TFF TSE Feova

gdzie przez S, S, oznaczono sily osiowe pretéw ustroju. Cheae
znalezé pionowe posunigcie wezla B, przynaleine istotnie dzia-
lajgcej sile P, obieramy uklad pokrewny: pionowg sile P, r6wng
jednos$ci. Da ona:

1 higto h

Tl S =—Gose V= E,F,  E,F,cos%

zatem, na mocy twierdzenia Betti:

—_ o _.._._.‘Ph ol _H!_._.
—dfo=1p pHElFltu a+E3cmossa

Zkolei, chege znaleZé poziome posunigcie ¢ wezla B obie-
ramy uklad pokrewny: sily P, réwnej zeru, oraz — poziomej
sily Q réwnej jednoSei. To obciazenie daje:

— = __htgla
S;=1 S;=0 v= E, T,
a przeto, na mocy twierdzenia Betti:
— — Ph 2
— Pv=1¢q q—EIP,ltg o

Mozemy réwniez wyznaczyé kat obrotu n preta CB, czyli
przyrost kata o., przynalezny dzialaniu sily P. W tym celu obie-
ramy uklad pokrewny, obejmujacy, préez sily P, réwnej zeru—
dwie bliZniacze sily R, réinozwrotne, prostopadle do preta BC
i przylozone do punktéw wezlowych A, B. Ich moment Rl, ma
byé réwny jednoSei, a przeto:

__cosa ___cosa 1 1 __Cosa __sina
=ty Sy e e h S—“‘_h tgo="%
_ tg?a tga

V=T F " EF,cosa
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Stad ostatecznie, na mocy twierdzenia Betti:

—Pv=1n ne=—

Plgta Ptgo )

We wszystkich wzorach powyiszych ujemny znak iloczynu
Pv jest konieczny ze wzgledu na réznozwrotno§é sily P i posu-
nigeia v.

Mozemy réwniez do wyznaczania posunieé p wezlowych uzyé
twierdzenia Mohr’a. Podstawowe obcigZzenie ustroju, jak wyzej,
obejmuje: m niezaleznych sil zewnetrznych P, i sit¢ P, przyna-
lezng posunigciu p. Podstawowemu obcigZeniu odpowiada uklad
u sil wezlowyeh K, i ich posunigé w,. Sila Pukladu pokrewnego,
réwna jednoSci, daje u wezlowych sil b,, a przeto dla ustroju
linjowo-zmiennego: : '

_K;,: bon+ b,

gdzie b,, oznacza sile wezlowa, zalezng tylko od ukladu sil P.
Twierdzenie Mohr’a da tu wprost:

Ip=ibuwp

p=1

o ile zdolamy, posilkujac si¢ réwnaniami statyki i wytrzyma-
losei, wyznaczy¢é wszystkie posuniecia w, w zalezno$ci od P, P,

Tak np. (Rys. 98) chcemy znaleZé posunigeia: pionowe p
i poziome ¢ wezla B, a nadto—obrét preta CB okolo osi prze-
gubu C. Obciazenie podstawowe silg pionowa P daje sily osiowe:

P
Sl:fotga 2= —Gosa
pretéw ustroju. Zatem ich posunigeia:
_ S P SbL___ Ph

trg2 a 32

W=EFRTEF, E,F,  FE,F,coss

' Dla pierwszego pokrewnego ukladu, ezynimy sile P réwna
jednoseci. To obcigzenie da sily osiowe pretéw:

lzltga bgzl_"__"
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a przeto na mocy twierdzenia Mohr'a:

__ Ph Ph
lp——blsl—i-bzs!—“ E1F1 t’g nr'—|_E2.F'2(!us?‘ﬂt

Dla drugiego pokrewnego ukladu czjrnimy sile P réwng
zeru, a nadto do wezla B przykladamy poziomg sile B réwng
jedno$ci. Da ona sily osiowe pretéw:

by=1  by=0

a przeto na mocy twierdzenia Mohr'a:

o . Ph
_ 19g=>5,8-1b8, B F, tg? o
Wreszcie dla trzeciego pokrewnego ukladu czynimy sile P
réwng zeru, a nadto w punktach wezlowyeh C, B przykiadamy
dwie réznozwrotne sily R, prostopadle do preta CB, dajgce
moment;

T cosa

To obcigzenie daje sily osiowe pretéw:

R 1 . sina
h=—osm— R b=Rlgo="7
a przeto na mocy twierdzenia Mohr’a:
tn=b s—{—bs——-(Ptg!a Figa )
TSk ST E, F, E, F,cosa

6. Ustréj pretowy izostatyczny. Z warunkowych réwnan
réwnowagi calego ustroju wyznaczymy wszystkie odpory: obeig-
zenie zewnetrzne obejmie m niezaleznych sil P,, Przynaleiy mu
uklad v sil wezlowych izostatyeznych K, czyli sil sprezystoSei @;.

Wobec izostatyczho$ei ustroju liczba w parametréw jego
zmienno§ci linjowej réwna jest v, a przeto, utoisamiajgc owe
paramefry z niezaleznemi posunigciami g, sil @, otrzymamy v
warunkowych réwnafi:

K= Q;=2P,aﬂ j=1,2,...0 (170)
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Czgstkowe pochodne tych wzoréw wyznaczymy z zalezno$ci
(154):

V(_p,q):(]

w postaci stalych spélezynnikéw wptywu poszezegélnych sil P,
na Q;, o ile jakobian:

J‘Vlrrf‘h“' Vﬂj
PisPaye+ Pm

nie jest réwny zeru dla poczgtkowych zerowych posunieé py,¢q;.
Jego zerowej wielkoSei przynalezy punkt osobliwy zmienno§eci
ustroju. Réwnania (170) sluzg do wyznaczania si! wezlowyeh Q,.

Tak np. (Rys. 100)—ustréj plaski, zlozony z dwéeh bliznia-
czych pretéw prostych pp o stalym przekroju i trzech wezléw wp
jest izostatyczny. Oznaczmy przez g przyrosty dlugoSei L obu
pretéw, przez p — posunigcie pionowej sily zewnetrznej P. Wo-
bec zupelnej symetrji ustroju i obeigzenia mamy:

V(0,0)=(L+q) — (h—p} — 3 P=2hp—p+2Lg+¢*=0

9 _ _L+gq
dq h—p

Réwnanie podstawowe (157)
daje tu:

2 Qg — Pip=0
1 ,L+gq
< 2Ph——p
P P

i~

~ 7 92sind’ 2sina

gdzie przez o i «’ 0znaczono od- Rys. 100 i 101.
powiednio katy: BAC i B'AC.
Przy poczgtkowej zerowej wielko§ei posunigeia p jakobian:

O B
JHB};H‘z(h p)
réwny jest 2h, a przeto osobliwy punkt zmienno§ei ustroju

istnieje tylko wtedy, gdy & jest réwne zeru (Rys. 101).
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W tym szczeg6lnym przypadku skoficzona sila P daje nieskofi-
czenie wielkie sily Q — osiowe pretéw ustroju.
W ogdélnym przypadku zaleznoSei (155) (156) s3 linjowe:

QL
q=r =FF
natomiast trzecia (154) wystepuje w ksztalcie nielinjowym. Mimo
to jednak ustréj moze byé uwazany za linjowo zmienny — w przy-
blizeniu, gdy h jest rézne od zera, jako ze w tym przypadku,
przy odksztalceniach znikomych, praktyecznie jedynie dopuszezal-
nych, mozemy drugie potegi pomingé i pisaé wprost:

V(p.q)=2hp—+2Lg=0

7. Odksztalcenia pierwotne i cieplne. Sprezyste odksztal-
cenia pierwotne moga sig pojawiaé w ustroju stalym, nieobcia-
zonym silami zewnetrznemi, Moga powstawaé lacznie z wymu-
szonemi posunigciami poszezegblnych punktéw ustroju i wywoly-
waé zré6wnowazone uklady wezlowych sil sprezystosci, rodzacych
naprezenia pierwotne w odksztalconych ogniwach ustroju.

Uklady posunieé wymuszonych, sprowadzajace sig do zmian
polozenia ustroju, jako caloSeci, nie daja odksztalcen i naprezefi
pierwotnych. Nie dajg ich réwniez i posuniecia wzgledne od
siebie niezaleznych wewnetrznych sil! wezlowych ustroju, nie-
obcigzonego silami zewnetrznemi. ZLatwo to dostrzec, choéby
ze wzoru (170).

A przeto posuniecia punktéw podparcia ustroju stalego,
nieobeigzonego, izostatyeznego zewnetrznie, oraz — posunigeia
wzgledne wezlowe — ustroju izostatyeznego wewnetrznie i zew-
ngtrznie — nie dajg poczatkowych naprezefi. Te naprezenia
mogg wige tylko powstawaé w ustrojach hyperstatycznych.

Oznaczmy przez p, wymuszone posunigcia hyperstatycznych
podpér nieobeigZonego ustroju stalego. Odrzuémy te podpory
i wzamian — przyl6zmy odpowiednio dobrane sily zewnetrzne

Py, przynaleine posunieciom pne Drugie twierdzenie Castigliano
da uklad réwnafi:

OH _
ap,— Pr

z ktérego wyznaczymy odpory Py, a, co za tem idzie, i wszystkle
sily wezlowe ustroju.
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Te same wyniki otrzymamy, stosujac twierdzenie Betti, lub
Mohr’a.

Tak np. (Rys. 102) ustuﬁ_} pretowy, zlozony zdwéeh bliz-
niaczych pretéw ps, dwéch wezléw wp przegubowych podpér A
i jednego wezla ws — gérnego — jest hyperstatyczny zewngtrznie
jednokrotnie. Izostatyczne pionowe posunigeia punktéw pod-
parcia nie dajg zmian ustroju: pierwotne naprezenia moga jedy-
nie powstaé przy posunigciach
poziomych, Zatem po zdjeciu
ustroju z przegubéw — rozsu-
wamy nieco podpory: pierwot-
na odleglo§é ! punktéw pod-
parcia wzrasta o dany przy-
rost p. Chege ustréj ponow-
nie podeprzeé — zmuszeni je-
steSmy rozciagngé go silami Rys. 102.
poziomemi X tak, aby odleg- '
lo§¢é punktéw wezlowych A wzrosla do I+ p. Zatem wezlowe
sily obu pretéw obejmuja: sile podiuzng S'i poprzeczng V, a przeto
w przekroju biezacym C preta, przynaleznym odecietej z panuje
sila osiowa 0,, §cinajgca Q, i moment zginajacy M, : '

0,—Xcosa Q.= Xsina M,= Xz sin«
Pomijajae, jak zwykle, prace sil §cinajgcych, mamy:

L

X*Leos*o | \ X*sin’a ., XU (coszrx thﬂa)
H=""gp +S T ¥ 9hcosa | F T 127

]

Zatem na mocy drugiego twierdzenia Castigliano:

oH - Epcose
ox P 5 (cosi’a Pigia) rx)[
12J

W przypadku nieobeigzonego ustroju stalego hyperstatycz-
nego wewnetrznie odrzucamy ogniwa lub wigzy hyperstatyczne,
zastepujge ich dzialanie silami K,, przynaleznemi wymuszonym
posunigciom wzglednym w; — wezlowym. Drugie twierdzenie
Castigliano da.uklad réwnaf:

OH
OKn

Wytraymalodd lworeyw 24

:wk
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z ktérego wyznaczymy sily weziowe K, hyperstatyczne, a wige
i pozostate sily wezlowe ustroju.

Te same wyniki da twierdzenie Betti, lub Mohr'a,

Tak, np. (Rys. 103) ustréj pretowy obejmuje dwa proste
blizniacze prety ps, sztywno zwigzane u géry wezlem ws, u do-
lu — przegubowo zlgczone z poziomym pretem prostym pp, na
wezlach wp — lewej podpory posuwnej i prawej przegubowej.
Ustr6j ten jest wewngtrznie hyperstatyczny jednokrotnie.

Odrzuémy dolny pret i zal6zmy wzamian inny — nieco
mniejszej diugosei:

l'=[—w

rozeciggngwszy go uprzednio do wlasciwej dlugosei I. Po zalo-
zeniu dolny pret §ciggnie ku sobie przeguby A pretéw gérnych,
B zblizy punkty podparcia,
L dzialajge na nie silami po-
1 ziomemi X, osiowemi, zwré-
1 conemi ku sobie. Oznaczmy
T przez w, zblizenie punktéw
1& | % ﬁ‘* wezlowych. Dwie sily bliz-
3 : niacze, lecz réinozwrotne,
Rys. 103. : stanowig obcigZenie osiowe

rozeiggajace dolnego preta, daja wige jego wydluZenie:

d

L Wy=w—wy

Praca sprezysta obu gérnych pretéw bedzie jak wyizej:

By ~2cosa

b1 ( cos?a | I*tg?a
EF 12 EJ

dolnego preta:

Xzl
By = 2E,F,
ealego ustroju:
H=H+H,

a przeto na mocy drﬁgiego twierdzenia Castigliano:

__0H, | 0H, OH

e R BT T
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stad ostatecznie:

Wyzej rozpatrywane posunigcia wymuszone, rodzace napre-
zenia pierwotne, mogg powstawaé przypadkowo: pochodzié z nie-
dokladno§ei zbiérki lub osiadania podpér. Moga byé réwniez
wywolywane rozmySlnie, w celu uzyskania pozadanych zmian
w ukladzie naprezefi poszczegbélnych ogniw ustroju. Tak czy
inaczej powstale naprezenia pierwotne ustroju naogé! sa nie-
zmienne,

Nadto wszelkiego rodzaju zmiany cieplne w ustroju stalym
réwniez dajg uklady posunigé wymuszonych, a przeto, w mysl
rozwazafi og6lnych, — moga wywolaé sily odporowe lub wezlowe
ustrojéw hyperstatycznych, nieobeigzonych silami zewnetrznemi.
Tym silom odporowym, lub wezlowym przynaleig naprezenia
cieplne ogniw ustroju, zazwyczaj okresowo zmienne, a wige do§é
niebezpieczne naogdé! dla trwaloSei ustroju.

Aby te napreienia cieplne wyznaczyé, lub ocenié, odrzu-
camy hyperstatyczne podpory, czynige ustréj — swobodnie roz-
szerzalnym, — zaczem — po wprowadzeniu Zgdanych zmian
temperatury, sprowadzamy punkty podparcia odrzuconych pod-
pér do polozenia wlaseiwego, zapomoca dziatania sil zewngtrz-
nych, zastepujgcych hyperstatyczne odrzucone podpory.

Oznaczmy przez p, posunigcia odporéw hyperstatycznych
Py, przylozonych wzamian owych podp6r odrzuconych. Drugie
twierdzenie Castigliano da uklad réwnaf:

OH _
P, Pu

z ktérych wyznaczymy odpory P, a zatem i sily wezlowe,
rodzgce naprezenia cieplne ustroju.

Tak np. (Rys. 102) ustréj, nieobcigzony silami zewngtrznemi
oczywiscie nie dziala na podpory przy pierwotnej jednostajnej
temperaturze #, zbiérki, mozemy go przeto swobodnie zdjgé
z przegub6w podpér i doprowadzié do jednostajnej temperatury £,
przyczem pierwotna odleglo§é ! dolnych punkiéw wezlowych
wzro$nie do:

11 +c(t—1)]
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gdzie przez ¢ oznaczono spélezynnik rozszerzalnosci- cieplnej
linjowej jednolitego tworzywa obu pretéw.

Zatem, chcac ustréj ponownie podeprzed, zmuszeni jesteSmy
przywréeié pierwotng odleglos§é I wezléw A, dzialajac na te
wezly poziomemi silami X. Praca sprezysta, tym silom przy-
nalezna:

X2l [(cos’e | I°tg’

~9%cosa\ EF 12EJ

a przeto, na mocy drugiego twierdzenia Castigliano:

5H,_ . Ec (t —t,)
W“CI(t_t") X onn + rtgla
EF 12 EJcos o

W przypadku nieobeigionego ustroju stalego, wewnetrznie
hyperstatycznego, odrzucamy ogniwa, lub wiezy hyperstatyczne,
czynige ustréj swobodnie rozszerzalnym, zaczem, po uzyskaniu
zgdanych zmian temperatury, sprowadzamy wezly odrzuconych
ogniw, lub wiezéw do wlasciwego polozenia lub ksztaltu zapo-
mocg sil zewnetrznych, zastepujacych dzialanie odrzuconych og-
niw, lub wigz6w. Oznaczmy przez wy posunigcie wzgledne owych
hyperstatycznych zastepezych sit wezlowych Ky. Drugie twier-
dzenie Castigliano da uklad réwnaf: y

OH _
K, s

z ktérych wyznaczymy owe sily K,, a wiec i pozostale sily
wezlowe ustroju. Te same wyniki otrzymamy, stosujac twier-
dzenie Betti lub Mohr’a.

Tak np. (Rys. 103) sily wezlowe ustroju nieobeigzonego sa
niewgtpliwie réwne zeru przy pierwotnej jednostajnej tempera-
turze £, zbiérki. Mozemy przeto swobodnie zdjaé z przegubéw
dolny pret i doprowadzié go ‘do jednostajnej temperatury f,

priyczem pierwotna odleglo&é I jego punktéw qulowych bedzie
réwna:

U1+ et —1,)]

gdzie ¢ oznacza spélezynnik linjowej rozszerzalno§ei cieplnej
tworzywa preta.
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Zatem, checac pret ten zalozyé ponownie, musimy odpo-
wiednio zmienié pierwotng odleglo§é punktéw wezlowych 4 obu
gérnych pretéw ustroju, dzialajgc na te punkty silami pozio-
memi. Po zalozeniu preta, ustali sie wlasciwy przyrost w,
pierwotnej dlugosci I tego preta, obcigzonego osiowo silami X
poziomemi na wezlach. Istotne jego wydluZenie bedzie wiec:

wt_}:G[(t_fﬂ)‘_‘wl

Te same sily X, lecz réznozwrotne, stanowig obciazenie weziowe
gérnych pretéw. Zatem ich praca sprezysta:

X1 (cos‘*a ? tg'ﬁa)

=50 \EF T 125

preta dolnego:

X2l
h=3% F,
calego ustroju:
H=H,+H,

a przeto, na mocy drugiego twierdzenia Castigliano:

BHI 5 . 0, aﬂg 0H

cl(t‘_tn)zwl—{_wz — 00X

skad ostatecznie:

= clt—1t)
A== cos . Ptg’o

EOFO + EF T 12 EJ cosa

C. Cze§é trzecia,

1. Belki proste hyperstatyczne.

a, Belka dwuprzeslowa (Rys.104) o stalym przekroju:
Obciazenie podstawowe: sily i odpory: A X P B
ich posuniecia: 0 0 P 0

ObcigZenie pokrewne I: sily i odpory: a 1 0 b
ich posunigcia: 0 x p 0



