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B. Czes§6 druga.

1. Roéwnanie odksztatconej. WeZmy pod uwage (Rys. 117)
pierwotng plytke A BCD preta krzywego 'plaskiego. Zawarty
w niej odecinek O O’ nieodksztalconej osi preta:

ds=r,dyp

Pod dzialaniem obcigZzenia zginajgcego plaskie §cianki AB,
CD pochylajg sig o kat ddy obrotu okolo linji obojetnej L/, two-
rzac plytke odksztalcong AB ¢’ D'. Zawarty w niej odcinek 00”
odksztalconej preta:

ds' =r(do -8 dy)

Im wigkszy jest pierwotny promiefi krzywizny r, preta, tem
blizej srodka O” lezy linja obojetna. Zatem dla pretéw o. malej
krzywiZnie: - I
ds==ds'
a przelo:
rodp=r(de-8 dy)
oraz, na mocy (172):

1 _1 (g %de\ 1 M
e et

Stad — r6wnanie odksztalconej preta o malej krzywiznie:

1. 4 M
F F BE 50 E WG (175)
- gdzie przez r i r, oznaczono promienie krzywizny: odksztalconej
i pierwotnej osi preta krzywego plaskiego, przez M — moment
zginajacy, przez J,; gléwny moment bezwladnoSeci przekroju bie-
zgcego — wzgledem osi, prostopadiej do plaszezyzny krzywizny
preta.
Dla preta o znacznej krzywiZnie:

ds'=ds+addy=r,dy+ addy

jako, ze linja obojetna lezy w odleglosci a od §rodka przekroju.
Zatem:

1 de-tbdyp

r  rodp-+adde
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Odejmujae, otrzymamy:

1 1 dp+ddy  dy _____.___(,1”?;)"“"?
re r,de+addy rode _( a qu:)
1+ ro d? 0d‘P

oraz, na mocy (174):

Joui
1 1 To M_ M _
ror, 1_,'_ M EFar, EFar, = ' (116)
EFr,

Oba powyizsze wzory wymagaja dodatniego znakowania mo-
mentéw, zwiekszajacych pierwotng krzywizne preta i naodwrét.
Sg bardzo niewygodne w uzyciu. Dobre wyniki da drugie twier-
dzenie Castigliano, lub Menabrea.

2. Praca sprezysta. Plaskie obcigZenie zewnetrzne preta
krzywego plaskiego obejmuje: sily skupione i jednostkowe, le-
igce w plaszezyZnie krzywizny preta, oraz momenty zewnetrzne,
do tej plaszezyzny prostopadle. Po sprowadzeniu plaskiego obcig-
zenia do Srodka biezacego przekroju otrzymamy wypadkowe:
silg osiowg S, Scinajgca Q, i moment zginajgcy M.

Posunigeia tych sil uogélnionych preta o malej krzywiZnie
beda odpowiednio: (171), (172):

Sr Sds ds
s=rddy=-—7pde="pr ‘?=‘%ﬁ“

gdzie przez ds oznaczono dlugostkq luku pierwotnej osi preta,
przez J moment bezwladnoSei przekroju biezgcego F wzgledem
osi, prostopadlej do plaszezyzny krzywizny preta.

Z tych zaleznoSei linjowych, na moey twierdzenia Clapeyron’a
mamy prace sprezysta dla plytki biezgcej: '

dH=

M
sEF Tlagr T2 EJ) ds

Stad, pomijajge, jak zwykle dzialanie sil §cinajgeych, otrzy-
mamy prace sprezysta dla calego preta o malej krzywiZnie:
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S® M?
0

gdzie s oznacza calkowity dlugos§é pierwotnej osi preta.
Posunigeia uogdélnionych sil sprezystosci: S,Q,M preta
o znaeznej krzywiZnie bedg odpowiednio: '

d
s=rddetardg="00 +7E g=iGp
Mdyg

~ Sd
m=Adp+ddg= Tt 4258

a przeto, na mocy twierdzenia Clapeyron’a, praca sprezysta dla
plytki biezgcej:

S'ds , SMds , M?ds Q”ds
dH-—— (SS+QQ+M )= 2EF+EF} +2EF&I‘ il 2 GF

a dla calego preta o znacznej krzywiZnie:

&

_\(.S | SM M Q*
H “S(zm+ EFr, 8EFar, Tlogr)d © (178

gdzie s oznacza calkowita dlugo$é pierwotnej osi preta.

3. Odksztalcenia. WeZmy pod uwage pret krzywy plaski,
(Rys. 119), plasko obciazony. Ze érodka C dowolnie ‘zresata
obranego przekroju AB, zazwy-
czaj jednego ze skrajnych, osa-
dzonych lub podpartyeh, wypro-
wadzamy stale osie sp6irzednych,
tak, aby 0§ X stanowila normalng,

a o§ Y — styezna pierwotnej osi
preta w C. Chcac zdaé sobie
sprawe, jak pret sie odksztalea,
wyodrebniamy jeden z poprzecz-
nych przekrojéw a, b, preta nie-
odksztalconego. Spéirzedne jego 4
§rodka(,0znaczamy odpowiednio
przez: Xx,,Y,,— przez ¢, — kat
nachylenia ku osi X — stycznej
odksztalconej, wyprowadzonej z 0,, jako punktu stycznoSei.
]

Wytrzymalodé tworayw.
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Po odksztalceniu §rodek 0, bedzie mial spélrzedne:

—\'o+& . Yot+v
przekrédj a, b, pochyli sig ku osi X pod katem:

9o w

Cheae znale¢ posunigeia: u,v,w, przykladamy do $rodka 0,
sily, tym posunigciom przynalezne: X, Y,, réwnolegle do osi X, ¥
i moment N,, prostopadly do gléwnej plaszezyzny X Y preta,
dodatni, bo zwigkszajacy jego krzywizne pierwotng.

Nadto — wyodrebnimy przekr6j biezacy a b, nachylony pod
katem ¢ ku osi X, i sprowadzimy do jego Srodka:

0(x,y)

obcigzenie zewnelrzne czgSci ab K L preta, zawierajacej 6w prze-
kréj a,b,. Sily zewnetrzne dadza wypadkowe: sile osiowg S,,
§cinajacyg Q, i moment zginajacy M,, prostopadly do XVY.

Zatem po dodatkowem uwzglednieniu sil X, ¥, i N, — otrzy-
mamy w §rodku 0 wypadkowe: silq osiowg §, §cinajgeq @ i mo-
ment zginajacy M, przyczem niewgtpliwie:

S=28,+ X,cosp-+} Y,sin¢g Q=Q,+ X,sing— Y,cosy
M=M,~+ Ny~ X, (o —y) — Yy (x,—x)
Drugie twierdzenie Castigliano da dla preta o znacznej

krzywiZnie:

0H\ Sucoscp Sy (o —y) Mcoscp
Gzh—"—y iy e

0

4 Moo — ”H%mﬂﬁ

EFar,

(_6@) i [Sosin ? _ Sy(xo—x) , Mysing
0 EF EFr, EFr,

_ My (x,—x) o l.QGCOS‘P
EFar, GF |98
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(3 o\t )
0 R

gdzie uwzgledniono istotne, zerowe wielkosei dodatkowych sil:
X, Y, N,.

Dla preta o malej krzywiZnie otrzymamy, pomijajge, jak
zwykle, prace sil Seinajacych:

( S[S cosy | My (yu y)]
ax.,

(aH) S‘S smtp -Mn(xc. x)]

(aﬁ) == SM—E?
0

i tu — ujecie pochodnych w nawiasy z dolnym zerowym wskaz-
nikiem oznacza konieczno§é uwzglednienia istotnych wlelkoécl
sil dodatkowych:

X,=Y,=N,=0

4. kuki. Pret krzywy ptaski, koficami wsparty na podpo-
rach zwie si¢ fukiem. Zlewego punktu podparcia wyprowadzamy
osie sp6lrzednych: poziomg X — w prawo, pionowg Y do géry.
Na osi X lezy drugi punkt podparcia, przynalezny odcigtej I —
zwanej rozpigtosciq luku, Srodek (' biezacego przekroju ma
sp6lrzedne: x,y. Styczna pierwotnej osi Iuku, wyprowadzona
z tego $rodka, jako punktu styeznoSci, tworzy kat ¢ z osig X.
Rzedna f §rodkowego punktu D osi stanowi wysokosé tuku,

a. Luk dwuprzegubowy — ma obie (Rys. 120. I) pod-
pory A, B przegubowe. Przy obcigzeniu plaskiem, z réwnafi
statyki luku otrzymamy obie sily odporowe pionowe: V,V;
i jedng poziomsg, np. X, ; — druga, X — stanowi odpér hyper-
statyczny.
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Obcigzenie zewngtrzne odcinka 4 C luku, Igcenie z izosta-
tyeznym odporem V, po sprowadzeniu do Srodka C da: silg
osiows S,, sile §cinajgcn Q, i moment zginajacy M,, zatem w C
panowaé beda wypadkowe:

S=S,— Xcos¢y Q=Q,} Xsing M=M,+ Xy

W stosunku do promienia krzywizny — poprzeczne wymiary
lukéw sg naog6! nieznaczne, zatem dla luku, jako preta malej
krzywizny:

Sﬂ Ma
H=S 2EF+2EJ)d3
0

skad, na mocy I_t.wierdzenia Menabrea:

— Mo
7 e Y

0H \ (Xcosp—S& M, + Xy =
BT#S( = y)ds—{)
(1]

i ostatecznie:

&

S(SDCOS ? Muy} ds

EF EJ
X (179)

Euk dwuprzegubowy nie
moze sie swobodnie rozsze-
rzaé poziomo. Przy jedno-
stajnem nagrzaniu na (—¢,)°,
rozpigto$é pierwotna / wzro-
staby do:

I+el(t—1,)

gdyby lewa podpora byla
posuwna, W tym wzorze przez e, oznaczono spélczynnik linjo-
wej rozszerzalnoSci cieplnej. Zatem, by wrécié do warunkéw
istotnych, nalezaloby 6w cieplny przyrost sprowadzié do zera,

Rys 120.
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dzialajae na punkty podparcia odpowiednio dobranemi silami
poziomemi X;.

W rzeczywistoSci jest jednak nieco inaczej: jednostajnie
nagrzany luk rozpiera podpory poziomo, wywolujac ich przeciw-
dzialanie — w postaci odporéw poziomych X;. Ich praca spre-
aysta:

S Xr cos ? X2\ s
2EF 2EJ)
1]

Zatem, na mocy drugiego twierdzenia Castigliano:

#

0H, _\(Xicos’e Xy “

B—X;—S( + ) s=e l(t—1,)
1]

Stad bezposSrednio;

X{—: . etf(t_tn) ] = . : (180)

Lo
S'ﬁ( “FF )

Przy lgcznem dzialaniu jednostajnego nagrzania i obcigZenia —
sila odporowa pozioma lewej podpory jest ré6wna X X;.

b. Luk osadzony obustronnie (Rys. 120. IT) dZwiga pla-
skie obcigzenie zewnetrzne. Ten sam luk, tak samo obeigZony,
lecz wsparty na podporach: lewej posuwnej i prawej — prze-
gubowej, jest niewgtpliwie izostatyczny. Jego réwnania statyki
dadzg: sile odporowg pionowg V lewej podpory, prawej — pio-
nowg V; i poziomg U;. Obcigzenie zewnetrzne odcinka AC,
Igcznie z odporem V, po sprowadzeniu do §rodka C biezacego
przekroju preta izostatycznego da: sile osiowg S,, sile.§cina-
jaca Q, i moment zginajacy M,. :

Wistocie jednak obie podpory sg stale: zatem lewa da
site odporowa pozioma X, pionowa Y-} Vi moment odporowy Z.
Odpory prawej: X,, Y-} V,,Z otrzymamy z réwnafi statyki.
W biezgcym przekroju luku panowaé beds: sila osiowa §, sila
dcinajgca Q i moment zginajgecy M, przyczem:

8=S§,— Xcosp— Ysing Q=Q,+ Xsing— Ycose
M=M,+Z+ Xy— Yx
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Dla luku, jako preta o malej krzywiZnie:

=\ (g5 + )
0

a wiec na mocy twierdzenia Menabrea:

0H O0H O0H

X ay 0z =0
i ostatecznie: '

8 &

sin @ cos X yds
AS(GOS 089y ¥ -)ds-l— YS —E'}F_'_{P_Eg)ds FZSJL?J
0

0

8

=S(S°cosq> —M“'y)a's

EF EJ

0
&

XS(Siﬂ;;OScp__ry)ds_I_YS(squ +EJ) Zg.%f_‘}g: |
3 e y .
0 = 0

e

& & & &

yds xds ds M,ds -
XSEJ S J-|—ZSEJ _S_EJ' . s o o« s (181)
0 ] '

0

Calki powyiszych wzoréw najlepiej wyznaczaé wykre§lnie.

Luk obustronnie osadzony, nie moze rozszerzaé sie swo-
bodnie. Odrzuémy obcigzenie zewnegtrzne, zmiefimy lews pod-
pore stalg — na przegubowa, prawg — na posuwng. Przy jedno-
stajnem nagrzaniu tego izostatycznego Iuku na (f —{,)°, pierwotna
jego rozpigtosé I — wzroénie do:

I+a=1+el({t—t,)
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gdzie e; oznacza sp6lczynnik rozszerzalnoSci linjowej. Wszyst-
kie wymiary wzrosng przytem proporcjonalnie, nie zmienig sie
przeto katy « — pochylenia ku osi X— skrajnych stycznych pier-
wotnej osi luku. Wistocie jednak podpory A4,B sg stale i nie-
sprezyste, a rozpigto§é ! — niezmienna, zatem, by wrécié do
warunkéw rzeczywistych, nalezy, przy stalem pochyleniu stycz-
nych f, ku osi X — przywré6cié pierwotng odleglo§é I punktéw
podparcia 4,B. W tym celu nalezy przylozyé do tych punk-
téw sily poziome X;— oraz momenty Z;, stopniowo i jednocze-
$nie rosngce od zera do wielko§ci ostatecznych tak, aby wydlu-
ienie a stopniowo zmalalo do zera — przy niezmiennych kg-
tach «,

Stad wniosek, ze sifom X, przynalezy posuniecie ¢, momen-
tom Z,— posuniecie 2§ réwne zeru (Rys. 120. IV). Dla luku
o malej krzywiZnie: :

X cos’y | (Zi+ Xiy)®
= S T9EF top Y

a przeto, na mocey drugiego twierdzenia Gaétigiiano:

0H, cos’ ¢ yds -
X, X‘S( +EJ)“"’+Z‘SEJ_"‘I(’ to)

0

8

OH, yds
97 S -+ ZtS
: : 1] a

Z tych réwnan otrzymamy X;,Z . Przy lacznem dzialaniu jedno-
stajnego nagrzania i obcigzenia, lewe odpory bedg odpowiednio:

X+ X V+Y  Z+Z

e. Luk paraboliczny o stalym przekroju. Dla para-
bolieznego luku niskiego i plaskiego obecigZenia pionowego:

y=4—%(t—x}x cosp==1 singp==0 ds=dx s=l



' 1 e A,
Sx“da—-gl“ Sxyds-«-g-t f y ds_—wlf*
0 0

zatem dla luku dwuprzegubowego (179):

I [

SM.,ydx SM“ya'x
0 15 0

D, i NN .~ - S
8 J. 8 If*
w5t F

Dla luku osadzonego obustronnie otrzymamy (181):

{

(o) poreae gl {moes

1]

1
2 2 2

[i]

1

2 1 1
S IX— IV Z= SM,,d.t

Z tego ukladu wyznaczymy X, Y, Z.
Dla obcigzenia jednostkowego pionowego ¢ kg na em bie-
#gcy rozpietodci I:

Mj=—5q(—x)x



