X1. ROZDZIAL JEDENASTY.

PRACA SPREZYSTA.

A. Cze§é'pierwsza,

1. Ustréj parametralnie zmienny, Ustr6j, zlozony z ogniw
odksztalcalnych, odpowiednio powiazanych na wezlach, moze,
jako sztywna calo§é — zmieniaé poloienie wzgledem obranego
nktadu odniesienia, a nadto — ulegaé zmianom pierwotnego
ksztaltu, Ustréj jest parametralnie zmienny, gdy wszelkie jego
zmiany polozenia i ksztaltu dajg si¢ sprowadzié do zmian skofi-
czonej liczby w parametréw geometryeznych r od siebie nieza-
leznych. '

Droga zamiany zmiennych mozZna ofrzymaé¢ podstawowy
uklad tej samej liczby w parameiréw giswnych, obejmujgey:

a parametrow potozenia u lub przemieszezenia ustroju
wzgledem owego nieruchomego ukladu,

b parametrow przeksztalcenia t pierwotnej postaci ustroju
przy niezmiennym ksztalcie wszystkich jego ogniw, wreszcie:

¢ parametrow doksztatcenia s, czyli zmian pierwotnej po-
staci ustroju, powstalych ze sprezystych odksztalcefi jego ogniw,

Wezmy, jako przyklad, niezmiennie plaski ustréj czterech
pretéw prostych (Rys. 95), przegubowo Igczonych na wezlach.
Osie przegub6w, prostopadle do plaszezyzny ustroju, przechodzg
przez punkty przecigeia sie podluznych osi pretéw. W plasz-
czyZnie ustroju lezy uklad odniesienia — osi stalych prostokat-
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nych X,,Y,. Ten ustréj, zwany krétko: przegubowo-pretowym
ma osiem geometrycznych parametréw niezaleznych przy réwno-
miernem osiowem odksztalcaniu sie pretéw: oSm spélrzednych
punktéw wezlowych. Podstawowy u-
¥ klad parametréw gléwnych obejmuje:
v P 2 v/4 . Irzy parametry polozenia: dwie
3 sp6lrzedne x,,y, jednego z punktéw
4 X wezlowych i kat hylenia k
N wezlowych i kat « nachylenia ku
¢ v osi X, jednego z pretéw,
a
I jeden parametr przeksztalcenia:
X, Y% % kat ® pomigdzy osiami ktérychkol-
° wiek dwéch pretéw, zlaczonych prze-
gubowo, wreszcie:

Rys, 95.
czfery parametry odksztalecenia:
bezwzgledne wydluzenia: ¢,,q,,qs,q, pretéw.

2. Sily zewnetrzne ustroju. W ogélnym przypadku przy
zmianie polozenia, lub ksztaltu ustroju — punkt przylozenia sily
jego obcigzenia zewnetrznego przemieszcza sie. Rzut tego prze-
mieszezenia na o§ pierwotng sily zwie sie posunigciem tej sily,
przyezem znak sily przynaleizy jej posunigein jednozwrotnemu,
— odwrotny za§ — réznozwrotnemu z sila. Sila przez posunie-
cie daje prace, stad prosty spos6b okreSlania posunigé sil uo-
gélnionych. Tak, np. kat obrotu pary sil stanowi posunigcie
jej momentu, jako sily uogélnionej.

W ustrojach parametralnie zmiennyech — posunigeia p sil P
obeigZzenia zewnetrznego, zalezne sg od parametréw r, istnieje
przeto n zaleino§ci:

Vip,r)=0 b 5 & o ow a (1D4)

z ktérych wyznaczyé mozna n posunigé p tyluz sil zewnetrz-
nych P, zwyklych, lub uogdlnionych, niezaleznie od wielko§ci
tych sil.
] Tak np. warunek §ciSle osiowej odksztalealnogei niewazkich
ogniw ustroju przegubowo-pretowego wymaga obciazenia sitami
zewnetrznemi P, lub ich skladowemi: X, Y, Z wylacznie tylko
na punktach wezlowych. Przy zmianie parametréw gi6wnych
skladowe przemieszezefi wezI6w staja sie posunigeiami sil X, ¥, Z,
niezaleznemi od ich wielko§ei.

Sily zewngtrzne ustroju mogy zmieniaé swa wielko§é nie-
zaleznie od polozenia swych punkiéw uczepienia. Moga byé
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réwniez oden zalezne, a .nadto zawieraé niezalezny czynnik
wzrostu (szybkosé kgtowa stanowi 6w ezynnik sily od$rodkowej).

3, Sily sprezystosci ustroju. Sprezystym odksztalceniom og-
niw przynaleza napreZenia. Wypadkowe naprezef, czyli tak
zwane sity sprezysto$ei Q wystepujg zawsze bliZniaczo i réino-
zwrotnie, jako znoszgce sie wzajemnie sily wewnetrzne ustroju.
Maja wiec posunigcia wzgledne q.

Uklad skoficzonej liczby v sil @ i tyluz ich posunigé g jest
petny, gdy calkowity przyrost pracy sprezystej dH przynale-
zny odksztalceniom wszystkich ogniw ustroju, wyraza sie jako
> Qdg.

W ustrojach parametralnie zmiennych posuniecia ¢, jako
wzgledne, zalezg tylko od parametréw odksztalcenia s, istnieje
przeto v zaleZnoSei:

W(g,s)=0 C e ... (1BB)

z ktérych moZna wyznaczy6é v posunieé ¢ tyluz sil sprezysto-
§ci Q, niezaleznie zresztg od wielkoSeci tych sil.
Nadto Wytrzymalo§é Tworzyw daje v zaleznoSci

S(g,Q)=0 e ... (156)

z ktérych wyznaczyé mozna v sil Q w zalezno$ei od tyluz posu-
nigé ¢, lub naodwrét. '

Z linjowoS§ci wszystkich zaleznoSci (166) wyplywa bezposred-
nio swoista postaé H pracy ustroju, jako jednorodnej funkeji
drugiego stopnia sil Q, lub posunieé ¢q. “

Linjowo$é wszystkich zaleznoSci (1564, 155 i 156) cechuje
ustrdj linfowo parametralnie zmienny. -

Tak np. w ustroju (Rys. 95) zlozonym z niewazkich plQ-
téw stalego przekroju F, obcigzenie silami zewnegtrznemi na
wezlach daje sily osiowe Q i wydluzenia ¢ pretéw, powigzane
zalezno§ciami:

S(g,Q)=EFqg—QI=0
Zalezno$ci (155) otrzymamy ze znanego geometrycznego wzoru
wyrazajgcego dlugo§é odcinka prostej.

4. Roéwnowaga ustroju. Podstawowy warunek réwnowagi
ustroju parametralnie zmiennego:

SU=3Qéqg— SPip—3H—ZPop=0 . . . (167)
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oparty na zasadzie prac mozliwych, rozpada sig na w réwnar
warunkowych:

‘ oH 7] 0q, . .
U= — ,a"; ZQ‘ jo=1,9, it

W ukladzie n sil obcigZenia zewnetrznego — sil niezalezZnych
od siebie jest tylko:

m-<n

zatem z powyZszych réwnafi warunkowych mozna wyznaczyé
wszystkie parametry r w funkeji tych m sil P, lub ich czyn-
nik6w od poloZenia niezaleinych,o ile:

a. funkcje U; orazich pierwsze pochodne wzgledem wszyst-
kich r sa ciaggle w sagsiedztwie poeczatkowych warto$ci zmien-
nych, cechujacych rozpatrywany stan réwnowagi, a nadto, o ile:

b. jakobian

JUI,UQ,...UW

T S s

jest rézny od zera dla tych wartoSci poczatkowych.

Przy spelnieniu warunkéw powyiszych istnieje tylko jeden
uklad funkeyj, uzalezniajacych parametry r od m sil P. Funkcje
te sq ciggle w sgsiedztwie owych poczatkowych warto§ei zmien-
nych. Zaleznodei (154, 155 i 156) sluzg nastepnie do wyznacza-
nia:’ p,q,Q réwniez w funkeji m niezaleZnych od siebie sil P
obcigzenia zewnetrznego.,

5. Réwnania warunkowe. Podstawowy uklad parametréw gl6-
wnych daje trzy gromady réwnaf warunkowych:

Zadp'zo j=1,2,...a

ZB""" j=1,2,...b
0H N, 0p oH aq. .
o~ 2P =0 ___.2 Ul j=1,2,...c

=1

Pierwsza, przynalezna parametrom u, Warunkuje réwnowage ustro-
ju, jako calofci sztywnej, stuzy przeto do wyrézniania i wyzna-
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czania izostatycznych odporéw ustroju, unieruchomionego na
podporach,

Druga gromada, przynalezna parametrom { daje warunki
réwnowagi ustroju niestatego, czyli zmiennego wewnetrznie prazy
zupelnej niezmiennoSci wszystkich ogniw.

Trzecia — przynalezna parametrom s, warunkuje réwno-
wage ustroju stalego sprezystego, zlozonego z ogniw odksztal-
cajgcych sig w obszarze sprezystosci,

6. Ustréj sprezysty. Rozpatrujemy ustréj sprezysty, linjo-
wo parametralnie zmienny, unieruchomiony na sztywnych pod-
porach, a przytem staly, to jest niezalezny od parametréw
przeksztalcenia.. Podpory sprezyste nie wymagaja swoistych roz-
wazafi: wystarczy uzupelnienie ustroju odpowiednio dobranemi.
ogniwami sprezystemi, opartemi na sztywnych podporach,

Druga gromada réwnafi warunkowych odpada wobec sta-
losei ustroju. Pierwsza sluzy do wyrdznienia odporéw izosta-
tycznych. Pozostale, narazie niewiadome odpory hyperstatyczne
mozemy wlaczyé do ukladu sil zewnetrznych, przypisujae tym
dodatkowym silom odpowiednie posunigcia, ktére w nastepstwie,
juz po otrzymaniu wynikéw, uezynimy réwnemi zeru. Tg droga
z pierwszej gromady réwnafi warunkowych otrzymamy izosta-
tyezne odpory w funkeji m niezaleznych sil P obcigzenia zewnetrz-
nego i odporéw hyperstatyeznych, jego sil dodatkowych.

Wobec linjowej zmiennoSei ustroju, trzecia gromada réwnaf
warunkowych daje w zaleznoSei, linjowych wzgledem P i @Q,
a przeto, gdy:

v=uw
ustrdj jest izostafyczny wewnetrznie: wszystkie jego sily spre-
zystodci Q moga byé wyznaczone z tych zaleznoSei w ogélnym

przypadku ich wyznacznika réznego od zera.
ZalozZenie:

v<w

przynalezne (w — v)-krotnej hypostatyczno§eci wewnetrznej ustroju
mozna odrzucié zgéry, wobec stalo§ei ustroju.

7. Twierdzenie Castigliano. Gdy:
v>=w

ustroj jesi. hyperstatyczny wewnetrznie (v — w)-krotnie. Réwna-
nia trzeciej gromady daja tylko w sil. sprezystofci @, izostatyez-
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nych w postaci funkeyj linjowych m niezaleznych sil zewngtrz-
nych P — oraz — pozostalych (v— w) hyperstatycznych sil spre-
zystosei Q.

Po podstawieniu tych @, w zaleznoéei (156) otrzymamy z nich
v posunigé ¢ w postaci funkeyj linjowych owych P i Q). Te
wartodci ¢ przeksztaleq v zaleznoSei (165) w tylez zaleznoSei lin-
jowych:

T(P1 Qh!}‘):O

Wyrugowanie z nich (v—w) sil sprezystosei Q, da w za-
leznosci, z ktérych wyznaczymy wszystkie parametry r w postaci
funkeyj linjowych m niezaleznych sil P, i, po podstawieniu w (154)
ofrzymamy wszystkie posuniecia p jako linjowe funkeje owych sil P.

W ten sposéb podstawowy warunek réwnowagi ustroju
(167) w ukladzie zmiennych niezaleznych P, Q, rozpadnie si¢ na
dwie gromady réwnafi warunkowych:

0H N 9pi_ 6«;: .,

=1

dq; pmd
th EQfth h—l, 2, ..-(U_w_) . . . . . (159)
Réiniczkowanie daje bezpéﬁrednio:

_O0H _ Odpi__ Op;
oPdP, — dp; 0P

a przeto, na moey twierdzenia Euler’a o funkejach jednorodnych:

K |
aP, ZP.« p‘ Zapiﬁ_p, .. .. (160)
=1

Réwnania (158), (160) wyrazaja drugie twierdzenie Castigliano:

Pochodna pracy spreiystej wzgledem niezaleinej
sily zewnetrznej daje posunigcie tej sily dla linjowo
zmiennego ustroju sprezystego stalego, unieruchomio-
nego na podporach,

W ogélnym przypadku n sil zewngtrznych P, zlozonych
z (n—m) sil, zaleznych od pozostalych m sil niezaleznych otrzy—
mamy, rozumujgc jak wyzej, to samo twierdzenie: :
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n

o\ 0P
0P, LwiP'oP,

(161)

w postaci, jakg mu nadal Merten.

8. Twierdzenia Menabrea, Drugie twierdzenie Castigliano
stuzy do okreslania warunkéw dodatkowych dla sil zewnetrznych
w razach cze$ciowego, lub calkowitego ograniczenia ich posu-
nigé. Gdy: p; jest réwne zeru, sila P, stanowi odp6r hypersta-
tyezny. Stad drugie twierdzenie Menabrea:

Pochodna pracy sprezystej wzgledem odporu
hyperstatycznego, przynaleznego podporze sztywnej,
ma warto§é zerows dla linjowo zmiennego ustroju
sprezystego stalego, unieruchomionego na podporach.

Réwnania (159) wyrazaja pierwsze twierdzenie Menabrea.

Pochodna pracy sprezystej wzgledem hypersta-
tyeznej sily sprezysto§ci ma warto§¢ zerowg dla linjowo
zmiennego ustroju sprezystego, stalego, unierucho-
mionego na podporach.

9. Dalsze twierdzenia. Mozemy réwniez z zalezno§ci (156) —
wyznaczyé wszystkie sily sprezystoSci Q linjowo przez posunig-
cin ¢. Po podstawieniu w réwnania warunkowe trzeciej gromady
otrzymamy z nich w posunigé g, w postaci funkeyj linjowyeh m
niezaleznych sil zewnetrznych P i — pozostalyeh (v — w) posu-
nigé g». Te wartoSci q przeksztales v zaleznoSei (155) w tylez
zalezno§ci linjowych:

T(P,qn,1)=0

Wyrugowanie z nich (v — w) niezaleznych posuniegé ¢, da w
zaleznoS§ci, z ktérych wyznaczymy wszystkie parametry rw po-
staci funkeyj linjowych m niezaleznych sil P,i, po podstawieniu
w (154) otrzymamy z nich wszystkie sily P jako funkcje linjowe
posunieé p. Zatem i posunigcia ¢, bedg zaleine tylko od p,qx-

‘W ten sposéb podstawowy warunek réwnowagi. ustroju
(157) w ukladzie zmiennych niezaleznych p, g, rozpadnie si¢ na
dwie gromady réwnafi warunkowych-

S O OH_NT, 04 . 5
ap, ;_P, e Qg j=12..m (16
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oH ot oq
— = Z e LEE =1.2,...(0—
T . Q i h (v—w) (163)

W ogélnym przypadku posuniecia p sg niezalezne od siebie,
jako uklad mzmiennych, powigzanychlinjowo m zaleznoSciami (154)
z tyluz silami P od siebie niezaleznemi, a przeto:

a%r:}} ;I=12...m . . (16%)

Réwnania (162, 164) wyrazaja pierwsze twierdzenie Castigliano:

Pochodna pracy sprezystej wzgledem posunigcia

niezaleznej sily zewnetrznej daje te sile dla linjowo

zmiennego ustroju sprezystego, unieruchomionego na
podporach,.

Gdy uklad n sit zewnetrznych P zlozony jest z (n— m) sil,
zaleznych od pozostalych m sil niezaleinych od siebie, wtedy
(n—m) odpowiednich posunieé p zalezy od pozostalych m po-
suni¢é p;, od siebie niezaleznych, Wyplywa. to bezpoSrednio
z rozumowan poprzednich, a przeto wzér:

OH e,
=——== P == J==1: Q& wsn T @ @ 5 @ « = (100)

daje dla tego przypadku to samo twierdzenie w postaci, jakg
mu nadal Merten.

Réwnania (163) wyrazajg fwierdzenie (L. K. ?)

Pochodna pracy sprezystej wzgledem posunigcia
hyperstatycznej sily sprezystoSci ma warto$é zerowsq
dla linjowo zmiennego ustroju sprezystego, stalego,
unieruchomionego na podporach.

10. Ustréj przegubowo-pretowy. W ustroju przestrzennym,
zlozonym z niewazkich pretéw prostych stalego przekroju, od-
ksztalcajacych sig SciSle osiowo i powigzanych przegubami kuli-
stemi na wezlach — skladowe u, v, w posunigé punktéw wezlo-
wych stanowig uklad parametréw geometrycznych r; a zarazem
i posunigé p skladowych X, ¥, Z sil zewnegtrznych P.

Sily osiowe pretéw dajg uklad sil sprezystoSci @, powig-
zanych z wydluZeniami pretéw ¢ zalezno§ciami linjowemi:

EFq—Ql=0
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Zatem pierwsze twierdzdenie Castigliano jest §cisle dla tego
ustroju, aczkolwiek zaleznoSei (155) wystepuja tu w postaeci nie-
linjowej:

g+ 5 ¢ =L@ — 1) + 1y 0 — )+ L (' —w)+
g [ — P+ @ — 0+ @ — )

W powyiszych wzorach przez [ oznaczono dlugos§é preta,
przez L., I, l. jej skladowe, przez F staly przekrdj preta, przez
u, v, w,id, v, w skladowe posuni¢é punktéw: poczgtkowego
i koficowego podluznej osi preta.

Twierdzenia pozostale daja tu przyblizone wyniki, praktycz-
nie dostateczne, lecz tylko wtedy, gdy w zaleZnosciach wyzej
podanych mozna pomingé ¢? oraz drugie potegi réinic — jako
male wyzszego rze¢du.

11, Twierdzenie Clapeyron’a. Pomn6zmy réwnania (158) przez
odpowiednie P;, réwnania (1569) — przez @, albo tez réwnania (162)
przez odpowiednie p;, a réwnanie (163) przez g,. Po dodaniu
i tych i owyeh i uwzglednieniu twierdzenia Euler’a o funkejach
jednorodnych, otrzymamy:

b=

ngﬁ—kz G, Qh—2H—ZPJPI_—2 z,vf ap,

J=d =1 =1

_zpfzdﬂpgiap,_zza, L
=1
D= L

rSYasga-Sa[3on s Sital-San

=1 .

I TS SV PR 3) L
j=1

= =1

m

DI I L

=1 !_1 =1

D=1

+3 et a- (St S i) -San

h=1 I=1
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Stad bezposrednio:

inPrzipj[sziqu:=2H . . . (166)

wzér, w ktérym wszystkie zmienne zalezne — winny byé wyra-
zone w funkeji jednego tylko ukladu zmiennych niezaleznych,
a wiec P, Q,, lub tez p, qx.

Ten wzér wyraza fwierdzenie Clapeyron’a o pracy sprezy-
stej linjowo zmiennego ustroju stalego, sprezystego, unierucho-
mionegon na podporach.

12. Twierdzenia Betti i Mohr'a. WeZmy pod uwage dwa
pokrewne uktady sil tego samego obcigZenia: poszezegélne sily
P pierwszego ukladu i odpowiednie sity P’ drugiego pokrewne-
go — winny mie¢ te same osie i te same punkty przylozenia,
moga réznié sie jednak zwrotem, lub wielkodcig, przyezem sile
P, réznej od zera, moze odpowiadaé sila P/, r6wna zeru i na-
odwrét. '

Linjowe zalezno§ei (1564, 1656 i 156) majg niewatpliwie te
same stale spélezynniki dla obu ukladéw pokrewnych, a przeto
te same warto§ei stale bedgq mialy réwniez i eczgstkowe pochodne
odpowiednich posunie¢ we wzorach: (168) i (158’), (1569) i (1569°)
lub tez: (162) i (162"), (163) i (163’), wypisanych dla ukladéw:
sil P i pokrewnego ukladu sil P’

Pomnézmy wzory (1568) i (158') przez odpowiednie P/ i P;
oraz wzory (169) i (169) przez Q,' i Qs;albo tez wzory: (162) i (162")
przez odpowiednie p/ i p;, a wzory (163) i (163’) przez qu" i qa.
Po dodaniu i tych i owych i uwzglednieniu, jak wyzej, twier-
dzenia Euler’a o funkejach jednorodnych otrzymamy:

Zprpt ZR‘ p1= ZQ: q/ = ZQ: q . . (167)
=1 =1
wzér, wyrazajgcy uogdélnione {wierdzenie Befti dla linjowo-

zmiennego, sprezystego ustroju stalego, unieruchomionego na
podporach. Ten sam wzér wyraia zarazem i fwierdzenie Mohr'a:

SPpi=> Qg . . .. . . (168

dla tegoz ustroju.
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Wszystkie, wyzej udowodnione twierdzenia o pracy spre-
zystej, oparte .na linjowym ksztalcie zaleznoSei (164, 155 i 156)
zawodzg, gdy warunki: a,b punktu czwartego nie sg spelnione,
a nadto, gdy poszezegélune sily obcigzenia zewnetrznego zaleig
od parametréw zmienno§ci ustroju.

B. Cze$é druga.

1. Ustrdéj pretowy. Ustrojem pretowym zwie si¢ uktad pre-
tow, powiqzanych na weztach. Podluine osie pretéw ustroju
przecinaja si@ w punkfach weztowych: pret ciagnie sig tylko od
wezta — do wezla; wsporniki nie s3 pretami ustroju. Miedzy-
wezlowy odcinek prostej stanowi o§ wezlowq preta, lgczonego
na tych wezlach. O§ wezlowa pokrywa sie z osig podluzna
preta prostego. Punkty wezlowe i osie wezlowe tworzg pier-
wotny szkielet ustroju nieodksztaleconego.

Szkielet ten, jako calo§é niezmienna, moze przemieszczaé
sig wzgledem obranego ukladu odniesienia, a nadto — ulegaé
wewnetrznym zmianom w stosunku do swej postaci pierwotnej.
Inaczej méwiae, ustréj unieruchomiony na podporach, moze
byé zmiennym wewnetrznie przy niedostateeznem powigzaniu
na wezlach: moze ulegaé przeksztalceniom, czyli zmianom swej
postaci pierwotnej, nieskojarzonym z odksztalceniami pretéw.
Nadto zaréwno ustréj zmienny, jak i niezmienny, a wiet sfaty—
moze ulegaé odksztatceniom, pochodnym odksztalcefi pretéw
ustroju.

Prety moga byé laczone na wezlach przegubowo — prze-
gubami ecylindryeznemi, kardanowskiemi, lub kulistemi. Mogs
byé réwniez lgczone sztywnie: nitowane lub spawane kofcami.
Ustr6j pretowy podparty jest na wezlach: jego punkty podpar-
cia leza w obranych odpowiednio punktach wezlowych. Punkt
podparcia, gdziekolwiek na osi preta stanowi punkt wezlowy,
dzielacy 6w pret na dwa prety ustroju. Podpory moga byé
przegubowe i stale.

Pod obcigzeniem zewnetrznem ustréj pretowy dziala na
podpory, wywolujae ich przeciwdzialania, zwane odporami.
Odpory stanowig dodatkowy uklad sil, réwnowazgcych obcigze-
nie zewnetrzne, sg przeto niewiadomemi réwnan statyki. Ustr6j
staly, unieruchomiony na podporach, zwie sig izosialycznym
zewnetrznie, gdy wszystkie jego odpory moina wyznaczy¢ z tych
réwnafi. Zatem, gdy liczba (o) odporéw ustroju przekracza



