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CZESC PIERWSZA.

NAPREZENIA | ODKSZTALCENIA.

ROZDZIAL PIERWSZY.
USTALENIE POJEC ZASADNICZYCH.

8 1. Nauka o wytrzymatosci tworzyw. Wszelki twér budowla-
ny lub techniczny stanowi zwarta cato$¢, ztozonag z oddzielnych ogniw,
trwale ze sobg powigzanych. Ten ukiad ogniw pod jarzmem sit zewnetrz-
nych pracuje celowo, powinien przeto by¢ trwaly i pewny w dziataniu.
Jego ogniwa musza by¢ trwate i niezmienne, bo kazde wyrazniejsze od-
ksztatcenie wewnetrzne psuje wzajemne ustosunkowanie ogniw, dajac
zazwyczaj grozne zaburzenia, korniczace sie zniszczeniem catego ukiadu.
Skrzywienie kota wykoleja parowdz. Stowem — nadmierne odksztatcenia
ogniw burzag stateczno$¢ uktadu. Stad konieczno$¢ przewidywania od-
ksztatcen i uzalezniania odpornosci ogniwa od wymiaréw wytycznych
i ksztaltu. Wiotka Kkarta papieru, zwinieta w rurke, ujawnia sztywno$¢
dos$¢ znaczng. Ten prosty przyktad wystarcza, aby podkres$li¢c konieczno$é
istnienia nauki o wytrzymatosci tworzyw. Nalezy ona do gromady nauk
mechaniki stosowanej, obejmujacych rozlegty obszar wiedzy doswiadczal-
nej a zbudowanych na wspélnej podstawie — mechanice teoretyczne;.

Wsréd nich wytrzymato$é tworzyw jest naukg odksztatcen ciata ob-
cigzonego.

§ 2. Odksztatcenia ciat statych. Ustalone w mechanice teore-
tycznej czysto oderwane pojecie ciata sztywnego, niezmiennego, traci swa
moc obowigzujagcg wobec powyzszego okre$lenia, gdzie bierzemy pod
uwage ciata odksztatcajgce sie, a wiec istotne ciata state, okreS$lajac je
w sposOb nastepujacy: ciato state stanowi uktad czgsteczkowy wyraznego
ksztattu, sprzeciwiajacy sie wszelkim zmianom, wywolywanym w ukladzie
jego czasteczek.

Aby ten opdr pokonaé, nalezy uzy¢ sit zewnetrznych. W tym jedy-
nie wypadku ksztatt pierwotny ciata statego ulegnie zmianie, ciato od-
ksztatci sie. Sity te bedziemy nazywali odksztalcajagcemi. Zatem ciato ob-
ciazone ulega odksztatceniu, podczas gdy ciato wolne od sit zewnetrz-



nycb — zadnych odksztalcenh nie ujawnia, przyczem, zgodnie z tem, co$-
my dotychczas ustalili, —

Odksztatceniem nazywamy wszelkg zmiang w uktadzie czasteczek ciata
obcigzonego, to jest znajdujacego sie pod jarzmem sit zewnetrznych.

Badanie warunkow powstawania odksztalcen na tle dziatania sit zew-
netrznych rozszerza nasze pojecia o budowie wewnetrznej ciata statego,
jako uktadu czasteczkowego. Poniewaz liczba czasteczek tego ukiadu nie
moze oczywiscie ulec zmianie przy odksztatceniu, przeto zmuszeni jestes-
my przypusci¢ istnienie przestrzeni miedzyczasteczkowych, a, co za tem
idzie, i odlegtosci miedzyczasteczkowych, zmieniajacych sie pod dziataniem
energetycznych czynnikéw zewnetrznych, jako to obcigzenia uktadem sit,
lub nagrzania. Stad wnioskujemy, ze wszelkie odksztatcenie ciata statego
powstaje na tle szeregu zmian poszczegélnych odlegtosci miedzyczasteczko-
wych, wywotanych dziataniem czynnikéw energetycznych.

Ciato state nie jest wiec zwykltym zlepkiem czgsteczek: jest ono ra-
czej mgtawicowym rojem czastek odlegtych od siebie, a stanowigcych je-
den trwaly uktad. W ciele nieobcigzonem, a wiec nie ujawniajacem zad-
nych odksztatcen, odlegtosSci miedzyczgsteczkowe sg niezmienne. Dowo-
dzi to istnienia trwatlego stanu réwnowagi wewnetrznej — Sztywnego po-
wigzania czgsteczek uktadu sitami wigzacemi. Te sity wzajemnie sie zno-
szg w dziataniu, wytwarzajgc w ten sposéb zupeiny bezruch wewnetrzny
ciata swobodnego, nieobcigzonego. Pod wplywem energetycznych czyn-
nikéw zewnetrznych réwnowaga zostaje zachwiana: czynniki wprowadzajg
nowe dodatkowe sity miedzyczasteczkowe — naprezenia odksztatcajgce, zu-
petnie niezalezne od sit wigzacych. Na tle dziatania tych sit dodatkowych
poszczegdlne czagsteczki otrzymujg odnosne przyspieszenia: powstajg ruchy
wewnetrzne i zmiany odlegtosci miedzyczasteczkowych ciata obcigzonego.

Poniewaz jednak wszelka zmiana we wzajemnym ustosunkowaniu
czasteczek ciata statego wywotuje w niem, jak wiemy, sity oporowe wew-
netrzne, przeto na tle owych ruchdw miedzyczasteczkowych powstajg
w ciatach statych sity miedzyczasteczkowe, czyli naprezenia oporowe, kté-
re sie sprzeciwiajg zmianom dokonywanym i chcg je sprowadzi¢ do zera.
Naprezenia oporowe powstajg wylacznie na tle zmian odlegtosci miedzy-
czasteczkowych i rosng wraz z niemi, stanowigc naturalny hamulec dzia-
tania sit odksztatcajgcych, bo zmiany wewnetrznego ukitadu czgsteczek
ciatla trwajg dopdty, pOki rosngce naprezenia oporowe nie zniweczg na-
prezen odksztatcajgcych. Od tej chwili rbwnowaga wewnetrzna ustala sie
ponownie: ciato wchodzi w nowy stan réwnowagi trwatej na tle zahamo-
wania ruchow czasteczkowych; od tej chwili naprezenia odksztatcajgce
i oporowe stanowig zrownowazony uktad sit weiunetrznych, znoszacych
sie wzajemnie, bo rownych, lecz skierowanych przeciwnie. Mozemy prze-
to utozsami¢ oba rodzaje naprezen, o ile bierzemy pod uwage ciato od-



ksztatcone; natomiast w ciatach odksztatcajgcych sie naprezenia oporowe
sg oczywiscie mniejsze.

Otrzymany stan réwnowagi ciata obcigzonego zachodzi przy zmie-
nionych odlegtosciach miedzyczasteczkowych i trwa dopdty, poki ciato
ulega obcigzeniu odksztatcajgcemu. Jest to wiec tnuaty stan réwnowagi
ciatla odksztatconego, stan réwnowagi naprezonej.

Gdy obcigzenie powiekszymy w tym samym Kkierunku — powtérzy
sie¢ przebieg tylko co opisany: otrzymamy nowe odksztatcenia dodatkowe
na tle trwatego stanu réwnowagi, réznego jednak od poprzedniego. Dal-
sze powiekszanie obcigzenia w tym samym kierunku da szereg nowych
odksztatcen dodatkowych, kazdorazowo powstajgcych na tle trwatego sta-
nu réwnowagi ciata obcigzonego; powtarza¢ sie to bedzie jednak tylko
do pewnej wartoSci granicznej obcigzenia, bo dalsze, nawet najdrobniej-
sze powiekszenie w tym samym kierunku natezenia sit odksztatcajgcych
wywota juz nadmierne ruchy czasteczek, wykluczajgce wszelkg mozliwosc
rownowagi wewnetrznej tworzywa: odlegtosci miedzyczgsteczkowe wzro-
sng poza wpltyw sit wewnetrznych — uktad juz nie zdota rozwing¢ napre-
zen oporowych — przyspieszenia czastek nie bedg zahamowane — nastgpi
rozdziat czastek, czyli pekniecie ciata.

Nie mozemy wiec dowolnie obcigza¢ ciata statego: jednokierunkowe
powiekszanie sit zewnetrznych musi w koncu zburzy¢ uktad obcigzony. Wy-
trzymato$¢ tworzyw winna wyznaczy¢ z géry to obciazenie niebezpieczne,
wywotujgce w ogdllnym wypadku niszczacy ukiad odksztatcen tworzywa.
Przy obecnym stanie nauki okreslenie obcigzen burzacych nie nastrecza
zadnych trudnosci, to tez wypadki pekania ogniw stajg sie coraz rzadsze,
zwlaszcza, ze obcigzenia praktycznie dopuszczalne, sg zazwyczaj dosy¢
niskie, dajg wiec odksztatcenia nader nieznaczne.

8§ 3. Odksztalcenia sprezyste i trwatle. WezZmy pod uwage
ciato state, pozostajgce w stanie trwatej rownowagi pod jarzmem ukiadu
sit zewnetrznych, odksztalcajgcych. W pewnej chwili znagta usufmy cia-
to rozpatrywane z pod wptywu sit zewnetrznych, ktére w niem wywotaty
uktad naprezen odksztatcajacych, oraz réwnowazacy ukiad naprezen opo-
rowych. Ciato, pozostawione samemu sobie, wejdzie w nowy stan réw-
nowagi, przyczem wogo6le moga zajs¢ trzy wypadki:

1 Moze sie zdarzyé, ze odksztatcenie zginie wraz z obcigzeniem
odksztatcajgcem. To znaczy, ze naprezenia oporowe, niezrOGwnowazone
dziataniem naprezeh odksztatcajgcych, ktére znikaja wraz z obcigzeniem
zewnetrznem w danym wypadku, przywrdcg pierwotne odlegtosci miedzy-
czagsteczkowe, jakie istnialy w ciele nieobcigzonem, i po dokonaniu tej
pracy, zging wraz z odksztalceniem, ktére je wywotato. Mamy tu wiec
do czynienia ze zjawiskiem odwracalnem: znika wszelki $lad dziatania sit
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odksztatcajgcych — cialo powraca do pierwotnego stanu réwnowagi: od-
ksztatcenie jest sprezyste. Rurka kauczukowa rozciggnieta, powraca do
swej pierwotnej postaci.

Nazywamy sprezystem odksztalcenie, znikajgce wraz z obcigzeniem,
ktore je wywotato.

2. Z kolei moze sie rowniez okazac, ze odksztatcenie pozostanie
niezmienione po wyzwoleniu ciata z pod jarzma sit odksztatcajgcych. To
znaczy, ze naprezenia pozostang w napieciu, jako dodatkowe sity miedzy-
czasteczkowe wigzace i nie sprowadzg do zera odksztatcen, ktore je wy-
wotaty. Tutaj wiec uklad sit wigzacych wewnetrznych zasadniczo sie
zmieni po odcigzeniu: kosztem pracy sit odksztatcajacych wytworzy sie
jakoby inne ciato state, r6zne od poprzedniego. Ciato to do pierwotnego
stanu réwnowagi juz nie powréci, bo odksztatcenie stato sie trwatem.
Mamy tu wiec do czynienia ze zjawiskiem nieodwracalnem. Glina wilgot-
na zmienia swa posta¢ pod uciskiem sit zewnetrznych i nie powraca do
ksztattu pierwotnego.

Nazywamy trwatem odksztalcenie, pozostajgce w ciele wyzwolonem
z pod jarzma sit odksztatcajgcych.

3. Moze sie wreszcie zdarzy¢, ze odksztatcenie czesSciowo tylko zgi-
nie wraz z obcigzeniem odksztatcajgcem. Mamy wtedy do czynienia ze
zjawiskiem czeSciowo tylko odwracalnem, a tego rodzaju odksztatcenia na-
zywamy mieszanemi, poniewaz mozemy je zawsze rozpatrywa¢é, jako zto-
zone z odksztalcen sprezystych i trwatych.

Stowem, jedynie w pierwszym wypadku dziatanie obcigzenia przemi-
ja bez sladu: w pozostatych powrét do pierwotnego stanu jest niemozli-
wy: ciato przybiera nieco odmienng posta¢ po jednorazowem obcigzeniu
i odciazeniu, nie moze by¢ przeto uzyte jako ogniwo. Wyznaczanie gra-
nicy odksztatcen sprezystych stanowi jedno z wazniejszych zadan Wytrzy-
matosci Tworzyw. Do tego celu dazymy, zbierajac dane doswiadczalne,
dotyczace warunkoéw powstawania odksztatcenn sprezystych na tle napre-
zen, ktdére je wywotaly. Odksztatcenia mozemy mierzy¢é wprost, a napre-
zenia wyznaczaé, jako pewien rodzaj sit na mocy praw mechaniki. To
tez niekiedy nazywajg wytrzymato$¢ tworzyw — mechanikg sit wew-
netrznych.

8 4. Wyznaczanie naprezen ciata obcigzonego. Wyznaczanie
naprezenn dokonywa sie na mocy podstawowej zasady Wytrzymatosci Two-
rzyw. Gtlosi ona, ze: wszelki przekréj mys$lowo poprowadzony w ciele od-
ksztalconem jest wykonalny istotnie, a poszczegélne czesci rozcietego w ten
sposéb ciata odksztatconego, stanowig rdwniez ciata state, podlegte ogol-
nym prawom mechaniki.

Zasada ta jest oczywista wtedy jedynie, gdy wyodrebniona cze$¢



daje sie istotnie wycia¢ z macierzystego ciata statlego, co niewatpliwie
nie zawsze mozna uskuteczni¢ wobec niedoktadnosci naszych $Srodkéw
technicznych. Tern niemniej prawo powyzsze nalezy a priori uzna¢, ja-
ko stuszne bezwzglednie we wszystkich wypadkach, a wiec nawet i wtedy,
gdy wyodrebniona czgstka ciata statlego jest znikomo mata.

Aby wyznaczy¢ naprezenia na mocy tej zasady, bierzemy pod uwa-
ge jakiekolwiek ciato state, pozostajgce w trwatym stanie réwnowagi od-
ksztatconej pod jarzmem ukiadu [E] sit zewnetrznych i prowadzimy my-
Slowo powierzchnie pp, zupeinie zresztg dowolnego ksztattu [Rys. 1],
dzielgc nig ciato rozpatrywane na czesci A i B.

Oznaczmy przez [A] ukiad sit zewnetrz-
nych, dziatajacych na cze$¢ A, przez [B]
uktad sit, odksztatcajacych drugg cze$¢ B.

W ten sposob dzielimy catkowity ukiad [E]

na dwa sktadowe uktady, co wyrazamy obra-

zowo piszac [A]-j- [B] = [E]. Nadto, czg-

steczki ciata stalego, sasiadujgce ze sobag Rys. i.

wzdtuz powierzchni pp, zostaty réwniez po-

dzielone na dwie gromady a i @ czastek, obustronnie rozsianych wzdtuz
tej powierzchni.

Przed odksztatceniem byly one inaczej roztozone. +Laczytly je sity
wigzgce, skojarzone parami. Nie byto ruchéw czasteczkowych, bo sity
wigzace wzajemnie sie znosity, tworzac zréwnowazony uktad sit wigza-
cych [W] ciata nieobcigzonego. Po obcigzeniu pojawity sie dodatkowe
naprezenia odksztatcajagce. Wowczas to wyprowadzone z réwnowagi wie-
z6w czasteczki utworzyly sasiadujace ze sobg gromady a i p  Nastapit
nowy stan réwnowagi, przyczem do istniejacego juz dawniej ukiadu [W]
sit wigzacych dotgczyt sie nowy réwniez zréwnowazony uklad naprezen
obu gromad, powstatych na tle dziatania sit zewnetrznych, odksztatcaja-
cych. Oba te uktady stanowig zespo6t sit miedzyczgsteczkowych przekro-
ju, przynaleznych do gromad a i p

Oznaczmy przez [a] uklad naprezen, przynaleznych do czastek a,
a dziatajacych na czasteczki p, oraz przez [P] uklad naprezen, siedlisku-
jacych w gromadzie P, a dziatajgcych na czgsteczki a. Wobec istnienia
réwnowagi odksztatconej, oba powyzsze ukiady stanowié musza #tgcznie
zrownowazony uktad naprezen przekroju, zatem sity uktadéw [a] i [p] wza-
jemnie sie znoszg, co wyrazamy obrazowo piszac [a] -(- [P]= 0, lub jesz-
cze inaczej [a] = — [pl.

Zwroémy uwage, ze sity ukiadu [a] beda niejako sitami zewnetrzne-
mi dla czgstek gromady p, poniewaz wychodzg z zewnatrz, z gromady a;
tak samo rowniez sity uktadu [p] beda miaty wszelkie cechy sit zewnetrz-
nych w stosunku do czgstek gromady a, jako pochodzace z zewnatrz,



z gromady p. W ten spos6b czes¢ A ulega jarzmu ukiladow [A] i [,
a druga cze$¢ B jarzmu uktadow [B] i [a]. Nadto na czastki obu gro-
mad, sasiadujgce poprzez powierzchnie dotyku, dziatajg sity wigzace ukta-
du [W], zupetnie zresztg niezalezne od tylko co wymienionych czterech
uktadow sit.

CzesSci A i B pozostajg w rownowadze, bo i cale ciato znajduje sie
w stanie trwatej réwnowagi. Jednakowoz rdéwnowaga obu czesci natych-
miast bedzie zachwiana, gdy powierzchnia pp stanie sie¢ powierzchnig
istotnego przekroju a wiec zarazem i powierzchnig rozdziatu czesci AiB.
Aby sie o tem przekonaé, rozetnijmy ciato wzdtuz pp. W tym celu na-
lezy zniszczy¢ catkowity zespot sit miedzyczasteczkowych obu gromad a i 6.
To samo zresztg czyni ndz, krajac.

W mys$l podstawowe] zasady obie rozciete czesci winny podlegaé
0gélnym prawom mechaniki. Obie sg przytem odksztatcone, a wiec nie-
zmienne w uktadzie czgsteczkowym, zachowujg sie przeto, jako ciata
sztywne, niezmienne. Jedyne obcigzenie cze$ci A stanowi obecnie juz
tylko uktad sit zewnetrznych |A], jedyne obcigzenie czesci B uktad [B].
W ogo6lnym wypadku uklady te pojedynczo wziete nie sg zréwnowazone,
a zatem i czeSci rozciete nie moga by¢ w réwnowadze. Po rozcieciu
ciato rozpadnie sic, w obie strony.

Chcac temu przeszkodzi¢, trzeba zréwnowazy¢ obcigzenia rozcietych
cze$ci A i B. Najprosciej bytoby przywréci¢ catkowicie stan poprzedza-
jacy rozciecie. Moznaby mianowicie skleié¢ rozciete potowy, tworzac sztucz-
na spoistos¢ powierzchni dotyku. W tym celu nalezy wskrzesi¢ dziatanie
uktadow [W] [a] i [p], a zapanuje poprzedni stan roéwnowagi ciata od-
ksztatconego.

A zatem tylko co wymienione uklady réwnowazy¢é muszg dziatanie
uktadéw [A] i [B] na czesSci A i B. Poniewaz jednak uktad [W] od po-
zostatych nie zalezy zupeitnie, przeto ukiadoéw [A] i [B] réwnowazy¢ nie
moze. Wystarczy wiec, gdy wskrzesimy jeno dziatanie uktadow [a] i [p].
Inaczej mowigc, cze$¢ rozcieta A pozostanie w rownowadze pod jarzmem
uktadéw [A] i [p], stanowigcych jej obcigzenie zewnetrzne po rozcigciu,
a cze$¢ B zachowa swa réwnowage, skoro jg obcigzymy ukiadami [B]
i [a], jako jej przynaleznem obcigzeniem zewnetrznem. Obrazowo moze-
my wypisaé warunek réwnowagi czesci A w postaci [A] 1d= 0. Po-
dobniez dla czesci B bedzie [B] -J- [a] = 0. Stad bezposrednio |p]= — [A]
oraz [a] = — [B],

Uktad naprezen, przynaleznych do czagstek jednostronnie rozsianych
ivzdtuz powierzchni, dowolnie wewngatrz ciata odksztatconego poprowadzo-
nej, rbwnowazy obcigzenie zewnetrzne tej czesci cicita odksztatconego, ktéra
sgsiaduje drugostronnie poprzez owa powierzchnie z gromadg czastek roz-
patrywanych.



Wyzej zaznaczyliSmy, ze [a] = — [£], zatem by¢ musi réwniez —
[B] = [A], skad bezposrednio [A] -(- fB] = 0. Poniewaz jednak z zatoze-
nia [A] + [B] = [E], przeto [E] = 0.

Obcigzenie zewnetrzne ciata odksztatconego stanowi zréwnowazony
uktad sit.

Inaczej mowiac, sity uktadu odksztatcajgcego winny by¢ w réwnowa-
dze po odksztatceniu. Zatem wyznaczanie naprezen wkracza w dziedzine
statyki. Przy rozrywaniu sznurka sity ciggngce obu rak wzajemnie sie
rbwnowazg. Ten sam sznurek, pociggany za jeden koniec, bedzie sie je-
no wlokt za reka nieodksztatcony. Stad widzimy, ze obcigzenia niezrow-
nowazone nie dajg odksztatcen, czyli ruchéw wewnetrznych, lecz przy-
spieszenie masy ciata czyli ruch zewnetrzny. Wypadki obcigzeh niezréw-
nowazonych nalezg wiec raczej do mechaniki cial sztywnych, a nie do
Wytrzymatosci Tworzyw.

Nie braliSmy-dotad jeszcze pod uwage ksztattu powierzchni prze-
kroju. Poniewaz, jak to juz wiemy z zatozenia, przekréj pp ciata od-
ksztatconego (Rys. 2) jest zupetnie dowolny,
przeto mozemy go mniej lub wiecej uwypu-
kla¢c we wnetrzu ciata odksztatlconego w tym,
lub w owym Kkierunku, pozostawiajgc jednak
bez zmiany pierwotna przestrzenna krzywe
K, lezagcag w przekroju p, a zaznaczajacag sie
jako $lad tego przekroju na powierzchni cia-
ta statego. Otrzymamy w ten sposéb do-
wolng ilo$¢ przekrojow, oznaczonych cyfra- Rys 2.

mi parzystemi po lewej, a nieparzystemi po
prawej stronie pierwotnego zasadniczego przekroju, oznaczonego zerem
na (Rys. 3).

Wzdtuz kazdego z tylko co wymienionych przekrojow mozemy wyz-
naczy¢ gromady czgsteczek a i p, skupionych odpowiednio po obu stro-
nach przekroju. Do lewych gromad czastecz-
kowych a przynalezg odnosne uktady napre-
zen [a], dziatajgcych na prawe gromady cza-
steczek P; z kolei wtych prawych gromadach
czasteczek siedliskujg uktady naprezen [p],
dziatajace na lewe gromady czasteczek po-
przez odnosny przekrdj. Te prawe i lewe
uktady naprezen kazdego przekroju wzajem-

nie sie znosza, jako ztozone z naprezen od- Rys. 3.
powiednio réwnych, a skierowanych przeciw-
nie. Obrazowo to mozna wyrazi¢ szeregiem réwnah [ot]; = — [P]i gdzie

i— 1, 2, 3, ... RoOwnania te warunkuja réwnowage przekrojow, wypct-



- 10 -

niajagcych wnetrze ciata odksztatconego, a réwnowaga przekrojow stanowi
o réwnowadze wewnetrznej ciata odksztatconego. A zatem we wszystkich
punktach wewnagtrz ciata odksztatconego panujg naprezenia, pozostajgce
w rdownowadze napietej na tle dziatania sit zewnetrznych, odksztatcajacych.

Podobne warunki zachodzg réwniez i na powierzchni. Skrajne prze-
kroje m i g mozemy niewatpliwie poprowadzi¢ w bezpos$redniem sasiedz-
twie powierzchni bocznych n i r, stanowigcych wspdélnie powloke zew-
netrzng ciata odksztatconego. Stad wniosek, ze i powierzchnie n i r mu-
szg by¢ réwniez w réwnowadze, inaczej méwigc, ze czasteczki ciata, jed-
nostronnie rozsiane wzdtuz tych powierzchni, pozostajg w réwnowadze
trwatej, mimo dziatania sit zewnetrznych na powloke zewnetrznag ciata od-
ksztatconego. Jest to mozliwe woOwczas jedynie, gdy wsréd czagsteczek
powierzchni n i r powstana odpowiednie ukiady [n] i |f] naprezen, réw-
nowazacych dziatanie sit odksztatcajgcych. Stowem, powierzchnie n i r
sq poniekad przekrojami granicznemi ciata odksztatconego — przekroja-
mi o jednostronnem li tylko skupieniu czgsteczek, podlegajgcych dziata-
niu sit zewnetrznych. Naprezenia, przynalezne do gromady tych czgste-
czek zewnetrznych, rbwnowazone sg dziataniem sit zewnetrznych. Moze-
my wiec i tu obrazowo napisa¢ [n] = — [A] oraz [rf] = — [B]. A zatem
sity zewnetrzne, odksztatcajace, wywotujg réwnowazny ukitad naprezeh,,
przynaleznych do czgsteczek zewnetrznych ciata odksztatconego.

Wobec istnienia trwatej réwnowagi dochodzimy do przekonania, ze
naprezenia moga wychodzi¢ poza powtoke li tylko w tym wypadku, gdy
powtoka znajduje sie pod jarzmem sit zewnetrznych, naprezenia powtoko-
we muszg bowiem niweczy¢ dziatanie sit odksztatcajgcych; nie moga wiec
powstawa¢ tam, gdzie na powloce niema obcigzenia. W takich miejscach
moga jawic¢ sie tylko naprezenia wewnetrzne, nie wychodzace poza po-
wioke zewnetrzng, a wiec jedynie styczne do powitoki ciata odksztatco-
nego.

Na powtoce ciata odksztatconego, wolnej odjarzma sit zewnetrznych
niema naprezen zewnetrznych; jedynie naprezenia styczne do powtoki mo-
ga panowa¢ w tent miegjscu.

Ten szereg wnioskOw pozwala wyznaczaé cate uktady naprezen prze-
kroju. Chcac z kolei wyznaczy¢ poszczegbélne naprezenia uktadu, rozpa-
trujemy:

8 5. Naprezenia przekrojéw ptaskich ciata odksztatconego.
Wobec znikomych odlegtosci pomiedzy czasteczkami ciata statego, obszar
dziatania naprezen wydaje sie by¢ nader ograniczonym, mozemy wiec
$miato zatozy¢, iz dziatanie naprezen nie siega zbyt giteboko, rozszerza-
jac sie jedynie na czasteczki bezposrednio ze sobg sgsiadujgce poprzez
powierzchnie przekroju. Nadto zaktadamy, ze czasteczki sa jednostajnie
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roztozone wzdtuz powierzchni przekroju. To zalozenie odpowiada istotnej
budowie wewnetrznej ciata jednolitego, poniewaz ciato tego rodzaju sta-
nowi uktad czgsteczek jednostajnie skupionych w kazdym punkcie tego
uktadu. Dla ciata niejednolitego bedzie to zaledwie przyblizony obraz
warunkoéw istotnych, poniewaz jednak w budownictwie technicznem sto-
sujemy wylacznie prawie ciata jednolite [zelazo zlewne, stal] przeto przy-
puszczenie powyzsze jest zupeilnie uprawnione w przewaznej wiekszosci
wypadkdéw, a wystarczajagco zblizone do rzeczywisto$ci dla reszty.

Jezeli nadto, zamiast przekroju dowolnego ksztattu, rozpatrywac be-
dziemy przekroj ptaski, tngc ciato odksztatcone ptaszczyzng, to po obu
jej stronach bedziemy mieli gromady czgsteczek powigzanych naprezenia-
mi. Gromady te bedg ptaskie o jednostajnej, choé¢ znikomej grubosci.
Stanowi¢ bedg Sciany przekroju. Wobec znikomej grubosci obie te war-
stwy moga byé rozpatrywane, jako pola materjalne ojednostajnem skupie-
niu czasteczek, to jest, inaczej moéwiac o niezmiennej gestoSci. To znaczy,
ze w jednostce pola, gdziekolwiek wyznaczonej na $ciankach przekroju
ptaskiego, ilo$¢ czasteczek pola materjalnego jest zawsze ta sama. Stad
whniosek oczywisty, ze pole przekroju ptaskiego jest miarg ilosci czaste-
czek, rozsianych wzdtuz tego przekroju.

To tez zamiast naprezen, siedliskujagcych w czgsteczkach przekroju,
lub do nich przytozonych, mozemy rozpatrywa¢ naprezenia, przynalezne
do jednostki pola, jako wyobrazicielki pewnej iloSci czagsteczek przekroju
ptaskiego. Tego rodzaju naprezenia zowiemy naprezeniami jednostkowe-
mi i wyznaczamy ich warto$¢ w jednostkach sity na jednostke przekroju
— a wiec w Kkilogramach na centymetr kwadratowy [kg/ZcmZ- Przez te
jednostke przekroju przechodza rdéznokierunkowe naprezenia miedzycza-
steczkowe, przynalezne do poszczeg6lnych drobin. Skoro wiec miasto
tych wszystkich naprezen czasteczkowych rozpatrujemy jedno naprezenie
jednostkowe, to tym samym bierzemy niejako ich $rednig warto$é, co jest
dostatecznie uprawnione przy nieznacznych wymiarach jednostki pola.
tatwo sie o tem przekonaé. Niech n oznacza przypuszczalng ilos¢ cza-
steczek w jednostce pola rozpatrywanego, a t (facinskie tensio = napre-
zenie) oznacza naprezenie jednostkowe, panujgce w tem polu; iloraz t:n
da wartos$¢ Srednig naprezenia dla czasteczek jednostki pola. Bedzie ona
tym bardziej zblizona do istotnej wartosci naprezen miedzyczasteczko-
wych, im jednostajniejszy jest rozkiad naprezeh czasteczkowych w polet-
ku, a wiec im ono jest mniejsze, a tworzywo bardziej jednolite. Dawniegj
wymiary poletka brano nader nieznaczne, bo wynoszace zaledwie mili-
metr kwadratowy, z czasem przekonano sie jednak, iz pole cm2 zupetnie
wystarcza, to tez jest ono dzistaj powszechnie stosowane.

Ze naprezenia jednostkowe stanowig znacznie $ci$lejsza miare istot-
nych naprezenn miedzyczasteczkowych dla ciata jednolitego, niz dla ciata
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réznolitego, o tem z tatwoscig mozna sie przekona¢ rozumujgc w sposob
nastepujacy: wezmy w przekroju ptaskim ciata odksztatlconego dwie jed-
nostki pola o naprezeniach jednostkowych réwnych. W ciele jednolitem
liczba czasteczek bedzie niewatpliwie ta sama dla obu poletek, przeto cza-
steczki obu jednostek pola bedg ulega¢ jednakowym S$rednim naprezeniom
t : n miedzyczasteczkowym. Tutaj wiec naprezenie jednostkowe stanowi
dobrg miare naprezeh miedzyczasteczkowych.

Inaczej atoli rzecz sie ma dla ciata niejednolitego. Tu ilo$¢ czaste-
czek bedzie wogdle rozna dla obu poletek: nx czgsteczek pierwszego be-
dzie ulegato Sredniemu naprezeniu t: nu podczas gdy n2 czasteczek dru-
giego bedzie pod jarzmem naprezenia $redniego t:»2 Tu wiec przy
jednakowych naprezeniach jednostkowych czasteczki obu poletek nie sg
jednakowo naprezone. Stad wnioskujemy, ze w ciele jednolitem odksztat-
conem naprezenie jednostkowe stanowi miare S$redniego naprezenia czaste-
czek jednostki pola przekroju ptaskiego, podczas gdy w ciele niejednolitem
stanowi ono zaledwie miare naprezen miedzyczasteczkowych przyblizona.

Wobec jednak braku jakichkolwiek danych, dotyczacych stopnia sku-
pienia czgsteczkowego w ciatach niejednolitych (ciata wi6kniste, kamie-
nie, drzewo), zmuszeni jesteSmy mimo to rozpatrywa¢ naprezenia jednost-
kowe, jako miare naprezen miedzyczasteczkowych; czynimy to jednak
z ostroznoscig nalezyta.

Oznaczmy wiec raz na zawsze przez tkgscm2 naprezenie jednostko-
we, panujgce w danej jednostce przekroju ptaskiego, dowolnie przez cia-
to odksztatcone przeprowadzonego. W ogélnym wypadku wartosci t be-
dg rozne dla poszczegdélnych punktéw przekroju; moze sie jednak zda-
rzy¢, ze t bedzie geometrycznie jednakowe dla wszystkich punktow prze-
kroju, a wtedy moéwimy, ze przekréj jest jednostajnie naprezony. W obu
wypadkach zadaniem Wytrzymatosci Tworzyw jest wyznaczy¢ wartosci
naprezen jednostkowych dla poszczegdlnych punktéw przekroju.

8 ¢. Wyznaczanie naprezehn jednostkowych przekroju pta-
skiego ciata jednolitego. Bierzemy pod uwage przekréj ptaski p ciata
jednolitego odksztatconego. Jego rozciete czesci A i B pozostajg pod
jarzmem odnosnych uktadéw [A] i [B] sit zewnetrznych odksztatcajgcych.
Po obu stronach przekroju, w gromadach czgsteczkowych a i p siedlisku-
ja uklady naprezen [a] i [ Poniewaz [al= — [po] oraz [Al= — [d
i [B]= — [a], przeto mozemy rozpatrywa¢ uktady [A] i [p], stanowigce
obcigzenie jednej tylko cze$ci ciata obcigzonego, dajmy na to czesci A
Chcac warunek [A] + [pl = 0 wyrazi¢ w postaci zwyklych warunkéw réw-
nowagi uktadéw sit [\] i [p], bierzemy pod uwage uktad osi spéirzednych
prostokatnych, obierajagc poczatek osi w gdziekolwiek w ptaszczyznie
przekroju (Rys. 4), choéby nawet poza jego obwodem. Osie ukta-
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damy jakkolwiek w ptaszczyznie przekroju, a 0§ <£ prowadzimy prosto-
padle do tej ptaszczyzny. W ukiadzie tylko co obranych osi spétrzed-
nych wyznaczymy spo6trzedne 6, V), C zu-
petnie dowolnego punktu [i, lezace w prze-
kroju, przyczem oczywiscie C= 0. Oznacz-
my jak zwykle przez /K&cm3 naprezenie
jednostkowe, panujace w punkcie [t Jezeli
przez dF = dedrt oznaczymy rézniczke po-
la, przynalezng do punktu (£, ¥, 0) to
poletko dFcm 2 podlega¢ bedzie dziataniu
sity elementarnej td Fkg, a ukiad sit tdF
poletek catego przekroju bedzie niewatpli-
wie uktadem [fi], o ktérym byta mowa nie-
co wyzej. Wobec zupelnej niezmiennosci
przestrzeni miedzyczasteczkowych ciata od-
ksztatconego, jego czes¢ A zachowuje sie
jak ciato sztywne, mozemy wiec sprowa-
dzi¢ uktad [A] sit zewnetrznych, odksztat- Rys. 4.
cajagcych do poczagtku spolrzednych w jako
o$rodka sprowadzenia, a otrzymane w ten sposéb wypadkowe sita R
i moment M zastapig dziatanie uktadu [A], réwnowazac zarazem uktad
sit tdF przekroju.
Oznaczmy skladowe naprezenia jednostkowego przez /j, tg, te. Mno-

zac je przez dF otrzymamy sktadowe sity tdF. Poniewaz sktadowe R i M
sa odpowiednio Re, R® Re i Mg, M” M? przeto warunki réwnowagi
obu ukladéw z tatwoscig otrzymaé¢ mozemy piszac

Re = S/tdF, R~ = ZtNdF, Re = 'UNdF,

Me — N[rfadF — Mr[dF} = StNF, ..oooeeenenne, (D)

MY)= I[UNF — it:dF\ = — SE~F,

Mc = I[$~rfF — ljferfF].
Prawe strony tych réwnan wypisaliSmy bez znakéw ujemnych, wyznacza-
liSmy przeto naprezenia ukladu —[§ czyli ukladu [a], co zresztg nie gra
zadnej roli, wobec tozsamos$ci obu uktadéw naprezen. Z rdéwnosci tych
niepodobna wyznaczy¢ sktadowych naprezen bez zatozehh dodatkowych.
W og6lnym wypadku skitadowe tN tg, 8 maja wartosci r6zne dla posz-
czeg6lnych punktéw przekroju, sg wiec funkcjami spétrzednych wu, Y tych
punktéw. Nadto od czasu nie zalezg zupelnie, mamy tu bowiem do czy-
nienia z ciatem juz odksztalconem o wartosciach naprezen trwale ustalo-
nych. Mozemy przeto napisa¢c ~ = 0(6, rj), ~ = $(6, 7), ~ = ~(6, 7),
a w réwnaniach (1) miasto sum podstawi¢ wszedzie znaki catkowania
po dF.

Uzaleznienie te, tr, t» od wspotrzednych punktéw przekroju datoby
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mozno$¢ ustalenia praw zmienno$ci naprezen, gdybysmy mogli wyzna-
czy¢ ksztatt tylko co wypisanych funkcji. Poniewaz jednak nie znamy
go, przeto idziemy zwyklg w takich razach droga: nadajemy tym funk-
cjom posta¢ mozliwie najprostsza i badamy wyniki otrzymane. Gdy te
okaza sie zgodne z doswiadczeniem, wnioskujemy o trafnym wyborze
iunkcji. W razie przeciwnym obieramy inng zawilszg posta¢. Najprost-
szym ksztattem bedg funkcje linjowe wspoétrzednych 6, ¥ Ta posta¢ zda-
je sie odpowiada¢ warunkom istotnym w pewnych prostych wypadkach,
nalezy przeto zbada¢ zatozenie funkcji linjowych t" — -j- bff -j- ¢,
i = di-f-e]+ /, ™= gi + hi\+ j, zawierajagcych state wspotczynniki,
ktére nalezy wyznaczy¢ z warunkéw rownowagi (1). Po podstawieniu
otrzymamy:

Ri = af~rdF + bf -adF -(- ¢/ dF,
RT= dfidF + efqdF + f j dF,
R; = gjZdF + hf dF A -jfdF,
M~ = gjindF -f-hf rfdF -f-j j -adF,
= —g f&dF — hfeqdF —jjqdF
M>= dffrdF -]-ej indF -)-ffidF —afirdF — b jrfdF — cf f\dF
Te réwnania mozna uprosci¢, obierajgc poczatek osi spdétrzednych
w $rodku masy O przekroju. Spétrzedne £0T0 tego $rodka czynig zados$é
rownaniom F60= fidF, Fyj0= f ridF, gdzie F oznacza pole przekroju,

a catkifidF, fydF sa to tak zwane momenty statyczne przekroju. Z tego

srodka prowadzimy o0$§ OZ prostopadle do przekroju, pozostate dwie osie
OX, OY kierujemy wzdtuz gtéwnych osi przekroju. W uktadzie tych no-
wych osi sp6trzedne punktu j. beda odpowiednio X, y oraz z — o, ilo-
czyn dF = d x dy da rézniczke pola, a sktadowe naprezenia jednostko-
wego beda, jak pierwej, funkcyami odnos$nych wspétrzednych linjowemi:
tx= ax-fby+ ¢, ty= dx+ ey+/, tz= gx + hy+/. Zazwyczaj ozna-
czamy tx przez Ty, ty przez t x oraz tz przez az. Nieco dalej wyjasni-
my tres¢ wewnetrzng tego znakowania. Nadto skiadowg sity R réwno-
legta do osi OZ, oznaczamy przez S, skiadowa, lezacg w przekroju przez
T, a rzuty tej ostatniej na osi OX, OY odpowiednio przez Tx, Ty. Skia-
dowe momentu M niech bedg Mx, My oraz Mz =M 0. Z réwnan staty-
ki otrzymamy:

Tx= alJxdF -(- bf ydF -(- ¢cf dF, Ty = df xdF -)- ejydF 4~
-fffdF, S= gjxdF + hlJydF +jfdF
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Mx = g f xydF + hfy-dF -\-jfydF,
My = — g f x-dF — hf xydF —j f* xdF.
MO = df xdF -f-ef xydF -f-fJ*'xdF — aj xydF — bf ydF — cfydF.
Tutaj przedewszystkiem f dF — F a nadto f xdF — [ydF — O, poczatek

bowiem osi lezy w $rodku masy przekroju. Catka Ix —fy idF stanowi
tak zwany moment bezwiadnosci przekroju wzgladem osi OX, a catka
ly= f xtdF — wzgledem osi OY, wreszcie catka Jxy = f xydF — moment
odsrodkowy przekroju wzgladem osi OX, OY. Nizej udowodnimy, ze dla
osi gtownych Jxy= o, a zatem Tx= cF, Ty=/F, S=/F, Mx=
= //x, My = — Ny, M0 = dly — bJIX e, 2).

Z tych réwnosci mozemy wyznaczy¢é wszystkie wspoétczynniki, précz

a, b, d, e, bedziemy mieli przeto wzory dla sktadowych naprezenia jed-
nostkowego:

Tx Ty My
tx — ax -f- by -f- -p-= ty, ty= dx -]-ey -f--p——— &, ts = —j— @ +

M x S
j'xy + P W celu ujednostajnienia tylko co otrzymanych wzoréw

mozemy jeszcze dodatkowo oznaczy¢

H b K d L N

a—j] ,b——r,d—1t, e~ ,
le J x Jy l:l X

a otrzymamy postaé ostateczng wzorow:
ex ~ M x K y A -E Zy, tfe-j X f!\l y _]i“ 1;;y —1X,
M v M x S
t»= --jL x + -jry + F = °s eee (3)
Spotczynniki K, L czynig tu zados$¢ rownaniu K L = MO, zalezg

zatem wytacznie od tej sktadowej momentu, pozostate dwa H i N, jako
nie objete warunkami (2), nie dajg sie wyznaczy¢ w wypadku ogdélnym.
W szczegblnym natomiast mozemy niekiedy wyznaczy¢ ich warto$¢ z wa-
runkéw dodatkowych, dotyczacych powtoki ciata odksztalconego. Wezmy
pod uwage jakikolwiek punkt [i0, lezacy na obwodzie przekroju. Jego
spbirzedne x0y0 czyni¢ beda zado$¢ rownaniu obwodu K(x,y) = O.
Sktadowe naprezenia, panujgcego w tym punkcie bedg odpowiednio
H K T L N T

*X0 = + ~F~" ho— j~ x*+ -J~Ny° + Mozemy je

zresztg przedstawi¢ nieco inaczej, w postaci sum sktadowych trzech na-
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prezen, piszac t>@— ux + vx -\-wx, o= w + w + wy, gdzie przez
ux> uy oznaczyliSmy skiadowe naprezenia, lezagcego na normalnej ob-
wodu, przez vx w skladowe naprezenia stycznego do obwodu, wreszcie
przez wx, wy skiadowe naprezenia T :F, panujacego zresztg we wszyst-
kich punktach przekroju, jego bowiem rzuty WX — Tx :F, W= Ty : F
stanowiag state wyrazy ogoélnych wzorow dla tx, t~. Zalézmy, ze na-
prezenia v majg kierunek wspdlny na catym obwodzie przeciw strzatce

zegara, ze naprezenia u wychodzg poza przekrdj (Rys. 5); proste rozwa-
zania geometryczne dadzg nam wzory

O_ ] X uxdx0—4—uydy0— O oraz 4—x= v
£ /111 IPOA B0 a0’

wy/J/Z Poniewaz nadto, rézniczkujac, mamy

i i/yy| 8)’(‘0 dxa + o0 dy0 = O, przeto ostatecznie
X0
u otrzymamy dwa rownania warunkowe postaci:
w / dK
y yo ) dxn *
Rys. 5. dK

O, ktore sie winny wypetniac
y tyo
tozsamosciowo dla wszystkich punktéw obwodu.

Odksztatcenia powitoki zewnetrznej moga by¢ dostrzezone z tatwo-
$ciag, to tez w niektérych prostszych wypadkach otrzymujemy na tej dro-
dze dostateczne wskazéwki co do kierunku dziatania naprezen, mozemy
przeto wyznaczy¢ u i v. Zwazywszy nadto, ze

UX-Tvx = —|_f|—x0 ------ }f< y0 oraz uy -f- w = —_'II_'— — ? -y0 w pew-
Jy J x ]y X
nych wypadkach okreslimy brakujgce spoétczynniki K, H, L, N.
Tg drogg ostatecznie otrzymane wzory dla sktadowych naprezen od
powiadajg istotnym warunkom w nastepujacych prostych wypadkach ob-

cigzenia odksztatcajgcego.

1. WYPADEK A. Zewnetrzny uktad [A] sit odksztatcajgcych® spro-
wadza sie do pojedynczej sity S, prostopadiej do przekroju ptaskiego,
a przytozonej do $rodka jego masy. Jest to wypadek Sciskania lub roz-
ciggania.

2. WYPADEK B. Uk}ad [A] sprowadza sie do pojedynczej sity T,
lezacej w przekroju. Jest to wypadek Scinania.

3. WYPADEK C. Ukfad [A] sprowadza sie do pojedynczego mo-
mentu Mft, prostopadtego do przekroju. Jest to wypadek skrecania.

4. WYPADEK D. Ukiad [A] sprowadza sie do momentow Mx ,
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My, lezacych w przekroju, oraz do sity S, prostopadtej do tego przekroju.
Jest to wypadek zginania.

8 7. Przykiady i ¢éwiczenia. 1 By unaocznié¢ przebieg pow-
stawania naprezen w przekroju, bierzemy kawatek skory (Rys. 6), roz-
cinamy go wpoprzek posrodku, przebijamy otworki wzdtuz
obu brzegéw przekroju, i, przewlekajac sznurek gumowy
przez te otwory, trwale taczymy oba kawaltki tak, aby
krawedzie przekroju sie zeszty. Wymaga to niewatpliwie
pewnego natezenia sznurka gumowego. W ten sposéb
stworzyliSmy sztuczny obraz przekroju ciata statego. Sze-
regi dziurek obustronnie wzdtuz brzegéw przekroju roz-
siane, wyobrazajg gromady czasteczek przekroju; sznu-
rek zastepuje wiezy tych czastek, ajego natezenie dziata,
jak sity wigzace. Dzieki im obie potowy A i B zacho-
wujg sie jak jedna cato$¢. Wieszamy je pionowo na lin-
ce, przedzierzgnietej przez gorny otwor C, przez dolny
otwor D przewlekamy drugg linke z szalkg do ciezarkow.

Nieznaczna waga catosci niewiele zmieni w uktadzie, do-

piero gdy na szalke potozymy ciezar Q, utworzy sie w miej-

scu rozcietem szpara mniej lub wiecej szeroka. Linka prze-

niosta dziatanie ciezarobw na dolng czes$¢ skory, ta znow

oddata je sznurkom wigzgcym: powstaty w nich naprezenia odksztatca-
jace, sznurki poczety sie wydtuzaé, wreszcie sprezystosé gumy wywo-
tata naprezenia oporowe, ktére zahamowaly odksztatcenia. Nastgpit
stan rownowagi. Po dodaniu nowego ciezarka szpara powieksza sie,
naprezenia w sznurkach rosng; natomiast po zdjeciu tego ciezarka
szpara maleje wraz z naprezeniami. Zupetnie tak samo dziata kazdy
ciezarek nastepny — ostatni wywota nadmierne naprezenia: pekng
sznurki wigzgce. Potézmy ze dwa ciezarki na szalke i rozetnijmy
wszystkie sznurki wigzace. Uktad rozpadnie sig: czes¢ dolna oddzieli
sie od gOrnej, przestang bowiem dziata¢ naprezenia, utrzymujgce row-
nowage odksztatcong ukltauu. Moznaby jednak cze$¢ jego dolng utrzy-
ma¢ w réwnowadze, zastepujagc tylko co zniszczony ukiad naprezen
— odpowiednim uktadem sit zewnetrznych, réwnowazacych ciezarki
— wtedy réwnowaga catosci trwataby i nadal bez zmiany. GdybySmy
chcieli jednak powr6ci¢ do stanu, poprzedzajgcego rozciecie sznurkéw,
to oprocz uktadu sit, réwnowazacych ciezarki, trzebaby jeszcze powo-
ta¢ do zycia ukiad dodatkowy, zastepujacy dziatanie sit wigzacych.
Wtedy obie czesci nie tylko pozostatyby w dotyku obok siebie, lecz
nadto stanowityby jednag catr$¢, jak przed rozcieciem sznurkéw wig-
zacych. Nalezy tu jeszcze podkre$li¢, ze naprezenia od sit wigzacych
nie zaleza, musza bowiem réwnowazy¢ ciezarki potozone na szalce.
Ten prosty przyktad wyraznie wiec zaznacza réznice, zachodzaca po-
miedzy sitami wigzacemi a naprezeniami, powstajagcemi na tle dziata-
nia sit odksztatcajgcych.

Stosujgc miasto sznurkéw gumowych — sznurki z tworzywa roz-
ciggliwego, mozemy unaoczni¢ powstawanie odksztatcen mniej lub
wiecej trwatych, bo tego rodzaju wiezy po zdjeciu z szalki ciezarkow
pozostang jednak nieco rozciggniete, rozciete korice skory nie zejda

2
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sie, odksztatcenie bedzie trwato nadal po odcigzeniu. Tutaj obcigzenie
zewnetrzne zmienito uktad sit wiagzacych.

2. Przy danem obcigzeniu zewnetrznem naprezenia przekroju sa
Scisle okreslone. Nie mozemy przeto wyznacza¢ dowolnie skiadowych
naprezeh, poniewaz w ogélnym wypadku réwnania tx — A, ty — B,
ts = C wylgczajg sie wzajemnie, sg bowiem w nadmiarze. Z trzech
réwnan trzeba wyznaczyé dwie niewiadowe — spOtrzedne punktu o da-
nej wartoéci naprezenia. Stad wniosek, ze A, B, C nie moga by¢
obierane dowolnie. Wyznacznik tych trzech réwnan musi by¢ réowny
zeru, stowem musi istnie¢ pewna zalezno$¢ f[A, B, 0 = 0, aby
naprezenie

t=y A*+ B*+C2

byto istotnie jednem z naprezen ukiadu, wtedy bowiem mozemy wy-
znaczy¢ spoOtrzedne punktu, w ktérym panuje owo z géry okreSlone
naprezenie. Ten punkt moze jednak nie leze¢ w przekroju. Wy-
znaczmy rownanie obwodu przekroju rozpatrywanego w postaci
K(x,y) = O. Skoro K(x,y) staje sie zerem na obwodzie, to dla
wszystkich punktéw przekroju jest jednakowego znaku takiego, jaki
przynalezy do S$rodka przekroju, gdzie x —y = O. W ten sposoéb,
badajac znak funkcji K(x,y) z tatwoscia mozemy okres$li¢, czy punkt
wyznaczony lezy w przekroju. Stanowi to drugi warunek konieczny.

3. Nazwalismy przekr6j jednostajnie naprezonym, gdy wszystkie
jego naprezenia byly geometrycznie roéwne. Wtedy x — A — const.

ty= B = const. tg= C = const. Warunki réwnowagi statycznej be-
da tu

Tx = f txdF= AF, Ty = f tydF —BF,
s = FtzrF -cr Mx= tytgdF = Cfydr = o
— ¢ fxdF = 0O,

MO —f xtydF —fytxdF = BfxdF — AfydF — O.
Wynika stad, ze

My = —f xtzdF

R=y~TJ~-+ Tyl+ S2— F y~""+ B2+ 2= tF oraz M = O.

Przekrdj moze by¢ jednostajnie, naprezony jedynie wtedy, gdy
uktad sit odksztatcajagcych po sprowadzeniu do S$rodka przekroju daje
wypadkowy moment réwny zeru.

Jest to warunek konieczny, lecz nie dostateczny.

4. Wyznaczmy $rednig warto$¢ naprezenia przekroju, czyli jego
Srednie naprezenie. Sktadowe tego naprezenia wyznaczg sie z réwnan

txsF = f txdF, tysF = f tydF, tgSF —f tzdF.
Czyli wiec
txsF — Tx, tysF = Ty, tzsF ~ S, stad

= y IXs + Mys f" Nss —
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Srednie naprezenie przekroju réwne jest sile wypadkowej, jaka
daje odnosny uktad sit odksztatcajacych po sprowadzeniu do Srodka
przekroju, dzielonej przez pole przekroju. Jest to wynik ogdlny, nie-
zalezny od postaci funkcji naprezen.

5. Wychodzac z zatozenia funkcji linjowych, otrzymamy dla
srodka przekroju, gdzie x = y = o0 skladowe naprezenia

_ Tx Tv S
o~ > {yo —%> Ty -+

Zatem tx0 = txs, ty0 tyS, tso = ftzs.

W $rodku przekroju panuje naprezenie rowne sredniej wartosci
naprezen.

v zatozeniu funkcyi linjowych sktadowych naprezen przekroju,
jego naprezenia srodkowe i $rednie sg réwne.

ROZDZIAL DRUGI.
MOMENTY PRZEKROJOW PLASKICH.

8 1. Wyznaczanie momentow przekrojow ptaskich. Wezmy
pod uwage przekr6j ptaski ciata jednolitego (Rys. 7), czyli pole F ogra-
niczone obwodem K. Krzywag K okreslamy
réwnaniem A'(E, v) = o w ukladzie osi pro-
stokgtnych « , wrij, lezgcych w przekroju.

W poprzednim rozdziale otrzymalismy, précz

pola F —fdF, catki nastepujace:
/ dF = Ft — moment statyczny wzgladem
0si we,

f edF = F~ — moment statyczny wzgledem o Rys. T
/rfdF = Jt — moment bezwtadnosci wzgledem osi cof,
ffrdF ™A — moment bezwladno$ci wzgledem osi mj, oraz
J  dF = — moment odSrodkowy wzgledem osi “9

We wszystkich tych catkach dF = dedri oznacza rézniczke pola, a catko-
wanie winno sie rozszerza¢ na caly przekrdj. Sa to wiec catki podwdjne
typu/ZGranice catkowania po t) bedg w nich wogdle zalezne
od 6 i okresla sie, jako pierwiastki réwnania K(%, rfi— o-, granice catko-
wania po e beda stale, wyznaczy¢ je mozna w postaci pierwiastkow réw-
nania, ktére otrzymamy, rugujac )| z réwnan

ml, i)_. o
y .
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Wychodzac z rozpatrywania catki, jako granicy sumy, z tatwoscig
mozemy dla tych wszystkich powyzej ustalonych momentéw przekroju
wypowiedzie¢ nastepujgce twierdzenie:

Moment przekroju ztozonego réwny jest sumie odpowiednich momen-
tow czesci przekroju, branych wzgladem tej samej osi.

W ogélnym wypadku warto$ci momentoéw zalezg od uktadu osi spot-
rzednych. Momenty F», F/?, moga by¢ przytem dodatnie, ujemne
lub réwne zeru, pozostate zas F, J™, J”~ sg rdzennie dodatnie. Widzie-
liSmy juz, ze zerowym wartosciom pierwszych trzech momentéw odpo-
wiada najprostsza posta¢ skiadowych naprezen — trzeba wiec umieé obraé
uktad odpowiednich osi spo6trzednych, aby mozliwie najwieksza ilo$¢ mo-
mentéw miata warto$¢ réwng zeru. W tym celu przedewszystkiem wy-
znaczamy :

§ 2. Osie Srodkowe przekroju. Wyznaczamy spoétrzedne co-~o
Srodka przekroju O, ktore, jak wiemy z mechaniki, czynig zado$¢ réwna-
niom F”= F~, F% = F”~ i umieszczamy w tym punkcie poczatek no-
wych osi sp6trzednych OXO0, OYO0, réwnolegtych do starych, a wiec row-
niez prostokatnych. W uktadzie tych nowych osi $rodkowych ponownie
wyznaczamy momenty przekroju. Opierajgc sie na wzorach przejscia od
starych do nowych osi spétrzednych £ = x0) = MNa-[-y0, moze-
my poprzednio rozpatrywane catki wyrazi¢ za pomocg nowych, zwazyw-
szy, ze dF = d™d-3 — dx0dy0= dFOQO Bedziemy przeto mieli kolejno

Fi —f (rh-\-yo)dFa= Frl0-1-fy 0dF0O= FN\O+ Fxo,
FA =y*(60+ x0dF0= FZo-f- Fyo
h =/ (Tio+ yo?dFO= Ftf + 2rify adFO-f fy 0AFO0=
— + 2flaF x0 + Jxo-
j-C = f (Eo+ xoydFa— Fty0O-(-290 fx0dFO"-j'X0dF0— F & O 2"Fy0-{-JyO0.
An == --Xx0Mo + yOQdFO= F soro -|- tOfy OdFs 4- \ fx wdFO -j-

+ fxyadF6= FEOO-+ £ 0/x0 Tio/Yyo J Xyo -
Wiemy z zalozenia, ze ,F<0 — F” oraz Fij0= Fe, a zatem z pierwszych
dwoch réwnan mamy bezposrednio FXO0 — Fyo = O. Poniewaz wobec

dowolnosci osi nmy) kierunek osi OX0, O YO jest réwniez zupetnie dowol-
ny, przeto moment statyczny przekroju, brany wzgladem osi srodkowej jest
rowny zeru.

W dalszym ciggu, wobec Fxo = Fyo = o0, mamy —Jxo+ ,
JN = Jy0-f- Ft,02 stad: moment bezwtadnosci przekroju wzglagdem dowolnej
osi réwny fest momentowi bezwtadnosci wzglagdem osi $rodkowej, rownole-
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gtej, dodanemu do pola przekroju, pomnozonego przez kwadrat odlegtosci
tej osi dowolnej od Srodka przekroju.

Wobec Fx0 = Fyo = 0 mamy réwniez = Jxyo + 0, skad
moment od$rodkowy przekroju wzgledem dowolnych osi spétrzadnych pro-
stokgtnych réwny jest momentowi od$rodkowemu wzglagdem osi Srodkowych

rownolegtych, dodanemu do pola przekroju, mnozonego przez iloczyn od-
legtosci tych osi dowolnych od $rodka przekroju.

§ 3. Osie gtowne przekroju. Idac dalej po drodze tu wyzna-
czonej, bierzemy pod uwage nowy ukitad osi OX, OY, srodkowych, two-
rzacych kat a pomiedzy osiami OX i OX0 i znéw w uktadzie tych osi wy-
znaczamy momenty przekroju. Sg to osie Srodkowe, zatem dla nich
fydF= Fx= o, f xdF —Fy = 0, nadto poniewaz x—x0Cosa -\-y0Sma,

y — — x0Sina -j- y0Coso. oraz dF = dxdy = dx0dy0O= dFO, przeto
Jx —f [— x0Sina -A'y0Cosa]idFO= Jx0 Cos2a -\-Jyo Sin2a — J xyo Sin 2a,
Jy = f[x0Cosa -|-y0Sina] 2dF0 = Jx0Sinza -f Jyo Cos2a -j- J xyoSin 2«,
J xy —J [x0Cosa -f-yoSino.][— x0Sina  yO0Cosa] dF0= — Jy0OSinaCosa -j-
+Jxyo f'Cos*a—Sin*aj A-JxoSinaCosa= ¥t [Jxo—Jyo] Sin 2a A -JxyoCos 2a.
Dobierzemy kat a w taki spos6b, aby Jxy = 0. Uklad osi OX, OY, do
tej wartosci a = a0 kata przynalezny, zowiemy uktadem osi gtownych
przekroju. Dla tych osi

Jxy z= V2 [Jxo Jyol Sin 2a0-(- JxyoCos 2a0 = o0
stad tg 2a0 = 2Jxyo : [Jyo—J xo].
Wyznaczmy kat a0 czynigcy zados$¢ temu warunkowi. Procz a0 czynié
mu bedzie zados$¢ jeszcze i a0 -f- K2t mozna wiec zawsze znalezé dwie

wartosci kata a, roézniace sie o kat prosty, a wyznaczajace kierunki osi
gtébwnych przekroju. Dla tych osi JXxy — o, ta warto$¢ wyréznia uklad osi

gtownych z poséréd innych uktadéw osi $rodkowych, przynaleznych do
r6znorodnych wartosci kata a.

Istnieje i druga wiasnos¢ osi gtéwnych. Wyznaczmy pochodne

djx
— — 2 CosaSiny.J x0 -J- 2Sina Cosa.JyQ— 2 CoslaJ xyo —
= [Jyo-Jxo0J Cos2«(tg2a— 2JV°.-]
I Jyo Jxo0)
djy

= 2 SinaCosaJxo — 2 CosaSinalJyo A- 2 Cos 2al xyo =

= — [Jyo —Jxol Cos2a|]tg2a— 27 y°-\
y Jyo Jx0)



dUx
= 2Cos2aflyo —Jxo] + 4Sm 2a7A0 =
= 4 JxyoCos 2a{~Yy-y* + 2¢j
i)
Na2 = 2 ¢os 2a [JyO Jxo] 4 Siw 2a Jxyo ==

= - 4/p»CW2{-% /" + 2a} .

Widzimy stad, Ze drugie pochodne sg zawsze roznych znakow,
a pierwsze stajg sie rowne zeru dla a0 lub a0 -j- n2; te wartosci wyzna-
czaja, jak wiemy, kierunki osi gtdwnych przekroju. Zatem odwrotnosé
znakéw drugich pochodnych wskazuje, iz mamy tu do czynienia z naj-
wiekszos$cig i najmniejszoScia momentow. Stad: istniejg zawsze dwa wza-
jemnie prostopadte kierunki, odpowiadajgce najwiekszosci i najmniejszosci
momentéw bnzwiadnosei przekroju, branych dla osi srodkowych.

Oba te kierunki dajg w istocie rzeczy jeden i ten sam uktad krzy-
zujacych sie osi gtéwnych przekroju, z tg jeno réznica, ze przy a=a.0\-nj2
osie sg obrdcone o kat prosty. A wiec, gdzie przy a = a0 byta o$ OY,
tam przy a = a0 -f- */2 bedzie 0§ OX, gdzie byta 0§ OX ujemna, tam
leze¢ bedzie 0§ OY dodatnia. Stowem, osie beda przemianowane. Po-
niewaz jednak przemianowanie osi powoduje przemianowanie catek JXx,
Jy na Jy, Jx, przeto kat a0 wyznaczy maximum i minimum momentéw
w sposéb odwrotny, niz kat a0 n2. Wida¢ to réwniez bezposrednio
ze wzoréw wyzej wyprowadzonych, mamy bowiem Cos 2a0= — Cos(2a0-j-
-f- ti), co powoduje zmiane znaku obu wtdrych pochodnych przy zmianie
a0 na a0 -j- Ki.

Najwiekszosci i najmniejszosci momentéw bezwitadnosci przekroju wy-
znaczajg kierunkijego osi gtdwnych prostokatnych srodkowych.

Uktad osi gtdownych Srodkowych jest najwygodniejszy, daje bowiem
najwiekszg ilos¢ wartosci momentéw zerowych. Przypusémy, zeSmy wy-
znaczyli kierunki osi gtownych OX, OY przekroju. Dla tych osi
Fx = Fy = Jxy — o0 alJ X, Jy sg to gtbwne momenty bezwiadnos$ci prze-
kroju. Dla jakiegokolwiek nowego uktadu Srodkowych osi prostokatnych
Ov, Ou — wyznaczamy kat ¢ pomiedzy osig Ov a osig gtowng OX, za-
tem v = xCosy -(-ySiny, u — — xSin<f -]-yCosy. Dla tych nowych osi
bedzie wiec Jv= Jx Cos*y + JySin\ —Jxy Sin 2a— Jx Cos% -j-Jy Sin-y,
mozemy przeto, znajac J x, Jy wyznaczy¢ moment bezwladnosci J v wzgle-
dem jakiejkolwiek osi $rodkowej Ov, nachylonej pod katem <pku osi OX.
Stad: gtéwne momenty bezwiadnosci przekroju catkowicie okres$lajg rodzaj
zmiennos$ci momentu bezwiladnosci, branego wzgledem dowolnej osi Srodkowej.
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Wyliczanie momentéw podiug tego wzoru jest jednak dosy¢ kiopot-
liwe, prosciej mozemy to uskutecznié, rozpatrujac tak zwang elipse prze-
kroju srodkowg lub koto bezwiladnosci przekroju.

§ 4. Srodkowa elipsa przekroju. Wprowadzmy pojecie ramie-
nia bezwtadnosci, czynigcego zados$¢ réwnaniu Ff — J. Stad ramie bez-
witadnosci, przynalezne do danego momentu

i= ]/J/F
okresla sie, jako odcinek rowny pierwiastkowi kwadratowemu z momentu,
dzielonego przez pole przekroju. Niech bedzie:

iv=]/Jv/F , ix =1 Ix/F, =1 Jy/F,

a wtedy wyzej wyprowadzony wzér da bezposrednio ilv = i Cos2X?-j-
-lI- -y Sm2p Aby go wykresli¢, budujemy w uktadzie osi gtéwnych $rod-
kowa elipse przekroju, okreslong rownaniem [X :iyP -f- [y :ix]2= 1.
Elipse tego rodzaju wykre$limy tatwo, zwazywszy, ze jej péto$ jedna
jest rowna ix, a druga: iy. Aby z pomoca tej krzywej wyznaczy¢ iv
dla dowolnej osi Ov Srodkowej, pochylonej pod katem < ku osi OX,
nalezy (Rys. 8) zbudowaé styczng T elipsy $rodkowej, pochylong ku osi
OX pod katem <

Ta styczna T, row-

nolegta do osi Ov,

wyznaczy punkt

dotyku W elipsy

0 wspotrzednych X,

jyprostokatnych lub

tez p, 0 bieguno-

wych.  Przedtuza-

jac  promien wo-

dzacy p w obie

strony, otrzymamy

nowa os Ow, po- Rys. 8.

chylong ku osi OX

pod katem W O$ Ov przecina elipse w punktach Vi V, a 0§ Ow
w punktach IV i IV. Odcinki W i WW "' nazywamy S$rednicami elip-
sy sprzQzonemi, mozemy przeto réwniez nazywaé¢ osie Ov, Ow osiami
sprzezonemi elipsy przekroju S$rodkowej. Budowa stycznej T nie nastrecza
zadnej trudnosci. Wykreslamy ze Srodka elipsy koto promieniem réw-
nym potosi wielkiej Iy . Pion prostopadlty do osi OX, a przechodza-
cy przez punkt V przeciecia sie elipsy z osig Ov, wyznaczy na tym kole



- 24 _

punkt Vy Budujac styczng kota w punkcie Vxi przedituzajac jg do prze-
ciecia sie z osig OX, wyznaczymy punkt VO, przez ktéry przechodzi
styczna TO elipsy, przynalezna do punktu V. W dalszym ciggu przez
Ssrodek elipsy prowadzimy o$ Ow, réwnolegta do stycznej TOi przez jej
punkty W i W' przeciecia sie z elipsg — proste T i T’, réGwnolegte do
Ov. Obie te proste bedg stycznemi elipsy, jedna z nich bedzie tworzyta
kat €9 druga kat 180 — ¢ z osig OX, jak to wida¢ na (Rys. 8), gdzie
styczne owijajg elipse w kierunku przeciwnym strzatce zegara. Szukang
styczng bedzie prosta T, przechodzaca przez punkt W, przeciecia sie
osi Ow z elipsg tuz za punktem V w kierunku rosngcych katow biegu-
nowych 0, ktore odliczamy w kierunku strzatki zegara.

Wyznaczmy réwnanie stycznej T, przechodzacej przez punkt W (X, y)
w postaci Y —y = tgy [X — x], gdzie tg<p—y".

ROzniczkujac, mamy z rdéwnania elipsy
1x_ h vi’? — > azatemy' — tgy = — [xiX] :[yi¥]- Wyznaczmy od-
y X
legtod¢ stycznej T od Srodka przekroju. Odlegtos¢é te mierzymy oczy-
wiscie wzdtuz Ou, osi prostopadtej do Ov, a wiec i do T. Oznaczmy
ja przez z.

Na mocy znanego wzoru 2z — [xigf —y] :Y 1 -j- tg2p poniewaz
dla $rodka przekroju X — Y = 0. Stad sa— [xtgy —Vy]* : [\ -)- tgly] =

= [x —yclg 92S6iltp Wyzej widzieliSmy, ze tg p= — [xtIx] : [yi3v]
a zatem yctgy — [y2i¥] <[xiix], co da
z1— X -)-
X

Obie tylko co otrzymane wartosci podstawiamy w réwnanie elipsy, a otrzy-
mamy sa= iX Coslp-(- f-y Sinty.

Wyzej widzieliSmy, ze i2v — ix Cos\ iy Sin%, przeto z — iv.
Ramig momentu bezwtadnosci, przynaleznego do danej osi srodkowej, wy-
znacza sie odlegtoscig Srodka przekroju od prostej, réwnolegtej do tej osi,
a stycznej do elipsy Srodkowej przekroju.

Jest to nader wazna wilasno$¢ elipsy. Aby otrzymacé jej druga wia-
snos$¢, wyznaczamy spoéirzedne biegunowe wyzej rozpatrywanego punktu
W, a mianowicte, jego promieh wodzacy p— OW i kat biegunowy 0.

) ixpCosS
Stad x = pCos®,y = pSmO, co daje tgy = — i3 .Sino
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skad bezpos$rednio i -j- i¥ tgytg® — 0. Mnozac wz6r tylko co otrzy-
many przez F, to jest przez pole przekroju, bedziemy mieli:

+ Fid tg<?tg@ — o skad Jx -}- Jy tgytgS —o. To réwnanie uza-
leznia spéiczynniki kierunkowe katéw < i 0. Wyzej moéwiliSmy, ze przy-
nalezne do tych kierunkéw S$rednice W i WW"' stanowig osie sprze-
zone elipsy Ov i Ow, zatem zalezno$¢ J x -f- Jy tgtftgS=0 wyznacza kie-
runki osi sprzezonych $Srodkowej elipsy przekroju.

W szczegélnym wypadku, gdy oba giéwne momenty przekroju sg
rowne, to jest, gdy Jx —Jy = J, elipsa bezwitadnoSci staje sie kotem
0 promieniu i= Yy j/f.

Tutaj oczywisécie z = p= i, a przeto Jv= Fi2= J, jak to zreszta

najlepiej uwypukla (Rys. 9), na ktéorym wyraznie wida¢ styczng T, réwno-
legtag do osi Ov, nachylonej ku OX pod ka-
tem ta Ten sam wynik otrzymaé¢ mozna
1 czysto analitycznie z réwnania
Jv = JxCos3f-f-JySinxf=J(Cos\-\-Sinxf}—J.
Stad wnioskujemy, ze przekro6j o jednakowych
obu momentach gtownych ujawnia statg war-
tos¢ momentéw bezwitadnosci dla wszystkich
osi Srodkowych.

Stosuje sie to niewatpliwie do przekro-
jow kotowych, pierscieniowych i wielobokow
prawidtowych. We wszystkich wypadkach, Rys. 9.
gdy elipsa $rodkowa staje sie kotem bez-
wiadnosci Srodkowem, kierunek osi gtdwnych jest oczywiscie obojetny:
kazda para osi prostokgtnych srodkowych moze byé rozpatrywana, jako
=osie gtdwne przekroju, dla kazdej bowiem Jxy — o, co wyptywa bezpo-
Srednio ze [wzoru Jv— JxCosy -f- JySiny — JxySin 2p, gdy uczynimy
w nim Jx = Jy = Jv= J. Tego rodzaju przekr6j mozemy nazwaé obo-
jejnym. Stad: moment odsrodkowy, brany wzglagdem dowolnych osi $rodko-
wych prostokatnych, posiada warto$¢ zerowg dla przekroju obojetnego.

W zwyklym przekroju ma to miejsce wytgcznie tylko dla jednej pa-
ry osi prostokagtnych — osi gtéwnych przekroju. Niekiedy mozna zgory
przewidzie¢ zerowag warto$¢ momentu odsrodkowego, a mianowicie w wy-
padku istnienia symetrji przekroju w kierunku prostopadtym do danej osi,
zwanej osig symetrji. Aby to udowodnié, bierzemy pod uwage przekrgj
symetryczny wzgledem osi UR w kierunku prostopadiym do tej prostej
(Rys. 10). Poprowadzmy o$ UT roéwnolegle do kierunku symetrji prze-
kroju przez jakikolwiek punkt U, lezgcy na UR.

Rozpatrujgc catke f rtdF = Jrt w ukladzie tych osi, jako sume
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sktadnikéw rtdrdt, z tatwoscia zauwazymy, ze J rt = 0. Wynika to bez-

posrednio z okres$lenia osi UR, jako osi symetrji, mozemy bowiem zaw-
sze dla jakiegokolwiek punktu M(r, t) przekroju — wy-
znaczy¢ punkt M* (r,—t), symetryczny wzgledem osi
UR, a réwniez nalezgcy do przekroju; kazdej przeto
rézniczce rtdrdt odpowiadaé bedzie r6zniczka — rtdrdt
pod znakiem catki, ktéra musi przeto réwnac sie zeru.
To rozumowanie dotyczy wszelkiej catki typu

/ rmtndrdt, przy n nieparzystem, wtedy bowiem réz-

czki r'‘t"drdt, wyznaczone dla punktéw symetrycznych

Rys. 10.
sg roznego znaku i przy catkowaniu dadzg w sumie ze-

ro. Mamy wiec réowniez / tdrdt = 0. To znaczy, ze spoétrzedna $rodka
masy przekroju tO= o0, a zatem S$rodek przekroju lezy na osi symetrji
przekroju, ktéra stanowi jedng z gtdwnych osi tego przekroju. Druga —
przecinajg prostopadle w $rodku przekroju.

Natomiast, przy n parzystem roézniczki rtrdrdt, wyznaczone dla
punktéw M(r, t) i M*(r,—t) symetrycznych, beda jednakowego znaku i cat-
ka f r’trdrdt, brana wzdtuz catego pola, bedzie sumg dwoéch jednakowych
catek tego samego typu, branych dla obu czesci symetrycznych przekroju-
Utatwia to wyliczanie calek. GdybysSmy, dajmy na to, chcieli wyznaczy¢
catkejt"drdt dla przekroju symetrycznego wzgledem osi UR, to nalezato-
by ja wyznaczy¢ jeno dla jednej z dwu czeSci symetrycznych przekroju,,
a wynik otrzymany — podwoi¢. Bedzie to warto$¢ szukana. To samo
dotyczy catki / ¢/ro? wyznaczajgcej pole przekroju. Zatem obie czeSci sy-
metryczne przekroju majg te same pola.

8 5. Wykres Mohr’a. Wykre$lanie elipsy $rodkowej jest niewy-
godne: w zastosowaniu zmudne, to tez zazwyczaj stosujemy wykres koto-
wy Mohra. W tym celu rozpatrujemy uktad osi gtéwnych OX, OY prze-
kroju, oraz gtéwne momenty J x, Jy, przyczem zaktadamy, ze Jx > Jy -
Gdyby sie okazato odwrotnie, to przemianowaniem 0si znowu uczynimy
zados$¢ temu warunkowi. Ze $rodka przekroju prowadzimy nowa pare o0si
prostokatnych Ov, Ou i oznaczamy kat < nachylenia osi Ov ku OX. Po-
niewaz v — xCos<f -\-ySimf, oraz u — — xSiny -f-jyCosy, przeto
Jv —f . [—xSin"t-\-yCos<flAd F z=JxCos-<f-\-JySin2f oraz Jtv—f [xCosf -J-
-\-ySiny] [ — xSin<f -\-yCosy] dF — [Jx — Jy] SinyCosy. Wzér dla Ju
pomijamy, mozemy go bowiem wypisa¢ kazdorazowo wprost, zmieniajgc
we wzorze dlal v kat pna fp-f- "/2. Na mocy wzoréw 2 Cosx<{= 1-\- Cos2"



oraz 2 Sin™y =1 — Cos 2@ mamy
Jv = Vv2fix +Jy] + Vv2//* —Jy] Cos 2'f oraz = V, [Ix—Jy]Sin 2p

Te wzory dajg wykres Mohr&a (Rys. 11). Odktadamy na prostej
odcinki AD = Jy, AC=JX- Na
réznicy tych odcinkéw, jako na
Srednicy, budujemy koto, przyczem
AO = V2[Jx + Jy]- Sdzie Przez 0
oznaczyliSmy S$rodek kota. Jego pro- A
mien bedzie R—X2DC—Y2[Jx—JyJ.

Odktadajac od punktu C kat*-COE=

— 2% prowadzimy S$rednice GE i pro-

stopadte GK i FE do AB. Zatem

OF = RCos Xpi ostatecznie

AF= AO+0OF = VvV [Jx+ Jy] + V.[Jx - Jy] Cos29= -

Aby otrzymac Ju nalezy miasto p braé¢ -2, czyli miasto 2p brac
xp4- zatem AK — Ju. Réwniez mamy GK — EF = R Sin 2=

Vi 1Jx JyjSin 2'f= Juv.

WyznaczyliSmy wiec J v, J u, Juv. *

Odwrotne zagadnienie réwniez nie nastrecza trundnosci, mozemy bo-
wiem wyznaczy¢ zawsze J X, Jy oraz Kkierunki osi gtéwnych wedtug da-
nych J v, J > Juv, przynaleznych do jakiejkolwiek pary osi prostokatnych
srodkowych. W tym celu odkladamy na prostej AB, poczawszy od pun-
ktu A odcinki AF = Jvoraz AK = J u, przyczem znéw zaktadamy, jak
wyzej, ze Jv > J u. Nastepnie budujemy prostopadle do AB odcinki
EF —KG — Juwb taczymy E z G i zataczamy promieniem ‘/aEG — R

koto, ktore wyznaczy na AB punkty C i D. Bedziemy przeto mieli
AC = J x, AD = Jvy, a kat odchylenia osi Ov od OX okre$li potowa tu-

ku CE.
Mozemy réwniez wyznaczy¢ J x. Jy rachunkowo. Z wykresu widzi-
my, ze AO =Va[AF+AK]= V,[Jv4-Ju], nadto FO=*It [AF—AK]=

= 7. 7 oraz OC= R =i FO> 4- FE\
zatem wobec tego, ze Jx = AO OC oraz Jy = ™40 — OC bedziemy
mieli dla momentéw gtéwnych

ix= v2[jv+ J«] + Vlid

Jy — [dv ~Jud — /70U Jv —Ju ]iJT Juv e (5)
Nadto rzut oka na wykres pozwoli nam wyprowadzi¢ nader ciekawg wias-
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no$¢ momentéw bezwladnosci przekroju. Poniewaz

OA — V2[Ix -f-Jy]— V2[/z, + /,], przeto Jx + Jy Jv j

§ 6. Moment biegunowy przekroju. Ten sam wynik mozemy
rowniez otrzymad, rozpatrujac jakikolwiek punkt M przekroju o promieniu
wodzagcym OM — p. Wspoétrzedne tego punktu niech bedg x,y. Bedzie-
my mieli przeto p2= x2-\-y2 WezZmy nadto pd uwage jakikolwiek inny
uktad prostokgtnych osi srodkowych Ov. Ou. Spéirzedne punktu M dla
tych nowych osi bedg odpowiednio v, u, przyczem znowu p2= v2-f- u2
Stad x3-\-y2—v2-\-u2= p2 Poniewaz dF —dxdy, lub tez dF=dvdu, albo
dF — pdpd®, gdzie przez 6 oznaczyliSmy kat biegunowy, przynalezny do
punktu M, przeto

J'XAdF J'vyadF = fvdF JirdF = f pdF

co daje bezposrednio Jx + Jy = Jv £-Ju= J0O gdzie przez Jo= f,?*dF
oznaczyliSmy moment biegunowy przekroju.

Stad wnioskujemy, ze suma momentéw bezwitadnoscia przynaleznych
do dwu prostokatnych osi Srodkowych jest wielkoscig statg, niezalezng od
kierunku osi i daje warto$¢ momentu biegunowego przekroju.

§ 7. Osie' mimosrodkowe. Wezmy pod uwage osie prostokatne
mimosrodkowe wyj, wyprowadzone z dowolnego punktu w Oznaczmy
przez m, n spoéirzedne tego punktu (rys. 12) w ukladzie osi gtownych

OX, OY srodkowych przekroju i poprowadz-
my przezen osie w® «X rownolegte do osi
gtownych OX, OY. Kat nachylenia osi

ku o niech bedzie < nadto przez Jx, Jy
oznaczymy giéwne momenty przekroju, przez

/iju J\. Jh> J-3 ~ momenty bezwtadnosci
mimosrodkowe wzgledem osi ofa WX VW,
wreszcie przez J7™\ odnosne momenty
odSrodkowe. Na mocy wzoréw przejscia
e= [Cos<d+ kSin?m]= — -(-XCos p
otrzymamy
/e=J ifdF — f [ — tS»«p 4" "kCosy]2Ni.d\ —
Rys. 12 = A CosX+ A Smsp—  Sin2<t

N = f& dF —f [\.Cos'f -}- XSm<p]V{l.«A=J]"Sin2p-]-A Cos2 -f-J*Sin 21,
= / &]dF = f [p-Cos(p -j- XSm<p] [— itSmcp -j- XCos<p] d\idk —
= 7, [/t - A] sm2cp + vV Cos2't.
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Zupetnie podobne wzory mieliSmy wyzej dla osi Srodkowych, powtarzajac
przeto stowo w stowo szereg rozumowan, mozemy wypowiedzie¢ naste-
pujacy uogélniony wniosek: istniejg zawsze dwa wzajemnie prostopadte
kierunki, odpowiadajgce najwiekszoSci i najmniejsz6sci momentéw bezwiad-
nosci przekroju, branych dla osi mimosrodkowych. Te skrajne wartosci
przynalezg do osi mimosrodkowych prostokgtnych, dla ktérych moment od-
Srodkowy ma warto$¢ réwng zeru.

Chcac wyznaczy¢ kierunek tych osi, nalezy znalez¢ odnosny kat
z réwnania tg 2p= 2 . [/> — y”~]. Osie prostokatne w ten spo-
s6b wyznaczone zowiemy osiami gtéwnemi mimosrodkowemi, a przyna-
lezne do nich skrajne momenty beziviadno$ci momentami gtéwnymi mi-
mosrodkowymi, przyczem niewatpliwie i tu znéw: gtéwne momenty bez-
wiadnosci mimosrodkowe catkowicie okres$lajg rodzaj zmienno$ci momentu
bezwtadnosci, branego wzgledem dowolnej osi mimosrodkowej. | tu przeto
mozemy wyznaczy¢ elipse bezwtadnosci mimosrodkowa, ktéra w szczegol-
nym wypadku moze przejs¢ w koto. Obie te krzywe maja podobne wias-
nosci. | tu wykres Mohra oddaje cenne ustugi, utatwiajac wyliczanie
momentow.

8 3. Punkty obojetne przekroju. Punkt przekroju, przynalezny
do kota bezwiadnosci, mimosSrodkowego, zowiemy obojetnym. Dla takiego
punktu JE£= JN—Jp — I\ —J- Z tych warunkéw wyptywa rowniez
NX = — 0 na m°cy tylko co wyprowadzonych wzoréw. Oznaczmy
wspotrzedne punktu obojetnego przez mOn0 w uktadzie osi gtéwnych $rod-
kowych OX, OY. Poniewaz niewatpliwie = Jx -f- Fn2D, ]\ = Jy
+ Fm2 oraz — FmOn0, przeto dla punktu obojetnego JXx -j- Fn3 =
= Jy %Fm2 czyli ix2-\-n"a= iy2~\-mD oraz mOn0— 0. Niech bedzie
dajmy na to ix> iy czyli Jx > Jy m W tym wypadku na— o oraz
m0= + y i*x — Py . Aby wykresli¢ otrzymane w ten spos6b punkty
obojetne, zataczamy ze $rodka przekroju koto, przechodzace przez ogni-
ska elipsy $rodkowej. To koto ogniskowe wyznaczy na drugiej osi punkty
obojetne przekroju. Z tatwoscig mozna to spostrzedz, zwazywszy, ze od-
legto$¢ ogniskowa wynosi Y iX — i%d w wypadku gdy ix > i . Dla
przekroju obojetnego mO— ™ — 0 oba punkty obojetne lezg w Srodku
przekroju.

Istniejg zawsze dwa punkty obojetne, lezgce na prostej, przechodzacej
przez mata o$ Srodkowej elipsy bezwtadnosci w odlegtosci ogniskowej od
Srodka przekroju; panuje w nich stata warto$¢ momentéw bezwtadnosci
mimosrodkowych oraz zerowa warto$¢ momentu odsrodkowego dla
wszelkich osi prostokatnych, przez te punkty przechodzacych. Dla prze-
krojow obojetnych istnieje tylko jeden punkt obojetny — Srodek przekroju.
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Punkty obojetne umozliwiajg wyznaczanie momentéw bezwitadnosci
mimosrodkowych. Prowadzimy (Rys. 12) 0§ OV pod katem < do osi OX,
a wtedy dla tej osi Jv= Jx Cos'-y + Jy Sin2y = F{i\ Cos-y -j-
+ 1% Sin29p = F[iX — (i\ — i%) Sin29p] = F [iX — mnSm2¢].
Poniewaz osie OVi sg rownolegte, przeto gdzie A oznacza
odlegto$¢ OL SsSrodka przekroju od osi <e Stad Ji= F [i X-A-k2—m2ASinXxp]=
= F [iX — (A m@Sinf) (A— mQ0Sin<p)]. PoprowadZmy z punktéw obo-
jetnych G i G1 odcinki Gil= di GIH1—f prostopadte do osi oraz
GAHI wi. Poniewaz niewatpliwie kat GIGK=", przeto d= A— m0Sin ¢
oraz / = A-f- maSin<f i ostatecznie Je — F frX -j- fd\.

§ 9. Momenty przekrojow wypuktych. Nazywamy przekrdj
wypuktym, gdy jakakolwiek prosta przecina jego obwéd w dwu punktach.
Wezmy pod uwage przekrdj wypukty (Rys. 13). Zgodnie z zalozeniem

wszelka prosta, w odlegtosci 1 réwno-
legle do osi poprowadzona, przetnie
obwdd przekroju w punktach A (£, V)
i B (£", vj), a prosta w odlegtosci £
réownolegle do osi wj poprowadzona da
punkty przeciecia obwodu C (6, i\")
i D (s, '(). Oznaczmy skrajne spot-
rzedne obwodu, réwnolegte do przez
Si i £21 a roéwnolegle do wyj przez yx
i A2, przyczem musi by¢é oczywiscie
£2> 6 > 61 oraz 2> 7> Tjj. W tym
zatozeniu mamy bezposrednio

I $mritdF=J"~ d e JJ 7ndri i #dF = dA\E imdi (6)
Tutaj obie wartosci r/ i r” sg w ogolnym wypadku zalezne od £

i otrzymane by¢ moga jako pierwiastki réwnania obwodu K (€, yj) = o,
rozwigzanego wzgledem vy.. Rozwigzujac to samo réwnanie wzgledem 5

otrzymamy i e" w funkcji t). Nadto skrajne wartosci 61 i u2 otrzyma-
my, jako pierwiastki state réwnania, ktére wyznaczymy, rugujac yj z rownan
: © 9
K (£, N = i dfi Y

Podobnie warto$ci Vjj i 2 otrzymamy jako pierwiastki state réwnania, ktdre
wyznaczymy, rugujac tym razem E z réwnanh
dK d )

K (£ V)= i
Ew=o i
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Gdy m = o, a wiec dla F, F$, Jt bedziemy mieli

frmdF = P* ;rdrtl* dl= 1 dr, = f~Zif dr{f ... (7).
v A1 J-ni JIW\i
Catke te wyznaczymy z tatwoscia, wyraziwszy z — —£'= AB w za-
leznosci od 7. Gdy z kolei yy= o, a wiec dla 7T bedziemy mieli
ZNOWU:

0/ * — " — _ N — N
/ %*dF *,ra$> d$»,% atf /g5\/ V] *}?! wSrdz ... (8)
gdzie nalezy oczywiscie wyznaczy¢ w —r" — r{= CD w funkcji od

aby moéc catkowaé. Tylko co wyprowadzone wzory stanowig nieraz dos¢
znaczne ulatwienie przy wyznaczaniu momentéw, nalezy jeno przekrgj
dzieli¢ na skltadowe przekroje wypukte.

§ 10. Momenty przekrojéw rzutowanych. Rzucajgc wszystkie
punkty przekroju na dang ptaszczyzne otrzymamy przekrdj rzutowany.
Momenty przekroju rzutowanego zalezg od momentéw przekroju macie-
rzystego. Aby to udowodnié¢, utézmy o0$ o™ na prostej przeciecia sie
ptaszczyzn obu przekrojow. W dowolnym punkcie w tej osi poprowadzi-
my o$ prostopadtg wrj, w ptaszczyznie przekroju macierzystego lezgcg i 0$

w ptaszczyznie jego rzutu. W ten sposéb 0§ €% bedzie rzutem osi
wy], przyézem pierwotne spoOirzedne zmienig sie w rzucie w jednako-
wym stosunku, przechodzac w rzuty \jv Zatem rjt — rjCosa, gdzie przez
« oznaczylismy kat, jaki tworza osie oo i «%. Stad réwniez d”~ = Cosadr\,
caty bowiem przekr6j macierzysty wydtuzy sie w rzucie jednostajnie w kie-
runku prostopadtym do osi «of, przyczem jednak wszystkie jego odciete

s pozostang niezmienione. Wobec = e mozemy tedy napisaé w 0gol-
nym wypadku:
/" n<d”™drh = Cosntlaj Emrud™dr, = Cosntlaj EmyfldF . . . (9).

Moment przekroju rzutowanego réwny jest odno$Snemu momentowiprzekro-
ju macierzystego, pomnozonemu przez [Cosa]MH.

8 11. Przykiady i ¢wiczenia. 1°. Przekrdj prostokatny.
Oznaczmy przez H wysokos$¢, przez B podstawe prostokata (rys. 14).
Przez s$rodek przekroju O prowadzimy OX\\B i OY\\H. Jako wza-
jemnie prostopadte dwie osie symetryi przekroju, stanowig one uklad
osi gtownych. Dla tych osi Fx — Fy — Jxv — 0. Wyznaczmy po-

zostate momenty. W tym celu wypisujemy rdéwnanie obwodu

/721 52
r , _
E - d be2 4
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czyli tgczne rownanie czterech prostych

B N H B B
V_ 2 1y_ 2 X o~ 27 X 2'
Da ono po rozwiazaniu wzgledem y granice cat-

kowania

w danym wypadku zupetnie niezalezne od zmien-
Rys. 14. nej Xx. Aby z kolei wyznaczyé granice catkowania
po tej zmiennej, bierzemy

dK (xy) -
dy —2y= o0

i te warto$¢ podstawiamy w réwnanie obwodu. Jako wynik wyrugo-
wania y otrzymamy

X2= Br2 stad = — BZ_’ g, = B
zatem
B H H
r2 /.2 w
JXx — N\dx f = M7BH3 Jy — fxdx fdy = VI2BH ....cooeee.. 10).
J—BJZajy y J—-B J—¥| (10)

Dla osi jakiejkolwiek OV pochylonej pod katem <pku osi gtéwnej O X
bedziemy mieli

Jv = JxC °s+ JySinI» [H7Cos2™ -j- B Sin2p),

12

a dla prostopadtej OU podobniez: Ju = JxSin2y Jy Cos2y

n [H2Sm2p -f B 2Cos-y] Nadto Juv = >2 [Jx — Jy] Sin2y

= v24 BH [H2 — B2 5»:2cp.
Dla jakichkolwiek innych osi réwnolegtych do gtéwnych, lecz
odlegtych o £0r0 od srodka mamy wartosci momentow J £= JX /1]2,,

/fyj= Jy+ Fed 7~ = F<040. Dla osi wierzchotkowych nadto
= §, fth=y zatem /4 = »/i. BH3 + V* =V,
= Ti» £// + '/AM = 13 = VA £ 2//2 Nadto oczy-
wiscie F$ = tJOF = J2 oraz = 0= 1R2i2//2

Chcac wyznaczy¢ elipse srodkowa przekroju okreslamy wartos¢

tx= y = i/-h —
V F — /12y vF—]/|2
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2U Katownik réwnoramienny. Bierzemy pod uwage przekroj
katownika rownoramiennego N2 10. Pomijajac drobne zaokraglenia,
wyznaczymy jego momenty przekroju, a nadto podamy w nawiasach
[—J Scistg ich tabliczng wartosé, jaka otrzymalibySmy, biorac pod
uwage zaokraglenia. Przedewszystkiem wyznaczmy $rodek O przekroju
(rys. 15). Pole przekroju F — 10X 1+ 9 X 1= 19 COn3 119,2], przy-
czem rozpatrujemy przekréj, jako ziozony
z dwu prostokgtow ABmD i DEFG. Podziat
ten i nadal utrzymamy przy wyznaczaniu mo-
mentéw. Dla osi wierzchotkowych, idacych
wzdtuz paséw WA i ®G, bedziemy mieli
= 1X 10 X5+ 1X 9X 05= 545cms,
a wiec spoOtrzedna Srodka 0= N F — 2%/
cm. [2,82]. Poniewaz marny tu do czynienia
z przekrojem réwnoramiennym, posiadajgcym
0§ symetryi ioX, pochylong ku 0A pod katem
45°, przeto na mocy symetryi 70=¢0=2,87 cm.
Nadto .A— 1V sXIX10sf-2/sX9X13=336,3cm.4
Prowadzac przez s$rodek osie OX0 OYOrow-
nolegle do wierzchotkowych, mamy Jxa= J4—/V0=336,3—19X2,872=
=179,8 cm.4[177], przyczem na mocy symetryi Jy0 = Jx0= 179,8cm.4
Zatem we wzorze dla tg2a mianownik bedzie réwny zeru, co da 0—45°,
o ile Jxy0 0. Nalezy to sprawdzi¢, inaczej bowiem, przy Jxy0 = 0

mielibySmy miasto elipsy — koto bezwiadnosci Srodkowe. Mamy
Ag= 1X 10 X5 X 05-i-1X 9 X0,5X5,5=49,8 cm.& Jxy0—F£0Gil0.
Stad Jxy0 = 49,8 — 19 X 2,872= — 106,7 cm.4 i ostatecznie JXx =

=JxoCosH5n+ JyOSmH5a—J xy0Sin 90"=179,8+106.7=286,5 cm. [280J.
Momentu Jy mozna nie wyliczaé, poniewaz Jx + Jy = Jx0+ Jyu =
= 2 X 179,8 cm.4 a zatem Jy — 359,6 — 286,5 =73,1 cm.4[73,3].
Nadto z tatwoscig znajdziemy ix — 3,88 cm. [3,82] oraz iy = 1,96 cm.
[1,95], bedziemy wiec mogli wykresli¢c odnosng elipse.
3°. Zetownik. Choé przekréj zetownika nie ma osi symetryi,
to jednak odrazu spostrzec sie daje, ze jego
$rodek (rys. 16) lezy w punkcie O, na po-
towie wysokosci $rodnika ABCD. Srodko-
wag 0§ OA’0 prowadzimy przez o$ $rodnika,
druga o$§ OYO kierujemy prostopadle i roz-
patrujemy przekrdj, jako ztozony z trzech
prostokatow AEGF, ABCD i CKLM. Po-
mijajagc drobne zaokraglenia mamy przeto
Ao= V22X 08X 143+ 2 X 7laX 57X
X 15+ 2X5,7X 1X6,53= 6655 cm4 [676],
jy = ASX 14x 08B+ 2x VX 1X
X 573+ 2x 57x 1X [04-f », x 57]2=
=151,9 cm4 [148], Nadto, poniewaz moment
odsrodkowy sSrodnika jest oczywiscie zerem
dla osi OXP OYOQ przeto nalezy jeno wy- Rys. 16.
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znaczy¢ momenty odsrodkowe obu bocznych prostokatéow, aby otrzy-
mac¢ J X0 Oznaczmy przez £» 70sp6trzedne srodkéw owych prostoka-
tow. Moment odsrodkowy kazdego 2z nich bedzie /Eo7o> gdzie FO
oznacza pole prostokgta bocznego. Zatem Jx0= 57 X 1 X [7 —
— 05 X [—3,25] + 57 X 1 X [—65] X 3,25'= — 240,8 cm4 [239].
Stad 1g2a. = 2Jxy0: [Jya — Jx0] = — 2 X 240,8 : [151,9 — 665,5] =
=0,9377, co daje ot=21°30'[2164. OS$ gtdwna OX, pod tym katem popro-
wadzona i prostopadta do niej OY wyznaczg momenty: J x—J XaCosix-\-
-f-JyuSin2.—J xy0Sin2a- = 665,5 X 0,93042 + 151,9 X 0,36653+ 240,8 X
X 0,6820 = 760,7 cm.4[768]. Poniewaz Jx -]-Jy — Jx»rlyo — 817,4
cm4, przeto Jy = 817,4 - 760.7 = 56,7 cm4 [56,4],

Wreszcie by wyznaczy¢ elipse bezwiadnosci Srodkows, okreSlamy
pole przekroju F — 14X 0,8 -f-2 X 1 X 5,7 = 22,6 cm2 [22,9] skad
bez trudu znajdziemy ix = 5,80 cm [5,79] oraz iy = 1,58 cm [1,57],
co da odnos$ng elipse.

W praktyce przewaznie przekroje ztozone sg z prostokatéw. Po-
wyzsze dwa przykiady wskazujg, jak wyznacza¢ momenty takich prze-
krojow. Czasami spotykamy jednak skladowe przekroju—tréjkaty lub
trapezy. Trapez mozemy zawsze roztozy¢ na prostokat i dwa trdjkaty
prostokatne, a trojkat na dwa trojkaty prostokatne, chcac przeto roz-
szerzy¢ zakres naszych badan nalezy wzig¢ pod uwage:

4°, Tréjkat prostokatny. Wierzchotkowa o0$ prowadzimy
przez podstawe B trojkata—drugg o$ w, przez wysokos$¢ H. Przeciw-
prostokatna odetnie na osiach odcinki B i H. Z tatwoscig (rys. 17)
daje sie tu zauwazy¢, iz = 0, — B, = o
jls= H, a nadto £'= o, §"= Z, /= o, tj' — IV,
jak to zresztg najlepiej wida¢ z rysunku. Ponie-
waz z gory wiemy, gdzie szukac¢ srodka przekroju,
przeto odrazu wyznaczamy te momenty, ktére po-

stuzg do okreslenia kata a; a wiec

rH rz rH
Ji — 17]V7l| Idi= 1Zqahr\
JQ o] Jo
rB rw rB
— 1Edi Idf] = 11V 2i,
Jo Jo *0
rH rZz rH

Ayl= iqdr[ £dE, = V2 Z2ma-
Jo Jo Jo

Z podbienstwa trojkatow z tatwoscig ustalimy nastepujgce proste
zresztg zaleznosci Z :B = [// — t]: H,L W \H — \B — t] : B skad

Z =B —jj7i oraz W =H — -4 i ostatecznie:

Ji= j[B - yiw dtA\xBH\ A = Jp -~ ]~ = i/ 1255/,
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Poniewaz spotrzedne S$rodka przekroju sa 60 = 8> o — o > przeto

dla osi OX0 OFQO srodkowych a rownolegtych bedziemy mieli J xo

= A — 22 = 7|» »- V,5// x V. ~~2= 7,6 Jyo =
= /,, - Fi\ =- V« 5'// - V,5// x V.£2= 76 5W, y~"0=
= Jh - = 724 B *IP-'"/ BH x f x f | - 772 £ 2% 2- stad
fc2« = 21%0: [Jyo - IXO\= - 2RB*H* :'/u BH [B* - H'} =

— BH : [H 4- B\ [H — B] i ostatecznie na mocy wzoréw ogoélnych
bedziemy mieli dla momentéw gtéwnych:

JX — 72 [A-0 + Jy0) + I/'U [JXx0 — Jyoy + J~Xy0 =

= BB lH2+ Ba-f ){H2— 12+ HBZ

Jy — 72 /A0 + -A0] — ~"TH[AO—/yol2+ 7~0 =
= /772 + V4744 /Nj- + n™B'%
z ktorych bezposrednio wyznaczymy réwniez i ix, iy.

5°. Wielobok prawidtowy. Tego rodzaju przekroje, jako po-
siadajgce wiecej niz dwie osie Symetryi, nalezg do przekrojéw obojet-
nych. Wystarcza przeto wyznaczy¢ ich moment bezwiladnosci dla ja-
kiejkolwiek osi srodkowej 0X. Aby to uskutecz-
ni¢, dzielmy przekréj (rys. 18) na n tréjkatow,
odpowiednio do n bokoéw wielokata, za pomocg
n promieni wierzchotkowych. Wezmy pod uwage
jeden z tych trojkatow OKL; o$ sSrodkowag 0X
skierujmy prostopadle do boku B — podstawy
trojkgta. Wysokos¢ jego niech bedzie H. Promien
kota opisanego R = OK = OL = ]//72+ V4?2
Na mocy wzoréw, wyzej wyprowadzonych, mo-
ment trdjkata OKL wzgledem osi 0X bedzie

J'= 2 X 72X H X [~r] = 748 HB3 a wzgledem osi OxYu prze-
chodzacej przez $rodek Ox tréjkata OKL, bedzie

Ji= 22X 7Tm X H>X \ = 76" 3

Poniewaz 0§ 0 7 wierzchotkowa jest rownolegta do $rodkowej osi
OxYv przeto dla tej osi moment bezwiadnosci

/"=/!+ F X 00!2- 73E/-/+ 72S# X [/ H? = 74~ 3
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Nazwijmy wierzchotkowym mementem biegunowym trojkata tylko

co rozpatrywanego moment Jw =J" -\-J" = 78HBIl+ x4BH\
Z tatwoscig postrzec sie daje, ze moment biegunowy przekroju
jo — Njw —JX -j- Jy. Poniewaz jednak dla przekroju obojetnego

Jx=1Jy = ] przeto

J o= 7,JdJ0 — \jw = 2 B H [V<8 & + V* # 2] = F [V48 A~ + Va# *]=

F B2. F
= A [H2-\-A]— < [R2— IA5*],

gdzie przez i7 oznaczyliSmy pole wieloboku. Dla szesciokata dajmy
na to mamy B = R, a przeto / == s24FR2—s/u 3 RK

Nader ciekawy wypadek otrzymamy gdy B — O, wtedy bowiem
wielobok przechodzi w koto. Dla tego przekroju bedzie wiec

J = VAFR2= ‘A

6°. Ceownik. Bierzemy pod uwage przekréj ceownika N° 28
(podany na rys. 19). Pomijamy drobne zaokraglenia i wyznaczamy jego
momenty, piszac w nawiasach $cista ich tabliczng wartos¢, jakg otrzy-

maliby$my, uwzgledniajgc owe zaokraglenia
$ w przekroju. Wobec zupeinej symetryi prze-
kroju bierzemy pod uwage jeno potowe, ponad
I osig symetryi HX lezgca, ktdra jest oczywiscie
wobec tego osig gtdwng przekroju. Chcac wy-
znaczy¢ momenty, dzielimy przekr6j na dwa
prostokaty ABGII, i BDEC oraz trojkat ECF.
Przedewszystkiem wyznaczamy pole przekroju,
nie znamy bowiem potozenia jego $rodka O.
Potowa pola 7272==1X14+8,5X1,12+72X8,5X
X 0,66 = 26,3 cm2 Stad ~ = 52,6 cm.a[53,3].
Chcac dalej znalez¢ moment statyczny przekro-
ja ju wzgledem osi HYYy biegacej wzdtuz $rodni-
ka, piszemy sume odnosnych momentéw: F 1=
Rys. 19. =2X14X1X0,5+2X8,5X1,12 fI+0,5 X 851+
+2xy2X8.5x0,66X[I+73 X 85]= 1357 cms.
Stad spotrzedna srodka przekroju HO="~F: : ~ = 2,58 cm [2,53]. Przez
wyznaczony w ten sposéb srodek O prowadzimy drugg o$ gtéwng OY.
A zatem dla momentéw gtownych bedziemy* mieli: Jx = 2 X [V. X
X 1X 143+ Y2 X 85 X 1,12*+ 85 X 1,12 X (14 — 0,5 X 1,12)* +
+ 1/8X 85 X 0,663+ V2X 85X 0,66 X (14 - 1,12 - 73X0,66)J] =
= 6251,2 cm4 [6276],Jy = 2 X [VR2X 14 X 18+ 14 X 1X (2,58 -
-0,5)2+ yi2 X 1,12 X 85 + 8,5x 1,12X (1+1/2X8,5-2,58)2+ 7,6X
X 0,66 X8,5° + * X 066 X 85 X (1 + 7s X 85 — 2,58)a =
= 405,2 cm4 [399]. Dalej mamy ix — 10,84 cm [10,85] oraz iy =

— 2,77 cm [2,74].
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7°. Przekrdj dwuceownikowy. Dwa rownolegte ceowniki da-
ja przekroj dwuceownikowy (Rys. 20). Wyznaczmy jego momenty
w zatozeniu ceownikéw N 22, ustawionych $rodnikami
ku sobie w odlegtosci # cm, jak to zresztg najlepiej

uwypukla rysunek. Srodek przekroju ztozonego, wy- I\ y
tworzonego w ten sposéb lezy oczywiscie na osi syme- $

tryi OY rownolegle do obu srodnikéw poprowadzonej C 0O cr
w odlegtoséci ¥2x od obu ceownikéw. Druga o$ syme- X
tryi OX prostopadta do obu S$rodnikéw, przechodzi x X
przez srodki C obu sktadowych ceownikéw przekroju. Tz

Sag to niewatpliwie gtéwne osie przekroju ztozonego, c
jako osie symetryi. Korzystajgc z tablic, wyznaczamy Rys. 20.

momenty gidéwne przekroju. W tym celu przez oba

$rodki C ceownikéw prowadzimy osie CYOprostopadte do OX. Otrzyma-
ne w ten sposéb osie CX, CYO stanowig uktad osi gtéwnych ceownika.
Dla tych osi tablice ceownikéw podajg Jxc = 2690 cm4 Jyc = 197 cmA4
Nadto pole ceownika F — 37,4 cm!, a odlegto$¢ srodka ceownika C od
Scianki zewnetrznej $rodnika xc — 2,14 cm. Tyle nam daja tablice.
Zatem dla ztozonego przekroju mamy Jx — 2 Jxc= 5380 cm4 Jy —
= 2Jyc+ 2F[V,* + xcl5= 394+ 187 [* -f 4,28 |*= [18,7*2+
+ 160 x + 736,6 ] cm4

Ten wymiar & mozemy wyznaczy¢ dowolnie, to tez zazwyczaj
obieramy x w taki spos6b, aby Jx — Jy, to jest aby przekr6j byt
obojetny. To da nam 18,7 X1-\- 160 x -f- 736,6 = 5380. Jedyny do-
datni pierwiastek tego réwnania bedzie x =12,0 cm. Dla tej szcze-
g6lnej wartosci X bedziemy mieli Jx — Jy — 5380 cm4.

s °>. Przekr6j dwuceownikowy ze Srodnikiem dwuteowym.
taczac dwuteownikiem $rodniki ceownikow, otrzyTTmiftmv nryptrni yin.
zony (Rys. 21) o dwdch osiach symetryi OX, OY,
jego osiach gtéwnych. Wezmy pod uwage, dajmy \ 'Y A
na to, ceowniki N° 20 i dwuteownik Ms 20. Przez
C oznaczamy S$rodek ceownika sktadowego, przez 0
Fc Je?° P°'e. przez xc odlegtos¢ srodka C od stro- c | }c X

X

ny zewnetrznej $rodnika. Prowadzac osie CYc pro- A é )
stopadte do OX, bedziemy mieli z tablic dla osi i'
gtownych CX, CYc ceownikébw momenty Jxc = &
= 1911 cm4Jyc = 148 cm4 Réwniez z tablic dla Rys. 21.

dwuteownika bedziemy mieli, zwazywszy ze osie

OX, OY sg jego osiami gtéwnemi — momenty J x$ — 117 cm4 ] yfi =
= 2139 cm4. Stad dla catego przekroju Jx — 2Jxc-f-Jxd = 3939 cm4
Jy - 2/~ + 2~ [7.*x+ ~N]* +Jyd - 2 X'148 + 2 X 322 X
X[ 10 42,01 ]2-f- 2139=11724 cm4 poniewaz tutaj X réwne jest wyso-
kosci dwuteownika, to jest x = 20 cm, a F¢c = 32,2 cm2i x¢c — 2,01 cm
wedtug tablic.

9°. Przekroj czteroceownikowy. Dwuteownik tylko co roz-
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patrywanego przekroju zastepujemy dwoma ceownikami, ustawionymi
symetrycznie a rownolegle do osi OX. Odlegto$¢ pomiedzy Scianka-
mi zewnetrznemi ich Srodnikéw niech bedziey > 0. Zachowujgc zna-
kowania poprzedniego przykitadu, oznaczamy nadto przez Jxs Jys mo-

menty gtdwne ceownikéw Srodnikowych, przez Fs ich pola, a przez
y s — odlegto$¢ ich Srodkéw D od S$cianek zewnetrznych $rodnikdéw.
Dla catkowitego przekroju bedziemy mieli

A = 2y«+2yt, + 2/-sf U +ys]\

Jy — 2Jys-j-2Jyc-f2Fc”™ A-j-xc
Wezmy (Rys. 22) pod uwage przekroj ztozony

y z czterech ceownikéw M 20 izatézmy y = 2,0 cm.
Dla takiego przekroju x = 20 cm, Fc = Fs =
' ° ! . 32,2 cm2xc—ys— 2,01 cm,Jxc= Jys = 1911 cm4
- .. D Jyc — JXs — 148 cm4, a przeto

S Jx = 2X 1911 + 2 X 148 + 2X 32,2 [0,5X2 +
+ 201 ]2= 47009 cm4 Jy= 2 X 148 + 2 X
Rys. 22. X 32,2 [05 X 20+ 2,01 ]2+ 2 X 1911 = 13407 cm4

10°. Przekrd6j dwuceownikowy z naktadkami. Nitujac obu-
stronnie ptaskowniki symetryczne (Rys. 23), wzmacniamy przekrdj
dwuceownikowy. Aby wyliczy¢ jego momenty, za-

V. y chowujemy znakowania poprzednie, a nadto przez H
I oznaczamy wysoko$¢ ceownika sktadowego, a przez h

! grubos¢ obu nakitadek B szerokich. Szeroko$é¢ pasow

c HO ceownika niech bedzie, dajmy na to, b, a wtedy
¢ X B—2b+ 4-j-2 X 0,5 cm, naktadki bowiem zazwy-
N g czaj na 0,5 cm wystajg poza pasy ceownikdéw. Zatem
/ .,=2/, + 2x Vi2X B X k*+ 2Bh [Vj/7+ W ,
Rys. 24. Jy = 2Jyc 2Fc[V2#+ #Q2+ 2 X VI2

Wezmy pod uwage Ne 22 ceownika i zatézmy, jak
w przyktadzie siodmym x = 12 cm. Niech bedzie nadto A— 1 cm.
Dla takiego ceownika b= 8 cm, stad Z2= 29 cm oraz

JIX 2 X 2690 + 2 X V2X 29 X 1*+ 2 X 29 X 1X [V»X22+»/,]**=
= 13055 cm4, Jy = 2 X 197+ 2 X 37,4 [0,5 X 12+ 214]2+ 2 X
X V22X 1X 29s= 9415 cm4 Poréwnywujgc wartosci momentow tu

otrzymane z odnosnemi warto$ciami przykiadu siédmego, widzimy,
ze dodanie naktadek znacznie zwieksza warto$¢ momentéw przekroju.

11°. Przekrdj czworokatownikowy. Stupy ciezkie majg za-
zwyczaj przekrdj ztozony z czterech katownikdéw, tworzacych jakby
dwa ceowniki o przerwanym Srodniku (Rys. 24). Tego rodzaju prze-
kréj ma oczywiscie dwie osie symetryi OJi, OY — osie gtéwne prze-
kroju. Oznaczmy przez Fc pole katownika skitadowego, przez C jego
srodek, przez x odlegto$¢ pomiedzy Sciankami zewnetrznemi pasow,
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rownolegtych do OY, przez //— odlegto$¢ pomiedzy Sciankami ze-
whnetrznemi paséw, réwnolegtych do OX, wreszcie przez CXc, CYc
osie katownika S$rodkowe, rdéwnolegte do OX,
OY. W ukiadzie osi OX, O Y spétrzedne Srod-
ka ¢ oznaczamy przez xc, yc, a wtedy dla
przekroju ztozonego mozemy wypisaé momen-
ty gtéwne Jx = 4JXC+ 4Fcyc2ly = 4J)yc-\r
+ 4 Fc xc2 gdzie przezJxc,Jyc nazwaliSmy mo-
menty bezwladnosci katownika wzgledem osi
CXc, CYc. Wymiar * mozemy dobrac¢ tak,
aby byto Jx = Jy, zatem dla obojetnego prze-
kroju winno byé Jxc— Jyc= Fc Xz —y X)-

Oznaczmy przez t, odlegtos¢ Srodka C Rys. 24.
katownika od jego $cianki zewnetrznej, réwno-
legtej do osi OY, przez \j — odlegto$¢ srodka C od S$cianki zewnetrz-
nej, réwnolegtej do OX. Wtedy x¢c — V,x-j-6,y* = th H—n
zatem mamy Jxc —Jyc—Fc [(‘\2* -f £)2— (7a H — /.

Dla katownikéw roéwnoramiennych, najczesciej uzywanych Jxc —
= Jyc,zatem aH —tj= Y2x -(-E, nadto $= rj, a przeto x=H —4
Wezmy, jako przykiad, przekréj, ztozony z czterech katownikéw row-
noramiennych 90 X 90 X 9 i zatézmy, ze_H= 20 cm. Z tablic mamy
Jxc =1 = 116 cm4, Fc= 155 cm2 £=r{= 2,54 cm, a zatem
v= 20 — 4 X 2,54 = 9,84 cm. Niech bedzie * = 10 cm, a wtedy
itc= 5+ 254 = 754 cm, yc= 10 — 254 = 7,46 cm, JXx — 4 X
X 116 + 4 X 155 X 7,462= 39144 cm4 Jy = 4 X 116 + 4 X 155 X

X 7,54- = 3988,8 cm4 Drobna roéznica wartosci momentéw pochodzi
stad, zeSmy nieco zaokraglili wartos¢ x.

12°. Przekroj czworokatownikowy kwadratowy. Te sa-
me momenty gtéwne posiada réwniez odmiana (Rys. 25) przekroju
tylko co rozpatrywanego, o czem z tatwos$cig mozemy
sie przekonaé wypisujgc wartosci Jx dla tego przekro-
ju. Poniewaz przekr6j ten mozna otrzymaé¢ z po-
przednio rozpatrywanego, przestawiajgc prawg jego
cze$¢ na miejsce lewej, przeto niewatpliwie uktad cza-
steczek w stosunku do osi OX nie moze ulec zmianie,
bedziemy mieli przeto te samg warto$¢ dla Jx =
— 4Jxc+ 4Fcyc2= 4J)xc-\-4Fc[V,H -n]2"

Gdy wszystkie katowniki sktadowe tego przekro-
ju sg réwnoramienne, wtedy caly przekrdj jest obojetny, wtedy bo-
wiem Jx —Jy; w przeciwnym razie Jy = 4 Jyc+ 4 FcXx* =4 Jyc +
+ 4Fc [Y2H — i;]2 przyczem zachowujemy znakowanie przyktadu
poprzedniego.

13°. Blachownica dwuteowa. Korzystajac ze wzoréw tylko
co wyprowadzonych, z fatwoscia wyznaczymy momenty przekroju,
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ztozonego z blachy S$rodnikowej /Z/0 wysokiej, X grubej, oraz dwu
paséw blaszanych B szerokich, h grubych, przynitowanych u skrajow
srodnika za pomocg katownikéw. W ten spos6b wytworzony przekrgj
ma dwie osie symetryi OX, OY. Aby znalez¢ przynalezne do nich
momenty gtéwne, oznaczamy pole i momenty $rodnika znaczkiem s,
dla paséw znaczkiem p i dla katownikéw znaczkiem ¢, a wtedy mamy:

Ix — JIxs H- 2)xp -f- 2 bp [vaHO0-)- J2~11 + AJxc 4 Fc fv2H0—Y2

Jy —Jys ~t~2Jyp 4* 4Jye A-AFC\2x 4~
W tych wzorach opieraliSmy sie na znakowaniu obu przyktadow
poprzednich. Wezmy, dajmy na to, (Rys. 26) wysokos$¢ S$rodnika
HO= 50 cm x= 1 cm. U obu jego konhicéw przynitujmy

y katowniki 80 X 120 X 10, krotszemi ramionami dotykajgc
srodnika, a do nich — pasy nieco u bokéw wystajgce,
r~ a wiec, powiedzmy, 28 c¢cm szerokie i 1 cm grube. Tabli-

“0 ce kagtownikéw dajg Jxc — 98,2 cm4 dla osi $rodkowej,
Xrownolegtej do ramienia diuzszego Jyc = 276 cm4 dla osi
srodkowej, rownolegtej do pasa krotszego, £ = 3,92 cm
kK odlegto$é érodka od $cianki zewnetrznej ramienia krétsze-
go, a 1= 1,95 cm odlegtos¢ srodka od Scianki zewnetrz-
Rys. 26. nej ramienia diuzszego; wreszcie F¢c — 19,1 cm2
StadJx = Vi2X 1X 50+ 2 X 712X 28 X 13+ 2 X 28 X
XIX['/> x 504-7j1l*+'4 X 98.24-4 X 191 X [V.X 50 - 1,95]*=
= 87819,6 cm4
Jy = 72X 50X 1*+ 2 X 7i2X 1X 2834- 4 X 2764-4X 191 X
X [72 + 3,92]2= 6259,5 cm4

14°. Blachownica dwuceowa. Dwie réwnolegte (Rys. 27)
blachy pionowe HQwysokie, v grube dotykajg paséw poprzecznych
B szerokich, h grubych, przynitowanych za pos$red-

y nictwem katownikéw do blach. Cato$¢ w ten spo-

H s6b otrzymana tworzy przekrdj ztozony o dwu osiach

1 r symetryi OX, OY. Korzystajac ze znakowania przy-
) —-. ktadu poprzedniego, z tatwoscia mozemy wyznaczyé

v 1 momenty gtéwne przekroju. W tym celu oznacza-

my przez 2 w rozstawienie blach srodkowych.
a wtedy/* = 2Jxs+ 2J)xp+ 2Fi, [7,
\ |_ + 4Jxc+ 4Fc [VIZ HB' 7]]*,
‘I*#_ Jy = 2Jys4a- 2Fs[iv+ V*»]1*+ 2Jyp+4Jdyc +
4-4Fc v+ wi-£]2
Rys. 27. Wysokosé blach srednikowych niech bedzie,
dajmy na to 50 cm, grubo$¢ 1 cm. Do tych blach
nitujemy katowniki 80 X 120 X 10 ramionami Kkrdtszemi, a do ich
ramion diuzszych — oba pasy, nieco po bokach wystajgce. Rozsta-
wienie blach $rodnikowych wynosi powiedzmy 2w — 20 cm zatem
szeroko$¢ obu paséw B = 50 cm, a grubo$¢ 1 cm. Stad, jak dla
przyktadu tylko co wyzej rozpatrzonego JX — 2 X 7i2 X 1 X 5034-

+ 2X 72X 50 X 18+ 2 X 50X 1X [7» X504-Vtl*+ 4 X 98,2 4-
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/Mi= | dF —j2SmS Cos®d0J p8dp= xfieR*j 2Sin 20 d (20) =
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14X 191 X [Vs X 50 1,95 126851,0 cm4 Jv— 2 X ,
X 50 x 1* 2 X 50X 1X[V.X 20+ i/2]2+ 2 X Vi2 X 1 X 50» +
-f 4 X 276+ 4 X 191 X [7a X 20 + 1-j-3,92]8= 49977,8 cm4.

W obu tylko co rozpatrywanych wypadkach wyznaczyliSmy mo-
menty gitéwne przekroju catkowitego, nie uwzgledniajgc otworow na
nity, ktére nieraz dos$¢ znacznie ostabiaja przekrdéj i obnizajg wartosé
momentow. Dla odréznienia nazywamy przekroje bez potracania
dziur na nity przekrojami brutto. W przekroju dziura na nit stanowi
prostokgt — tatwo przeto te przerwe przekroju uwzgledni¢, a wtedy
otrzymamy przekréj netto.

15°. Cwiartka kota. Gdybysmy chcieli posunaé dalej doktad-
no$¢ naszych wyznaczan momentéw, nalezatoby bra¢ pod uwage zao-
kraglenia przekrojéw, ktére w wiekszosci wypadkédw stanowig Cwiart-
ki kota. Nalezy prrzeto obecnie wyznaczy¢ momenty dla tego prze-
kroju (Rys. 28), jako sktadbwego wielu innych.
Wierzchotek w kata prostego Cwiartki obieramy
jako biegun osi wierzchotkowych a»). 0§ of
moze byé nadto rozwazana, jako 0$ biegunowa
spotrzednych: p— promienia wodzacego oraz 0
kata biegunowego, ktéry bedziemy odliczali od
osi biegunowej przeciw strzatce zegara. Wtedy
£= pCos&, V= pSinS, a poletko dF — 'p™pd®,
jak uczy rachunek nieskonczonosciowy. A zatem

kolejno bedziemy mieli: Rys. 28.
Fi — I'ridF= j 2Sincd) f pVp = Ks\’
(o] ‘o
= (V dF= f2sin20rf0f pvp= ~ (2[v: C°%20
Cos29 d(20/= Vio
K R -6 K

8
nadto F — 1i ~R1

Wobec oczywistej symetryi przekroju wzgledem osi WA pochylonej ku
obu osiom pod katem 45°, bedziemy mieli F.q= F$ , oraz =A .
Wspotrzedne Srodka O przekroju bedag rowniez jednakowe

Poprowadzimy osie srodkowe OXQ0,

OYO0 réwnolegte do wierzchotkowych. Dla tych osi bedziemy mieli
™ 16 R2

xo =J\ ~ *Vo—V TRi oraz
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xR2 16/P5 _ r, 4
Jxyo — %> F “0% — Vs 4 912 [ 8—9Jd Ri' Ponie"

waz osie gtowne OX, OY tworzg z OXO0 OYO katy 45°, przeto mo-
zemy bezposdrednio napisaé, ze Jx = Jxo C0s245° -j- Jyo Sin245° —

) L R *. 4R i R* |, 4R _ [« _,] R4
~ Jxyo Sin 90°= lJg 8 + 9s — |2 J 8 h ~
o : . 4f<
=JxXoSmH5°+Jyo Cos45° + /~0Sin 90° = ~ ’5 + 7 9__—
- ji
+ .- 1] x *re

Jako bezpos$rednie zastosowanie wzoréw tylko co otrzymanych,
bierzemy pod uwage:

16°. Stupownik. Tak nazywamy (rys. 29) ceownik 0 $rodniku
zaokragglonym. Znitowane bokami cztery stupowniki tworzg cylinder
z wystajgcemi listwami podiuznemi. Cato$¢ tworzy stup. Stad nazwa.
Wyznaczmy momenty przekroju, podajac

obok w nawiasach $ciste tabliczne ich

wartosci; jak zwykle pomija¢ bedziemy

drobne zaokraglenia. Aby umozliwié

zadanie, prowadzimy luki DC i Gil,

dzielgc w ten sposéb caly przekrd) na

dwa boczne prostokagty ABCD i GHJK,

oraz Srodkowa krzywa czes¢ DEFH.

Prowadzimy nadto przez zewnetrzne

$cianki pasow osieswi;, \%4 Dla tych

osiF, = Frn = 3 - 3+4 X1 X

X [8+ 05X 4]+ 4X 1X V,=98.3 cm.*.
Nadto pole F— XMr8-—I1Ax7!-)-2X 4X
X1=19,8 cm2 [2Q. Stad mamy spot-

rzedne $rodka £0 = ‘= 4,97 cm. [4,97).

_ Koaysta;qcrecbl ze wzorow da nomentow owiartki - kola, no-

saCli= A = MUNn8A—w,®7i+ Vi X 1 X 43+ 4 X
X 1X\E + 0,5X4]2+ VRX4X1s+ 4x1xg*142_ 7398 cm( [749),
An— 84 \&7+ 4x 1X BMOSX 4x + 4X IX 7*X 0=

Prowadzqc réwnolegle do wierzchotkowych osie OX0, OYu $rod-
kowe, bedziemy mieli dla nich Jxo = A — Fq02= 7398 — 198 X
X 4,972 = 250,7 cm4= Jyo; Jxyo = — F"% = 2516 — 198 X
X 497a= — 237,5 cm4 Poniewaz Jxo = Jyo oraz Jxyo ™ 0, przeto
0$ gtéwna OX pochyla sie ku osi OX0 pod katem 45°. Dla tej osi
Jx = Jx0Co0s245° —f-Jyo Sin245° — J xyo Sin 90° = Vi \ixo -f Jyo\ —
~Jxyo = 488,2 cm4 [479]. Nadto Jx -j-Jy = Jxo -f-Jyo = 501,4 cm4
i ostatecznie Jy = 501,4 — 488,2 = 13,2 cm.4 [133].
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17°. Przekrdj kotowy. Bierzemy pod uwage jakikolwiek uktad
osi Srodkowych prostokatnych. Beda to osie gtéwne przekroju OX,
OY. Nadto, niech p oznacza promien wodzacy jakiegokolwiek punktu

przekroju, a 6 — odnosny kat biegunowy. Biegunowy moment bez-
witadnosci kotowego przekroju bedzie wiec
f r2* rR
JO= /f-dF = de lprfp = i/, gdzie przez oznaczylismy
J Jo 0
promienn kota. Wobec tego, ze przekroj kotowy nalezy do rodzaju
obojetnych, jego Jx —Jy — IUJoi a zatem Jx = Jy = 1h oraz

=iy = M : = 1k ) o
Przekroj kotowy ma koto srodkowe bezwitadnosci o promieniu dwu-
krotnie mniejszym.

18°. Przekrdj eliptyczny. Wielka p6tos elipsy oznaczamy przez
a, matg przez b; dajg one kierunki osi gtéwnych przekroju, jako jego
osie symetryi. Niech a lezy na OX, b na 01. Poniewaz przekréj
eliptyczny mozna rozpatrywac, jako rzut przekroju kotowego o pro-

mieniu a pod katem a= arcCos przeto na zasadzie ogélnych wzo-
row dla przekrojéw rzutowanych bedziemy mieli Jx = Cos3a -j- =

= 4 Jy = Cosa.

Nadto pole elipsy F—Cosa-na®—"ab, a przeto ix = 7s iy = IUa-

Przekroj eliptyczny ma elipsg $rodkowa bezwiadnosci o potosiach dwu-
krotnie mniejszych.

19°. Pierscien kotowy mimosrodkowy. Promieniem r zata-
czamy (rys. 30) koto ze Srodka o lezgcego na osi taX. Od tego punktu
w kierunku dodatnim odkiadamy <oQ=e i zataczamy koto promieniem
R ze srodka Q tak, aby byto R > r -)- e
W ten spos6b wytworzony pierscien kotowy
0 mimosrodzie e ma o$ symetryi u>X — 0$
gtéwng. Chcac wyznaczyé o$ druga, prowadzi-
my przez Srodek to o$ i»YO + mX. Dla tej osi
moment statyczny przekroju bedzie Fyo =
= TtR". Poniewaz pole F = rt (R2 — r2),
przeto spétrzedng x0 Srodka O otrzymamy

Fyo B2 D
w postaci x0 - -])j(r — flli_ rzm Przez
wyznaczony w ten spos6b $érodek prowa-

dzimy o$ gtéwng OY. Dla osi gtownych Jx = *“ (R*—r¥)

oraz y ~ -j- s/?2 (e — x0)- — ~ ~rXx02= ~(R4—r*)-\-xR- [e—



Dla zwyktego przekroju kotowego pier$cieniowego o promieniu R
zewnetrznym i r wewnetrznym mamy e = 0. Tutaj wiecJx = J =

— 75 (Fi—r*). Ten sam wynik otrzyma¢ mozna réwniez i bezpo-
Srednio, rozpatrujac pierscien, jako roéznice dwoch przekrojéow koto-

wych.

20°. Przekrdj paraboliczny. W ukfadzie osi wierzchotkowych
tuk paraboli (V. rys. 9) wyrazi sie réwnaniem rja=: 2/£. Poprowadz-
my prosta Zz—a, a otrzymamy odcinek paraboli symetryczny wzgledem
osi <. Aby wyznaczyé¢ jego drugg o$ symetryi szukamy momentéw.
W tym celu piszemy réwnanie obwodu w postaci K (g, 7) = (92— 2
(e — ci) — 0. Da ono dwa pierwiastki yj'= — (/2pt, "=Y 2/>4, jako
granice catkowania po . Aby otrzymaé granice catkowania po e, wy-

taczamy T z réwnan K (£, ])).=0 i ° — 0, co daje 2r; = 0O, a zatem

5i= 0, 2= a- Wobec symetryi przekroju Fe= J~ =0, a zatem mo-
zemy wypisa¢ kolejno momenty pozostate:

F —JI dF = Jlodc, fdg = 73a}'2pa = 4/3 ab,
F-r = '((i)‘6d$ *.(g.r! = 2}25 *.Io N*di = 4kaal2/a = 154
Jl = \d~ I~ drl— 7. 1(2/>)5 f = 415

Jv ffyl= 2 12f jo Y Ad™N— *l7as |/2pa — *I7ash;

przyczem bi—2pa jak to zresztg wskazuje rysunek. Spoétrzedna Srodka
bedzie tu EO — F~ : F = sk a- Prowadzimy przezen o$ giéwng Oi7
Dla osi gtéwnych: OX, lezacej na osi we i OY bedziemy mieli Jx —

= — J8absjy =Jrl— F~o* = 4/, a*b — 43ab ¥Ysa2= ‘1B aZ.



CZESC PIATA.

Z GI N ANIE

ROZDZIAL PIERWSZY:
NAPREZENIA GNACE

8§ 1. Wyznaczanie skltadowych naprezen jednostkowych.
Bierzemy pod uwage obciazenie gnace, kiedy uktad sit zewnetrznych, od-
ksztatcajagcych, po sprowadzeniu do $rodka przekroju poprzecznego - daje
moment, lezagcy w przekroju, oraz site Srodkowag prostopadtg do przekroju.
Wobec Tx — Ty — MO = o0 skiadowe naprezeh dla osi gtéwnych beda:

H K L N Mv
= jyx- jXy= xty==ryx+rxys= > = -j. x +

|I ~j-y fSp = az. Badanie uktadu naprezen jednostkowych, panujgcych
w poszczegolnych punktach przekroju ptaskiego, sprowadza sie do badania
wzoréw wyzej wypisanych. Ostatni wyznacza naprezenia normalne, po-
zostate dwa wyrokuja o naprezeniach, lezgcych w przekroju. Pozostawimy
je na razie bez uwagi, a to dla tego, ze spéiczynniki H, K, L, N, po-
wigzane jedynym warunkiem K-\-L— O, winny by¢ wyznaczone na dro-
dze czysto doswiadczalnej z warunkéw zachowania sie powioki bocznej
przekroju przy odksztatceniu. Tymczasem jednak o odksztatceniach nic
nie wiemy, jak réwniez i o skladowych naprezenia jednostkowego xx, zy>
lezacych w przekroju, poniewaz wszystkie spétczynniki we wzorze dla tych
naprezen sg niewyznaczone. Lepiej wiec o nich nie moéwi¢ do czasu.

Rozpoczynamy przeto badanie naprezenia a® wyraznie podkreslajac,
ze wz6r wyzej podany dotyczy ukiadu osi gtdwnych przekroju poprzecz-
nego ptaskiego, a X, y oznaczajg w nim spotrzedne punktu j., dowolnie
w przekroju obranego. Osie gtéwne przekroju nazywamy przez OX,
Oy — trzecig 0§ OZ kierujemy ze $rodka przekroju prostopadle do OXt
OY, lezacych w przekroju tak, aby wskazowka zegara, lezacego posrodku
pola tarczg zwrocong w kierunku dodatniej osi OZ, spotykata w swym
biegu pierwotnie 0§ OX, a potem dopiero dodatnig 0$ OY.



W uktadzie tych osi sktadowe Mx, My wyznaczajg moment, lezacy

w przekroju. Wyobrazamy go zwykle odcinkiem, nadajagc mu kazdorazo-
wo taki kierunek, aby umiesciwszy oko w poczatku spoirzednych i spogla-
dajagc w kierunku odcinka, wyobrazajgcego moment, wida¢ byto obrot, jaki
sie stara wywota¢ para momentu, zawsze przeciwko strzalce zegara. W ten
sposéb okreslamy kierunek momentu, a zarazem i kat o jego nachylenia
ku gtownej osi OX przekroju (rys. 1). Stosowanie sie do powyzszego
prawa pozwala unikng¢ gmatwani-
ny, wynikajacej z rozpatrywania
momentéw dodatnich i ujemnych,
wszystkie bowiem, podiug powyz-
szego prawidta wyznaczone mo-
menty moga by¢ uwazane za do-
datnie, jako nalezace do tego sa-
mego typu obrotowego. Nazwijmy
moment, lezagcy w przekroju, mo-
mentem gnacym i oznaczmy przez
Mg, a wtedy Mx = Mg Cos @
My — Mg Sin o co nalezy pod-
stawi¢ we wzo6r dla rs.

Moze sie zdarzy¢ w szczegélnym wypadku, ze 5 = O, wtedy jedy-
nem obcigzeniem przekroju jawi sie moment gnacy Mg, ktéry z istoty
rzeczy nie moze byé réwny zeru, inaczej bowiem mielibySmy przekrgj
nieobcigzony, lub obcigzony, sita 5 — rozciggajaca, czy Sciskajacg, a ten
wypadek poznaliSmy juz dawniej.

§ 2. Badanie rozkiadu naprezen gnacych sprowadza sie do

] M,, Sin © Mo- Cos o e o
badania wzoru dla ng = ] X-\ ] y + naprezenia
y X

normalnego, wystepujacego w punkcie \>(x, y) danego przekroju (rys. 1)
poprzecznego F, odksztatconego pod jarzmem S$rodkowej sity 5 prosto-
padtej do przekroju, oraz momentu gngcego M g, lezagcego w przekroju,

a pochylonego pod katem m ku osi gtownej OX. Przedewszystkiem tatwo
: : , . €
zauwazymy, ze dla poczatku spétrzednych O (0,0) bedzie nso = a za-

tem: naprezenie normalne, panujace w srodku przekroju,jest niezalezne od
momentu gngcego i rowne Srodkowej sile normalnej, dzielonej przez pole
przekroju. W szczegdlnym wypadku gdy S = O, zarazem i azo = U.
IV Srodku przekroju obcigzonego momentem gngcym panuje zerowe na-
prezenie normalne.

Z kolei, dajac naprezeniu zz warto$¢ Scisle okre$long ag, czyli ina-



czej moOwigc, uwazajgc as w rownaniu jako stalg, otrzymamy réwnanie
M,, Sin w M,, Cos w 5

Jy J x *
X, Y tych wszystkich punktéw j. przekroju, w ktérych panuje owo state
naprezenie normalne. A wiec punkty, w ktérych panuje naprezenie nor-
malne stale, lezg wszystkie na prostej, zwanej linjg réwnego naprezenia.

Nadto linje réwnych naprezen tworzg rdj prostych réwnolegtych, po-
chylonych pod katem 'I' =. arctg \JXtgo> :Jy\ ku osi OX — gtdwnej osi
przekroju. Z tatwoscig to udowodnimy, rozpatrujac tylko co napisane wy-
zej rownanie roju linji réwnych naprezen Z,-.

Poniewaz tedy: tg W= Jx tg w:/ przeto oba te spétczynniki katowe
sg zawsze jednakowych znakéw, a zatem—moment gnacy i linja réwnego
naprezenia, przechodzaca przez $rodek przekroju, lezag zawsze w tym sa-
mym kacie osi spotrzednych. Whniosek, tylko co tu wypowiedziany, traci
catkowicie swg moc wtedy, gdy moment gnacy lezy na jednej z gidw-
nych osi przekroju, a wiec gdy tgu>= 0 lub tgi»=%20°. W tym szcze-
g6lnym wypadku bedziemy mieli odpowiednio: tgW=o0, lub tgW==*.00,
a zatem roj jest rownolegty do gtdwnej osi przekroju, gdy na niej lezy
moment gnacy.

Poprowadzmy ptaszczyzne przez o$§ OZ, prostopadia do momentu
gnagcego. Wyznaczy ona S$lad na przekroju — prostg OS, ktorg osig sit
zwa¢ bedziemy. Kierunek osi sit ustalamy 2z tatwoscig, zwazywszy, ze

i'injowe:— - — ag = o0, wigzace spoéirzedne

tworzy ona z osig OX kat = 10-(- jak to najlepiej zresztg uwypukla

rysunek. Stad tgio = — -$\7r, co podstawiwszy we wzOr odnosny, otrzy-

mamy Jx ~\Jy tgWtg*f = 0. Podobny wzér otrzymaliSmy przy badaniu
elipsy bezwtadnosci srodkowej. Whnioskujemy zen: kierunki linji réwnych
naprezen oraz kierunek osi sit wyznaczajg kierunki Srednic sprzezonych
elipsy bezwitadnosci Srodkowej.

Stad tatwy sposOb wyznaczania kierunku linji Z- roju. Gdy dana
jest o$ sit lub moment gnacy, odktadamy na osi OX odcinek OA—Jy, tak,
aby prostopadta AB 1.0A przecieta dodatnig cze$¢ osi sit. Wtedy tgy =
— =AB :Jy.

Z kolei na tejze osi OX odkltadamy odcinek OC—A B tego samego
znaku, co i AB i w jego kohcowym punkcie prowadzimy prostopadtg do
OX w kierunku momentu gnacego. Odktadajagc na niej CD = JXx, pro-
wadzimy o$ OD, ktéra wyznaczy kierunek roju. tatwo to udowodni,
zwazywszy, ze tg (DOC) — Jx : AB. Poniewaz katy DOC i P lezg za-
wsze w sasiednich ¢éwiartkach, przeto tgytg (DOC)= —Jx AB :Jy AB



stad Jx Jy tgytg (DOC) = o i ostatecznie DO C=¥, co nalezato udo-
wodnic.

§ 3. Linja obojetna. W szczegélnym wypadku, gdy — a
otrzymujemy réwnanie:----- Mgsine, A M&Cosuy (-- = 07 linji" obo-
VA

jetnej, geometrycznego miejsca tych wszystkich punktow [0 (X, Y), w kto-
rych panuje zerowa warto$¢ naprezenia normalnego. Poniewaz najwi-
doczniej istnieje tylko jedna linja obojetna, przeto stanowi¢ ona musi
granice, oddzielajgcg dziedzine naprezenn ujemnych od dodatnich.

Czy linja obojetna istotnie lezy w przekroju?

W szczeg6lnym wypadku, gdy S — O, réwnanie linji obojetnej ma
postat¢:— SniM~ Costoy _ ~ wskazujaca, ze linja obojetna zawsze

Jy J X

przechodzi przez $rodek przekroju, obcigzonego momentem gnacym jedynie.
W danym wypadku rozrézni¢ trzeba dwa obszary: we wszystkich punk-
tach pierwszego panowac¢ bedag naprezenia jednego znaku, we wszystkich
punktach drugiego — naprezenia znaku odwrotnego — na granicy tych
obszaréw, na linji obojetnej, przechodzacej przez $rodek, panowaé bedzie
warto$¢ zerowa naprezen normalnych. Sg to naprezenia gnace pierwszego
rodzaju.

W ogélnym wypadku, gdy S ~ O—linja obojetna nie moze przecho-
dzi¢ przez Srodek przekroju, obcigzonego S$rodkowg sitg normalng i mo-
mentem gnacym. Moze jednak mimo to leze¢ w przekroju, i dzieli¢ go
na owe dwa obszary naprezen réznego znaku. Moze by¢ rowniez stycz-
ng obwodu, a wtedy we wszystkich punktach przekroju panowa¢ bedg
naprezenia jednego znaku, z wyjatkiem jednej tylko gromady punktow
obwodu, lezgcych na owej stycznej, z wyjatkiem jej punktéw lub punktu
stycznosci, gdzie naprezenie normalne jest réwne zeru. Jest to drugi
rodzaj naprezen gnacych.

Wreszcie linja obojetna moze leze¢ poza przekrojem. To znaczy, ze
we wszystkich jego punktach panowaé¢ beda naprezenia jednego znaku
tylko dodatnie, lub tez tylko ujemne. W tym wypadku linja obojetna
stanowi jeno pojecie geometryczne, istotnego jednak znaczenia nie posia-
da, jako nie nalezaca do przekroju. Ten trzeci rodzaj naprezen gnacych
w istocie rzeczy niczem sie nie rézni od drugiego.

Wezmy pod uwage jakikolwiek punkt | (x, y) lezacy w przekroju
w odlegtosci e od linji obojetnej. Panuje w nim naprezenie normalne

. :
dodatnie lub ujemne ae = - M ng_l_r]f)_ -[—-—M-r-g-of-l-oy S’ w zaléznos$éi’
Jy I*

od potozenia tego punktu Wzgledem linji obojetnej.



Jezeli odlegtosci e w obszarze naprezen dodatnich bedziemy uwazali
za dodatnie, a w sasiednim obszarze naprezen ujemnych—rozpatrywali je
jako ujemne, to na zasadzie znanego wzoru bedziemy mogli napisa¢:

M,,Siwo M ,, Cos(0 S] /M*srSin2o Al Cos-w
e = i e - x4 7T+ 11t - — + Z =
= + stad:

Wz6r ten wyprowadzony zostat w zatozeniu momentu gngcego dodatniego,
roznego od zera. Gtosi on, ze naprezenie normalne ros$nie proporcjonalnie
do odlegtosci od hnji obojetnej; skrajne wartosci naprezen normalnych pa-
nuja w najbardziej oddalonych od linji obojetnej punktach przekroju.
A wiec na obwodzie.

Gdy linja obojetna przecina przekr6j—mamy dodatnig najwiekszos$¢
i najmniejszos$¢ ujemna naprezen normalnych; gdy linja obojetna jest styczng
przekroju, naprezenia normalne zmieniajg si¢ od zera do minimum ujem-
nego, albo tez od zera do maximum dodatniego; wreszcie, gdy linja na-
prezeh lezy poza przekrojem, naprezenia normalne rosng od minimum
dodatniego do maximum dodatniego, lub tez malejg od maximum ujem-
nego do minimum ujemnego, pozostajgc w obu wypadkach ciagle jedna-
kowego znaku. We wszystkich tych trzech wypadkach naprezenia nor-
malne rosng linjowo i oczywiscie ciggle jednokierunkowo, lub w taki sam
spos6b malejg. Wyznaczenie ich skrajnych wartosci nie nastrecza zadnych
trudnosci — nalezy tylko zbudowac¢ skrajne linje L X i Z2 roju, styczne
obwodu, a oddalone o el i @ od linji obojetnej. Wartosci ev i e« wyzna-
czg skrajne wartosci naprezen

an - exl@!rg)l// Cos2w  Sin2w :e,l\m;f ]—/ g(}sja\_/v+ S/n3d @

Bezwzglednie wiegksza z tych dwoch wartosci stanowi o bezpieczenstwie
przekroju. W wypadku naprezen gnacych pierwszego rodzaju naprezenia
skrajne, tylko co wypisane, sg znakéw odwrotnych, tutaj wiec 0~ a™2<o.
W wypadku naprezenn gnacych drugiego rodzaju jedno z nich staje sie
zerem, to tez iloczyn ael i€2= o, wreszcie w wypadku naprezer gnacych
trzeciego rodzaju oba naprezenia skrajne sg jednakowego znaku, a ilo-
czyn asl > 0. A przeto skrajne wartosci naprezen catkowicie okreslaja
rozktad naprezen gnacych przekroju.

Wobec tego nalezy ustali¢ warunki powstawania ukladéw naprezen

gnacych owych trzech typéw w zaleznos$ci od sit zewnetrznych, odksztat-
cajagcych. Najtatwiej to uskuteczni¢ rozpatrujac:



8 4. Obcigzenia mimosrodkowe. Bierzemy pod uwage (Rys. 2)
obcigzenie przekroju S$rodkowa sitg S prostopadtg do jego pola i mo-
mentem gngcym Mg , lezagcym w tern polu.
Dziatanie momentu gngcego mozemy niewat-
pliwie zastgpi¢ dziataniem jego pary, lezgacej
w plaszczyznie, ktéra przechodzi przez o$§ OZ,
znaczac w przekroju $lad — 0§ sit 01. Wy-
znaczmy ramie tej pary z rownania Mg = £ AS
czyli A= + Mg : 5. Podwdjny znak jest tu
konieczny, bo owo ramie A ma by¢ rdzennie
dodatnie, a nadto z zalozenia Mg > 0 podczas
gdy S s: o.

Gdy wypadkowa S obcigzenia zewnetrz-
nego jest dodatnia, wtedy para AS tacznie z tg
sita da wypadkowsg S, réwniez dodatnia, a przy-
tozong do punktu O o spoétrzednych bieguno-
wych: promieniu wodzgcym A i kacie biegano-

Rys. 2. wym o -}- -y, jak to zreszta najtatwiej zau-
wazy¢ z rysunku. Natomiast, gdy wypadkowa S jest ujemna, wtedy pa-
ra — AS, lacznie z tg sitg daje wypadkowg S, réwniez ujemna, lecz przy-
tozong do punktu Q o spotrzednych biegunowych: A i 9= w-j- 2k
Wynika to bezposrednio z omoOwien wyzej poczynionych. W obu wypad-
kach obcigzenie przekroju stanowi¢ przeto bedzie pojedyncza sita S, do-
datnia lub ujemna, mimosrodkowo przytozona do punktu Q o spétrzednych
biegunowych— promieniu wodzgcym A i kacie biegunowym <p Wy-
znaczmy spoOtrzedne prostokgtne tych punktow. W wypadku sity srodko-
wej S dodatniej bedziemy mieli niewatpliwie

M., o
£ — ACos = gcos « + T - MSS Sinio:

7= ASin 9= Sinlw-f-~ _= MIL Cosw, a dla sity S$rodkowej S
S 21 S

ujemnej 6= ACos = — Ces (u-!- o/ S .Sin o
. . . _ Mn . .
N= ASIn tp= Sin (to-j- 32~)= _ " Cos w. Poniewaz nadto
S
Mx = Mg Cos o, M,, Mg Sin w, przeto dla obu wypadkéw 6 = — o
co daje Mx = Sij My = Sc,. Stad wnioskujemy bezpo-

$rednio, ze obcigzenie przekroju sitg $rodkowa don prostopadtg i momen-



tein gnacym mozna zastapi¢ sitg pojedyncza, rownolegtg i rowng poprzed-
niej, a przytozong mimosrodkowo do pewnego punktu, lezacego zv ptasz-
czyznie przekroju. Tego rodzaju obcigzenie zwac¢ bedziemy mimosrod-
kowem obcigzeniem sitg S, a punkt Q uczepienia tej sity — Srodkiem
naprezen przekroju. Jako $rodek sprowadzenia sit, moze on i nie leze¢
w przekroju, a nawet w szczeg6lnym wypadku, gdy S — 0, S$rodek na-
prezen ulata w nieskonczonos$¢, wtedy bowiem e = 4= 00. Nie nalezy
sie temu dziwié, jest to bowiem wypadek dziatania momentu gnacego,
czyli pary dwoch sit rownych zeru na ramie nieskonczenie wielkie. Wig-
czajgc i ten skrajny wypadek w krag naszych rozwazan, otrzymamy og6él-
ny wzér dla naprezenia gnhgcego

N
— M%-X-LM% 7'=5-s -

Jy JX F Jy

o, =

gdzie wchodzg spétrzedne srodka naprezen. W tej nowej postaci wypi-
sany wzor pozwoli otrzymaé nowe, nader cenne wiasnosci uktadu napre-
zen gnacych.

§ 5. Srodek naprezen. Bierzemy pod uwage przekroj ptaski,
obcigzony sita 5 mimosrodkowa, dziatajgcg w Srodku naprezen O (£, 1))
prostopadle do przekroju. Réwnanie linji obojetnej bedzie tu

h x+1i Y+r = °-
Ta prosta przecina osie OX, OY w punktach [AQ) O], [O, yq
przyczem A'0= —Jy : Fi, YO= —Jx: Ft\.

Spotrzedne 4, tj i X0, YO sa zawsze réznych znakéw: stad wnio-
skujemy, ze linja obojetna przecina boki éwiartki osi spdtrzednych, wicrz-
cholkoioo przeciwlegtej ¢wiartce, w ktorej lezy Srodek naprezen.

Ten wniosek traci swa moc, gdy Srodek naprezen lezy na jednej
z gtownych osi przekroju. Wtedy albo e — 0, albo yj= 0 i odpowiednio
do tego rownanie linji obojetnej bedzie:

J~ Y -j- ~ —o0, lub tez: -J=- X -j—p = °, a zatem linja obojetna jest pro-

X * y

stopadta do gtéwnej osi przekroju, gdy na tej osi lezy srodek naprezen.
Powyzsze wzory dajg S= —Jy 'FXa,d= —Jx:FYO0. Stad tatwy

sposO6b wyznaczania sp6irzednych S$rodka naprezeh wedtug danej linji
obojetnej przekroju. Lepiej to jednak czyni¢ w sposOb nastepujacy.
Wezmy na danej linji obojetnej (Rys. 1) dowolny zresztg punkt [i0 (X,Yy).
Roéwnanie linji obojetnej, przez ten punkt przechodzgcej bedzie: Y —y =

= m (X — x), gdzie m= tgW. Tylko co wypisane réwnanie rézni sie

postacig jedynie od réwnania zwyktego -f X -y- Y-j- \ =0 linji
Jy JX *



obojetnej, to tez spotczynniki obu tych réwnahn winny by¢ proporcjonal-

ne, musi by¢ przeto: m :

Jy |« 1:U ']r | A
skagd otrzymamy bezposrednio wzory:
b= (y—mx) 1 t (Y <)

wyznaczajgce spolrzedne s$rodka naprezen, przynaleznego do danej linji
obojetnej. Poniewaz miedzy spoOlrzednemi obranego punktu [0 i spot-
rzednemi jakiegokolwiek innego punktu (xt,y j na linji obojetnej za-
chodzi zwigzek y — mx = — mxi, przeto spoéirzedne Srodka naprezen,
przynaleznego do danej linji obojetnej, moga by¢é wyrazone w funkcji
spotrzednych jakiegokolwiek punktu na linji tej lezacego, oraz jej spol-
czynnika katowego.

Rozumowanie powyzsze stosuje sie do wszelkiego m skoriczonego;
gdy jednak linja obojetna jest réwnolegta do osi OY, wtedy m — co,
a rownanie jej bedzie X — x = 0. W danym wypadku warunki propor-

cjonalnosci spétczynnikéw beda: 1 0 1 -y- = — a;:

1y J LA LF.
Stad otrzymamy wzory: £= Jy : Fx, 4= o.

To samo réwniez mozemy otrzymac bezposrednio, ktadac we wzorach
og6lnych m = ., A zatem wzory wyzej wypisane dla £ i 1j stosujg sie
do wszelkich wartosci m.

GdysSmy w ten sposéb udowodnili zupeinej ogdlnosci wzoréw (4),
przypuszczamy, ze nieskoriczona liczba linji obojetnych przechodzi przez
dany punkt u0 (x,y) przekroju. Kazdej z tych linji obojetnych, a raczej
kazdej poszczegdlnej wartosci spotczynnika m we wzorach — odpowiada
pewien Sci$le okre$lony Srodek naprezen. Zespdt tych wszystkich $rod-
kow utworzy miejsce geometryczne. Z tatwoscig wyznaczymy jego row-
nanie rugujagc m z réwnan dla £ I\ W tym celu mnozymy £ przez X,
a przez y i doctejemy, otrzymujac:

Xx?<y 11

AS+H T+ T ST
Tg drogg dostaliSmy réwnanie linji prostej, pochylonej ku osi OX pod
katem /= arctg [—Ixx :Jyy).

Nieskoriczonej ilosci linji obojetnych, przechodzgcych przez dany punkt,
odpowiada nieskoriczona liczba $rodkéw naprezen, tworzacych linje prosta.

Dalsze wtasnosci linji obojetnych poznamy, rozpatrujgc

8§ 6. Rdzen przekroju. Niechaj w ukiadzie osi gtéwnych OX,
OY przekroju réwnanie K(x,y) — 0 wyznacza krzywa wypukta, nie ma-
jaca punktéw osobliwych — obwdéd pola F przekroju (Rys. 3). Zatézmy,



ze linja obojetna jest styczng T obwodu w pewnym jego punkcie ¢ (X,y).
Spétrzedne odnosnego S$rodka naprezen Q (£, beda odpowiednio:

a= 1Yy
F (y—xy") Tv !
ro X
F (y—x/) "’

tutaj bowiem spéiczynnik
katowy linji obojetnej T U W X'X
wyznaczy sie z rownania
obwodu w postaci:
m:t'g*:?':gy: $

\dK(X’y)l- ldK(x,y)\ Rys. 3.

L dx J L~dy J

Rozpatrzmy caty ukiad linji obojetnych T, tworzgcych réj stycznych
obwodu. Kazdg z prostych tego roju w zupetnosci okreslajg spo6trzedne
X, Y punktu styczno$ci j., oraz spoéiczynnik katowy y' w tym punkcie.
Do kazdej linji obojetnej — stycznej obwodu przynalezy pewien okre$lo-
ny S$rodek naprezen, bo krzywa obwodu, jak to wynika z zatozenia,
punktéw osobliwych nie posiada, kazdej wiec parze wartosci X, y, czy-
nigcej zado$¢ réwnaniu K (y, x) = o odpowiada pewna warto$¢ pochod-
nej y, a wiec i para wartosci spoétrzednych e, tj odnosnego srodka napre-
zenn. Geometrycznym miejscem wszystkich tych $rodkéw naprezen bedzie
krzywa zwana rdzeniem przekroju.

Jej rownanie otrzymamy, wyznaczajac z réwnan, okreslajgcych c iy
— zmienne X,y w postaci funkcji a-— 7/ (£, Ay =p-(£, Vj) i podstawia-
jac je w rownanie obwodu. Tg droga otrzymamy réwnanie K (f, g) — o0
rdzenia. Istnie¢ ono bedzie zawsze, o ile tylko krzywa obwodu bedzie
ciggta, bez punktow osobliwych. A zatem: linjom obojetnym — stycznym
obzvodu przekroju odpowiada krzywa — rdzehn przekroju — geometryczne
miejsce odnosnych srodkéw naprezen.

Oznaczmy przez / kat, jaki tworzy z osig OX styczna rdzenia, prze-
chodzaca przez punkt O. RoOzniczkowaniem bezposredniem wzoréw dla
s, T znajdziemy: ,

do - sy Yy K A YT
(y —xy')’ Foo(y—xy')2
di. B \1])(9 ; I

Z kolei oznaczmy przez p — promien wodzacy punktu przez



jego kat biegunowy, przez r promien wodzacy odnosnego Srodka napre-
zen. Poniewaz Srodek naprezen lezy na osi sit, przeto jego kat biegu-

nowy jest ¢ Zwazywszy, ze tgft = -Y_ otrzymamy na zasadzie powyz-

szego wzoru JXx -\-Jy tgyjg® — o: styczna rdzenia, przechodzgca przez da-
ny $rodek naprezen na rdzeniu, oraz promien wodzacy odno$nego punktu
na obwodzie zvyznaczajg kierunki sprzezonych S$rednic Srodkowej elipsy
bezwtadnosci.

t J J t
Dzielagc wzory dla ¢, '3 otrzymamy_ = — skad_y'=— -=tg”".

ri Jx Jy 1l
Poniewaz jednak niewatpliwie tg = f\: e, przeto ostatecznie bedziemy
mieli: Jx + Jy tg® tg f — o.

Styczna obwodu, przez dany punkt poprowadzona, oraz promieh wo-
dzacy odnosnego Srodka naprezen na rdzeniu—wyznaczajg kierunki sprze-
zonych S$rednic elipsy bezwladnosci Srodkowej. Widzimy tu uderzajace
podobienstwo dwu ostatnich wnioskéw. Nie jest ono przypadkowe. Aby

to udowodni¢, okreSlamy z rdéwnania dla ) dwumiany — xy' — ;X{
r

Inaczej jeszcze

1+ ié £ X :y )
y ly f
Ostatecznie przeto otrzymamy dla spéirzednej
y= — . Nadto a = — yn\ skad x = __ [#JL:__.
F Ot — tif) Jx F (Y]-e-f/)

Te wzory dowodza, ze pomiedzy sSrodkiem naprezen na rdzeniu,
a punktem odnosnym obwodu zachodzi wzajemnos$¢. Te same wzory #3cza
spoOtrzedne obu punktéw wprost i odwrotnie. Tem sie objasnia owo po-
dobienstwo wnioskéw. Siega ono znacznie dalej nawet. Réwnanie stycznej
w punkcie Q (c, yj) rdzenia przekroju jest H —yj= r{ (S— £). Wobec

tego, ze Yy — —xJx yly, otrzymamy H —yj= — IXX 3 _ o).
. . Jyy
Ponadto inaczej jeszcze:
3* Hy i\y Xi _ * w .,y 1 _
k - 'V, h+~f-°-

Otrzymane tu rownanie stycznej rdzenia niczem sie nie rézni od
rownania linji obojetnej, przynaleznej do $Srodka naprezen [ (x,Yy), leza-
cego na obwodzie pola. Stad wniosek, ze linja obojetna, przynalezna do
danego Srodka naprezen, lezagcego na obwodzie pola, stanowi styczng rdze-



ma w odnoSnym punkcie. 1 w tym wniosku widzimy wzajemno$¢ miedzy
rdzeniem a obwodem.

Tylko co wyprowadzone wzory pozwalajg otrzymac¢ rownanie rdze-
nia. Niechaj, jak dawniej, rownanie K (X, y) = 0 wyznacza obwdd prze-
kroju. Podstawiajgc w nie wartosci dla x, y, otrzymamy rdéwnanie ro6z-
niczkowe, zawierajgce i, Vj, r/, ktéremu oczywiscie winno czyni¢ zado$¢
rownanie rdzenia, jako jedna z catek. Aby ja otrzyma¢d, catkujemy przez
rézniczkowanie:

dK_dK dx . K dy__dK Jy 44" ¢K Jx -
dc dx dc, dy o dx F (tg— dy F (i) — sV)2
N _dK _dKdx . dKdy __ ¢KlJy \ dK Jy

@ dx d{ dy A dx F M—e/N)2 dy F (@ — er/)2

— —%/ 1:V . Ostatecznie — = V = o

LrfSj drr,
Stad bezposrednio wnioskujemy, ze ®{ — 0, co daje '{— a. W ten spo-
s6b catka ogélna rownania rézniczkowego jest

K =
\F#) —Ep) F(vj —za))

Rozwigzujac to réwnanie wzgledem dwumianu zawierajacego t, Vj,
otrzymamy N— ia — b, gdzie a i b sg to niewatpliwie zupetnie dowolne
wielkosci — stale catkowania. Catka ogdélna wyobraza przeto réj pro-
stych — uklad stycznych rdzenia. W samej rzeczy, funkcja K staje sie
zerem wyitacznie i tylko dla spétrzednych x, y obwodu, a zatem musi by¢

a= V= — 7t SC oraz, jako tego wynik: b= r—e/ = — r'JL,
Jy y Fy
ostatecznie wiec tj — ta — b= 9-j- X-\-"x —| N ?2]— = o
Jy 'y Fy uWx Jy ly
X mv .1 , . . . .
a przeto J7--J7 Jy -]- -I; = 0. Jest to réwnanie stycznej rdzenia, w niem
y X

6, j grajg role spo6trzednych biezgcych, a zmienna Xx odgrywa role pa-
rametru, zmieniajgcego sie ciggle w pewnych Scisle okreslonych grani-
cach wraz zy, zaleznym od * na zasadzie rownania K (x,y) = 0. Zatem
ta drogg nie mozemy otrzyma¢ rdéwnania rdzenia z catki ogdélnej, jeno
réwnanie roju jego stycznych. Mimo to jednak czyni¢ winno mu ono
zadoé¢. Rownanie rdzenia stanowi¢ musi catkg osobliwg, czynigcg zadoéc

nie réwnaniu r” — 0, a raczej é\] = 0. Rugujac II' z réwnan K (x, y)— o
|



i = 0 z tatwoscig ja wyznaczymy. Otrzymamy w ten sposdéb rowna-

nie{R(é,, T) = o0 rdzenia naszego przekroju. Z rachunku catkowego wie-
my jednak, ze tg sama droga otrzymaé¢ mozna roéwnanie owijajacej roju
prostych 7 — ca = b, roju linji obojetnych, przynaleznych do $rodkéw na-
prezen, lezacych na obwodzie. A zatem rdzen stanoiui owijajgcg roju linji
obojetnych, przynaleznych do $rodkéw naprezen, lezacych na obivodzie prze-
kroju.

Tylko co podany sposOb wyznaczania rdzenia szybciej prowadzi do
celu. Niech, dajmy na to, obwdd przekroju wyraza sie réwnaniem dru-
giego stopnia K (X, y) = ax- -)- 2 bxy -(- cy- -f- 2 dx -)- 2fy -(-g = 0. Pod-
stawiajgc wartosci dla X,y i mnozac przez F 2 (rt— i?/)2 otrzymamy
K (x,y) —Nr{2— 2 Mr{+ R = o, gdzie: N —aj¥ — 2 dFjiz, -f- g F 2&,
M=~blxJy - dFlyi{+ fFJxi + gF-~u R = c¢jx2- 2fFJxr{+ gFW -

Pozatem rézniczkujac bezposrednio mamy: ~ = 2 Nr{ — 2 M =0, stad yj'=
M . L . . Lot NM2 2 Af2
= i ostatecznie réownanie rdzenia bedzie: R (e, nt) = —  Jy—
M 2 . A
— R — — 0. Inaczej jeszcze M2 — RN = F*JX (/s — cg) >2 -{-

+ 2 F'-IxJy{bg- dj) 4-F2Ay2@f- ga)Vv + 2FJX0, {cd - bf) 6+
+ 2FJX/ 0af- bd) f+ J./J/ (b*- ac) = o.

Rdzen pola, ograniczonego krzywa drugiego stopnia, jest tez krzywa
drugiego stopnia.

Z kolei niech znowu bedzie réwnanie R (e, r[)=m o0 rdzenia przekro-
ju, ktérego obwod — K (xy) = o. Kiladgc w réwnaniu R (g, j) = 0 war-
tosci £, ™ otrzymamy réwnanie rdézniczkowe, zawierajgce x,y,y", ktéremu
czyni¢ winno zados$¢ réwnanie obwodu, jako jedna z catek. Rozwigzujgc
zupetnie tak samo, jak poprzednio, otrzymamy:

roi Jy-a , ~ \ =
\F (y—ax) F (y—ax)/
ktére wyraza roj stycznych obwodu. Zatem rdwnanie obwodu nie daje

sie otrzymac¢ z catki ogodlnej przez nadanie stalej catkowania wartosci
szczegOlnej, stanowi przeto catke osobliwg, ktérg otrzymamy, rugujac y'

z rownan R (e, )= o i ~ = 0. Tag sama drogg otrzymujemy rdOwna-

nie owijajagcej roju prostych stycznych obwodu, stanowigcych linje obo-
jetne $rodkéw lezacych na rdzeniu, a przeto: obwdd danego pola stano-
wi owijajagcg roju linji obojetnych, przynaleznych do $rodkdéw naprezen, le-
zacych na rdzeniu. Ten wniosek mozna réwniez otrzymaé wprost na za-
sadzie prawa wzajemnosci.
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Dotychczas rozpatrywalismy krzywe obwodow, pozbawione punktéw
osobliwych; obecnie nalezy rozszerzy¢ obszar badan, biorac (Rys. 4) pod
uwage czes¢ obwodu, ztozong z dwodch tukow . 1
i P 2, zbiegajacych sie pod katem w punkcie (i, kt6-
ry zwa¢ bedziemy punktem zespolenia. Styczne obu
gatezi tworza w tym punkcie kat rézny od zera.

Rozpatrujgc réj stycznych tej czesci obwodu, z tat-
woscig dojdziemy do wniosku, na zasadzie juz zna-
nych wiasnosci, ze:

1° kazdemu tukowi krzywej obwodu (a wiec
tukom [ 1, x2) odpowiadajg rowniez Scisle okreslo- Rys. 4.
ne tuki rdzenia (™ 1, [R2),

2° nieskonczonej liczbie rzekomych stycznych, zawartych wewnatrz
kata, utworzonego przez skrajne styczne — obu tukéw, zbiegajgcych sie
w punkcie zespolenia, odpowiada prosta (T), stanowigca odno$ng czes¢
rdzenia — zwana prostg zespolenia. Ta prosta stanowi wspélng styczng
wyzej wspomnianych tukéw rdzenia, rownanie bowiem

Zx . Hy . 1

wyznacza zarOwno prostg zespolenia, jakotez i styczne tukéw ~ 1, [i22
w punktach [xi j2 dla ktérych punkt [t jest odnoSnym punktem obwodu.
A przeto gdy jakakolwiek czes¢ obwodu pola skiada sie z dwoch gatezi,
zbiegajacych sie w punkcie zespolenia, wtedy odpowiednia cze$¢ rdzenia
bedzie ztozona z dwoéch lukéw, przynaleznych do owych krzywych gatezi
obwodu, potgczonych prostg zespolenia, styczng obu tych tukéw. Prosta
zespolenia stanowi odpozuiednik punktu zespolenia.

W podobny sposéb z tatwosciag udowodnimy rdéwniez, ze, gdy jaka-
kolwiek czes¢ rdzenia sktada sie z dwoch krzywych tukéw, potgczonych ze
sobg styczng zespolenia, wtedy odnosna cze$¢ obwodu bedzie ztozona z dwdch
krzywych, zbiegajacych sir w punkcie zespolenia.

Na mocy prawa wzajemnos$ci mamy nadto: gdy jakakolwiek czes¢
rdzenia sktada sie z dwdch krzywych, zbiegajacych sie pod katem w punk-
cie zespolenia, wtedy odno$na cze$¢ obwodu bedzie ztozona z dwdch tukéw,
przynaleznych do oivych krzywych gatezi rdzenia, potgczonych ze sobg pro-
stag zespolenia, styczng obu tukdéw. Wniosek odwrotny réwniez jest stusz-
ny. Gdy jakakolwiek czes¢ obwodu sktada sie z dwoch tukéw, potaczo-
nych wspélng styczng zespolenia, to odnosna cze$¢ rdzenia bedzie ztozona
z dwoch krzywych, zbiegajacych sie pod katem w punkcie zespolenia.

Te wnioski pozwalajg budowaé¢ rdzenn dla wszelkiego przekroju, bo
kazdy obwod pola w ogolnym wypadku sktada sie w poszczegdlnych
krzywych tukéw, zbiegajgcych sie w punktach zespolenia, lub potaczo-
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nych prostemi zespolenia. Nadto pewne utatwienie moga daé nastepu-
jace wiasnosci linji obojetnych:

Wezmy (Rys. 5) jakikolwiek przekréj, wyznaczmy jego obwdd K,
rdzen R i elipse srodkowa bezwitadnosci E, ktérej rownanie

[x:ily Y + [y:ix]*= 1

v r mozemy, dzielac przez F, przed-
stawi¢ w postaci:
N\ vy P
— — = 0. Obierzmy
f 7fyK X Jy JIx F
jakakolwiek o$ sit, a na niej $ro-
dek naprezen o (e¢. tj), o SpOt-
\ 3 rzednych biegunowych r, Li-
A nja obojetna, do tego S$rodka
Vv Kk przynalezna, bedzie:
Rys. 5.

Jy 'JXx
Spo6trzedne punktu przeciecia sie tej linji obojetnej z osig sil bedg oczy-
wiscie czynity zado$¢ temu rdéwnaniu, oraz réwnaniu osi sit, ktére moze-
my wypisaé w postaci Y = Xtgy — mX. Oznaczmy spbirzedne tego
punktu przez X, Y prostokatne, przyczem c¢—F X1+ Y3=X1]/1
= X7 1-)-tg*f oznacza¢ bedzie jego promien wodzacy. Poniewaz da-

lej ~= tgy, przeto Yq= m2e, gdzie m= tgv i ostatecznie réwnanie
£

linji obojetnej bedzie XE, -1 ' -j— %r = 0, a wiec z tego row-
Jy Jx

nania wyptywa, ze XE, jest wielkoscig stalg, Xq — — JIJxJy mUx +
+ mdy ]F; zatem rowniez Yq jest wielkoScig stalg, albowiem YN\ —
= mXi= —JxJy m-:[Jx+ mdy ]F. Podobnie tez rp = f

1/X2+ Y2= Xh @+ m-).=—IJxJy @+ md:[Ix-\ir2ly } F: iloczyn
ten jest rOwniez statlg. A zatem, gdy Srodek naprezen posuwa sie po osi
sit — odnosna linja obojetna rowniez sie posuwa, pozostajac réwnolegig

do osi elipsy $rodkowej bezwitadnosci, kierunkowo z osig sit sprzezonej.
Nadto, gdy $rodek naprezenn lezy w nieskoriczonosci, to jest gdy ~=-gq=00>
wtedy X — Y — o: linja obojetna przechodzi przez $rodek przekroju, gdy
odno$ny Srodek naprezen jest nieskonczenie daleki. Gdy $rodek naprezen
wychodzi z nieskohczonos$ci i posuwa sie po osi sit ku poczatkowi spét-
rzednych — ¢, tj malejag, a XY rosnag — réwnocze$nie wiec linja obojet-
na, wychodzac ze $Srodka przekroju, oddala sie réwnolegle do siebie sa-
mej. Gdy Srodek naprezehn wkroczy na obwdd w punkcie 03, linja obo-
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jetna dotknie rdzenia w Rit przyczem dotyk nalezy tu pojmowaé juz to
jako istotne stykanie sie geometryczne, juz to jako zwykig tylko wspol-
no$¢ punktu bez wyraznej stycznosci w Scistem tego stowa znaczeniu,
jak to witasnie ma miejsce w rozpatrywanym wypadku. Gdy z kolei $ro-
dek naprezen porzuca obwdd i dgazy ku sSrodkowej elipsie bezwladnosci
przekroju, odnosna linja obojetna oddala sie jeszcze bardziej. Gdy $ro-
dek wkroczy na elipse w C2 o spoéirzednych Xe, Ye, odnosna linja
obojetna stanie sie styczng tej elipsy w Srednicowo przeciwlegtym punkcie

(—Xe, —Fe¢. tatwo to udowodni¢ zwazywszy, ze spoétrzedne punktu
02, lezacego z zatozenia na elipsie, czyni¢ winny zado$¢ jej réwnaniu

1

2
J—/-+ J~r ----- p*—O, Z drugiej znow strony rdéwnanie linji obojetnej,
y X

XX YY
przynaleznej do $rodka naprezen QX Xe Ye) bedzie tu i-f- —— +

Jy Jx
1

-|———'—:—— 0. Z poréwnania obu tych réwnan wynika, ze X = — Xe

Y= — Ye> co nalezalo udowodni¢. Nadto owa linja obojetna, jako
sprzezona Kkierunkowo z osig sit — musi by¢ styczng elipsy. Widzimy
stad, ze rdzeh zawarty jest catkowicie wewnatrz elipsy S$rodkowej prze-
kroju. Gdy znowu S$rodek naprezen porzuca elipse dazac ku krzywej
rdzenia, odnos$na linja obojetna jeszcze sie bardziej oddala. Gdy $rodek
naprezen wkroczy na rdzen w punkcie QXx, linja obojetna dotknie obwo-
du, lub przejdzie przez jego punkt jedyny bez wyraznej stycznosci, jak
to ma miejsce w danym wypadku. Woreszcie, gdy $rodek naprezen po-
rzuci rdzen i zbliza sie do $Srodka masy przekroju, odnosna linja obojetna
porzuca obwod i oddala sie w nieskonczonos$¢. Te wszystkie wnioski
sg oczywiste wobec statosci iloczynéw XE, Y\ Gdy w nich £= tj = o,
to wtedy X — Y — co.

Na zasadzie rozwazan poprzednich tatwo jest ustali¢ wykreslny spo-
s6b budowania linji obojetnej, przynaleznej do danego $rodka naprezen
(Rys. 6). W tym celu przez dany S$rodek
O prowadzimy o$ sit O-, ktora przetnie
elipse srodkowa bezwladnosci w punktach
Oei W Przez Q i Oe prowadzimy pro-
ste rownolegte do jednej z gtéwnych osi
przekroju. Kreélac tuk NeR promieniem
ONe do przeciecia sie z owa prostg przez
0 poprowadzong, prowadzimy promien OR
1 przedtuzamy do przeciecia sie¢ z réwno-
legtg przez Oe poprowadzong. tuk, opi- Rys. 6.



sany promieniem OW z owego punktu przeciecia, odetnie na osi sit
odcinek ON> Przez [. przejdzie szukana linja obojetna, przynalezna do O.
Aby jg ostatecznie wykresli¢, nalezy zbudowaé¢ styczng T elipsy bezwiad-
nosci, przechodzacg przez \Ne Szukana linja obojetna bedzie jej réwno-
legta.

Zupetnie tak samo mozemy wyznaczy¢ $rodek naprezen, przynalezny
do danej linji obojetnej L. Prowadzimy styczng T elipsy bezwiadnoSci
przekroju Srodkowej, réwnolegtg do L. Ta styczna przejdzie przez punkt
stycznos$ci jlg na elipsie. taczymy N ze S$rodkiem przekroju osig sit 01,
ktéra wyznaczy drugi punkt Srednicowo przeciwlegty Oe na elipsie oraz
punkt [i przeciecia sie z dang linjg obojetng. Przez punkt Oe prowadzi-
my prostg réwnolegtg do jednej z osi gtdwnych przekroju. Zataczajgc tuk
\>IV promieniem znajdujemy punkt przeciecia sie W tego luku z pro-
sta tylko co poprowadzong. taczymy W z O i zataczamy tuk promie-
niem O\ ktéory wyznaczy na OW punkt przeciecia R. Prosta RQ

réwnolegle do QeW poprowadzona przetnie o§ Ol w Q — szukanym
srodku naprezen.

Aby =to udowodni¢ oznaczamy OOe = re OO = r, (O>c = pe
O[x = p Wyzej widzieliSmy, ze styczna T elipsy $Srodkowej stanowi linje
obojetng, przynalezng do $rodka naprezen Oe>mamy wiec rp = repe=sta-
tej. To samo wynika z podobnych tréjkatow A QeWO i A ORO, gdzie
OQe «00 = OW : OR= <91 :0\e czyli re:r = p: pe i ostatecznie
repe = rp, co nalezalo udowodni¢.

Na zasadzie wyzej wyluszczonych wnioskéw z tatwoscig daje sie
zauwazyc, ze skoro Srodek naprezen lezy poza rdzeniem, przynalezna don
linja obojetna przecina przekrdj, a wtedy obcigzenie przekroju sklada sie
Zz naprezen roznych znakéw. W budownictwie tego rodzaju rozkitadow
naprezen nalezy unika¢, wobec nader matej wytrzymatosci na rozcigganie
kamieni, a zwilaszcza zapraw i cementu. Nalezy przeto przekroje obcig-
za¢ jednoimiennemi naprezeniami cisnagcymi. Stad wskazéwka praktyczna,
ze srodek naprezen nie powinien wychodzi¢ poza rdzen przekroju, a za-
tem winien leze¢ wewnatrz lub na rdzeniu. Jest to warunek Kkonieczny.
Czy dostateczny? Tak, o ile styczne obwodu nie przecinajg pola prze-
kroju, wtedy bowiem kazda ze stycznych ma odnosny S$rodek naprezenh
na rdzeniu. W tym wypadku na stycznych panowaé¢ bedg naprezenia ze-
rowe a caty przekro6j bedzie obcigzony naprezeniami jednego znaku.

Inaczej rzecz sie ma, gdy styczna przekroju przecina jego pole. Ja-
ko linja obojetna nalezy ona do $rodka naprezen lezacego na rdzeniu, na
niej panujg naprezenia réwne zeru, skoro wiec przecina pole przekroju,
zatem go dzieli na dwa obszary o naprezeniach réznych co do znaku.



Ma to jedynie miejsce w tym wypadku, gdy na obwodzie przekroju za-
znacza sie zakle$niecie, stowem gdy obwdd nie jest krzywa wypukia.
Jest to samo przez sie zrozumiate: styczna TO przekroju (Rys. 7) prze-
chodzaca przez punkt jj.0 zakle$niecia musi prze-

cig¢ pole przekroju. Z tego powodu przy roz- > ~
patrywaniu rdzenia nalezy wytaczy¢ z pod roz- 1" "z

patrywania wszystkie styczne zakle$niecia i ogra-

niczy¢ sie do wyznaczenia S$rodka naprezen,
przynaleznego do stycznej obwodu w punktach

(-1 jj., to jest do prostej zespolenia obu tukodw, R)Z_ 7
obejmujacych zaklesniecie. Poniewaz prostej

zespolenia T i obu punktom stycznosci odpowiada jeden tylko S$rodek
naprezen na rdzeniu, przeto pominiecie stycznych zakleSnigcia nie przer-
wie ciggtosci rdzenia. Chcac zatem wyznaczy¢ miejsce geometryczne
skrajnych Srodkéw naprezen, przynaleznych do linji obojetnych, stycznych
przekroju, lecz nie przecinajgcych jego pola, nalezy poming¢ wszystkie
styczne zaklesnie¢ obwodu i ograniczyé sie do rozpatrywania prostych
zespolenia przerzuconych ponad zakle$nieciami. Czynigc tak wytlgczamy
z pod rozpatrywania czes$¢ rdzenia, odpowiadajgcg zaklesnieciu

ktora stanowi petlg zewnetrzng, uczepiona do punktu zespolenia fi dwdch
tukéw rdzenia zbiegajacych sie w tym punkcie, przynaleznym do prostej
zespolenia T obwodu. tuki rdzenia ][>, 2[j. przynaleza do tukéw 17, 2[x2
obwodu, petlica za$ jest zawsze zewnetrzna w stosunku do rdzenia, bo
zaklesniecie jak® blizej srodka lezagce da szereg srodkow naprezen
dalej od S$rodka lezgcych niz punkt n, przynalezny do stycznej T. A za-
tem jezeli obwdd, przekroju posiada zakle$niecie, to odpowiednia cze$¢ rdze-
nia sktada sie z petlicy lezacej na zewnatrz punktu zespolenia, przynalez-
nego do prostej zespolenia, przerzuconej

poprzez wklestos¢ obwodu.

8§ 7. Wyznaczanie skrajnych na-
prezen normalnych przekroju za po-
mocg rdzenia. Wezmy pod uwage prze-
kréj (Rys. 8), odksztatcony pod jarzmem
srodkowej sity S don prostopadiej oraz
momentu gnacego M,,, pochylonego ku
osi gtdwnej OX przekroju pod katem w,
a lezgcego w przekroju. Wyznaczmy 08
sit momentu i rdzen przekroju. OS$
sit przetnie rdzen w punktach Ox, Q20 d-
cinajac promienie rdzenia i iv2 Roz-
t6zmy moment gnacy na pare sit w taki



spos6b, aby jedna z sit pary dziatata w Srodku przekroju, a druga w Qy
lub Q2 na rdzeniu. W pierwszym wypadku site pary wyznaczymy z réw-
nania Mg = zt"Sj, a w drugim z M™ = 2852 W pierwszym wypadku
w bedzie dziatata sita — Mg mw, dodatnia, oraz w S$rodku prze-
kroju sita — A ujemna tgcznie z sitg S. W drugim natomiast w <R be-
dziemy mieli site — S3— Mg : w2 ujemna, a w $rodku site S2 dodat-
nig, towarzyszacg sile S. Wyplywa to bezposrednio z zatozen, dotyczg-
cych kierunku obrotowego momentu.

Godzi sie tu zaznaczyé, ze promien wu jako lezacy na osi sit tuz

%
za momentem ma kat biegunowy — g -f- ° podczas gdy promien

a2, poprgedniemu przeciwlegty, przynalezy do kata biegunowego 2=
= w-)--g it W tem zatozeniu sita A przytozona do QY jest zawsze

dodatnia. Jej linja obojetna przecina boki przeciwlegtej c¢wiartki, prze-
chodzac przez punkt ~ obwodu. Wszystkie punkty tej linji Lu a wiec
i punkt stycznosci P na obwodzie lezacy, naprezeniowo od sity Su dzia-
tajacej w QIf nie zaleza, poniewaz lezg na linji obojetnej, przynaleznej
do Srodka naprezen Qv Natomiast pozostate dwie sity srodkowe —

S
i S dajg dla punktu naprezenie [—Sx+ S] : F = -p-——-- takie

samo, jak dla innych punktéw przekroju, bo sity te, jako $rodkowe obcig-
zajg przekroj jednostajnie. Poniewaz sprowadziliSmy obcigzenie przekroju
od trzech sit tylko co wymienionych, przeto wzér otrzymany daje catko-
witg warto$¢ naprezenia w punkcie {tj.

Obcigzenie zewnetrzne moze byc¢ réwniez sprowadzone do sity — S2
dziatajacej mimosrodkowo w 02 na rdzeniu oraz do sit $rodkowych S2
i 5. Poniewaz i Q2 leza na tej samej osi sit, przeto ich linje obojet-
ne muszg by¢ réwnolegte, bo sg kierunkowo z tg osig sprzezone. Nale-
zy zatem poprowadzi¢ drugg skrajng styczng obwodu L3 réwnolegle do

L u aby otrzymaé linje obojetng dla srodka naprezen Jej punkt stycz-

noéci :i2 naprezeniowo od sity — S2 nie zalezy, lezy bowiem na linji

obojetnej, natomiast dwie pozostate sity $rodkowe S2 i obciazajace
£) M,,

przekr6j jednostajnie dajg dlan naprezenie [S2-j- 5] : F — -1,
\"

Zwroémy uwage, ze kierunkowo sprzezone z osig sit styczne obwo-
du Zj i L2 stanowig skrajne proste roju linji réwnych naprezen, to tez,

zgodnie z tem co$Smy wyze] wyprowadzili, wiemy, ze na nich panujg
skrajne wartosci naprezen normalnych i 4. Mamy wiec oel =
S Me S M

= az*= ~? H— fwT" ~ zatem mozemy wypowiedzie¢ na-



stepujacy wniosek: skrajne wartosci naprezen normalnych przekroju, ob-
cigzonego Srodkowga sitg don prostopadtg, oraz momentem gnacym, leza-
cym w przekroju, mozna wyznaczy¢, dzielac przez przekr6j sume i roznice
owej sity i momentu, podzielonego przez odno$ne promienie rdzenia, lezgce
na osi sit momentu. ROznicy odpowiada promieA rdzenia, lezacy na osi

sit tuz za momentem gnacym, — sumie dalszy promien pierwszemu prze-
ciwlegly. Inaczej méwiagc — réznicy odpowiada promien przynalezny do
kata w -j- */,, a sumie — promien przynalezny do w-j- 32 % gdzie w

oznacza kat pochylenia momentu gnacego ku gitdwnej osi przekrbju.

§ S. Przyktady i ¢éwiczenia. 1. Przekrdj prostokatny. Mo-
ment gnacy lezy na jednej z gtéwnych osi przekroju. Wyznaczyé skraj-
ne naprezenia w zatozeniu podstawy B — 10 cm, wysokosci przekroju
H = 12 cm i Mrr — 0,2 (tn, m). Korzystajac ze znakowania (I. Rys. 14)

mamy Jx = Vi2X10 X 123= 1440 cm4Jy = ViaX 12 X 105= 1000 cm4.

- . . , / Costca . Sin3® ,
prezenia skrajne wyznacza sie ze wzoru: eMg I/ g 2+ 1iqqqb> Sdy
uczynimy w nim e — el i e = e2,

Zatézmy przedewszystkiem, ze moment lezy na osi OX, zatem
w= 0 i linjg obojetng bedzie OX. tatwo to spostrzec ze wzoru czynigc
w nim Cosw= 1 Sinw= o. Tutaj wiec ex= 12H = 6 cm, e2= — 6 cm.
.Zwazywszy nadto, ze Mg = 0,2 X 1000 X 100 = 20000 (kg, cm), bedzie-

my mieli = 6 X 20000 X ] /7 = 83 KaM2 ~ = v- 83 K&/OM2

Te dwie wartosci roznig sie znakiem jedynie; naprezenie rozciggajgce
skrajne panuje wzdtuz podstawy dolnej przekroju, cisnace ujemne wzdtuz
podstawy gorne;j.

Z kolei zaktadamy, Zze moment lezy na osi OY czyli ze w= -7
Rownanie linji obojetnej bedzie tu X — 0, a przeto ex— =5 cm e2=

m=— 5 cm, a zatem ael = 5 X 20000 j/y qqq3= 100kg/Om2 oraz 752 =

— — 100kg/cn2. Te naprezenia skrajne panowac¢ bedg wzdiuz krawedzi
bocznych przekroju. Gdy 0§ OY skierujemy ku gérze— w krawedzi le-
wej bedziemy mieli naprezenie cisngce, w prawej rozciggajgce.

2. Dwuteownik. WeZzmy pod uwage dwuteownik N° 20. O$ sy-
metrji, prostopadtg do Srodnika nazywamy OX, druga o0$ symetrji lezy
wewnatrz Srodnika. Tablice dajg wartosci momentow gtownych Jx =
= 2139 cm4 Jy — 117 cm4 Wysoko$¢ dwuteownika H — 20 cm, sze-

roko$¢ obu pasé6w B = 9 cm. Moment gnacy Mg = 0,5 (tn, m) pochyla



sie ku osi OX pod katem 10— 28°20'. Wyznaczyé skrajne naprezenia
przekroju. Poniewaz Simo = 0,47460, Cos — 0,88020 przeto

50000 X 0,4746 v, - '50000~Xg 0,8802 \1/

03 — X Réwnanie linji o\l:;oj(—;t-

nej bedzie, gdy uczynimy w tym wzorze = 0—co da Y — 9,8576 X.
Przechodzi ona przez S$rodek i pochyla sie ku OX pod katem arctg

9,8576 = 84ull'. Prowadzac skrajne styczne przekroju, réwnolegle do
linji obojetnej, zauwazymy, ze dotkng one przekroju w punktach

NN oraz . Tam beda panowa¢ skrajne wartosci na-
2 2 \ 2 2
prezen normalnych, ktére wyznaczymy, piszac msl — 50000 X 0,4746 X
X 4,5 : 117 + 50000 X 10,8802 X 10 : 2139 = 1118,2 KG/OW, a,2 =

= — 1118,2kg/cm2. Te same wyniki moglibySmy otrzymac¢ réwniez, wy-
liczajac ex i e2 —

5. Katownik. WeZmy (I. Rys. 15) pod uwage katownik réwno-
ramienny cm : 10 X 10 X 1 i zat6zmy, ze moment gnacy Mg — 0,3
(tn,m) pochyla sie ku osi gtownej OX przekroju pod katem io=14°40".
Tablice dajg dla osi symetrji przekroju OX, pochylonej ku obu pasom
pod 45° wartosci 7~ = 280 cm4, a dla OY ku OX prostopadtej: Jy —
= 73,3 cm4. Poniewaz tutaj Sin w= 0,25320, Cos to= 0,96742, przeto

30000 _X 0,2532
3 i X X

* -
dla naprezenia normalnego otrzymamy wzor vs =

¢ 30000 X 0,96742 .. , L s e e
| y. Czynigc = 0, otfzymamy réwnanie linji obojet-

nej w postaci ostatecznej Y— 0, 99978 X. Przechodzi ona przez $rodek
przekroju, pochylajgc sie ku osi gtownej OX pod katem 45°, Jest to
wiec prosta prawie tozsamosciowa z osig OYO0, kat jej nachylenia ku osi
OX jest jednak nieco mniejszy od 45", przeto punkty najbardziej odda-
lone od linji obojetnej beda A i G. Wyznaczmy ich sp6trzedne. W ukta-
dzie osi OX0, OYO bedzie A (— 2,82, 7,18) oraz G (7,18, — 2,82) cm
mamy bowiem dla tego przekroju £0= Y= 2,82 cm. Zatem na mocy
wzorow przejscia bedziemy mieli w ukladzie osi gtéwnych OX, OY dla

punktu A spotrzedne: x= - 282.Yy 2. 7,18:.%)y 2 - 3,08 cm,

y =28 :vy 2.+ 7,18 : Yy 2 - 7,07 cm, a dla punktu G podobniez
x = 3,08 cm,y —— 7,0/ cm. Zatem w A panowal bedzie naprezenie
skrajne = — 30000 X 0,2532 X 3,08 : 73,3 + 30000 X 0,96742 X
X 7,07 : 280 = 413,6 kg/cm2, a w G panowaé bedzie rowniez naprezenie
skrajne, lecz znaku przeciwnego = — 30000 X 0,2532 X 3,08 : 73,3 —
— 30000 X 0,96742 X 7,07 : 280 = — 1052,0 kg/Zcm2 Bezwzgledna wartos¢

naprezenia w G jest wieksza. Mozna sie bylo tego spodziewaé, punkt
bowiem G lezy dalej od linji obojetnej niz A.



4°. Przekrdéj kotowy. Na przekréj kotowy Srednicy/) 20 cm
dziata moment gnacy M~ = 3 (tn, m) oraz sita Ssrodkowa 5 30, 120

i 150 tn, prostopadta do przekroju. Wyznaczyé skrajne naprezenia nor-
malne. Witasciwie mowiac sg to trzy wypadki obcigzenia mimosrodkowego
sitami S, = 30 tn, S2=120 tn i 55150 tn prostopadiemi do przekroju,
a dziatajgcemi w odlegtosci: Aj = 300000 : 30000 = 10 cm, A2 =
=300000: 120000=2,5 cm i A = 300000: 150000 = 2 cm. Poniewaz ma-
my tu do czynienia z przekrojem obojetnym, przeto 0§ OX mozemy uto-
zy¢ na kresie momentu, a wtedy sp6trzedne odnosnych s$rodkéw naprezen
beda: 0 : (0,10), Q2(0,2,5), Q3(0,2) cm. Linje obojetne otrzymamy ze wzoru

ogblnego ] X + J'rY4:)<: O, gdzie £1= £2= £3Fo0, ~=10 cm, tj2=
X f

y Ri u
— 2,5 cm, v/,=2 c¢cm, a nadto Jx = Jy = - oraz F - kR2 —

nD- . . . L : . .
= —. Ostatecznie wiec otrzymamy roéwnanie linji obojetnej w postaci

64 4

~D4 A~ "DI~° & ~a”em kolejno bedziemy mogli
napisa¢: ~ = —400 : 16.10=—2,5 cm, Y2= —400: 16.25= — 10 cm, Ys=
= —400: 16.2=—12,5 cm. Wszystkie te trzy linje obojetne sg rdéwnole-
do osi OX, przeto najbardziej oddalone punkty przekroju beda lezaly na
osi OY. W pierwszym wypadku bedziemy mieli el= 125 cm, e2= —7,5
cm, w drugim el= 20,0 cm, e2= 0, w trzecim ex= 22,5 cm, e2— 2,5 cm.
Odnosne skrajne naprezenia otrzymamy ze wzoru

i =38,19 e

W pierwszym wypadku bedziemy mieli naprezenia skrajne rdéznych
znakéw a,1=477,4 KG/AMB i ™ a=—2864KG/AOM>w drugim 0~=763,8 KG/AWR
drugie za$ bedzie réwne zeru — wszystkie naprezenia bedg przeto doda-
tnie, wreszcie w trzecim wypadku aal = 859,3 KG/OWB sS2 = 95,5 KG/OM
Mamy tu wiec wszystkie trzy rodzaje ukladdéw naprezen gnacych od-
powiednio do réznych wartosci S.

=300000 e 2300000*: %DA'

5°. Rdzen przekroju prostokagtnego. Wychodzimy (rys. 5) z réwnan
zasadniczych dla spétrzednych rdzenia £= J y :F(y—xy), vj=—Jx : F
(tri— xy"). W danym wypadku oznaczajac przez //wysoko$¢ przekroju,
przez B jego podstawe, mamy Jx = VR2BHsJy = MUs BH, F — BH,
a przeto Jx : F—1~ H2ly *F—Iljvi B2 Réwnanie prostej, przechodzacej
przez dolng podstawe przekroju bedzie tujy = ~\-j2H, a zatemy' — o
stad odpowiedni punkt rdzenia wyznacza spétrzedne ¢—o yj= — I/12H 2+
:V, H — — y6 //. Zatem podstawie ~45 przekroju odpowiadac¢ bedzie
punkt R' rdzenia, podstawie Zfy0 symetryczny punkt R'', nadto odle-
gtos¢ OR'=OR™= 79 //=\5s Z kolei réwnanie boku AD bedzie
= — B/2, przyczem ta prosta jest réwnolegta do OY, a wiec dla niej

Dzielac wzor dla £ przez y otrzymamy



B B
stad przy y' = 00 oraz Xx= — ” bedziemy mieli 6 = — Vi2-52: (— 2)

=V 6 i?. Drugi wzor daje tj=0 przy y'= co. Zatem—krawedzi AD od-
powiada¢ bedzie punkt R, rdzenia. Krawedzi zas$ i?u0 punkt R". Rdzen
przekroju prostokagtnego ma posta¢ ukos$nika, lezgcego wierzchotkami na
osiach gtownych przekroju. Podstawa uko$nika réwna jest jednej trzeciej
podstawy prostokata, wysokos¢—trzeciej czesci wysokosci macierzystego
przekroju.

6°. Rdzen dwuteownika wyznaczamy w podobny sposéb. Gtow-
ng o$ OX kierujemy przez Srodek prostopadle do S$rodnika, drugg OY

uktadamy w $rodniku. Réwnanie dolnej krawedzi bedziey = ~, w za-

tozeniu, ze o$ Oy kierujemy ku dotowi i przez H oznaczamy wyso-
ko$¢ dwuteownika, a przez B szeroko$¢ obu jego paséw. Zatemy' = o0

i odpowiedni punkt rdzenia otrzyma spoétrzedne: 4—0, oz

—2 Jx : FH. Symetryczny punkt rdzenia (0,2 Jx : FH) bedzie odpowia-

dat krawedzi gdérnego pasa. RoOwnanie jej 1y — — H Miasto krawedzi
bocznych — przekréj posiada wklestosci, ktore nalezy, zgodnie z teorjag
0go6lna, omingé, przerzucajgc proste X = N i X — — Lewej kra-
wedzi pionowej odpowiada réwnanie X = --—-—-— w zatozeniu, ze 0§ OX
kierujemy ku prawej rece. Dla tej krawedzi nadto y' = 00, a przeto
odnos$ny punkt rdzenia bedzie miat spotrzedne E = -Jﬁ(: = Vy:

. FB oraz t) = 0. Krawedzi prawej bedzie wobec tego odpowiadat sy-
metryczny punkt rdzenia (—2Jy : FB, 0j. | tu wiec rdzen bedzie w ksztat-
cie ukos$nika, boki jego proste bedg bowiem odpowiadatly punktom we-
glowym obwodu, gdzie krawedzie paséw przecinaja sie z krawedziami
bocznemi.

W zatozeniu dwuteownika Ne 30 bedziemy mieli Jx = 9785 cm4
J — 449 cm4 F — 69 cm-, H — 30 cm oraz B = 12,5 cm, a przeto
podstawa rdzenia bedzie wynosita 2 6 = 4/,,; FB = 2,08 cm a wysokosé
2 —4)Jx:FH = 18,90 cm. Jest to wiec ukos$nik wydtuzony w Kierunku
osi OY. GdybySmy miasto dwuteownika mieli zwykty przekréj prosto-
katny— podstawa ukos$nika bytaby réwna 12,5:3 = 4,17 cm a wysokos¢
30:3= 10 cm. Dwuteownik zatem ma rdzen wezszy lecz dituzszy od
rdzenia odpowiedniego prostokatnego przekroju.

Te same wzory postuzy¢ mogg do obliczenia wymiaréw rdzenia
przekroju czworokatnikowego (I rys. 25), ztozonego z czterech katowni-
kéw, dajmy na to, 65 X 65 >< 11m/m Jest to tak zwany czwdrékatnikowy
przekréj kwadratowy o jednakowych momentach gtéwnych bezwtadnosci
Jx — Jy = 4Jyc+ 4 Fc[V2H — 612 gdzie z tablic mozemy wypisac
Jyc— 48,7 cm4 Fc= 13,2 cms, 6= 2,0 cm. Zatozmy H — 30 cm, a wtedy
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J x —Jy = 9118 cm4. Poniewaz nadto catkowity przekr6j F~A FC—
=52,8 cm3, przeto w danym wypadku rdzen bedzie miat posta¢ kwadratu,
lezacego wierzchotkami na osiach gtéwnych przekroju. Przekatnie tego
kwadratu bedg réwne 4 Jx : FH — 23,02 cm. Gdyby bra¢ pod uwage

przekro6j petny 30 X 30 cm, to rdzen takiego przekroju miatby zaledwie
przekatnie 10 cm dtugie.

7°. Rdzenh przekroju kotowego. Poniewaz w danym wypadku
kazda para osi prostokatnych srodkowych stanowi pare gtéwna, przeto dla

T T T T _T
- 64 1 Nadto F = —£&~ a zatem Jp

jakiejkolwiek pary:/,,, = Jy =
%wD* TD2_ D3

F = JSy/ B — 64 P4 F i Dla tego przekroju bedzie wiec: 6 =
D2 y' D2 1
="6 — W y'—Xy = gdzie sPolrzdne >y czym¢ win°y
zado$¢ rownaniu kota czyli réwnaniu x5-(-jy3 = D2 R6zniczkujac, ma-
£)2

my: 2x+ 2y/ = o,skad y'= —Xx :y, a przeto:5= jg y_"xi = ~ * : 4
£3 1 Dl y _ _ o

— i%jV-tT#?y = IG'y_-j-x_z — V.J4. Stad bezposrednio

otrzymamy X = — 4q,y = — 4 7 i podstawiajgc w rownanie obwodu ma-

my ostatecznie réwnanie rdzenia w postaci: S2 -(- rji3 = [D : 8]3 Rdzen

przekroju kotoiuego jest kotem o S$rednicy czterokrotnie mniejszej.
Dla przekroju pierScieniowego o S$rednicach: D zewnetrznej i d we-

: r.d: rd» rr.D2 = (p)
wnetrznej mamy

Lea e64J: L4 «“-Tj =
D3+ rf3 . : D'+ d2 D2, «
. - Yy — +
16 a zatem tutaj bedzie: E 6 % SN 16
— przyczem spoétrzedne x, y czyni¢ winny zado$¢ réwnaniu x3 -{-
D*- L X .
- y2= 1 tu wiec jy'=s — co podstawiwszy we wzory: ¢ = —
D2-\-d- X _ D2+d2 x _ D2-f-d2 vy
16 y2+ xx “ " 4 D2 r~ 16 y*~t-r2 —
D>+d* y . £ D2 . D2
t — d 2 otrzymamy * 45d2-t-03y=~ 7 1 0

tecznie podstawiajgc te wartosci w rownanie obwodu, otrzymamy row-

. - e N e fii > D'\D2+ d& [D~d22
name roéwnanie rdzenia s2+ V = L4 o= -~ 54 D

~atern
mozemy wypowiedzie¢ ogdlny wniosek: rdzen przekroju kotowego piers-

mcieniowego jest koleni o $rednicy
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Rdzen pola parabolicznego. WeZmy pod uwage przekroj
paraboliczny (Rys. 9). Srodek jego znajduje sie w odlegtosci wO= sA a
od wierzchotka paraboli, przeto rdwnanie
wzgledem osi gtéwnych OX, OY obwodu
pola bedzie: K (x,y) —{y2—2 px — G5 Pa)
(# — sA a), tuk bowiem paraboli wyraza
sie 2= 2 p~ dla osi wierzchotkowych,
a wzory przejécia sag: tj=y oraz £ =
= shka-f
Nadto dla osi gtéwnych Jx = ih5bi
Jy = 1&/m a*b, przyczem b2— 2 pa, wresz-
cie F = i/iab. Okreslmy na mocy tych

danych rdzeh przekroju. Dla punktu

M (25 a, b) bedziemy mieli linje prosta

jA  yjL ] .. 175, o, ac¢ i

Ty n y /16X ;v r T

0, ostatecznie 2 a ’\+,6[ ~"f 3 — o Ta prosta
6 a

ktéry to punkt rdzenia odpo-
wiada prostej MN obwodu. Symetryczny punkt obwodu N da symetrycz-
na prosta AAI:?O réwnaniu A5 %— ]’5--q-j'- 3= o

Nastepnie dla tuku parabolicznego MmN bedziemy mieli na mocy
ogo6lnego wzoru dla rdzenia, przynaleznego do obwodu drugiego stopnia:
£E2{F*)Jx*«/pa}+ V {F2l/f~ )- 2£{F J2lyp)=o0. Po pod-

6

stawieniu odnosnych wartosci otrzymamy 62—

35 +l 245 4 Niecl*

. 2a b . . .
bedzie n= % m — ——1—5— a wtedy tylko co wypisane réwnanie przy-
y

bierze ksztatt: «)2'-f- 1 = 1, otrzymamy przeto dla tuku paraboli

elipse, jako odnoéna cze$¢ skladowa rdzenia. Srodek tej elipsy E lezy

na osi OX w odlegtosci n = od srodka przekroju. Elipsa przechodzi

przez srodek O. Jej mata potosS wynosi n = ,duza za§ m = -

35 | 15
Obie powyzej otrzymane proste AB i AC sg styczne tej elipsy, co z lat-
woscia mozna udowodni¢ i bezposSrednio. W danym wypadku zatem
rdzen skilada sie z dwédch prostych, zbiegajacych sie w punkcie zespole-
nia A, stycznych elipsy E.

9°. Skrajne naprezenia przekroju prostokatnego wyznaczy-
my za pomocg promieni rdzenia w wypadku rozpatrywanego przez nas
obcigzenia, kiedy moment gnacy M 0,2 (tn, m) lezy na jednej z gtéw-



nych osi przekroju. Zalézmy przedewszystkiem ze moment lezy na osi
OX, a zatem jego osig sit staje, sie 0§ OY. Odnosne promienie rdzenia
bedg tu wt= wi= 16 H, a przeto prowadzac, jak dawniej, 0§ OY pio-
nowo ku gorze, bedziemy mieli dla podstawy gérnej skrajng warto$¢ na-

Mo-
prezenia asl = —-pr™ = —20000 X 6 : II-B = — 20000 X 6 : 122X 10 =
= — 83kg/cm2, a dla podstawy dolnej przekroju = - M, :Fw2—

— 83kg/cm2  Te same wyniki otrzymaliSmy bezposrednio, rozpatrujac
przyktad pierwszy. To samo réwniez otrzymamy w wypadku, gdy mo-
ment leze¢ bedzie na osi OY, wtedy bowiem 0§ OX bedzie jego osig sit.
a odnosne promienie rdzenia bedg wr = u2= \D B. Tutaj wiec dla le-

wej krawedzi bedziemy mieli naprezenie asl — — ~ Y 20000 X
X 6 :B*H = — 20000 X 6 : [102X 12] = — 100kg/cn. a dla prawej kra-
wedzi pionowej ab3 — Fw2~ 100kg/cm2.

10°. Skrajne naprezenia przekroju kotowego moga by¢ réw-

niez wyznaczone za pomocg rdzenia w wypadku obcigzenia rozpatrywa-

nego w przyktadzie czwartym nieco powyzej. Skierujemy o0$ OY w dét,

0§ OX w prawo. Poniewaz moment Mg = 3 (tn, m) lezy na OX, prze-

to osig sit jego bedzie OY. Ta 0$ przetnie u gory i u dotu obwdd prze-
S

kroju. Dla punktu goérnego bedziemy mieli nsl= - — ” ' Podczas
gdy dla punktu dolnego bedzie = -j- —— <« W danym wypadku
F Fwn
D 20 ic D2 r 202
wl= w2— ~ = 27" = 25 cm. anadto F = —ft—= —r—=314,159 cm2
o (o) 4 4
stad = - ~00000 = 382,0 kgscm 2 Dalej, kolejno czyniac
Fw, Fw. 2,5 X 314,159 : J J J

5= 30, 120 i 150 tn, bedziemy mieli ~ = 955, Ilub 382,0, albo tez

477,5 kg/cm2- W tych trzech wypadkach otrzymamy przeto: nzx =
= — 286,5kgscm2 lub tez =l = o, albo = 955kgscm2 oOraz aS2 —
= 477,5 kg/cm2, albo as2 = 764kg/m2 lub tez as2 = 859,5 kgZ/cnm2  Odnaj-
dujemy te same wartosci, ktéreSmy wyzej inna drogg otrzymali. Podany
tu sposéb o wiele szybciej prowadzi do celu.

ROZDZIAL DRUGI.

ODKSZTALCENIA GNACE.

8§ 1. Odksztatcenia gnace ptytki. Wezmy pod uwage (Rys. 10)
jakakolwiek bryte, odksztatcong pod jarzmem sit zewnetrznych i zat6zmy,
ze pewien przekroj ptaski pp dzieli jej obcigzenie na dwa ukilady [A]
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i [B] sit odksztalcajacych, ktére po sprowadzeniu do $rodka przekroju
dadza obcigzenia gnace. To znaczy, ze ukiad [A] da site Srodkowa S
normalng i moment gnacy Mg, a ukiad [B] da odpowied-

nio S' i M'g. Poniewaz [A] -f- [B] = o0, zatem by¢ musi

rowniez Mg -J- M'g — 0 oraz S -j- S = 0. Te rdéwnania

obrazowo wskazujg, ze momenty gnace muszg byé réwne,

lecz réznoskretne, a wiec, zgodnie z tem cosmy o kierunkach

momentéw moéwili, muszg byé skierowane odwrotnie. Nadto

Rys. 10. sity osiowe rdéwniez winny sie znosi¢ w dziataniu. Muszg
by¢ przeto réwne, lecz skierowane przeciwnie. Godzi sie tu

wyraznie zaznaczy¢, ze moment Mg i sita S, zastepujac dziatanie ukiadu
[AJ, rownowaza uktad naprezen [P], a wiec siedliskujg w gromadzie cza-
steczek a — powloki przekroju, podczas gdy moment MY i sita S, row-
nowazgc naprezenia [a], siedliskujg w gromadzie czgsteczek (3— sgsiedniej
drugiej powtoce przekroju. Nalezatoby wiec, witasciwie mdwigc, miasto
przekroju ptaskiego rozpatrywac¢ obie jego powtoki, wyodrebniajgc je
w postaci dwu sasiednich przekrojéow ptaskich réwnolegtych, znikomo od-
legtych o dz. Srodki ich winny leze¢ na wspélnej prostopadtej do obu
przekrojow, a obwody nieznacznie tylko sie rozni¢ od siebie tak, aby obwdd
jednego pola prawie pokrywat w rzucie obwod drugiego, a réznica pol
F'—F byta nieznaczna, porzagdku dF. Te dwa przekroje sasiednie stano-
wig ptytka, wyodrebniona z ciata odksztalconego, a zastepujgca przekroj
poprzednio rozpatrywany. Jej dolna $cianka, zastepujgca powioke dolng
owego przekroju, pozostawa¢ winna pod jarzmem sity osiowej S, prosto-
padiej do pola F S$cianki, oraz momentu Mg gnacego, lezagcego w tem
polu, podczas gdy na gérnej Sciance plytki, zastepujgcej goérng powitoke
przekroju, panowa¢ winien moment gnacy M'g, lezacy w jej polu Fr
oraz sita osiowa S', prostopadia do pola. Aby otrzymaé Mg i S, nalezy
sprowadzi¢ do srodka O dolnego przekroju ptytki ukiad sit odksztatcajg-
cych dolnej czesci bryty; tak samo rdéwniez, aby otrzyma¢ M'g i S’,
trzeba sprowadzi¢ do Srodka O' gérnego przekroju ptytki uktad sit od-
ksztatcajgcych, naleznych do gérnej czesci bryty. W zalozeniu grubosci
ptytki réwnej zeru oba te uklady miatyby jeden i ten sam punkt spro-
wadzenia, jak dla pojedyniczego przekroju. Tu jednak dz 0, zatem bez-
wzgledne warto$ci momentow i sit musza byé nieco rézne, i, uwzgled-
niajagc znak sit osiowych, mozemy napisaé, ze S'= — (SdS) oraz
M'g — Mg -\-dMg . Pod jarzmem tych obciazen ptytka trwa w stanie
rownowagi odksztatconej, nieznaczne bowiem réznice dMg i dS obcigze-
nia obu jej $cianek stanowig uktad, rownowazacy sity zewnetrzne samej
ptytki, siedliskujgce w jej czasteczkach, lub dziatajgce na jej powierzchnie
boczng. Te sity sa zresztag nader nieznaczne wobec znikomej wartosci
dz, a nadto dazg do zera wraz z gruboscig ptytki. Ro6znice przeto dMg



i dS stajg sie réwne zeru w granicy — dla przekroju ptaskiego wyzej
rozpatrywanego. Mozemy je zatem pominaé, piszac warunki réwnowagi
ptytki w postaci Mg'£5 Mg oraz S' £° — 5, przyczem podkres$li¢ nale-
zy, ze kierunki momentéw Mg i M'g winny sie r6zni¢ o kat rozwarty,
jak tego wymaga réwnowaga phytki (Rys. 11).

Wyznaczmy gtowne osie OX, OY dolne-
go pola F piytki. Beda one zarazem rzutami
gtéwnych osi gornego pola F', r6znica bowiem
znikoma obu pél powodowa¢ moze jeno zniko-
mg réznice kierunkéw osi gtéwnych obu prze-
krojow. Trzecig osig OZ przebijamy pole F'
po $srodku. W tych warunkach poletko dF =
=dxXdy gdziekolwiek w dolnem polu lezace,
bedzie rzutem gérnego poletka dF' pola F'.
Ma to miejsce dla wszystkich poletek obu prze-
krojéow, procz poletek skrajnych, dotykajacych odwodéw, gdzie dF' mo-
ga sie rozni¢ od dF o mate wyzszych rzedéw na tle nieznacznych réznic
obu obwodow. Mozemy wiec ptytke wyodrebniong z bryty rozpatrywad,
jako ztozong z kostek dx X dy X dz, podlegtych dziataniu naprezen

M,, Sin to M,, Cosw 5
n~=-——-— | R L e y + przytozonych do $cian dol-
Jy X r
nych dF kostek, oraz naprezeh tego samego rodzaju:
[M,, -f dMJ Sin (w-j- 7) [M \-dM]J Cos (w-f- ~)
jy +d T, - I rat -—-————- y +
— (SA- dS)
-f- " dE przytozonych do S$cianek gérnych dF1 Wobec nie-
+
znacznych wartosci wszystkich przyrostow: <sg = — + das) oo —
Zatem naprezenia gnace s i — stanowi¢ beda obcigzenie kostki rozpa-

trywanej — rozciggajace, lub Sciskajgce w kierunku osi OZ. Stad wnios-
kujemy, ze pod jego jarzmem kostka musiata ulec wydtuzeniu lub skro-
ceniu o pewna cze$¢ swej pierwotnej diugosci dz0, o przyrost A dz. Po-
niewaz dtugo$¢ kostek odksztatconych jest jednakowa i réwna dz, przeto
A dz = dz — ds0. Stad A dz — z9dzO= dz — dz0, a przeto dzO0=

= dz:(1-j-sg) —dz [1— g -f- — e - ) - ] Wobec nie-
znacznej wartosci dopuszczalnych wydtuzen jednostkowych mozemy na-
pisa¢ wprost dza— dz (1 — @)= dz — dz i ostatecznie eg dz =

= dz — dz0= A dz. Te wydtuzenia jednostkowe, przynalezne do posz-
czeg6lnych kostek plytki zalezg niewatpliwie od natezenia i znaku napre-
zen ne. Rzadzi niemi prawo, ktére tu wypisa¢ nalezy w postaci eg =
— Xg a3, znane z teorji rozciggania i $ciskania. Dla tworzyw, ulegajacych
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prawu Hookea, spoétczynnik tego wzoru ma warto$¢ statg — dla innych
tworzyw — zmienng. Wzor tylko co wypisany pozwoli zbadaé odksztat-
cenia gnace.

Wyznaczmy linje obojetne obu powilok ptytki. Wobec znikomej war-
tosci dz, linje te beda sie pokrywaty w rzucie na dolnej powtoce. Wyni-
ka to wprost ze wzoréw tylko co wyzej wypisanych, o ile uczynimy
w nich ae = az = 0. PoprowadZmy ptaszczyzne Srodkowa, prostopadia
do obu linji obojetnych. Przetnie ona oba roje prostych réwnego napre-
zenia. Wzdluz kazdej prostej roju panowaé bedzie naprezenie normalne
scisle okre$lonej wartosci, rosngcej proporcjonalnie, jak wiemy, do odle-
gtosci e od osi obojetnej. Ta warto$¢ wyrazi sie wzorem:

.. _/Cos2w  Sin2q
o,= eMgy-jj~ -f-J], =

Stad bezpos$rednio bedziemy mieli kolejno: A dz — Sg, dz =

= 0.,Nns dz — aaq el{x &Z J,/COSZQ Slq'géo) % wzorze zmienia

sie tylko e — odlegto$¢ punktu j. od I|nJ| obojetnej, a przeto réwniez
i odksztatcenia kostek przekroju muszg by¢ proporcjonalne do odlegtosci
kostek od osi obojetnych obu powtok, o ile ma warto$¢ statg dla catego
obszaru naprezen, panujacych w przekroju. (Rys. 12).

Zatem i przed odksztatlceniem obie powtoki plytki musiaty by¢ ptas-
kie, a ptaszczyzny ich — przechodzi¢ przez od-
noéne osie obojetne, tworzac pewien kat pomie-
dzy sobg. tatwo to udowodnié. Wyznaczmy S$la-
dy 0 i w linji obojetnych obu S$cianek ptytki na
ptaszczyznie Srodkowej, prostopadiej do owych
linji obojetnych. W tej ptaszczyZnie $cianki od-
ksztatcone zaznacza sie S$ladami CD i C'D" od-
cinkbw roéwnolegtych prostych, przechodzacych
przez w i ¢% Zatézmy, ze i przed odksztatceniem
Slady obu powilok zaznaczaly sie na tej samej
ptaszczyZnie przekroju w postaci odcinkéw dwdch

prostych, przechodzacych przez w i cd. Zatem przy odksztatceniu plytki
obie te proste musiaty sie pochyli¢ ku sobie, przechodzac w rownolegte
CD i CD". Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy wydluzenia wszystkich
kostek ptytki pierwotnie ukosnej bedg proporcjonalne do odlegtosci ko-
stek od osi obojetnych. Wynika to wprost z rysunku, gdzie dla wszyst-
kich wartosci e musi sie wypetniaé zalezno$¢ tg (dy) = dy — A dz : ¢
Tylko w tym wypadku obie ptaskie powtoki ptytki, pierwotnie pochylone
ku sobie pod katem df, stang sie réwnolegtymi pod jarzmem naprezen
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gnacych, a ptytka pierwotnie ukosna moze sie sta¢ prostg. Stad rowniez
whniosek bezposredni, ze ptytka pierwotnie prosta CDC'D" stanie sie ukos-
na, o ile zmienimy obcigzenie na odwrotne, to jest o ile przestawimy si-
ty i momenty. Wszystkie tylko co wypowiedziane wnioski dotyczg two-
rzyw o statej wartosci we wzorze = ag dla catego obszaru na-
prezen, panujacych w przekroju. Nazwijmy tu rozpatrywane obcigzenie
ptytki gngcem, a wtedy bedziemy mieli zupeilnie o0g6lny wniosek: ptytka
o piaskich rownolegtych S$cianach przechodzi pod dziataniem obcigzenia
gnacego w plytke, ukosng o Sciankach rdwniez ptaskich, pochylonych ku so-
bie pod katem d'S, lecz jednak tylko wtedy, gdy spotczynnik amr ma war-
tos¢ statg dla catego obszaru naprezen, panujacych zv obu $ciankach ptyt-
ki odksztatconej.

Ten wniosek stanowi tak zwane ,zalozenie Bernoidliego®“. Wypty-
wa on bezposrednio z badania naprezen i odksztatcen gngcych — moze
by¢ jednak wypowiedziany wprost a priori, jako zasada, na ktérej tatwo
zbudowac catg teorje giecia. W naszym wyktadzie zasada Bernoulli’ego
stanowi sprawdzian praktyczny, o ile bowiem zgadza sie z doswiadcze-
niem — postuzy¢ moze jako dowod bezposredni prawidtowosci samej teo-
rjii. Wielokrotne dos$wiadczenia powaznych badaczéw stwierdzity, ze za-
tozenie to sprawdza sie dla wszelkich tworzyw w mniej lub wiecej sze-
rokich granicach obciazenia. Nalezy przeto powyzej wytozona teorje gie-
cia uznaé, jako wystarczajgco zgodng z istotg rzeczy i poda¢ jej zasto-
sowania praktyczne. W tym celu bierzemy przedewszystkiem pod uwa-
ge tak zwane:

§ 2. Giecie mimosSrodkowe. Zachodzi ono wtedy, gdy obcig-
zenie gngce plytki stanowig sity srodkowe 5, prostopadie do obu jej
§cianek oraz momenty gngace M g. Wyznaczmy osie gtéwne jednego
przekroju ptytki, nazwijmy je przez OX, OY; trzecig 0§ OZ poprowadz-
my przez ptytke prostopadle do OX, OY, a wiec i przez $rodek sgsied-
niej Scianki ptytki, wycietej w ciele nieodksztatlconem. Oba przekroje
ptytki czyni¢ winny zado$¢ warunkom nastepujgcym: Srodki ich winny
leze¢ na wspolnej prostopadtej — osi OZ w odlegtosci znikomej dz—OO',
a obivody pokrywaé sic w rzucie nieomal, ujawniajac znikomga roznice pol
F'—F obu S$cian ptytki. Wyznaczmy jakikolwiek punkt jj. y), lezacy
w polu F. Odnos$ny punkt ~ pola F' bedzie miat te same sp6trzedne
X, Y, a kostka dx X dy X dz, wyodrebniona z ptytki, stanowi¢ bedzie
widkienko [ui-, taczagce oba punkty. Na zasadzie wniosku wyzej wypo-
wiedzianego, odksztatcenie gngce kostki ujawni pochylenie obu $cian
ptytki o kat dy, przyczem oba przekroje pozostanag ptaskie i po odksztal-
ceniu. Inaczej méwiac, przy odksztatceniu jedna ze $cian, dajmy na to
F’, pochyli sie ku drugiej F o pewien kat, pozostajac niezmiennie ptaska,



musi wiec istnie¢ 0§ obrotu wzglednego owych S$cianek ptytki o kat afe.
Poprowadzmy ptaszczyzne Srodkowag przez OZ prostopadle do owej osi
obrotowej. W tej ptaszczyznie (Rys. 13) Scianki plytki nieodksztatconej
zaznaczg sie Sladami AB i CD, a o$ obrotowa da punkt &

lezgcy niewatpliwie na przedtuzeniu prostej CD. Po odksztat-

ceniu CD pochyli sie wzgledem AB, znaczagc nowy $lad w po-

staci odcinka EF prostej, ktéra przejdzie rdwniez przez w, two-

rzac kat dy = Et»C. To odksztatcenie gnace dokona sie pod

jarzmem odpowiedniego obcigzenia gnacego ptytki. Przyt6zmy

do srodka O scianki AB ptytki nieodksztatconej site S, czyn-

ng wzdtuz osi OZ, oraz moment Mg, lezagcy w polu F, a po-

chylony ku osi OX pod katem w Sgsiednig S$cianke CD pityt-

ki nieodksztatconej obcigzamy posrodku w O sitg osiowg S',

dziatajgcg wzdtuz osi OZ, oraz momentem M'g, lezgcym w po-

lu F'. To obcigzenie rozwinie naprezenia, ktére sprowadzg

opisany wyzej obrét, przyczem poszczeg6lne widkienka skréca

sie lub wydtuzg, rozwijajac sity oporowe Gdy owe sity opo-

rowe zréwnowazg naprezenia, ptytka wejdzie w stan réwnowa-

Rys. 13. trwatej. Przypus¢my, ze ten stan istotnie nastgpit przy pew-
nej wartosci kata dy. Pierwotna dtugo$¢ OOt otrzymata przy

tem przyrost 0102, lezacy niewatpliwie na osi OZ, zachodzily tu bo-
wiem jedynie i wytacznie zjawiska rozciggania lub $ciskania, wszelkie
przeto skrzywienia tego wiokienka trzeba z gory wykluczyé, jako zgota
niemozliwe. Zatem punkt przytozenia sity S' przesunat sie po osi OZ
w te lub owg strone, sita ta przeto po odksztalceniu bedzie i nadal $rod-
kowg, cho¢ nie prostopadtg do Scianki EF, pochyli sie bowiem ku niej
pod katem */2— dy. Inaczej nieco bedzie dziatat moment Mg po od-
ksztalceniu — nie bedzie bowiem lezat w polu F', jeno sie z niego
wychyli pod katem, zawartym w granicach od zera do ofe, a zaleznym
od potozenia momentu wzgledem osi obrotowej przekroju. Mimo to
jednak mozemy nadal rozpatrywa¢ S' i M'g, jako obcigzenie gngce po-
la F' odksztatconego, poniewaz kat dy jest znikomo drobny. Wiasciwiej
jednak nalezatoby miasto S' bra¢ 5' Cos df oraz zastgpi¢ M'g — odnos-
nym rzutem na $cianke M?, Cos (Kd'i), dzie 0 < K < 1, wiemy jednak,

ze Cosd® = 1 -—-- —  g-C6/e3-j- e, zatem popelnimy biad nader

nieznaczny biorgc wprost S"i M'g .

Wobec istnienia réwnowagi trwatej musi by¢ S'= — (5 -\- dS)
oraz M'g = Mg -f- dM? z warunkiem, aby moment M ,, pochylony byt
ku osi OX pod katem w-j- w | tu znéw drobne réznice dS i dM(
winny réwnowazy¢ sity zewnetrzne, siedliskujgce w czgsteczkach samej
ptytki, lub dziatajace na jej powierzchnie boczng. Tylko co wyznaczone
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obcigzenie gnace plytki da ukiad naprezen gnacych, przyczem obustron-

Ma Sin w M,, Cos w

x -f , y -f
Jy JX

ne naprezenia wiokienek beda: —_ —

mieli a0 = S : F, mozemy przeto, korzystajgc z ogélnego wzoru, wy-
znaczy¢ odnoéne wydtuzenie jednostkowe piszac Z0= 1g > a zatem

5
ALA2 - ) X Q) O; ®@qftdz - " F

-j- Dla $rodkowego wibékienka OOv gdzie x = y = o0, bedziemy

Dla linji obojetnych = 0. Istnieje przeto szereg widkienek istot-
nie nalezacych do przekroju lub tylko wyobrazalnych, tgczacych odpo-
wiednie punkty pokrywajacych sie w rzucie linji obojetnych obu prze-
krojow ptytki. Widkna te nie ujawnig zadnego odksztatcenia, bo dla
nich tg= o. Stad prosty wniosek, Ze o0$ obrotowa musi leze¢ na linji
obojetnej, co zreszta wynika bezpos$rednio z ogdlnej teoriji.

Oznaczmy przez e odlegto$¢ jakiegokolwiek widkienka od osi
obrotu, czyli od linji obojetnej, a wtedy dla tego wiokienka bedziemy

o / Cos2to n L .
mieli: e = eM;? 1/ — — . Wydtuzenie jego bedzie: a» dz =
J~X Jy
- - - 0 -
= igdz = 725 47 —ageMigds ¥/ C ,SZW Sin2w Poprowadzmy
’ J X Jy
skrajne styczne obu odksztatconych $cianek ptytki, réwnolegte do osi
obrotowej — linji obojetnej. Beda to linje skrajnych naprezen normal-

nych, przynaleznych do skrajnych widkienek ptytki, taczacych odnosne
punkty stycznosci. Gdy o$ obrotowa lezy poza przekrojem, oba skrajne
wibdkienka ulegng skréceniom, lub, jak na rysunku — wydtuzeniom CE
i DF, pod dziataniem skrajnych naprezen, ktére z tatwos$cig wyznaczymy
z og6lnego wzoru, czyniagc w nim kolejno el — Cm oraz e2= Du. Bez-
wzglednie wieksza z tych wartosci da bezwzgledng najwiekszo$¢ napre-
zenia. W danym wypadku bedzie to oczywiscie

/ Cos3w . Sin2w

—¢i Mg v/ -, poniewaz ex> e2, a obie sg tego samego
=X Jy

znaku. Skrajng naprezenia nalezy uczyni¢ réwna najwyzszemu dopusz-

czalnemu naprezeniu gnacemu danego tworzywa, a wiec asl = k,,, uw-

zgledniajac przy tem rodzaj obcigzenia, ktore i wtym wypadku moze by¢
state, powtarzane lub zmienne.

W ten spos6b mozemy sprawdzi¢ wytrzymatos¢ preta, pozostate bo-
wiem naprezenia wiokienek, jako bezwzglednie mniejsze od azl, nie prze-
kroczg owej skrajnej wartosci dopuszczalnej. Chcgc z kolei wyznaczy¢



odksztatcenia gnace, przedtuzamy proste AB \F.F do przeciecia sie
w N i nazywamy odlegto$¢ tego punktu od osi OZ przez p. Nadto niech
bedzie e0 odlegto$é osi obrotu od osi OZ, a wtedy z podobieristwa troj-
katow: tg ()= 002:p= 0X2:e0= [j.~ :e Wyzej widzielismy, ze

I S\
0X2— ag—dz, zatem 002= OOt -]- 0t02= dz (I -j- Nadto,

wobec nieznacznych wymiarow kata afc mozemy niewatpliwie pomingc
znak tg> piszac wprost:

dz(1 -]-agS " F) _ rg Sdz ag cMg dz ~/ Cos-w Sin2o

K = Vv I\ +
1 a Mg /Cos*a SmJl0 |j / Coslg Sinlw
skl*d i T\ m* = -Ar+ jk e

/ Cos™ to ow2to
1/

5 — + ~~ys— e Te wzory rozwigzujg catoksztatt za-

gadnienia. Godzi sie jednak zaznaczy¢, ze stosujg sie jedynie i wylgcz-
nie do tworzyw, ujawniajgcych stalg wartosc dla catego obszaru na-
prezen, panujacych na obu powitokach ptytki odksztatcone;j.

Gdy o0$ obrotowa lezy poza ptytka, wtedy obie odlegtosci exe? sa
jednego znaku, mamy wiec exe3> o0, ana catej plytce panuja naprezenia
jednoimienne. Gdy znéw 0$ obrotowa przecina plytke, wtedy exe2< o,
linje obojetne przecinajg ptytke, pokrywajac sie w rzucie wzajemnie.
Istnieje przeto szereg widkienek obojetnych, #tgczacych odnos$ne punkty
obu linji obojetnych. Te widkienka nie ulegajg zadnym odksztatceniom,
a cata ptytka dzieli sie w danym wypadku na dwa obszary. W jednym
panujg naprezenia i wydtuzenia dodatnie — w drugim — ujemne. Na gra-
nicy obu obszar6w naprezenia i odksztalcenia gnace sg rdéwne zeru.
WT szczegdlnym wypadku moga obie linje obojetne przechodzi¢ przez
$rodki odnosnych przekrojow. Wtedy e0= o, co jest mozliwe tylko wte-
dy, gdy S = 0. Jest to wypadek giecia witasciwego.

§ 3. Giecie wtasciwe. Wyodrebnijmy ptytke z ciata odksztatco-
nego, prowadzac dwa sasiednie przekroje. Srodki ich winny leze¢ na
wspoélnej prostopadtej, a obwody pokrywac sie w rzucie nieomal, ujaw-
niajac znikoma réznice pél F’'— F porzadku dF. Wyznaczmy osie gtow-
ne OX, OY jednego z przekrojéw, 0§ OZ poprowadzmy przez Srodek
O' drugiej $cianki ptytki, odlegtej o dz= 00°'. Te ptytke obcigzamy pa-
rg momentéw gnacych. Jeden z nich Mg lezy w polu F, pod katem oj
ku osi OX drugi M'g w F' pod katem o -\-u ku tejze osi. taczne
dziatanie obu momentéw da odksztalcenie gngce. WeZzmy pod uwage
dowolny zresztg punkt [. (x,y) pola F. Odnosny punkt pola F' be-



dzie miat te same spéirzedne x,y, a kostka dx X ~ X dz, wyodrebnio-
na z ptytki nieodksztatconej stanowi¢ bedzie widkienko u.”, taczace po-
letka dF i dF" przynalezne do p6l F i F'. W dF panowa¢ bedzie na-

M,, Sin w M Cos ©
prezenie normalne gnace og¢ = --—------ Jr — X )—-* N -y, podczas
y X
gdy dF' ulega¢ bedzie naprezeniu a's = — (vs -j- dos) 00 — ae, o czem

z tatwoscig przekonamy sie, rozumujgc zupetnie tak samo, jak w powy-
zej rozpatrywanym ogolnym wypadku. Dla $rodkéw piytki mamy x—y —o,
dla nich przeto as — o, linje obojetne istotnie wiec przechodza przez
srodki O, O’ obu S$cianek ptytki.

Poprowadzmy ptaszczyzne Srodkowag przez OZ prostopadtg do linji
obojetnych. W tej ptaszczyznie (Rys. 14) Scianki ptytki nieodksztatconej
zaznaczg sie Sladami AB, CD. Po odksztatceniu CD po-
chyli sie ku AB, znaczac nowy $lad w postaci odcinka
prostej EF, przechodzacej przez s$rodek O' przekroju t4] ~Z
CD — tam bowiem lezy linja obojetna — 0§ wzglednego — L__
obrotu $cian ptytki o kat dy. Przy obrocie jedynie tylko
witbkienka, zawarte pomiedzy linjami obojetnemi, nie ule-
gng odksztatceniom. Ten szereg wibdkien obojetnych za-
znaczy wyrazng granice roznorodnych obszaréw odksztat-
cen. W jednym wszystkie wiokienka ulegng wydtuze-
niom — w drugim skréceniom tem znaczniejszym, im da- Rys. 14.
lej leze¢ beda od osi obojetnych. Oznaczmy przez e od-
legto$¢ jakiegokolwiek wibdkienka [Hif od linji obojetnej. Pierwotna jego

dtugosé = dz otrzyma przyrost A dz — dz na tle obu-
stronnego dziatania naprezen gnacych: as = e?L Mg 1/ W
I\ ** J~x Jy
rozciagajacych, Ilub S$ciskajacych. Poprowadzmy skrajne styczne obu
Scian phytki odksztatconej, réwnolegte do osi obrotowej — linji obojetnej.
Beda to linje skrajnych naprezen normalnych réznego znaku. Jedno
skrajne wiokienko, taczgce punkty stycznosci — bedzie Sciskane, — prze-
ciwlegte — rozciggane. Odnosne wartosci naprezen tatwo wyznaczymy

z powyzszego wzoru, czynigc w nim e réwnem el— CO’ lub e2— DO’
przyczem tu niewatpliwie ee2< o, jako, ze linje obojetne przechodza
przez srodki przekrojéw. Bezwzglednie wiekszg z tych dwoch wartosci
naprezen nalezy uczyni¢ réwng najwyzszemu dopuszczalnemu naprezeniu
gnacemu kg, aby zapewnié¢ trwato$¢ tworzywa.

Chcac z kolei pozna¢ odksztatcenia gngce, przediuzamy proste AB
i EF do przeciecia sie w N i nazywamy odlegto$¢ tego punktu od osi
OZ przez p. Z podobnych trojkatow bedziemy mieli: tg (dy) = 00': p=
= {{t3:e. | tu znébw wobec nieznacznych wartosci kata dy mozemy
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sam wynik otrzymamy, czyniagc S = 0 we wzorach ogdélnych, poprzednio
wyprowadzonych. W ten sposéb rozwigzaliSmy caloksztalt zagadnienia
w zastosowaniu jednak wylgcznie tylko do tworzyw, ujawniajagch statg
warto$¢ og dla catlego obszaru naprezen, panujacych na obu powilokach
ptytki po odksztatceniu.

8§ 4. Odksztatcenia gngce pretow prostych. Wezmy pod uwa-
ge pret prosty dowolnego zresztg przekroju poprzecznogo, statego, lub

zmiennego (Rys. 15) i wyznaczmy na tym precie szereg
nr

przekrojow poprzecznych Aa, Bb, Cc, Dd .. . znikomo
r5 odlegtych od siebie. Ich srodki a, p,y, 3. . . leze¢ beda
na osi prostej preta w odlegtosciach a3 = dz, p?= dz,

— dz" ... W ten spos6b wyznaczamy mysl

cie nieodksztatconym szereg plytek prostych. Po odksztal-

ceniu gngcem plytki te przejdg w ukosne. Chcac zdac

sobie sprawe ze zjawisk tu zachodzacych, rozpatrujemy

zrazu pierwszg ptytke i zaktadamy, ze tylko ta jedna ule-

Rys 15 S*a odksztatceniu, a pozostate — zachowaly ksztatt pier-
wotny. Po zgigciu $cianka Bb obrécita sie o pewien kat

— pochylita sie ku Aa na tle obrotu okoto osi obojetnej, a jednak pozo-
stata niezmiennie ptaska. Obrét odbyt sie okoto linji obojetnej «), leza-
cej w ptaszczyznie Bb. Srodkowe wibkienka ap ulegto skréceniu lub wy-
dtuzeniu o przyrost pp', zalezny od sity osiowej S panuigcej w ptytce,

S
wiemy bowiem juz, ze pp'= ag — dz. W szczeg6lnym wypadku, gdy

S = 0, wtedy i pp'= 0. Tutaj wiec Srodkowe widkienko pozostaje nie-
zmienione przy odksztatceniu i rowne swej pierwotnej dtugosci dz, a li-
nja obojetna przecina o0$ preta w p', przechodzgc przez $rodek przekroju.
W obu wypadkach tylko co wyszczeg6lnionych, dalsza cze$¢ preta po-
chyla sie o kat obrotu dv, a o$ podtuzna preta ulega ostremu zatamaniu
w p, pozostajac jednak dalej prosta od tego punktu poczawszy. To sa-
mo nalezy stowo w stowo powtdrzy¢é w stosunku do nastepnej phytki,
ktora rowniez po odksztatceniu przejdzie w ptytke ukosng. Jej srodkowe
wibdkienko pY ulegnie przytem skréceniu lub wydtuzeniu o przyrost YY',
ktory w szczegélnym wypadku moze byé rowny zeru, gdy odnosna sita
S’= 0. Na tle ponownego obrotu okoto nowej linji obojetnej «, 0§ po-
diuzna preta ulegnie powtérnemu zatamaniu, tym razem jednak juz



w punkcie 7" — i — pochyleniu o kat nowy dy'. Gdy nowa o0$ obroto-
wa td rownolegta jest do w wtedy niewatpliwie oba katy dy i &7 leza
w jednej ptaszczyznie. W ogbélnym wypadku linje obojetne nie sg row-
nolegte i katy lezg w roéznych ptaszczyznach obrotu. Powtarzajgc to sa-
mo rozumowanie w stosunku do dalszych ptytek, dochodzimy do wnios-
ku, ze pret pierwotnie prosty ujawnia pod jarzmem obcigzenia gngcego
odksztatcenia nastepujace:

1° OS$ jego podiuzna pierwotnie prosta, staje sie w ogdlnym wy-
padku krzywa przestrzenng, lub — krzywg ptaskg w szczegélnym, gdy
wszystkie linje obojetne, grajace role osi obrotowych ptytek, sg réwnole-
gte. O$ podtuzng preta odksztatcong zowiemy zwykle krétko odksztatcono.

2° Wszystkie poprzeczne przekroje ptaskie preta, prostopadie do
jego osi podtuznej pierwotnie prostej, beda prostopadie do odksztatconej
i pozostang ptaskie i po odksztatceniu. Ten punkt jest wprost oczywi-
sty, poniewaz katy aa$\ b'$'7, c"y"S" ... sg proste, a w granicy odle-
gtosci ap', p7", . . . dazg do zera.

3° Ditugosci tukéw osi podtuznej preta pierwotnie prostej, nie ule-
gha zmianie przy przejéciu tej osi w odksztatcong, o ile sity S$rodkowe
wszystkich ptytek sa réwne zeru; w przeciwnym razie o$ preta przy od-
ksztatceniu wydtuza sie lub skrocg, w zaleznosci od znaku sit osiowych

poszczeg6lnych ptytek. Istotnie, gdy 5 = S'= ... . —o0, wtedy pp =
_yY' ___ 0 a przeto i odcinki dz, dz', dz", . .. pozostang nie-
zmienione po odksztatceniu. Gdy jednak sity osiowe nie sg réwne zeru,
5
wydtuzenia zalezg od znaku sit, mamy bowiem pp —ag wmdz, 7Y' —
S .
= .y dz' it d —

8§ 5. Wygiecie ptaskie preta prostego. Wygiecie preta pro-
stego nazywamy ptaskiem, gdy jego o0$ podiuzna, pierwotnie prosta, staje
sie krzywga ptaskg po odksztatceniu. Ptaszczyzne, w ktérej lezy odksztat-
cona, zowiemy ptaszczyzng giecia. Tego rodzaju odksztalcenie gnace za-
chodzi wtedy jedynie, gdy osie obrotowe wszystkich przekrojow sg row-
nolegte, a zatem prostopadte do piaszczyzny giecia, w ktorej lezy od-
ksztatcona. Z tatwoscig dojdziemy do przekonania, Ze pret prosty u/ega
gieciu ptaskiemu, gdy jednoimienne osie gtéwne wszystkich jego przekro-
joiv poprzecznych lezg w tych samych ptaszczyznach do siebie prostopad-
tych, a wszystkie momenty gngce zawiera jedna z nich. Druga staje sie
wtedy ptaszczyzng giecia. Istotnie z ogdlnej teorji naprezen gnacych wie-
my, ze o$ sit momentu gngcego jest kierunkowo sprzezona z linjg obo-
jetng. GdybysSmy przeto zalozyli, ze osie gtdwne poszczegdlnych prze-
krojow preta nie lezg w tych samych ptaszczyznach, to wtedy trzebaby



byto w kazdym poprzecznym przekroju inaczej pochyla¢é moment ku
osiom gitéwnym, aby otrzymaé¢ odnos$ne linje obojetne rdéwnolegte. Wy-
magatoby to niestychanie ztozonego obcigzenia, ktére w ogoélnym wypad-
ku wprost pomysle¢ sie nie daje. Nalezy przeto zwezi¢ krag rozpatry-
wania, biorac pod uwage prety jednorodnie zbudowane. Przekroje po-
przeczne pretow tego rodzaju zmieniajg sie w sposOb ciggty a nieznacz-
ny, a osie gtébwne jednoimienne owych przekrojow — lezg w tych samych
ptaszczyznach prostopadtych do siebie.

Z ogolnej teorji giecia wiemy, ze linje obojetne sg réwnolegte do
osi gtébwnej, gdy na tej osi lezy moment gnacy. Zatem warunek drugi
giecia ptaskiego wymaga, aby wszystkie momenty gngce przekrojow po-
przecznych prata— lezaty na jednoimiennych osiach gtéwnych odnos$nych
przekrojéw. To nalezato udowodnic.

Ptaszczyzny, zawierajace jednoimienne osie gtdwne przekrojéw po-
przecznych preta bedziemy nazywali plaszczyznami gtdwnemi preta. Za-
t6zmy, ze osie gtéwne OX lezg w takiej ptaszczyznie, a na nich — od-
nosne momenty gnace. Wtedy dla kazdej ptytki w= o0, a przeto dla

S Jx M,, S M,,
e0— “Zz~ ] y~F ~ e 3 z3~ w”  clweS® pias-
. 1 M dz M,, M
kiego: ~ =a. -f-, ds= a M ,e0= 09, m= -f- v= e —5
P 6 Jx Jx Jx Jx

tu bowiem linje obojetne przecinaja odksztatcong preta.

We wzorach ogélnych przez p nazwaliSmy odlegto$¢ widkna sSrod-
kowego ptytki od prostej przeciecia sie obu odksztatconych S$cian ptytki.
Szereg ptytek stanowi pret. Ich $cianki dajg przekroje poprzeczne preta.
Odksztatcona sktada sie z widkien $rodkowych ptytek odksztatconych,
kolejno po sobie idgcych. Wynika stad, ze S$cianki ptytki odksztatconej,
lezg w sgsiednich ptaszczyznach normalnych odksztatconej preta, a zatem
p stanowi promienn krzywizny odksztatconej. Ten wniosek dotyczy wszyst-
kich rodzajéow giecia, szczeg6lng jednak uwage posiada w wypadku gie-
cia ptaskiego, jak to zobaczymy w nastepstwie.

8§ 6. Wskaznik wytrzymatosciowy. W wypadku giecia ptas-
kiego mimosrodkowego lub witasciwego z tatwosciga wyznaczymy skrajne

naprezenia gnace w postaci: el — -(- > 2= Mg j F m

W obu wypadkach odno$na linja obojetna jest réwnolegta do gtdéwnej
ptaszczyzny preta, w ktorej lezg momenty gngce i lezy w odlegtosci ea



od tej ptaszczyzny. Gdy 5 = o, wtedy i e0= o, a przeto momenty gnace
lezg na linjach obojetnych w wypadku giecia ptaskiego wiasciwego. Nadto
w tym wypadku i e2 zaleza wytacznie tylko od postaci samego prze-
kroju. Nazwijmy wskaznikiem przekroju — iloraz jego momentu gtéwne-
go beziutadnosci, dzielonego przez odlegto$¢ skrajnego widkna od osi tego
momentu i oznaczmy przez IVXl —Jx :el, WX2= Jx : e2a wtedy w wy-
padku giecia ptaskiego wiasciwego, — moment gnacy, dzielony przez
ivskaznik odnosnego przekroju, da warto$¢ skrajng naprezenia gngcego,
ktéra nalezy uczyni¢ réwna kg .

Wyznaczmy wskaznik przekrojow czesciej spotykanych w praktyce:

1° Przekroj prostokagtny. Dla osi gtéwnej OX, réwnolegtej do pod-

stawy B przekroju: ex— — U2H, e2= -j- V2H, a przeto Wx = — JVXI=
WM= V6BH3 Dla drugiej osi gtéwnej OY, réwnolegtej do wyso-
kosci H prostokata: ex— — 2B, e2= Vs B, a przeto Wy = — JVyl =
= WY2= V, HB\
2° Przekrdj kotowy. Dla wszelkiej osi OX $rodkowej: el — — R,
e2= R, bedziemy mieli przeto: Wx = — IVXl— WX2 = «/423= «/7ZAB
Zupetnie te same wartosci el — — R, e2— R otrzymamy dla przekroju
pierScieniowego o promieniu zewnetrznym R i wewnetrznym r, a wiec dla
piercienia kotowego: Wx — — #xl — IVX = (R4 — ry =

= w©t[D4— d*) : 32 D.

3° Przekrdj eliptyczny. Dla osi gtéwnej OX, na ktérej lezy duza
p6tos elipsy, ex— — b, e2— b, zatem Wx = — Wxl = WX2= */4ab2 dla

drugiej gtéwnej osi OY podobniez: ey— — a, e2= a, co daje Wy =
= — Wyi= ~yi= nU*“h —
4° Dwuteownik M>2j. Gléwnag 0é OX tego przekroju prowadzimy

przez Srodek prostopadle do $rodnika, drugg OY — przez $rodnik pro-
stopadle do OX. Dla OX tablice podaja warto$¢ Jx = 4954 cm4 nadto

dla tej osi: ex= — ¥i H = — 12,5 cm, e2— 12,5 cm, wysoko$¢ bowiem
dwuteownika, w kierunku osi OY mierzona, wynosi H — 25 cm. Stad
Wx = — Wxx= Wxa= 4954 : 125 ==396 cm\ Te warto$¢ dajg row-
niez i tablice. Dla drugiej osi el— — 12B — — 5,5 cm, e2= 5,5 cm,
szeroko$¢ bowiem paséw: B = 11 cm. Nadto z tablic Jy =255 cmj4
a przeto Wy — — Vyi — WY2= 255 :55= 46,4 cm3 —

5° Ceownik JV° 28. Korzystajgc ze znakowania (I. Rys. 19) zauwa-
zymy, ze dla osi gtéwnej OX, osi symetrji przekroju: el= — lI2H =
= — 14 cm, e2— 14 cm, cala bowiem wysokosé ceownika, mierzona
w kierunku osi OY, wynosi 77 = 28 cm. Zatem IVX= — IVxl = Wx2=

~ Jx: 14 = 6276 : 14 = 448 cms, tablice bowiem podajg Jx = 6276 cm4
6



Inaczej rzecz sie ma dla osi OY,; tutaj; ey= HO = — 2,53 cm, a przeto
e2= AD — HO = B —253= 95—253= 6,97 cm, bo szeroko$¢ obu
paséw B = 9,5 cm. Nadto z tablic: Jy = 399 cm4 W danym wypadku
obie wartosci wskaznikéw sg rézne: Wyl = 399 : (— 2,53) = — 157,7 cm*
oraz WY2 — 399 : 6,97 = 57,2 cms. —

Z powyzszych przyktadéw widaé, ze obie wartosci wskaznika nie
réznig sie wartoscia bezwzgledng dla osi symetrji przekroju, natomiast
w wypadku przekroju niesymetrycznego wzgledem osi gtéwnej moga
ujawniaé¢ dos$¢ znaczne ro6znice. W tym wypadku oznaczamy zazwyczaj

przez Wx bezwzglednie mniejsza warto$¢ IVXl i Wx2, majac na widoku
wyznaczenie skrajnego najwyzszego nhaprezenia max = Af,.: Wx=kg .

8§ 7. Wygiecie Lamarle’a. Ten rodzaj wygiecia stanowi naj-
prostszy przykiad giecia ptaskiego a zarazem jedyny S$cisty wypadek
urzeczywistnienia powyzej poczynionych zatozehA. Wezmy pod uwage
pret prosty poziomy. W punktach B i C jego pierwotnie prostej osi
przyt6zmy dwie jednakowe sity P, dajmy na to skierowane ku gorze,
oraz dwie takie same sity skierowane w dot w punktach A i D, odleg-
tych o \od C i B. Wszystkie te cztery sity sg réwne, réwnolegte i pro-
stopadte do osi pierwotnej preta, a przy odksztatceniu nie schodzg ze
swych linji dziatania. Jakikolwiek przekrdj poprzeczny preta o S$rodku
O, lezacym na osi, dzieli obcigzenie gngce na dwie gromady, prawg i le-
wa, zawierajagce po jednej parze sit. Kazda z nich po sprowadzeniu do
o$rodka O da pojedynczy moment gnacy M,, — P\ prostopadty do ptasz-
czyzny sit — staty dla wszystkich przekrojow poprzecznych, zawartych
pomiedzy C i B. (Rys. 16).

Zbudujmy pret jednorodnie, aby osie gtéwne OY jego przekrojow
poprzecznych lezaty w plaszczyznie sit — wtedy momenty
gnace bedag lezaly na osiach gtéwnych OX. Giecie bedzie
ptaskie; ptaszczyzna sit stanie sie ptaszczyzng giecia. Mo-
zemy przeto dla przekroju poprzecznego, przechodzacego
przez srodek O, wypisa¢ wzory ogélne:

Rys. 16.

tutaj bowiem S — o0 a wiec i e€0= 0 — momenty gnace leza na linjach
obojetnych OX.

Gdy przekrdj poprzeczny preta jest staty, wtedy dla wszystkich prze-
krojow Jx , Wx majg wartosci state, a wszystkie przekroje poprzeczne
miedzy C i B sg jednakowo naprezone. Jest to wiec pret o statej wy-
trzymatosci na giecie, bo wszystkie jego przekroje w Srodkowej czesci
lezgce, sa jednakowo wytrzymatosciowo wyzyskane. Godzi sie jednak
zauwazy¢, ze w pozostatych czesSciach preta warunki obcigzenia bedg zu-

petnie inne — wszystko to, cosmy tu moéwili, dotyczy przeto wylgcznie
srodkowej czesci preta. Dla niej promienn krzywizny odksztatconej jest
staty — odksztatcona Srodkowej czesci preta jest tukiem kota, co stanowi

ceche wygiecia Lamarle'a. Z tatwoscia wyznaczymy strzatke tego tuku,
czyli tak zwang $rodkowa strzatke wygiecia.



Bedzie to / = p- f? - [/ 1?7 = [Ix: Y{I-j/Z/ 1-"A 2712 -
Gdy przekr6j poprzeczny preta jest zmienny, poszczegblne przekroje nie
sg jednakowo obcigzone, a ich promienie krzywizny — zmienne. Wygie-

cie Srodkowej czesci przestaje byé kolowem. Odksztatcona staje sie krzy-
wg, ktdérg z tatwoscig wyznaczy¢ mozna z warunku JXx : p= statej. Nie
jest to juz wygiecie Lamarle a.

8 8. Obcigzenia gnace. Tylko co rozpatrywany uktad sit stano-
wi jedyny rodzaj obcigzenia gnacego, dajagcego po sprowadzeniu moment
gnacy, lezacy w poprzecznym przekroju preta odksztatlconego. Inne ob-
cigzenia gnace tej wilasnosci nie posiadajg, dajg bowiem w przekrojach,
pr6cz momentéw gnacych jeszcze i sity tngce. Jest to zupeinie zrozu-
miate — chcemy otrzymaé giecie wiasciwe, bez domieszek rozciggania,
Sciskania i skrecania, gmatwajagcych pierwotng czysto$¢ zjawisk giecia
wiasciwego, dlatego tez z gory wylgczamy przedewszystkiem wszelkie
sity, pochylone ku podiuznej osi preta nieodksztatconego pod katem roz-
nym od prostego. Sity tego rodzaju musza daé¢ skiadowg S, a zatem
spowodowaé¢ giecie mimosrodkowe. Ponadto z sit pozostatych, a wiec
prostopadtych do osi podiuznej preta nieodksztatlconego nalezy odrzucic
sity lezagce poza obrang ptaszczyzne giecia, jako dajgce dodatkowe mo-
menty skrecajgce. Bedziemy zatem rozpatrywali obcigzenia gnace, ztozo-
ne wytacznie z sit prostopadtych do podiuznej osi preta nieodksztatcone-
go, a lezacych w ptaszczyznie giecia. Kazda z sit tego rodzaju, sprowa-
dzona do Srodka danego przekroju poprzecznego, daje moment gnacy
réowny sile mnozonej przez jej odlegtos¢ od punktu sprowadzenia oraz —
site tngcg, przytozong do tego $rodka, réwng danej sile, rownolegta jej
i kierunkowo dziatlajacg jak ona. Jezeli sprowadzimy kilka takich sit, to
otrzymamy moment wypadkowy réwny sumie poszczego6lnych momentéw
i site tngcg wypadkowag rdwng sumie wszystkich sit tngcych. W szczegél-
nym wypadku, kiedy wypadkowa sita tngca réwna jest zeru — bedziemy
mieli obcigzenie gnace wiasciwe.

Mimo to wzory giecia stosujemy i do innych obcigzen gnacych, po-
mijajac dziatanie sit tngcych. Czynigc tak, popetniamy biad, ktéry jednak
na ostateczny wynik obliczen ma wptyw niewielki w warunkach zwyktych.
Inaczej mowigc w zjawisku wytrzymatoSciowo ztozonem pomijamy cze$é
podrzedna ciecie, oddajac wylgczne pierwszenstwo gieciu. W jednym
z nastepnych dziatéw kursu rozpatrzymy owg cze$¢ pominietg, ustalimy
wzajemny stosunek odksztatcen, i przekonamy sie, ze prawie zawsze S$ci-

nanie moze by¢ calkowicie pominiete. Jako drugi typowy przykiad roz-
patrujemy:

8§ 9. Pret osadzony jednym koncem, u dru- ~ B
giego obcigzony sitg gnagcg. Pierwotnie prosty
pret, jednym koncem osadzony nieruchomo, obcigza-
my sitg P u drugiego konca, prostopadle do osi
podituznej preta przytozong. Pod jarzmem tej sity
pret (Rys. 17) ugnie sie w dot jego o0$ podtuzna,
pierwotnie prosta, wykrzywi sie, stanie sie krzywag
AB — ptaskg. Cze$¢ osadzong preta oznaczamy Rys. 17.
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przez A<o. Od punktu w pret ulega wygieciu, jest to skrajny punkt nie-
ruchomy preta. Poprowadzmy zen statg oS wC wzdtuz osi podtuznej preta
nieodksztatconego, 0o$ wyj utdézmy w plaszczyznie sity P — trzecig o$ coi
kierujemy prostopadle do ptaszczyzny giecia ku patrzacemu. W odlegto-
§ci Cod poczatku spétrzednych na odksztatconej obieramy dowolny zresz-
ta punkt O, Srodek odnos$nego poprzecznego przekroju preta odksztatco-
nego. Spoirzedne tego punktu beda odpowiednio Ci rt Gléwnag o$ tylko
co wyznaczonego przekroju, lezacg w plaszczyznie sity P, oznaczymy
przez OY; druga o§ OX bedzie szta ku patrzgcemu, — trzecig kierujemy
po stycznej, poprowadzonej w punkcie O do odksztatconej, nadajac jej
kierunek zgodny z osig oc. Kierunek osi OZ wyznacza zarazem Kieru-
nek osi OY, Kktorg tu trzeba prowadzi¢ w dét, zgodnie z og6lnem pra-
wem, podanem na poczatku tej czesSci kursu. W zalozeniu preta jedno-
rodnie zbudowanego jednoimienne osie gtéwne O Y wszystkich przekrojow
poprzecznych utozg sie w ptaszczyznie giecia — na osiach OX bedg le-
zaty momenty gngce Mg = P (/— OQ — nadto w Srodku O kazdego
przekroju poprzecznego panowac¢ bedzie sita tnaca P. tatwo to udowod-
ni¢, rozpatrujac w Srodku O dwie sity réwne P i réwnolegte lecz skiero-
wane przeciwnie, a wiec znoszace sie wzajemnie. Jedna z nich tgcznie
z sita P utworzy pare sit o ramieniu /— G gdzie | — oznacza odlegtos¢
sity P od przekroju osadczego czyli pierwotng diugos$¢ preta. Druga —
— da site tngcg — statg dla wszystkich $rodkéw O sprowadzenia. Po-
niewaz momenty Mg rosng wraz z | — G przeto z tatwoscia otrzymac
mozemy odnos$ny wykres momentow w postaci trojkata <oB JI. Prostokat
wB OE F stanowi¢ bedzie wykres sit tngcych. Prowadzac w odlegtosci wO=$
réwnolegta do mH, otrzymamy z tych wykresow w odnos$nej skali moment
gnacy Mg = OMg i site thacg P —OP dla $rodka sprowadzenia O. Skraj-
na warto$¢ momentn Mm= Pl — w/7 panowa bedzie w przekroju osad-
czym, gdzie C= o.

W zatozeniu statego przekroju poprzecznego preta, skrajne wartosci
naprezen przekrojow wyrazg sie wzorem asm=M g : Wx= P (/—C):Wx .
W przekroju osadczym panowaé bedzie najwyzsza warto$¢ naprezenia
kg = PI: Vx. Ten przekrdj jest niebezpieczny— dla niego nalezy
wyznaczy¢ wilasciwe wymiary, dobierajgc odpowiednig warto$¢ Wx —
— P11 :ker. Tak, dajmy na to, dla przekroju prostokatnego bedzie V6
BH2= Pl : kg, skad okreslimy H Ilub B, biorgc stosunek m = B : H.

Wyznaczywszy w ten sposOb przekr6j poprzeczny preta, mozemy

ze wzoru dla *m= ~ otrzymaé rownanie t\=f(Q odksztatco-
JIx

) . L1 T . a - |i n dt\
nej, poniewaz: — = * (1 g _tfiyu gdzie T = OraZ T, = '
réwnanie rdzniczkowe jest nader trudne do catkowania, daje sie jednak
uprosci¢. Poniewaz skrajne naprezenie k,, jest stosunkowo niskie, prze-

to praktycznie dopuszczalne wygiecie preta jest nader nieznaczne, a od-
chylenia 7 od osi wC— znikome. To znaczy, ze styczne odksztatconej
tworzg bardzo maty kat z osig wWC mozemy przeto utozsami¢ diugosé
pierwotng preta | z diugoscia odksztatcong, oraz pomingé zupetnie 1/
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w mianowniku, piszac £+ Jx tj" = ag P (/— O), co znacznie utatwia catko-
wanie. Wyniki, jakie tg drogg otrzymamy, nie bedg zupetnie Sciste, lecz
wystarczajgco przyblizone dla matych wygie¢ preta. Wprowadzmy ozna-
czenie Eg = 1: a-g. —=Wspotczynnik E,, bedziemy nazywali spétczynni-
kiem sprezystosci na zginanie, a iloczyn E,, Jx — sztywnoScig preta w da-
nym przekroju. Zatem + EgJx \N'= P (I— Q= Mg . Sita P stara sie
wygigt pret ku dotowi, dajgc odksztatcong — wypuktg wzgledem osi «C
Poniewaz wszystkie rzedne <A odksztatconej sg dodatnie, oznaka przeto
wypuktosci bedzie tu /'y o czyli tj"y o, trzeba wiec zachowa¢ znak do-
datni we wzorze EgJxi\'= P (/— O. Catkujac mamy: EgJx r{=

= C— g ~ O2oraz EgIX I— D H ~ + gV — N3 State catkowa-

nia D i C wyznaczymy z tatwoscig, zwazywszy, ze w punkcie w od-
ksztatcona musi by¢ styczng do osi wC co niewatpliwie wypltywa bezpo-
Srednio ze sposobu zamocowania preta, ktérego koniec 0>A tkwi w S$cia-
nie i nie ulega zadnym odksztatceniom, jako osadzony trwale. Zatem

w punkcie w dla C— 0 mamy = o oraz \N— o0, co da C — Nz oo

oraz D -}- Y6PIs — o i ostatecznie E,jx4= WPIK — 7ePls -f-
- 4P (I — Qs= 2P @Zz— v, Q. Widzimy stad bezposrednio, ze naj-
wyzszej wartosci C= / odpowiada najwyzsza warto$¢ 9= f, czyli tak
zwana strzatka ugiecia preta oraz najwyzszy kat pochylenia stycznej ku
osi aC— kat 0= arctg r{ Zatem f = ¥sPIl: Eglx . Poniewaz
EgixT= % PP - VsP (/-O02= PC[/ -v.(, przeto 0= ‘2PI2: ™ A =

810. Pret osadzony jednym koricem, a obciagzony jedno-
stajnie. Tego rodzaju obcigzenie mozemy sobie wyobrazi¢, jako war-
stwe piasku statej grubosci, utozong na precie. Jej ciezar catkowity P,
dzielony przez diugos$¢ preta pierwotng, da obcigzenie jednostkowe p,
ktére zazwyczaj wyrazamy w kg na jednostke diugosci preta. Korzystajac
ze znakowania ustepu poprzedniego, z tatwoscig wyznaczymy moment
gnacy dla dowolnego przekroju poprzecznego, w odlegtosci C od nasady
preta poprowadzonego. W tym celu bierzemy pod uwage sity, cisnace
na cze$¢ OB preta odksztatconego. Wypadkowa ich P> —p X OB.
Przy nieznacznych wygieciach (Rys. 18) mozemy napisa¢, ze OB = |—C
a zatem P\ — p {I — O. Punkt uczepienia tej sity
lezy posrodku odcinka OB, to tez po sprowadzeniu
tej sity do $rodka O otrzymamy Mg = 12p (/—O=

p
— _/(»— 0 2>oraz s*e tnacg Pe, ktorg, jak zwykle,

pomijamy. Tutaj wiec sity tngce beda miaty wykres
trojkatny B Qi>F, a momenty — paraboliczny B(Hu,

jak to najlepiej uwypukla rysunek. Rys_18.
W zatozeniu statlego przekroju poprzecznego
skrajne naprezenia beda rowne = Mg : Wx= P{F—0Q2:2 IWX

Ich najwyzsza warto$¢ panowa¢ bedzie w przekroju osadczym, gdzie G—o.
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Czynimy ja réwng kg — P1: 21VX, skad IVX= PIl:2kg . W ten spo-
s6b wyznaczymy wiasciwe wymiary przekroju.
Chcac z kolei znalez¢ réwnanie odksztatconej, piszemy Eglx rj" =

= YiLl~ 0Zskad ES Jx",==c-E i v N =z)+a+ w
(/—0O4. Z warunkéw panujacych w przekroju osadczym mamy 7]=r/=(7
dla C=o, co da: C="/6P12 D ——12i Pls. Stad réwnanie odksztatcone;j:

Eglx 72 —AnPA-\~1L PIKA-124~ (/— Q4 Czynigc w niem G1 otrzy-

mamy, jak w przykladzie poprzednim:/ = P/s:8E, Jx oraz 6 = PI- :
:6 Eglx.
W obu tylko co rozpatrywanych wypadkach jeden tylko przekréj osad-

czy preta jest nalezycie wytrzymatoSciowo wyzyskany — pozostate sa
zbyt sowite. Aby te zbytnig rozrzutnos$¢ usunaé, nalezatoby wykonad:

§ 11. Pret statej wytrzymatos$ci jednostronnie osadzony. Prze-
kroje tego preta nalezy tak dobra¢, aby dla wszystkich przekrojéw poprzecz-

nych spetniato sie réwnanie Mg — Wx kg . Dla takiego preta~-= Mg

Eg Jx — Wx kg :EgJx . W zalozeniu przekroju prostokatnego Jx =
— VR2bh%Wx = 16 bh2 Uczynmy wysoko$é wszystkich przekrojow
statg i réwng H, wtedy dla b otrzymamy wzér b= 6 Mg : H kg . Nadto

| = Yj"= 2kg :H Eg — statej. Wygiecie bytoby S$cisle kotowe, gdyby

nie byto sit tngcych. W istocie jest ono jednak nieco inne, zbliza sie
jednak do kotowego. Chcac wyznaczy¢ b dla poszczegdlnych przekrojéw,
nalezy wyrazi¢ Mg . W pierwszym wypadku, gdy dziata sita P u korca
. p . )
preta: Mg — P (/—C), w drugim: Mg = (/ — O2 stad odpowiednio: b =
= 6P /— Q:H2kg oraz b= 3P (/—Q2: H2kg |I. Pierwszy wz6r
wskazuje, ze b zmienia sie linjowo, rosngc wraz z |—G—drugi, ze zmiana
b jest paraboliczna; pierwszej zmiennosci odpowiada (rys. 19), drugiej (rys.
20). W obu wypadkach dla przekroju osadczego mamy B=6 P I: H 2k ,,
oraz B — 3Pl : H2kg. A zatem b= B (/— Q : / oraz
b— B (/— Q2:12 Chcac w obu wypadkach otrzymac
strzatke ugiecia, nalezy catkowa¢ rdéwnanie wyzej wypisa-
2k, ,, ka-
ne 1' - HEim gdzie

3 state catkowania wyznaczy¢ mozna z warunkow dla prze-
kroju osadczego. Poniewaz © = o0 przy G0, przeto

k
Rys 19i20. C=D=o0 i ostatecznie rf= tlt g Q. Czynigc tu £=/, otrzy-

mamy ostatecznie strzatke f=kg I2: HE,,. W pierwszym wypadku, gdy
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dziata sita P, mamy: k,, — 6 PI1:BH 2 w drugim: kg = 3P I:BH 2 zatem
odpowiednio: /=6 PIs:Eg BH 3 oraz f= 3 /Vs: BH1
Zatézmy z kolei, ze szeroko$¢ b wszystkich poprzecznych przekro-

jow preta jest stata i rowna B. Tutaj h2—8Mg : Bkg , nadto ~=y)" =

= 2k, : ZToA Gdy dziata sita P, wtedy £=6 P (I—Q : Bkg , w wypad-
ku za$ obcigzenia jednostajnego: h2=3 P (I—Q5: /Bkg. Pierwsza zalez-
nosc¢ jest paraboliczna i odpowiada budowie preta, wskazanej na (rys. 21),
druga jest oczywiscie linjowa. Pret czynigcy jej zado$¢ podaje (rys. 22).
W obu wypadkach dla przekroju osadczego mamy H 2=
= 6PI1:Bke oraz H2= 3PI:Bk,, a zatem mamy po
podzieleniu: h2Z—H2(lI—C): | oraz hZ= H 2(/—02: P- Chcac
w obu wypadkach otrzymaé strzatke ugiecia koncowa, na-

lezy catkowac¢ rownanie tj* = 2ka:Eg h. W pierwszym
L * * 12 pri°
adku przyjmuje ono posta¢: ‘<{'= n = -.Stad:
wyp przyjmuj P { EgBHI_c "
16 Pr: )
v EgBHINI-W-
I tutaj znéw (o tj: o, gdy G0, zatem bedziemy mieli:
= _24PP_ 16 PI3 Podstawiajac te wartosci w réwnanie
EgBH3 Ee BH3e 14
odksztatconej i czynigc w niem G/, otrzymamy koncowsa strzatke ugiecia
8PI13
f= EgBH*

W drugi dku: Y '= 6PIZ  kad: = C o
rugim wypadku: Y '= ooy o -9, skad: /= EgBH3

2 .
Ig{l—0> +—Df C+ ESPBIHB [IgQ--0.- 11 /- O | znéw przy

C=0 mamy r7=7=o, s{qg! E= g6 I7gi’, B = 6R/ g L — 55/

Podstawiajgc te wartosci we wzor dla odksztatconej i czynigc w nim C=/,
otrzymamy strzatke /=6 Z3¥/3: Z2//3 Wszystkie te strzatki preta statej
wytrzymatosci sg znacznie wieksze, od strzatek preta o statym przekroju
prostokatnym B X H. Jest to zresztg prawo ogélne. Nie powinno dzi-
wit—pret statej wytrzymatosci, jako oszczedniej zbudowany, a wiec stab-
szy—mocniej sie ugina.

§ 12. Ohbcigzenie trojkatne preta jednostronnie osadzonego.
Pret wyzej rozpatrywany obcigzamy piaskiem, usypanym w ksztalcie warstwy
tréjkatnej (rys. 23). Ciezar catkowity piasku = P=1/, Ql, gdzie O=iok,
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a /—oznacza pierwotng dtugosé¢ preta. Wezmy pod uwage jakikolwiek
przekréj w odlegtosci Cod przekroju osadczego. Obciazenie tego prze-
kroju stanowi¢ bedzie tréjkat o wysokosci h — Q (/ — C): Pole troj-
kata Y2 O (I — V)2:1 da warto$¢ tego obciazenia,
ktérag wprost oznaczymy przez P>. Punkt uczepienia
tej sity bedzie niewatpliwie lezat w odlegtosci Us
(/ — O od rozpatrywanego przekroju poprzecznego,
a zatem moment gnacy Mg = % Q (/—0O3:/ W za-
tozeniu stalego przekroju bedziemy mieli Eg Jx rf'—

= ~ O (/—0O3 skad dwukrotnie catkujgc: EgJ xr{—

= c- m Q {lI~ ¢4 oraz a + ii?
<2 (/—C)p. Dla przekroju osadczego, gdzie C=o, mamy r{— — o0, a zatem:
C= ~/3o0raz Z>=— /4 Podstawiajgc te wartosci we wzér dla v

i czynigc w nim C= / otrzymamy koncowa strzatke ugiecia f = ¢)/4:30
E gJx . Kat, jaki utworzy skrajna styczna odksztatconej z pierwotng osia
preta, bedzie 6 = Ols: 24 /v . Skrajna warto$¢ momentu gngcego
w przekroju osadczym: Mgm — /6012 Wykres momentéw bedzie tu pa-
raboliczny. Podobny don bedzie rowniez i wykres sit tngcych Pr, ktore,
jak zwykle, pomijamy. Oba wykresy podaje rysunek.

8§ 15. Pret zamocowany jednostronnie cze$ciowo obcigzony

w stosunku p KG na jednostke diugosci. Obcigzenie cigglte preta urywa
sie w odlegtosci b od przekroju osadczego. PoprowadZmy wyrazng gra-
niczng linje, dzielac pret na dwa obszary zmiennosci momentow. W lewej
czesci preta, obcigzonej (rys. 24), moment bedzie rowny Mgi= lltp (7—0O2
Gdyby obcigzenie ciggte pokrywato caly pret,

to wyrazenie tylko co wypisane byloby praw-

dziwe dla catego preta; poniewaz jednak poza

wartoscia C— b obcigzenia brak, przeto dla tej

czesci preta bedziemy mieli: MQi=-X2p (I—<g2—

— 0 2> nalezy bowiem potrgci¢ obcigze-

nie brakujgce. Oba te wzory mozemy potgczyc

|

Rys. 24. w jeden ogélny wzbér, piszac Mg = ¥2p (/— i

| 1
%— li.,p {p — O2 gdzie kreska ma rozgranicza¢ momenty obu dziedzin,

Dla lewej—wz6r poza kreska nalezy odrzuci¢, poprzestajac na pierwszym
wyrazie — dla prawej dziedziny braé cato$¢ wzoru z pominieciem kreski.

Stad, w zatozeniu stalego przekroju preta Egl x'¢ = i/2p (/—e21 — 1/2p

(b—0O2 Catkujgc: Eglxr{f = C— l/6p (/—Q3j+ Vcp{b — O3 EgJ xn=



— D+ CC-(-'/24p I—OC41— V2Ap (b—C4 Dla przekroju osadczego

oraz 1=7'=0t co da: C= Vi/AB— lapbl oraz podobniez z2— — W2iplilr
Jr Inpbi. Piszemy oba te wzory bez kresek, poniewaz przekrdj osadczy
nalezy do prawej dziedziny. Podstawiajagc te wartosci i czynigc w od-
nosnych wzorach G— otrzymamy skrajng strzatke ugiecia y—124p [3/4 4
— 4 /Z3-]- £4:E glJx i kat nachylenia skrajnej stycznej 0= y6p jy3— £9] :
: EgJxmW zatozeniu £=¢>, odnajdziemy poprzednio wyprowadzone wzo-
ry dla preta obcigzonego jednostajnie na catej diugosci.

8§ 14. Zasada niezaleznos$ci dziatania sit w wytrzymatosci
tworzyw. Przy wyprowadzaniu powyzszych wzoréw milczaco opieralis-
my sie na zasadzie niezaleznosci dziatania sit, ktérg mozemy wypowiedziec
W nastepujgcej postaci: sita niezalezna powoduje swoiste odksztatcenia, nie-
zaleznie od innych sit na to samo ciatlo dziatajgcych. Kazda wiec sita ze-
wnetrzna, odksztatcajgca, niezaleznie od innych sit uktadu dziatajgca, wy-
wotuje w ciele odsztatconem swoiste odksztatcenia niezaleznie od sit po-
zostatych. W ten sposdb na tle swoistych odksztatcenn danej sity jawia
sie réwniez swoiste naprezenia, mozemy wiec rowniez wypowiedzie¢ te
samg zasade w innej jeszcze postaci: sita niezalezna poivoduje swoiste na-
prezenia, niezaleznie od innych sit na to samo ciato dzialajagcych. Te na-
prezenia, jako sity czasteczkowe, dodaja sie wedtug prawa rownolegtoboku.
Ich wypadkowym-—odpowiadajg odksztatcenia wypadkowe, ztozone z po-
szczegOlnych odksztatcenn sktadowych w mys$l prawa, ktére znamy, jako

§ 15. Drugie prawo Roberta Hooke’a. Brzmi ono tak: nie-
znaczne odksztatcenia dodajg sie — jednokierunkowe algebraicznie, rézno-
kierunkowe—geometrycznie. To prawo tacznie z poprzedzajgcem umozli-
wia rozpatrywanie ztozonych wypadkéw dziatania sit gnacych. Jako wy-
bitny przyktad, bierzemy pod uwage:

8§ 16. Pret jednostronnie osadzony. Obcigzenie ztozone.
U wolnego konca preta osadzonego jednostronnie, dziata (rys. 25) sita P,
dalej w odlegtosci b od przekroju osadczego — sita O. Nadto w odle-
gtosci ¢ od przekroju osadczego rozpoczyna sie¢ ob- ~
cigzenie ciggte i trwa az do nasady preta w stosun-
ku p KG na jednostke dtugosci. Tu mamy az trzy , , =
typy momentow: Na calym precie panuje moment 4 77% Ui

gnacy Mx—P (/—C), pochodzacy od sity P\ na dtu- fF Ul
gos$¢ b, précz tego momentu panuje jeszcze i M., —
=f Q (b—2), pochodzacy od sity O, wreszcie pocza- Rys 25.
wszy od G—c dochodzi trzeci moment — 02

Wyraznie wiec zaznaczajg sie tu trzy obsza'ry obcigzenia. To samo otrzy-

mamy, piszac jak dawniej: Mg = P (/- Qj+ Q{b- Oj+ »,p (c— C\
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gdzie dla pierwszego obszaru brac¢ jeno trzeba pierwszy wyraz, dla dru-
giego—dwa pierwsze, a dla trzeciego—catly wzér z pominieciem Kkresek.
Dla przekroju osadczego skrajng warto$¢ naprezenia otrzymamy ze wzoru
kg — Mg : Wx , gdzie moment Mg mozemy wyznaczy¢, czyniac we wzo-
rze powyzej wypisanym G=0. To samo otrzymamy w mys$l zasady o nie-
zalezno$ci dziatania sit, rozpatrujagc kg jako sume naprezen, pochodzacych
od trzech sktadowych momentéw P11, Ob i Yipc2

Podobnie réwniez, w zatozeniu statego przekroju preta, mozemy od-
razu wypisa¢ wzoOr odksztatconej, korzystajgc ze wzoréw uprzednio wy-

prowadzonych, w postaci: .£0Jx /= C — 72 —Q2i-f-Cc — 120
E—©2;+ ¢ —V,p(c-cy, Egix=da+a + V,pd-cy |+ &+

+ CC+ 7« Q (A—Opi+ z?"+ C'"C+ VAP (c-cy. Dla osadczego prze-

kroju, jako lezagcego w ostatnim obszarze, nalezy poming¢ kreski. Tam
C=o0, a nadto: vj'= t3= 0 czyli: C+ C'-j- C" = 72 + 725 £2+ T«
oraz D-\-D'-\-D"= — 7e — T« i?MMs— 724 i ostatecznie: ™ /A

=7, + 7,002+ 7,~ - 7,/>(—021- 725 (6C)2j—7e »(<-Q3
EgJxij= - 7s - V.Qf8- 724 + [72Pv + 72Qb2+ T«« +
+ Tan (I-C)sj+ 76Q(b-t.y\1+ % " (c-o0 4

To samo zupetnie moglibySsmy otrzymaé, catkujac wzér ogo6lny
fo- B = . W danym wypadku odksztatcenia 7 sg jednokierunko-
we, to tez je dodawalismy algebraicznie w mys$l drugiego prawa Hooke’a.
Czyniac we wzorach G=/, otrzymamy kohcowa strzatke ugiecia preta oraz
kat pochylenia skrajnej stycznej odksztatconej. W szczegélnym wypadku,
gdy uczynimy nadto Q =p=o0, bedziemy mieli odno$ne wartosci dotycza-
ce preta obcigzonego pojedynczg sitg P.

(@] wiele ciekawszy wynik otrzymamy czynigc w nich P = o0, wtedy
bowiem mozemy wyznaczy¢ koncowaq strzatke i kat dla preta | dtugiego,
obcigzonego w sposob ciggly p KG na jednostke ditugosci w odcinku ¢
oraz sitg Q w odlegtosci b od przekroju osadczego przytozong. Cate to
obcigzenie nie moze oczywiscie odksztatci¢ lewej czesci preta — (/ — b)
diugiej. Pozostanie ona prostg, o czem mozemy sie przekona¢, rozpatru-

jac wzor Eglx /= 7, Ob2+ hUpc3 |— 7,Q{b—O2j —7,p (c — O3

ktory dla catego pierwszego obszaru obcigzen daje jedng i te samag war-
to$¢ kata pochylenia stycznej odksztatconej osi preta.

Podany przyktad mozna uogélni¢ na wypadek dziatania dowolnej
liczby sit gnacych. Kazda z nich, w mys$l prawa o niezaleznos$ci dziatania
sit, wywotuje swoiste naprezenia i odksztatcenia gnace, chcac zatem, dajmy
na to, wyznaczy¢ strzatke ugiecia w pewnym punkcie preta — okreslamy
dla tego punktu poszczegdlne strzatki sit uktadu i dodajemy je algebraicznie,
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tu bowiem odksztatcenia sa jednokierunkowe. Inaczej jednak rzecz sie
ma, gdy sity gnace nie leza w jednej ptaszczyZnie.

§ 17. Pret wyginany ukos$nie. Gdy moment gnacy Mg pochy-
la sie ku osi gtdéwnej OX odno$nego przekroju poprzecznego pod katem
w, wtedy zachodzi ogo6lny wypadek giecia wiasciwego, o ktérym mowi-
liSmy wyzej. Dla pretéw jednorodnie zbudowanych mozemy jednak, opie-
rajac sie na prawie o niezaleznem dziataniu sit, sprowadzi¢ ten ogélny
wypadek giecia do dwdch prostszych. W tym celu rozkladamy wszystkie
sity gnace na skltadowe lezace w ptaszczyznach gtéwnych preta, otrzy-
mujac w ten spos6b dwie gromady sit skiadowych, lezacych w prosto-
padtych do siebie ptaszczyznach giecia. Obie te gromady dajg niezalezne
naprezenia i odksztatcenia. Chcac je wyznaczyé, sprowadzamy obie gro-
mady sit do Srodka dowolnego przekroju poprzecznego preta. Poniewaz
sity gnace sg prostopadte do pierwotnej osi preta, przeto obie gromady
dadzg momenty gnace, lezagce w ptaszczyznach gtdéwnych preta jednorod-
nie zbudowanego, kazda wiec z obu gromad wygnie pret ptasko. W ten
sposéb otrzymamy dwie odksztatcone preta, w dwéch ptaszczyznach gtéw-
nych do siebie prostopaditych lezace. Poniewaz obie gromady sit dzia-
taja jednocze$nie i tacznie, zatem wyznaczymy odksztatcong istotng, do-
dajgc geometrycznie rzedne obu odksztatconych pitaskich, stanowiagcych
niejako jej rzuty na obie ptaszczyzny giecia. Wyplywa to bezposrednio
z drugiego prawa Hooke'a. W tak prosty spos6b mozemy sprowadzié
giecie wihasciwe do dwoéch gie¢ ptaskich — lecz tylko dla preta jednorod-
nie zbudowanego. Jako przyktad typowy tylko co ustalonego sposobu
wezmiemy pod uwage:

§ 18. Pret jednostronnie osadzony, a obcigzony ukos$nie.
Pret o ptaszczyznach gtéwnych pionowej i poziomej, zamocowany jedno-
stronnie poziomo, dzwiga na catej swej diugosci obciazenie ciggte p kg
na jednostke dtugosci, pionowe, a nadto u wolnego korica obcigzony jest
sitg poziomag Q kg, réwnolegtg do statej osi cof i skierowang jak ona.—
Wezmy pod uwage jakikolwiek przekrdj poprzeczny preta w odlegtosci C
od przekroju osadczego. Po sprowadzeniu obcigzenie ciggte da w tym
przekroju moment gnacy M1l= 12/ (1— ©2 lezacy na osi gtéwnej po-
ziomej, a sita O da moment M2= O (/— O na osi gtéwnej pionowej te-
go przekroju lezacy. Dla okreslenia witasciwych wymiaréw preta miaro-
dajnym bedzie przekr6j osadczy, gdzie panujg skrajne wartosci obu tych
momentow Mx= ]/2p|2 i — OL Oba wywotujg jednokierunkowe na-
prezenia normalne, ktére wyznaczymy z tatwoscig ze wzoréw og6inych

L . . M - Mn .
dla giecia ptaskiego w postaci asl = —-———J-i y, i = - J - X, ZWazywszy,
X y
ze dla pierwszego w= n, a dla drugiego w= -/2.
Wypadkowg tych dwoOch naprezen na mocy prawa o niezaleznosci



dziatania sit otrzymamy w postaci __I X —J Yy, pozostaje wiec
y X

tylko wyznaczy¢ punkt przekroju osadczego o skrajnej wartosci tego na-
prezenia, a wiec pare wartosci x,y, przynaleznych do tego przekroju, da-
jacag maximum as. Ten sam wynik otrzymamy, stosujac wzOr ogolny,
tutaj bowiem Mg — “M"\ -(- M\ przyczem Mx — — , My = M2.

Podobnie réwniez w zatozeniu statego przekroju preta dla momen-
tow MX otrzymamy odksztatcong E NJIX\V) = — x244/4 -j- "UpPZ-A- 12ip
(1 — 04 a dla momentéw M2 bedziemy mieli Egly i — 420 {I—'AQ
Bedg to rzuty odksztatconej istotnej — na obie ptaszczyzny gtowne pre-
ta. Chcac, dajmy na to, wyznaczy¢ koncowa strzatke / ugiecia preta,
nalezy znalez¢é obie jej sktadowe, czyniac w tych wzorach £= 1, co da
/i=plx: 8 Eelx oraz 2= QI3: 3 Egly . Stad bezposrednio / =
= ~ j f 2\ a strzalka pochyla sie ku osi gtéwnej koricowego przekro-
ju preta pod katem y = arctg\fl:/2.

Poznalismy juz wszystkie rodzaje odksztatcenn gngcych. Zanim po-

damy zastosowania nie od rzeczy bedzie jeszcze raz przypomniec, ze ca-
fa powyzej podana teorja wymaga zachowania statej wartosci ag tub

Eg = 1:«o dla calego obszaru naprezen, panujgcych w przekroju po-
przecznym preta wygietego. Trzeba wiec jeszcze zbadaé, kiedy warunek
ten istotnie jest zachowany.

8 19. Wspdiczynniki rozciggliwosci i Scisliwosci przy wy-
ginaniu. WeZzmy pod uwage plytke preta pierwotnego, nieodksztalcona.
Krajgc jg srodkowag ptaszczyzng prostopadtg do linji obojetnej, zaklada-
my, a zalozenie to w niczem ogdélnosci naszych rozwazan nie uszczupli)
ze linje obojetne przechodza przez $rodki O, Ox obu powtok ptytki. Po
obcigzeniu sitami gnacemi w powitokach powstang naprezenia, proporcjo-
nalne do odlegtosci pd osi obojetnej. Skrajne naprezenia przekrojow
ptytki niech beda zr i nc — rozciggajgce i cisngce. Gdyby poszczegdlne
widkienka ptytki utozone byly luzno obok siebie w kierunku podiuznej
osi preta i wzajemnie na siebie nie oddziatywaly, to ich wydtuzenia do-
datnie i ujemne zachodzityby wedtug odnosnych wykresow probek roz-
cigganych i $ciskanych. Zat6zmy, ze tak jest istotnie. Gdy nadto two-
rzywo zachowuje sie wedtug pierwszego prawa llooke’a az do skrajnych
naprezen i stowem, gdy caly obszar naprezen ptytki nie wykracza
poza granice proporcjonalnosci, to wtedy odnosne wydtuzenia widkien
ptytki, jako proporcjonalne do naprezen, beda réwniez rosty proporcjonal-
nie do odlegtosci od linji obojetnej. Plyta po odksztalceniu pozostanie
plaska obustronnie, cho¢ jej powtoki pochylg sie nieco ku sobie. Inaczej
jednak rzecz sie bedzie miata gdy skrajne naprezenia ptytki wykroczg poza
granice proporcjonalnosci. W tym wypadku widkna Srodkowe pozostang
pod jarzmem naprezeh nie przekraczajagcych granic proporcjonalnosci —
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— wydtuzg sie wiec lub skrocg proporcjonalnie do odlegtosci od osi obo-
jetnej; — skrajne natomiast widkna phlytki, lezace poza tylko co omawia-
nemi, ulegng wydtuzeniom i skréceniom znacznym, jakie widzimy na wy-
kresach wytrzymatosciowych poza granicami proporcjonalnosci. Tutaj
wiec powloka ptytki winna by sie odksztatci¢ podiug krzywej wykresu
(Rys. 26) zjednoczonego danego tworzywa E'F"'.

Z kolei gdy tworzywo zachowuje sie sprzecz-
nie z prawem Hookc¢a, widkienka wydtuzaé sie
bedg i skréca¢ nieproporcjonalnie do naprezenh
i powtoka ptytki otrzyma ksztatt E"F" linji wy-
kresu zjednoczonego rozpatrywanego tworzywa.
Z tych wywodzen wyptywa, ze zalozenie Ber-
noulliego jedynie w wypadku pierwszym powinnoby mie¢ miejsce istot-
nie; tymczasem liczny materjat doswiadczalny niezbicie dowodzi, iz po-
siada ono zakres znacznie szerszej stosowalnosci. Przekroje poprzeczne
preta zachowujg swoj ksztalt ptaski nawet wtedy, gdy znacznie przekro-
czymy granice proporcjonalnosci dla skrajnych widkien w wypadku zgi-
nania tworzyw, zachowujacych sie podtug pierwszego prawa Hookéa.
Nie dosy¢ na tem. Zalozenie Bernoulli’ego sprawdza sie dosy¢ S$cisle
nawet i dla tworzyw, nie ulegajacych prawu Hook¢a. Przyczyna istotna
tej sprzecznosci lezy w naszem zatozeniu, z gruntu oczywiscie fatszywem.
Wibkienka ptytki nie sa luzno utozone, a powigzane, ze sobag iv sposéb
nader Scisty, i, jako takie, wzajemnie dziatajg na siebie przy niejednako-
wem odksztatceniu. Dwa sgsiednie widkna, niejednakowo $ciskane lub
rozciagane, hamujg wzajemnie swe odksztatcenia, starajg sie je wyrownac,
zmniejszy¢ ich réznice na tle wewnetrznego tarcia o siebie. Nalezy prze-
to witdkna znacznie wyzej obcigza¢ przy wyginaniu preta niz przy rozcig-
ganiu lub Sciskaniu, aby otrzyma¢ to samo skrajne wydtuzenie. W pierw-
szym przeto wypadku istotny ksztatt powloki bedzie GH a nie EF, przy-
czem niewatpliwie tylko co oméwiona zdolno$¢ hamowania wystapi wsze-
dzie z jednakowa sitg — powloka pozostanie wiec ptaskag. W drugim
wypadku zamiast EF" otrzymamy G'H'— ksztatt powtoki wyraznie ptas-
ki w srodkowej czesci, lekko tylko zakrzywiony na skrajach, gdzie zdol-
no$¢ hamownicza musiata wystapi¢ z wielkg sitg na tle ostrych réznic po-
miedzy naprezeniami sgsiadujacych widkien. To samo widzimy w wy-
padku trzecim, gdzie miasto wyraznie krzywej linji esowej E" F" otrzy-
mamy znacznie mniej wygietg linje G"H". Tylko co opisane zjawisko
hamowania, prostujac linje wykresow wytrzymatosciowych, opéznia poja-
wianie sie faz wykresowych, nalezy zatem przy wyginaniu preta — ocze-
kiwaé znacznie wyzszej granicy proporcjonalnosci i ptynnosci, nizli przy
Sciskaniu lub rozcigganiu tego samego tworzywa, oraz znacznie wyzszego

naprezenia niszczacego. Wszystko to niezbicie stwierdzity liczne do-
|



$wiadczenia badaczéw. Considere stwierdzit, ze granica proporcjonalnosci
Kh przy zginaniu plaskiem jest o 30 -s- 40% wyzsza niz przy S$ciskaniu
lub rozcigganiu okragtego preta zlewnego, lecz tylko o 10°/0 wyzsza dla
dwuteownika z tego samego tworzywa. Te wyniki stwierdzajg nasze
przewidywania, a zarazem wykazuja pewng ich zalezno$¢ od ksztattu
przekroju poprzecznego. Nie moze by¢ inaczej: witokienka, dalej od linji
obojetnej potozone, ulegajg odksztatceniom wigkszym — hamowane sg za-
tem przez wibkienka blizej linji obojetnej lezace. Zjawisko przez nas
przewidziane powinno zaleze¢ i od ksztaltu poprzecznego przekroju i wy-
stepowac tem silniej, im stosunkowo wiecej czgsteczek skupia sie koto
linji obojetnej przekroju Najsilniej przeto wystepowaé winno w przekro-
ju kwadratowym, gdy linja obojetna przechodzi przez przekatnie, stabigj
w przekroju kotowym, tu bowiem cieciwy, réwnolegte do osi obojetnej,
lepiej sg w czgsteczki uposazone, i najstabiej dla dwuteownika. Wyznacz-
my stosunek naprezenia tamigcego Kg do naprezenia rozrywajgcego Kr
wtedy dla pretébw podanych na (Rys. 27) bedziemy mieli, kolejno idac na
prawo: Kg: Kr — 1,45 — 1,52 —
— 1,73 — 1,75 — 2,12 — 2,14 —
— 2,35, jak to wynika z doswiad-
czen Bacha dla pretéw zeliwnych.
Powyzsze wyniki stwierdzajg teo-
retyczne przewidywania w catej
rozciggtosci. Podobnie zachowujg sie przy probach tworzywa, ujawniaja-
ce wyzszg wytrzymatos¢ na Sciskanie niz na rozcigganie. Dla takich
tworzyw pekniecie poczyna sie od skrajnego widkna rozcigganego przy
wyginaniu. To samo daty tworzywa wytrzymalsze na rozcigganie, jak
drzewo, tu jednak przy wyginaniu pierwej peka widkno S$ciskane, to tez
dla drzewa nalezy bra¢ miasto poprzedniego stosunku — stosunek Kg :
. Kc, wynoszacy $rednio 1,5 wedtug Tetmajera.

Biorgc pod uwage wszystko to, coSmy powiedzieli, dochodzimy
do przekonania, ze spOtczynnika ag nie nalezy utozsamia¢ ze wspoéiczyn-
nikami rozciggliwosci lub $cisliwosci, posiada on bowiem znacznie mniej-
szag wartos¢. To samo powiedzie¢ nalezy i o skazniku sprezystosci
Eg — 1 Wmag, ktoérego warto$¢ jest wogéle wieksza od wartosci Er \Ec .
Dla okres$lenia ag lub Eg poddajemy prety prébom na zginanie, stosujgc
obciazenie Lamarlea, aby unikng¢ sit tngcych. Pomiary dotyczag strzat-
ki ugiecia srodkowej. Wzory odnosne dadzg Eg lub *g . Okazuje sie
przy tem, ze to samo naprezenie silniej odksztatca witdkno przy rozcigga-
niu lub $ciskaniu, niz przy gieciu Stwierdza to nasze przewidywania.
Zazwyczaj jednak, wobec braku dostatecznego materjatlu doswiadczalne-

go, uzywamy jednej i tej samej wartosci E we wszystkich rachunkach
wytrzymatosciowych.



§ 20. Przekrdj niejednolity. Powyzsze rozwazania tracg swa
moc w wypadku przekroju niejednolitego o widknach réznorodnych Sci-
Sle powigzanych ze soba. Trudno jest orzec, jak takie widkna dziatajg
wzajemnie na siebie i czy zasada Bernoulli‘ego sprawdza¢ sie moze
i w danym wypadku. Pytania tego rodzaju coraz to cze$ciej stawiane
sg obecnie w teorji zelbetu, czekajg dotad jednak na odpowiedz, liczenie
bowiem pretow betonowych na giecie wiele pozostawia do zyczenia
i chyba nigdy doktadnem nie bedzie. WeZmy pod uwage (Rys. 28) piyt-
ke betonowa prostokatng, zawierajacg w dolnej czesci rozcigganej — zbro-
jenia zelazne, ztozone z okragtych drutéw. Oznaczmy przez / catkowity
przekrdj zbrojenia, przez a odlegto$¢ jego Srodka od dolne-
go skraju ptytki, przez H — wysokos$¢, przez B jej podsta- ]
we wreszcie przez h odlegto$¢ linji obojetnej od gdérnego Nl 1~1
skraju ptytki. Zazwyczaj naprezeh rozciggajacych betonu
nie bierzemy pod uwage, uwzgledniajac w rachunku wy- \ B
tacznie tylko naprezZenfa rozciggajace ns zbrojenia oraz — 4. |\/|-t
— nhaprezenia cisngce gornej betonowej czesci ptytki, linjo- '
wo rosnagce od zera na linji obojetnej do skrajnej wartosci Rys. 28.
nb dla goérnych wiékien plytki. Wypadkowa wszystkich
tych gérnych naprezen 1/2B h nb dziata w odlegtosci 2&4h od linji obo-
jetnej, a bezwzgledna jej warto$¢ jest niewatpliwie roéwna wypadkowej
fzs naprezeh zbrojenia, poniewaz naprezenia .przekroju, obcigzonego tylko
momentem gngcym M ,,, nie mogg da¢ wypadkowej sity osiowej. Musi
by¢ przeto fns = i/i B h b . Obie wypadkowe naprezen stanowig tedy
pare o ramieniu m — H — a — 1A41i, rbwnowazacg moment M,, , a zatem
M<= mf ns = 13j2m Bh ib, skad mamy ostatecznie: nb = Z_E/Ikﬁ , 28 —

* m

= _’rf Nalezy wiec jeszcze tylko wyznaczy¢ h. Wychodzac z zatoze-
m

nia Bernoulli'ego, przyjmujemy, ze wydtuzenia poszczeg6lnych wiékien
przekroju rosng proporcjonalnie do odledtosci od linji obojetnej, a przeto
[ab: Eb] : h = Jos : Es\: (H— h — a). Stad, oznaczajac stosunek wskaz-
nikéw sprezystosci zelaza i betonu przez n = Ez : Eb, mamy
n(H—h—a):h= az:ob= V2Bh :f i ostatecznie

W ten spos6b wyznaczylismy h —dalej wyznaczymy m, a2 i ?b . ca-
te to jednak obliczenie bynajmniej nie mozna nazwaé Scistem. —

8 21. Naprezenia, lezgce w przekroju poprzecznym preta
zginanego. Na samym poczatku czesci piatej kursu zaznaczyliSmy ist-
nienie naprezeh skltadowych tx , ty, lezacych w przekroju. Nie umieliSmy
ich wyznaczy¢ z réwnan statyki, nalezy je zatem zbada¢ doswiadczalnie.
PoznaliSmy dziatanie naprezen normalnych, upodobniliSmy je do rozcig-



gania i Sciskania, przy ktérych zachodza zjawiska zwezen i rozszerzen
przekroju poprzecznego. Sprébujmy te naszg wiedze zastosowaé do da-
nego wypadku, nalezy sie spodziewa¢ bowiem, ze i tu wildkna rozciggane
przekroju bedg sie zweza¢ poprzecznie—a Sciskane —rozszerza¢. Aby to
sprawdzi¢, bierzemy pod uwage pret o nieztozonym przekroju, najlepiej
kwadratowym (Rys. 29) i wyginamy go zupetnie, tak, aby w miejscu
wygiecia utworzyta sie wypukto$¢, a oba korice preta zeszty sie z sobg
) poza nig. Przekrdj poprzeczny, przez

. PRItKROJ PItRIJOTrM So. owa wypuktosé poprowadzony pro-
stopadle do wygietej osi preta, wyka-

ze znaczne rozszerzenie dolnej cze-

§ci, gdzie witdkna sg Sciskane, oraz wy-

razne zwezenie goérnej, gdzie wiok-

na sa rozciggane. Stowem, przekroj

przestat by¢ kwadratowy, stat sie wy-

cinkiem pierscienia kotowego o pra-

wie kotowych zarysach bokéw. Po-

dzielmy pierwotny kwadratowy prze-

kroj preta na drobne kwadraciki.

Pierwotnie proste szeregi tych kwadracikow utworzg tuki wspotsrodko-
we, rownolegte do skrajnych odksztatconych bokéw przekroju. To zja-
wisko zrozumiemy z tatwoscia, gdy zwazymy, ze kazdy kwadracik dol-

nej czesci przekroju — S$ciskany — pecznieje, a w goérnej rozciagany —
— chudnie poprzecznie. Kwadraciki osi obojetnej pozostajg niezmienio-
ne — szereg ich jednak wygina sie kohcami ku goérze.

Wobec symetrycznosci przekroju odksztatconego wzgledem pilasz-
czyzny giecia OY, o$ ta OY pozostanie gtéwng osig przekroju i po od-
ksztatceniu, druga natomiast 0§ OX zmieni swe potozenie w przekroju.
Przez $rodek przekroju odksztatconego poprowadZzmy nowag 0§ OX pro-
stopadle do OY — bedzie to niewatpliwie 0$ obojetna przekroju od-
ksztatlconego. Ta o0$ obojetna przetnie boczne proste $cianki przekroju
w punktach, zblizonych do gérnych krawedzi preta. Stgd mamy prosty
whniosek: przy odksztalceniach znacznych prostokatny przekroj preta wy-
gietego przechodzi w wycinek pierscienia kotowego, zwypuklony po stronie
widkien $ciskanych, zakle$nie,ty po stronie rozcigganych; $lad linji obojet-
nej na bocznych $ciankach mniej wiecej ptaskich posuwa sie ku skrajnym
wioknom Sciskanym. Wszystko to zachodzi jeno w przyblizeniu i tylko
przy wygieciach nader znacznie poza granice proporcjonalnosci posunie-
tych. Zazwyczaj przeto nie bierzemy wecale pod uwage tych zjawisk do-
datkowych, Swiadczgcych o dziataniu naprezen lezacych w przekroju,
dopuszczalne bowiem praktycznie wygiecia sg nader nieznaczne, a owe
zjawiska wtérne wprost niedostrzegalne. To tez je zawsze pomijamy.
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§ 22. Przyktady i ¢wiczenia. 1° Tyczka ivbita w ziemie piono-
wa o przekroju statym kwadratowym, ulega parciu wiatru, cisngcego
z sitg 150 kg na metr kwadratowy powierzchni ptaskiej, prostopadtej do
jego kierunku. Wysoko$¢ stupa wynosi cztery metry, zatem site wiatru
otrzymamy, mnozac boczng powierzchnie stupa przez parcie wiatru.
Oznaczmy przez b bok kwadratu w cm, a wtedy sita wiatru P = 4x¢X
X 150: 100 = 6b kg. Ta sita cisnie posrodku bocznej powierzchni stu-
pa, daje wiec moment u podstawy rowny Mg — 6 b X 200 = 1200 b (kg,
cm) oraz site tngcg P, ktérg pomijamy. Moment Mg lezy w przekroju
dolnym stupa, tworzac kat w= 0 z odno$ng osig gtdwng, mozemy prze-
to napisaé, ze Mg — 1200 b = Yab3kg. Dla soéniny naprezenie Kg =
= 470 kg/cma W zalozeniu szeSciokrotnej pewnosci bedzie przeto
kg = 470 : 6= 78,3 80 kg/cm2 a zatem b2= 7200 : 80 = 90, co da
b— 9,5 cm. Zwyklty wymiar dyla wynosi 10 X 10 cm — nalezy go uzy¢.
Chcac nadto wyliczy¢ koncowa strzatke ugiecia, stosujemy wzor dla pre-
ta, obcigzonego jednostajnie: / = PI3: 8Eg Jx . Tutaj: P = 6 X 10 kg,
| = 400 cm, Eg= E = 100000 kg/cm2 Jx = i/,, X 10 X 103cm4 Stad
f — 5,76 cm.

2° Dyl jednostronnie wmurowany drugostronnie zaopatrzono w hak,
na haku zawieszono drut, dzwigajacy ciezar P=500 kg — w odlegtosci
dwoch metréw od Sciany. Aby wyznaczyé bezpieczny przekrdj prosto-
katny dyla, wyliczamy moment gngcy dla przekroju osadczego, w ptasz-
czyznie muru lezgcego: 71~ = 500 X 200 (kg, cm) i oznaczamy przez H

wysoko$¢, przez B — podstawe tego przekroju. Zatem M ,,= Wx ka
skad: V6BH 2= Mg : kg . Dla debiny Kg = 600 kg/Z/cm2 i, w zatozeniu
pewnosci szesciokrotne]: kg = 100 kg/cm2 a przeto BH 3= 6 Mg : kg =
= 6000 cnis Dla dyla kwadratowego 18X18 cm mamy BH 2— 18s=
= 5832 cm3 a wiec zbyt mato, nalezy przeto wzigé dyl zwykiej wielko-
éci: //=20 cm, B = 16 cm, dla ktérego BH 2= 6400 cm3 Wz6r / =
= PP :3 EgJx da nam kohcowsg strzatke ugiecia. Tutaj P=5C0 kg,
I = 200 cm, Eg = E = 105 kg/cm2 Jx = i/BX 16 x 203= 10667 cm4
stad f — 1,25 cm.

3° Pret prosty, jednostronnie osadzony, obcigzamy jakkolwiek sitami
gnhacemi, lezacemi w pionowej plaszczyznie giecia i nadajemy wymiary
przekrojom poprzecznym, jednorodnie zbudowanym tak, aby dla kazdego
przekroju stosunek Mg : Eg Jx byt staly i réwny ji.. Tutaj rdéwnanie
EgJx rl" = Mg przeobrazi sie w: = @ skad: /= {C+ C, tj=iR
-\-CQ-\-D. Dla przekroju osadczego, gdzie C— 0, mamy = t= o,
zatem = |/2j@ Odksztatcona jest parabola. Dla £= / otrzymamy
koricowa strzatke ugiecia f — 1/2(. 12

4° Divnteoivnik jednostronnie osadzony obcigzamy u konca wolnego

sitg 1000 kg uko$nie. Dwuteownik stawiamy pionowo, prowadzac wzdiuz

osi $rodnika — osie gtéwne OY przekrojow poprzecznych i kierujgc je

ku dotowi. Kat, jaki tworzy sita P z osig OX, wynosi 35° 30", a dtugos¢
7
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preta /=100 cm. Wezmy pod uwage przekrdj poprzeczny preta w od-
legtosci C od przekroju osadczego. Po sprowadzeniu do jego S$rodka O
sita P da moment gnagcy Mg = P{t{ — Q i sile tnaca, ktéra pomijamy.
Kat pochylenia tego momentu ku osi OX, poprowadzonej na prawo dla
oka, patrzacego od strony wolnego konca preta, wyniesie w—90°-f-35°30",
bedziemy mieli przeto dla tego przekroju naprezenie = —P (/—0Q
Sin wxlJy -f-P (/— Q Cos wyjjx. Ros$nie ono wraz z momentem, to
tez, chcagc wyznaczy¢ bezpieczne wymiary preta, bierzemy pod uwage
skrajny osadczy przekrdj, gdzie panuje najwyzsza wartos¢ Mg — PI.
W obec Sin 125° 30' = 0,81412, Cos 125° 30' = — 0,58070 mamy; =
= — 1000 X 100 X 0,81412 xjjy _ 1000 X 100 X 0,58070y/Jx. Przekrgj
jest symetryczny wzgledem osi OX,0Y, a przeto skrajng wartoscig xUy
bedzie niewatpliwie 1: Wy, a skrajng wartoscigy!Jx—1:1Vx i ostatecznie:

— — 81412 : Wy — 58070 : Wx . W zatozeniu dwuteownika Ae 30
mamy Wx = 652 cm3 Wy — 71,9 cm5— skrajne naprezenie bedzie wiec
tu nzm = — 1221,4 kg/cm2 Jest to nieco zbyt duzo, jak dla zelaza
zlewnego, ktére w zatozeniu obcigzenia trwatego wytrzymuje jeno kg —
= 900 — 1200 kg/cm2 Nalezatoby przeto wzig¢ Ne 32, lepiej jednak
zmieni¢ osie dwuteownika, stawigc go Srodnikiem poziomo. Wtedy N° 30
da: IVX= 71,9 cm3 Wy — 652 cm3 skad as,,, = — 81412 : 652 —58070 :
0 71,9 = — 932 kg/cm2 Wystarczy przeto Ns 30, utozony naptask srod-
nikiem. Chcac wyznaczyé strzatke ugiecia, rozkiadamy site P na skla-
dowa pionowa Py=PSin 35°30=580,7 kg i poziomg Px=PCos 35°30'=
= 814,1 kg. Pierwsza da strzatke fl= PY/3:3 EgJx, druga za$ f2=
— Pxls : 3 EglJy. Zwazywszy, ze dla zelaza zlewnego Eg = E =
2150000 kg/cm2 a dla dwuteownika Ns 30 — Jx— 449 cm4 7~=9785 cm4,
bedziemy mieli f x— 0.20 cm, /a=0,01 cm. Strzatka wypadkowa / =

= 10,22-]-0,012= 0,20 cm — pochyla sie ku OX pod katem y =
— arctg (0,2 : 0,01) 00 87°.

5° Pret pionowy prostokatnego przekroju B X H, dZzwiga zawieszo-
ny u dotu ciezar P kg. Mniej wiecej w potowie wysokosci preta wy-
ciosano wreb, dochodzgcy az do osi podiuznej preta — stowem, wycieto
zen boczna kostke o wymiarach B X 12 H X 20 cm, zwezajgc w ten spo-
s6b poprzeczny przekrdj preta o potowe wysokosci H przekroju. Ponie-
waz sita rozciggajaca jest skierowana wzdtuz osi preta — w przekroju
petnym panowaé beda naprezenia rozciagajagce ar = P:BH , natomiast
w przekroju zwezonym bedziemy mieli précz sity rozciagajacej P jeszcze
nadto i moment gnacy .PX 'L H- tatwo to spostrzec, przytozywszy do
srodka przekroju zwezonego dwie rdéwne, a znoszace sie wzajemnie sity
P. Jedna z nich da owo rozcigganie, druga, tgcznie z silg istotnie dzia-
tajacg, da moment Mg = Vi PIL Przekréj zwezony pracowa¢ bedzie
przeto na giecie mimosrodkowe. Skrajne naprezenia bedg w nim: =
= P:F+ Mg: WX= P:"/2BH + "[APH :>«B iV, //]2= 8P :BH =
—8nr oraz as3= Pt:F — Mg:JVX= —4P:BH ——4 . W sto-



sunku do przekroju peinego bedziemy tu mieli oSm razy wieksze napre-
zenie rozciggajace i cztery razy wieksze $ciskajgce; zatem wyciecie to
moze mie¢ grozne nastepstwa. Bywa czasami, ze wskutek przeoczenia
podobny pret nadciety liczag wprost na rozcigganie, dzielagc site przez

przekr6j ostabiony. W ten sposéb otrzymujemy naprezenie a' = P :
:'/ABH — 2 ar dwa razy wieksze niz w przekroju petnym. Istotne jed-
nak naprezenia tego przekroju nadcietego sa: ael —8or = 4a oraz
a’2= — 4nr — — 2 a'r a wiec znacznie wieksze od policzonego.

6° Krotki slup pierscieniowy o promieniu zewnetrznym R i wewne-
trznym r przekroju obcigzono mimosrodkowo sitg P = 20000 kg, cisngcg
w odlegtosci e cm od Srodka przekroju. Naprezenia skrajne bedg tu —
cisngce asl — — P :F — Mg : W i rozciagajace = —P:F-\-Mg 1V,
przyczem site P bierzemy ze znakiem minus, jako cisngcag. Wiadomo,
ze odlew zeliwny, wytrzymatly na cisnienie, fatwo ulega rozerwaniu, o ile
wiec mozemy $miato dopusci¢ w wypadku dziatania sity trwatej kc =
= 900 kg/Z/cm2, o tyle kr nie powinno przekracza¢ 300 kgZcm2 Dla wszel-
kiej pewnosci, a tej do$¢ nigdy przy tak kapry$nem tworzywie jak ze-
liwo, zaktadamy kc = 450 kg/Zcm2 oraz kr — 150 kgZ/cm2 Zwazywszy, ze
kc ; kr — 3 oraz, ze Mg = Pe, mamy, pomijajac znak minus u asl—
rownanie fP:F + Pe:w]l= 3 [—P:F+ Pe: W]. Stad 2 W ==¢F.
Poniewaz F=itRi—izr2 oraz fF= x4x(P4—r*): R, przeto 74X 2 jt{Rl—r4) =
= enR (R2—r2, co da R*-\-rl= 2eR. Nadto mamy kr = P [— 1 -f-
+ eF: W] : F=P[—1+2 IV: W\ :F—P :F, azatem: R?>—r2=
~ P : Tikr. Dodajac tylko co otrzymane réwnania: 2 R2— 2 eR-\-P: nkr

otrzymamy ostatecznie R = |[/2e+ V*7T«r+ P :2ickr. Zatézmy, dajmy

natoe~ 8cm, wtedy R= 4+ )16+ 20000 :2- 150= 10,1 10 cm
a wiec 100 -j-r2= 2 X 8 X 10 co daje r= 7,7 cm. Ostatecznie ze-
wnetrzng $rednice stupa uczynimy D — 20 cm, a wewnetrzng d = 15 cm.
Poniewaz r2= 2eR — R1= R\2e— /7], przeto zadanie jest tylko wtedy
mozliwe, gdy e > R, w przeciwnym bowiem razie nie otrzymamy
przekroju pierscieniowego i trzeba bedzie obrac¢ petny.

7° Mur oporowy wodny, stanowigcy tame, ulega ci$nieniu stupa
wody, dochodzacej do brzegu go6rnego muru. (Rys. 30). To cis$nienie
rosnie, wraz z odlegtoscia od gb6rnego poziomu —
bedziemy przeto mieli wykres ci$nien trojkatny. Wy-
sokos$¢ jego H rowna jest wysokosci muru, a pod-
stawa wykresu — qH, gdzie przez q oznaczyliSmy
ciezar wihasciwy wody w kg/Z/cm3 Pole wykresu
Q — i daje nam obcigzenie catego muru, cis-
nace nan w odlegtosci 7, H od przekroju dolnego
tamy. Moment sity Q wzgledem tego przekroju wy-
nosi Mg= 7SQH = 76 1 3 Ponad to przekroj
dolny ulega cisnieniu gérnych warstw muru. Oznacz-
my przez Q" ciezar wiasciwy muru i wyodrebnijmy
mys$lowo dowolng jego dtugo$é¢ d cm. Dla tej dtu- Rys. 30.



gosci obciazenie przekroju dolnego bedzie stanowit moment Mg="legdH:i

oraz sita ciezaru warstw gérnych muru q'edH, przyczem przez e ozna-
czyliSmy grubo$¢ muru. Mamy tu przeto wypadek giecia mimosrodko-

wego. Wskaznik wytrzymatosciowy podstawy bedzie '/6de2, pole-— de,
zatem skrajne naprezenia zsl — — qedH : de—1/&qdFI* : /6 de==—q'H—
— qH'i : e2 oraz = — q'H-)- qHi:e~ Skrajne naprezenie cisngce as 1

nie powinno przekroczy¢ wartosci kc a nadto nalezy baczyé, aby Srodek
naprezen tego obcigzenia mimosrodkowego nie wyszedt poza rdzen prze-
kroju, mur bowiem nie znosi naprezen rozciggajacych, jeno cisngce. Mu-
si byé przeto Mg: P = lIC qdH3:q'deH < 1/¢e, czyli e > //1/ q: Q. Metr
szeScienny muru betonowego wazy 2000 kg, a wiec dwa razy wiecej,

niz metr szescienny wody, stad e FI m\2 czyli e > 0.7 H. Wniosku-
jemy na mocy tego wzoru, ze mur prosty postaci wskazanej na rysunku
nie jest oszczedny, to tez zazwyczaj nadajg mu nieco inny ksztalt trape-
zu obroconego skarpag nazewnatrz.

8° Probka wytoczona z peinej kostki tworzy jakby dwie cegietki
(Rys. 31) stalowe, potaczone S$Srodkowa czes$cig cylindryczng o $rednicy d.
Obie szczeki obcigzono sitami P, réwnolegtemi do osi cze-
sci Srodkowej proébki, a przytozonemi w odlegtosci a cm
od niej. Kazdy wiec przekrdj czesci Srodkowej bedzie ob-
cigzony sitg P, Sciskajgca, oraz momentem gngcym Pa.
Skrajne naprezenia na obwodzie bedzie tu asl = — P : F—
| —Pa: W oraz a82— — P :F -J-Pa: W. Gdy sita P ros-
nie nieograniczenie — Ssrodkowa cze$¢ prébki peka przy na-
prezeniu niszczacem Kg——P :F-\-Pa: W—P fa : 1/38Vv's—

— 1:V4za?d, — niewatpliwie rozciggajgcem.

Rys. 31. 9° Watek zeliwny $rednicy D = 2 R obcigzono sitami
rozrywajagcemi 5 = 20000 kg, dziatajgcemi wzdtuz osi jego
podtuznej. W obawie wszelkiej niespodzianki mozliwej zatozono tylko
kr — 100 kg/Zcm2 Ustalony w ten sposéb przekréj érednicy D — 16 cm
wykazuje naprezenie ar = .S :tc7?% = 99,4 kg/cm200 k,.. Przy odlewie
jednak wjednym ze $rodkowych przekrojow preta wytworzyt sie pecherz
okragty o promieniu r cm mimosrodkoA'0 w odlegtosci e cm od osi po-
dituznej preta. Ostabiony przekrdj jest przeto pierscieniowy mimosrod-
kowy (I, Rys. 30). Obciagzenie jego stanowi sita P, dziatajgca wzdtuz
osi walca Q Ta sita po sprowadzeniu do srodka O przekroju ostabionego
da moment gnacy Mg = Py”™OO, i site P— S$rodkowg. Zatézmy r—5 cm,
e= 2 cm. Poniewaz w najwezszem miejscu pozostanie jeszcze $cianka
centymetrowa, przeto nic zewnetrznie nie zdradzi istnienia owego peche-
rza. W tem zatozeniu bedziemy mieli i»0= R2 : \R2— r2]|=3,28 cm,
zatem Oil — 3,28 — 2= 1,28 cm, a wiec M,, — 25600 (kg, cm). Odnos-
ny wskaznik wytrzymatosciowy przekroju otrzymamy wyznaczajgc: Jy =
= V4w (R4 -rd4) — «R3r2e2: 12a—r2) = 2211 cmé4 oraz g = R -f Oil
i e2— R — OQ. Przeto: IVyl=238 cm8 Wyi= 329 cm3 skad ngx= S :
-j- Mg : Wyl= 20000 : 122 — 25600 : 238 = 270 kg/cm2 oraz vsi=S :F—
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—"8 m~j2= 85 kg/cmZeliwo nie powinno pracowaé powyzej
kr 150 kg cm-, a przeto pecherz powyzej opisany moze sie okazac

niebezpiecznym dla catosci preta w wypadku obcigzenia powtarzanego
lub wahliwego.

10° Naroznik stolu debowego z deski e cm grubej odtamat sie pod
jarzmem sity P, przytozonej w samym rogu stolu. Oderwany kawatek
miat postaé trdjkata prostokatnego; powierzchnia pekniecia szta po prze-
ciwprostokatnej, tworzac z przyprostokagtna AB kat o Chcac wyznaczyé
najprawdopodobniejszg wartos¢ tego kata oznaczamy diugos¢ AB przez
b. Dlugo$¢ przeciwprostokatnej wyniesie b: Cosy. Bedzie to podstawa
przekroju prostokatnego niebezpiecznego. Jego wysoko$¢ jest oczywi-
$cie e a wskaznik wytrzymatosciowy y8 e2b : Cos & Po sprowadzeniu do
srodka tego przekroju sita P da moment gnacy Mg = PbSin<g site tna-
cg P ktorg, jak zwykle, pominiemy, oraz moment skrecajgcy Mc, ktory,
jak sie to wkrotce okaze, bedzie réowny zeru. Zatem Mg = PbSintp=
— T7«e~bag : Cosy czyli ag= 3 PjelSin2y. Jak widzimy, skrajne na-
prezenie przekroju niebezpiecznego zalezy od kata « Biorgc pochodng
po d'p naprezenia znajdziemy warto$¢ kata e0 odpowiadajaca skrajnej
wartoéci sg . Bedzie to: 6 Ple2Cos2 9= o0, skad % = 45°. Rozek
odtamany utworzy trdjkat prostokatny réwnoramienny, a dla takiego
trojkata w istocie bedzie MO— o, jak to z tatwoscig daje sie spostrzec.
Sita powodujaca owo pekniecie bedzie P — 1;3e*Kg . Dla debiny Kg =
— 600 kg/Z/cm2, a przeto dla deski calowej P — 73X600X2,542=1290""kg.

ROZDZIAL TRZECI:
BELKI PROSTE ZGINANE.

8§ 1. Podpory i odpory. Pret prosty, unieruchomiony na podpo-
lach zowiemy belka. Niewazki pret, pozbawiony obcigzenia, nie wywiera
zadnego dziatania na podpory; obcigzony — poczyna cisng¢ na nie, wy-
wotujac przeciwdziatanie podpér. Wszelki sprzeciw podpory bodziemy
nazywali odporem. Odpory sa to poniekad réwniez sity zewnetrzne bel-
ki, zalezg jednak od ukiadu sit odksztatcajagcych, nie moga bowiem, jak
wida¢ z powyzej powiedzianego, istnie¢ samodzielnie, stowem — sg to
sity zewnetrzne odksztalcajgce, zalezne od pozostatych. RO6znig sie jed-
nak od nich znacznie. Sity zewnetrzne — to istotne dane obcigzenia;
odpory — to niewiadome, nie znamy bowiem ich natezenia ani kierunku
dziatania, cho¢ wiemy, ze, lgcznie z sitami odksztatcajgcemi, stanowié



winny ukiad sit zewnetrznych zréwnowazony. T-kwig ptzeto w réwna-
niach statyki, jako niewiadome i niekiedy wprost z warunkéw réwnowa-
gi uktadu sit odksztatcajgcych wyznaczy¢ sie dajg, a wtedy belke zowie-
my statycznie wyznaczalng zewnetrznie. Poniewaz rozpatrujemy jeno belki
wyginane ptasko, przeto wyltgcznie mie¢ bedziemy do czynienia z sitami,
dziatajgcemi w ptaszczyZznie giecia. Warunkéw rownowagi bedzie wiec
tylko trzy. tatwo z nich wyznaczymy trzy odpory. Stad prosty wnio-
sek, ze belka jest statycznie wyznaczalna zewnetrznie, gdy obcigzenie jej
wywotuje tylko trzy odpory. Chcac sobie zda¢ sprawe, kiedy to zachodzi
istotnie, ustalamy:

8 2. Rodzaje podpor. Przedewszystkiem belka spoczywaé moze
na podporze rolkowej. Wyobrazmy sobie czop przegubu wahliwego prze-
cinajagcy prostopadle swg osig podiuzng o$ belki. Szczeki przegubu i3-
czg sie u dolu w plyte spoczywajgcg na kilku rolkach, utozonych na nie-
ruchomej ptaszczyznie oporowej. Osie rolek winny by¢ réwnolegte do
osi czopa przegubowego, a wiec prostopadie do osi podiuznej belki nie-
odksztatconej. Plaszczyzna oporowa winna by¢ nadto réwnolegta do tej
osi nieodksztalconej. Podpora tego rodzaju, o ile pominiemy tarcie ro-
lek, umozliwia posuw w kierunku osi belki nieodksztalconej, — daé¢ moze
przeto jedynie odpér, prostopadty do ptaszczyzny oporowej.

Gdy szczeki tego rodzaju podpory trwale przygwozdzimy do ptasz-
czyzny oporowej, to otrzymamy podpore przegubowg, skazujaca na bez-
ruch podparty punkt belki, przegubowo ze szczekami zwigzany. Bezruch
ten nie jest zupelny, bo 0§ belki moze sie pochylaé swobodnie. Czop
przegubu umozliwia jej ruch obrotowy.

Wreszcie, gdy przegub z wahliwego staje sie statym, otrzymujemy
podpore stata, uniemozliwiajgcg wszelki ruch owego punktu belki — pod-
partego, a nadto i ruch obrotowy jej osi. Zatem punkt osi wsparty na
podpore rolkowg posiada dwa stopnie swobody: posuw w kierunku osi
belki i moznos$¢ obrotu. Podpora przegubowa pozostawia juz tylko jeden
stopien swobody — obr6t — rozwija¢ przeto winna dwa odpory: site
prostopadtg i réwnolegtg do pierwotnej osi belki nieodksztalconej; wresz-
cie podpora stata uniemozliwia wszelki ruch, dajgc trzy odpory: site pro-
stopadta, site réwnolegta do osi belki nieodksztalconej oraz moment
oporowy, czyli pare sit, uniemozliwiajacg obrét w przegubie.

Stad wniosek, ze pret jednostronnie zamocowany, a obcigzony jak-
kolwiek, jest statycznie wyznaczalny zewnetrznie. Srodek jego przekro-
ju osadczego gra role punktu podpartego i nieruchomego. tatwo mo-
glibyS§my wyznaczy¢ jego trzy odpory — dwie sity i moment. Mato stad
jednak korzysci, bo wzory giecia mozna ustali¢ wprost, nie biorac owych
czynnikéw pod uwage. Jest to zresztg jedyny wypadek belki o jednej
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podporze — unieruchomionej a statycznie wyznaczalnej zewnetrznie. Gdy-
bysmy zastosowali tu podpore przegubowg, to pret madgtby sie w koto
niej obraca¢ i nalezaloby go wunieruchomi¢,za pomocg nowej podpory.
To samo da sie powiedzie¢ i o podporze rolkowej.

§ 3. Belka na dwoéch podporach moze by¢ réwniez statycznie
wyznaczalng zewnetrznie, gdy damy jej podpore rolkowg, powiedzmy le-
wg | prawg — przegubowa. Pierwotna, nieodksztatcona 0§ belki niech
bedzie, dajmy na to pozioma. Poczagtek osi nieruchomych @ obieramy
w punkcie prawym podpartym przegubowo. O$ GE kierujemy ku pod-
porze lewej po osi podtuznej belki nieodksztatconej. OS$ coyj— Kierujemy
prostopadle wdot a o§ OC — ku patrzagcemu. Odpory pionowe oznacza-
my: lewy przez A, prawy przez B, nadto odpdr prawy poziomy niech
bedzie H. Zawsze rowna sie on zeru, ilekroé obcigzenie belki skiada
sie z sit pionowych, lezagcych w plaszczyznie giecia Qol. Wynika to
wprost z warunkéw rownowagi sit poziomych. Z pozostatych dwoch

rownah statyki wyznaczymy odpory A i B — niewiadome obcigzenia.
Nalezy nadto zbada¢ odksztatcenia. W tym celu wystarczy wzigé pod
uwage cztery zasadnicze wypadki obcigzenia — wszystkie inne bowiem

mozemy rozpatrywacé, jako ztozone z tych czterech prostych zasadniczych.
Tu mamy:

8 4. Obcigzenie sitg skupiong, dziatajgca pomiedzy podpo-
rami. Odlegto$é sity pionowej P od lewej podpory (Rys. 32) oznacza-
my przez a — od prawe] przez b. Cata dlugo$¢ preta
niech bedzie |. O$ sity P dzieli ptaszczyzne giecia na
dwa obszary — lewy i prawy. Dla okres$lenia odporow

a <l

4

oraz Al-\-Pb = o0, przyczem momenty wyznaczamy x .
wzgledem punktu B. Stad mamy A — — Pb : I, B — N i E
= — Pa :Il. Odpory, jako roéznigce sie znakiem od ) c
sity P kierujemy ku go6rze, bo P skierowalismy tak, I-
jak 0§ B<\, to jest w dét. Wartos¢ momentu gnacego
w obszarze lewym bedzie dla punktu Ou odlegtego o G Rys. 32.
od poczatku spoétrzednych: Mx— A (/—ej= — Pb
(/— Cj) : / Dla drugiej potaci M2= A /— Q@ mP (b — @ = — Pb
n/— Q@ :/-]-P (b —C). Pomijajac znaczki u Ci M, mozemy oba te
wzory potaczyé w jeden, piszac M — —Pb (/—Q : /7-j-P (b—Q
z kreskag ||, dzielgcag. Wykres momentéw bedzie tu niewatpliwie tréjkat-
ny, jak wida¢ z tego wzoru, zalezno$¢ bowiem momentu od Cjest linjo-
wa. Nadto skrajna warto$¢ momentu panowaé¢ bedzie w przekroju sity P,
tam bowiem obie proste wykresu sie przecinajg. Chcac wyznaczy¢ wy-
kres sit tngcych, nalezy zauwazy¢, ze dla pierwszej potaci sita tngca be-
dzie rowna A, podczas, gdy dla potaci drugiej wartos¢ jej bedzie
P -(-A= —B. To samo wskazuje wykres.

W zatozeniu statego przekroju preta bedziemy mieli dla skrajnej

-7



wartosci momentu Mm= — Pb (I—b) : 1= — Pab : | oraz Mm—Wxk g
Wyznaczymy stad WX i ustalimy przekrdj preta, a wtedy, catkujgc zasad-
nicze réwnanie E a xt{'=TPb (/— O : | \+ P (6—Q, otrzymamy EgJxij'=
=-.C+7*Pb (I-W :/—V, P (b—92o0raz = /J+Ci - »/,PA (/-
—Q3: /7 | -]- VizZ3(A—Cs. State catkowania wyznaczymy z tatwoscia,
zwazywszy, ze dla punktow podpartych y= o. Mamy wiec t = o dla
C=£> lub C= i, a przeto z trzeciego réwnania otrzymamy D—y6PA/2-|-
4- \c Pb3= o0 oraz Z2+ C7= o. Stad 2= y, Pb (P—b*, C= — vy, Pb
(/2— 62 : /i ostatecznie mamy ZWw/* tj == V6PA (/ 2— A) — 1/6Pb (fc —
— A C:/— V6PA (Z—Q3: /|I+ V6P (b—t)s. Z tego réwnania mozemy
wyznaczy¢ strzatke sity P, czynigc C= b. Bedzie to ugiecie preta pod
sitg P, réwne fi — Palb2: 3/ Eglx. W szczegélnym wypadku, gdy sita
dziata posrodku, to jest, gdy a = b, bedziemy mieli fi — P 1% 48EgJ v

W ogo6lnym wypadku tylko co znaleziona strzatka nie daje najwyz-
szej wartosci spoOtrzednej rt, nie jest wiec strzatkg ugiecia preta. Te by
znalezé, nalezy uczyni¢ r{— o, co da odpowiednia warto$¢ dla C Dla

pierwszej potaci bedzie G = | — | V8 (/12— A) z warunkiem [|> t Q> bh.
Tej wartosci odpowiada strzatka /7 = fA"P b ]'fIB3(22—A2]3: 31E g J»x> da-
jaca istotne maximum rzednych vj, le’cz tylko wtedy, gdy A< V2Z Wy-
nika to bezposrednio z warunku dla co, mamy bowiem |—XII3(P—- A*>A,
skad z tatwoscig otrzymamy nieréwnos$¢ tylko co wypisang. Gdy za$
b > Z wtedy nalezy wyznaczy¢ G, z rOéwnania )= o dla drugiego
obszaru, albo wprost obréci¢ pret o 180° i skorzysta¢ z poprzedniego
wzoru. W ten spos6b ztatwoscig otrzymamy eo=V 7» (72—<2» oraz od-
powiednia strzatke /7 = V3Pa /[V, (/=—a2]3:3/ EglJx W obu wypad-

kach wartosci @ odpowiada styczna odksztatconej, rownolegta do osi pre-
ta pierwotnej. Godzi sie tu zaznaczyé, ze tylko co badany pret o sta-
tym przekroju poprzecznym nie jest wytrzymatosciowo wyzyskany — je-
dynie bowiem przekrdj obcigzony sitg P pracuje z natezeniem wiasciwem
— pozostate przekroje sg zbyt sowite. Aby te wade usung¢, nalezy wy-
kona¢ pret statej wytrzymatosci o przekroju poprzecznym zmiennym
w taki sposéb, aby wszystkie skrajne naprezenia tgm — Mg : Wx byly
rowne kr. Stad Wx = M~ :k, — wzér, wyznaczajacy wymiary prze-
kroju. Nadto 1:p= MQ:EgJx — Wxkg \EgJx . Te dwa wzory roz-
wiazuja zagadnienie. Dla preta o kotowym przekroju: lg Wx =.11S3~d&g=
I
= — Pb ™—Q:Ili-f-P (b—0O. lJest to réownanie paraboli szes$ciennej,

wigzace d z C Wyznacza ono profil preta w postaci dwoéch krzywych
tego typu, przecinajgcych sie na osi sity P.

Zachowujgc te same znakowania rozpatrzymy kolejno wszystkie ob-
cigzenia zasadnicze. Znaczki u Mg , Eg, Jx bedziemy pomijali, piszac
wprost: M, E, J.

§ 5. Obcigzenie jednostajne czeSciowe, cisnace na lewa potaé



preta w stosunku p kg na jednostke dtugosci odcinka b (Rys. 33). Po-

ta¢ a— |- b pozostaje wolna. Oznaczmy przez Z3catkowity ciezar pb kg,
a wtedy warunki réwnowagi bedg: A -f-B -4-P = o
Al+72 Pb = o, skadi A— — 72Pb:l, B = —P (/— f jS
— 72Db) : . W odcinku a bedzie przeto panowat mo-
ment M= — 72Pb (I — O : w odcinku b natomiast  T~~-

M= — 73 Pb(lI—3 : /+ 72p (A-C)*. Zatem: ~
W = —7lPb{1—1):1i+ 7,P (/_ O2:A Dla
preta o statym przekroju poprzecznym: EJ{= CA- Rys. 33.
-f74Pi (/—0* : /j— T, P (i - £ oraz EJnt= D+ CC—

1

~d/2Pb {1—O*: /i -f- 7s4P (®— Q4 : i- Tu niewatpliwie ®m~ o0, gdy
C= 0iC= / aprzeto D—7, P£/2+ 724Pi3= 0. D+ Cl= o0 i osta-
tecznie D= 72Pbl2- 724 ~ C= — 7R2PA/+ 7, Pé» :Il, skad

otrzymamy réwnanie odksztalconej w postaci: P/r, = 7 2Pbl2— 74 Pb3—
- T7Ti2FWC+ 724PK :/- 72Pb(I- O3:/j+ TMP (b — O« : i.

Chcac znalezé strzatke, piszemy dla potaci pierwszej EJr{—~ 712 PE/-f-

-+ 724 1+ 74Pb(1..:002-1= 0, co daje @= /— YU~ 2—~%Dh2
z warunkiem /> @ -> b. Lewa nieréwno$¢ wypetnia sie sama przez
sie, prawa wymaga, aby b < 2 /: (3 + ] 2). Zatem dla potaci pierw-

szej N\ = Te | [7,> —aVTW :Fy/. W razie, gdy | > b > 21
«(3+ | 2), strzatka przechodzi do potaci drugiej, gdzie 6 > @ > o.
W tym wypadku nalezy bra¢ catkowity wzér £7r'= — Pz>/+ 7, Pfle
:'_o)/\o,,_\_o_ 1—by;(§./gp {b~ C)3:*= czyli 4 /Co- 6* (2 /-

W szczeg6lnym wypadku, gdy obcigzenie pokrywa caty pret- b= 1
a przeto rownanie staje sie; 4 QD — 6 LD+ /»= 0/ Daje ono M@= 72A
Pret najmocniej ugina sie posrodku, dajac strzatke f= *BIP B epy
W wypadku ogélnym podstawiamy @= x+ b (2 /—Db) : 2 | w roéwna-
nie skad mamy: .r3-f A+ r = o, gdzie I= 362(2/—A2:4 7/ =
— B&'2/— by (I —by : 4 /3 Poniewaz niewatpliwie (7, qf > (7Sr)s,
przeto wszystkie irzy pierwiastki rzeczywiste rdéwnania mozna wypisaé
jednym wzorem w postaci

Xi — b (2—b:/ Cos |l20° ? -f- 73 Cos ~N
b (2 /—b) 1 r (I—bY2 1
Q= 2 T j17" 2 Cos [120° *+ Vs arc Cosy”™ /N j, *==1,2,3.

Jedna z tych .trzech wartosci czyni¢ bedzie zados¢ warunkom
0> G,> 0. Jak widaé z rysunku, wykres momentéw dla pierwszej po-
taci jest prostolinjowy, dla drugiej — paraboliczny. Wykres sit tngcych
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stanowi tamang. Z wykresu momentéw wida¢, ze skrajna warto$¢ mo-
mentu cf— Mm= — Pb (/-)- a)2: 8 |- panuje w potaci drugiej. Roéwna-
nie dM : d*= o0 da odnosne £= £(1 — ljib : /). Ta warto$¢ jest mia-
rodajna przy wyznaczaniu wymiaréw bezpiecznych preta.

§ 6. Obcigzenie sitg zewnetrzng, przytozong (Rys. 34) w punk-
cie o spotrzednych (— a, O). Réwnania statyki dajag: A B A-P —o,
oraz w zatozeniu osrodka momentéw u prawego korca
preta: A (/-(-a) -f- Ba= 0. Stad A= Pa :I|, B —
— — PL : I, gdzie L —a-j-/ W potaci pierwszej,
pomiedzy podporami panuje moment M= A (/— O,
w drugiej, prawej, mamy M — A (Il— Q — BZ, przy-
czem znak minus jest tu konieczny, bo spoOtrzedne C
sq ujemne, nalezy bra¢ je zatem ze znakiem odwrot-
nym, jako ramiona momentéw.
Rys. 34. 1
Stad EI\"= Pa(l — O | | + PP? : / Dla preta

i
o statym przekroju poprzecznym: EJr(= C—V2Pa(l— Q2: /j-p 2PIH3:

:1 oraz EJg = D 4- CC4-V6Pa (/— Q3:/1+ V6PZ @ : / Poniewaz
1

niewatpliwie A= o0, gdy C==o0 i C= |, przeto: Z2)-j- Y6Pal2= o, D -f-
-j- Cl— o, skad: D = — YePal'2 C — V6Pal i ostatecznie réwnanie od-

ksztatconej: EJf] = — V6Pal2+ V6Pa/C+ % Pa(/— O3:/i-p/6PZCs: |

Szukamy strzatki w potaci pierwszej, piszac: = V6Pa/s —

— V2Pa (/— @2 : /= o, skad otrzymamy ®& — | — /: 1/ 3, z warunkiem
/> C> 0. Warunek ten wypetnia sie istotnie, a przeto strzatka f x=
= mPal2:9Y 3 EJ. W tej czeéci pret wygina sie ku gorze; wskazuje
na to znak strzatki ujemny. W drugiej potaci, gdzie pret swobodnie
zwisa, strzatka ugiecia bedzie najwyzsza dla C= — a, co daje ze wzoru
dla odksztatconej /2= PLa2: 3 EJ.

Rysunek podaje odnosne wykresy sit tngcych i momentéw. Skrajna
wartos¢ momentu panuje w przekroju podpartym B. Ona jest miarodaj-
na przy wyznaczaniu bezpiecznych wymiaréw preta.

§ 7. Obcigzenie jednostajne zewnetrzne na odcinku b w sto-
sunku p kg na jednostke dtugosci (Rys. 35). RoOwnania statyki dadza
tutajj A -\-B P — o0, AL-\-Ba-\-i/2Pb— o, gdzie

P —pb, L —aA-l. Stad A—P(a—V2b) : I, B —

¢ ——P(/-f-a—V2A- : / Dzielac pret na trzy po-

tacie zmienno$ci momentéw, na odcinki: |, a—b, b,

mozemy napisa¢ EH\"= A {I— Qi — Z2C i+V2P(C+
1 I

Rys. 8. + a— b)3: b. Znak minus u B jest i tu konieczny
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ze wzgledu na to, ze spoéirzedne t sa ujemne dla potaci drugiej. Zaiem
W= P (a— V2% (/-t) o/ V2*)C: /i+ Va-P (c+

+ a—by\b. Dla preta o statym przekrojuu EM =C -"U P (a-
“7» ) (/-<«)* I\ TP a— V2b) & ml i 426P (i -{-«— 6)j> b,
oraz P/tj — D -J-CE-f-IUP (a— A" (*—95: 7~ j -f Vsi3 (/ -j- a —

-V, b)i* * | +V24P(C + « byt/: b. W danym wypadku yj = o, gdy

C= /lub C= o0, a przeto: D -}- Cl— o0, D -f 6P (a— V26) 2= o, skad
P — — WP («-— V2A/* C=V6P («— U2b)l. Te wartosci pozwolg wy-
pisa¢ roéwnanie odksztatconej. Chcac znalez¢ strzatke potaci pierwszej,
czynimy EJt{= '/6PJa — Vi) | —IUP @ —V* U—«@2: /= 0, co
daje: @= /— | : | 3 z warunkiem /> £0> o, wypetniajacym sie istot-
nie. Dla tej wartosci otrzymujemy szukang strzatke /t= — PP(ci —

— V27 :9 | 3 P/. | tu rébwniez wygiecie preta miedzy podporami ujaw-
nia strzatke ujemng: pret wygina sie ku gorze. W drugiej potaci strzat-
ka bedzie najwyzsza przy i — — a. Ta strzatka bedzie f2= P [4 alL (2 a—
—b) -f-b (b-—2a2] : 24 EJ. Rysunek podaje odnos$ne" wykresy sit tna-
cych i momentéw. Ceche wyrézniajacg obu powyzszych wypadkow sta-
nowi umiejscowienie strzatki f I—niezaleznie od zewnetrznego obcigzenia.
Cztery wyzej rozpatrywane obcigzenia zasadnicze sg najprostsze. Ich
skojarzenie daje wypadki ztozone, ktore na mocy prawa o niezaleznosci
dziatania sit oraz drugiego prawa Hookea z tatwoscig sprowadzimy do
tych czterech najprostszych. Obcigzenia tréjkatne pomijamy, jako rza-
dziej spotykane, natomiast bierzemy pod uwage nastepujacy przykiad:

8 8. Obcigzenie jednostajne preta obustronnie zwisajgcego.
Lewy koniec zwisajgcy preta (Rys. 36) ma diugo$¢ a, prawy — b; od-
legto$¢ pomiedzy podporami oznaczamy przez |, a ca-
ta diugos¢ preta przez 2 L = a-\-b A-1l. Obciaze-
nie p kg na jednostke diugosci pokrywa caty pret,

dza. A -j- B -j- P — 0 oraz wzgledem prawego kon-
ca preta, jako os$rodka sprowadzenia momentéw
A (I -j-b) -\-Bb -(-PL = 0. Stad A — — P (L—b) :
./, B = — P (L—a): Il Osie podpér dzielg ptasz-
czyzne giecia na trzy potacie: a, |, b; mozemy prze-
to napisa¢ EJn"—14P (a-j-1— O2: E ii+A(I—Z)

— BZ . Dla preta o statym przekroju poprzecznym

mamy: EJ{= C— V2P (a-f /— Q3:L |—72A (I —1i)2 |- i Rfif2oraz
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Eln= D+ a + 748(«+ |- 94:£ !+ 7¢™ (/'-03!-7« * <mPonie-
waz = o0, gdy i= 0 lub 4= |, przeto: D \~ClI Pa4:48L — 0,~D-|-
+ 748750 + NA:z.+ 7.Al*= 0, skad C= — Pa* :48LI+ P (a+
-i- N4 48 LI-\-V6™M/2 D = — T« — 748 Z¢ (<1 -f- /)4 Te wartosci

pozwolg wypisa¢ réwnanie odksztalconej, ktdre zreszta moznaby réwniez
otrzymaé, rozpatrujgc obcigzenie, jako ztozone z zasadniczych obcigzen
najprostszych, wyzej rozpatrywanych.

Czyniac w réwnaniu odksztatconej C= a /, otrzymamy strzatke
lewego zwisajgcego konca, u skraju preta koricowa z rownania £//', =
= D-j-C(a+ /). Po podstawieniu da ono f x= Pa [3a3-\ 4 a2l— /3
+ 21b2% : 48 EJL. Tak samo zupeinie, zakladajac C= — b, moglibysmy
otrzymac skrajng strzatke prawg, prosciej jednak otrzymamy ja wprost,
na mocy prawa symetryi, przestawiajac litery a i b, co daf%Pb [363-\
-j-4bd —P-{-21aq : ASEJL. Chcac z kolei wyznaczy¢ strzatke potaci
srodkowej piszemy ElJj{= C— V1P (a-f~1— g)3: L —V2A (/— )2>=o.
Réwnanie to ma wogdle trzy pierwiastki, wyznaczajgce trzy skrajne war-
tosci rzednych <4 odksztatconej dla tego obszaru. Swiadczg one o istnie-
niu dwoch punktow przegiecia odksztatconej. SpoOirzedne tych punktow
czyni¢ beda zados$¢ réwnaniu rf'= o0 czyli M = o0. Z tatwoscig spostrzec
sie daje, ze obie strzatki skrajne tej srodkowej potaci dajg maxima rzed-
nych ®f Srodkowa, oddzielona punktami przegiecia, — daje minimum.
Spotrzedne punktéw przegiecia wyznaczymy czynigc: M = i P (a-\-1 —
- @2:LA-A(/- @©®= o Stad (a+ |- <02- [(a+ If- b (/- Q@:
e.l—o0, czyli £2— {b2 P —ad @:/-)- b2= o i ostatecznie

b2-f P — a2
27

pierwiastki w ogdlnym wypadku. O ile oba czynig zado$¢ warunkom
/> i0> 0, to w Srodkowej potaci odksztalcona ma dwa punkty przegie-
cia. Jest to zarazem wyzej omoéwiony wypadek trzech strzatlek potaci
érodkowej. Zachodzi on wtedy, gdy (b2-f-12— a22> 4 b212 oraz b2-j-
j-P —dl> o. Gdy znéw (b2-f-2— a3d2< 4 b2P, oba pierwiastki sa
urojone: niema punktéw przegiecia w potaci Srodkowej. Wreszcie, gdy
[02-\-12— a-]2— Ab2!20raz b2\-P—a2> 0, oba pierwiastki sg réwne,
a przynalezny do nich punkt odksztatconej staje sie punktem podwdjne-
go przegiecia. W jego sasiedztwie odksztatcona prostuje sig, nie zmie-
niajagc krzywizny wzgledem osi pierwotnej, nieodksztatconej. Poniewaz
Ejg" = M, zatem mozemy znalez¢ punkty przegiecia odksztatconej, bu-
dujac wykres momentéw. O ile krzywa jego przetnie 0§ w g lub i be-
dziemy mieli dwa punkty przegiecia odksztatconej. W wypadku styczno-
§ci z osig wykresu dwa punkty g, i zlewaja sie wjeden punkt podwdjny,
znaczgc podwojny punkt przegiecia odksztatconej; wreszcie, gdy linja
wykresu lezy ponad osig — odksztatlcona punktéw przegiecia w potaci
srodkowej nie ujawnia. Wykres momentéw sklada sie z trzech galezi
parabolicznych Cj, jhm, mD. Z wykresu tatwo znalez¢ skrajne wartosci
momentéw Aj— Pa2:4L, Bm = Pb2: 4L dodatnie, oraz ch — ujemna
w ogbélnym wypadku. Bezwzgledna warto$¢ tych trzech momentéw naj-
wieksza wyrokuje o przekroju preta. Zazwyczaj bywa to jeden z bocz:

Réwnanie daje dwa



nych skrajnych momentoéw, czasami, przy dostatecznie wielkiem | w sto-
sunku do a i b — nalezy bra¢ warto$¢ srodkowa. Chcac jg wyznaczyé

. o dM
piszemy, jako dla minimum = — WP (a+ /—Cl:L—A =0, co

daje 4 = (1/*{-1-—a?2) : 2 / Po podstawieniu tej wartosci w réwnanie mo-
mentu otrzymamy ch= P{a-fb— /A {al —b) (b+ I—a):8/1

8§ 9. Obustronne obcigzenie jednostajne preta, wystajgcego
poza obie podpory, mozemy rozpatrywac, jako wypadek szczegolny po-
przedniego obcigzenia, tylko co opisanego. Nalezy jeno pozbawi¢ ob-
cigzenia czes$¢ Srodkowa preta. W tem zalozeniu réwnania statyki beda:
AA-BA-p (& b) — o oraz dla prawego konca preta: ap (V2a-j-/4-A)4-

A{l |b)-j-Bb-f-7»/2= 0. Stad A = — ap —p (a-— 062 ; 2/
B—~ H—P(®a—<"):21l 1tu osie podpér dzielg ptaszczyzne gie-
cia na trzy potacie: a, I, b, jak w wypadku poprzedzajacym, przyczem

Eln"= 7%P («+ [ — 92 |+ M(/—i)— VaPV —92] - + oA\

Zatem dla pierwszej potaci a otrzymaliSmy zupetnie ten sam wzér co
i pierwej, natomiast w drugiej potaci M = 7ap {a -f-1 — Q24-~ (/ —
~9 V2P — ') = ‘Apa*— 72P («a— Z) (/— 9 : /— moment za-
sadniczo sie rozni w danym wypadku. W obec symetryi obu bocznych
potaci preta mozemy niewatpliwie orzec zgo6ry, ze w wykresie momen-
tow obie krzywe boczne zachowujg ksztalt paraboliczny, natomiast $rod-
kowa bedzie prosta fm"*, tgczaca skrajne wartosci momentéw A ‘'f oraz
B'm". Podobny réwniez bedzie wykres sit tnacych. Obustronnie (Rys. 36)
pochyte proste C'a', e'D', posrodku — prosta b'd" réwnolegta do podsta-
wy, nadto prostopadie do niej odcinki a'h* = A, d'¢* = B. Poniewaz nie-
watpliwie a'A' = pa, a'l'= A, przeto bA'= a'A' — a'b,—p{a2—hi):21.
Zatem gdy a— b= X to jest gdy pret obustronnie jednakowo wystaje
poza podpory — w S$rodkowej czesci sita tngca rowna jest zeru. Nadto
dla potaci sSrodkowej wtedy M = {/2p\'\ jest to wiec pewien rodzaj wy-
giecia Lamarle’a. W zatozeniu statego przekroju poprzecznego odksztat-
cona $Srodkowej czesci bedzie lukiem kota o promieniu p, czynigcym za-
dos$¢ rownaniu 1:p= /X2:2EJ. Skrajna warto$¢ rzednej tj — posrod-

ku da strzatke /,,= p— jli3* — /f = p (1 — /2 . 4 p2), podobnie,

jak dla wygiecia Lamarlea Zazwyczaj jednak b =£ @ nalezy przeto ko-
rzysta¢ ze wzoru ogoélnego. Dla preta o statym przekroju da on EJ<{ =

= ¢c—IUP («+ 1—0S |— v2A (/- 92-)-Ttp(+— O3 | — /i b :2 +

+ Te oraz AN.= £+ CC+ 724 («-f /— C)*Il-}- i/ A (I — (s —

— "lup U— | —7en -j- llu P Tutaj N\= 0 dla C= o i C=1,
a przeto: 22+ C/+ 7, = o D+ 7,p (a+ 24+ 7SAI3—72 = o
Stad Z2)— — 72p [a2{a -j- 2 |f -f-2b* A oraz C= 712/ [292(«-f /)j-£2/]

Po podstawieniu tych wartosci otrzymamy rdOwnanie odksztatconej. Czy-



nigc w niem C= a-j-l1 bedziemy mieli dla skrajnej lewej strzatki preta
EJJi= D-j- C(/-J-a), skad 4= 12 pa (3 a3]-4 aH-\-2 £%). Wobec sy-
metryi odcinkéw a i b w stosunku do |, mozemy wprost napisa¢ dla
prawej skrajnej strzatki potaci trzeciej /,= V2ipb (3 63-J-4i2l -j-2 a2/).
Chcac znalez¢ strzatke potaci $rodkowej w zatozeniu b ™ a piszemy
EJr{ — 0. Po podstawieniu i skréceniu da to 3 (a2—b2)”"2-f 6 b21®—

— 12(a2+ 2b*) = 0, skad @= [02==V/V, («4+ M+ ~ 2] /s (£2—

z warunkiem /> @7 o. Mozemy zawsze zatozyé, ze b > a, gdyby by-
to inaczej, to nalezatoby obréci¢ pret o 180°. W tem zalozeniu pierwszy
warunek da nam bt — a- > b2+ Vs («4 "+ alb?, nalezy przeto
bra¢ znak minus we wzorze powyzej wypisanym. Wtedy — al > —
— y Va (tfa+ bdH ~F czyli 3«4 a4d-f- Z4-j- «2b2 co sprawdza sie
istotnie przy b > a. Drugi warunek daje b2— ]/Y3(a4 b4{-a2b2 > o
czyli 3 b4> a4-f- bd-f- a2b2 co réwniez sie sprawdza przy b  a. Zatem

w Srodkowej potaci istnieje zawsze strzatka ugiecia j Q ktérg tatwo wy-
znaczymy ze wzoru dla odksztatconej, czynigc w nim C= Q.

8 10. Obustronne obciazenie sitami skupionemi zewnetrznemi.
Pierwotnie prosty pret ukiadamy na podporach poziomo i obcigzamy u obu
koncéw sitami pionowemi P i Q. Dla prawego konca preta otrzymamy

rownania statyki: A-\-B-\-P-\~Q = o, P (a-\
+ A+ p)-j- A (I-f-b)-)- Bb — 0, skad: A= —
- [P («+/)- QN\:1, B= —[Q(+1I)-Pa\ :1I.
Osie podpér dzielg ptaszczyzne giecia na trzy po-
tacie, bedziemy mieli przeto: EJt\"= P (/-j-a —

i i
—Q'{-A(l—0Q1— Dla preta o przekro-
| |
ju poprzecznym statym: EJ-gl= C-r- U2P (IA-a—

Rys. 37. i i
— Q2i— V2A (/—92i— V, B C2 oraz £/r] =

= O+ cc+ IRP (/+ «- 931+ IUA(—COrl- I 8 Tuta rj=0

dla C= 0oi C= 1 a zatem D-f-Cl-(-t/Pa8= o, D -(- V6P (/-1- a)s-f-
+ i/~/3=0, skad 2= — i/,Pa (2/2+ 3/*+ a2 — "uQbl2 C=
= ksPa (2/--3@i-(-% Czynigc C= a -f- / w réwnaniu odksztat-
conej, otrzymamy lewa skrajng strzatke z réwnania EJJI= D C {a-\-

-f-1), co daje: fx—a[2Pa {a-j-/)-f-Qbl\ : 6 EJ. Na mocy symetrji
P i O aib mozemy napisa¢ wprost wzér dla strzatki koncowej trzeciej
potaci: J, = b [2Qb(b + t)+ Pal\ : 6EJ.

Czy i w potaci Srodkowej istniejg strzatki? Chcac rozwigzaé¢ to py-
tanie, nalezy znalez¢ skrajne wartosci rzednych n, czyli znalezé pierwiast-
ki rownania EJr{= o0, wypisanego dla potaci S$rodkowej i podstawié
w réwnanie odksztatconej. Tylko co wypisane rownanie sprowadza sie
do 3{Pa—Qb)@ 6Qbl®— 22 Qb-\-Pa)= o, skad, przy Pa” Qb,

otrzymamy Q@r=/[1j_ VV, 1-f-n + «2)] : (1— n), gdzie oznaczyliSmy
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n—Pa : Qb. Nadto by¢ musi, jako dla potaci $rodkowej, /> @ > o.
Zwazmy, ze wartos¢ bezwzgledng n mozna uczyni¢ zawsze mniejszg od
jednostki, w razie bowiem przeciwnym wystarczy obréci¢ pret o 180°.
Wobec tego 1— n> o0 i ostatecznie warunek otrzyma postac

1—n>1 + VV3(1-\-n-\-n2 > 0. Prawa nierdwno$¢ wypetnia sie zaw-
sze, poniewaz pierwiastek jest niewatpliwie mniejszy od jednosci; lewa

daje—n> £ ]/V,1+ «+ n?d. Gdy sity P i Q dziataja w jednym Kkie-
runku, wtedy 1> n > o0, a zatem nalezy utrzymac jeno dolny znak przed
pierwiastkiem. To znaczy, ze w wypadku jednokierunkowego dziatania
sit w potaci srodkowej istnieje tylko jedna strzatka ugiecia. Gdy sity sg
réznokierunkowe, 0~>n>— 1. | tu znak dolny przed pierwiastkiem
nalezy rowniez zachowa¢, a nadto przy n< — 72 zachodzi jeszcze nie-

rownos¢ — n > J 7s (1-]-b4- w?). Zatem w wypadku réznokierunkowe-
go dziatania sit w potaci Srodkowej istnieje jedna tylko strzatka, gdy
0> n> —V2. Gdy zas — 12> n> — 1, odksztalcona w S$rodkowej
czesci wygina sie podwdjnie, ujawniajgc dwie strzatki, dajgce maximum
1 minimum rzednych 7 dla tej potaci. Pomiedzy temi strzatkami istnieje
zawsze punkt przegiecia. Nadto istnieje on zawsze w wypadku réznokie-
runkowego dziatania sit P i Q. +tatwo to udowodni¢, zwazywszy, ze
w punkcie przegiecia Efy" = M =P (I-fa— ")+ A (I — Cj= 0, skad
mamy = /: (1 —n) z warunkiem /> g > o. Warunek ten wymaga,
aby n< o

Chcac wyznaczy¢ bezpieczne wymiary preta, nalezy znalez¢ skrajne
wartosci momentow. W potaciach bocznych momenty rosng linjowo od
zera do Ma= Pa i Mb=i Qb. W potaci srodkowej moment sie zmie-

nia linjowo pomiedzy temi dwiema warto$ciami. Odnosny wykres poda-
je (Rys. 37). Pelna odksztatlcona — odpowiada jednokierunkowemu dzia-

taniu sit, — przerywana — réznokierunkowemu. Wrysowano rdOwniez ta-
mang wykresu sit tngcych. W szczegdlnym wypadku, gdy Pa = Qb.
mamy Ma = Mj, — M. Srodkowa linja wykresu jest wtedy réwnolegta

~o podstawy, a przeto srodkowa cze$¢ odksztalconej stanowi¢ bedzie tuk

kota o promieniu p=EJ : M i strzalce posrodku f= p(1 —j/ 1—1?;4 o).
Nadto w tym wypadku: A — — P, B — — Q, a zatem w S$rodkowej cze-
§ci preta sita tngca jest réwna zeru.

8§ 11. Belka na dwéch podporach, statycznie niewyznaczal-
na zewnetrznie, odpowiada wszelkiemu uktadowi podpér, réznemu od
tylko co rozpatrywanego. Jezeli damy prawg podpore stalg, a lewg po-
zostawimy rolkowa, to otrzymamy belke jednostronnie zamocowang a dru-
gostronnie podparta. Jest to jedyny ukiad o pojedynczej odporze pozio-
mej H, ktéra w wypadku dziatania sit prostopadtych do pierwotnej osi
poziomej belki réowna jest oczywiscie zeru. | tu poczatek osi nierucho-
mych obieramy w podpartym punkcie prawym — pierwotnej osi . 08
Bii kierujemy w dot, o§ Bi — ku patrzacemu. Odpory beda tu: piono-
we A, B, poziomy Il i moment osadczy prawy MB Rozpatrzmy dwa
zasadnicze rodzaje obcigzen gnacych:



§ 12. Obcigzenie ciggte, pokrywajgce catg belke w stosunku

p kg na jednostke diugosci (Rys. 38). RoOwnania statyki wypisane dla
punktu B dadzg: A-\-B -\-pl= 0, H—o, AIA-™-LpPA-

-f Mb = -, skad Mb —— AIl— V2PI, B = — A—P,

gdzie przez P —pl oznaczyliSmy caly ciezar obcigze-

nia. Zatem EJ-§" — A (I —Q -f- *2p (/—0O2 tu bowiem

mamy tylko jedng pota¢ zmiennosci momentéw. W tym

wzorze A jest statycznie odporem niewyznaczalnym,

tatwo go jednak wyznaczymy z rownan giecia, gdy

przekréj poprzeczny preta jest stalty. W tem zatozeniu

mamy EJr{ — C — y2A (/ — Q2— 16p (/ — C)s oraz

Rys. 38. Eln= D+ a + V6A (/-C)8+ y2Ap (/—OC4 Tutaj dla

C=1| mamy \— o0, a nadto dla C= 0 bedzie jy= o

i V—o0, co bezposrednio wynika ze sposobu umocowania preta w B.
Zatem D Cl—o, D-)- *6 -j- Viipli= o, C— V2-42— \c//3=0.
Mnozac trzecie rownanie prze! / dodajemy do drugieja/go. Stad na zasa-
dzie pierwszego mamy A = — sB8pl- Nadto C= — VI8 pl3 D — Viapl4
Te wartosSci wyznaczg réwnanie odksztatconej. Chcac znalezé strzatke,
czynimy EJr{— o0, co daje: 8(/— @Qs— 9/(/— @2— AB= DB @2—
15 /0-f-6/) = o0 Stagd @@= 1(15— y 33) : 16. Ta warto$¢ po pod-
stawieniu w réwnanie odksztatconej da strzatke f — (78 -4- 110 j/33) P/s:
(2 X 164X EJ) °“fiPla=185 EJ. Chcac z kolei znalez¢ punkt przegie-

cia, czynimy EJr{" — o0, co daje (/—I,) 1—4C)= o, skad GQ==V4/
Tutaj panuje nadto moment rowny zeru.

Skrajng warto$¢ momentu wyznaczymy z réwnania di = — A —-

— /(/ — @), ktére daje @= 58 / W tym punkcie wartos¢ momentu
wynosi Mm — — ¥128pl2 Po przejSciu przez zero w punkcie przegiecia
momenty z ujemnych stajg sie dodatnie i osiegajg skrajng wartos¢ w prze-
kroju osadczym, gdzie MO= Al -]- V2£/2==\Bpl2= — Ta ostat-
nia warto$¢ stanowi zarazem bezwzgledne maximum, wyrokujgce o do-
statecznych wymiarach preta. Wykresy momentow i sit tnacych podaje
rysunek.

8§ 15. Obcigzenie sitg skupiong, przytozong w odlegtosci a od

lewej rolkowej podpory. Niech (Rys. 39) nadto bedzie !'= aA-b, a wte-
dy rownania statyki dla punktu B dadzg A -f B 4-
-+ P= o AI-*-PbA-Mft —o0. Stad MB= — Al—
— Pb, B — — P — A, zatem odpér A jest statycz-

nie niewyznaczalny. Okreslimy go =z tatwoscig dla

belki o statym przekroju poprzecznym, piszac EJi”=
|

= A (I— QO |-\-P (b—0O. Tutaj o$ sity dzieli ptasz-

czyzne giecia na dwie potacie. Stad EJr( — C —

Rys. 39. - V2A (I- @ |— VP{b—0C2 Elt{= D4 CC+



+ WA (¢ Q3]-f 7«P(b—:y. | tuznébw = 0 gdy C= | a nadto

= T & 5 £~ r.5 * W+« "4 t 2§ s * Z -
i tych wartosm snadnie Wyznaczymy odkszta+con7 Czynij CrTwej

“tynany stzak® Alel-*)*_ il ;

-r,Jj = 9hcac wyznaezyé strza’rke ugiecia okreslamy z réwnania
—P_bU(I/~ /'7Sn471 pa* / DBB }erw%)el Po’@cl rowréanled}o /I +

+ I1(/-1i):(3/7 A] z warunklem | > G > b. Pierwszej nier6wnosci
uczynimy zado$¢, zachowujgc jeno znak minus we wzorze,- druga nieréw-
no$¢ wymaga, aby Z— /|[/F— ") :(31- b)> b. Ma to miejsce dla
wszelkich wartosci b < | (2—] 2), a wtedy mamy istotnie strzatke w po-
taci pierwszej fO0= Pb* (1- b)yjl~T)T (31- H):6EJ Gdy b>1(2-
-\ 2), strzatka przechodzi do potaci drugiej. Ze wzoru EJt{= C—

' 0", " wyznaczymy odciete C= o i G=
i ~ 3/+ bAmRAB—312+763=2 "~ 2/—b :@2Rr4-2/6-f
. ) Czync we wzorze dla odksztatconej C= @, otrzymamy Tzukang
strzatke dla drugiej polaci. Wreszcie, gdy b= 1(2 —\ 2), wtedy ©~b,
czyli f —fp — strzatka ugiecia stanowi strzatke sity zarazem.

Chcac znalez¢ punkty przegiecia odksztatconej, piszemy: EJrf =
=A(/—G)j-)-P (b— @ = o To réownanie daje dla potaci pierwszej

J3 ™ zalem jedynie w potaci drugiej mozemy oczekiwac istotneg-o nunk-
tu przegiecia, przy @G= bl (21~ b): 2+ 21lb+ *»)=V2Q W tem
miejscu panuje nadto warto$¢ zerowa momentu gnacego. =W pierwszej
potaci moment maleje linjowo az do skrajnej wartosci Mp — A {l__Pm

odatnijej j rosnie°d tel arto ci ujem o yartosci
gogatn,ej Ma _ A(-1[ Wb = — MB pona poralJ praV\}a Oéjnog\r/w wy-
kres momentéw i sit tnacych podaje rysunek. Réznica MO-f- Mp =

1 b i) @ 4¢£/-)- . 2 /3 staje sie zerem dla b— 12—} 2).
Skoro wiec b<1(2 — ]/ 2), wtedy stanowi maximum momentéw bez-
wzgledne, gdy zas £>-/(2 — (/ 2) — maximum daje n

(£ 14. Belki wieloprzestowe. Belka tylko co rozpatrywana sta-
nowi niewatpliwie jedyny ustr6j dwupodporowy, nie ujawniajgcy odporéw
poziomych przy obcigzeniu gngcem pionowem, dalsze wiec rozwazanie
ustrojow statycznie niewyznaczalnych z koniecznosci wkracza w dziedzi-
ne belek wielopodporowych czyli wiehprzgstowych, bo przestem nazywamy
czesc belki, przerzucong ponad dwiema sgsiedniemi podporami. Zatem bel-
ke, lezacg na n+ 1 podporach zowiemy n — przestowa. Przy obcigze-

8
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niu gnagcem pionowem n — przestowa belka pozioma nie daje odporéw
poziomych jedynie w tym wypadku, gdy n jej podpo6r nalezy do typu
rolkowych, a pozostata, dajmy na to, prawa skrajna podpora B jest przegu-
bowa, lub stata. W niej umieszczamy poczatek statych osi spéirzednych,
kierujac o$ Bc, po osi pierwotnej nieodksztatconej belki. O$§ Bq Kkieru-
jemy w doét a 0§ Bz ku patrzacemu. Skrajng lewag podpore oznaczamy
przez A, Srodkowe przez X, Y, Z it d idac od lewej ku prawej. Te
same litery mianujg zarazem odpory pionowe. Przy obcigzeniu sitami
pionowemi rownania statyki pozwolg wyznaczy¢ dwa odpory pionowe,
powiedzmy A i B, oraz odpdr poziomy // prawej podpory, oczywiscie
réowny zeru. Pozostate odpory pionowe X, Y, Z.. oraz domniemany
moment osadczy podpory prawej bedg statycznie niewyznaczalnemi,
ktére zresztg tatwo wyznaczymy z réwnan giecia dla belki o statym prze-
kroju poprzecznym. Najlepiej to uwypuklg przyktady.

8§ 15. Belka dwuprzestowa, dajmy na to, obcigzona jednostajnie

w stosunku p kg na jednostke diugosci (Rys. 40). Diugos$¢ lewego prze-
sta niech bedzie a, prawego — b, nadto I=a-\-b.

Podpory A, X sg rolkowe, prawa B — przegu-

bowa. Roéwnania statyki w stosunku do punktu

B dadzag: A+X-\-nB + pl— o, Al+ X b+i/,pP=

= 0, mozna z nich wyznaczy¢ A i B w zalez-

nosci od jedynej w danym wypadku statycznie

niewyznaczalnej X. Mimo to mozemy, nie okre-

Slajagc A i B, wypisaé rownanie giecia E]Jt{" =

Rys. 40. = A(l- O+ V2p(/- O2'+ X {b- O W za-
tozeniu statego przekroju belki bedziemy mieli: EJ-g" — C—V2A {I—02

_“AX (Z.-C)2 Elri= D+ CC+ tka (I—Cu+

V6A" (b — C)3 Aby wyznaczy¢ C, D, X uwzglednia-

my warunki podparcia belki. Przy C— o0 mamy r(— o0 a nadto jeszcze
7= 0 dla ¢C= b i C= / Stad: D+ Cl= o, D-f Cb-J-V, Aa3+

+ V24Pai— > D -f- V. Al* -J- YA4pl4-f- v« Xbs= 0. Mnozymy pierwsze
réwnanie przez b i odejmujemy od drugiego, pomnozonego przez /.
Roznice Da +'/« Alas plai= o odejmujemy od ostatniego réwna-
nia, skad: Xb2-j- Al (2a-f-b) + YZipl (3a2-f-3ab-{-b2d= 0. Wreszcie
mnozymy réwnanie momentéw przez b i odejmujemy. W wyniku otrzy-
mamy wprost A= — V5P (3a24-ab — b2 :a — — V2pa-j- Vs P («34""s) :
:al. Na mocy symetrji mozemy wypisa¢ odrazu B = —  pb -f- I/ap (a%\ -
-j- bs) : bl, wreszcie z réwnania sit mamy: X = —pl— A — B = —
— Nipl — V.PO’"4- 79 : Dalej z trzeciego réwnania: D = W24pa3d—
— sPa (a3+ A C— — Vs4Pai 4~ V8BPa (@3+ b* : 1. W ten sposéb
wyznaczyliSmy wszystkie niewiadome, mozemy przeto zbadaé¢ ksztait i bieg



N

) ie-
((::llaf pmreta Nac!i’to Jrat\f/v Cz/er%/N r%annaleezc punkty ?otrrzz g”?é"cr? Sérl?saz*'lt(a{icléﬂleej\
ounktarh ", bowiem zerowa warto$¢ momentu gnacego. Zatem w tych
Skadc-YIl Ta -/ - PXr7sfej potaci: A (/— Q@) + (/7 _ ’\yIO,

Ln k T72|:,TV Etll)/-er,é( ZB_(bj?L: } 4 aldaje Iacdrug eﬁ\}%o%ac y:
— (@ + b» :4W Nalezy przytem konlecznle sprawdzié¢, czy znalezione
wartosci odcietych czynig zado$¢ warunkom: | > @> b>1 > o0 Wa-
runki @ >b > J sa oczywiste, nalezy przeto jeno zbada¢, kiedv '/> C
i Q> o Zawsze mozemy zatozyé, ze b : 0= n< 1, w przeciwnym'bo-

Ztno$caz'e J/J, i - Ot,r,iCiI \80'" aby 0,r maé PO»y2«a za-
~ «(l+w). odstawiwszy ~w %ler sza

merownos$c wyzej zaznaczona, otrzymamy <7( -}-n) > ecm4- (1 -4-
r inaczej: 4 >1— «-J- «2 Otrzymana nier6wno$¢ wypetnia

sie zawsze przy wszelkiem n utamkowem dodatniem. Stagd wniosek ze
w wiekszej potaci istnieje zawsze punkt przegiecia odksztatconej Druei
powyzej wypisany warunek da nam an— (1 + rif a:4n(l -f«) >’
czyli 3 % -f-n 1> o Ten warunek wypetnia sie, gdy 1> n > i/ (—
— 1+ j/I3). Ostatecznie wiec punkty przegiecia istniejg dla obu przeset
wtedy jedynie, gdy « > b > W (~ 1-RT3) a; natomiast, gdy V6 (-

-f 113) « > £ >0, punkt przegiecia odksztatconej istnieje tylko dla wigk-
sz o przesta. Chcac dalej znalez¢ skrajne wartosci momentéw, piszemy

MfC’= ~ A —py —”"™ " o dla pierwszego przesta, skad G= I-\-A :p.
Po podstawieniu tej wartosci we wzér otrzymamy skrajng warto$¢ mo-
mentu pierwszej potaci M*= — A*-.2p. Dla potaci drugiej ~ =

N~ A~ ~ NN ~A=B+ P —oczllczl——B:p. Odnos$na
skrajna warto$¢ momentu wyniesie M, = — B2:2p. Moment odporowy
srodkowy otrzymamy, czynigc C= b we wzorze dla momentéw: M .=
— A (—b)+ I»p(l—b)= a{A-fV,/i)= iBp («»_|_"™») ./ 0Odnoény
wykres momentow i sit tnacych podaje rysunek. Godzi sie tu zaznaczyé

warto$é skrajna momentu ujemna M1 istnieje zawsze dla potaci wiek-

szej, druga za$ M, tylko o tyle, o ile a >b> 7« (- 1+ fT3)a, wprze-

ciwnym razie w potaci drugiej moment spltywa parabolicznie od Mx do
zera me przecinajagc podstawy wykresu. W szczeg6lnym wypadku ' gdy

2 Alapl i Mx j2p i, przyczem obie skrajne wartosci mo-
leZg ’\e|7czln|e w odle ’rosm Vi6 | Od srodkoalej pod-
p y, tutaj bowiem. 4= a nadto:

e rachunki nie naleza do Jfa'[wych. Trudnosu rosna wraz z liczba
podpér, to tez od dawna starano sie rachunek bezposredni omingc¢ spo-

wyjscia: N ' prowadzilcymi do cel”™ -~en z z ,ich bierze za p St

8 17. Zastosowanie zasady niezaleznosci dziatania sit do



obliczania belek wieloprzeslowych. WeZzmy pod uwage jakakolwiek
belke n przestowg, obcigzong ukladem sit pionowych. Skrajna prawa jej
podpora niech bedzie przegubowa, pozostate — rolkowe. Odrzuémy
wszystkie posrednie podpory X, Y, Z , .., a uczynimy pret statycznie
wyznaczalnym, bedziemy mogli przeto tatwo wyznaczy¢ rdéwnanie jego
odksztatconej iv zatozeniu statego poprzecznego przekroju belki.

Z tego rownania otrzymamy strzatki ugiecia belki w miejscach od-
rzuconych podpér. Nazwijmy je fx ,fy ,js , ... . Te strzatki odpowia-
dajg wygieciu preta pod jarzmem istotnie dziatajgcego obcigzenia sit pio-
nowych, cisngcych na belke, spoczywajgca jeno na skrajnych dwoch pod-
porach. Odcigzmy belke, i, po wyprostowaniu sie jej osi podtuznej, przy-

t6zmy w miejscu, gdzie byta dawniej podpora X — site X pionowa. Ta
sita ugnie pret ponownie, dajgc w miejscach, skad odrzuciliSmy podpory
odpowiednio strzatki ugiecia fXxXx, jyx , jsx , , ktére z tatwoscia

wyznaczymy z odno$nego roéwnania odksztatconej. Z kolei odrzucamy
site X i przyktadamy nowa site Y tam, gdzie uprzednio byla podpora Y.
1 znéw z odnosnego réwnania odksztalconej wyznaczymy strzatki Jxy ,
Jyy -Jsy e emew miejscach odrzuconych podpér. Te czynno$¢ powtarza-
my az do wyczerpania wszystkich posrednich punktéw dawnego podpar-
cia belki. Wreszcie po ostatniem odcigzeniu belki, przywracamy pierwot-
ne, rzeczywiste jej obcigzenie tacznie z sitami X, Y, Z , .. ., Kktoére
majg zastgpi¢ dziatanie odrzuconych podpér. To tgczne obcigzenie da
wypadkowe strzatki, ktore na mocy drugiego prawa Hooke’a oraz prawa
0 niezaleznem dziataniu sit stanowi¢ beda sumy fx -)-fxx -j-fxy -f-
fxz + eeee=t\/i-'fy + fyx + fyy + fyz + eeee _ A >fz + fzx +
+ fzy + fzz -H o= ee==/» i t. d. Zatem, aby dziatanie sit X, Y ,Z... ,
zastepujacych podpory odrzucone, byto istotne i zgodne z rzeczywistoscia,

nalezy otrzymaé¢ fx= /2= f3— ....= o0, belka bowiem ponad pod-
porami nie zmienia poziomu, jako podparta. Stowem, z ukladu réwnan
/i = o fn—wo, /, = 0 ... . trzeba wyznaczyé¢ ukiad wiasciwych war-
tosci X, Y, Z , .. Na tej prostej mysli polega caly sposdb powyzszy,

niestety jednak nader niewygodny przy wiekszej liczbie przeset.

W zastosowaniu do belki dwuprzestowej, wyzej rozpatrywanej, spo-
sOb ten opiera sie na odrzuceniu posredniej podpory. Obcigzenie belki
jednostajne da w miejscu podpory odrzuconej strzatke fx , ktérg tatwo

wyznaczymy, czynigc C= b we wzorze odksztatconej. W ustepie pigtym
tego rozdzialu mielismy wzér EJq — */nPbl"- — 24 Pb3  UYR2PbK -j-

V2izZ23 | —VRPb{l—C3:/)—4+%4P (b — OQ4: b. Poniewaz w da-

nym wypadku obcigzenie pokrywa catg belke, przeto nalezy we wzorze
napisa¢ wszedzie / zamiast b, co da Elx\= 74Pt (33— 2 /£2-f- 13. A za-
tem EJfx = V2pb (b3— 2 1lbs+ B = 1 pab (a2+ 3ab + b2. Z kolei
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obcigzamy belke sitg skupiong X, przytozong w odlegtosci C= b, a wiec
w miejscu odrzuconej podpory i wyznaczamy jej strzatke sity fxx ze wzo-
ru EJfxx = A<7Z22: 31, podanego w ustepie czwartym rozdziatu niniej-
szego. Dobierzmy X tak, aby fx -\-f xx = 0, a otrzymamy istotng war-
tos¢ odpory X, wszystkie trzy bowiem podpory preta winny by¢ na jed-
nym poziomie, a podczas wygiecia posrednia podpora obnizeniu nie uleg-
nie. Stad mamy: A = — V8p {a2-f 3ab -f b 1:ab= — »*fi — >/ p (a3 f
-(-i3 : ab. Te samag warto$¢ otrzymaliSmy uprzednio droga bezposrednia.

§ 18. Belka trojprzestowa. Wezmy pod uwage pret o statym
przekroju poprzecznym, wsparty na cztery podpory A, X, Y, B, uszere-
gowane poziomo. Ditugosci przeset oznaczamy odpowiednio przez a, X b,
przyczem cata ditugos¢ preta /= a -f- X-j- / dzwiga obcigzenie, dajmy na
to, jednostajne fi kg na jednostke diugosci. Roéwnania statyki dla skraj-
nej podpory prawej bedg: A A-X A- Y+ B + pi= 0. AlA-A (X-fA)+

~b  U2pl2— 0. Z nich wyznaczymy A i B w zaleznosci od sta-
tycznie niewyznaczalnych X, Y. Trzeciego roOwnania nie wypisujemy,
zakladamy bowiem ze prawa podpora B jest przegubowa a pozostate —
— rolkowe. Jedyng zatem sitg poziomag bedzie tu odpdér H skrajnej pod-
pory prawej. "W zatozeniu sit wylgcznie pionowych H —o0. Chcac wy-
znaczy¢ X, Y, odrzucamy obie podpory posrednie i zaktadamy, ze pret,
~jak dawniej, ulega obcigzeniu jednostajnemu, ktore daje strzatki fx i fy
w miejscach, gdzie byty podpory X i Y. Czynigc C= b-j- Xoraz c— b
w odnosnym wzorze odksztatconej, otrzymamy: EJfx — 1/2i pa (b -f-
+ ty W+ 3a(@+ X-f {b+ X)2 oraz EJfy = Yupb {a-f X [(a-f- X)2-f-
-I-3b{a X -)-b3. Z kolei zaktadamy, ze belka obcigzona jest sitg X,
przytozong w miejscu odrzuconej podpory X i wyznaczamy strzatke tej
sity EJfixx — XaZ(b X)2: 31, oraz strzatke Jyx ugiecia preta w miejscu
odrzuconej podpory Y. W ustepie czwartym rozdziatu niniejszego mie-
lismy wzér EJ\ — 7g Pb (J2— b2) — tBPb (/22— b)) C: /— 7c Pb (/ —

|
— O3:/|-f-7CP {b — O3 Aby go dostosowa¢ do wypadku obecnego,

nalezy uczyni¢ P — X, b= I-\-b oraz Z=b, a wtedy 6IEJfyx—
= Xab [X2-)- 2 b\ -f- 2a\ -f- 2 ab], Z kolei po raz ostatni zaktadamy, ze
belka obcigzona jest sitg skupiong Y, przylozong w miejscu odrzuconej
podpory Y, i okre$lamy strzatke tej sity E Jfyy— Y(a~\-\)2b2: 3/ oraz
strzatke ugiecia fxy belki ponad odrzucong' podporg A. W tym celu
w rownaniu odksztatconej, powyzej wypisanem, czynimy P = Y oraz
C= A—{X Odrzuciwszy wyraz poza kreska, otrzymamy: 6 IEJfxy —
— Yab (X2-]- 2 ab -\- 2 a\ -j- 2 bX). W istocie wszystkie te trzy obcigzenia
dziatajg réwnoczes$nie, sity bowiem X, Y majg zastgpi¢ dziatanie podpor.
W obec zupetnej nieruchomosci podp6r posrednich, nalezy niewatpliwie
uczyni¢ fx + fxx fxy= o, fy + fyx 4-fyy = 0. Te dwa réwnania
linjowe wzgledem X, Y pozwola wyznaczy¢é brakujgce odpory.

W szczegblnym wypadku, gdy a—\= b= 73/ bedziemy mieli
fx = fy= nl*n P1' mEJ, fxx= V2B A73: EJ, fyx= Ji® A73: EJ,
fyy = *is4s ~"I3WE ] oraz fxy — 7480 y/5: EJ. Dodajac odno$ne strzakki,
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otrzymamy po skroceniu przez Is: 972 EJ réwnania \\ Ip-\-\& X-\-
14Y— 1 p+ 16 y -)- 14 X — 0. Stad bezposrednio X = Y — — nskolp.
Nadto z réwnan statyki mamy: A — B — — *I& Ip. W ten spos6b za-
gadnienie sprowadza sie do dziedziny znanej. Tylko co rozpatrywany
wypadek jest juz daleko bardziej ztozony: trudnosci rosng wraz z liczbg
podp6r posrednich. Nalezy przeto pozna¢ sposoby, nie posiadajgce tej
wady. W tym celu ustalimy przedewszystkiem:

\ § 19. Prawo znakowania wzoru dla giecia witasciwego
ptaskiego. Wybér znaku we wzorze przyblizonym: =+ EJ\" == M za-
lezy niewatpliwie od potozenia statych osi, ktére zazwyczaj prowadzimy
ze skrajnej prawej podpory B, kierujgc 0§ Z?C na lewo po osi pierwot-
nej preta, o§ Ba w dot, a B ~ ~ ku patrzacemu. Nadto znak wzoru zale-
zy niewatpliwie od kierunku sprowadzania sit gnacych do Srodkéw prze-
krojow poprzecznych. Zazwyczaj rozpoczynamy od skrajnego lewego
przekroju preta, idgc poprzez wszystkie przekroje dalsze— ku skrajnemu
prawemu. Kolejno przytem uwzgledniamy sity gnace, spotykane po dro-
dze, sprowadzamy bowiem do s$rodka kazdego przekroju poprzecznego
kazdorazowo tylko lewy uktad sit gnacych. Sity gnace i odpory dodat-
nie, a wiec jednokierunkowe z osig Bij, bo skierowane w dot, przy spro-»
wadzeniu do $rodka przekroju na prawo od nich lezacego — dajg mo-
menty lewoskretne, przeciwko strzatce zegara dla patrzacego; natomiast
sity i odpory ujemne, a wiec skierowane odwrotnie, dajg momenty pra-
woskretne, zgodne ze strzalkg zegara pod wzgledem kierunku odnosnej
pary obrotowej. Kazdy moment prawoskretny wygina ku gorze lewa
cze$¢ preta, poza przekrojem sprowadzenia lezacg, — lewoskretny stara
sie nachyli¢ jag ku dotowi. Zatem — moment prawoskretny wygina pret
wypuktoscia do dotu a wklestosciag ku gdrze, o ile powstat ze sprowa-
dzenia uktadu sit gnacych lewego w stosunku do przekroju rozpatrywa-
nego. Gdy s$rodek tego przekroju lezy pod osig B C wtedy w sgsiedz-
twie Srodka spoétrzedne odksztatconej sg dodatnie, a odksztatcona—obroé-
cona wklestoscig ku osi B i. Musi by¢ przeto rp{" < o, czyli t{* < o,
poniewaz tutaj N> 0. Gdy znowu $érodek przekroju sprowadzenia lezy
ponad osig B C— odksztatcona wzgledem tej osi jest wypukia, musi by¢
przeto iff" > 0. Tu jednak rzedne t; sg ujemne, zatem i w tym wypadku
mamy réwniez { < 0. Ujemna warto$¢ r{° odpowiada momentom pra-
woskretnym. Rozumujgc zupetnie tak samo z latwoscig przekonamy sie,
ze dodatnia warto$¢ V)" odpowiada momentom lewoskretnym. Istotnie,
gdy S$rodek sprowadzenia lezy pod osig B i, odksztatcona jest wypukto-
§cig zwrocona ku osi, musi by¢ przeto rp" > o, skad, wobec >0 mamy
mf'> 0. Gdy znowu S$rodek lezy nad osig B i, odksztalcona zwraca sie
ku niej wklestoscig, a zatem musi byé¢ ip{"<o, czyli znéw r" > 0 waobec
V< 0. Stad wniosek ostateczny, ze wzor EJr;"" = M dotyczy momentu
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lewoskratnego, wzor zas: — EJr{" — M — prawoskretnego, wszelki bowiem
moment znakujemy dodatnio wediug uwowy.

Wezmy (Rys. 41) jednorodnie zbudowany pret pierwotnie prosty,
odksztatcony pod jarzmem ukiadu sit gnagcych, prostopadtych do osi

pierwotnej preta B C. Na odksztatconej obierzmy dowol- p pp

ny zresztg punkt o(C, tj) — $rodek odnos$nego przekroju r —<
poprzecznego. Piaszczyzna tego przekroju podzieli obcia- p

zenie zewnetrzne na dwa uktady — lewy i prawy. Sity '

i odpory uktadu lewego oznaczymy przez Pt (i— 1, 2... w). Rys 41 _

Po sprowadzeniu tego ukitadu do $rodka o0 otrzymamy

wypadkowsa site tnacg T = -Pj, rdéwnag algebraicznej sumie poszczeg6l-
nych sit Pi. Znak sumy da kierunek sily tngcej. Dodatnia bedzie skie-
rowana w dot, ujemna — do goéry. Nadto kazda z sit uktadu, po spro-
wadzeniu da moment Mj = Pj (C-— 1), gdzie Z oznacza odcieta punk-
tu przytozenia sity P,. Dla sit lewego ukladu G > C, przeto znak Mt
zalezy od znaku sity P Ujemnag warto$¢ da sita ujemna, zatem wartos¢
ujemna iloczynu P {(£i — Q daje moment prawoskretny, jako pochodza-
cy od sity, skierowanej ku gérze. Dodatnia warto$¢ tego iioczynu da
moment lewoskretny — sity P,-, dodatniej, bo skierowanej w dét. Mo-
ment wypadkowy M — IMj = (C- — O, rozpatrywany, jako alge-
braiczna suma momentéw wszystkich sit Pi (i— 1, 2 , . . . n), bedzie
miat warto$¢ dodatnig, lub ujemna. Dodatniej odpowie moment lewo-
skretny, ujemnej—prawoskretny. Mozemy zatem napisa¢ wprost EJ-r’=M,
pomijajagc znak podwojny w lewej czesci wzoru, jako zbyteczny, bo uta-
jony w jego czesci prawej.

Przy wyznaczaniu momentu sit gnacyth lezvej czesci prrta nalezy za-
chowac zulasciwy znak sity gnacej i mnozy¢jg przez odlegto$¢ od Srodka
sprowadzenia. Dodajgc algebraicznie otrzymane iloczyny, otrzymamy mo-
ment wypadkowy, rowny EJr".

To prawo obejmuje réwniez wypadek szczegélny, kiedy ws$réd ob-
cigzen ukiladu lewego znajdujg sie momenty, mozemy bowiem zawsze
kazdy moment obcigzenia zewnetrznego roztozy¢ na odpowiednig pare
sit pionowych. Pozwala ono nadto ustali¢:

§ 20., Zalezno$¢ miedzy sitg tngcg a momentem gnacym
przekrxrju. Wezmy pod uwage belke wygietg ptasko pod jarzmem ob-
cigzenia, lezacego w ptaszczyZnie giecia pionowej. Kierunek sprowadza-
nia sit gnacych niech bedzie taki, jak poprzednio: od skrajnego lewego
przekroju poprzecznego preta do skrajnego prawego. Kolejno zatem roz-
patrujemy przekroje preta poprzeczne. Ich ptaszczyzny kazdorazowo dzie-
la obcigzenie zewnetrzne na dwa uktady — sit gngcych prawych i le-
wych. Do Srodka kazdego przekroju sprowadzamy zawsze tylko sity
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gnace lewego uktadu. Te sity daja wypadkowa site tngca, lezaca w ptasz-
czyznie giecia, oraz — moment gnacy, prostopadty do tej ptaszczyzny.
Oznaczmy przez O $rodek ktdregokolwiek przekroju, przez F i M — je-
go site tnacg i moment — wypadkowe lewego uktadu sit odksztatcajgcych.
W Kierunku sprowadzenia sit, a wiec nieco dalej na prawo od O wyzna-
czamy sasiedni punkt Ol na odksztatconej, znikomo o d'C odlegty od O
i zaktadamy, ze na przestrzeni 001 nie dziata zadna sita skupiona, nato-
miast w samym punkcie moze panowac sita Fnrlf pierwsza zwia-
stunka uktadu odksztatcajgcego prawego. tatwo uczyni¢ zados$é temu
warunkowi, biorgc 00 1 dostatecznie mate. Stowem wolno nam zblizy¢ sie
do punktu przytozenia sity P,,”, lecz nie przekroczy¢ go nigdy! Ponie-
waz z zatozenia w odcinku OOl nie dziata zadna sita gnaca, przeto po
sprowadzeniu ukladu lewego sit gnacych do $rodka O{, otrzymamy mo-
ment wypadkowy Mx= M -f- T d tatwo sie o tem przekonaé, zwa-
zywszy, ze uklad lewy po sprowadzeniu do $rodka O zastgpiony zostat
wypadkowemi M i 7. Zatem przy sprowadzeniu do $rodka 01 mozemy
bra¢ pod uwage jeno te wypadkowe. Moment M, jako wektor swobod-
ny, moze by¢ wprost przeniesiony w O,; sita tngca T po przeniesieniu
do 01 da takg sama site tnaca oraz dodatkowy moment Td'C, ktéry, wraz
z M da wypadkowy moment M1. Bedzie on nieco rézny od M, jak to
wynika ze wzoru tylko co wypisanego, mozemy przeto oznaczy¢ =
— M -\-dM, a wtedy dM =Td”. Ten sam wynik otrzymamy réwniez
i w tym wypadku, gdy nadto ponad odcinkiem OOx odksztatconej panu-
je obcigzenie jednostkowe p kg na jednostke diugosci. Tutaj przy przej-
sciu od O do Oj moment M jeszcze dodatkowo wzrosnie o ZJrfCX16 N>
bedziemy mieli przeto dM — T d Z /2pd¥. Pomijajac wyzszego rzedu
mate, mamy stad, jak dawniej dM = TdC. Elementarny przyrost mo-
mentu gnacego przy przejsciu od danego przekroju poprzecznego do sg-
siedniego w kierunku sprowadzania momentéw roéwny jest sile tngcej owe-
go przekroju, pomnozonej przez odlegto$¢ obu przekrojéw, mierzong w tym
samym Kkierunku. Inaczej jeszcze T=dM \ dii, co zresztg istoty rzeczy
nie zmienia.

W powyzej rozpatrywanym wypadku (Rys. 41) belki wygietej ptasko
pod jarzmem sit pionowych mieliSmy dla Srodka O (Z, rj) site tnacg T =

--P i i moment gnagcy M = 'iPj (- — O, wypadkowe sprowadzenia le-
wego uktadu sit Pj z=1,2,.. n). Wezmy w kierunku sprowadzenia
sit, a wiec nieco dalej na prawo $rodek Ox(Ct, vj,) sasiedniego przekroju
na odksztatconej. Poniewaz G — $= — rfC, jak to zreszta najlepiej wi-

da¢ z rysunku, przeto powinniémy mieé¢ dla danego wypadku dM = —
— Tdt. na mocy twierdzenia powyzszego. Sprawdza sie to istotnie, ma-
my bowiem dM = d%P; (E me—¢c) = — ,dt, = — TdC.

W ogélnym wypadku mamy, catkujagc: M = f TdZ -\- C, mozemy



przeto wyznaczy¢ wartosci momentéw gnacych, gdy znamy sity tnace
przekrojow poprzecznych. Najlepiej to uskuteczni¢ wykresinie.

Gdy T—o, wtedy i dM = o0 zatem: Skrajne warto$ci momentow
gnacych panujg w przekrojach preta ptasko wyginanego, gdzie sita
tngca ma warto$¢ rowng zeru. Tem sie ttumaczy, dlaczego skrajne war-
tosci wykresu momentéw zachodzg w miejscach przeciecia sie krzywej
wykresu sit tngcych z podstawg. Dos$¢ jest przejrzeé powyzej podane
rysunki, aby sie o tem przekona¢ naocznie.

§ 21. Zalezno$¢ miedzy obcigzeniem jednostkowein a silg
tnacg przekroju. Zachowujac znakowania ustepu poprzedniego, zakta-
damy, ze sity skupione prawego ukiadu dziatajg poza Srodkiem Ox, na-
tomiast odcinek odksztatconej OOx dZzwiga obcigzenie jednostkowe p kg
na jednostke diugosci pierwotnej preta. Oznaczmy, jak dawniej przez T
— site tngca, panujacg w O, przez Tx, site tngcg w Ov Poniewaz z za-
tozenia w odcinku OOXx niema sit skupionych, przeto po sprowadzeniu
lewego ukiadu sit do S$rodka Ox, otrzymamy wypadkowg sile tnaca
Tx— T-j-pd'Z. Z tego rbéwnania wynika, ze sita tnaca nieco si¢ zmie-
nia przy przejsciu od O do OXx, mozemy przeto oznaczy¢ Tx— T-\-dT,
a wtedy dT —pdElementarny przyrost sity tnacej przy przejsciu od
danego przekroju poprzecznego do sasiedniego iv kierunku sprowadzania
sit, rowny jest obcigzeniu jednostkowemu, panujacemu ponad owym prze-
krojeni, mnozonemu przez odlegtos¢ obu przekrojéwt mierzong w tym sa-
mym kierunku. | tu réwniez mozna napisa¢é p —dT : d-> Catkujac,
mamy T —fpd C-(- D, mozemy przeto wyznaczy¢ wartosci sit tnacych,
gdy znamy obcigzenia jednostkowe, panujgce w poszczegdlnych przekro-
jach preta. | tu najlepiej uskuteczni¢ rachunek wykre$lnie, catkujgc wy-
kres obcigzenia p. Gdy p — 0, wtedy i dT = 0, a zatem: Skrajne war- .
tosci sit tnacych panujg w przekrojach poprzecznych preta ptasko zginane-
go, pozbawionych obcigzenia jednostkowego. Tem sie objasnia, dlaczego
obciazeniom skupionym odpowiada tamana krzywa wykresu sit tnacych.
tatwo sie o tem przekonaé rozpatrujgc podane wyzej rysunki.

§ 22. Roéwnania rézniczkowe odksztatconej. Korzystajac z po-
wyzej udowodnionych zaleznosci mozemy ustali¢ kilka postaci réwnania
ré6zniczkowego odksztatconej w zatozeniu preta o statym przekroju po-
przecznym. Wyznaczmy rownanie odksztatconej preta ptasko zginanego.
Bedzie to \j = f, gdzie / oznacza strzatke ugiecia, a zarazem moze stu-
zy¢, jako znak funkcji zmiennej C. Ta funkcja stanowi rdéwnanie od-
ksztatconej. Umiemy jg wyznacza¢ dla wszelkich obcigzen gnacych. Za-
tem: rzedna odksztalconej daje strzatke ugiecia preta ptasko zginanego
iv odnosSnym przekroju poprzecznym. Rézniczkujgc, otrzymamy bezposred-



nio |{— df : d Q— tg 6 00 6, gdzie przez 6 oznaczyliSmy kat, jaki tworzy
z pierwotng osig preta styczna odksztatconej, poprowadzona przez $rodek
danego przekroju poprzecznego. Zatem: pierwsza pochodna rzednej od-
ksztatconej daje kat pochylenia osi pierwotnej preta ku stycznej odksztat-
conej, poprozvadzonej przez $rodek odnosnego przekroju poprzecznego. Go-
dzi sie tu zaznaczyé, ze ma to miejsce jedynie dla wygie¢ nieznacznych,
wtedy bowiem mozemy bezkarnie poming¢ znak tangens’a, piszac wprost
i 00 8. Nastepnie mamy wzoér zasadniczy giecia plaskiego r(* — M \E]J,
ktéry gtosi, ze: druga pochodna rzednej odksztatconej daje moment odnos-
nego przekroju poprzecznego, dzielony przez sztyzvnos$¢ preta w tym prze-
kroju. Dla preta o przekroju statym bedziemy mieli dalej ré6zniczkujac:
{"—dM :(EJdQ = T .EJ. Zatem: trzecia pochodna rzednej odksztal-
conej daje site tngcag odnosnego przekroju poprzecznego, dzielong przez
sztyzono$¢ preta zu tym przekroju. Podobniez otrzymamy [ = dT :
: (EJdty —p : EJ, skad wnioskujemy, ze: czwarta pochodna rzednej od-
ksztatconej daje obcigzenie jednostkozve, panujgce w odnoSnym przekroju
poprzecznym, dzielone przez sztyzmio$¢ preta w tym przekroju. W ten spo-
s6b otrzymalisSmy caly szereg réwnan dla rzednych odksztatconej oraz
ich pierwszych czterech pochodnych. Ostatnie dwa rdéwnania dotyczg
preta o statym przekroju. Sa to réwniez réwnania rozniczkowe odksztat-
conej. Rzadko je stosujemy, poniewaz nie sa wygodne, jako rdéwnania
wyzszego rzedu. Zazwyczaj korzystamy jeno z trzeciego rOwnania tj" =
= M : EJ. Daje ono najmniejszg liczbe statych catkowania.

Przepiszmy jeszcze raz réwnania powyzsze w postaci: EJt\ — EJf,

EJt{ = BEJQ, EJ<" — M, EJt"" — T, EJr{"' = p. Ostatnie — daje sie
zawsze otrzyma¢ bezposrednio, zawiera bowiem obcigzenie jednostkowe
p — zasadniczg dang wszelkiego wytrzymatoSciowego zagadnienia. Za-

zwyczaj wyznaczamy p w postaci wykresu o podstawie réwnolegtej do
pierwotnej osi preta. Pionowe rzedne, poprowadzone ponad odno$nymi
przekrojami poprzecznymi dadza wartosci obcigzehh miejscowych. Dodajac
te rzedne wykresu w kierunku sprowadzania sit, otrzymamy sity tngce dla
poszczegllnych przekrojow preta. Uszeregowane pionowo we wiasciwym
porzadku utworzg one wykres sit tngcych T. Dodajac z kolei rzedne
tego wykresu w tym samym Kierunku, otrzymamy momenty dla poszcze-
goélnych przekrojow, a zarazem bedziemy mogli zbudowaé wykres mo-
mentéw gngacych M dla catego preta. Umiemy zatem z wykresu p otrzy-
maé T, a z wykresu T — wyznaczy¢ M dla tego samego przekroju po-
przecznego. Powtérzmy te same dziatania, biorgc wykres M miasto wy-
kresu p, a otrzymamy EJ 6 zamiast T, oraz E Jf miasto M. tatwo sie
o tem przekonaé, biorac pod uzuage poprzednio wypisane réwnania. Dla
preta o przekroju stalym tak samo rdzniczkujgc otrzymamy EJ6 z EJf,
jak T z M, tak samo dostaniemy M z EJ*), jak p z T. Na odwrot z p
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otrzymamy T i M zupetnie tak samo, jak z M - EJ6 i EJj. Na tych
prostych wywodach opiera sie:

§ N3. Spos6b rachunkowo wykreslny wyznaczania strzatek
i katow pochylenia stycznych odksztatconej. WeZzmy pod uwage
belke, wygietg ptasko pod jarzmem obcigzenia zewnetrznego. Zbudujmy
odnosny wykres momentéw gnacych M i wyobrazmy sobie nowa belke
tej samej diugosci, dzwigajaca obcigzenie jednostkowe pw kg na jednost-
ke dtugosci, zmieniajace sie $cisle podtug wykresu momentow M. Sto-
wem, zamiast preta istotnego bierzemy pod uwage tej samej diugosci
pret wyobrazalny, dZzwigajacy obcigzenie jednostkowe pw = M. Wyznacz-
my dla tego obcigzenia wykresy sit tnacych Tw i momentéw gnacych
Mw. W mys$l wnioskéw powyzej udowodnionych rzedne wykresu pierw-
szego dadza odnosne wartoéci E JO a rzedne wykresu drugiego — war-
tosci EJf. Ta droga otrzymamy strzatki ugiecia preta rzeczywistego
oraz katy pochylenia ku jego osi pierwotnej — stycznych odksztatconej,
stowem — wyznaczymy wygiecie preta rzeczywistego.

Pewne trudnosci nastrecza tutaj nalezyte okreslenie typu podpor
preta wyobrazalnego, nie jest to bowiem zwykta belka, a raczej twor
pomocniczy, ciato statle, podlegte swoistej statyce. Jego podporom przy-
pisujemy witasno$¢ wzbudzania odporéow pionowych i momentéw odporo-
wych. Odpory poziome pomijamy wobec zupetnego braku obcigzen po-
ziomych. Pret wyobrazalny opieramy zawsze tylko koncami obustronnie,
lub jednostronnie, zatem odpory pionowe moga nan dziata¢ jedynie
w skrajnych przekrojach poprzecznych. Przytozone gdzieindziej powodo-
watyby przerwe ciggtosci wykresu Tw. Odksztalcona miataby przeto
punkt osobliwy o dwdéch réznych stycznych, co jest zgota wykluczone
dla preta rzeczywistego, jako ze wtedy powitoki odnosnej ptytki musiaty-
by sie przecig¢ — wniknag¢ w siebie wzajemnie.

Odpory pionowe rownowazg sity obcigzenia pionowego. Warunek
ten stanowi istote rownania sit pionowych, pierwszego réwnania statyki
dla preta wyobrazalnego. Drugie réwnanie—sit poziomych odpada, pozo-
staje zatem rownanie momentéw. To rownanie w zastosowaniu do preta
wyobrazalnego moze by¢ wypisane tylko dla pewnych punktéw. Wiemy,
ze Mw daje warto$¢ EJj. Ponad podporami preta rzeczywistego f = o,
przeto w odnos$nych punktach preta wyobrazalnego panowaé winna zero-
wa warto$¢ momentu Mw. lle wiec podpdr dzZwiga pret rzeczywisty,
tyle mozemy réwnan momentéw wypisa¢ dla preta wyobrazalnego. Z nich
wyznaczymy niewiadome odpory i momenty odporowe. Poza tem wiemy,
ze Tw daje wartos¢ EJ6. Dla przekrojéw preta rzeczywistego zamoco-
wanych: 0= o, zatem w odno$nych punktach preta wyobrazalnego pano-



waé winna zerowa wartos$¢ sity tngcej Tw. Na mocy rozwazan powyz-
szych mozemy usiali¢ nastepujgce prawa ogolne:

v podpartym skrajnym przekroju preta zcyobrazalnego panuje od:
pér pionowy i moment odporozvy, gdy odpowiedni koniec preta rzeczywi-
stego nie jest podparty.

W podpartym skrajnym przekroju preta wyobraza/nego panuje jeno
odpér pionowy, gdy odpowiedni koniec preta rzeczywistego spoczywa na
podporze rolkowej, lub przegubowe;j.

Skrajny przekrdj preta wyobrazalnego nie jest podparty, gdy odpo-
wiedni koniec preta rzeczywistego jest zamocowany. Przykitady najlepiej
wyjasnig istote rzeczy.

§ 24. Pret osadzony jednostronnie. W zalozeniu sity skupio-
nej P, dzialajagcej w skrajnym przekroju swobodnym preta otrzymamy
wykres momentéw gngcych M w postaci (Rys. 42) trdjkata prostokatnego,

w ktérym podstawa réwna / a wysoko$¢—druga przy-

prostokatna réwna jest Pl. W danym wypadku wobec

zamocowania prawego konca preta rzeczywistego, pret

wyobrazalny moze mie¢ tylko jedna podpore lewa.

Siedliskuje w niej odp6r pionowy B i moment odpo-
1 rowy Mg Roéwnanie sit pionowych bedzie:

A B -)-1Y2PP = 0. Stad: B — — t2P | Réwnanie mo-
mentow, wypisane dla skrajnego prawego przekroju da
Rys. 42. nam: -f- Bl + %« PP = Stad MB = Vi PP.

Oznaczmy przez / koncowa strzatke preta rzeczywiste-
go, przez 6 — kat nachylenia ku osi B i skrajnej stycznej odksztatconej.
Na mocy powyzej wytozonej teorji 6= — B :EJ— V2PP =EJ, f =
=MB :EJ= V, PP BEJ. Te same wzory otrzymaliSmy w § 4. Zmie-
niliSmy wyzej znak u i? na odwrotny. Konieczno$¢ tej zamiany narzu-
ca sie w danym wypadku, poniewaz kierunki sprowadzania sit i wzrostu
odcietych C sg sprzeczne, nalezy przeto wzory podstawowe wypisa¢ w po-
staci EJg" = M, EJr("= dM : (— dl)= — 7] EJc{""={—dT) : (—</E)=
— p, poniewaz dM i dC dT i dC sg znakéw odwrotnych. Ta uwaga
dotyczy rowniez i nastepnych przykiadéw. Wyznaczmy w dalszym ciggu
site tngcg Tw, panujgcg w przekroju O, gdziekolwiek na precie wyobra-
zalnym. Odnosny $rodek przekroju preta rzeczywistego bedzie miat

spOtrzedne ? i 7. Zatem Tw= B -)-'2(/—9 X Om= — 72PP +
-f- V2P (I — 92 poniewaz Om — Pl (/— i) : / Inaczej jeszcze Tw= —
—p :(/— V¥,0= — EJ{. Z kolei wyznaczamy dla tego samego prze-

krou MW— MB-\-B (/— 9 + X2P (/— ")2X V, (/— ') = Vs

—y2p/2(/—i)+ W (*—:)s= VN2 (*—'f«9 = N e T» sam0
mieliSmy w § 4. Zal6zmy teraz, iz miasto sity P w kohcowym przekro-
ju preta rzeczywistego dziala moment gnacy ., a otrzymamy wykres mo-
mentéw w postaci prostokata o podstawie réwnej | i wysokosci j. Pro-
stokat lezy na precie wyobrazalnym, ktéry i w danym wypadku bedzie
iniat tylko lewa podpore B. Réwnanie sit daje: B-\-\U—o0, skad P = —iU.
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Nadto z réwnania momentéw: MB -\-Bl A - = 0 otrzymamy

— V2 []-IZ Zachowujac poprzednie znakowania mozemy napisa¢é 0= —
— rwB :EJ= [ii:EJ,f=M B:EJ= /2«2 :EJ, a nadto T7i= —

— ~bf —) — — EJi\ oraz +B (/—=+4
+ V.0(/- ")2= xRV- =
Sprawdzmy to bezposrednio, catkujac roéwnanie giecia EJ\" = |.

Daje ono A/yj'= C—4-£, Elg = D Ci-j- ¥3j.i2 W obec osadze-
nia preta y= /= o dla »= o, a zatem C= D — O, skad Z/rj' = }i,
AA = ‘/fal’2 jak wyzej.

§ 25. Belka jednoprzestowa, obcigzona momentem gnacym
ponad podporg. Belke poziomg opartag na prawej przegubowej i lewej
rolkowej podporze (Rys. 43) obcigzono momentem gnacym w skrajnym
podpartym przekroju prawym. Obcigzenie to da odpo-
ry pionowe Ani BO, czynigce zado$¢ réwnaniom sta-
tyki AO-f-B0O= o, Aal -f- p= 0. Stad AQO= — J: |,

Z0= (. : / W odlegtosci Cod poczatku spo6trzednych

obieramy przekr6j poprzeczny i sprowadzamy do jego

srodka odpore A0 Da ona moment gngcy M = —

— ji(/ — i) : /. Wykres momentéw M bedzie mial po- Rys. 43.

sta¢ trojkata ABb, przyczem AB—I, Bb — — [.. Troj-

kat spoczywa na precie wyobrazalnym, podpartym w A i B. tatwo wy-
znaczymy odpory pionowe preta wyobrazalnego, piszgc réwnanie sik;
A -f-B — *2N= 0 i momentéw dla punktu A lub B. Dla B bedziemy
mieli Al — *2& X V8/— 0, skad: A = 18\J B = /3P Zatem Tw=

A-V3(/— i) X Om= W li — V2~ — "2: A poniewaz Ow = —

— ji(/— Q:/ Inaczej jeszcze Tw— V6 — 2~ (/— Q2: /= — ZT/t/.
Czynigc w tym wzorze kolejno C=7 i i= o, znaJdZ|em% pochylenie
skrajnych stycznych odksztatconej — — 6jj7: E]J 3y/: EJ. Da-
lej mamy: =n4 (f— G — 125 (1 — t)* : /X 1k (| — --) = UM(—")—
— KkH({/- Qs: /= 7,~2” V. [}l <~ (* - ' f= Te same
wzory mozemy otrzymac bezposrednio, catkujac rownanle EJt\"~ AQO(—
— 9 — —lL{m—i)ml- Dla preta o statym przekroju bedziemy mieli
EJt{= C+ V,n(/- i)2:/, EIn= D+ CC- W/~ 93:/ W da-
nym wypadku = o, gdy i= I, lub i—o0. Stad D-\-Cl= o, D —
— >0 = 0, co daje D= Vc K2 C= — V4|« Podstawiajac te war-

tosci, odnajdziemy poprzednio otrzymane wzory.

§ 26. Belka jednoprzestowa, obcigzona si-
tag skupiong. W wypadku obcigzenia sitg skupiong
wewnetrzng P, otrzymamy (Rys. 44) dla tej samej
belki wykres w postaci tréjkata ABD, lezacego na
precie wyobrazalnym. tatwo wyznaczymy oba jego
odpory, nazywajac przez a odlegtos¢ osi sity P od
lewej podpory, przez b — od prawej. W tem zato-
zeniu wysokos¢ trojkata H = CD = — Pab : I, gdzie
I = a -f- b. Roéwnania statyki, wypisane dla prawego
korica preta wyobrazalnego dadza:



A-\-B-\-xi HI = A\ B —WPab—o0 A! V2Ha{b-(- sa) V2P~ X
X 2ib— Al — V2Pab {ab -f- +6a2-]- 260> \ I — 0. Stad bezposrednio
A= V6Pa¢ («+ 2A) :/m=V, Pb (Il — B (/+ A :/= V6PE (/2—i2 :/

Na mocy symetryi liter B — V9Pa (/2— «2 : |, a przeto dla lewej potaci
wykresu, w odcinku a, bedziemy mieli Tw=A -\-li (I— i) X O0.mx—
= »,P*(/2- ~ |- V,P6 ((/— {)»:/m=— P/r/, N(//— O+

+ V(- 9x 0N X (/- Q= V,Pb (/262 (/— Q:/-V,Pb (/-
— O3: /= p/yj, tutaj bowiem OIml—H (/—f :a— —Pb (i— Q : /
To samo mieliSmy w § 4 niniejszego rozdzialu. Dla drugiej potaci, w od-
cinku b, mamy: — Tw—B -f- V2CX 02n2 — V6Pa (/2 — a2 : /—
-V,P«C:/= P/V, - ~ = P<+ %'X 0,m2X V,C= WPa (/2-

—adi:/— VePa G:/= VWPa C(/2— «2— @ ; /= p p , tutaj bowiem
02m2= HC:b— — Pa £:/ Znak ujemny przed i jest tu ko-

nieczny, zmieniamy bowiem Kkierunek sprowadzania sit na odwrotny. Te
same wzory, cho¢ w innej nieco postaci mieliSmy juz w § 4.

Z kolei rozpatrujemy obcigzenie skupiong sitg P, zewnetrzng. Wy-
kres momentéw bedzie miat ksztalt zupetnie podobny, rézni¢ sie jeno be-
dzie wartoscia H. Oznaczmy przez | odlegto$¢ pomiedzy podporami pre-
ta rzeczywistego A" i O, przez a odlegto$¢ punktu przytozenia sity P
od osi prawej podpory. RoOwnania statyki, wypisane dla prawego skraj-
nego przekroju preta rzeczywistego, dadzg A'-(- C'-j- P = o, A" (I-j~
-)-«) + C'a= 0. Stagd: A’— Pa : I, C— —P (/-{-a) :1, a przeto
H = A'l —Pa. Z kolei wyznaczymy odpory A, B oraz moment odpo-
rowy Mb preta wyobrazalnego. Roéwnanie sit pionowych da nam A -j-
-f-B -]- V, Pa (a /) = 0, nadto, poniewaz Mwc = o0, przeto dla tego
punktu mozemy wypisa¢ réwnanie momentéw w postaci Al -j- V2HI X
X x3/= 0, skad A = — V6Pal. Nadto z réwnania sit pionowych B —
= — VsPa/ — V2Pa2 Réwnanie momentéw dla punktu P da: A (/-(-
+ a)+ V,P/(a+ V, N+ % PaX % skad M g= V, Pa2(/+«).
Dla lewej potaci wykresu, w odcinku |, bedziemy mieli, umieszczajac
poczatek statej osi P'C w prawym konhcu preta wyobrazalnego: Tw—A\-
+ Vi(/+ «- 9 X OiWi= - V6P«/ + V2Pa(/+ a- Q2:/= - EIJf{.
Mw — A (/-)-a —'O-) V2(/-j-a— i) X X % (-j-a—t)= —
— VgPa/ (/-f-a— CH-V6Pa (/-]-a — O3 ; |.=EJt\ tutaj bowiem
— Pa (/-f-a— £ : / Te same wzory, choé¢ w innej nieco postaci, mie-
liSmy juz w 8§ 6 niniejszego rozdziatu. Dla drugiej potaci, w odcinku a,
mamy: — Tw= B + V2CX 0,w2= — V,Pal— V2Pa2+ V2P Q=P//j,
— N P C+ V2i X 0»722X xAsi= 7SPa2(/+ a)- V,P«/ C-
— 72P"2’+ V6P ~= Pp, tu bowiem 02n2==PaC:a= P C 1 tu
znak ujemny przed 77 i jest konieczny, zmieniliSmy bowiem Kkieru-

nek sprowadzania sit. Wzory powyzsze ré6znig sie tylko ksztaltem od
wzoréw 8§ 6. Sg przytem znacznie prostsze.

§ 27. Belka dwuprzestowa, obcigzona sitg skupiong. Roz-
pieto$¢ lewego przesta (Rys. 45) oznaczamy przez a, prawego przez b.
Prawa podpora niech bedzie przegubowa, lewa i $rodkowa — rolkowe.

W odlegtoséci ¢ od prawej podpory i d od lewej dziata na belke sita sku-



piona P. Odrzu¢my podpore $rodkowa i na jej miejsce wprowadzmy
pionowy odpér X. +tagczne dziatanie sit X, P wytworzy oczywiscie te
same warunki, mozemy przeto rozpatrywaé jednocze$nie dwa wykresy
momentow gnacych ABD sity P i ABF odpory X.
Oba wykresy dajg obcigzenie preta wyobrazalnego,
przyczem niewatpliwie wysokos$¢ pierwszego trojkata
H — — Pcd : I, drugiego K — — Xab : / gdzie
= a b= ¢-\-d Wyznaczmy odpory preta wyo-
brazalnego. Poniewaz pod podporami MwA=M wx=2z
— MwB — 0, przeto mozemy napisa¢ MwB—A(a-\-
+ b)+ V,aK (6-P/s a)+V2bK X 2,b + y2OH (c+

+ Vs0)+ v2cH x 2, C= A (a-f b) — x6 AoA («+ Rys. 45
-j-2b) — V*Pcd (™(-2¢) — o0, MwWX=Aa + Vs X
X Vs« + xar X AG X 7s« = Aa—XJIXa*h : a -1-6) - 70 Pa*c: (@a+

-j- b) — 0, poniewaz odnos$na rzedna wykresu momentéw XG — Ha : d—
= — Pac : (a -f- - Ostatnie réwnanie da nam A (a 4- b) — /e Xa'ib —
— PaZ=-o0, zatem, odejmujac od pierwszego otrzymamy: X =Pc (a2—
— d2— 2cd) : 2 ab2= — Pc (62-f-2 — 2 : 2 (78 Po podstawieniu tej
wartoéci w jedno z réwnan powyzszych otrzymamy A = — Pac (b2—
— ¢s) : 12 b {a-f- b). Roéwnanie sit pionowych A -j- B -f- /21 [H -(- K) =
— A -\-B — 72Xab — V, Pcd = o da nam: B — Pc (b—c)2: 4b— A —
= Pc(b—c)2:4b-j- Pac (b2—c2): 126 (t {-A. Z kolei mamy K —
— — Xab : /— Pc (b2-f-2ab—c2 : 26 > 0, poniewaz za§ X G =
= — Pac :(a-)-b)< o przeto GF= K -(-XG = Pc (b2— ¢c2 : 2 b (a -
-\-b) > 0, mozemy bowiem zawsze zatozy¢, ze P > 0. Podobnie réwniez

ClJ=KC :b= —Xac : Il= —Pc2(a2—d*—2cd) : 2b2(a-} b) > o.
Wobec tego, ze CD = — Pcd : (a-j- b) < o0, bedziemy mieli JD —CD-f-
+ Cl= —Pc [2d((02—c2) — c(d2—a2] : 2b-(a+ b) — — Pc{b —

—¢) [2d{b + ¢)—c(d+ a)] :262(a+ b)= —Pc (b—c) [2 bd-\-c(d—
— ) :2b2(aA-b) <Lo. Odtézmy odcinek XQ = GF na osi podpory
srodkowej, oraz CR = JD na osi sity P, a otrzymamy wykres momen-
tow gnacych w postaci tamanej AQRB, przecinajgcej podstawe w drugiej
potaci wykresu XB. Zawsze wiec pomiedzy osig sity, a podporg Srodko-
wg odksztatcona ma punkt przegiecia w S. Z podobieristwa trojkatow
wyptywa: z : (b—c—2)= XQ : CR—b((-f-c):[2db -J- ¢ (d— a)].
Stad z—b(bd—c?) [2db-j-c{b — ) -j- b (b -f- ¢)]. Wyznaczenie Tw
Mw z wykresu z tatwoscig kazdorazowo moze by¢ wykonane. Powyzszy
przyktad wskazuje, jak cennem narzedziem staje sie sposob rachunkowo
wykre$lny przy wyznaczaniu warunkéw pracy belek wieloprzestowych.
Dzieki jemu réwniez nie streczy zadnych trudnosci powaznych badanie
wygiecia —

§ 28. Belki o zmiennym przekroju poprzecznym. Przekroj
poprzeczny belek tego rodzaju moze sie zmienia¢ w sposob ciagly, jak
w pretach statej wytrzymatosci, o ktoérych bylta mowa wyzej, lub tez na-
gltymi skokami, jak na (Rys. 46), gdzie mamy potowe walu o trzech wus-
kokach $rednicy. Wiasciwie méwigc przekroj F wybiega poza dziedzine
naszych zatozen zasadniczych, poniewaz powtoki tego przekroju roznig
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sie o warto$¢ skohczong. Mimo to stosujemy i w danym wypadku wzo-
ry zwykte w braku wiasciwszych. Biad popeiniany w ten sposéb zapew-
ne nie jest znaczny, bo zwykle wzory giecia zawodzg tylko dla samego
przekroju F, obustronnie natomiast mogg by¢ stosowane bez zastrzezen.
Zresztg istotny nagty uskok przekroju spotyka sie do$¢ rzadko, zazwyczaj
bowiem tagodzimy przejscie zaokragleniami.

Oznaczmy przez EJ/, sztywno$¢ preta w odnoénej powtoce przekro-
ju F po lewej, przez EJC po prawej stronie przekroju. Moment gnacy
przekroju F oznaczamy przez M i zakladamy, ze zmienia sig on w tem
miejscu w sposob cigglty. Przekrdj F dzieli ptaszczyzne giecia na dwa
obszary zmiennos$ci, mozemy przeto napisa¢ dla lewego obszaru EJb-({"=
= M, dla prawego EJc{' = M. Oznaczmy przez €( () funkcje catkowa
M, a przez 'F ( C) takaz funkcje p(t). W tem zalozeniu, catkujac, ma-
my dla lewej potaci EJbt{= Cb+ 9(C), EJbgq= Db+ CbC+ V (CQ),
dla prawej EJtf = Q + 9(C), EJecA= Dc+ Cc C+ W(C). Czyniac
w tych wzorach C= C,, otrzymamy \j0i V dla srodka przekroju a wiec
dla punktu odksztatconej, lezacego na granicy obu obszaréw. Obie gro-
mady wzoréw muszg da¢ niewatpliwie te same wartosci w danym wy-
padku. tatwo to udowodni¢, zwazywszy, ze odksztalcona podwdjnego
punktu mie¢ nie moze w tym samym przekroju, wartosci i = musi
wiec odpowiada¢ jedna tylko warto$¢ y0. Nadto wartosci C= @ winna
odpowiadaé réwniez tylko jedna warto$¢ rio, w przeciwnym bowiem razie
nastgpitoby przeciecie sie obu powlok przekroju F, co niewatpliwie nale-
zy uwazat, jako niemozliwe dla preta istotnego. A przeto: \Cb + <€ ("] :
mlb = [Ce+ T(Q@) : Jc, \Db+ C:o0+ W(Q@)] :Jb= \DC+ cCCo+
H- (’oy :Jc m Ty0l réwnaniom mozemy uczyni¢ zado$¢ tozsamosciowo
przy wszelkiej réznicy JhiJc i dla wszelkich obcigzen tylko w tym wy-
padku, gdy €(Q) :Jb, V() :Jb, Ch:Jh, Db :Jb dla lewej potaci be-
da odpowiednio réwne 9 (C«) :Jc,V (Co:Jc>Cc:Jc, Dc:Jc dla pra-
wej. Inaczej moéwigc nalezy jedng pota¢ sprowadzi¢ do drugiej w sto-
sunku odnos$nych sztywnos$ci preta, to jest miasto istotnego preta brac pret
sprowadzony o przekroju statym. W ten sposdb zbudowany pret wyobrazalny
bedzie niewatpliwie tozsamosciowy z rzeczywistym co do wymiaréw i ob-
cigzenia po jednej stronie granicznego przekroju, po drugiej zas otrzyma
przekr6j sowitszy w stosunku sztywnosci, lecz wzamian za to powinien
ulega¢ obcigzeniu zwielokrotnionemu w tym samym stosunku. Stowem,
jak w danym wypadku, miasto preta rzeczywistego, obcigzonego momen-
tem M, preta o sztywnos$ciach EJb i E Jc po obu stronach przekroju F,
nalezy wzigé pod uwage pret wyobrazalny statego przekroju, dajmy na
to o sztywnosci EJC. W ten sposob sztywno$¢ prawej potaci pozostanie
ta sama, lewej zwiekszy sie w stosunku Jc :Jb. W tym samym stosun-
ku nalezy zwielokrotni¢ obcigzenie lewej potaci, aby warunki pracy po-



zostaty bez zmiany. Zatem po lewej stronie przekroju granicznego wi-
nien panowa¢ moment gnacy MJC:Jh, po prawej dawny moment M.
Odksztatcona preta wyobrazalnego bedzie oczywiscie odksztatcong preta
rzeczywistego. Istote powyzszego sposobu najlepiej ocenimy, rozpatrujac
przyktad. Przy sposobnosci zaznaczamy, ze dla preta o statym przekroju
Jh=.Jczatem i Q = Cc, D/, = Dc, o ile moment M zmienia sie w spo-
sOb ciggly ponad przekrojem rozpatrywanym. Wynika to bezposrednio
ze wzoréw powyzej wypisanych. Na tej zasadzie opieraliSmy sie milczg-
co, piszac wzory momentéw z kreskami dla r6znorodnych potaci zmien-
noSci momentéw. Dzigki temu przy catkowaniu mieliSmy zawsze tylko
dwie state catkowania, co znacznie utatwia rachunek.

tatwo to zrozumiemy przejrzawszy ponownie poszczegélne przykia-
dy giecia. GdybySmy w nich dla kazdej potaci zmiennosci momentéw
wypisywali oddzielnie réwnania giecia, to liczba statych catkowania byta-
by rowna podwojonej liczbie potaci, a wyznaczanie statych statoby sie
ciezkag praca. Ominiecie tej trudnosci zawdzieczamy Clcbscli owi.

§ 29. Belka jednoprzeslowa o zmiennym przekroju po-
przecznym. Przyktad najprostszy najlepiej uwypukli istote rzeczy,
zwtaszcza, ze czesto spotyka sie w praktyce. Zaklady elektrotechniczne
wymagaja pewnej skrajnej strzatki ugiecia watéw obustronnie podpar-
tych, a obcigzonych po $rodku wirnikiem pradnicy. Bierzemy tedy pod
uwage potowe symetrycznego watu (Rys. 46), obustronnie koncami pod-
partego, a obcigzonego sitg P po $rodku. W od-
cinkach skrajnych a panuje stala sztywnos$¢ EJa>
w odcinkach b— sztywnos$¢ EJ/, , wreszcie w od-
cinku srodkowym 2 ¢ mamy sztywnos$¢ E JC. Istot-
ny wykres momentéw, a raczej jego potowe daje
tréjkat AcJ, gdzie c¢f—— ViPl — — P (a-f-

-J- b -)- ¢). Obierzmy najsutszy przekréj jako prze-
kréj preta wyobrazalnego. Odnosng cze$¢ bcfe

wykresu momentéw nalezy przeto pozostawié bez Rys- 46-
zmiany, natomiast w odcinku b — zwiekszy¢ rzed-
ne wykresu w stosunku m = Jc *Jb >oraz w odcinku a — w stosunku

n=Jc:Ja. W ten sposéb otrzymamy wykres wyobrazalny momentow
Ahigefc. tatwo zrozumieé, ze promienie Ali, ig, ef przecinajg sie w A.
Wyznaczamy S$rodkowg strzatke ugiecia preta, stosujac sposéb rachunko-
wo wykre$lny. W tym celu wyznaczamy odpér A, roéwny polu potowy
wykresu. Pole wykresu dzielimy na trzy trdjkaty i dwa prostokaty.
Beda to: tréjkat Aad, zwielokrotniony w stosunku n, prostokat abjd i tréj-
kat dje — m razy wieksze, wreszcie prostokat bcke oraz trojkat ckf. Po-
niewaz da — — 12Pa, ej = — V2Pb. kj = — V2Pc, przeto A —
— P [na2-f-m (2ab-(-b2-f-2c(a-l-b) ¢ oraz Mwc — A (a-|- b-j-
-4-¢) — IlUnPa- C/2/-p/, a)—'/ tnPab (c -f- 7s b) — VAmPb2(c+ 7s b)—
- ViPC{a+ b)X 7*C- IUPc2X Vsc= 7,nPa8+ 7«mP (3ad +
+ 3ab2+ b+ 7, P [3(a+ b)2c+ 3 (a+ b)c2+ cs]= T« P («+ *+

9



+ ¢)3+ WP O —i)a3+ VP (f«—1) (3a2 + 3a62+ 63 = EIJd.
Stad: /= VBP/» : EJC+ V,Pa3(l:EJa- 1: £/c¢c)+ 7,P (3a*h+
f-3ab2-f-b3 (1 :EJb — 1:EJQ. Wzér ten wyprowadziliémy dla preta
o trzech uskokach przekroju najczesciej spotykanego. Dla preta o dwdch
uskokach nalezy uczyni¢ ¢c= o i m= 1, co da Mwc= 7,P (a+ b)3+
+ W (»- 0 «8= EJbf, skad /= VBP/AB:A/a+ V6Pa* (1 ;£/a -
—1 &P/a). Widzimy tu pewien algorytm, to tez bez zadnych trudnosci
mozemy dla preta o czterech uskokach przekroju wypisaé¢ wprost:
EJdj= 7T8P/AB+ 7« O — OP«s+ te(w—OP (3 + 3«62+ b3 +
+ 79 —O0P [3(a-j-b)2c-j-3(@—fb)c2 3, gdzie n—Jc :J{,
m= Jb\J$>k —Jc:Jd. Istota algorytmu polega na tern: podnosimy
do szescianu, 1/21=a-\-b-\-c-Jr d-\- ., wylaczajac ostatni skiad-
nik. W poprzednio rozpatrywanym wypadku bedzie to oczywiscie d. Be-
dziemy mieli przeto [(a-f b)-f c]3= (a+ b)3+ 3 (a+ b)2c-f-3(a+
-j- b) ¢2-f- ¢3  Odrzuciwszy pierwszy sktadnik, otrzymamy spétczynnik
wymiarowy ostatniego wyrazu dla EJJ Z kolei w odrzuconym wyrazie

(a -j- b)3= a3-[- 3ad -]- 3 ab3-j- b3 pomijamy sktadnik pierwszy, reszta
da znéw spéiczynnik wymiarowy przedostatniego wyrazu wzoru dla EJJ,
a odrzucony sktadnik da spotczynnik pierwszego wyrazu. tatwo to uogol-
nic. Przy n—m= k — .. .=1 wszystkie te wzory dajaJ — ViBP13:
«EJ. To samo otrzymaliSmy w § 4 rozdziatu niniejszego.

§ 50. Twierdzenie o trzech momentach. Podany powyzej
spos6b rachunkowo wykres$lny stanowi duze ulatwienie przy wyznaczaniu
warunkow pracy belek wieloprzestowych, nie daje jednak rozwigzania
ogo6lnego, jakie inng drogg otrzymamy.

Wyodrebnijmy myslowo jakiekolwiek przesto belki (Rys. 47), spo-
czywajgce na podporach Cn, Cnj, Poczatek statych osi obierzemy

w podporze prawej Cni,, prowadzac 0§ CW] ,C wzdtuz

pierwotnej osi belki. 0$ CM\)Yj kierujemy w dét,

Cn\xe — ku patrzacemu. Wyznaczmy w ukladzie

tych osi odksztatlcong, a na niej dowolny $rodek

Rys. 47. przekroju poprzecznego 0 (C 7). Panuje w nim mo-

ment gngcy M na tle obcigzenia belki, ztozonego

z sit prostopadtych do lezacych w plaszczyznie giecia C vj.
Chcemy go wyznaczy¢é. Plaszczyzna przekroju poprzecznego dzieli ob-
cigzenie gnace na dwa ukltady — lewy i prawy, bedziemy nadal kazdo-
razowo zawsze sprowadzali lewe ukiady sit do srodka odnosnego prze-
kroju. W danym wypadku przedewszystkiem nalezy uwzgledni¢ pominie-
ta cze$¢ ukladu lewego, obejmujgca sity gnace, czynne na lewo od C,,
Uskutecznimy to z tatwos$cig, sprowadziwszy cate obcigzenie lewej czesci
preta do $rodka Cn przekroju podpartego, gdzie w ogdlnym wypadku
otrzymamy site tngcg Tn i moment gnacy Mu . Te wypadkowe zastgpia
dziatanie pominietej czesci lewego ukiadu. Oznaczmy nadto sity gnace
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potaci CuO przez Pf (t= 1, 2,. . .n), przez Pj (/==« -f-1 n-\- 2, . .59)
sity potaci OC,, i po sprowadzeniu do S$rodka O lewego ukiladu od-
ksztatcajgcego otrzymamy wypadkowy moment gnacy M =M n-\-T,, (/,, —
— O -j- XP,- (G- — O, gdzie dodawanie winno objg¢ wszystkie sity gnace
potaci CnO, odlegte o Omod osi prawej podpory. Czynigc w tym wzorze
C— o0, otrzymamy moment = Mn -j- Tnln-}- 2 Pj”~j> panujacy
ponad podpora C,_~. Jest to moment wypadkowy sprowadzenia obcig-
zenia lewej czesci belki. W tym wzorze dodawanie obejmuje wszystkie
sity gnace catego przesta. Zatem T, = [M, » — Mn—IPj Q] : /,
i ostatecznie M — Mn -(- MnJrl — M,)) (/,, — O : I, + SP, CG- C)-
-SPyGg(/,-C) : IH.

Rozetnijmy belke ponad podporami C,, i , I, nie zmieniajgc
uktadu sit gnacych tego przesta, ustawmy wycieta cze$¢ na podporze
przegubowej — prawej i lewej — rolkowej. Powstang w nich natych-

miast odpory, ktére z tatwoscig wyznaczymy z rOwnan statyki, wypisa-
nych dla podpory prawej. Réwnanie sit bedzie tu Cn -f- CnA.y\- ZPj—o,

momentéw: C,,In+ 2pPj G = 0. Stad C,= — XPjtj \In, a moment
przekroju O bedzie niewatpliwie dla belki rozcietej rowny (= —
— XPj g (/,,— O : ~P{ (G — O. Zatem bedziemy mieli M =
= Mm + — Mn) (/,,)— Q : /,+ -

Wz6r otrzymany stanowi tak zwane twierdzenie o trzech momentach:
Wyznaczmy, idgc w kierunku sprowadzania sit, dwa przekroje preta pta-
sko zginanego — pierwszy i drugi, oraz ich momenty gnace pierwszy
i drugi, a otrzymamy moment gnacy jakiegokolwiek przekroju posrednie-
go w postaci sumy trzech momentéw: momentu pierwszego wiecej réznica
momentu drugiego mniej pierwszy, mnozona przez odlegto$¢ posredniego
przekroju od pierwszego i dzielona przez odlegto$¢ przekrojow skrajnych,
wreszcie wiecej moment, jakiby powstat zv przekroju posrednim, gdyby pret
rozpitowano wzdtuz obu przekrojéw skrajnych, i, zachowujac w catosci ob-
cigzenie gnace, czynne pomiedzy nimi, oparto na podporach przegubowej
i rolkowej. To twierdzenie najlepiej sie uwydatnia w oswietleniu wykres$l-
nem. Niech krzywa CnCCnjj stanowi wykres momentéw n przesta,
a nadto niech CnMn — Mn, . kaczymy konce tych
odcinkéw prosta. Prowadzac c¢Od prostopadle do podstawy wykresu przez
srodek O danego przekroju, bedziemy mieli Od = M,, -f- {M,,_jj —
— M, /,— O :In, Oc= {i, zatem dc - M.

Momenty Mn, Mn \\ nazywamy zazwyczaj momentami odporowymi.
Sq one wygodniejsze w uzyciu, niz sity — odpory, zwlaszcza w wypad-
kach belek statycznie niewyznaczalnych, gdzie nadto zazwyczaj stosujemy:

§ 31. Catkowe roéwnanie odksztatconej. Wezmy pod uwage
pret ptasko zgiety pod jarzmem sit gnacych, lezacych w plaszczyznie



giecia a prostopadtych do osi pierwotnej preta. Utdézmy na niej oS coC
obierajgc gdziekolwiek poczatek osi spo6trzednych statych. O$ oC kieru-
jemy na lewo, o0$ wfj w dot, os — ku patrzagcemu. Na odksztatconej
obieramy dwa jakiekolwiek punkty: jeden biezacy O (C, ?) i drugi O0(C0,
yjo), staty ,,punkt wyjscia“. Przekrdj poprzeczny preta zaktadamy zmienny.
W danym wypadku z réwnania zasadniczego mamy i\'= M : EJ, skad:

rm r rm 1 r M
n— fE£jdC-f-C, §= 1 J dCjdc+ CC+ D= C|HTjdC—
MC

— /~EJ~ + CC+ D. Tym trzem réwnaniom czynig zado$¢ spoéirzed-

ne punktu O. Pghiewaz punkt wyjscia lezy rowniez na odksztatconej,.

to: W0 dcC C, 0 @ ™ dC cMe '
. - + ——
przeto: 1) ' ¥ JE I 1EJ d: |,
-j- cc0 D. Odejmujac te réwnania od poprzednio otrzymanych:
ri M r M M 1
Y-— Vo = J,0 e -, dC, I) 7]0: C) £ aCc - @ \IEJdC ]@
ri MC rv . r.rM fiMC
JloEl  + cC—@=clE d—a ) gy i gmyrdc
i ri M r<McC
* € @{Vo- | © \_ e Ejdr—Ic0e/ + A C~ Q)
fC M
Inaczej jeszcze mozemy napisac = r/0 -j~_f*0Tr~f dcC, (C —
i y
ri M ri MC
— @M Vo+ C | MC— 1 r , <C Sg to catkowe rownania odksztal-
Jio Ji<) &1J

conej. Mozna otrzyma¢ z nich trzeci wz6r, jako wynik bezposredni.
Pomnézmy pierwsze rownanie przez (C— @) i odejmijmy od drugiego,

ri M ri MC
a otrzymamy jy— kK0= VC— @ + @ ~EjdC* JM £ j dZ Osta-
r—o i c—@
tecznie bedziemy mieli r{ = y — - —_ (ttz ————— di.
< @ £ — NN A/

Te trzy wzory catkowe sg nader wygodne w uzy-
B ciu. Zwilaszcza dla belek zamocowanych prowadzg
bardzo szybko do celu, mozemy bowiem zawsze
przekrdj osadzony rozpatrywaé, jako poczatek spoét-
rzednych, a wtedy @® = 0= t/0 — o. Dwa proste
przyktady najlepiej to uwypuklg. Bierzemy (Rys. 48)
pod uwage belke jednostronnie osadzong, drugostron-
Rys. 48. nie wystajacg poza podpore A rolkowa, oraz belke

/U'I



obustronnie osadzona. Obcigzenie gnace obu belek stanowia sity Pj, dzia-
tajace w odlegtosci G od prawego przekroju osadzonego — skrajnego
przekroju belki. Zgodnie z powyzej uczyniong uwagg — Ww tym prze-
kroju umieécimy poczatek osi statych, kierujagc 0§ B C na lewo po osi
preta pierwotnej. O$ B-q — w dot, a 0§ Be, — ku patrzacemu. W od-
legtoséci | od poczatku spétrzednych lezy druga podpora A dla pierwszej
belki rolkowa, dla drugiej stata. Odlegto$¢ srodka O dowolnego prze-
kroju poprzecznego od przekroju osadczego oznaczamy przez C, przez
M — moment gnacy tego przekroju. Wreszcie przez [i — oznaczamy
moment gnacy, jakiby panowat w tym samym przekroju, gdyby pret roz-
pitowano w A i B i, nie zmieniajac obcigzenia czynnego pomiedzy temi
przekrojami, wsparto koricami na podporach rolkowej i przegubowej. Dla
obu belek $rodek przekroju osadczego prawego gra role punktu wyjscia,

zatem tu @ = = Yo = 0i nasze wzory otrzymaja postaé
fi M . fi M fiM t
I zrrdCyi= C._ -~ TdC—_| 777 ¢C W tych wzorach nalezy
Jo Al Jo EJ JO LJ

wyznaczy¢ warto$¢ momentu gngcego.

§ 32. Belka osadzona jednostronnie. Z réwnan statyki, wypi-
sanych dla poczatku spétrzednych w postaci A + B»\- IPi = o, Al-j-
-f- SPf Of-j- MB — 0, wyznaczymy odpory pionowe A, B w zaleznos$ci
od statycznie niewyznaczalnego momentu osadczego Mg, ktéry réwno-

wazy moment gngcy skrajnego swobodnego przekroju preta. Dla lewej
podpory mamy fj = o0 przy C= |, a przeto z drugiego wzoru mamy

fl M fl Mz
I J

<dC = </ Pierwszy jest nieuzyteczny w danym wy-
padku. Oznaczmy przez Mx moment gnacy, jaki panuje w przekroju
podpartym lewym. Mozemy go zawsze wyznaczy¢ bezposrednio, spro-
wadzajgc do srodka przekroju A caty lewy uktad [iT] sit gnacych, czyn-
ny na zwisajgcej czeSci belki. Gdyby$Smy znali warto$¢ odporu A, mo-
glibySmy wyznaczy¢ moment Mt prawego skrajnego przekroju, idac
w tym samym Kierunku przy sprowadzaniu sit. Nie znamy jednak tej
wartoéci, natomiast wiemy, ze MO-\- MB = 0. Zatem M = Mx-j- (-0 —
— M) /— Q:/7+ [B= — {M3g MY {/{ — Q : /4 ~ dla podpar-
tej czesci preta. Po podstawieniu tej wartosci we wzdr poprzednio otrzy-
.y . fl. M(l—Q fl 1 —C
many bedziemy mieli: I Nr-—- fC= MX dt
Jo &J EJ
XB+Mt f (- Op fl. (/- O
——————— j—— 1 ~£] dQ -f-J -—-£j— dC= 0. Z tego roéwnania

wyznaczymy MB . W szczeg6lnym wypadku, gdy pret urywa sie ponad
podporg A, uktad sit [E\ nie istnieje i Mt = 0. Zatem:

fl / — fl 4/ — Q2
H-Q 0 =09

Mb — | ]. — — iC. Nadto dla preta o przekroju



statym bedziemy mieli wprost: MB = 7/ JI [i[(#¥— Qg dC :Jj (I—02dC =
0 0

3 rf
— 7ij VW— Gdy pret jest jednostajnie obcigzony w stosunku

p kg na jednostke dtugosci, mamy j.= — U2pl (/— £ + Vv2p (I — Ox

a przeto MB = - 32 f* (/- QerC+ Rij2 j* (- 03 = -

— Vapl* + sA£/"2= *“ VsP~- Gdy na pret dziata sita skupiona P
w odlegtosci i od przekroju osadczego, mamy = — Pb (/— Q: N\

-)- P (b — O, przyczem plaszczyzna giecia winna by¢ podzielona osig si-
ty P na dwa obszary zmiennosci momentéw. Odpowiednio rowniez na-
lezy dobra¢ granice catkowania. Moment odpory A réwny —Pb (/—Q : |

panuje na catej dtugosci |, drugi moment skiadowy P (b — O — jeno
Pb fl P fb
w odcinku b, dla tego tez MB — — 3 ~ J (I —£2dC-]-3 ~ J (I —

60— M= —rs+ P (MO Qb= —rb 02—

— 31b-j-b2 : 2,2 Te same wyniki mieliSmy w § 12 i § 13 rozdziatu
niniejszego.

8§ $5. Belka osadzona obustronnie. Z réwnan statyki, wypisa-
nych dla poczatku spétrzednych w postaci A + B -j- £EP* = o, HA -f-
-j-Hb = o, Ma -j- Al XPE£, -\- Mb — 0, wyznaczymy oba odpory pio-
nowe A, B w zaleznosci od statycznie niewyznaczalnych momentéw
osadczych MA, MB . Nadto drugie rOownanie wiaze odpory poziome, kté-
re tu jawig sie na tle dzialania obcigzenia gnacego przy bezwzglednej
nieruchomosci podpoér. Istotnie, pierwotna o0$ preta jest krotsza, niz od-
ksztalcona, zatem przy gieciu podpory muszg sie zblizy¢ ku sobie, lub
tez w wypadku podpér statych pret musi sie wydtuzy¢ odpowiednio. To
wydtuzenie nie istniato zupetnie w powyzej rozpatrywanych wypadkach,
poniewaz zawsze mieliSmy jedna tylko podpore nieruchomg przy pozo-
statych — rolkowych. Pret moégt wygina¢ sie zupetnie swobodnie. Tu-
taj przy dwoéch podporach statych zachodzi giecie mimosrodkowe ptaskie,
na tle rozciggajacych sit HA i HB. Zazwyczaj jednak bierzemy pod uwa-
ge tylko giecie, czynigc HA = HB = o0, a to dla tego, ze podpdr bez-
wzglednie stalych nie umiemy budowaé¢, a nadto gtéwnie jeszcze i dla
tego, ze przy nieznacznych, praktycznie jeno dopuszczalnych, wygieciach
preta — rozcigganie jest niewatpliwie nader nieznaczne. Mozemy przeto
pomingé odpory poziome. W ten sposéb mamy juz tylko dwie statycz-
nie niewyznaczalne. tatwo je wyznaczymy, stosujagc wzory wyzej otrzy-
mane. Dla prawej podpory rit = vyji = O Przy == 1, a przeto
fi M fl M fl MC fi M

0

JEJA~ =° crazr~EIN EJ  Maczej Jeszcze | =
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Cl
= I0 "F7 dt, = 0. | tu znéw, jak wyzej M — Mr (li.— MY (/—0O :
/-F-(1= Ma —{MB + Ma) (/—Q :/-¥t= {Ma -(-MB) C: /+
MA-\- Mb Cltdt fi dz
[ — MB, a przeto mozemy napisaé:-——-—- | J — MBJ £j~r
fudC Ma+ Mb (UW ~eiidio, jr v i u
+ .1 EJ'~ I i EJ MbJO EJ JOEJ (K- ° Z tych

rownan wyznaczymy oba momenty statycznie niewyznaczalne. Dla preta
o statym przekroju otrzymamy po skréceniu przez 1 : EJ i catkowaniu:

2 Cl 6 1l
Ma—MbA-j | IC= 2Ma — Mb -]- | INdC — o. Stad: MA—

2(1 6 fi 4 <l 6 Cl
—j I iidC— ~1 [*WC, MB — j | \>dt—-/2) [WC W wypadku

obcigzenia jednostajnego p kg na jednostke diugosci mamy, jak wyzej

H= - V,pl /—Q + V,p (/- Q3= - V, pic + A/ Zaem

I {rc= — Vvi2 . = — 724 N7 a przeto = 712 = —
<0 -'0

— = Wobec tego wyniku réwnania statyki wypiszemy w posta-

ci: = "N+ B+*f(l)de:A+5+pI:o, Al + IP,CE=

= Al ptdt = A I+ i pl3= o. Stad A= B = — Il fil. Nadto
<0

Af= — TI/#Ef- [t = Tis — 72pK + VjzZ"3 Z réwnania M = 0 wyzna-

czymy odciete C= V21 (1 + 1 : }/3) punktéw przegiecia odksztatconych.
Czyniac dM — o okreslimy przekr6j o skrajnej warto$ci momentu gnace-
go. Roéwnanie to daje ®= V21|, a przeto Mm= — linpl'ie Moment
gnacy staje sie minimum posrodku preta, na obu skrajach posiada nato-
miast warto$¢ najwyzsza MA= MO= 7is pP. Zmienia sie parabolicznie.
tatwo wyznaczy¢ wykres momentéw i sil tngcych. Réwnanie odksztatco-

nej bedzie tu EJ<i:t(f/'6\/l & —‘['0 = [JnplK — 74P & + 7.~ §C—

— 724pl2 + 7cpl”™3—7s = WuP”i}— O2 Chcac wyznaczyé strzal-
ke ugiecia preta, czynimy o= x122/C(/— Cs— Via /— Q= o, co
daje C= 7s /4 Posrodku zatem mamy strzatke f — liB*pli WEJ-

W wypadku obcigzenia sitg skupiong P, czynng w odlegtosci a
od lewej i b od prawej podpory, mamy j.= —Pb (I— Q : 14+ P {b—

— Q= —Pb+ PAC:/ 1+ Pb- PL zaem ff = (- Pb+

fPoz : AMC+/* {Pb- PQdc= —MiPY+ 7"~ 2 t°"C=/[(-



— Pbl + PDbI2: HaC+ f h(PK ~ PC) &L= —VE6PW + 7c a prze-
to Ma = Pb2(/— A : B= Pab2: /2 MB= —Pb+ V2Pb- :|— Pb3:

= —P6(7—i)2:12= — Pba2: 2= — MO. Roéwnania statyki be-
da tu AN\-B + P = 0, Pab2:P -f-Al-(-Pb— Pba? : 12= o. Stad:
4 = —Pb(P\ab—a?2 :13= —Pb*@Ba+ b):I\ B= — Pa2(a+
+ 34): I\ Nadto M — (MA+ MB)C:|— MBA-y.= Pab (b — a)C:
:/h4-PaXv : 22— P6+ Pbl : /] + Pbh—PC= —P£2O0O + 0 : P+

-f-Pb2(3 a-)- £) C: 13 ]--~Pb—PC. Z réwnania M — 0 wyznaczymy odcie-
te punktow przegiecia odksztalconej. Dla pierwszej potaci otrzymamy
&= (2a-f-b)l : 3 a b), dla drugiej @@= bl : («-[- 3b). Obie te
wartosci istotnie daja zawsze punkty przegiecia, odrazu bowiem widag,
ze /> G > boraz £ > @ > 0. Poniewaz momenty zmieniajg sie li-
njowo, przeto najwyzsze ich wartosci dodatnie panowa¢ beda w przekro-
jach osadczych. Sa to MA i MO= — MB. Ku $rodkowi belki momenty
malejg, przechodzg przez zero, dgzac obustronnie do najmniejszosci ujem-
nej w przekroju sity P, gdzie mamy moment gngcy Mm = — Pb2(a -j-
-j-1) : 12-[7Pb3(38 a-j-b) : P— —2Pa'-b2: P. Krzywa wykresu momen-
tow jest wiec tamang. Wyznacza ona trzy skrajne wartosci momentéw.
Chcac orzec, ktora z nich stanowi maximum bezwzgledne, miarodajne
przy wyznaczaniu wiasciwych wymiaréw preta, zatézmy, ze a > h. To
zatozenie w niczem o0g06lnosci naszych rozwazan nie uszczupli, zawsze
bowiem mozna obroci¢ pret o 180°, aby wypetni¢ powyzszg nierownosc¢.
W tem zatozeniu MO jest wieksze od MA, nalezy przeto jeszcze zbadaé
znak réznicy MO-j- Mm= PaX {a — b) : P. Jest ona dodatnia gdy
a> b. zatem, gdy a > b, MO stanowi skrajng warto§¢ momentéw gna-
cych. Gdy a <c b, wtedy MA> MO i znowu MA-\- Mm= Pab2(bh —
— a) : P > 0. Bezwzglednie najwieksza warto$¢ momentu gnacego pa-
nuje zawsze w jednym z przekrojéw osadczych. RoOwnanie odksztatconej
y y y
bedzie tu EJ\ = @ QMdl —f \Midi = [— Pb2(2 a -f- b)/r. /¢ dI-\-

+ Pb2@*+ b)/pfl '@+ Pbf jc- pf\d:]c+ Pb2@* +
+ typfl WC- Pb2(830+ b)/Pfl CVC - Pbhfl Cd+ p f\CVC I+

+ [Pbfldl —p f\IdANC— PbDb/I Idl + Pfi @dl = Pb2(3a+

+ b)) B:6 P — Ph2(2a+ b) @:2 A-fy, PboK — V, Pb3+ ¥P (b—
— O» — Pb2a (I— Q2: 2P — Pb2(Ba+ b) I—OQs:6P J+ ¥/, P (b—
— 05 Czynigc tu C=b otrzymamy strzatke sity fp=P ad5: 3 EJP. Aby
z kolei wyznaczy¢ strzatke ugiecia, czynimy I\ — o. Dla pierwszej po-
taci, w odcinku a, otrzymamy z fatwoscig z tego réwnania Q= /—-2al:
: (3 a -f- b) z warunkiem: > @ > b. Pierwsza nieré6wnos$¢ wypetnia sie
sama przez sie, druga zachodzi przy a > b. Zatem strzatka ugiecia istot-
nie nalezy do potaci pierwszej, gdy a > b. Bedzie to JK= 2 PbZa3:
:3EJ(30-]- £)2 Dla drugiej potaci mamy z rownania r/ = 0 wartos¢



®G= 2bl:(a-)-3b) z warunkiem b > G >- 0. Prawa nieréwnos$¢ jest
oczywista, lewa daje warunek pochodny b > a. Zatem strzatka wygiecia
nalezy do potaci drugiej, gdy b > a. Jest to fh= 2 Pa-b3: 3 EJ (a -j-
+ 3 b\

W szczegélnym wypadku, gdy a = b= 7, Z mamy M ag= 1/8PI=

MO= — Mb, d= I, @Q— IUIl — punkty przegiecia sg symetryczne
wzgledem $rodka. Pos$rodku moment Mm — — Vs PIl, tutaj wiec skrajne
momenty sg tozsamosciowe. Nadto A — B = — 7a P. Roéwnanie od-

ksztatconej bedzie tu EXt\ = W/B6PI (/— Q2— 7isP (J— £)3l+7c P{b—
— Os. Strzatka sity Jp — P 1% 192 EJ stanowi zarazem $rodkowa strzat-
ke preta.

8§ $4. Belka jednoprzestowa. RoOwnania catkowe odksztatconej
réwniez nader szybko prowadzg do celu w wypadku belki wspartej na
podporach rolkowej lub przegubowej. Przykiad najlepiej wyjasni istote rze-
czy. Wezmy pod uwage belke jednoprzestowa, statycznie wyznaczalng,
a obciazong dowolnym uktadem sit gngcych prostopadtych do pierwotnej
osi belki. Poczatek osi statych umieszczamy w prawej podporze prze-
gubowej B. O$ 2ZC prowadzimy wzdtuz osi pierwotnej belki ku lewej

podporze A rolkowej, — 0$ Br\ w dét, Bc, — ku patrzacemu. Podparty
punkt B — jest punktem wyjscia dla nas — zatem @= ), = o0, skad
) ] fi M ri m . o
yy— Gj0-J-CIl ttedi— | di . Spotrzedne drugiej podpory rolko-
J o Al j o Al
wej ix= 1 = 0 czynig réwniez zados¢ temu rdéwnaniu, mozemy prze-
rmm ) fi Mi_
to napisat O — Aj0-j- / ».di— 1 fT=-j di. Rugujac y0 otrzyma-
e 0 A/ Jo A/
.MM fi M
my rownanie odksztatconej: yj= — i | ~zr di-j-C | tt, C-j-
< 0o EJ J o Ay
fi MC rCMC . i M o fi M
c/l 1 ~EFJtdI- JoOEJ di= -i j: EJ di.+ifi JoY]j di
r Mi
- EJ

8§ 35./ Belki wieloprzestowe. Idac w kierunku sprowadzania sit,
oznaczamy przez CO skrajng lewa podpore belki n przestowej, przez
(i= 1, 2, ... «— 1) podpory posrednie, przez C,, skrajng podpore pra-
wa, w ktdrej umieszczamy poczatek statych osi spéirzednych. 0§ C,,C
uktadamy na osi pierwotnej belki ku CO, o$ Cnyj kierujemy w dot,

— ku patrzagcemu. Pierwotnie wszystkie podpory lezalty na osi CnC,
a wiec na jednym poziomie w odlegtosciach i{ od poczatku sp6trzednych.
Po obcigzeniu podpory mogty uledz obnizeniu lub podwyzszeniu ponad
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poziom, pierwotne jednak odlegtosci G nie mogty sie wyraznie zmienid,
z zatozenia bowiem rozpatrujemy wygiecie nader nieznaczne. Spoéirzedne

podpor preta odksztatconego beda wiec = 1, 2,...n) roznice
C,-_!— C, = /mdajg dtugosci przeset belki, pomiedzy sasiedniemi podpo-
rami Q i i Q ... Oznaczmy przez Q odpér pionowy podpory Q

przez Af- jej moment odporowy. Odpory poziome podpd6r przegubowych
i statych zaktadamy réwne zeru, sg bowiem z istoty rzeczy nader nie-
znaczne przy niewielkiem ugieciu belki, jakie wylgcznie tylko chcemy
bra¢ pod uwage. W ten spos6b odpada jedno rdéwnanie statyki—z dwdéch
pozostatych wyznaczymy jeno dwa odpory
pionowe. Reszta stanowi n—1 statycznie nie-
Hjtth wyznaczalnych. Chcac je wyznaczyé, bierze-
o (O my (Rys. 49) trzy sasiednie podpory C/, i ,
Ck, Q_|_i pod uwage. Dwie pierwsze wy-
r znaczaja rozpietos¢ |k — H_ | — przesta
y S KKk k, dwie drugie — rozpietos¢ IkIrl — —
Rys. 49. —C6fl przesta Korzystajagc z trzeciego
wzoru catkowego odksztatconej, mozemy na-

pisa¢ dwukrotnie:

N~ flk—I 1 di (A *IA-
PA= *ola—ta Jc G+
. . dl.
S — ~+1 0 EJ
o A NN (VY
stad: A—1— "IA Tic +1 . e ( dt
/i N1 K ¥y EJ
M(@{— ~+0

Ret nesi E
Na mocy twierdzenia o trzech momentach mozemy napisa¢ dla k
przestax M — Mk_x-]- (Mk — Mk_,) (C™ i — 1) : Ik + ~ oraz dla
przesta: — M= — + (— Mk + Mk+i) C— C\L)) : —
Znaki ujemne momentoéw drugiego wzoru sg tu konieczne ze wzgledu na
zmieniony kierunek. Po podstawieniu otrzymamy:

AA-l— PA A+ — A [ J_ r:i*' "AN—C
------- 5— + ff®+$ - - **-' | < Jc. " EJ -
- i - f*-1 |
At (Cai 02, Mi G-
/CkA Sr [| /’ EJ
1 AOV(C-C’\i)ZdI t* C—

S+1 J C, EJ - M+ Kk . it



G (C-C) L ri~lt(E4—9 g
(C- 4 i - r £ a
J e - hJc EJ

m<*I*(<-<*+1])

feri B

Jest to Wzér Clerca. Wiagze on linjowo trzy sgsiednie momenty
odporowe. Poniewaz z zatozenia mamy n przeset, mozemy go zatem
wypisa¢ kolejno dla 11i 2, 2 i 3 .. . przesta, stowem otrzyma¢ n— 1 li-
njowych rownan dla momentéw odporowych. Z tych réwnan wyznaczy-
my n—1 momentéw précz, dajmy na to, skrajnych MOi Mn. Te dwa
ostatnie okreslimy z warunkéw koncowego obcigzenia belki. Gdy belka
koriczy sie ponad skrajnemi podporami typu rolkowego lub przegubowe-
go, wtedy MO= Mn = o, gdy belka zwisa poza podpory skrajne, a wy-
stajace jej konce ulegajg jarzmu uktadéw zewnetrznych [£],, i [E]n sit
gnacych, mozemy owe uklady sprowadzi¢ do srodka skrajnych podpar-
tych przekrojéw i bezposrednio otrzymaé w ten sposéb MOiM n. Wresz-
cie, gdy belka jest kohcami zamocowana, mozemy dwukrotnie zastosowac
trzeci wz6r catkowy do skrajnych przeset, a otrzymamy:

dX — o.

-, 1 poM@=6)

W= g + ®cCct) e "ej ;d-- °

, it rle—i i ri» M (Jn o]

7-J 0 ~EjT

dla pierwszego i ostatniego, tutaj bowiem C,— 0= f(h— 0 oraz
C,_i = It. Na mocy twierdzenia o trzech momentach mamy dla prze-
sta pierwszego: M = Mt+ {MO— M{) (C— QO: AH tl, dla ostatniego:
M= Mn_i-f- (Mnh— Mn_j) (/,—O : -j- [a. W ten sposéb otrzyma-

my dwa wzory dodatkowe:
1 rio (c _ c|)2

Yio — i s
i £7 /c, £/
Mo ra0 (i-c,)?2
+ T J a * + Jc, £/
In~- C * 1 f *, - Os
T Fei + ~N4-i | nE J In E) & 4
, M rin {In— Q2 /-, “Z,— O
+ f J. ~Ej— * + ./, ~~ET~ * =

z ktérych wyznaczymy brakujgce momenty MOi M,, .
Pozostajg nam jeszcze odpory. Chcagc wyznaczy¢é Q nazywamy
przez Ti site tnacq ponad podporg Ct. Ponad Ck x, Ck, Q+1 beda
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fi—

JM

wiec panowaty sity tnace T/g—\, Tk, T/, . Oznaczmy nadto przez P j
site gnaca, czynng w odlegtosci G od osi podpory prawej Q_j i, a otrzy-

mamy = MK-)- 7724+1+ >gdzie dodawaniem nalezy objac
wszystkie sity tngce przesta k-\-\. Stad 7 — (A +i — N-PjCd — M)
4]0 . W ten sposob, idac w Kkierunku sprowadzania sit, a wiec od CO

ku Cn, wyznaczymy wykres sit tnacych belki. To samo mozemy réw-
niez zrobi¢, zmieniwszy kierunek sprowadzania sit na odwrotny. Idac
od C, ku Cu otrzymamy nowe wartosci sit tngcych T’K, panujgcych po-
nad podporami. Stad niewatpliwie 7~ -(- Tk— Q . W ten sposdéb roz-
wigzaliSmy catoksztatt zagadnienia. Jedyng trudno$¢ stanowi tu wyzna-
czenie catek; to tez zazwyczaj czynimy to wykreslnie.

Dla preta o praekroju statym mamy ze wzoru ogd6lnego:

M tljrt-2 tk+In+i) Mt+ [t+x Mt+ I+

ey + Tafoc BKi-" ®A + gLy Cowill(t~ "4+1) *

§ 36. .WzdOr Clapeyron’a. Chcagc wyznaczy¢ catki tego wzoru
bierzemy~pod uwage zrazu tylko jedng site Pk w przesSle k oraz site

Pk-(-i w przesle £-j-1. Odlegtos¢ tych sit od podpér lewych Q _i i Q
odpowiednio oznaczamy przez ia”™i, od prawych Ck i Q + i— przez
N e Wykresy momentéw tych sit bedg oczywiscie tréjkatne.
Wysokosé trojkatow Hk = — Pkak bk \lk , Hk+l1 = — Pk+I ak+l bk+1 :
: 4-)-i m tatwo spostrzec, ze pierwsza catka stanowi moment statyczny
tréojkata Ck_\ Q A* wzgledem punktu jest zatem réwna: 25 X
X 79 X Pk akbk mh ~ O* + 7* X Vj X Pk«kbk : 4 = —
— 7s ak bk (ak + W + 2 ch = —7s A N (4 0+ =
— — ik (/™ — 2y, Druga catka stanowi moment statyczny
trojkata Ck CkA\ Dk+\ wzgledem punktu CKA\ i réwna sie —
— 76 Pk ]i (~+1 — ~2i+l)- Po podstawieniu tych wartosSci we
wzor ustepu poprzedniego otrzymamy: 6 EJ [(~_i — k) : Ik + Ote+l~
—iK m4+1]— h MK+ 2 (4 4~4+i) Mk + 4+1 MKA\j ~Pkak &k

— =4 — s/~ft+i 66+ (2241 — 2+ 1) 441 « w  szczegblnym  wy-

padku, gdy nadto jeszcze dziata obciazenie jednostajne w stosunku pk kg
na jednostke dtugosci przesta k, poczynajace sie w odlegtoéci cOi koncza-
ce w odlegtoséci ¢ od podpory Ck_ |, bedziemy mieli £Pk ak (/*— «**)=

= F PKA(Pk- ~ ~ = 74Pk (c2- cX) 2/ - c»]. Nadto gdy

obcigzenie jednostajne pk+\ prawego przesta poczyna sie w odlegtosci
d0i koriczy w odlegtosci d od podpory Q +1 otrzymamy X/>*+ I~ + 1(/4 +1—

\f°
Ye

i »



—bk+1) = f Pk+l CPk+i~ 9di= % Pk+l (* D) 2Pkaa- d2»
d0

d2). A przeto wzér wydtuzy sie w prawej czesSci o te dwa wyrazy,
dzielone odpowiednio przez —Ik i—/$i[. Gdy sit skupionych brak, a obcia-
zenia jednostajne pokrywajg cate przesta, to jest gdy: Pk — Pk |1 = o,
c0— dO0—o, c= Ik, Li , otrzymamy wzér Clapeyroria: 6 E J —
— A+ (U N M —hak (4 +4+1) hax N+ i~
— lUPkRA — IUPKA-\Izk-\-\- Kilka przyktadéw najlepiej uwypukli istote
stosowania powyzszych wzorpw.

§ 57. Belka dwuprzestowa. Wezmy ponownie pod uwage belke
dwuprzestowa (Rys. 40). W zalozeniu jednostajnego obcigzenia p kg na
jednostke dtugosci, pokrywajgcego catkowitg diugosé belki, bedziemy mie-
li przedewszystkiem MA=M B—o0. Chcac wyznaczy¢ Mx wypisujemy
rownanie Clcipeyrona. Wobec tego, ze wszystkie trzy podpory belki
o przekroju statym lezg na jednym poziomie po odksztatceniu: 2 (a -f-
+ b) Mx ~ V*P O3+ £3- Stad Mx = % p («3+ bs) : / Opierajac sie
na tej wartosci tatwo wyznaczymy obie podpory skrajne. Idac od A ku

X mozemy napisa¢ Aa -(- /2pdl= Mx , skad A — — x2pa -j- \Bp (a5)-
bs) : al. Zmieniajac znéw kierunek sprowadzania sit, a wiec idac od
ku X bedziemy mieli — Bb — /2pb2= — Mx , skad B = — 1/2pb-\-

+ VsPW + 73 : bl. Te same wartosci otrzymaliSmy w § 15 niniejsze-
go rozdziatu.

W zatozeniu sity skupionej (Rys. 45), cisngcej na przekrdj posredni
przesta prawego bedziemy mieli znowu MAg=M Bqg=o0, a dla Mx mo-
zemy napisaé 2 (a -j- b) Mx = Pc {b2— c2 : b skad Mx —Pc (b3— c? :
:2bl. 1 tu réwniez Al — Mx skad AO= Pc{b2— ¢2 : 2 abl. Podob-
nie zupetniec — BM® — P (b —¢) — — Mx , skad BO— — P - Pc (22-(-
-j-2bl—e?2 : 2 b-l. Wyznaczmy site tnacag przed podpora S$rodkowa.
Idac od A ku X, a wiec w Kierunku sprowadzania momentéw, otrzyma-
my Tx = AO= Pc (b2— cJ) : 2 abl.. Idac zaé w kierunku odwrotnym:
T'x = Bu+ P = Pc[b2+ 2bl—c : 2b-l stad —X = Tx+ TXx = —
— Pc [bs—ch + ab*+ 2 abl—acA: 2abH = — Pc (b2+ 2ab —c2) :
:2ab2 To samo otrzymaliSmy w 8§ 26 rozdziatu niniejszego.

§ 38. Belka trojprzestowa o przekroju statym, obcigzona jedno-
stajnie w stosunku p kg na jednostke dtugosci.
Obcigzenie pokrywa catg belke. Podpory A, X,
Y, B zakiadamy nieruchome i prowadzimy przez
nie o$ pierwotng belki B i, 0§ Bf\ kierujemy w doét,
B&, — ku patrzacemu. Pr6cz przegubowej podpory
B — pozostate sg rolkowe, zatem MA= MB= o.
Chcac wyznaczy¢ (Rys. 50) pozostate dwa momen-
ty Mx, My, wypisujemy dwukrotnie réwnanie
Clapeyron a w postaci: 2 {a -f- >0 Mx X My = Rys. 50.



=74 p(«am IMX+ 2 X+ b) My = V*p (*s+ 65. stad mamy Mr =
= pRX+ A @5+ X)- XX+ ) 1 4[4@+ XX+ b)- X My =
=pRfa+ XY X+ b*) —X@+ X)) :4[4(@a+ X X+ b)— X]. Na-
stepnie mamy Aa -(- YVia-p= ~ , Bb -(- Vipb2— My , A {a-|-X -(-
+ XX+ (a+ X2= Myoraz A+ B+ X+ Y+p (a+'b+ X)= o
Z tych réwnan wyznaczymy odpory.

Rozpatrzmy blizej wypadek szczeg6lny, kiedy a= b—X= VI I
W tem zatozeniu otrzymamy Mx — My = V@pl2 A= B = — Aupl,
X = Y— —n/pl. Te wartosci pozwola nam wypisa¢ ogoélny wz6r
dla momentu gnacego M= A (/—t)-f- ]j, p (/ —=Q2 |-\-X (2B /— £) }4-
+ YV, /-£) = - Ti5pl(1- )+ 7.PU-0O21i - nRpl (7s /-
— QQ— um/Y(V,/ O. Czynigt tu M — 0, znajdziemy odciete punk-
téw przegiecia odksztatconej. Dla potaci pierwszej bedziemy mieli =
= n/51, dla drugiej — dwie wartosci 2— 72 | (1 £+ 1:3]/ 5), dla
trzeciej: @ = 4/s |- Beda to punkty a, p, 7, 8. Z kolei czynigc dM =o0
wyznaczymy odciete, odpowiadajgce skrajnym wartosciom momentéw. Dla
potaci pierwszej bedziemy mieli £ = 15/51, dla drugiej t5= 13/ dla
trzeciej fg= 2/15/ Beda to punkty 1, 2, 3. Panujg w nich odpowiednio

momenty Mx— Ms = — 226p12 M2— — lliMpl2 Bezwzglednie skraj-
nemi wartosciami najwyzszemi bedg tu Mx = A/, = 1/ /Y2 Wobec tego,
ze = ikf, otrzymamy catkujac EJr{ — C + 7i5 — 92—

— 76P U- Q5Ml+ nl6o/> (7, /- 920+ ulopi(7s/- <2 E£A = D+
+ cc- vds// (/- c)N-724p (/- <)<I- “/hopi (7s/- Qsl- ATigo~ (7.fr

— Os. Dla skrajnych przekrojéow mamy tj= odlai= o i C= |, zatem
N T« + 724 - “Mpl X »/e - /A X 727 A= Q D +
+ C/=o0. Skad: = V18pI\ C= — VI®pl*. Czyniac r(= 0, wy-

znaczymy odciete, przynalezne do skrajnych strzatek preta. tatwo znaj-
dziemy, ze w potaci pierwszej bedzie £,=[13—4 cos (240°-f-7s arcCos nlG)\I:
: 1500 0,882/, w drugiej 8= »2/ iw trzeciej 8= / — C 0,118/.
Podstawiwszy te wartosci we wzOr odksztatconej, otrzymamy odnos$ne
strzatki ugiecia.

§ 39. Twierdzenie o dwéch momentach. Powyzsze przykitady
nalezg do najtatwiejszych. Przy wiekszej liczbie przeset rozwiazywanie
rownan nawet za pomocg wyznacznikdéw nastrecza powazne trudnosci,
ktére tatwo mozemy omingé, stosujgc miasto wzoréw Clerca lub Clapey-
rona — twierdzenie o dwoéch momentach. Oznaczmy sp6tczynniki mo-
mentéw odporowych we wzorze Clerca przez: iV==[vjle 1— tj*] : Ik -]-

+ foi+rtl : 4+1. Si- 1:~|2fcr4 E ] < - I'\jfm(Ct' 70 S.,



4 f 4+r1r "4
a wtedy P/Ci Mic— ~b -™M H -~a+i ~Mc+i == W+ S. To samo
wyrazenie moze oczywiscie dotyczy¢ i wzoru Clapeyron*a. W tym jed-
nak wypadku Rk_x= lk, Rk= 2 (lk-j-4+)> -Nt+l= 4+1, S'.=
= — «4) 4 + Npkl-i M+1 (PA+D ~ b~e{) 4+1 ¢ Tutaj N
bedzie oznaczato: 6 EJ —N) :lk+ (~+1 — dk) : 4+1]. Wedtug
znanego wzoru: M'— Mk_ x-j- (Mk — Mk_Xx (h-y—9 : 4 + [ dla mo-
mentu w przesle k, oraz M "= Mk+I[-\-(Mk — Mk+i) (C- tk+1) ; 4+1-f

-j- jjI" dla przesta k Z tych wzoréw, oznaczajac — Z=x",
Ci- — C— x" bedziemy mieli Mk_i = [(M'— W) Ik — Mk Xx'] : (4 — X"),
MKk+I=[(M "~ {") 4+1_~"~(C -i,+1)] : (/+1-i + i/&#) = [(M"-
—O4+i—™M c— + u—4+H)) (4 —4+i— + 4+0) =
= (W' — |¥) 4 ij— Al (441 —*M)] Po podstawieniu tych war-
toSci otrzymamy: M[—{O 4 : (4 —*)+ Pfc+ti (""" — 10 4+1

XU — A [ANLE X D (4 —#)+ A+ (4+1 —*7) o x"— N\ — -W+ 5,
Wezmy pod uwagg pare wartosci x', x", czynigcych zado$¢ rdézunaniu:
Rk—1x"*(lk~x) + P/c+i (4+1 — x'") * x" — Pfc — 0, a odno$ne momen-

ty gnace M" i M" czyni¢ bedg zado$¢ réwnaniu Rk_j (M'— [i) Ik : (4 —
— -f- P+ (MY — {i") 4+1 : *" = W-j- 5. Ten prosty wniosek sta-
nowi twierdzenie o dzuéch momentach.

W szczegélnym wypadku belki o statym przekroju réwnania powyz-
sze przechodzag w *' lk: (4 —ex") + (4+1 — Xx") 4+1 : x" — 2 (4 -
+ 4+i) = A - V) *Km(4 - *)+ W"- jiOPk+H :x"= N+S.
Jest to tak zwane twierdzenie Levy. Stanowi ono wypadek szczeg6lny
twierdzenia o dwdch momentach. Oba sg bardzo wygodne w zastoso-
waniu do belek wieloprzestowych. Najlepiej to uwypukli przykiad:

§ 40. Belka czteroprzestowa. Oznaczmy przesta kolejne przez
A, h e4  h e Skrajng prawa podpore B zaktadamy przegubowg — po-
zostate niech beda rolkowe. O$ BZ prowadzimy po osi preta pierwotnej
na lewo, B-g — w doét, B6 — ku patrzagcemu (Rys. 51). Niezaleznie od
typu obcigzenia MO= = o0, ponad podporami skrajnemi belki. W ten
spos6b odrazu otrzymalismy jedng warto$¢ momentu gnacego Ma— o,
przynalezng do x' = 0. 0Odnos$ng wartos¢ x" znajdziemy z réwnania po-
wyzej wyprowadzonego. W przekroju, przynaleznym do x", panowac be-
dzie moment gnhgcy M", ktéry réwniez wyznaczymy z tatwoscig. W ten
spos6b, idac od przesta do przesta otrzymamy szereg wartosci x", x"'

x"", . . . wraz o odnosSnymi momentami M", M', M"", ... W ostat-
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niem przesle beda wiec dwa znane momenty — ostatni szeregu tylko co
wypisanego i Mg — 0. Te dwie wartos$ci okres$lag caly wykres zmienno-
§ci momentow w ostatniem prze-

Sle. Latwo sie o tem przekona-

my, rzuciwszy okiem na (Rys. 47).

Z tego wykresu otrzymamy mo-

ment odporowy przedostatni, be-

dziemy znowu przeto mieli dwie

B wartosci momentdéw gnacych,

wyznaczone dla przesta przed-

ostatniego. Znowu zbudujemy

*1 wykres momentéw  gnacych,

Rys. 51. otrzymamy moment odporowy

dalszej podpory' i t d az do

skrajnego przesta lewego. Zalézmy, a zatozenie to w niczem ogélnosci
rozwazan naszych nie uszczupli, ze = 2= RB= A= / Ulatwi to nam
jeno rozwigzywanie rownan, a przykitad uczyni przejrzystszym. Dla belki
o statym przekroju wobec X' — 0 otrzymamy (/—Xx") /= X" (2 1), skad
X" — /6 / Dalsze réwnanie ¥s I13: (I — 1K 7)-)-(/ —x"") | : x™= 2 (/-)-
-j- 1) da x""= 49 |- W ten spos6b otrzymamy szereg wartosci X" == 0,
X" — V5 I, x"" — 419 |, x"" — 15/71 / tatwo tu zauwazyé pewien algo-
rytm. Licznik nastepnego utamka réwny jest mianownikowi poprzedniego
mniej licznik poprzedniego. Mianownik nastepnego ufamka rowny jest
pieciokrotnemu swemu licznikowi mniej licznik utamka poprzedniego.
Te wartosci wyznaczg momenty. W zatozeniu sity skupionej P, czyn-
nej po srodku prawego przesta skrajnego, bedziemy mieli dla dwoch
pierwszych przeset (M'—fi) : (I—x") -f- [M" — jt") : x" = (N +

-j-S) : 12 Ponad temi przestami brak obcigzenia zewnetrznego — zatem
S = 0. Nadto gdy wszystkie podpory lezg na Jednym poziomie, N = O.
Poniewaz przy tem M'= ('= x'= — 0, przeto i M" — 0. W podo-
bny sposéb znajdziemy, ze i M"' = o. Dla trzeciego przesta i ostatnie-
go (M""—i S/ — X"+ x""=S P = P X lItIX (2—
— Vi l2 : B= 3B P. Tutaj M™ = <y"— 0, bo ponad przestem trzeciem
niema obcigzenia Zatem M"" — fi"" = 4&/8 Pl i wobec (x"= — 1zPX
X 5/ 1= — 152 Pl mamy M"" = — 1MB Pl- Otrzymalismy w ten

sposOb dla przesta ostatniego dwie wartosci momentu gngcego: tylko co
wyznaczona, panujacg w odlegtosci 150 | od C3 oraz Mg — Mi = o.
Chcac znalez¢ odnosny wykres momentéw gnacych dla tego przesta,
oznaczamy przez x odlegto$¢ jakiegokolwiek przekroju poprzecznego bel-
ki od Cs, przez Mx moment w tym przekroju. Na mocy twierdzenia

o trzech momentach Mx — Ms -j- — M3) x : I A- WX, czyli Mx —
— x = M%\- (Mi— Ms) x : I. tatwo zbudowaé¢ wzér tylko co otrzy-
many. Wyznaczamy wykres momentdéw fi. ostatniego przesta. W danym
wypadku bedzie to trojkat CzqB o podstawie CB — | i wysokosci — Vi
Pl. W odlegtosci C3y= 1A / wyznaczamy rzedng -{t, ktéra jest oczy-
wiscie rowna fi"" i od punktu t w dét odktadamy tr— M Wtedy
= M"" — fi."", mozemy przeto uczyni¢ zados$¢ powyzszej linjowej za-

leznosci, prowadzac prostg Brn. Skrajna jej rzedna C\n= M3. Wykres
momentoéw gnagcych otrzymamy, biorgc pod uwage pola zakreskowane
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wykresu. tatwo zauwazymy, ze il/3= f(r X | m(1— x"™) — 11/i« —
_ 1548 P1'a: (/ — 15Ai 0 —islus PI- W ten spos6b dla przedostatnie-
go trzeciego przesta mamy juz dwie wartoéci momentéw N 3i Al'" — o,

panujaca w odlegtosci C2p= X"\ Na mocy twierdzenia o trzech mo-
mentach tatwo udowodnimy, ze przy braku obcigzenia zewnetrznego mo-
ment gnacy zmienia¢ sie bedzie linjowo. To samo zauwazymy odrazu,
rzuciwszy okiem na (Rys. 47). Mozemy zatem otrzyma¢ wykres momen-
tow gnacych, taczac n z p prosta mn. Odetnie ona C2m = M2< o, przy-
czem M2= — Ch X GP mPC, = — /12 PI. Z kolei, rozumujac zupet-
nie tak samo, dochodzimy do przekonania, ze nalezy potgczy¢ m z a
prosta mk, ktéra odetnie CXX — Mx— iZi88 P1 > 0. Laczac k z A zakon-
czymy wykres momentow.

Te same wartosci otrzymamy ze wzoru Clapeyron a. Stosujgc go
koleino otrzymamy 4 IAA-}- IAA o, IA/l-j- 4 IAA-f- IAA — 0, IM2-L
L4 IM% 3k W'- Stad AA= — 4 Al, Mt= 15 M,, Mx= Jiis PI,
a przeto M2= — %hq PI, Ms — Pl. Zwr6émy uwage na bieg tama-
nej wykresu. Rozfalowana w ostatnich dwdch przestach ledwo oddala
sie od podstawy w pierwszem. Obcigzenie przesta daje sie odczuwaé
jeno w najblizszych przestach sasiednich. Im dalej, tem jego wptyw sta-
je sie bardziej nieznacznym. Przypisa¢ to nalezy usztywniajagcemu dzia-
taniu podpdr. Im wiecej podpoér, tem belka sztywniejsza.

§ 41. Belka na podtozu sprezystem. Ustawmy podpory obok
siebie w szereg nieprzerwany, a otrzymamy tak zwane podioze. Belka
na podiozu statem jest niewatpliwie catkowicie sztywna. Nie wygnie jej
zadne obcigzenie gnace, chyba, ze samo podioze podda sie pod jarzmem
obcigzenia belki, a wtedy bedziemy mieli do czynienia z podtozem spre-
zystem. Ut6zmy na niem belke pierwotnie prostg. Po obcigzeniu sitami
gnacemi belka poczyna cisngé na podtoze wzdtuz catej dolnej powierz-
chni dotyku. Podtoze, jako sprezyste, podda sie nieco, belka sie wen
zagtebi tem silniej, im mocniej cisnie na podtoze w tem miejscu. Gdy
osiadanie belki jest proporcjonalne do nacisku, wywieranego iv tem miej-
scu na podtoze — podtoze jest wzorowo sprezyste.

Ut6zmy na pierwotnej osi belki statg o§ w£E, biorgc poczatek spot-
rzednych w s$rodku w dowolnego przekroju poprzecznego; o0$ of Kieruje-

my na lewo, wj — w dot, a cof — ku patrzagcemu. Po odksztatceniu
belka wygnie sie, otrzymamy rzedne yj — odksztalconej — jako miare
osiadania belki. Sprzeciw podtoza wzorowo sprezystego bedzie przeto
g= — wyj, ujemny, bo skierowany oczywiscie ku gorze. Stanowi on

niejako obcigzenie belki zewnetrzne jednostkowe, cisngce od spodu w sto-
sunku q kg na jednostke dtugosci. Spoétczynnik proporcyonalnosci ozna-
czamy tu przez m. Sprzeciw poditoza nalezy wigczy¢ do obcigzenia
odksztatcajgcego, aby z rdéwnan ogdélnych otrzymaé dane, dotyczgce
pracy belki na wzorowo sprezystem podtozu. Przyktady najlepiej to
wyjasnia.

IG
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§ 42. Belka podwalinowa. Belka pozioma na ziemnem podtozu
dzwiga w swej czesci Srodkowej w odcinku 2 a, symetryczne obcigzenie
jednostkowe p kg na jednostke diugosci. Tak ciSnie réwniez mur 2 a
gruby na belke podwalinowg. Opieramy go nie na podiozu bezposred-
nio, a na belce, chcac roztozy¢ cisnienie na wiekszg powierzchnie podto-
za. Dlatego belka, a raczej ptyta podwalinowa, zawsze wystaje poza kra-
wedzie muru, ktére w ptaszczyznie giecia wyodrebniajg trzy potacie ob-
cigzenia. W obu skrajnych (Rys. 52) belka ulega jeno parciu podioza.
Wedtug doswiadczenn Féppl'a zwykty grunt stanowi podtoze prawie zu-
petnie wzorowo sprezyste, mozemy przeto napisa¢ dla obu bocznych po-
taci: E = q—— W potaci srodkowej EJi{*" = - -mi\"-\-p. Dla
belki o staiym przekroju otrzymamy catke rownania pierwszego 7/=
— Aen'Sin rZ-j- Be*' Cos nl -)- Ce Sin C-J- De~~n~Cos ni, gdzie 4 «4=
— m : EJ. Calka drugiego réwnania ma posta¢ zupeitnie podobna, nale-
zy jeno w prawej czes$ci dorzuci¢ wyraz ~\p : m. Roézniczkowanie da
w obu wypadkach wzory réznigce sie tylko wartosciami statych catkowa-
niaz. = n (Ae"~—De~~n") (Sin nt -(- Cos wO)—n {Beu~-)- Ce—"") (Sin n”Z—
— Cos ni), t/'=2 n2 (Aen'— Ce~") CosnC+ 2 n2(De — Bell') Sin tu,
a{'=. — 2 w3 (Aen~-)- De (Sin G — Cos nQ — 2 n3(Bell — Ce~ "~
(Sin (. -f- Cos riC). Nalezy wyznaczy¢ state catkowania. W tym celu ze
wzgledu na zupetng symetrye obcigzenia, konieczng dla wszelkiej belki
podwalinowej, mozemy umies$ci¢ poczatek statych osi spdtrzednych w prze-
kroju belki srodkowym i rozpatrywac¢ jeno jej lewag potowe. Prawa be-
dzie symetryczna pod wzgledem naprezen i odksztalceh. Oznaczmy calg
dtugoséé belki przez 2 b. W przekroju, lezacym pod muru krawedzia,
w odlegtosci a od poczatku spéirzednych, bedziemy mieli jednakowa war-
tos¢ Y i r{ dla obu potaci, poniewaz odksztalcona nie moze mie¢ punk-
tow podwdéjnych w tym samym przekroju, ani osobliwych. Nadto w tym
przekroju sita tngca i moment nie doznajg przerwy ciggtosci. Dla belki
« statym przekroju M — EJ-3", T = — EJi{", zatem przy C= a bedzie-
my mieli te same wartosci r" i " dla obu potaci. Oznaczmy przez
A0, BO, CO, 24, =/, V, V> V"» V' odnosne wartosci dla pierwszej
eskrajnej lewej potaci, dla drugiej srodkowej przez Aly B1l, Cx, Dx, -,
V. VN V"> tli'", zatem przy C= a bedzie roa= rla, -foa= -0g\a,

W ' — tha", 7\J" = raa", niech nadto a= (AO— AJ ena, P= (BO—

— BXena 7 = (CO— Cx e—"a, 3= (DO— DX e~na a wtedy z warun-
kéw tylko co wypisanych otrzymamy cztery réwnania: a Sin na -f-
}-p Cosna -j- 7 Sinna -+- s Cosna — p \m, a (Sinna .- Cosna) —
— P(Sin na — Cos na) — '((Sin na — Cos na) — o (Sin na -j- Cos na) —
— o0, a Cos na— pSin na— 7 Cos na-f-2 Sinna—o, a (Sin na — Cos na)~\-
;-p (Sin na -]- Cos na) — 7 (Sin na -)- Cos na) -]- 8 (Sin na — Cos na) = o.
tatwo spostrzec, ze tym czterem rdwnaniom czynig zado$¢ wartosci:
a= 7= ASinna, p= 8= ACosna, gdzie A= p :2m. Zatem An—
= Ax-(-(p : 2m) e~naSinna, BO—Bx-j“(p : 2 ni) e naCosna, Cn=
= Cx-J- (p : 2 ni) ena Sin na, DO— Dx-)- (p : 2 ni) ena Cos na.

Z kolei zauwazymy, ze w skrajnym lewym przekroju belki sita tna-
ca moment gnacy muszg by¢ rowne zeru, jako w koncowym nieobcigzo-
nym, a przeto przy C— b musi by¢ — o0, W/ = 0. Stad
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A QOenb Cos nb — B Qenb Sin nb — C, e—"b Cos nb -j- DOe—vb Sin nb — o
oraz A Qeuh (Sin nb —Cos nb)-\-B0e"h (Sin nb-\-Cos nb) - COe~nb(Sin nb-\-
[ Cos nb) -}- DOe~nb (Sin nb — Cos nb) — o.

Na mocy powyzej otrzymanych wartoSci mozemy jeszcze inaczej
napisaé to samo: Axelb Cosnb — B lenb Sin nb — Cte~"b Cos nb -f-
-j- Dxe~nb Sinnb = K = (p :tri) Sinn( — a) Sinhn( —a) oraz
Alenb {Sin nb — Cos nb) -j- B, cnb (Sin nb -f- Cos nb) — Cxe~nb (Sin nbA-
-(- Cos nb) -]- e~“b(Sinnb — Cosnb) — L = — (p : ni) [Sinn (b—

a) Coshn(b—a)-f- Cosn{b— a) Sinh n(b— a)]. W ten sposéb otrzy-
maliSmy pigte i szoste réwnanie dla okre$lenia statych catkowania. Chcac
wyznaczy¢ brakujgce dwa, bierzemy pod uwage, iz w przekroju Srodko-
wym sita tngca winna byé réwna zeru Ten wniosek narzuca sie popro-
stu, gdyby bowiem przy C= o0 byto T =£0, to po rozcieciu belki wzdtuz
przekroju Srodkowego mielibySmy w jednej jego powioce Ta> 0 —
— w drugiej TOC o. Symetrja obcigzenia ulegta by zaktéceniu. Zatem
przy $~ o0 musi by¢ 10" — -)>- DI — Bx-f- Cl = 0. Nadto posrod-
ku belki styczna odksztatconej winna by¢ réwnolegta do wC wymaga te-
go znowu symetrja obcigzenia. Zatem dla C= 0 mamy: y10= At —
— Dx-(- Bl-j- CI — 0. Dodajac i odejmujac mamy AXx-f- C, — B x—
— Dy— 0, a przeto z réwnan piagtego i szostego: AxCos nb Cosh nb —

— Bi Sin nb Sinhnb = 13K, Ax (Sin nb Cosh nb Cos nb Sinh nb) -j-
-j- Bx(Sin nb Cosh nb-\-Cos nb Sinh nb)= 12 L. Z tych réwnan z tatwoscia
wyznaczymy wszystkie state catkowania, bedziemy przeto mogli zbadac
odksztatcong. Posrodku panowal bedzie skrajna warto$¢ momentu gna-
cego MO— ANj'ID= 2 «2EJ (At— Cj) = 4 n*EJAV

Caty ten rachunek nie nalezy do tatwych. Dla tego tez zazwyczaj
zaktadamy wprost, ze sprzeciw poditoza jest jednostajny na catej diugo-
sci belki. W tem zalozeniu, oczywiscie zupetnie falszywem, otrzymamy
MO= — 12 qb2-f- V2pa3 Z réwnania sit pionowych bedziemy mieli
nadto: 2pa — 2 bq — o i ostatecznie MQ= — 2 pa (b - a). Nie wcho-
dzi tu m: wzor pomija witasnosci sprezyste podtoza. Nie powinno to dzi-
wi¢ ze wzgledu na zupeing dowolno$¢ zatozenia.

§ 43. Podktad kolejowy stanowi réwniez belke stalego przekro-
ju — na podtozu ziemnem, a wiec wzorowo sprezystem. | tu rowniez
wobec zupetnej symetrji obcigzenia poczatek statych osi spétrzednych
umiescimy w przekroju Srodkowym, gdzie sita tngca musi by¢ réwna ze-
ru, a styczna odksztalconej — roéwnolegta do osi wWC — pierwotnej osi
podktadu. Oznaczmy przez 2 b catkowita dtugo$¢ podkiadu, przez 2 a
rozstawienie szyn (Rys. 53). Wobec symetrji obcigzenia sitami skupione-
mi P pionowymi, cisngcemi na szyny, mozemy znowu rozpatrywaé jeno
lewa cze$¢ belki, W skrajnym przekroju lewym, dla C— b sita tnaca
i moment gnacy sa niewatpliwie réwne zeru. Zatem ostatnie cztery row-
nania ustepu poprzedniego zachowujg swg moc obowigzujgcg i w danym
wypadku. Nalezy jeno wyznaczyé K i L na mocy czterech pierwszych,
ktére tu majg nieco inng postaé. W przekroju pod szyng, w odlegtosci
£ = at sita tnagca zmienia sie nagtym skokiem o wartos¢ skonczong P.
O$ sity P stanowi przeto granice dwéch potaci obcigzenia. Dla obu po-
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taci rownanie odksztatconej rézniczkowe bedzie miato te samg postac
EJr{""= — mq = ¢, catkowe natomiast rézni¢ sie bedzie statemi catko-
wania. Chcac je wyznaczy¢ wypisujemy dla przekroju pod szyna réw-
nania warunkowe. Odcietej C— a odpowiada ta sama warto$¢ rzednej
fio)a == ma>ten sam kat nachylenia stycznej ooksztatconej ‘qoa= fi\a oraz

ta sama warto$¢ momentu gnacegu, czyli EJr{'oa = EJr{\a . Nadto,,
przy C— a sita tngca zmienia sie nagtym skokiem, mamy bowiem dla
potaci lewej EJr["0oa = — Ta dla prawej EJy{"la — — Ta — P ostatecz-
nie wiec ™ 4 1a= P : EJ. W ten sposéb otrzymamy cztery
pierwsze roOwnania, roOznigce sie jeno prawemi stronami od réwnan po-
przedniego ustepu. Czynig im zado$¢ wartosci «x— — A (Sin na =
— Cosna), p= — A(Sin na -j- Cosna), 7= A(Sin na -j- Cos na), 8—

= — A (Sin na — Cos na), gdzie A= P : 4 EJ.

Po podstawieniu w rdwnania pigte i sz6ste, otrzymamy K = —
— P [Smn(b—a) Coshn (b —a) -[- Cosn (b — a) Sinhn (b — «)]
:2EJ, L= (P :EJ) Cosn(b — a) Cosh n (b — a), bedziemy przeto
mogli wyznaczy¢ wszystkie state catkowania i w danym wypadku.

8§ 44. Obcigzenie skupione. Odrzuémy prawag potowe podkiadu
(Rys. 53), a otrzymamy belke F < na wzorowo sprezystem podiozu, ob-
ciazong silg P w odlegtosci a od poczatku osi spoétrzednych. W danym
wypadku cztery pierwsze rownania bedg oczywiscie te same, co i w uste-
pie poprzedzajacym; te same bedg rowniez pigte i szdste réwnania, nato-
miast siédme i 6sme nalezy zbudowaé nieco inaczej. W skrajnym pra-
wym przekroju belki, przy ¢ — 0 panowaé¢ bedzie moment gnacy i sita'
tngca réwne zeru, zatem tu: ~"10= Ax— Cx= 0 oraz t)"10— AX-j-
+ Dx— Bx4- Cx= 0. Te dwa rownania tgcznie z piatem i szdstem
pozwolg wyznaczy¢ Ax Bx Cx Dx. Nadto z czterech pierwszych réwnan
wyznaczymy AO0 BO Cu i Dn— otrzymamy przeto odksztatcong, bedziemy
mogli wyznaczy¢ momenty i sprzeciw podtoza. Rachunki te sg niesty-
chanie zawile, to tez zazwyczaj staramy sie o ile mozna uprosci¢ sprawe,
czynigc mniej lub wiecej prawdopodobne zatlozenia. Mozemy naprzykiad
dla belki bardzo dtugiej, obcigzonej sitag P skupiong po $rodku rozpatry-
waé obie potowy belki, jako nieskonczenie diugie. Srodek spétrzednych

- umieszczamy po S$Srodku

Ys> C |-L1Vti du na _symetrje' obciazenia panuje war'goéé' ze-

£ p ‘& rowa sity tngcej, a styczna odksztalconej winna
x P by¢ réwnolegta do osi pierwotnej belki. Zatem
F ' ¢ przy C= o0 mamy Vo= o0, oraz EJq0"'= — Ta>

4 . T04- P/lo= o, skad EJrin" = i2 P. W danym
6 P s wypadku mozemy rowniez rozpatrywac¢ wytacz-

4 "\ nie tylko lewg potowe belki ze wzgledu na zu-

i petng symetrje obcigzenia. Dla niej catka réw-

Rys. 52, £3, 54. nania E q - — nirj bedzie 71—Acll' Sin nCG\

4- Be”' Cos lIC 4- Ce~n"Sin ;X 4; F)c~"K Cos nC.

Na koncu belki, a wiec dla skrajnego lewego jej przekroju f\= 0. tam
bowiem dziatanie sity P siegaé nie moze, jako do nieskohczenie dalekie-
go punktu, odlegtego o C= co od poczatku spotrzednych. Po podsta-
wieniu tych wartosci w tylko co wypisany wzér, otrzymamy A — B — O

bell
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czyli bedzie wprost Y — (C Sin iC-j- D Cos iu) e~’K, oraz 1/ — —
—n [(Sm kC— Cos «C) C+ {Sin nC-f- Cos nC) D] e~'K. Dla $rodkowego
przekroju VO— C— D — o, zatem ostatecznie r\=C{Sin nl-\-Cos 11Qe~"" .
Stad yj'= — 2 Ce~—~n"n Sin ni, yj" — 2 Ce~u' n2{Sin «<C— Cos »C), yj" =
= 4 Ce- "’ Z3Cos WC Zatem dla srodkowego przekroju 4 Cn”~I™ P : EJ,
skad C = |I/s P : EJrig gdzie, jak zwykle 4 «4= w : EJ. Ostatecznie
7l — /B(P ; EJn2e~"" {Sin ni -f- Cos nE). Strzatka ugiecia belki najwyz-
sza pod sita P bedzie /= VB8P : P/«3= Pn :2 m. Od tej skrajnej
wartosci poczawszy odksztatlcona szybko zcichajgcemi falami przecina
okresowo osi WE ujawniajagc kolejno rzedne yj > o0 i Y< o0. Strzatki f—o
otrzymujemy dla rzednych C, czynigcych zado$¢ réwnaniu Sin nE
-\-Cos n"C— o0, a wiec kolejno w odlegtosciach X= sA47 : « po obu stro-
nach osi wyj. Skrajne wychylenia odksztatconej odpowiadajg rzednym,
czynigcym zado$¢ réwnaniu ) — o0 czyli Sin nt = 0. Wierzchotki fali le-
73 przeto w odlegtosciach A= ~ : Il Odnosng posta¢ odksztatconej za-
znaczyliSmy na (Rys. 54). W podobny spos6b zmienia sie réwniez i mo-
ment gnacy. Skrajna jego warto$¢, posrodku belki wynosi Mm=EJt\9" =
= —2Cll'EJ= —P :4n

Okresowos$¢ tego samego rodzaju wykazujg rowniez odksztatcone
i momenty wszystkich powyzej rozpatrywanych belek. Dla tego tez nie
badaliSmy ich praw zmiennosci w poszczegdélnych wypadkach. Wyzna-
czanie warunkéw pracy belek na sprezystem podtozu jest, jak widzielis-
my, nader ucigzliwe.

8 45. Podpory sprezyste i sztywne. Pojecie sprezystosci podtoza
rodzi pokrewne pojecie sprezystosci podpor nie powigzanych w podtoze.
Wezmy pod uwage podpore sprezysta, a wiec usuwajgcg sie pod nacis-
kiem belki. Gdy obnizenie podpory wzrasta proporcjonalnie do nacisku,
podpore zowiemy wzorowo sprezystg. Oznaczmy jej odpér przez R, przez
f — poddawanie sie podpory w kierunku dziatania nacisku, ktory wywo-
tuje 6w odpér. Bedzie to wiec strzatka osiadania podpory mierzona na
osi sity odporowej, lub kat pochylenia przekroju podpartego w kierunku
obrotowym pary sit momentu odporowego, wywotujgcego moment osad-
czy — sprzeciw podpory. Poniewaz nacisk na podpore rownowazy jej
sprzeciw, rowny jest przeto — R. Dla podpory wzorowo sprezystej be-
dziemy mieli wobec tego / = — nR, gdzie przez n oznaczyliSmy odnos-
ny spoétczynnik proporcjonalnosci. Gdy n— o wtedy i f — 0 — podpora
jest niesprezysta, sztywna, oczywiscie w stosunku do rozpatrywanego od-
poruu. Gdy 1= 00, R — o podpora odporu R nie moze rozwingé.
W ogélnym wypadku podpora daje trzy odpory: pionowy V, poziomy
Il i moment osadczy ;.. Podpora sprezysta da te same odpory, a nadto
ujawni osiadanie sprezyste f == — nV, zboczenie sprezyste h = — tH
i obrdt sprezysty o= — 5J.. Gdy wszystkie trzy powyzsze spo6tczynniki
proporcjonalnosci majg wartosci skoriczone rézne od zera, podpora nale-
zy do wzorowo sprezystych statych, gdy jeno s = 00, a pozostate n i t
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sg skonczone i roézne od zera podpora jest wzorowo sprezysta przegubo-
wa, gdy wreszcie s = 00, t= co, a n jest skohczone i nie rdwne zeru
— zazorowo sprezysta rolkowa. Rzeczywiste podpory sg zawsze sprezy-
ste wobec istotnej sprezystosci wszelkiego budulca. Niekiedy jednak
strzatki podpér sg tak znikome, ze bez znacznego btedu mozemy owe
podpory uwaza¢ jako niesprezyste, czynigt n—t—s= 0. W innych
wypadkach nalezy jednak strzatki podpo6r bra¢ pod uwage, — rozpatry-
waé pret na podporach sprezystych. Wyobrazmy sobie belke, lezaca na
jednakowych poprzecznych belkach, uszeregowanych réwnolegle w pew-
nych odstepach. O ile belka lezy posrodku poprzecznie, bedziemy mieli
strzatke ugiecia pionowg 7/ = — RI* : 48 EQO, gdzie | oznacza dtugosé
poprzecznicy, R jej odpér pionowy, a EQ O odnosng sztywnosé w zatoze-
niu niezmiennego przekroju poprzecznego. Tutaj wiec n — / : 48 EQO.
Tylko co opisany ustréj przewaznie sie nie spotyka, natomiast jezdnia
mostu kolejowego, ztozona z poprzecznie uszeregowanych rownolegle
i obustronnie podpartych stanowi najczesciej spotykane podtoze toru™
Obie szyny toru lezg przeto na poprzecznicach—wzorowo sprezystych pod-
porach. Z tatwoscia wyznaczymy odnosng wartos¢ spotczynnika n. Zwy-
kty szereg podktadéw stanowi rowniez uktad podpdér wzorowo sprezystych
dla szyn kolejowych. Te przyklady wystarczg narazie.

8§ 46. Belki na podporach wzorowo sprezystych statycznie
wyznaczalne. WezZmy pod uwage belke pozioma, spoczywajacg na pod-
porach wzorowo sprezystych. Po obcigzeniu sitami gnacemi, prostopa-
diemi do osi pierwotnie prostej belki nastapi wygiecie ptaskie, rozpatru-
jemy bowiem pret jednorodnie zbudowany. Wygieciu belki towarzyszyc¢
beda odksztatcenia podpor, proporcjonalne do wywotanych odporéw: spre-
zyste strzatki i katy obrotu. Po odksztatceniu, gdy zapanuje stan réwno-
wagi trwatej, bedziemy mogli wypisa¢ rdéwnania statyki, wiazace sity
zewnetrzne z niewiadomemi — odporami. Dla belki ptasko wygietej trzy
rdbwnania statyki pozwolg wyznaczy¢ jeno trzy odpory — pozostate bedg
statycznie niewyznaczalnemi. Zatem: belka, ptasko wygieta, zusparta na
podporach wzorowo sprezystych, jest statycznie wyznaczalna, o ile obcigzenie
zewnetrzne wywotuje jeno trzy odpory. W tym szczegélnym wypadku od-
pory sa niezalezne od sprezystych wilasnosci podpér. Zalezg jedynie od
obcigzenia zewnetrznego, od wymiardéw belki i rozktadu jej punktow opar-
cia, tylko te bowiem wielkosci wchodzg do réwnan statyki. Zatem pret
ugnie sie zupetnie tak samo, jak na tych samych podporach, lecz niespre-
zystych. Krzywizna jego wszedzie pozostanie ta sama. Wynika to wprost
Zz réwnania zasadniczego momentéw EJt" — M. Prawa jego cze$¢ sta*
nowi sume wyrazOw zawierajacych odpory lub sity zewnetrzne mnozone
przez odnosne ramiona momentoéw. Tylko co wyzej mowiliSmy, ze w wy-
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padku statycznej niewyznaczalnosci odpory sg niezalezne od wtasnosci
sprezystych podpér. Zatem prawa cze$¢ rdwnania nie zalezy od wilasno-
§ci sprezystych podpér — pret wygnie sie zupetnie tak samo, jak na
podporach niesprezystych, ulegnie jednak, jako cato$¢ odksztatcona, osu-
nieciu i skrzywieniu z poziomu. Stad prosty wniosek, ze i po odksztat-
ceniu gnacem belki statycznie wyznaczalnej podpory wzorozuo sprezyste le-
Zza na prostej. To proste prawo umozliwia wyznaczanie wygiecia belki
statycznie wyznaczalnej spoczywajgcej na podporach wzorowo sprezy-
stych. Nalezy wyznaczy¢ odksztatcong D= f w zatozeniu tych samych
podp6r — niesprezystych. Istotna odksztatcona preta bedzie sie roznita
o funkcje linjowg strzatek podpor wzorowo sprezystych. Prosty przykiad
najlepiej to uwypukli.

§ 47. Belka statycznie wyznaczalna na dwéch podporach
wWzorowo sprezystych. Utdézmy poziomo belke statego przekroju po-
przecznego na dwdch poprzecznicach. Obie poprzecznice ustawiamy pro-
stopadle do osi belki, poprzecznice obustronnie podpieramy. Prawy skraj-
ny przekréj belki B oparty jest na poprzecznicy obustronnie wspartej na
podporach przegubowych—Ilewy A—opiera sie na poprzecznicy obustron-
nie spoczywajgcej na podporach rolkowych. Za-
tem belka ma prawg podpore wzorowo sprezysta,

przegubowa — lewag — rolkowa. Po obcigzeniu <fi— -7 + — B
sita P w odlegtosci (Rys. 55) a od lewej podpo- 1 1,0 A K
ry i b od prawej— podpory obnizg sie pionowo n L J?
pod jarzmem nacisku. Otrzymamy strzatke lewej ~7 m 7
podpory -p — prawej rib , zatem ra= — na A, S
‘H— —n])B, poprzecznice moga bowiem by¢ wo- Rys. 55.

gble niejednakowe, co pocigga za soba koniecz-

no$¢ rozrézniania spoétczynnikéw proporcjonalsci na i nb . Strzatki tylko
co wypisane stanowig w danym wypadku jedyne odksztatcenie podpor.
Wynika to wprost ze sposobu podparcia preta. Z réwnan statyki: A -f-
+ B -f-P — o, Al -j- Pb = o0, gdzie przez | oznaczyliémy catg ditugosé

preta, otrzymamy: A — — Pb : 4 B — — Pa : |, mozemy przeto nieza-
leznie od sprezystych witasnosci podpor wypisa¢ zasadnicze rownanie gie-
cia. EJn" = — Pb(l—£): /]+P (b— O, stad: EJi\'= C+ tOPb (/—
- Jdy I n- v,P{b-1N2E)j= D+ CC- 7e Pb(.2-C3:/1 +
+ 76 P(b — Os. Dla okreslenia statych catkowania bierzemy pod uwa-
ge, iz przy C= o0, y= b, a przy C= I, A= fa, a przeto: Elr\a = -
- ElnaA =D -f Cl, E}% = - EJnhB = D - », Phil + *& Pb\

skad bezposrednio C= EJP (nab—nba) : P — » Pbl + \« :
1= EJP (nab—nba) : 12+ CO, D= EJnbPa : /+ '/«Pbl2—
- Ve Pb5= PJnbPa : | -j- DO. Przez CO, DOoznaczylismy tutaj war-
toéci statych catkowania, jakie otrzymaliSmy juz w &8 4 w zatozeniu pod-
poér niesprezystych, a wiec przy na — nb = 0. Zatem po podstawieniu
otrzymamy roéwnanie odksztatconej: A\= r0-f Panb : IA-P(na b—nba) C:
P —To+ %47 (b — C Ten wz6r stwierdza nasze przewidywania
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teoretyczne. Odtézmy AA' = ria, BB' = i poprowadzmy prostg A'B".
Strzatka ugiecia preta na sprezystych podporach O f— Of0-\-fG gdzie
fof = The Nalezy zatem odtozyé rzedne tj0 w kierunku pionowym poni-
zej prostej AB" aby otrzymac¢ wykres strzatek ugiecia istotnych.

§ 48. Belki statycznie niewyznaczalne. Inaczej zupetnie za-
chowujag sie belki statycznie niewyznaczalne na podporach sprezystych,
poniewaz odpory ich zalezg od wiasnosci sprezystych odnosnych pod-
por. | tu réwniez catkowanie zasadniczego réwnania giecia stanowi roz-
wigzanie ogOlne zagadnienia, wobec jednak trudnosci rachunkowych nie-
zawsze tatwo prowadzi do celu. Wypisujemy réwnanie giecia zasadni-
cze, znaczac odpowiednio odpory niewiadome i catkujemy wprost w wy-
padku statego przekroju poprzecznego. W wypadku belki o przekroju
zmiennym korzystamy z rownania odksztatconej catkowego. W ten spo-
s6b précz dwoch statych catkowania bedziemy mieli wszystkie odpory
— niewiadome, ktére wyznaczymy z odnos$nych rownan warunkowych
i rbwnan statyki. Istote tego sposobu poznamy najtatwiej biorac pod
uwage nastepujgcy prosty przyktad:

§ 49. Belka trojprzestowa na podporach wzorowo sprezy-
stych. Zatézmy, a zatozenie to w niczem ogdlnosci naszych rozwazan
nie wuszczupli, ze przekréj poprzeczny belki jest staly i jednakowy dla
wszystkich przeset (Rys. 56), ze wszystkie przesta majg jednakowg roz-
pietos¢ X, i ze wszystkie podpory majg ten sam spéiczynnik n rézny od
zera skonczony. Nadto bierzemy pod uwage obcigzenie sita pionowa P
czynng posrodku belki. Wobec zupelnej syme-
trji obcigzenia umieszczamy poczatek statych osi

. 7 X 2y spbtrzednych po $rodku belki, kierujgc 0§ wC na
’ 1_ AL lewo po osi pierwotnej preta, o mj w dot, a wi

i fi P x 3 — ku patrzgcemu. Odp6r skra
i A ~ - pory przegubowej oznaczamy przez B, pozosta-
. tych rolkowych przez A, X, Y, idac od lewej ku

prawej. RoOwnania statyki, wypisane dla skrajne-
Rys. 56 1 57. go prawego punktu B preta nieodksztatconego,

bedg A+ X-J-Y+ B+ P= 0, 3Ak+ 2 XX+

+ R~P+ YX = 0O. Nadto rownanie momentéw dla punktu A da
3B\2Y k-\-32P X \ = O. Stad prosty wniosek, zreszta zupetnie
oczywisty ze wzgledu na symetrje obcigzenia, ze A — B, X = Y. Osta-
tecznie otrzymamy jedno tylko wypadkowe réwnanie A X -\-/2p—o0.
Mimo to mozemy wypisa¢ roéwnanie giecia w postaci EJ-r'= A (sI,X —
— O B-j-X (X—<¢). Catkujac otrzymamy: EJr{= C— l[2A (s2X—
—g2i- v, x{'j2x-02 ejh = D+cz + v, a (I2x—03n+ 7. X (>, x -
— O3 Te trzy rownania dotycza jeno lewej potowy belki — prawa ze
wzgledu na zupeing symetrje obcigzenia bedzie niewatpliwie tozsamoscio-
wa pod wzgledem naprezen i odksztatcern, mozemy jej zatem nie braé
pod uwage. Dla okre$lenia statych catkowania mamy czrery rownania
warunkowe. Na lewym skraju belki przy C= 82X T—ra= —nA,
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ponad podporg X, przy C= V2 X bedzie i]—rix= — nX, wreszcie ze
wzgledu na symetrje obciazenia kat nachylenia stycznej odksztatconej ku
osi toj rowny jest zeru posrodku belki, czyli wiec r/0= 0 dla C= 0. Ina-
czej jeszcze — EJnA = D -f-UCX, — EInX — D -f- x2C\ -]- L 6™M X,
C— X A—Va X W4X2= 0. Réznica pierwszych dwdch row-
nan da: EJn (X—A) = Cl---—--WBA Is. Na mocy trzeciego EJn(X —A) =
= B/ A)* -j- VBAX\ Poniewaz na mocy réwnania statyki A'= — yi—
— 72P przeto ostatecznie ~ = (3X — 24 A/m)P : (40 X3-f 96 EJn) =
= 5, A= —(23X3 24EJn)P : (40 Xs-)- 96 EJn) — Y. Z tatwoscia
rowniez wyznaczymy C i D, bedziemy mogli przeto wyznaczy¢ odksztal-
cona. Z powyzszych wzoréw wynika, ze X, Y nie mogg mie¢ wartosci
zerowych, natomiast przy 3 X3= 24 EJn obie skrajne odpory A =B —0.
W tym szczeg6lnym wypadku sg one zbyteczne. Gdy znéw 3 X3< 24 EJn,
odpory skrajne sg ujemne, pret na nie wywiera nacisk, lecz gdy 3X3)>24 Eln,
wtedy Ay O i By O — odpory skrajne nalezy da¢ ponad pretem, ina-
czej bowiem pret uniesie sie kohcami ponad podpory, bedziemy przeto
mieli wypadek powyzej rozpatrywany — belki opartej na dwie podpory
a obcigzonej sitg P posrodku.

Rozwigzywanie réwnan warunkowych stanowi powazng wade powy-
zej podanego sposobu. Trudnos$ci rachunkowe rosng wraz z iloscig prze-
set, to tez zazwyczaj stosujemy do belek wieloprzestowych:

§ 50. Twierdzenie o pieciu momentach. WeZmy pod uwage
belke wieloprzestowg na wzorowo sprezystych podporach, uszeregowa-
nych pierwotnie na jednej prostej. Ut6zmy na tej prostej — pierwotnej
osi belki nieodksztatconej stalg 0$ obierajagc poczatek spotrzednych
dajmy na to w skrajnym prawym przekroju belki, lub w ktérymkolwiek
przekroju podpartym. O$ wC kierujemy na lewo, <aj w dot, a — ku
patrzacemu. Po obcigzeniu belki sitami gngcemi prostopadtemi do osi
pierwotnej — nastgpi wygiecie ptaskie — wylgcznie bowiem rozpatrujemy
belki jednorodnie zbudowane. Po odksztatceniu podpory sprezyste zejda
Z poziomu — ujawnig strzatki pionowe. Ich strzatki poziome mozemy
poming¢, jako znikome przy nieznacznych, praktycznie jedynie dopusz-
czalnych wygieciach belki. Korzystamy ze znakowania § 35 i obieramy
na belce odksztalconej dwa sasiednie przesta k i k-\-\. Ich podpory
Ck_i, Ck, ChH daty strzatki rik_ x, 4ik , . W zalozeniu wzorowej
sprezystosci podpor: kK x= — nk_xCk X, nk= — nk Ck, flk+l = —
— Q + i, rozpatrujemy bowiem podpory réznych rodzajow o niejed-
nakowych spétczynnikach sprezystoSci w og6lnym wypadku. Owe strzat-
ki, a wtasciwiej méwiac odpory, stanowig niewiadome zagadnienia, nie
mozemy przeto korzysta¢ z rownan Clerca i Clapeyroria bo wyraz N
obu tych wzordéw zawiera witasnie owe strzatki . Usunmy
je ze wzoréw. W tym celu mozemy wypisa¢ dla przesta k réwnanie mo-
mentéw w postaci Mk_x-]- Tk_ylk + ~Pkbk — Mk, dla przesta k -f- 1
otrzymamy Mlc+ Tk Ik+x-f bkI[X = , korzystajac ze zna-
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kowania (Rys. 49). Dodawanie obejmuje wszystkie sity gngce pierwszego-
przesta Pk w pierwszem roéwnaniu, w drugiem — sity Pk jj drugiego
przesta. Poniewaz niewatpliwie Tk — Tk x-+ -Pk + Q > przeto Mk -+
+ Pk—14-11 + 4+1 ZPk -+ CJtlk+l -+ -P/#&i bk+tl = Mc+l = Rugujac
z tych wzoréw otrzymamy Ck= Mk Xx:4 — (1 :4 + 1:4+1)
714 + A4+1 : fletl — ak : /£#— N+ 1 sA+i : 4+ 1» marnY bowiem
ak —4 — e W ten spos6b mozemy wyrazic¢ , Cki Q.+i w za-
leznoéci od Mk_2, 714—1>Mk, M+\\, 7¥4+2 x mnozac przez — i,
— nk, — «*+i podstawi¢ we wzory Clerca lub Clapeyron a. W wyniku
otrzymamy wzory wigzgce owe pie¢ momentdéw odporowych, a stanowig-
ce istote twierdzenia o pieciu momentach, ktére zostalo wyprowadzone
przez H. Czopowskiego, w zatozeniu statych, cho¢ niejednakowych sztyw-
nosci poszczegolnych przeset i tak nazwane.

Mozna roéwniez korzysta¢ ze wzoréow Clerca i Clapeyron a tacz-
nie z powyzej wypisanemi wzorami dla Ck. Istotnie, w zatozeniu n— 1
przestowej belki, bedziemy mieli n odporéw CO, C\... Cn i n momen-
tow odporowych MO, M1... Mn. Wzory Clerca lub Clapeyron’a dadza
jak wiemy n — 2 réwnan warunkowych, linjowych wzgledem momentow
i odporéw powyzej wyszczeg6lnionych. Nadto mozemy niewatpliwie wy-
pisaé n — 2 réwnan dla Cl, C2... Cn_j — linjowych wzgledem momen-
tow odporowych. Z tych 2 n— 4 réwnan wyznaczymy 2 n— 4 odpo-
row i momentdw odporowych. Brakujgce nam jeszcze rOwnania otrzy-
mamy czesciowo z warunkéw rownowagi belki odksztatconej, czesciowo
za$ z warunkéw korncowego obcigzenia belki. Gdy belka konczy sie po-
nad skrajnemi podporami typu rolkowego lub przegubowego, M0O— Mn—
= O, gdy belka obustronnie zwisa — momenty MO i Mn mozna wyzna-
czy¢ bezposredniem sprowadzeniem uktadéw sit gngcych czynnych na
owych korncach. Dla belek o koncach osadzonych mozemy wypisa¢ no-
we dwa réwnania Cleréa, wiazace dodatkowo MO i Mn. Nadto we
wszystkich wypadkach mamy dwa rownania statyki. W ten sposéb wy-
znaczymy wszystkie odpory i momenty odporowe. Nastepujgcy prosty
przyktad najlepiej wyjasni istote rzeczy.

8§ 51. Belka dwuprzestowa na podporach wzorowo sprezy-
stych. WeZmy pod uwage belke o statym poprzecznym przekroju,
wspartg na trzech wzorowo sprezystych podporach A, X, B, lezacych
na linji prostej — pierwotnej osi belki nieodksztatconej w réwnych od-
legtosciach X od siebie (Rys. 57). Po obcigzeniu sitg skupiong P czynng
na osi posredniej podpory pret ugnie sie a podpory obnizg, ujawniajgc

strzatki ra = — naA, X = — nxX, = —n/,B. W danym wypadku
mamy jeno dwa przesta, przyczem M, = MA = O oraz MB — M3— O,
zaktadamy bowiem prawg skrajng podpore przegubowag — a pozostate

rolkowe. W S$rodkowej umiescilismy poczatek statych osi spotrzednych,
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kierujac o$ wC na lewo po osi pierwotnej belki, 0§ o w dot. a «4 — ku
patrzagcemu. Réwnanie Clapeyrona da nam: 4 Xil/2— 4 \MX — 6 EJ(jr\a

— 2 1x T8 : X= — 6 EJ (naA — 2 /ZA'-j- n™B) : X. Réwnanie dla
srodkowego odporu bedzie tu X— —2 MXx : X—P, przyczem site P moze-
my zaliczy¢ do jednego, lub do drugiego przesta. Oznaczmy przez
2m=\3:3EJ, a wtedy z tych dwéch réwnan otrzymamy naA —
— 2 (nx -¢- ni) X-\- n*B — 2 mP. Nadto réwnania statyki, wypisane dla
skrajnej podpory prawej dadzg A + A-|-B -f-P = 0O, 2 AI-\-(P-\-X)X—
— O. Z nich bezpos$rednio wyptywa, ze A = B oraz A = P—2A,
co podstawiwszy w réwnanie poprzednio otrzymane, bedziemy mieli: A =
= — 2 %-P : [«tt -f- 4 (Wwx -]- ni) -}-iif} = B, X — —P -(-4 nxP : [«a -j-
+ 4 ni) -j- lliy). W zatozeniu obu skrajnych podpér niesprezystych
bedziemy mieli A — B — -Pnx : 2 (nx *»e Sprawdzimy to bezpo-
Srednio, catkujgc roéwnanie giecia EJr”= A (X - O, ktére wypisaliSmy
dla lewej czeSci belki ze wzgledu na zupeing symetrje obcigzenia. Za-
tem EJ{=C —V,AX—O02-P/rj= D+ a + 14~ X— 03 W da-
nym wypadku przy £= X mamy 4= O. Nadto styczna odksztatconej
posrodku musi by¢ rownolegta do osi wg. Wymaga tego symetrja obcia-
zenia. Zatem C= 1274%X2 oraz D-\-C\— 0. Poza tem przy C—o0

mamy = rix = f — — nxX a przeto EJnxX — D -f 10A X3 Dotacz-
my jeszcze rOwnania statyki B = A i X ——P 2 A a otrzymamy ko-
lejno: A— B — — Pnx : 2 (nx -j- ni), C— — Pnxi? : 4 (»v  w)» P —
= PnxK3: 4 (w*-]- %), A = — Pzh : WA-)- 7). Rownanie odksztatconej

bedzie tu Elrt= D&— X3C— 1A (X—1J1)J Pnx : 4 (nx -f ni) = BXX—OQ—

X—03 25 : 12 (1 4ni : nx). Czyniagc w powyzszych wzorach nx — 00
odnajdziemy réwnania, dotyczace belki obcigzonej sitag skupiong posrodku
jednoprzestowej statycznie wyznaczalnej.

§ 52. Belki na wielu podporach wzorowo sprezystych row-
noodlegtych. W wypadku belki spoczywajacej na wielu podporach wzo-
rowo sprezystych, ustawionych w odlegtosci X jedna od drugiej, trudnosci
rachunkowe uniemozliwiajg rozwiktanie zagadnienia. Zazwyczaj tez ko-
rzystamy ze wzoréw dla belek na sprezystem poditozu, jako bardziej ra-
chunkowo dostepnych. W tym celu skupiony nacisk pionowy podpory R
zastepujemy ciSnieniem rzekomego podioza gq= R : X. Jest to niewat-
pliwe niezgodne z istotg rzeczy — biagd jednak w ten spos6b popetniany
maleje wraz z liczbg podpér szeregu.

Dotychczas wytacznie tylko rozpatrywalismy podpory wzorowo spre-

zyste, rolkowe lub przegubowe, pomijajagc milczaco state, ktdre procz
strzatek dajg kat 0 proporcjonalny do pary obrotowej momentu odporo-

wego lub osadczego, Zatem @ = — m jj.. Szczeg6lna wartos¢ m = 0
cechuje podpore statg niesprezysta, czyli przekréj osadzony, gdy znowu
m —co — odnosny przekrdj potgczony jest przegubowo bez tarcia z pod-

pora. Moze sie zdarzy¢, ze pewna liczba podpdr belki wieloprzestowei
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nalezy do typu statych. Odnosne sprzeciwy nalezy dotgczyé do sit zew-
netrznych. W danym wypadku najlepsze wyniki daje spos6b catkowania
zasadniczego rownania giecia. Proste przykiady najlepiej to uwypukla.

8§ 53. Belka jednoprzestowa na dwéch wzorowo sprezystych
podporach statych. WeZzmy pod uwage belke pozioma obustronnie za-
mocowang w podporach wzorowo sprezystych statych. Poczatek statych
osi (Rys. 58) spétrzednych umieScimy w $rodku prawego zamocowanego
przekroju, 0§ wC poprowadzimy na lewo ku lewej podporze po osi pier-
wotnej preta, oS wj w dot, a <& ku patrzagcemu. Po obcigzeniu sitg P
pionowa, przytozong w odlegtoéci a od lewej i b od prawej podpory, pret

ugnie sie, jego skrajne przekroje podparte obniza sie

A P B\
a 1is (D ttE = — n/,B, proporcjonalne do odporéw pionowych
Ryp " A B, a nadto katy obrotu 0a= — maNa, O/, = -
*
o B
T *

i W . Przesuniecia boczne pomijamy, jak zwykle, jako
Rys. 58 i 59. zgota nieznaczne dla matych praktycznie jeno dopusz-
czalnych ugie¢ preta. ROwnanie giecia da nam; EJrt"=

— la A(l—QOF\P{b— 0O, skad: Elr{= C-\-ptC 12A (/— 021
I—»/, P (b-Q\ EJt]= D +CC+ V2 + 7. A (Z—O3]+VcP (*-0O*
Dla okre$lenia niewiadomych C, D, A, B, W\ i mamy dwa réwnania
statyki, ktore mozemy wypisa¢ dla poczatku spo6trzednych w postaci A -|-
-+ P B—0O VM AlI-\Pb yi, = O, oraz cztery roéwnania warun-

kowe. Dla C= o mamy E J - —EJ (6= C— 1iAl2— "RPb2
E\b = — EJn"B = D -f- ¥e AlI8-f~ V« Pb3 Nadto dla 1— 1 bedziemy
mieli EJ®a = — EJmaua= C + I, EJria= — A= 2-f OV
H 72 Z tych roéwnan wyznaczymy wszystkie niewiadome i otrzyma-

my rownanie odksztatconej.

W szczeg6lnym wypadku, gdy sita P dziata posSrodku belki / dtu-
giej, a obie podpory sg jednakowo sprezyste, najlepiej umiesci¢ poczatek
spotrzednych w srodkowym przekroju (Rys. 59) i rozpatrywaé jeno lewa
potowe belki, jako zupeilnie symetryczng. ROwnania statyki dadzg tu A—

—B — — V2P, = [j. Caltkujac zasadnicze rownanie EJt]’=
= j. -y2P (V2/— O, otrzymamy EJr{ —C+ [C+ 7* P (V21— 02
B\ = D -j- CC+ Vs kG — li2P (72 1 — O3 Posrodku styczna odksztat-

conej musi by¢ réwnolegta do osi wC ze wzgledu na symetrje obcigzenia
i sprezystosci obu podpér. Zatem O — C I/tP X .%il2 skad C— —
— 7x6 PP- Nadto dla @ /21 mamy w zatozeniu na= nb= n, ma —
== = w nowe réwnania warunkowe: EJQa = — EJm\i. — — yi6 Z3/2-)-
+ 7. K = - Eln A= V* = Z27- T7,2P/3+ 7s 172 Z tych
rownan otrzymamy N\— P12 : 8 (/42 EJm), bedziemy przeto mogli usta-
li¢ rownanie odksztatconej. Belka tylko co zbadana stanowi dosy¢ czesto

spotykang czes¢ ustrojow budowlanych; dwie belki tego rodzaju zawiera
tak zwana —
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§ 54. Ramownica. Cztery belki potaczone wegtami w sposob
sztywny stanowig ramownice. Najczesciej uzywane sg ramownice pro-
stokatne (Rys. 60) o dwoch jednakowej sztywnosci E~NJXpionowych pre-,
tach bocznych AM®1®Y i CnDO i dwoéch poprzecznicach — gérnej DOCO
i dolnej AM O réwniez jednakowej sztywnosci PO U. W wypadku zu-
petnego usztywnienia wegtow, katy proste wierzchotkowe ramownicy nie
ulegajg zmianie przy odksztatceniu, moga sie jednak obracaé w ptasz-
czyznie giecia. Tego rodzaju ramownice usztywnione na wegtach be-
dziemy wylgcznie rozpatrywali — odksztatcone ich pretow sktadowych
przecinajg sie zawsze pod katem prostym na kazdym rogu. To zalozenie,,
praktycznie moze niezupeinie Sciste, wszelkie bowiem potaczenie zupetnie
sztywne by¢ nie moze, znacznie utlatwi nam wyznaczanie odksztatcen ra-
mownicy.

Oznaczmy rozstawienie jej pretdow pionowych — podtuznie przez /,
poziomych — poprzecznie przez h i zatézmy, ze obie podtuznice ulegaja
dziataniu sit pionowych, lezgcych na osi ramowni-
cy, a skierowanych nazewnatrz. Pod jarzmem tych -#P iff q -%p

sit prety poziome wygng sie w tuki, pochylone IPyfip
koAcami ku osiom pierwotnym poprzecznie pod _F-COAC
katem 0 na wegtach. Wobec doskonatosci usztyw- f D t
nien wegtowych odksztatcenie to pociggnie za so- T

ba skrzywienie obu pierwotnie prostych podtuz- I

nie. Ich odksztatcone pochylg sie pod tym samym ~1 W A 1
katem 0 na wegtach ku swym pierwotnie prostym ° P\& iP*TTp (
osiom pionowym. tatwo to udowodnié, zwazyw- e 1 '-

szy, ze odksztatcone pretbw ramownicy musza W~b\-'/iP
przecina¢ si¢ pod katem prostym na wegtach. Kat

0 miatby zerowa wartosé¢ jedynie w wypadku zu- ys'

petnej sztywnosci podtuznie. Podituznice ulegaty-

by jeno rozcigganiu sitami 2P, a poprzecznice mozna by bylo uwazac,
jako zamocowane na wegtach. Nie znamy jednak tworzyw sztywnych,
kat 0 jest zawsze rézny od zera, zamocowania poprzecznie naleza do ty-
pu wzorowo sprezystych. tatwo to udowodnimy. W tym celu rozcina-
my ramownice po rogach, zastepujac dziatanie zniszczonych w ten spo-
sob weglowych usztywnien odpowiedniemi parami sit — momentami we-
glowymi [J.. Wobec zupeinej symetrji momenty na wegtach beda jedna-
kowe, cho¢ roznoskretne. . Odksztatcenie ramownicy wyraznie wskazuje,
ze dolny pret w lewym koncu swym A pod dziataniem sity P obrocit
sie nieco naokoto A w kierunku strzatki zegara. Ten obrdét niewatpliwie
wywotat sprzeciw sprezysty w postaci momentu o parze sit sprzecznej co
do Kkierunku obrotu — dat zatem moment oporowy ja lewoskretny, stano-
wigcy odpdér zamocowania lewego poprzecznicy. Rozumujac w podobny
zupetnie sposdb dojdziemy do przekonania, ze odporem zamocowania
prawego bedzie réwniez moment (. lecz prawoskretny. Te dwa momen-
ty tacznie z sitg P i jej odporami pionowymi — 72 P> pochodzgcymi
od goérnej sity P, stanowig obcigzenie zewnetrzne poprzecznicy. W uste-
pie poprzednim badaliSmy belke w ten sposéb obcigzong i wyznaczylis-
my dla koncowego punktu odksztatconej — pochylenie ku osi pierwotnej
0 —(— 71BP}2+ 72 : PiJo = W danym wypadku j. stanowi niewia-
domg zagadnienia. Chcac jg wyznaczy¢ bierzemy pod uwage podtuzni.ce
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AD, lewa. Przy odksztatlceniu oba jej kohce nie schodzg z piong, jeno
sie nieco oddalajg od siebie w kierunku pionowym pod jarzmem sit roz-
ciagajacych 2P, a nadto zblizaja sie, zreszta *nader nieznacznie, ku osi
sit P na tle wygiecia obu poprzecznie. Stowem mozemy zatozy¢, ze kon-
ce A, B podluznicy pozostaja na osi jej pierwotnej, pionowej. Wobec
etego poczatek statych osi umieszczamy w D, ¢$§ Di prowadzimy w ddl
przez A, o$ DA na prawo, a DE, ku patrzacemu Bedzie to wiec belka
obustronnie podparta, a obcigzona sitami 12 P rozciggajacemi i momen-
tami . zastepujgcymi dziatanie .poprzecznie odcietych. Dolny jej koniec
ulega dziataniu momentu gngcego Jj- prawoskretnego, na gorny dziata
rowniez moment jj., lecz lewoskretny, w tych bowiem dwoch kierunkach
lewe konce poprzecznie chcg wygia¢ podituznice po obu jej korcach.
W mys$l prawa o znakowaniu zasadniczego wzoru giecia — E X{<(" =

skad — = C XC, — ENJ{ri= D + CC-frXJt"- Przy G—o i I—h
mamy = 0 a przeto D= O, C— — U2/ i ostatecznie — EJgl— —
— Vs M + M¥e Czynigc w tym wzorze C= h otrzymamy koncowe po-
chylenie odksztatconej #'= — 12yh : EX X. Wobec doskonatego usztyw-
nienia wegtowego 0 = 0, czyli: [— Vle P/2+ tls *EQo= —Vvs\¥ &

:EX X skad ji= VsPP : [lI-j-hEala: EX X W rachunku powyzszym
pomineliSmy dziatanie sit rozciggajagcych V2P : popetniony w ten sposob
btagd jest zgota nieznaczny dla podtuznie niezbyt dtugich; w razie prze-
ciwnym nalezy sity rozciggajace wzig¢ pod uwage — oba prety boczne
ulegng wygieciu mimosrodkowemu, o ktdorem bedzie mowa nizej jeszcze.
Zatem w zatozeniu podiuznie mocnych a krétkich mozemy $miato rozpa-
trywa¢ jeno moment j-. Po $rodku strzatka ugiecia wyniesie — EX ,fx=
= — VY2h X V3h-f- V, | X (V2h)2 Zakle$niecie ramownicy bedzie wiec
rowne 2J\ = V4ph : EUJIl. W podobny sposéb otrzymamy strzatke po-
przecznicy /0, czynigc we wzorach ustgpu poprzedzajgcego C= 0. W da-
nym wypadku wydtuzenie preta bocznego, powstale na tle dziatania sit
rozciggajacych /2P bedzie niewatpliwie réwne U2Pli mE X X gdzie przez
F x oznaczyliSmy poprzeczny przekréj podiuznicy. Zatem tu n=h : EX X
Spétczynnik ten ma oczywiscie warto$¢ nieznaczng dla pretéw krotkich
a tegich. W tem zatozeniu — n— O, a zatem D = UYPPP — Ja\&
i ostatecznie Erafo — V,, PI3— Vs  — Vi2P CI2~3 Stad uwypuklenie
ramownicy 2 fO0= [V24P/s— i \A\\ : EQ 0. W danym wypadku moment
gnacy podiuznie posiada wartos¢ stalg jj.. Ta sama warto$¢ momentu
gnagcego panuje w obu koricoOw poprzecznicy. Posrodku natomiast mamy
jo= .i— 2P X V21 Z tych dwdch wartosci wyzszg nalezy wzigé pod
uwage przy wyznaczaniu wiasciwych wymiar6w poprzecznie. Dla podiuz-
nie bierzemy jj..

§ 55. Ramownica mostowa. Ustawmy lewy dolny wegiet A
tylko co rozpatrywanej ramownicy na podporze rolkowej, prawy B na
przegubowej, a otrzymamy ramownice mostowg (Rys. 61). W go6rnych
jej wegtach C, D przyktadamy dwie jednakowe sity poziome P dodatnie,
bo skierowane tak, jak o$ stata BC. Te o0$ prowadzimy przez obie pod-
pory na lewo. 0O$ Btj ukltadamy na osi prawej podtuznicy w dot — o$
Bz, kierujemy ku patrzacemu. Pionowe odpory oznaczamy przez A, B,
jedyny odpér poziomy podpory przegubowej przez //. RoOwnania statyki
bedg tutaj a\ B = O, H-\-2P — O, oraz dla prawej podpory, jako
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srodka sprowadzenla momentéw: Al -f-2Ph = O. Stad A = —2Ph :
= — H= —2P. Przy odksztalceniu — sity P przesung po-

przecznlce gérng w kierunku swego dzia-

tania, obie boczne podiuznice pochylg sie

za nig, a przeto wobec usztywnieh wegto-

wych lewy koniec poprzecznicy dolnej zo-

stanie obrécony przeciw strzalce zegara

na kat Oa, prawy na kat Sb oczywiscie

rowniez w tym samym Kkierunku pochyle-

nia sje bocznych pretébw. Wyznaczmy oba

te katy. W tym celu rozcinamy ramowni-

ce po rogach, zastepujac dziatanie znisz-

czonych w ten sposdb wegtowych usztyw-

nien odpowiednimi momentami wegtowy-

mi W, H> i IV* Przesto dolne stano-

wi zatem belke lezgcg na podporach A, B,

wygietg pod jarzmem momentéw M i i

prawoskretnych. Wobec zupeinej tozsa-

mosci warunkdéw pracy obu podtuznie majgcych z zatozenia jednakowg

sztywno$¢ E1J 1, oba katy obrotu Sa i 9b bedg oczywiscie réwne. To sa-

mo dotyczy réwniez i momentow, ktére owe odksztatcenia wywotaty, be-
dziemy mieli przeto W = . Obciazenie tego typu da odpory
pionowe A', B', ktoére z tatwoscig wyznaczymy z réwnan statyki, wypi-
sanych dla poczatku spétrzednych w postaci AN-A-B™N O, 2 Wa\-AJ=0.

Stad Ax= — 2 0 : I, Bx= 2 [Jin: |, a przeto zasadnicze réwnanie gigcia
bedzie EJ~" = B0— 2 j0/— Q : / cCalkujagc mamy EJ»r{= C+
~+ lo — 02 : h EJrt = D-j- @G-]- 2g0-— 73p ¢/ O3: I-
W danym wypadku -/j=0 gdy C=o0 lub C-fStgd mamy D — 7s

D+ Cl-j-7, ]V3= O, co daje D= v3Na\ C= — *KI- Na mocy
tylko co otrzymanych wartoéci bedziemy mieli EQ 09f) = — 7s h/4"
+ IV =1 kIV sM = VetV : EQO. W tym wzorze [i0 stanowi nie-

wiadomg. Chcac ja wyznaczyé, bierzemy pod uwage prawg podiuznice.
Wobec doskonato$ci usztywnienia wegtowego odksztalcona podtuznicy
przetnie sie z odksztatcong poprzecznicy dolnej pod katem prostym,
m przeto koniec dolny podituznicy pochyli sie pod katem 0™ ku osi pier-

wotnej tego preta — pionowej — na tle obrotu o ten sam kat catej po-
dtuznicy okoto punktu B. Po uwzglednieniu tego obrotu kohcowy prze-
kréj dolny podituznicy mozemy niewatpliwie rozpatrywaé¢, jako zamoco-
wany, a sam pret uwazaé¢ za belke, obcigzong drugostronnie u géry w C
sitg poziomg P i momentem N\, zastepujacym dziatanie odrzuconej po-
przecznicy gornej. Przy odksztalceniu podtuznice pochylajg sie wierz-
chotkami naprzéd w kierunku osi BC dodatnim, muszg wiec oopowiednio

wygina¢ konhce poprzecznicy gérnej — prawy od gory, lewy ku dotowi.
Oba w kierunku jednakowym — przeciw strzalce zegara. Te odksztatce-
nia $wiadczg o istnieniu momentéw % , lewoskretnych, stanowigcych

obcigzenie zewnetrzne poprzecznicy gérnej. Momenty [ic, |V zastepuja
dziatanie podtuznie. Wobec istnienia trwatej réwnowagi odksztatconej
esowe wygiecie poprzecznicy gérnej wytwarza sprzeciw sprezysty w po-
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staci momentéw \c i ™ prawoskretnych. Jeden z nich stanowi cze$é ob-
cigzenia zewnetrznego preta BC, osadzonego u dotu, daje wiec pochyle-
nie skrajnej stycznej odksztatconej w C ku pierwotnej osi preta pionowej.
Wz6r odnos$ny wyznaczyliSmy w § 24 rozdziatlu niniejszego. Dla mo-
mentu jjc prawoskretnego otrzymamy zen & = — iich : J IE1. Zupeknie

niezaleznie od dziata na belke BC sita gngca P, powodujac pochyle-
nie skrajnej stycznej odksztatconej w C Kku pierwotnej osi preta nieza-
lezne od tylko co wyznaczonego. Bedzie to 0" = \'"2Ph2: EX X zgod-
nie z § 9 tego samego rozdziatu. Ostatecznie wiec catkowite pochylenie
gornego konica odksztatconej podiuznicy 0C= 0N 0'-(-0"= A/ N/ :
EQO0— cEDL1-j- ViPIli2: ELJ1. Nadto z warunkéw réwnowagi
wyodrebnionej czesci BC bedziemy mieli Ph = -f- X, jedyna zatem
niewiadomg w danym wypadku stanowi moment jx. Chcac ja wyznaczy¢,

bierzemy pod uwage gorna poprzecznice CD. Przy odksztatceniu oba
jej konce przesuwajg sie nieco w kierunku dziatania sit P, a nadto zbli-
zajg sie, zresztg nader nieznacznie, ku osi BC, na tle wygiecia obu po-
diuznie. Stowem mozemy zatozyé, ze korice CID1 poprzecznicy goérnej
pozostajg na osi jej pierwotnej — poziomej. Jest to wiec belka obustron-
nie podparta, a obcigzona momentami \t, lewoskretnymi na koncach.
Wobec zupetlnej tozsamoséci warunkéw pracy obu podiuznie ¥ — ~  zu-

petnie jak dla poprzecznicy dolnej. A zatem réwniez i w danym wypad-
kuO0C= 7r,pr1 : E2)2 przyczem przez E2) 2 oznaczylismy sztywno$é po-
przecznicy goérnej, zazwyczaj w ramownicach mostowych znacznie stab-
szag od EQ 0. Wobec doskonatej sztywnosci wegtéw mozemy niewatpli-
wie napisa¢ 76fV : EQO—M : ~izi+ 72P~ mE\N\= lLv-cl mEil%=
= 76Phl : EJO—76pcl : EJO—Yh : E JX+ '2Ph2 : ElJx, stad
A = Ph[l :EQa+ 3h: ExXJX : [/:EA2-f/7:EQO+ 6h :E JX=
= Ph - po. Te dwie wartosci tylko co wyznaczone rozwigzujg zagad-
nienie.

W szczegdlnym wypadku, gdy dolna poprzecznica jest bardzo tega,
mozemy zatozyé EQO= co, a wtedy = 3 Ph2: \IEX X: E2/2j-6 h\
Nadto gdy brak gérnej poprzecznicy E ,J2= 0 wtedy ;ic = O, jjo= Ph.

§ 56. Przyktady i ¢wiczenia. 1° Belka wieloprzestowa statycz-
tycznie wyznaczalna (Rys. 62) dZzwiga poprzeczne ramie CD lezgce w prze-
kroju posrednim O w odlegtosci a od lewej rolkowej i b od prawej prze-
gubowej podpory. Na ramie dziatajg obustronnie sity poziome P skie-
rowane odwrotnie, stowem w przekroju O panuje moment jj= P x CD
lewoskretny, stanowigcy obciazenie zewnetrzne belki. Przekr6j O dzieli
ptaszczyzne giecia na dwie potacie lewag i prawa, w pierwszej panuje
moment — A (I — O w drugiej za§ M2— A (/— O+ (. Poczatek
statych osi spotrzednych, jak zwykle, umieszczamy w prawej podporze,
kierujac przytem o$ BC, wzdtuz osi pierwotnej belki na lewo, Bq w dot,
a Be ku patrzagcemu. ROwnania statyki dla poczatku spéirzednych wy-
pisane w postaci A -j-B = O, Al -f-[i= O dadzg A= —j.: /= — B.
W ten sposéb dla pierwszej potaci otrzymamy EJt\" = — (/— Si) : h
dla drugiej zas EI\2'= —"\>-(— @ : /+ P- Catkujac bedziemy mieli



kolejno w zatozeniu statego przekroju belki: EJi\f= C\4- 7a ~ #a—Cj2
I, EJrh= A + QC- V,~A({/-C)s: /foraz £~'2 = C2+ 7,R(*-Q2
R = A + CC-V«R('-W 3:/+1V PC

tutaj bowiem na granicy obu potaci moment zmienia ©»

sie nagtym skokiem, nie mozna przeto tgczy¢ obu

wzordw, dzielgc odnosne wyrazy momentow kreska-

mi, jak w zwykitych wypadkach dziatania sit skupio-

nych. Dla okre$lenia czterech statych catkowania

bedziemy mieli A= 0 przy C= o0 i C— Z a nadto

dla granicznego przekroju, gdzie C=b, bedzie "|1='~2 Rys. 62.

oraz Vi=y]2e Stad A Cx/= 0, A — V6jji2= o,

Ci+ Vsh«2:/= C2+ V, FR2:/7-]-lA A + t"3: /= A +
-J- C22— Ve "3 : N+ V2iji62 i ostatecznie: C\= — 16jjJ -(- 72 "2 : h

Dl= 1~ - Q= ~7. + v2 ANOA = Tein2 Te
wartosci okres$lag odksztatlcong. Chcac znalez¢ strzatke ugiecia szukamy
pierwiastkéw réwnania r{ = 0. Dla pierwszej potaci bedziemy mieli @=

= | —i VjB—i2 z warunkiem 1>CO0> b, ktéry istotnie wypetnia sie

przy /> 6] 3. Tej wartosci @ odpowiada strzatka f0= (V3P—b23 :
: 3 EJ/. W drugiej potaci bedziemy mieli G= ]/2bl— b2— % 2 —
odnos$na strzatka bedzie /i= —n)/72£/— b2— 2623 .3 EJ/, z warun-

kiem 2 i/— £2— % 2> o. Wobec odwrotnosci znakéw obu strzatek
wnioskujemy o istnieniu posredniego punktu przegiecia odksztatcone;.
Wykres momentéw cibcd wskazuje, ze punkt przegiecia istnieje w przekro-
ju obciazonym, tam bowiem krzywa wykresu przechodzi przez zero.

2° Ciezki linjat mierniczy nalezy podeprze¢ w dwoch punktach w ta-
ki sposob, aby odksztatcenie byto najmniejsze, a linjat w przyblizeniu po-
ziomy. Wobec wymagania ostatniego podpory muszg by¢ niewatpliwie
symetryczne wzgledem S$rodk?, ustawione, dajmy na to, w odlegtosci X
od obu koncéw linjatu, obcigzonego jeno waga wilasng. Oznaczmy wage
linjatlu przez Q — na jednostke diugosci bedziemy mieli przeto 4= O :
: / kg. Ponad podporg panowa¢ bedzie moment gnacy Mx — V2 gx|,
posrodku za$ linjatu moment = V2q [V2/}- — 12Q X [V2/— X\ =
= V3ql \x— V4/]. Sa to wartosci skrajne momentéw. Na zasadzie pierw-
szego prawa Hooke’a odksztatcenie winno by¢ proporcjonalne do sity od-
ksztatcajgcej — zatem najbardziej poziomy ksztalt odksztatconej otrzyma-
my niewatpliwie wtedy, gdy Mx = — MO0. Stad x*+ IXxX— % 2= o,

czyli x — V21(V 2 — 1). Odlegto$¢ podpér winna byé przeto / — 2x —
— (@2 — ¥ 2) Z«> 0,586 /.

3° Deska spoczywa na sztywnym podtozu (Rys. 63); lewy jej ko-
niec zwisa poza skraj A powodujac wygiecie Srodkowej czesci. Wyznacz-
my przekroj B w ktérym nastepuje dotyk wy-

Sfietei deski do podioza, dalei bowiem iuz de- 2 1 - 3 c
ska spoczywa catg swg dolng powierzchnig me- z n
odksztatcona. Catg diugosé¢ deski oznaczamy fclJ N

przez /, jej cze$¢ zwisajacg przez a, cze$¢ pod-
parta odksztatcong przez b— pozostatg przez c. Rys. 63. v
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W przekroju A belka opiera sie o kant podtoza, tutaj wiec yj = o0, dalgj
w B mamy Scisty juz dotyk belki, a przeto yy= o0, i Yf= 0. Nadto w B
panowa¢ musi zerowa warto$¢ momentu, inaczej bowiem dalsze przekroje
belki musiatyby ulec wygieciu. Nazwijmy przez q ciezar deski na jed-
nostke dtugosci, przez A odpo6r, jaki powstaje na skraju podtoza w A.
Bedziemy przeto mieli dla punktu B réwnanie momentow: y2 q {a-Ab)2f-
-f- Ab —o. Stad A = — w2g{a-{-by : b. Umies¢my poczatek statych
osi spo6trzednych w B, o$ BQ poprowadZzmy po powierzchni podioza po-
ziomej na lewo, o$ Bi\ w doét, BE — ku patrzagcemu. Zasadnicze réwna-
nie giecia bedzie tu EJr{* = 12q (a-f-b— 02 1—1%2q (a-f-by (b— O ;
: b w zatozeniu statego przekroju deski. Catkujac, mamy EJt{ — C —
-i/tgq(a+ 6- 08 I + vaq(a+ by {b- O2: b Efy = D+ cCC+
+ Aq@+ b— 04l —vi2qg{a-J-by b— Os: b Przy C—o0o mamy
M—o iy = o przy C= b mamy y= o Zatem C— 7e q (a-\-b)s-\
+ Jq(«+ byb= o D-j-v4aqg(a-\-by —ve2<g@o4 byb2= o, D -j-
+ CZ+ /A4 — 0. Z pierwszego réwnania mamy C= 7e ¢ (a “h ~)5—
— WJqg@+ b)3b. Mnozac te warto$¢ przez b podstawiamy w trzecie
rownanie. Po odjeciu drugiego i pomnozeniu przez 24 : ¢ otrzymamy:
4{a byb—4(a-]-by i2-]-ak —(a-\-by — 2 a™- — b*= 0. Stad b—
= 2. Skoro wiec | > a (1 -(- ) 2), deska po odksztatceniu wyglada
tak, jak na rysunku. Gdy /< a (1 J 2) opiera sie jeno prawym swym
koncem o podtoze. Gdy 1=2 a deska jest podparta tylko w A, koty-
saC sie moze swobodnie, wreszcie, gdy /< 2 a deska spada z poditoza.

4° Budynek fabryczny podzielono stropem na parter i pietro. Usta-
wiono podwdjnym szeregiem stupy zelazne w odstepach pieciometrowych
réwnolegle do osi podiuznej budynku, dzielac w ten sposéb parter na
trzy nawy szeSciometrowej szerokosci. Na stupach potozono belki po-
dtuzne podciggowe, taczace S$ciany poprzeczne, a na nich belki poprzeczne
w odstepach metrowych. Na belkowaniu Zelaznem utozono wpoprzek
deski tworzace wiasciwy strop. Przypuszczalne obcigzenie stropu wyno-
si tgcznie z wagg desek, belek poprzecznych i podiuznych — q = 500
kg/m2 Jest to do$¢ znaczne obcigzenie, wyzsze od rzeczywistego —
z zapasem. Strop w ten sposob obliczony wytrzymuje z tatwoscig ciezar
Izejszych obrabiarek z obstuga. Nalezy wyznaczy¢ wiasciwe wymiary
stropu. Rozpoczynamy od desek. W tym celu zakladamy, ze deski sa
taczone ponad osiami belek poprzecznych. Przeczy to istocie rzeczy, za-
zwyczaj bowiem deska pokrywa pare przeset belkowania. Nalezatoby je
wiasciwiej liczy¢, jako belki wieloprzestowe, wobec jednak do$¢ znacznej
warto$ci ¢ mozemy uprosci¢ zadanie, rozpatrujac je, jako obustronnie pod-
parte na sasiednich belkach poprzecznych. Oznaczmy szerokosé belki
przez a cm, grubosé przez e cm. Nosna ditugos¢ deski rowna jest oczy-
wiscie rozstawieniu belek, wynosi przeto X= 1 m. Calkowite obcigzenie
jednego przesta deski wynosi O= g X 1 X a m100= 5 a kg. Skrajna
warto$¢ momentu posrodku deski bedzie Mm = 7s = 1s X 100 X
X 5a= 62,5a (kg, cm) zgodnie z § 5 niniejszego rozdziatu. Poniewaz
tutaj dla deski W = 1/6ae2 przeto 7« aekg — 62,5 a. Dla soéniny k? ~

00 75 kgZcm2 zatem e = 2,24 cm. Nalezy uzy¢ caléwek. Z kolei oblicza-
my belki poprzeczne, zaktadajgc, ze potaczenia ich wykonano na belkach
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podciggowych. Zatem szeroko$¢ budynku miesci trzy belki szeSciometro-
we. Kazda z nich uwazamy jako obustronnie podpartg, a obcigzona jed-
nostajnie deskowaniem na catej diugosci. Obcigzenie jednej belki wynosi
j?2=500 X 6 X 1=3000 kg, cisnie bowiem na nig pota¢ deskowania
6 metrow dluga i metr szeroka. Po $rodku skrajna warto$¢ momentu
wyniesie Mm = 1/8X 3000 X 600 = 225000 (kg/Zcm). W danym wypad-

ku Iwig cze$¢ obcigzenia stanowig sity ciezarowe, a wiec state. Dla ze-
laza zlewnego mozemy wzigé kg = 1200 kg/cm2 ze wzgledu na duzy za-
pas q. Zatem Wx — Mm : kg = 187,5 cml| Dla dwuteownika zwyktego
N° 19 tablice podajg Wx = 185 cm3 Ten profil nalezy uzyé, stawigc

Srodnikiem pionowo. Zupeinie w podobny sposéb wyznaczymy belke
podciggowg; mozna ja réwniez rozpatrywaé, jako ztozong z poszczegol-
nych belek obustronnie opartych na stupach, aczkolwiek wiasciwie jest
to belka wieloprzestowa. Obcigzenie jej stanowig sity skupione — na-
cisku belek poprzecznych. Wobec réwnomiernego roztozenia tych belek
na podciggu mozemy od biedy rozpatrywaé to obciazenie, jako jednostaj-
ne. Wyniesie ono od stupa do stupa V—500 X 6 X 5= 15000 kg, stu-
py bowiem ustawione sg w odstepach pieciometrowych, a zatem na karb
jednego przesta podciagowego wypada pola¢ stropu 5 metréw diuga i 6
metrow szeroka. Skrajna warto$¢ momentu po S$rodku bedzie réwna
Mm — y8X 15000 X 500 = 937500 (kg, cm), zatem Wx — Mm : kg =

= 937500 : 1200 = 781 cm8 Tej wartosci odpowiada dwuteownik Ns 32
zwykty, lub tez Ne 24 — szerokopasowy, dla ktérego Wx = 855 cm8

5° Belki wspornikowe. Wyznaczanie belek wieloprzestowych jest
nader uciazliwe, z tego powodu nieraz stosujg belki wspornikowe, zwiasz-
cza w wypadku wielu podpér ustawionych w jednakowych odstepach 1
Ustawmy szereg belek DABC wystajacych poza podpory A, B i potgcz-
my je przegubowo belkami CD. Obcigzenie pierwszych jednostajne niech
bedzie p — drugich q na jednostke diugosci. Wobec przegubowego za-
mocowania obustronnego—ogniwa CD moga by¢ rozpatrywane, jako belki
statycznie wyznaczalne, obustronnie podparte w C i D. Ogniwa te wy-
wierajg nacisk na belki sagsiednie podparte, wywotujgc w przegubach od-
pory pionowe C=D = — V, qc. Odpory poziome pomijamy, jako z isto
ty rzeczy nieznaczne przy stabych wygieciach, jedynie praktycznie do-
puszczalnych. Skrajna warto$¢ mo-
mentu gnacego panuje niewatpliwie
po $rodku belki CD. Bedzie to M(O=
= — v2gC x x2cC+ vs Q(v202-=
= — Vs <<m Ta warto$¢ jest miaro-
dajna przy wyznaczaniu wiasciwego Rys. 64.
przekroju belki. Sity pionowe /2 qc
tacznie z obcigzeniem jednostajnem p stanowig uklad odksztatcajgcy be-
lek podpartych, tak zwanych wspornikowych DABC. To obcigzenie wy-

wotuje pionowe odpory A= B = —p (a-}- b)— V2qc, mozemy przeto
wypisa¢ skrajne wartosci momentéw — ponad podporg A lub B w po-
staci Ma = Mb= 72qcbh -j- V,pb2= V2b (qc + pb) i posrodku pomiedzy
podporami = 14qc (b -j- a) -j- ¥2P(b-\- a)2— [V, qc A-p (b -j- a)] a =

— y2b (qc + pb) — y2pal Znaczenie uzytych liter w dostatecznej mierze
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wyjasnia (Rys. 64). Momenty Ma i MI jako skrajne wyrokujg o wiasci-
wych wymiarach belki wspornikowej. W szczegélnym wypadku, gdy
przekr6j i tworzywo belek jest jednakowe, mozemy wyznaczy¢ najko-
rzystniejsze ustosunkowanie dtugosci a, b, c. Nalezy jeno w tym ielu
uczyni¢c — Ma— Ala, wtedy bowiem oba rodzaje belek ustroju bedag pra-
cowaly jednakowo w przekrojach niebezpiecznych. Stagd mamy w zaloze-
niu p= g roéwnanie c2= 4 b (c-j- b). Poniewaz rozpieto$¢ podpor | —
= 2b-\-c przeto /—2bf= 4b(—0b), stad b= (Vs— 1:j/~8)/

0,147 /. W tym szczegolnym v]\?épadku wyznaczymy wiasciwy prze-
kroj staty belek z réwnania pc-

6° Belka dwuprzestowa (Rys. 45) dzwiga po $rodku pierwszego
przesta sitag pionowg P (— 5000 kg, po $rodku drugiego P = 10000 kg.
Rozpieto$¢ pierwszego przesta a — 4 m, drugiego b — 2 m. W zatozeniu
belki o statym przekroju poprzecznym mozemy wypisaé réwnanie Cla-
peyron a w postaci: 2 [400 + 200] Mx = 5000 X 200 X [4002— 2007] :
: 400 + 10000 X 100 X L2002— 1002] : 200. Stad Mx = 375000 (kg, cm).

Dwie drugie skrajne wartosci momentu gnacego wyznaczymy dla prze-
krojow obcigzonych obu przeset. W tym celu wyznaczamy odpory. Ma-
my tu A X 400 -]- 5000 X 200 = Mx oraz B X 200 -(- 10000 X 100 = Mx
a zatem A = — 1562,5 kg, B — 3125 kg. Nadto A-\-B-'r X-\- Pu-j-
->- P = O a zatem X — — 10312,5 kg i ostatecznie otrzymamy dla S$rod-
kowego przekroju pierwszego przesta MO= A X 200 == — 312500 (kg,
cm) — i drugiego AA— B X 100 = — 312500 (kg, cm), nalezy przeto
wyznaczy¢ przekréj poprzeczny z réwnania WX — Mx : kg . Zatézmy,
jak wyzej kg = 1200 kg/cm2 a wtedy Wx 375000 : 1200 = 312,5 cm8
Tej wartosci odpowiada dwuteownik zwykty Ne 23 ustawiony Srodnikiem
pionowo, tablice bowiem dajg dlan IVX — 314 cm3

Zupetnie tg sama drogg idziemy przy wyznaczaniu belek wieloprze-
stowych o zmiennym przekroju. Z poczatku liczymy je, jako belki o prze-
kroju statym; wyznaczamy skrajne momenty i odpory. Podtug momentow
dobieramy odpowiednie przekroje, a nastepnie przeliczamy od nowa mo-
menty i odpory, biorgc za punkt wyjscia tylko co wyznaczong belke tym-
czasowo. W ten sposOb powtérnie otrzymane wartosci momentéw po-
zwolg wyznaczy¢ nowy ksztatt belki, ponownie zatem powtarzamy obli-
czenie, poki nie otrzymamy witasciwych ostatecznych przekrojéw. Podany
sposob jest zrozumialy sam przez sie. W danym wypadku, wobec nie-
wielkiej réznicy wartosci skrajnych momentow belka o statym przekroju
stanowi najkorzystniejsze, bo najprostsze rozwiazanie.

Zatézmy, ze srodkowa podpora obnizyta sie 0 m cm, nalezy przeto
moment MXx zwiekszyé o » Mx = 6 EJ [—nj :400 — m : 200J) : 1200 —
= 6 X 2150000 X 3605 m : 160000 = — 290653 m (kg, cm), mamy bo-
wiem dla dwuteownika Al 23 z tablic J = 3605. Zatem juz przy m =
= — 7j cm poprzednio wyznaczona belka nie wystarcze, mamy bowiem wte-
dy Mx = 375000 -j- 96884 = 471884 (kg, cm) a przekréj niebezpieczny
pracuje na giecie przy 1502 kg/cm2 Nadto bedziemy mieli A X 400 -f-
+ 5000 X 200 = Mx, B X 200 + 10000 X 100 = Mx czyli A = —
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— 1320 kg, B = — 2640 kg oraz X — — 11040 kg. Stad znowu Mu=
— — 264000 (kg, cm), Mx= — 264000 (kg, cm) istotnie wiec przekroj
ponad podporg posrednig jest niebezpieczny. Godzi sie tu wyraznie za-
znaczy¢ wzrost momentu Mx i odpory X, potgczony z dodatkowym na-
prezeniem tworzywa. Tem sie objasnia grzanie tozyska posredniego wa-
tow tréjlozyskowych, pojawiajace sie nader czesto przy niedokiadnem
ustawieniu silnika. Czasami nawet wat peka ponad podporg posrednia.
W pewnych warunkach réznica 0,5 m/m moze juz spowodowaé znaczng
zmiane pracy walu, grozgcg nieszczesciem.

7°  Wat generatora pradu tréjjazowego. (Rys. 46) dzwiga posrodku

ciezar wirnika. Zat6zmy a = 22 cm, b — i8 c¢cm, ¢ — 60 c¢cm i odpowied-
nio $rednice tych czesci da= 29 cm, d/,— 31 cm, dc= 36 cm. Wy-
znaczmy skrajng wartos¢ sity P — ciezaru wirnika, dajgca strzatke ugie-

cia srodkowg / = 0,035 cm najwyzszg dopuszczalng dla generatorow te-
go rodzaju. Tworzywo watu — stal zlewna, dla ktérej £ = 2200000 kg/Z/cm2
W § 29 mieliSmy wzérJ — va4, PP . ElJc -f-7s Pa3u :EJa — 1:El]~-\~
-f 7« P (3aXd + 3ab2+ bs) [1 :EJb— 1:EJO\ W danym wypadku
Ja — 34719 cm4, Jb = 45333 cm4, Jc = 82448 cm4, /= 2 (tf+ 6+ c) =

= 200 cm, a przeto po podstawieniu odnosnych wartosci otrzymamy:
P — 1028032 / = 36280 00 36,3 t. Rachunek ten nie nalezy do tatwych.

8° Belkowanie ztozone z dwoéch dyli debowych, skrzyzowanych pod
katem prostym wykonano w sposOb nastepujacy. W przeciwlegtych scia-
nach wiezy kwadratowej wycieto otwory i utozono belke poziomag o prze-
kroju statym kwadratowym, w sgsiednich $cianach przeciwlegtych wybito
rowniez nieco wyzej otwory tak, aby wetkniety w nie dyl tego samego
przekroju dolegat do poprzedniego bez nacisku. Przez skrzyzowanie dy-
li przerzucono tancuch, jak szelke, a na nim zawieszono blok, dZzwigajgcy
na sznurze ciezki dzwon, wagi P kg. Cato$¢ mozemy oczywiscie rozpa-
trywaé, jako dwie belki skrzyzowane, obustronnie podparte, a obcigzone
posrodku sitg P, tgcznie dzialajgca na oba dyle. Wyznaczmy ich prze-
kréj wiasciwy, zaktadajgc odlegtosé Scian wiezy przeciwlegtych /= 4 m
i p = 1900 kg. Czeé¢ sity P réowna nP cisnie na dyl goérny, pozostata
(1 — n) P na dolny. W o0g6lnym wypadku dyle moga sie rézni¢ prze-
krojami i tworzywem; oznaczmy sztywno$¢ gdérnego przez EJ, dolnego
przez EIJ1. Sity, powyzej wypisane, dziatajg niezaleznie od siebie —
pierwsza daje strzatke sity J x— nPls : 48 EJ, druga /, = (1 — n) PI3:
. 48 EyJx. W zatozeniu statego dotyku belek mamy /, = f2, stad n :
cEJ— @ —n):EUl aprzeto n— 1: 1+ PN\ ®m&J)' W rozpatry-
wanym przez nas wypadku EI1J1= EJ, zatem potowa sity stanowi ob-

cigzenie dyla go6rnego, potowa — dolnego. Posrodku obu dyli panuje
moment najwiekszy Mm — 74 (72 P) | = 7s X 1900 X 400 == 95000 (kg,
cm) mozemy przeto napisaé W — M : kg . Dla debiny, w zatozeniu

pewnosci szesciokrotnej kg — K ,,: 6= 600 : 6 = 100 kg/cm2, skad osta-
tecznie W = 950 cm3= 7, cs, gdzie przez ¢ oznaczyliSmy bok przekro-
ju kwadratowego dyla. Inaczej jeszcze cs = 5700 cm3 i ostatecznie ¢ =
= 17,9 co 18 cm. Nalezy wuzy¢ dyli 18 X 18 cm. Opisany ustroj jest
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niewatpliwie statycznie niewyznaczalny; utamek N moze by¢ okreslony
jedynie na mocy zasady niezaleznego dziatania sit, ktérg stosowalismy
w danym wypadku.

9° Deska sosnowa lezy na sprezystem podtozu, ktére pod cisnie-
niem jednego kilograma na centymetr kwadratowy osiada sprezyscie na
t cm. Prawy koniec belki ulega jarzmu sity pionowej P. Szerokos$¢
deski wynosi 5 cm, wyznaczmy jej grubos¢ statg 3 cm, w zatozeniu znacz-
nej diugosci deski. Poczatek statych osi sp6trzednych w obieramy we
srodku skrajnego przekroju prawego deski, 0$ prowadzimy po osi
deski nieodksztatconej na lewo, 0§ .,; « dot, wS — ku patrzacemu.

Zgodnie z zatozeniem odcieta lewego koricowego przekroju bedzie |—oo0.
Zasadnicze réwnanie giecia bedzie tu EJ-r{"'— p = — mt], gdzie p ozna-
cza obcigzenie jednostkowe — sprzeciw podtoza a m odnosny spoéiczyn-
nik proporcjonalnosci. Obierzmy jako jednostke dtugosci deski centy-
metr. W tem zatozeniu p = s kg/cm, a przeto m — s : t kg/cms. Catka
réwnania giecia bedzie tu = AeISin n'Q-\-Ben™Cos n'Q\- Ce~n"Sin «C-)-
-f- De~n"Cos wC. Dla lewego skraju belki przy | — 00 mamy = o,
tam bowiem nie siega wpltyw sity odksztalcajgcej. A przeto stale catko-
wania A i B muszg by¢ réwne zeru. Nadto w prawym skrajnym prze-
kroju moment gnacy jest oczywiscie rowny zeru, a sita thgca T = — P,
rownowazy bowiem site skupiong P obcigzenia zewnetrznego. Zatem
przy CT— o0 mamy ®6'= o, T:EJ—P : EJ. Rbzniczkujac
bezposrednio otrzymamy r{=—nCe~n"(Sin wG— Cos nC}—nDe~n(Sin «C—}-
- CosnV), vj"= — 2ul Ce~n” Cos wE -f- 2 n2 De~~n*Sin nQ, r{" —
— 2 ns Ce~n* (Sin wE-j- Cos «<£) — 2 ni De~~n" (Sin «C— Cos nt). Czyniac
w tych wzorach £— 0o otrzymamy — 2n2C= o, 2n3C-f-2«3D — P :
. EJ, przyczem, jak zwykle «4= m : 4 EJ = s \AEJ}. Stad bezposred-
nio C— 0O, D= P :2n3E]J i ostatecznie BEldt] = [P :2n% Cos NC,,
a nadto jeszcze EJr{ — — [P : 2 n2Ae- ”*(Sin ntA-Cos nQ, EJ-r("= M =
= [P :Me~n"SinfdQ oraz E Jt= — 7= — Pe (Sin nC— Cos nC).
Wyznaczmy skrajng wartos¢ momentu. W tym celu wyznaczamy C z row-
nania dM : dQ= — T — — Pe~n" (Sin iGC— Cos nC) = o0, ktére da «C =
= 74 > H/A7], «ee a przeto najwiekszy moment gnacy Mm = [P
s\ e~"t"Sm (V47) = [P :w) 2elsl= . Podnoszac do pote-
gi czwartej otrzymamy P&—K:4n* — EJP*e~* :m = EJtPK—K:
s = W~2kg*. W danym wypadku J — 1/12 sss, — 7« ss2 a przeto
po skréceniu otrzymamy réwnanie 108 EtP4 = 54s%l1™ 4 z ktérego wy-
znaczymy z tatwoscig z. Zaté6zmy P = 1000 kg, 5= 20 cm, £=0,025 cm.
Dla drzewa sosnowego E 100000 kg/cm2, Kg = 420 kg/cm2 Przy
pewnosci szesSciokrotnej kg = 70 kg/cm2 a przeto z = 4,97 5 cm. Wy-
znaczmy odksztatcong. Po podstawieniu odnos$nych wartosci otrzymamy:
= 01392 e Cos we. Stad dla C= o mamy ®6— 0,1392 cm 1,4 m/m.

10° Belke stalowg (Rys. 65) zawieszono na trzech pretach jednako-



— 123 —

wej dtugosci |, zaczepionych o niesprezystag pota¢ go6rng i obcigzono si-
tami P i Q pionowemi, przytozonemi po $rodku obu przeset a i b belki.
Wyznaczy¢ staty przekr6) dwuteowy belki oraz Srednice pretéw stalowych
zlewnych, aby po odksztatceniu zawieszone punkty A, B, C belki lezaty
na linji poziomej. Zatézmy P — 20000 kg, Q = 10000 kg, a = 1 m,
b—2mil 10 m. Rownanie Clapeyron a da nam w zatozeniu pota-
czenn przegubowych 2 (100 -)- 200) Mg — 20000 X 50 X [1002 — 507 :
: 100 + 10000 X 100 X [2002 — 1003] : 200, skad Mg = 375000 (kg, cm).
Nadto dla odporu lewego bedziemy mieli réwnanie A X

X 100 -)- 20000 X 50 = Mg, dla prawego za$ CX200-f- o _ /s /.

-J- 10000 X 100= Mg, skad A = — 6250 kg, C= — ' o s

— 3125 kg. Odpo6r sSrodkowy otrzymamy wprost z réw- % 4
nania statyki A-\-B-\-C~\-P-[-Q — O, czyli B—— 3" a

— 20625 kg. Nadto w przekrojach obciazonych bedziemy

mieli skrajne momenty Mp = — 6250 X 50 = — 312500 Iys 55
(kg, cm), Mg = — 3125 X 100 = — 312500 (kg, cm), na-

lezy przeto dostateczny przekroj belki wyznaczy¢ z roéwnania WX —
= Mg : kg. Wezmy dla stali zlewnej, w wypadku obcigzenia statego
k? = 1500 kg/cm2 a wtedy Wx = 250 cm3 Tej wartosci odpowiada
dwuteownik Ne 21 dla ktérego Wx — 244 cm3 lepiej jednak wzigé nu-

mer nastepny, zawsze sg bowiem mozliwe pewne obnizenia punktéw opo-
rowych potgczone ze znacznym wzrostem naprezehn. Bierzemy dwuteow-
nik Ne 22 dla ktérego tablice podaja Wx = 278 cm3 Nalezy zawiesi¢

go tak, aby S$rodnik byt w potozeniu pionowem. Z kolei wyznaczymy
Srednice pretow. Znak odporéw A, B, C ujemny wskazuje, ze prety te
sg rozciggane. W zalozeniu obcigzenia statego mozemy wzigé kr —
== 1500 kg/cm2 bedziemy mieli przeto wydluzenia Aa = I|A : EFa,
At — IB : EF/,, Ac— IC : EFC. Te wydtuzenia muszg by¢ jednako-
we, dazymy bowiem do tego, aby belka po odksztatceniu lezata punkta-
mi A, B, C na linji poziomej. Zatem A : Fa= B :Fb= C: Fc—
= kr, co da nam Fa — 4,167 cm2 Fb = 13,75 cm2 Fc — 2,083 cm2
Srednice pretéw beda: da — 2,3 cm, db = 4,2 cm, dc — 1,6 cm. Wszyst-
kie trzy punkty podparcia obnizg sie o A = Ik,\ E — 1000 X 1500 :
: 2200000 == 0,68 cm.

ROZDZIAL CZWARTY:

BELKI PROSTE ZGINANE MIMOSRODKOWO.

f
| 8<1™ RoOownanie odksztatconej. Wezmy pod uwage tuk mn od-
ksztatconej belki pierwotnie prostej, ptasko wygietej mimosrodkowo. Statg



— 124 —

0$ odcietych C utozyliSmy na osi pierwotnej belki, 0§ rzednych Y skiero-
walismy ku dotowi, 0§ e ku patrzacemu. Rozpatrujemy wytgcznie tylko
prety jednorodnie zbudowane, wygiete ptasko w ptaszczyznie giecia £7.
Spotrzedne jakiegokolwiek przekroju poprzecznego O belki odksztatconej
niech bedg C, '/ Obcigzenie zewnetrzne lewej czesci belki po sprowa-
dzeniu do srodka O przekroju da moment gnacy M, site tnaca T, ktorg
jak zwykle pomijamy i site osiowag S, lezgcg na stycznej odksztatcone;j.
W danym wypadku S~ O, rozpatrujemy bowiem wypadek giecia ptaskie-
go mimosrodkowego. Zasadnicze réwnanie giecia bedzie miato postac
EJ[L--S :EF\ : p= M, jakeSmy to ustalili w 8 5 rozdziatlu drugie-
go. W tym wzorze wyraz 5 : EF posiada nader matlg wartos¢ i wobec
jednosci moze by¢é pominiety. tatwo sie o tem przekonac, zwazywszy,
ze 5 : F oznacza dodatkowe naprezenie przekroju — rozciggajace lub
Sciskajgce, towarzyszace naprezeniom gngcym momentu M, a wiec nader
nieznaczne w stosunku do E. Po skreéleniu tego wyrazu otrzymamy
EJ:p= M, to samo zasadnicze réwnanie rodzniczkowe odksztatconej,
jakiem dotad postugiwaliSmy sie przy rozpatrywaniu giecia zwykiego.
Nadto, dla wygie¢ nieznacznych, jedynie dopuszczalnych w praktyce 1 :
. p co yi», oOstatecznie wiec mozemy napisa¢ zasadnicze rOwnanie giecia
mimosrodkowego ptaskiego w postaci EJi\" = M. Catkowanie tego réw-
nania da odksztatcong. Kilka prostych przyktadéw najlepiej wyjasni isto-
te rzeczy.

8§ 2. Belka osadzona jednostronnie, pozioma (Rys. 66) dzwiga
obcigzenie gnace, ztozone z sit prostopadtych do osi pierwotnej preta,
skupionych, lub roztozonych szeregiem ciggtym w postaci obcigzenia jed-
nostkowego p na jednostke diugosci, a nadto drugostronnie ulega jarzmu

sity poziomej Q, rozciggajgcej lub $ciska-

/ jacej. Ze srodka B przekroju osadzonego
r K / prowadzimy statag 0§ BC na lewo po osi

21U . mr— 2w
’Q 4 \p_O B r i ku patrzgcemu. W tym ukladzie O da
/ B site rozciggajacg, — Q S$ciskajaca, a sro-
7 £ fi dek O jakiegokolwiek przekroju preta od-
a AA ksztatconego bedzie miat sp6trzedne C, rt.
Q P mp! 5H Dla srodka A skrajnego lewego przekroju
. bedziemy mieli I, f. Po sprowadzeniu do
0 i-CAP ITSi srodka O sity pionowe dadza moment M,
rvri _ - sita £+ Q da moment T Q {f—"(), a prze-

t, s -JBL

to réwnanie giecia bedzie tu ,i+ F «2(?)—
—f) = M : EJ, przyczem n2= Q : EJ.
Rys. 66, 67 i 68. Oznaczmy przez M ~=dKM :dCK, a otrzy-



mamy catke tego réwnania w postaci A= f-j-y T M \Q — M3 : T
=+ n*Q — M6:n™Q T ... , gdzie y czyni zado$¢ réwnaniu po-
mocniczemu y" t nsy — 0. Dla gérnego znaku bedziemy mieli vy —
— CSin hnl -j- DCos hnl, dla dolnego y = CSin nl DCosnl. Catke
powyzszg stosujemy wtedy jedynie, gdy ktérakolwiek z pochodnych, daj-
my na to A2 — O. W tym wypadku ostatni wyraz catki bedzie za-
wierat pochodng M2k Warunek konieczny przy tem, aby M i jego
wszystkie pochodne az do -M27f+i wiacznie byty funkcjami ciggtemi |I.
W przeciwnym razie nalezy podzieli¢ ptaszczyzne giecia na potacie
w punktach odpowiadajacych przerwom ciagtosci. Dla owych punktow

rzedne i ich pochodne muszg posiada¢ te same warto$ci, otrzymamy
przeto szereg rownan z ktérych wyznaczymy state catkowania CIlt DIt
C\, D2 .. . dla wszystkich potaci. Skrajne warunki zamocowania preta

rowniez winny by¢ wziete pod uwage przy wyznaczaniu stalych catkowa-
nia. Zupetnie tak samo mozemy wyznaczy¢ warunki pracy w nastepujg-
cym przyktadzie.

8§ 5. Belka jednoprzestowa, statycznie wyznaczalna (Rys. 67)
dzwiga takie samo obcigzenie gngce pionowe, a nadto ulega dziataniu si-
ty £ Q, czynnej w A, ponad podpora rolkowa. Zachowujac znakowanie
poprzedniego ustepu, umieszczamy poczatek statych osi w przegubowej
podporze prawej B. Roéwnanie giecia bedzie tu tj" =f nh]= M : EJ,
w niem, jak poprzednio, oznaczyliSmy przez M moment sit gnhacych pio-
nowych oraz odporu lewego A, ktéry z tatwoscig wyznaczymy z réwnan
statyki. Lewy odpér poziomy H — T Q. Zatem rownanie to rozni sie
jeno wartoscia f = o0, a wszystko to, co$Smy powiedzieli wyzej, dotyczy
i danego wypadku. Istote rzeczy najlepiej uwypukla najprostsze dwa
przykiady.

Wezmy pod uwage belke osadzong jednostronnie (Rys. 66), drugo-
stronnie obcigzong sita Q > o0 i P. W przekroju O bedziemy mieli mo-
ment — O {f — &) F P {I — O. Tutaj wiec M= P (/— O, M2— O,
zatem rownanie odksztatconej: yj =/ + CSinlinl -f-DCoshnl — P (I —
— 1) = Q. Gdy oproécz sity P, dziata jeszcze obciazenie jednostajne p,
pokrywajagce catg belke, nalezy moment M wypisa¢ w postaci P (I-1)A -
+ P (I—£)2 Tutaj wiec M2=p, Mi= 0, a przeto A—f -\-CSin h nl-\-
(- DCoshnl— P (I1—D:Q —12p (/— Q- ; Q — p \n-Q. W obu wy-
padkach trzy niewiadome C, D, f wyznaczymy z warunkéw koricowego
obcigzenia preta. W przekroju osadczym r,= r/=0 przy 1=0, w skraj-
nym lewym przekroju tj=/ przy 1= 1 Stad mamy f+ D—I1P:0—
— V2P~ mQ —P Wn2Q = O, 7,= [uCCoshnl -f- nDSinlinl -j- P
tQ+ p(I—C):Q]O: nC+ P :Q+ pl:Q”=0,j =1J -f CSin hnlA-
\-DCoshnl—p :n-O= O. Z dwéch ostatnich réwnan wyznaczymy
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C——P :0On—pl:0On D= [(Z3-j-pi)Sin hnl-j-p : N\: nOCos h nl.
Nadto z pierwszego f = — [(Z56+ pl)Sinhnl p :n]: nQCoslinl-j-
IP \Q-\-llipl2: Q+ p : nX. Te wartoéci po podstawieniu we wzér
dla 1j dadza réwnanie odksztatcone;.
Zupetnie te same wzory otrzymamy dla lewej potowy belki jedno-
przestowej (Rys. 68), o ile poczatek statych osi umiescimy w Srodkowym

przekroju i miasto P, | napiszemy w nich — 12~ i ¥2/ tatwo to udo-
wodni¢ ze wzgledu na zupetng symetrje obcigzenia; w Srodkowym prze-
kroju +Hi= ri'= O, w skrajnym lewym ©N\—f, jak wyzej — zatem otrzy-

mamy te same rdéwnania warunkowe.

W wypadku dziatania sity O ujemnej przytozonej w A (Rys. 66) be-
dziemy mieli moment gnacy w $rodku O w postaci O (f— yj)-j- P (I —
— 0 + 72P (I— 02 zmieni sie jeno znak u Q (f — r). Réwnanie od-
ksztatconej bedzie tu 1j—f -f- CSin G -j- DCos G -)- P (/— £) ; O -(-
4" 7jP — £)2: Q — P *n&- Niewiadome C, D, f wyznaczymy z réw-
nan: f D-f-P :Q-f-72pPl *Q — P «n2Q = O, Y0= [nCCos —
—nDSinnt — P :Q —p (1—0:QJ0= nC—P :Q—pl:Q= 0O,
CSin nl -f-DCosnl—p : n2Q = O. Stad C— (P -)-pl) : nO, D—[p:

:n—{P -f-pi) SinnN\ : nQCosnl, f ——\p\n — (P -(-pl) Sinnl] :
:nQCosnl— P : O— 1£2pPl: Q -\-p : n2Q. Te wartoéci pozwolg wy-
znaczy¢ roéwnanie odksztatconej. 1 w danym wypadku, czynigc — 72 P

miasto P i 721 miasto | otrzymamy bezposrednio réwnanie odksztatco-
nej dla belki pracujacej w sposob wskazany na (Rys. 68).

Wzory tylko co otrzymane na pozlr nie rOznig sie od poprzednich,
a jednak przy blizszem badaniu wykaza¢ mozna zasadniczg rOznice pra-
cy belek, zalezng od kierunku dziatania sity Q. tatwo to spostrzec, zwa-
zywszy, ze w mianowniku pierwszego wyrazu wzoru dla strzatki /7 mamy
zupetnie rézne dwie funkcje: Cos h nl i Cos nl. Pierwsza jest stale rézna
od zera, druga przechodzi przez zero okresowo, dla nl— Ij2u, 92 ic,
72 k o=« Zatem w wypadku dziatania sity Q dodatniej skrajna strzatka
ugiecia / nie moze wzrosng¢ nieograniczenie, natomiast przy Q (O mo-
zemy otrzymaé / = .o. gdy n = lI2x, to jest gdy nH2= QI : EJ—
= X4ti2\ Istnieje pewna szczeg6lna warto$é sity Q, zupelnie zreszta nie-
zalezna od P i p: w wypadku obcigzenia podanego na (Rys. 66) bedzie
t0 Qo — 72EJ : 4 12 w wypadku obciazenia (Rys. 68) Q0= n2EJ : 2
Te sity, zreszta, jak widzimy, skorficzone, dajg nieskonczenie wielka strzat-
ke ugiecia, wyginajg pret w sposob nadmierny, powodujg tak zwane wy-
baczenie preta niezaleznie od sit P ip! Przeczy to prawu Hooke’a
Wkraczamy w nieznang dziedzine zjawisk, dotychczas bowiem odksztatce-
nie bylo zawsze proporcjonalne do natezenia sity odksztatcajgcej. Ta
sprzecznosé jest jednak tylko pozorna. tatwo to udowodni¢, zwazywszy,
ze moment sity Q zalezy od rzednej r\ stanowi przeto funkcje odksztat-
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cenig, ktére sam czeSciowo wywotat. Tutaj wiec odksztalcenie nie jest
linjowg funkcja obcigzenia — prawo Hooke’a traci swa moc obowigzuja-
cg. Nadto sita Q dodatnia przeciwdziata wygieciu preta. tatwo to spo-
strzec, rzuciwszy okiem na rysunek. Sita O rozciggajaca prostuje pret
wygiety pod jarzmem sit P i p; ujemna S$ciskajaca powieksza jego krzy-
wizne, powstatg na tle dziatania sit pozostatych. Ten wniosek dotyczy
niewatpliwie kazdego obcigzenia pionowego, niezaleznie od sposobu dzia-
tania i liczby sit P poprzecznych. We wszystkich jednak wypadkach si-

ta Q dodatnia tagodzi odksztatcenie gngce sit poprzecznych — ujemna
wzmacnia, moze wiec przy sprzyjajacych warunkach wywota¢ ugiecie
nadmierne — wyboczenie preta. Godzi sie jednak zaznaczyé, ze sita Q

ujemna sama przez sie nie moze wygia¢ preta i pret doskonale prosty
ulegnie jeno Sciskaniu. Wybaczajace dziatanie tej sity moze wiec pow-
sta¢ wytacznie tylko na tle pierwotnego wygiecia preta, pochodzacego
od innych przyczyn, od sity O niezaleznych. Badanie tych przyczyn sta-
nowi nauke o wybocseniu.

8§ 4. Istota zjawisk wyboczenia. Wyboczenie preta moze pow-
sta¢ pod jarzmem sity Q Sciskajgcej, bez obcigzenia poprzecznego, gdy
pret ma lekkg krzywizne pierwotng. Bez niej sita Q nie da momentu
gnhacego, pret pozostanie prosty, jak byt — doskonale. Nie znamy jednak
pretobw pierwotnie prostych — doskonale prostych. Rzeczywiste prety sg
zawsze nieco krzywe. Kazdy pret rzeczywisty ulega wyboczeniu pod
jarzmem osiowych sit cisngcych. Proste doswiadczenie niezbicie to stwier-
dza. W imadle osadzamy pionowo cienki pret jaknajdoktadniej wypro-
stowany, a mimo to posiadajacy pewng krzywizne niedostepng dla oka.
Na koniec preta, swobodnie sterczacy ku gorze, zakladamy nieznaczny cie-
zarek. Pozostawiony samemu sobie pret odchyla sie od pionu, wygina
sie na bok, jak todyga pod ciezarem kwiatu i trwa w réwnowadze od-
ksztatconej. Ciezarek dat na tle krzywizny pierwotnej moment gnacy —
wywotal wygiecie preta nieznaczne, bo powstrzymane sprezystym sprze-
ciwem tworzywa. W ten sposob ustalona réwnowaga preta jest stata —
z tatwoscia mozemy to sprawdzi¢, potracajac zlekka ciezarek: po pewnej
liczbie wahnige¢ powr6ci poprzedni stan réwnowagi trwatej — otrzymamy
te sama strzatke koncowego odchylenia. Te same zjawiska powtérzg sie
w nieco ostrzejszej formie, gdy powiekszymy ciezarek. Zapanuje nowy
stan rownowagi trwatej przy wiekszem odchyleniu kohcowego przekroju
od pionu; gdy jednak powiekszymy ciezarek ponad pewng granice, pret
wygnie sie w palgk, zakrzywi sie, ciezarek zwisnie i oprze sie o imadio.
Nastgpi wyboczenie preta, pret przestanie by¢ soba. Tylko co opisane
zjawiska z tatwoscia mozemy wyjasni¢, zwazywszy, ze ciezarek cisnie na
pret sitg pionowa. Gdy pret jest doskonale prosty, sita ta uklada sie
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wzdtuz osi preta podiuznej, staje sie osiowg — S$ciskajgcg jeno pret. Gdy
pret jest nieco ukos$nie osadzony lub niezupetnie prosty, wtedy sita mija
0S8, obcigzajgc przekroje poprzeczne mimosrodkowo, i powoduje opisane
zjawisko giecia. Skoro juz pret ulegt wygieciu, by nieznacznemu nawet,
ciezar wychyla sie w bok, ramie momentu gngcego wzrasta, samoczynnie
powodujac dalszy przyrost odksztatcenia, pOki sprezysty sprzeciw nie za-
hamuje odksztatcen, poki naprezenia gngce nie zréwnowazg momentu.
W tym wypadku zapanuje trwaty stan réwnowagi — w przeciwnym razie
nastgpi wyboczenie preta. Zatem pierwotng przyczyna wyboczenia jest
zawsze pewna mimosrodkowos$¢ obcigzenia. Nalezy wiec poznaé¢ przyczy-
ny mimosrodkowosci obcigzen rzeczywistych.

Przedewszystkiem sarno obcigzenie preta nie jest nigdy Scisle osiowe.
WeZzmy pod uwage skrajny przekréj preta (Rys. 69). Zazwyczaj odksztat-

cajgca sita O trafia nieco mimosrodkowo w punkt N
0 spotrzednych d, e w uktadzie osi gtéwnych. Im pret
obcigzymy staranniej, tem e, d bedg mniejsze.

Z kolei sam pret nie jest doskonale prosty. Jego
0$ podtuzna stanowi w ogdélnym wypadku krzywa prze-

Rys. 69. strzenng, niewiele rdznigcg sie od prostej. Jak zwykle

bedziemy brali pod uwage wytgcznie prety jednorodnie
zbudowane o statym przekroju poprzecznym, mozemy przeto miasto krzy-
wej przestrzennej — istotnej osi podiuznej preta rozpatrywaé jej rzuty
na ptaszczyzny gtéwne, zawierajgce jednoimienne osie gtdéwne przekrojéw
poprzecznych. Otrzymane w ten sposOb rzuty ptaskie niewiele sie bedg
roznity od prostej— teoretycznej osi podiuznej preta doskonale prostego
przy doktadnem i sumiennem wykonaniu. Godzi sie tu zaznaczy¢, ze
krzywizna osi istotnej, zalezna w pierwszej mierze od niedoktadnosci na-
szych $rodkéw technicznych, posiada charakter wypadkowy, uzalezniony
od bardzo wielu przyczyn, nie da sie przeto ujg¢ zadnym wzorem mate-
matycznym, ani uzalezni¢ od gtdwnych wymiardéw preta, zwiaszcza, ze
ciaglym ulega zmianom na tle odksztatcen cieplikowych. Prad cieplej-
szego powietrza wystarcza, aby ja zmieni¢ nieznacznie.

Nadto predt nawet doktadnie prosty ulega skrzywieniu, gdy jakikol-
wiek jego przekroj poprzeczny nie jest jednolity. Wyobrazmy sobie ptytke
poprzeczng, utworzong z powlok owego przekroju. Wobec réznolitosci
tworzywa ptytki spotczynnik Scisliwosci Ec ma warto$¢ zmienng, niejed-
nakowg dla poszczegdlnych wiokienek. Po obcigzeniu sitg osiowag Q, ci-
snacg, widkienka skroca sie niejednakowo — plytka ulegnie skrzywieniu,
ktére pociaggnie za sobag krzywizne catego preta. Wyczu¢ nieznaczng nie-
jednolitos¢ tworzywa, wyznaczy¢ drobne wahania Ec w przekroju nie lezy
w naszej mocy, a kazde tworzywo jest mniej lub wiecej réznolite. A za-
tem obcigzenie osiowe preta prostego nie moze by¢ doskonale $rodkowem.
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Istnieje zawsze strzatka pierwotna przekroju poprzecznego o sktadowych
g, h w ptaszczyznach gtéwnych preta jednorodnie zbudoivanego, zawiera-
jacych jednoimienne osie gtdwne przekrojow. W tem zatozeniu rozpatru-
jemy przedewszystkiem:

8 5. Pierwszy rodzaj wytoczenia. Pret pierwotnie prosty u do-
tu zamocowanego przegubowo, u gory rolkowo (Rys. 70) i obcigzono si-
ta O. cisngcg na gorny przekrdj preta w kierunku $redniej osi podiuznej
preta, réwnolegle do posuwu rolek. Poczatek statych osi spétrzednych
umieszczamy we S$rodku dolne-
go przegubu B. o0$ BC uklada-
my réwnolegte do osi $redniej
preta ku goérze, o$ Btj w ptasz-
czyznie gtéwnej preta poziomo
na lewo, o0$ — ku patrza-
cemu. Ze wzgledu na pierwotna
krzywizne preta, zakltadamy, ze
$srodek AOQ gérnego przekroju,
podpartego rolkowo nie lezy na
osi BC\ rzut jego na ptaszczy-
zne giecia wyznaczy punkt A
0 spbtrzednych !, g. Spoéirzed- z* |
na | ma warto$¢ skonczona, Rys. 70, 71, 72 i 73.
rowna jest bowiem ditugosci pre-
ta, g jest znikomo mate, pret bowiem zostat sumiennie do granic mozli-
wosci technicznej wyprostowany. Wobec koniecznej zreszta mimosrod-
kowosci obcigzenia, sita Q mija srodek goérnego przekroju preta: jej punkt
przytozenia da w rzucie na ptaszczyzne giecia punkt N o spétrzednych
11 e-\-g. Odcinek ¢ ma réwniez bardzo matg wartoé¢, starano sie bowiem
obcigzy¢ pret jaknajdoktadniej Srodkowo. Sita Q zewnetrzna wywotuje
odpory A, B poziome i odp6r H pionowy. Réwnania statyki, wypisane
dla punktu B, dadzg: Q-f-H= O, A+ B= O, O{e-(-g) -f-Al= O.
Stad mamy 77= — Q, A= —Q (e+ g) : | —— B. Wobec pewnej,
nieznacznej zresztg mimosrodkowosci obcigzenia, pret wygnie sie. Obierz-
my na odksztatconej dowolny zresztg $rodek O przekroju w odlegtosci C
od poczatku osi spoétrzednych. Skitadowa jego strzatki pierwotnej niech
bedzie h, koncowej rj. Po sprowadzeniu do $rodka O sit odksztatcaja-
cych olrzymamy site pionowag Q, poziomg A i moment gnacy Q {e-)-
+ g—T+ ~ —O. Sity Q i A dadzg osiowa site S, Sciskajacg i T,
tngcg przekroju. Przy wygieciach nieznacznych 5 c¢° Q, T ™ A, dziala-
nia ich mozemy pomingé, jako nieznaczne. Moment gnacy daje wygiecie
preta. Roéwnanie giecia bedzie tu miato posta¢ N\'-(-nl (jf—e—g) =
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= A(/—Q:EJ, przyczcem w= Q :EJ, M—A((l—0, M2= 0O,
a przeto jego catka y= e-)-g -(- CSin nl-j- DCosnl-(- A (/— O : Q.

W danym wypadku yj= g, gdy | — I, oraz A= O, gdy 1= 0. Stad:
g —e-\-g -\-CSinnl-(-DCosnl, 0 = e-\-g-\-D-\-Al : Q= ¢ g A-
+ D—Q(e-f-g) : Q= D, czyli wiec D= O, C= — e :Sinnl i osta-

tecznie j= h-\-y = (e-)-g) C: /— eSin nl : Sin nl. We wzorze tym y
oznacza sktadowa strzatki, zalezng od sity Q. Gdy e=g = h = 0,
a wiec dla preta doskonale prostego, obcigzonego $ciSle Srodkowo, be-
dziemy mieli =y = O. Gdy Sinnl= O, ostatni wyraz wzrasta ponad
wszelkg miarg, a = jy= co . Jedna ze skiadowych strzatki bedzie nie-
skonczenie wielka. Ten wypadek zachodzi istotnie wtedy, gdy nl= r,
a wiec gdy Q = t?EJ : 2 Powtérzmy to samo rozumowanie dla dru-
giej ptaszczyzny gtownej preta, a otrzymamy podobne wyniki. Druga
sktadowa strzatki bedzie réwna zeru dla preta doskonale prostego, obcia-

zonego $ciéle osiowo; stanie sie nieskonczenie wielka przy Ql= i-& ]l :
: 12 We wzorach powyzszych mamy / iJx— gtéwne momenty statego
przekroju preta; jeden z nich odpowiada minimum — drugi maximum

momentéw. Zatézmy, ze Jx ) J, a wtedy przy Q = Q0 < Q:, otrzyma-
my wyboczenie preta w plaszczyznie giecia IB'ij, w ptaszczyznie naj-
mniejszej wartosci momentéw bezwiadnosci przekrojow preta. Stad wnio-
sek, ze wyboczenie zachodzi w ptaszczyznie gtdwnej preta o statym prze-
kroju, jednorodnie zbudowanego, przynaleznej do najmniejszej wartosSci
momentu bezwiadnosci przekrojéow. Mozna sie byto spodziewaé tego, po-
niewaz niewatpliwie w tej ptaszczyznie giecia, pret jest wytrzymatoscio-
wo nhajstabszy. Gdy przekrdj preta jest obojetny, wyboczenie moze na-
stgpi¢ w jakiejkolwiek ptaszczyznie giecia. Drobne odstepstwa od praw
powyzszych zdarzajg sie czasami przy probach, nalezy je przypisa¢ kaz-
dorazowo istnieniu znaczniejszych strzatek pierwotnych. Tylko co pada-
ne wyniki ostateczne dotyczg rowniez.i nastepnych wypadkéw wybocze-
nia, nie bedziemy ich przeto powtarzali, wyznaczymy jeno odnosne wzo-
ry dla sit QO.

§ 6. Drugi wypadek wyboczenia. Pret zamocowano u dotu
(Rys. 71) i obcigzono sitg Q, cisngcg na gérny przekroj preta w Kierun-
ku S$redniej osi preta podiuznej. Zaté6zmy nadto dodatkowo, ze kierunek
dziatania sity nie zmienia sie przy odksztalcaniu preta, a otrzymamy po-
wyzej opisany pret doswiadczalny. Poczatek staltych osi spotrzednych
umieszczamy we S$rodku przekroju osadczego, o$ Bl prowadzimy réwno-
legle do osi S$redniej preta ku gérze, o$ Bt\ na lewo w ptaszczyznie
gtéwnej preta, 0§ Bi — ku patrzacemu. Wobec koniecznej mimosrodko-
wosci obcigzenia nastgpi wygiecie preta pod jarzmem sity Q. Po od-
ksztatceniu Srodek koricowego przekroju swobodnego da w rzucie na
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obrang ptaszczyzne gtéwnag punkt A o spoétrzednych | if, a punkt przy-
tozenia sity Q da N (I, e-\-f). Odcinek e stanowi sktadowag mimosro-
du sity Q; odcinek / daje sktadowg strzatki gérnego przekroju. Dla
preta sumiennie wyprostowanego e jest nader nieznaczne, cho¢ rézne od
zera. Gdziekolwiek na odksztatconej, w odlegtosci C od poczatku osi
spoOtrzednych obieramy $rodek O. Skiadowa strzatki tego przekroju be-
dzie 7. Po sprowadzeniu do $rodka O odksztatcajagca sita da moment
Q (e J — 7)), sity osiowg i tnaca pomijamy, jak w wypadku wyzej opi-
sanym. Dziatanie ich jest nieznaczne, a wplyw na wyboczenie znikomy.
Roéwnanie giecia otrzyma posta¢ r" 'j'WZ(rj—e—f) — 0. Jego catka
o= e-)-f CStn AQ-(- DCos zawiera niewiadome C, D, f, ktére wy-
znaczymy z warunkéw skrajnych obcigzenia preta. Mamy tu t\=f, gdy
r = It skrécenie bowiem preta pod jarzmem sity Q cisngcej pomijamy,
jako nieznaczne. Nadto tj0= O dla osadczego przekroju, a Vo= Pret
jako niezupetnie prosty moze by¢ nieco pochylony w przekroju osadczym
ku swej osi Sredniej j3C. Zresztg kat 0 jest nader znikomy dla preta su-
miennie wyprostowanego. Stagd mamy f — e f -f- CSin nl -f- DCos nl,
O —e-j-f D, 0= nC. Stad C=0'"'n, D— — {en BSin nl) : nCos nl,
f — (en-A-tySin nl) : n Cos nl — e i ostatecznie tf = (0 : n) Sin (en-\-
-j-0Sm nl) 1 — Cos «C) : nCosnl= h y . Przez h oznaczyliSmy tu skila-
dowag strzatki pierwotnej przekroju, przez 'y przyrost tej skiadowej na tle
dziatania gngcego sity Q. Dla preta doskonale prostego #= 0 =¢e = O,
a zatem j=y = 0. Gdy Cosnl= O, bedziemy mieli y = yi—f — o
przy wszelkich wartosciach e, § h. Sita, czynigca zado$¢ réwnaniu nl—
= V2 powoduje wyboczenie preta. Bedzie to QO— x2EJ : 4 P. Z za-
tozenia EJ jest najmniejsze dla rozpatrywanej ptaszczyzny giecia. Rozu-
mujac zupetnie tak samo, jak w wypadku poprzedzajacym, dojdziemy do
wniosku, ze QO stanowi istotnie obcigzenie preta niebezpieczne, bo gro-
zace wyboczeniem. Tylko co otrzymany wzér otrzyma posta¢ nieco
prostszag Q0= x-EJ : Z2 gdy miasto istotnej dtugoéci preta rozpatrywac
bedziemy dtugo$é sprowadzong L = 21, dwukrotnie wieksza.

8§ 7. Trzeci wypadek wyboczenia. Pret, pierwotnie prosty, za-
mocowano u dotu, u gory obcigzono sitg O, cisngcg w kierunku posuwu
rolek gérnej podpory przegubowej preta. Posuw i sita sg réwnolegte do
osi Sredniej preta. | w danym wypadku poczatek statych osi spétrzed-
nych umieszczamy we $rodku B przekroju osadczego; o0$ BIl, rdéwnole-
gta do Sredniej osi preta, kierujemy do goéry, o$ Brt na lewo, BE — ku
patrzacemu. Rozpatrujemy, jak zwykle, pret jednorodnie zbudowany,
o statym przekroju poprzecznym, @B\ stanowi jego ptaszczyzne gtéwna,
odpowiadajgcg najmniejszej sztywnosci EJ. Wobec pierwotnej krzywizny
preta srodek gdérnego przekroju w rzucie na obrang ptaszczyzne giecia
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da punkt A o spéirzednych |, g, a punkt przytozenia sity Q da N (I,
e g). To samo mieliSmy wyzej w § 5. Oba odcinki e, g sg nader
nieznaczne dla pretdbw sumiennie wyprostowanych. Sita O zewnetrzna
wywotuje odpory A, B poziome, odp6r H pionowy i moment osadczy
MO. Réwnania statyki, wypisane dla punktu B, dadzg O -j-H = O,
A\-B = 0O, Q(-fg) Al+ MO= O. Wyznaczymy z nich B i MO
w zaleznosci od Q i statycznie niewyznaczalnej A. Obierzmy na od-
ksztatconej dowolny zresztg $rodek O przekroju o sp6irzednych C, ¢ Po
sprowadzeniu sit odksztatcajgcych do tego $rodka otrzymamy site osiowg
i thaca, ktére i w danym wypadku pominiemy, oraz moment gnacy Q (e-\-
-(-£m — 1j) -)- A (/— J. Roéwnanie giecia bedzie przeto zupetnie takie, jak
w 8 5 a catka jego = e-j-g -t- CSin «C+ DCos«C-)-A{l—Q : Q
Niewiadome C, D, A wyznaczymy z warunkéw koncowych obcigzenia.
Dla gérnego przekroju (Rys. 72) = g przy Q— I, dla osadczego rt==
ir= 0przy C— O, pret bowiem, jako niezupetnie prosty, moze w prze-
kroju osadczym tworzy¢é pewien nieznaczny kat f>nachylenia ku swej osi
Sredniej. Stad mamy: g = e -j-g -{-CSin nl -\-DCos nl, O= e-(- g D-\-
\-Al : Q ®= nC— A : Q Pomnézmy ostatnie réwnanie przez |, po
dodaniu do drugiego otrzymamy D — — Cni-(- /0— e— g, stad na
mocy réwnania pierwszego bedziemy mieli ostatecznie C =[— e -)- (e -)-
-j-g-— /0) Cos nl] : (Sin nl—nl Cos nl), D — [nie — (e -j- g — /0 Sin nl] :
: (Sin nl—nlICosnl). Nadto A — Q (nC — 0). Te wartosci okreslajg row-
nanie odksztatconej, z ktérego mozemy wyznaczyé ¢ lub h -\-y = yj. Dla
preta doskonale prostego e= g —h=® =0, a przeto rowniez C—D =
= A — O, skad q—y — O. Taki pret osiowo obcigzony nie ulega wy-
boczeniu, jeno $cisnieciu. Gdy Sinnl—nl Cosnl= O, wtedy C— D —
= A — oo, otrzymamy przeto tj= y — ©o. Sita, powodujgca wybocze-
nie czyni zados¢ tylko co wypisanemu réwnaniu. Najmniejszy jego pier-
wiastek nl — 1,4303 rc, a przeto ii-I* = 2,046 ti2”~ 2 n2 Stad ostatecznie
wyznaczymy site Q0— 2 r2EJ : I, powodujaca wyboczenie preta. 1 ten
wzOr otrzyma prostszg postaé Qa= r}EJ : L1 gdy miasto istotnej dtu-
goéci preta bedziemy brali pod uwage jego diugosé sprowadzong Z=0,7 |,
wtedy bowiem L-= 049 2 |- :2

§ 8. Czwarty wypadek wyboczenia. Pret pierwotnie prosty
mocujemy obustronnie (Rys. 73) w spos6b, umozliwiajgcy jednak posuw
gérnego zamocowania w Kkierunku osi $redniej preta pod jarzmem sity
Q, cisnagcej z gory, a réwnolegtej do tego posuwu. Poczgtek statych osi
spotrzednych umieszczamy we S$rodku B dolnego przekroju osadczego.
O$s BQ prowadzimy do gory rownolegle do osi Sredniej preta, drugg
0o$ Bly uktadamy w gtéwnej ptaszczyznie preta na lewo, 0§ B¢, kieruje-
my ku patrzagcemu. Rozpatrujemy wytgcznie tylko prety jednorodnie
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zbudowane o statym przekroju poprzecznym, ptaszczyzna gtéwna OB\
odpowiada najmniejszej sztywnosci preta EJ. Na tej ptaszczyznie Srodek
goérnego przekroju da rzut A (I, g), punkt przytozenia sity Q da w rzu-
cie N (I, e-\-g), jak w wypadku poprzednio rozpatrywanym. W gérnym
przekroju bedziemy mieli odpér poprzeczny A i moment osadczy M,

w dolnym — odp6r poprzeczny B, pionowy H i moment MO. Réwnania
statyki, wypisane dla punktu B w postaci Q-\-H— 0, A-\-B— 0,
Q{elr g)-\-Al -\-M-\- MO= O dadzg H= — Q B = —A, MO=

= — Q(e-j-£2)— Al — M. Mamy tu dwie wielkosci statycznie niewy-
znaczalne A i M. Wobec koniecznej mimosrodkowosci obcigzenia pret
wygnie sie w sposob wskazany na rysunku. Obierzmy na odksztatconej
dowolny zresztag $rodek przekroju 0 (C, rj)). Po sprowadzeniu sit gérnego
uktadu do srodka O otrzymamy site osiowaq i tngca, ktdre jak zwykle po-
mijamy, i moment M -j-Q (¢ g —Vy)+ A (/— O. Réwnanie giecia be-
dzie wiec r" -f- «2(3—e—g) = [A(l— Q+ MN\:EJ. Jego catka ri=e-\-
-\-g-\-CSinriC, -j- DCosnC, -]- [A (/— £) -j- M\ : Q zawiera cztery nie-
wiadome C, D, M, A, ktére wyznaczymy z warunkéw skrajnego obcig-
zenia preta. W gérnym przekroju mamy V= g, /— o przy C= / pret
bowiem, jako niedoskonale prosty, moze ujawnia¢ koricowe odchylenie
osi 0 maty zreszta kat 8 od osi S$redniej. W dolnym przekroju przy
C— O bedziemy mieli 0= O, ‘t{O— 0, jak w wypadku poprzednio roz-
patrywanym. Stad mamy: g = e -)- g -\-CSin nl -\-DCos nl-f-M : Q, d=
=1l cCosnl —IDSinnl— A : Q O= e-j-g -AD Al:Q -j-M: Q
0= nC— A : Q Pomnézmy ostatnie réwnanie przez / Po dodaniu do
trzeciego otrzymamy O = e-)-g — 0/ Cni-f D M : Q Ten wynik
odejmujemy od pierwszego. Stad otrzymamy: C (Sm nl—nl)-\-D (Cos nl—

1)= g — 0/. Z kolei odejmujemy czwarte réwnanie od drugiego.
Stad: C (Cos nl—1) — DSin nl= (0— 0) en. Z tych réwnan otrzymamy
C = [{g-®t) Sin nl-\- (S—0) (Cos nl—1) : N\ : A D = [(*—0/) (Cosn |-
— 1)— B8—0) (Sinnl—nl) : nl : A gdzie A= Sininl — nl Sin nl -j-
-f- Cos- l — 2 Cos nl-{-1=2(1 — Cos nl)— nl Sin nl = 4 Sin202nl) —
—2nl Sin~h ntj/~Cos (Iksnl)=4 Sin (I/2nl) [Sm (v2nl)—Y2 nl Cos O »/)]=
Dla preta doskonale prostego, obcigzonego $cisle osiowo e= g = 8=
= (-)= O, a przeto C= D = 0O, oraz na mocy powyzej wypisanych réw-
nanh A = M =0 i ostatecznie q= 0. Tego rodzaju pret wyboczeniu nie
ulega. Istotne prety nie sg jednak zupeinie proste, nalezy wiec zbadac,
kiedy )i = 00. Zrownania odksztatconej wynika, ze warto$¢ rj= co moz-
liwa jest jeno wtedy, gdy C, D, A lub M stang sie nieskonczenie wiel-
kiemi. Zatézmy, Zze C= co lub Z2= o0o. W tem zatozeniu mamy A=
= O, czyli Sin (V2nl1)=0 lub Sin (tAan)=—wWnl Cos (V2nl) = O. Pierw-
sze réwnanie daje najmniejszy pierwiastek ¥2nl — T, drugie spotkalismy
w ustepie poprzednim. Da ono 12 nl— 1,403 &t Szukamy najmniejszej
12
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wartosci sity Q, niebezpiecznej ze wzgledu na wyboczenie preta, nalezy
przeto wziaé pod uwage mniejszy z tych dwoch pierwiastkéw: 12 nl=~.
Istotnie dla niego D =00, a przeto i M =00, jak o tern latwo sie prze-
konaé, rozpatrujac powyzej wypisane cztery rOéwnania warunkowe. Stad
bezposrednio nd2— QI2: EJ = 4 z2 sita przy ktérej nastapi wyboczenie
bedzie wiec réwna QO— 4 r2EJ : 12 | ten wzdér mozna przedstawié
w postaci Q0= zZ2EJ : L2 rozpatrujac miasto istotnej diugosci preta |,
dtugo$é sprowadzong L = 121, dwukrotnie mniejsza.

8§ 9. Wzory Euler’a. Wszystkie te cztery wzory zawdzieczamy
Eulerowi. Potaczylismy je w jeden wzér Q0= z2EJ : L2 w ktérym QO
oznacza najmniejszg warto$¢ sity, przy ktérej nastepuje wyboczenie preta,
jednorodnie zbudowanego, statego przekroju. Wyboczenia oczekiwac
nalezy w ptaszczyznie gtéwnej preta, odpowiadajgcej najmniejszej jego
sztywnosci EJ. Nadto we wzorze mamy dtugos¢ sprowadzong preta L,
r6zng od jego dtugosci istotnej I. W wypadku pierwszym, dla preta jed-
nostronnie opartego przegubowo, drugostronnie rolkowo L = |[; dla pre-
ta jednostronnie osadzonego L = 2 /; dla preta jednostronnie osadzone-
go, drugostronnie prowadzonego rolkowo L =m 0,7 I; wreszcie dla preta
obustronnie osadzonego L — 0,5/ Sa to cztery wypadki zasadnicze wy-
boczenia, wszystkie inne, zloZehsze, mozemy sprowadzi¢ do tych czte-
rech najprostszych. Czesto spotykane proste przykiady najlepiej to uwy-
pukla. Wezmy pod uwage —

10. Stup wspornikowy. Pret osadzono u dotu, w gérnym
swobodnym przekroju obcigzono osiowg sitg Q, cisngcg na pret w kie-
runku jego $redniej osi podiuznej. Nadto jeden z posrednich przekrojow
preta zaopatrzono we wspornik, obcigzony na koricu sitg P rownolegta
do Qi czynng w tym samym kierunku. Pret ma by¢ jednorodnie zbudo-
wany. Poczatek statych osi spo6trzednych obieramy we $rodku B prze-

kroju osadczego, 0$ Bt, kierujemy ku gorze, row-
nolegle do $redniej osi preta, 0§ Brt ukladamy
w ptaszczyznie gtdéwnej preta, odpowiadajagcej je-
go najmniejszej sztywnosci. Prowadzimy Bf{ na
lewo, B+ — ku patrzacemu. Wobec mimosrodko-
woséci obcigzenia, pret wygnie sie. Srodek skraj-
nego przekroju gdérnego da w rzucie na obrang
ptaszczyzne gtéwna punkt A (L, f\ a punkt przy-
tozenia sity osiowej Q — rzut N (L, e-f- /), sita
bowiem Q ujawnia zawsze pewng znikomg mimo*
$rodkowo$é przytozenia. Srodek przekroju, zao-
patrzonego we wspornik da w rzucie na te sama
ptaszczyzne punkt C (I, h) a punkt kohcowy wspor-
nika, obcigzony sita P da rzut K (I, g h). Go-
dzi sie tu zaznaczyé¢, ze e i g nalezy zawsze roz-
patrywaé po jednej stronie preta, ten uktad bowiem
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daje najwieksze odksztatcenia Znamy istotny Kkierunek wspornika, nie
wiemy jednak doktadnie, gdzie lezy punkt przytozenia sity Q w przekro-
ju gérnym, bo mimosrodkowos¢ tego obcigzenia jest dzietem wypadku
— zachodzié¢ moze we wszystkich kierunkach zupetnie jednakowo z tem
samem prawdopodobienstwem. Najlepiej przeto postawié zagadnienie w naj-
gorszych warunkach, wtedy bowiem momenty obu sit bedg dziataty w tym
samym kierunku obrotowym. W danym wypadku wspornik dzieli ptasz-
czyzne giecia na dwie potacie zmienno$ci momentéw. W gdrnej panuje
moment <2 (e-j-/— T), w dolnej Q{e-\-f— ~)-\-P (g h —rj). Zatem
dla gérnej potaci bedziemy mieli réwnanie giecia ~"-j-n 2(iN—e—f) — 0,
dla dolnej 7{*+ m\ = [Q(e+ /)+ P (g -f-h)] : EJ*, gdzie n2— Q :
: EJX, m2= (Q-\-P) : EJ2, zakladamy bowiem, Zze pret posiada sztyw-
nos¢ najmniejszg EJXw potaci gornej, EJ2 — w dolnej. Obie te sztyw-
nosci sa zreszta jednakowe dla wszystkich przekrojow odnosnych potaci.
Catke pierwszego réwnania otrzymamy w postaci = e-\-fASin iC—
A-BCosnC, drugiego vt= [Q (e —y )—P (9-\-h)] : {Q-\-P)-\~CSin mC—
-j- DCos mC. Stale catkowania wyznaczymy ze skrajnych warunkéw ob-
ciazenia. Przy C= L, dla gérnego przekroju mamy \j —f, dla granicz-
nego przy C— / bedziemy mieli h —tj= 7 i V = VYi> odksztatcona bo-
wiem punktéw podwdjnych i osobliwych mieé¢ nie moze. Wreszcie dla
przekroju osadczego przy C— O otrzymamy tjio= O, y10= W jak dla
ostatnich trzech typowych wypadkdéw, rozpatrywanych powyzej. Stad ma-
my kolejno f m=e f ASin L -f-BCos nL, h = e-\-f-j- ASin nl -)-
-\-BCos nl, h = [Q (e -\-f) P (g 4- h\ : (Q4~A) = CSin ml-\-DCos ml,
nACos nl — nBSin nl — mCCos ml — mDSin ml, [Q {e-\-f) -f- P :
:(Q-j-P)-)-D= O, mC—S. Z piagtego wzoru wyznaczymy \Q (e -}
-\-f)-\-P(g-\-h)] : (P-\-Q) — R — — D i podstawiamy w trzeci, skad
CSin mlI -\-D (Cos ml — 1)= h. Po uwzglednieniu szdstego roéwnania,
ktére da C= 0 : m, otrzymamy D = (mh — QSinml) : m (Cos ml — 1).
Mamy prawo tak czyni¢, poniewaz Cos ml=£1. Ze tak jest istotnie, mo-
zemy sie tatwo przekonaé, wtedy bowiem bytoby mIl— 2 i, otrzymali-
bysmy przeto warunek wyboczenia dla preta obustronnie zamocowanego,
/ dtugiego, a obcigzonego sitg P-\-Q, co oczywiscie nie zgadza sie z isto-
tg rzeczy Z réwnania czwartego otrzymamy ACosnl—BSin nl=[%Cos ml—
—(mh—®Sin mI)xSm ml (Cos ml—1)] : n—mhSin ml * 11 (1—Cos ml) —
— 0 : n, z drugiego znéw ASin nl-f-BCosnl= h — («+./). Te dwa
rownania daja A = [mh Sinml n@ — Cosml) — 0 : wW Cosnl4-{h —
—e—f)Sinnl, B —— [mhSinml :nfi — Cosml) — 0 : n\Sin nl -j-
4-(h—e—f) Cosnl. Po podstawieniu tych wartosci w réwnanie pierw-
sze otrzymamy: [mh Sin ml : n (1—Cosml) — 0 : m] Sin n X-J- (h — e —
— /) Cos n\ — — ¢, gdzie oznaczyliSmy L — /= X Niech bedzie dalgj
P = rQ. Piate réwnanie na nam e~\-f— (mh — 0 Sin ml) (1-)-r) :
:m @ — Cosml) —r (g h). Z tych dwéch réwnan rugujemy e-\-f
i ostatecznie otrzymujemy h = f(0 : n) Sin n\— 0 (142 Sin ml Cos nk :
: M(1—Cos ml)—rgCosiik—e] : [{m Sin ml Sin «X—u (I-\-r) Cos m| Cos nh) :
: n (1 — Cos ml)]. Wyboczeniu preta odpowiada warto$¢ h = oo, a prze-
to warunek wyboczenia mozemy wypisaé w postaci mSin mISin n\ —

1a r) Cos ml Cos n\ = O. Inaczej jeszcze tgmlig nN\— n (I-j~r) :
: 7. Robéwnania tego w ogo6lnej postaci rozwigza¢ niepodobna, natomiast

%
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w kazdym szczeg6lnym wypadku otrzymaé mozna wartosci n=\Q\EJI,
m= \/(P-)- Q) : EJ2, czynigce mu zados$¢.

8§ 11. Stdjka wspornikowa. Pret (Rys. 75) podparto u dotu
przegubowo, u gory rolkowo i obcigzono sitg Q, cisngcg na goérny prze-
kr6j podparty, a rownolegta do Sredniej osi preta. Nadto jeden z po-
srednich przekrojéw preta potgczono sztywnie ze wspornikiem, obcigzo-
nym na konhcu sitg P, rdéwnolegtsg do Q, cisngcg w dot. Pret ma by¢
jednorodnie zbudowany. Poczatek statych osi spétrzednych obieramy we
srodku B dolnego przekroju, o$ BC, kierujemy do géry, rownolegte do
Sredniej osi preta, o$ B-g uktadamy w ptaszczyznie gtdwnej preta, odpo-
wiadajgcej najmniejszej jego sztywnosci. Prowadzimy te o0o$ na lewo,
a Be, ku patrzacemu. Rzut $srodka gérnego przekroju podpartego w ptasz-
czyznie gtéwnej da punkt o spdtrzednych L, g. rzut punktu przytozenia

sity Q bedzie miat wspoétrzedne L, e g . Srodek wspornikowego prze-
kroju wyznaczy w rzucie punkt o spotrzednych |, h, wreszcie koniec
wspornika da w rzucie punkt o spétrzednych 1, w-f li. | tu réwniez mi-

mosrodkowos$¢ obciazenia go6rnego, jako tez zboczenie g obieramy po
stronie w, aby otrzymac¢ najgorsze warunki obcigzenia. Niema w tem
zalozeniu zadnej sprzecznosSci z istota rzeczy, e bowiem i g sg zupetnie
przypadkowe, mozemy im przypisa¢ dowolny kierunek. Nazwijmy gorny
odpér poprzeczny przez A'. Rdéwnanie momentéow, wypisane dla punktu
B da Q(e-]-£2) -j- P (w-j-li)-(- XL = O, skad X = — [Q (e -f-Q) -j-
-(- P (iv-)- )\ : L. Przekr6j wspornikowy dzieli ptaszczyzne giecia na
dwie potaci: gorng o sztywnosci E JX i dolng o statej sztyynosci EJ2.
Dla gérnej mamy réwnanie giec a — Qe 'J'g — w)zﬁx (L — £),
dla dolnej EJZ" — Qe -]-g — i) Pw h—y)-(-X(L—E£. Za-
tozmy n2= Q: EJX m2— (P -f- Q) : Ej.,, a otrzymamy catke pierw-
szego rownania y{j= e-)-g -)- ASin nt, -)- BCos «<C-f-X (L — Q : Q. dru-
giego Yji= CSin wC-J- DCos nC — AC: (P -(- Q. Dla C— L mamy tu
4= g, dla przekroju wspornikowego przy C= / bedziemy mieli Y= ra=
—h, 9= y.1, wreszcie dla dolnego podpartego przekroju i — O przy
C= 0. Stad: ASinnL -]-BCosnL = — e, ASin nl -f- BCos nl -j- e -j-
XX : Q= h, CSinml-]-DCos ml— XI : (P-\-Q—k, nACos nl—
— nBSinnl— X Q= mCCosml— mDSinml— X : (P -j- Q), D= O.
Z réwnania trzeciego mamy C — (h 1) : Sin ml, gdzie oznaczylismy
przez t — X1 : (P -j- Q). |tutaj rowniez Sin ml O, w przeciwnym bo-
wiem razie mielibySmy m I= rc, skad P-\-Q = nZEJo : 12 jak dla preta
o diugosci I, obcigzonego sitami P -(- Q w wypadku pierwszym wybo-
czenia, co niewatpliwie stoi w sprzecznosci z zatozeniem. Po podstawie-
niu Ci D = O w réwnanie czwarte,, otrzymamy: ACos nl — BSin nl =
= m :n) (h-j-t) ctgml-j-X : nQ—X : n(P-f-Q = {ni : n) (It-j-
--t)ctgm s, gdzie s= PX : nQ (P-\-Q). Nadto z drugiego réwna-
nia mamy: ASin nl-j- BCosnl= h—e—g — u, gdzie u= X\ : Q Te
dwa réwnania dajg A — (m : n) (h-f- 1) ctg ml Cos nl -)- sCos nl -j- (h —
—e—g —ii) Sinnl, B= — (m : n) (h-f-t) ctg ml Sin nl — sSin nl -j-
{(/® — e — g — u) Cos nl. Po podstawieniu tych warlosci w réwnanie
pierwsze, otrzymamy: [(m : n) (lii) ctg ml A-s] Sinn\-)- {fh—e—g —
— u) Cosn\= — e. Zkolei wyznaczymy wartosci t= — [e-\- g -\-r (zt»F
-fmp1:@Q@-fr)L,s= —rfe-)-g+r w-j-O\:n(@--r) L, u——
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—[e-pg -j-r(w-f-h\ X: L. Po podstawieniu tych wartosci otrzyma-
my z ostatniego réwnania niewiadomg h w postaci h—[{e-\-g-\-rw) (m Ix
X cigml-)-r) sinnk : n (@ -j-r) L-\(el-j-gl—rwk) Cosnk : L —e¢]:
:{[m (L -f- rk) cig ml — rZ Sin nk : nL (1 -j-r) -{- (L -j- rk) Cosnk : L} .
Przy wyboczeniu preta li— co, a przeto musi by¢é réwny reru mianow-
nik tylko co otrzymanego wzoru. Stad otrzymujemy ostateczny warunek
wyboczenia w postaci m ctg ml-J- n (1 -j- r) cig nk — r2 : (Z -j- rk). Jest
tu wzor Jasinskiego. Wzér, wyprowadzony w ustepie poprzedzajgcym,
0 ile wiem, nie byt znany dotychczas. Oba te wzory majg jedng wade
— sg bardzo niewygodne w rachunku. Stosujg sie rowniez w wypadku
e skonczonego. +tatwo to udowodnié, zwazywszy, ze wielko$¢ e nie gra
zadnej roli przy wyznaczaniu wartosci krytycznej mianownika. Stanowi
to poniekad istote powyzszych wywodéw, milczagco bowiem rozpatrywa-
liSmy wszystkie powyzej podane wypadki wyboczenia proste i ztozone,
jako graniczne wypadki obcigzen mimosrodkowych.

§ 12. Zakres stosowalno$ci wzorow Eulera. W rozdziale dru-
gim zaznaczyliSmy wyraznie, ze wzory giecia moga by¢ stosowane jedy-

nie w tym wypadku, gdy ma statg wartos¢ dla catego obszaru napre-
zen gnacych. Zatem naprezenia gnace nie powinny przekracza¢ granicy
proporcjonalnosci Kjj . To samo zastrzezenie dotyczy réwniez

1 wzoréw Eulera, jako wysnutych ze zwykitych wzoréw giecia. Zweza ono
zakres ich stosowalnosci, czynigc koniecznem ustalenie pewnych dodatko-
wych warunkéw, przez diugi czas zupeilnie zapoznawanych. Warunki te
jednak nie mogg by¢ ustalone bezposrednio, bo wzory na wyboczenie
nie zawierajg naprezen. Stanowia zatem pewien rodzaj zabezpieczenia
przeciwko wyboczeniu, wskazujgc site odksztatcajgcg, ktéra moze wywo-
ta¢ zjawisko zasadniczo ro6zne od zwykilych odksztatceni, pochodzgcych
od sit cisngcych. Wyboczenie w istocie swej nie rézni sie od giecia mi-
mosrodkowego. Jest jego wypadkiem granicznym. Wobec pierwotnej
krzywizny preta Sciskanego w przekrojach panujg sity osiowe S i mo-
menty gnace M, zresztg nader nieznaczne dla pretdbw sumiennie wypro-
stowanych. To obcigzenie daje naprezenia gnace a= — Myx :Jy A-
-(- Mxy :Jx -j-S : F, skrajne wartosci naprezeh a wyrokujag o bezpie-
czenstwie preta. Zatem warunkiem istotnym stosowalno$ci wzoréw Eulc-
r‘a musi byé €max < < Niestety, nie mozemy korzysta¢ z tej nier6w-
nosci, nie znamy bowiem strzalki rozpatrywanego przekroju, nie umiemy
wiec wyznaczy¢ wartosci momentu gngcego w sposOb wystarczajaco Sci-
sty. Nie znamy skrajnych naprezen przekroju, jeno ich warto$¢ Srednig
00= S : F. Wiemy natomiast, ze moment gnacy ma warto$¢ znikomg
dla pretébw sumiennie wyprostowanych, mozemy przeto zatozyé, ze skraj-
ne naprezenia przekroju nie wiele sie r6zniag od a0. To zatozenie ma
wszelkie cechy prawdopodobienistwa przy matych wygieciach poszcze-
gbélnych ptytek. W tym wypadku naprezenie $Srednie a0 stanowi przybli-
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zong miare naprezeh przekroju. Zatem nierownos$¢ a0 < K” stanowi wa-
runek stosowalnosci wzoréw Euler a. Stad wnioskujemy, ze sita Qn wy-
znaczona z tych wzordow istotnie moze spowodowa¢ wyboczenie, o ile
a0= Q0 mF k Kh - Ten czysto teoretyczny wniosek, zupeinie zresztg
oczywisty, dtugi czas lezat odtogiem i wzory Euler‘a byty stosowane
nieodpowiednio, dawaty wyniki falszywe. Nie. dosy¢ na tem. Zwykly
wzér $ciskania wymaga, aby naprezenia cisngce bylty mniejsze od kc”™
skrajnego dopuszczalnego naprezenia cisngcego, a przeto prety obcigzone
sitami osiowemi cisngcemi winny by¢ liczone na wyboczcnie wedtug wzoréw
Euler'a i na S$ciskanie wedtug zivyktego wzoru. Bogaty dorobek doswiad-
czalny stwierdza to prawo w catej rozciggtosci.

Tetmajer nieco inaczej rozwigzuje zagadnienie, czyniac we wzorze
ogllnym Euler*a J = Fi2 gdzie i oznacza ramie bezwtadnosci najmniej-
sze statego przekroju preta jednorodnie zbudowanego. Stad (0—t~NEFi- :
: 22 Nazwijmy iloraz QO : F wytrzymatosciag na wyboczenie Kf,y. Be-
dzie to niewatpliwie $rednie naprezenie preta niebezpieczne, grozi bowiem
wyboczeniem. Z warunku powyzej ustalonego wyptywa, ze KjV = iz-E(i :
0 Z)2< Kfj. W tym jedynie wypadku nalezy oczekiwaé¢ wyboczenia spre-
zystego, mamy wiec prawo korzysta¢ ze wzoréw Euler a dla wyznaczenia
Q0. Skoro wiec L :i> %]/E : KH, sita Q0= t~EJ : L2 daje wybo-
czenie sprezyste. Po odcigzeniu pret powraca do stanu pierwotnego. Zni-
ka wszelki $lad wyboczenia. Inaczej jednak rzecz sie ma, gdy K w >Knh
to jest gdy L :id JE : KH, gdy naprezenia przekraczajag granice
proporcjonalnosci. W tym wypadku stosowaé wzoréw Euler a nie nalezy.
Wyboczenie ma charakter mniej lub wiecej trwaty — po odcigzeniu pret
pozostaje wygiety. Liczne doswiadczenia Tetmajera stwierdzaja wywo-

dy powyzsze. Skrajna warto$¢ L :i= ty E : KH stanowi zatem gra-
nice stosowalnosci wzoréw Eulera. Z tego wzoru mozna z niejakg do-
ktadnoscia wyliczy¢ L :i. Dla zelaza zlewnego £'= 2150000 kg/cm2,

K tf= 1800 kg/cm2 zatem L : *= 108. Skoro wiec L : i;> 108, moze-
my korzysta¢ ze wzoréw Eulera. Mimo to jednak wobec niepewnej war-
tosci Eg \KHg, ktore wiasciwie powinniSmy byli bra¢ tutaj pod uwage,
lepiej jest warto$¢ graniczng L :i wyznacza¢ doswiadczalnie. Wedtug
Tetmajera wynosi ona ioo dla drzewa iglastego, 8 dla zeliiua, 112 dla
zelaza zgrzewnego, 105 dla zelaza zlewnego, 90 dla stali zlewnej. Pew-
niejsze wyniki podaje Jasinski: dla zelaza zgrzewnego 114,7 i dla zelaza
zlewnego i stali zlewnej 110,1. Z wartosci powyzszych tatwo mozemy
wyznaczy¢ najmniejsza dtugosé¢ LO preta o danym przekroju, zachowuja-
cego sie wedtug wzoréw Eulera przy wyboczeniu. Dla mniejszych dtu-
goséci wzory te daja wyniki nieSciste, a nawet wprost fatlszywe, o ile nie
wezmiemy pod uwage dodatkowego wzoru na Sciskanie. Ta niedokiad-
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no$¢ wzoréw Euler a starano sie usungé oddawna, budujac wzory do-
Swiadczalne. Najwiecej mial powodzenia stary

8§ 15. Wzd6r Navier-Schwarz-Rankine’a. Stanowi on sztuczne
potaczenie wzoru Euler a ze zwyktym wzorem $ciskania. Oznaczmy przez
Q site cisngcg osiowa, przez F przekréj stalty preta, a otrzymamy wzor
Q= Fk, gdzie k= kc: [1-)-m(l : i)3. Dotyczy on pretéw, rozpatry-
wanych w pierwszym wypadku wyboczenia, a wiec obustronnie podpar-
tych. Uzasadnienie tego wzoru jest bardzo proste, im bowiem ditugosé
preta | jest mniejsza, tem chyzej maleje wyraz drugi nawiasu, tem bar-
dziej zblizamy sie do idealnego wypadku S$ciskania, przy 1= 0, kiedy
k = kc. Natomiast im | jest wieksze, im giebiej wkraczamy w dziedzine
mozliwosci wyboczenia, tem wiekszg warto$¢ wobec jednoS$ci ujawnia
wyraz, zawierajgcy spolczynnik doswiadczalny m. Przy / dostatecznie
wielkiem mozemy pominag¢ jedynke, a otrzymamy Q— kcFr : ml2 wz6r
o postaci wzoru Euler owskiego. Cate to teoretyczne podtoze jest jed-
nak nieco chwiejne i, jak dowiodly doswiadczenia Bach’a, nawet zgota
btedne, nie mozna bowiem doswiadczalnie wyznaczy¢ statej wartosci dla
m. Zazwyczaj biorg m = 0,00016 dla zelaza lanego, 0,00008 dla Zelaza
zgrzewnego, 000004 dla stali migkkiej, 0,00006 dla stali twardej i 0,00015
dla drzewa iglastego. Obecnie wzdr powyzszy utracit juz swag wartosé,
utrzymat sie jedynie szczgtkowo w niektérych naszych fabrykach, dzieki
zadawnionym nawyknieniom. Zreszta, Bach zaleca nawet jego stosowa-
nie w szczeg6lnym wypadku, kiedy naptask prostopadle do osi $redniej
preta obciete korice obustronnie dotykajg cisngcych powierzchni.

Dalszy postep w tym samym kierunku stanowia;

8§ 14. Wzory Tetmajera i Jasinskiego, wysnute czysto do-
$wiadczalnie z duzej ilosci spostrzezen w ogélnej postaci K ~ = A-\-
-j-BL : i—j— CL2: i2 kg/cm3 W tym wzorze L oznacza diugos$é preta
sprowadzong. Tetmajer podaje dla: 1“ drzewa iglastego, sosnowego, jo-
diowego i $wierkowego K Jf = 293— 1,94 L2: i2kg/cm2 gdy 100 >
>Z. 1 i> 1,8—2° zeliwa Kpy— 7760— 120 L : i-f- 0,53 L2 : i2 kg/cm2
gdy 80 > L :i > 5,—3° zelaza zgrzewnego K\y = 3030 — 129 L : i
kgZcm2 gdy 112 > L : 10,—4° zelaza zlewnego AT"7=3100—114 L :
. i kg/Z/cm2 gdy 105 > L : z''>10,—5° stali zlewnej Kpy—3350—6,4 L :
i kg/cm2, gdy 90 > L :i > 10. Powyzej skrajnych lewych wartosci
L :i nalezy stosowaé¢ wzory Euler"a, ponizej skrajnych prawych — li-
czy¢ prety, jako Sciskane. Wzory powyzsze wypetniaja luke pomiedzy
tymi dwoma sposobami liczenia. Wade ich stanowi brak teoretycznego
umotywowania, to tez w ostatnich czasach podnoszg sie przeciwko nim
nader ostre zarzuty, dotyczace niedoktadnosci doswiadczen, z ktoérych
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wysnuto owe wzory. Zwykly to zresztg los wszelkich wzoréw doswiad-
czalnych. Starzejg sie. Nowe doswiadczenia doskonalsze zadajg klam
wartosciom wspdéiczynnikow.

Tgq samg drogg poszedt Jasinski; opierajac sie na doswiadczeniach
Bauschinger a, Considcrea i Tetmajera, ustalit nieco inne wzory dla
1° zelaza zgrzewnego Kw — 3390,7 — 16,48 L : i kg/cm- z warunkiem
stosowalnos$ci  114,7 > L : i~ 73, 2° zelaza zlewnego i stali miekkiej
Kw — 3387 — 14,83 L : i kg/Z/cm2 z warunkiem 110,21 > L : i > 58. Wi-
dzimy tu do$¢ powazne rozbieznosci, rzucajgce cien na wiarogodnosé
powyzszych wzoréw, to tez w ostatnich czasach wzory Tetmajera sa co-
raz rzadziej uzywane, zwiaszcza ze wzgledu na trudno$¢ uzycia. Wzory
Jasinskiego sg pewniejsze, jako zbudowane na wiekszej liczbie danych
doswiadczalnych.

8 15. Dopuszczalne naprezenia pretow S$ciskanych. Istotne
naprezerna S$rednie pretéw Sciskanych muszg by¢ niewatpliwie mniejsze
od Kjy, przy ktérem nastepuje wyboczenie. Dopuszczalne naprezenie
kw — "W mw> gdzie j w oznacza stopienn pewnosci na wyboczenie. Dla
zelaza zgrzewnego lub zlewnego oraz dla stali zlewnej w budowlach nie-
wyszukanych, dla belkowan zelaznych, wigzaréw i stupéw, bierzemy zwy-
kle j w =4, w budowlach wiekszej wagi Jw — 5. Dla stupéw zeliwnych,
odlewanych pionowo jpj/ =8. Dla stupéw drewnianych jw = 10. W wy-
padku obcigzenia cisnacego powtarzanego, dla pretdw silnikdw i pomp
bierzemy zazwyczaj jw — 8-*- 11, w wypadku obciazenia wahliwego
jw — 16 -5 25. Pomnézmy przez staty przekroj preta tylko co wypisane
rbwnanie, a otrzymamy: Q= Fkw — FKW mw — Qo ejw - Dopusz-
czalna sita, cisngca istotnie na pret osiowo, winna by¢ jw razy mniejsza
od sity, dajacej wyboczenie preta. Zazwyczaj sita Q stanowi dang obcig-
zenia, wedtug niej nalezy liczy¢ pret. Przedewszystkiem nalezy ustali¢
rodzaj obcigzenia cisngcego, okres$li¢, ktéry wypadek wyboczenia najle-
piej odpowiada istotnym warunkom pracy preta. W ten sposéb z tatwo-
§cia wyznaczymy sprowadzong diugos$¢ preta L. Zaleca sie tu ostroznos¢
— nie nalezy przecenia¢ rodzaju pracy preta, a zwilaszcza nie nalezy
zbytnio wufa¢ sztywnosci osadzen, to tez zazwyczaj bierzemy jeno pod
uwage pierwsze dwa wypadki obcigzenia. Trzeci i czwarty sg nader tru-
dne do urzeczywistnienia, a wiec niepewne. Po wustaleniu L obieramy
odpowiednig warto$¢ jw i stosujemy wzér Eulera dla sity Q0= jwQ’
jw — krotnie wiekszej od danej W ten spos6b otrzymamy pewno$¢ jw
na wyboczenie, wzér Eulera da najmniejszy moment bezwiadnosci J
stalego przekroju preta poprzecznego, a wedilug tego momentu i sam
przekroj witasciwy. Nastepnie stosujemy wzér Q==Fkc, z ktérego wy-
znaczamy przekr6j preta poprzeczny. W ogdlnym wypadku oba sposoby
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liczenia dajg r6zne wartosci dla F, nalezy obra¢ wiekszg i dla niej wy-
znaczy¢ i= YJ : F oraz L :i. Gdy sie okaze, it L . i przekracza gra-
nice stosowalnosci wzoru Euler a, trzeba rozpoczagé¢ rachunek na nowo,
korzystajac ze wzordéw Jasinskiego, lub Tetmajer a. Ponizej podane przy-
ktady najlepiej to uwypukla.

W ostatnich czasach Huber, a zwitaszcza Karwan podali inne spo-
soby rachunku.

§ 16. Witasciwa posta¢ przekroju. We wszystkich wzorach po-
wyzszych” oznacza najmniejszg wartos¢ momentu bezwitadnosci przekro-
ju, zatem jedynie przekrdj obojetny pracuje na wyboczenie jednakowo
we wszystkich kierunkach. Stad prosty wniosek, ze przekr6j tego rodza-
ju stanowi najoszczedniejszg posta¢ przekroju preta. Z tego wzgledu
stupom drewnianym nadajemy zazwyczaj przekrdj kwadratowy, zeliwnym
pierscieniowy, jako najwygodniejszy w odlewie. Prety zelazne lub stalo-
we budujemy o przekroju kotowym petnym, albo tez stosujemy przekroje
ztozone obojetne. Dawniej uzywano przewaznie przekroju, ztozonego
z czterech stupownikéw (I Rys. 29), okazato sie to jednak niepraktyczne
wobe~ niepodobienstwa zabezpieczenia preta od rdzewienia wewnatrz.
Obecnie uzywane sg zazwyczaj przekroje: dwuceownikowe (1 Rys. 21,
22, 23), czterokatownikowe (1 Rys. 25) lub blachownice.

§ 17. Przyktady i éwiczenia: 1° Dwuteownik, ustawiony $rod-
nikiem pionowo zamocowano jednostronnie w B, drugostronnie sztywnie
potaczono ze wspornikiem AC i obcigzono w C silg poziomg P — 2000
kg. Ditugo$¢ preta /= 4 m, wspornika X= 12 cm. Jak zwykle pocza-
tek statych osi sp6trzednych umieszczamy we $rod-
ku przekroju zamocowanego, 0$ Bl kierujemy po
osi pierwotnej preta, B\ w doét, BS, ku patrzace P
mu. Po odksztatceniu skrajny przekr6j A obnizy
sie dajgc strzatke A A'=f. SprowadZmy do $rod- %
ka przekroju o (e, ) site P, w zatozeniu, Ze po-
chylenie wspornika jest nieznaczne i ze sita P nie
zmienia swego kierunku dziatania przy odksztat- Rys- 76-
ceniu (Rys. 76). Po sprowadzeniu otfzymamy w O
site osiowag P i moment gngcy P (X—f~\-Yf), a przeto dla preta o prze-
kroju statym EJr" = P X—J -f- Y). Catka tego réwnania Y= / — X-f-
-j- ASiu h G -j- BCos h nC zawiera dwie state catkowania, nalezy je wy-
znaczy¢. Przy C= / mamy ) ~ f, przy C— 0 mamy y, = i( — o. Stad
ASin hnl -j- BCoshnl'= X, J — X-j-B — o0, nA = o0, co daje B —
= X: Coshnl, f —X(@1 — 1: Coshnl) i ostatecznie yj = X (Cos h «C —
— 1) : Cos hnl, = itkSin h 7C : Cos h nl. Wyznaczmy strzatke konco-
wag preta i pochylenie skrajnej stycznej jego odksztatconej. W tym celu
okreSlamy przedewszystkiem witasciwe wymiary przekroju poprzecznego
preta, w zatozeniu zelaza zgrzewnego, jako tworzywa. W wypadku ob-
cigzenia trwatego mamy k,. — 900 kg/cm2 dla tego tworzywa. Skrajna
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warto$é momentu = P\ gdy \—f, a wiec dla przekroju koricowego A.
Wage wiasng preta i wspornika pomijamy, jako zgota nieznaczng. W prze-
kroju A panuje zatem naprezenie skrajne o, = P\ : Wx P : F =
= 900 kg/cm2 = 2000 X 12 : Wx -(-2000 : F. Po Kkilku prébach prze-

konamy sie, ze przekr6j dwuteownika Ns 10 czyni zado$¢ temu rdéwna-
niu, mamy bowiem PVX= 34,1 cm3 F — 10,6 cm2 Istotnie wtedy a,, =

= 2000 X 12 : 34.1 - 2000 : 10,6 = 892 kg/cm2 Metr biezacy tego pro-
filu wazy 8,33 kg, mozemy zatem $miato pomingé wage wiasng ustroju.
Po ustaleniu przekroju preta wyznaczamy n2— P : EJX. Dla dwuteow-
nika N° 10 mamy z tablic Jx — 170 cm4 dla zelaza zgrzewnego E —

= 2000000 kg/Z/cm2 skad n— 1-: 412,31 oraz nl= 400 : 412,31 =0,970.
Z kolei mamy Cos h nl = 1,5085, Sin hnl= 11294, a przeto ostatecznie
/= 12 (1— 1: 15085 = 4,04 cm, 0 = 12X1,1294 : (412,31X1,5085)—
= 0,02179 1°,25. Istotnie wiec wygiecie jest bardzo male.

2° Stdjka obustronnie podparta, ulega jarzmu sit osiowych cisng-
cych, jak w wypadku pierwszym wyboczenia. Jej staty przekrdj kotowy
ma $rednice d cm statg dla catej diugosci L cm preta. Zatem i— d: 4.

Graniczng diugosé dla zelaza zlewnego otrzymamy, piszac Zo=110,l i°°

00 27,5d cm. Dtuzsze prety zachowujg sie przy wyboczeniu wedtug
wzoru Euler a, kréotsze wedtug wzoru Jasinskiego. Dla pierwszych Qn—
= KivF = tS-EJ: Z2 dla drugich Q2= K WF = [3387— 14,83 L : i]F
kg, gdzie F = ira2: 4 cm2

Gdy dany jest przekr6oj F i diugos$¢ preta L, mozemy wyznaczy¢
z tych wzoréw site QO0, powodujgcg wyboczenie. Najprosciej mozemy
to uskuteczni¢ za pomoca tablicy, dajagcej Kjy kg/Zcm2 dla réznych two-

rzyw i réznych stosunkéw L : i. Poczatkowe jej kolumny pod znakiem
ya zawierajg szereg wartosci L :i, kolumny nastepne dajg odnosne war-
tosci Kpy kg/Z/cm2 dla zelaza zlewnego i stali zlewnej (Z. S.), dla zelaza

zgrzewnego (Z. Z.), zeliwa (Z. L) i drzewa iglastego (D. l). Dla zeliwa
1 drzewa brano pod uwage wzory Tetmajer a, dla tworzyw pozostatych
— Jasinskiego, jako pewniejsze.

Ho zs. zz 1.L D.. Z.S. 72.Z. ZL. D.. N 2.Ss zz zZL D1

5 3313 3308 7173 283 90 2052 1907 1218 118 175 695 645 322 32
10 3239 3246 6613 274 95 1978 1825 1094 109 180 657 609 304 30
15 3165 3144 6079 264 100 1904 1743 937 99 185 622 577 288 29
20 3090 3061 5572 254 105 1830 1660 895 90 190 589 547 273 27
25 3016 2979 5091 244 110 1756 1578 816 82 195 560 519 260 26
30 2942 2895 4637 235 115 1609 1493 746 75 200 532 493 247 25
35 2868 2814 4209 225 120 1478 1371 686 69 205 507 469 235 235
40 2794 2732 3808 216 125 1362 1263 632 63 210 483 447 224 225
45 2720 2649 3433 206 130 1259 1168 584 58 215 460 426 214 21
50 2645 2567 3085 196 135 1168 1083 542 54 220 440 407 201 20
55 2571 2484 2763 186 140 1086 1007 504 50 V25 420 389 195 195
60 2497 2402 2468 177 145 1012 939 470 47 230 402 372 187 19
65 2423 2319 2199 167 150 946 877 439 44 235 385 356 179 18
70 2349 2237 1957 157 155 886 822 411 41 240 369 341 171 17
75 2275 2155 1741 147 160 831 771 386 38 24S 355 329 165 16,5
80 2201 2072 1552 138 165 782 725 363 36 250 340 307 158 16
85 2126 1990 1366 128 170 736 683 342 34

Ns 2zS. zz. Z. L D.. ZS. 2.Z. Z.L D.. N ZS. 22Z.Z L D. 1



— 143 —

Zatézmy, dajmy na to, d = 8 cm oraz L — 50, 100, 150, 200, 250,
300, 350, 400, 450 i 500 cm. Zatem F — 50 cm2 i= d :4, L :i=
= V2 Z, odnos$ne przeto wartosci A// = 3016, 2645, 2275, 1904, 1362,
946, 695, 532, 420 i 340 otrzymamy z tablicy. Stad bezposrednio Q0=
= 150800, 132250, 113750, 95200, 68100, 47300, 34750, 26600, 21000,
17000 kg. Zestawmy wyniki otrzymane w postaci wykresu. Na osi od-

cietych odtézmy wartosci N = L : i, a prostopadle do nich odnosne
wartoéci Q0. Poczatkowo linja wykresu bedzie biegta po prostej az do
granicznej wartoéci LO: i. Wymaga tego wzor lJasiniskiego, linjowy
wzgledem L :i. Dalej otrzymamy krzywa drugiego stopnia, odpowia-

dajacag dziedzinie stosowalnoéci wzoru Eider’a. W ten sposéb za pomo-
cg wzorow lub powyzszej tablicy mozemy zawsze wyznaczy¢ sile QO,
grozacg wyboczeniem. Bedziemy mogli przeto wyznaczy¢ obcigzenie do-
puszczalne preta Q= QO:j w, zatozywszy odnosng wartosé jpy.
Inaczej rzecz sie ma, gdy dano | cm, pierwotng dtugos$¢ preta, oraz
Q JeS° obcigzenie istotne. Szukamy S$rednicy stojki. W tym celu
nalezy przedewszystkiem uwzgledni¢ wzdr zwykiego S$ciskania. Zatdézmy
Q= 20000 kg == 20 t, oraz kolejno L = 50, 100, 150, 200 i 250 cm.
Dla zelaza zlewnego E = 2150000 kg/cm2 kc — 900 -h 1200 kg/cm2

1000 kg/cm2, zatem niezaleznie zupetnie od diugosci bedziemy mieli
FO==Q: kc— 20 cm2 Stad dn00 5 cm. Z kolei nalezy uwzglednié¢
wzér Eulera dla powyzej wymienionych diugosci preta. W zatozeniu
czterokrotnej pewnos$ci mamy Q0= jwQ = 80000 = tPEJ: zZ2 Stad
otrzymamy odpowiednio / = 9, 37, 83, 148, 231, oraz d — 3,7 — 5,3 —
— 6,4 — 7,4 — 8,3. Pierwsza wartos¢ dla preta pétmetrowego, jako mniej-
sza od 0= 5 cm powinna by¢ odrzucona. Ostatecznie wiec po uwzgled-
nieniu wzoréw S$ciskania i wyboczenia Z$Werowskich otrzymamy S$redni-
ced= 50—53—64—74—83cm przy L = 50 — 100 — 150 —
— 200 — 250 cm. Odnosne wartosci L :i= 4L :d— 40 — 75 —
— 94 — 108 — 120 Stad wnioskujemy, ze cztery pierwsze wypadki wy-
magajg raczej rachunku wedtug wzoru Jasifnskiego — ostatni jest policzo-
ny bez zarzutu. Zacznijmy od pierwszego, gdzie L = 50 cm. Wezmy
na chybi trafi L : i = 30. Dla tej wartosci F = 80000 : = 80000 :
: 2942 = 27,2 cm2 stad d = 59 cm, z'=5,9 : 4 = 1,445 cm i ostatecznie
L:i= 50:1475= 34 30. Wobec tej sprzecznosci zatézmy L :i=
= 40, a otrzymamy kolejno F = 80000 : 2794 = 28,6 cm2 d = 6,05
i= 151 cm, L :i= 50:151 = 33~ 40. Nalezy przeto wzigé L :i °°
°° 35, a wtedy F = 80000 : 2868 — 27.9 cm2 d ==6,0 cm, i= 15 cm,
L :i= 50:15= 33,3. Ta warto$¢ zbliza sie do zatozonej w sposéb
zupetnie wystarczajgcy. Tak samo, po Kkilku probach otrzymamy dla
nastepnej diugosci L = 100 cm, L :i= 60, F = 80000 : 2497 = 32,0
cm2, d= 6,4 cm, i= 16 cm, L :i= 100: 16 = 62 2z przyblizeniem
wystarczajgcem. Z kolei mamy dla L = 150 cm po kilku prébach L :
; (= 85, 7= 80000 : 2126 = 37,6 cm2 d= 69 cm 7 cm, i= 1,75 cm,
L :i— 150 : 1,75 = 85,6. Wreszcie dla L = 200 cm, L :i= 105 F =
= 80000 : 1830 = 43,7 cm2 d= 75cm, i= 189 cm, L :i= 200:
: 1,89 = 106. Ostatecznie mamy wiec d = 60 — 64 — 7,0 — 7.5 —
— 83 cm gdy L = 50 — 100 — 150 — 200 — 250 cm. Nadto d = 5 cm
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stosuje sie do wypadku zwyklego Sciskania, przy nieznacznem L. Trudno
wskaza¢ istotng warto$¢ tej krytycznej diugosci. Wedlug Tetmajera be-
dzie to przy L :t < 10. Tutaj i — 1,25 cm, zatem krytyczna diugosé
L = 12,5 cm.

3° Stup o statym pierscieniowym przekroju zeliwny, zamocowa-
no u dotu i obcigzono u géry sitg osiowg Q = 10000 kg, cisngca Swo-
bodna diugosé¢ dreta /= 4 m. Jako dla drugiego wypadku wyboczenia
L = 2/= 800 cm. Dla zeliwa E= 106 kgZ/cmjw = 8 a przeto Q0—
— jIVQ = 80000 = 72X 1000000 X J Wm640000. Stad 7 = 5120 cml Po
kilku prébach obierzemy srednice zewnetrzng przekroju D = 20 cm, we-
wnetrzng d — 15 cm.  Moment bezwtadnoséci bedzie tu J = 7854 —
— 2485 = 5369 cm4, pole F — 314,2 — 176,7 = 137,5 cm-, a przeto
i— 6,25 cm, oraz L i — 800 : 6,25 = 128. MieliSmy prawo stosowacé
wzér Euler’a; otrzymany przekréj istotnie odpowiada wymaganiom.

Zatézmy z kolei, ze Q = 50000 kg, | — \'m. Stad L = 200 cm,
Q0= 400000 kg = -2 X 1000000 X J : 40000. Zatem J = 1600 cm4. Po
kilku prébach otrzymamy D = 15 cm, d = 11,5 cm. Dla tego przekroju
J = 2485 — 859 = 1626 cin4 F = 176,7 — 1039 = 72,8 cm2 i = 4,72,
/, ;i = 200 :4,72 = 42,4, Tutaj nie mozna uzywa¢ wzoru Eider’a, po-
niewaz otrzymana warto$¢ jest mniejsza od granicznej Z0:i = 80. Za-
t6zmy najblizsza warto$¢ tabliczng L :i = 40. Dla niej A '~ = 3808,
oraz Q0 '= 400000 : 3808 = 105,0 cm2 Po kilku prébach otrzyma-
my D— 16 cm, d = 11 cm. Dla tego przekroju J = 3217 — 718,7 =
= 2498,3 cm4 F = 201,17 - 950 = 106,1 cm2-z= 4,85 cm, L : 2= 200 :
: 4,85 = 41. Wyznaczony przekréj odpowiada warunkom istotnym.

4° Dyl kwadratowy sosnowy zamocowano u dotu. Go6rny podparty
przekroj dyla ulega jarzmu sity osiowej Q= 1500 kg cisnacej. Swo-
bodna dtugos$¢ preta /= 3 m. Tutaj niewatpliwie zachodzi trzeci wypa-
dek wyboczenia, zatem L —0,7 /= 210 cm. Dla so$niny if 00 105kg/cm2
jw — 10, a przeto: 15000 = ir2X 100000 X / : 2102 Stad / = 661,5 cm4=
— V12 ci>gdzie przez ¢ oznaczyliSmy bok kwadratowego przekroju ¢ =
= 9,4 cm. Najblizszy wymiar dyla kwadratowego 10 X 10 cm. Dla nie-
go Z2=y 12 ¢4 : c2, czyli z=2,89 cm. Poniewaz jednak L : /=210 : 2,89 00
* 73 lezy ponizej granicznej wartosci, przeto nalezy wzigé pod uwage
wzor Tetmajer a. Zalézmy L i — 70, a otrzymamy Kw = 157 kg/cm2

skad F — 15000 : 157 = 955 cm2= c2 Stad c= 9,8 cm 10 cm.
Z kolei zatézmy L :i — 75, a otrzymamy Kj™ = 147, ~=15000 : 147—
= 1020 cm2= e~ | znowu ¢— 10,1 cm ~ 10 cm, dla ktérego, jak
wyzej, L :i = 73. Zatem nalezy wziaé bal 10 X 1° Cm

5° Dwuteownik zelazny zgrzewny obustronnie przynitowano w spo-
sOb urzeczywistniajgcy praktycznie osadzenie obu koncéw preta i obcia-
zono sitami osiowemi cisngcemi Q = 40000 kg. Jako dla czwartego wy-
padku wyboczenia L = 0,5 I. Zatézmy | = 40, 400, 760 cm, j ¥4 = 4

W pierwszym wypadku L — 20 cm. Jest to niezwykle mata nosna dtu-
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gos$¢ preta. Nasuwa to mysl, ze pret pracuje tylko na Sciskanie. Istotnie
tak jest. Dla zelaza zgrzewnego, w wypadku trwatego obcigzenia kc =

= 900 kg/cm2 zatem F — 40000 : 900 = 44,4 cm2 Dwuteownjk zwykty
Ne 24 ma F = 46,1 cm2 Jmin= 220 cm4, a zatem i =) 220 :46,1 =
= 2.18 cm. Wzory Tetmajera dajg nizszg granice L :i==10 dla zela-
za zgrzewnego. Ponizej prety mozna liczy¢ na zwykte Sciskanie. W da-
nym wypadku L :i= 20 : 2,18 = 9,1. Pret jest policzony dobrze.

Z kolei bierzemy 1= 400 cm czyli L = 200 cm. Ze wzoru Eulera
mamy QO=jiyQ = 160000= m2X E X J : L2 Tutaj E = 2000000 kg/cm,

a przeto 7 = 320 cm4 Ta warto$¢ odpowiada dwuteownikowi Ns 27, dla

ktorego 325 cm4, F=57,\ cm2 A przeto z= 239 cm, L :i=
= 200 : 2,39 = 83,7, nalezy wiec uzy¢ wzoru Jasinskiego. Po kilku proé-
bach otrzymamy dla L :i= 75 z tablicy wyzej zamieszczonej Kw =

= 2155 kg/cm2 Zatem F = 160000 : 2155 = 74,2 cm2 Ta warto$¢ od-
powiada dwuteownikowi Ns 32, dla ktérego Jt,i,,—”"54 cm4, F= 77,7 cm2
i= 267cm. Stad L :i= 200 : 2,67 = 75.

Pozostaje nam jeszcze rozpatrze¢ trzecie zatozenie /=760 cm czy-
li L= 380 cm. Ze wzoru Euler'a mamy: 160000 = r2 X 2000000 X /
: 3802 skad J = 1155 cm4 Tej warto$ci odpowiada dwuteownik N° 40,
dla ktérego ij,,— 1160 cm4, F = 118 cm2 = 3,13 cm. W danym wy-
padku L :i= 380 :3,13= 121 > 114,7, zatem pret policzony dobrze,
aczkolwiek we wszystkich trzech tylko co rozpatrywanych wypadkach
otrzymujemy bardzo znaczne wymiary przekroju. Pochodzi to stad, ze
dwuteownik nie nalezy do przekrojéw obojetnych — nie nadaje sie prze-
to w wypadku pracy na wyboczenie.

5° Stup o przekroju dwuceownikowym, zelazny zlewny oparto obu-
stronnie i obcigzono sitg Q = 20 t osiowag cisnacg u gory. Wyznaczy¢
przekroj (I, Rys. 20) w zatozeniu diugosci /= 5 m. Stosunkowo niewiel-
kie réznice, jakie kazdorazowo otrzymywaliSmy powyzej przy stosowaniu
wzoréw Eulear'a i Jasinskiego naprowadzity na mys$l praktyczng, aby
ujednostajni¢ obliczenie pretbw na wyboczenie, zwiaszcza, ze liczenie
podtug wzoréw Tetmajer'a i Jasifnskiego, nawet przy pomocy tablicy —
do przyjemnosci nie nalezy. W tym celu odrzucamy zupeinie oba wzory
doswiadczalne, pozostawiajgc jedynie wzory na wyboczenie i $ciskanie.
We wzorze Eulefa wzmacniamy jpy do 5 dla zelaza zlewnego. W ten
spos6b bedziemy mieli 0 =r2x 2150000X/ : [5 2] Stad 7=2,357 QP cm4,
o ile wyrazimy Q site nosng w tonnach, a diugos$¢ | — w metrach. Nad-
to Q= Fkc. Zazwyczaj kc = 12C0 kg/cm2 a przeto F — Q: 12 cm2
gdzie znowu O mamy w tonnach. Tutaj wiec 7=2,357X20X25 =
= 1178 cm4, 7~=20 : 1,2-16,7 cm2 W zalozeniu przekroju dwuceow-
nikowego obojetnego, / = 2 Jxc, zatem dla ceownika sktadowego otrzy-
mamy Jxc= 589 cm4 Tej wartosci odpowiada ceownik Na 14. Dla nie-
go Jxc= 605 cm4 F = 20,4 cm2 a przeto drugi wzdér mozemy $miato
pominaé. Nalezy jeszcze tylko okres$li¢ rozstawienie x ceownikéw, z wa-
runku réwnosci obu gtéwnych momentéw ztozonego przekroju. Tablice
dajg xc = 1,75 cm, Jy = 62,7 cm4, a przeto 2 Jxc = 2 7”c+ 2 F(XxcC +-
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-f- V, X~ skad ,r=:6,81 cm ™ 6,8 cm. W razie zachowania tego rozsta-
wienia oba gtdwne momenty ztozonego przekroju Jx = Jy — 1210 cm4

Zatézmy teraz Q— 49 ton, /= 3 m. W tym wypadku /7 = 2,357 X
X 49 X 9= 1039 cm4 F = 49 : 12= 40,8 cm2 Wystarczy wiec ten
sam Ne 14 — liczony jednak na zwykle Sciskanie. Zalézmy jeszcze Q=
= 90t I= 3 m, aotrzymamy J = 1909 cm4 F =75 cm2 Podtug J
wystarczy z nadmiarem przekrdj dwuceownikowy Nb 18, natomiast wed-
tug F wystarczajacy przekrdj otrzymamy az przy BB 22. Uzyjemy wiec
N° 22, jako sowitszy.

W ten sposéb wyznaczamy przekroje pretow ziozonych. Skladowe
prety nalezy dobrze ze sobg powigzac, aby otrzymacé spoistg cato$é wew-
netrzng. Inaczej pret ztozony rozpadnie sie na poszczeg6lne prety skia-
dowe, a caty rachunek powyzszy zawiedzie. W danym wypadku dosy¢
jest zczepi¢ ceowniki blachami bocznemi ustawionemi jak na (Rys. 23)
w pewnych odstepach. Wyznaczmy owe odstepy X, rozpatrujgc kazdy
ceownik sktadowy, jako pret obustronnie podparty, a narazony na wybo-
czenie sitg |Q. W danym wypadku przekr6j skitada sie z dwéch ceowni-
kow, ustawionych symetrycznie wzgledem S$rodka, mozemy zatem zatozy¢
ij.= 72, bo sita osiowa Q powinna chyba roztozyé¢ sie na oba prety skia-
dowe jednakowo. W istocie jednak tak nie jest. Drobne krzywizny, nie-
doktadnosci budowy i montazu dajg mimosrodkowos$¢ obcigzenia. Jeden
ceownik pracuje znacznie wiecej. Ktoéry — nie wiemy, mimo to jednak
chcemy to wzig¢ w rachube — doceni¢, dajagc duza wartos¢ dla przy
obliczeniu zazwyczaj czterokrotnie wiekszg od tej pewnosci, z jakag liczy-
lismy przekréj ztozony. Zatem N Qjw — ~& J': X2 skad X2= rlJEJ" :
myQj'w- W tym wzorze J' oznacza najmniejszy moment bezwitadnosci
preta sktadowego. Wyzej liczyliSmy z/~ =5, zatem tufw — 5X4 =
= 20 i ostatecznie X= j/1030J]" : \>Q ]/ 1000/' : BO, o ile w tym
ostatnim wzorze wyrazimy Q w tonnach. Powyzej mieliSmy Q = 20 t,
H— 72, 3' = JyC— 62,7 cm4, a przeto X= / 6270 = 80 cm.

7° Stup o przekroju czworokatownikowym kwadratowym (I. Rys. 25)
dZzwiga obcigzenie osiowe cisnace Q — 45000 kg = 45 t Bok kwadra-
tu // = 20 cm, wysokos$¢ stupa obustronnie wspartego /= 4 m. Mamy
tu przeto pierwszy wypadek wyboczenia. Wediug powyzszych wzorow
J = 2357 x 45 x 16 = 1697 cm4 F = 45 : 12 = 37,5 cm2 Po Kil-
ku prébach przekonamy sig, ze drugiemu rdOwnaniu czynig zado$¢ cztery
katowniki Z 70 x 70 x 7 m/m, dla ktérych Z'= 4 X 9,4 = 37,6 cm2
Dla nich Jxc= 42,3 cm4, xc= 1,97 cm, a przeto / = 4 Jxc-f-4 Fc OR7/—
— XC)2= 4 [42,3 -]- 9,4 (10 — 1,97) = 2594 cm4 Tutaj wiec stup na-
lezy liczy¢ jeno na Sciskanie. | w danym wypadku cztery katowniki na-
rozne musza by¢ powiagzane w pewnych odstepach poprzecznemi wzmoc-
nieniami, owijajacemi stup w postaci roéwnolegtych kwadratowych obra-
czek. Wyznaczmy rozstawienie wzmocnien. W danym wypadku J' =

—Jmin= 176 cm4 — , a przeto X<j/1000 X 17,6 : Vi 45£ 40 cm.
Ten sam przekréj otrzymaliby$Smy, lecz juz ze wzoru Euler a, gdy-
bysmy mieli 0=11 ti /= 10 m
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8° Dwuteownik szerokopasowy lezy na dwdéch stupach zamocowanych
u podnézy i dzwiga dwie sity, roztozone w sposdb wskazany na (Rys. 77).
Wyznaczmy obciazenia stupéw Aa i Bb. Beda to zarazem odpory dwu-
teownika gornego, wziete ze znakiem odwrotnym. RoOwnanie statyki dla
punktu B dadzg A -j-P -j- P -f-Q -f- O, P (I-\a) A- Al Oc= O. Stad
mamy: A = — [P {a-\-)-}-Q!\ : I, P = -f-[Pa-f-

+ Q (c— /1 =|- Zatem stup lewy dzwiga [P (a-j- - gg—-- —

+ AN+ £%]:/7 kg, prawy [0 (1- ¢)- Pa] :1 kg. €_1 A\ B
Aby w obu stupach panowalo naprezenie cisnace, * oo h
musimy mie¢c P > 0, Q> O, oraz Q(l—¢)— *P ——fFev -
— Pa> 0O, jak zwykle bowiem sity, skierowane a N 2o §
w doét, znakujemy dodatnio. Oznaczmy wysoko$¢

obu stupéw nieodksztatconych przez h. Pod jarz- Rys. 77.

mem sit cisnagcych A, B na stupy, ditugosci ich

skréoca sie odpowiednio o Ah : EIF1, Bh : P2P2, na tle zwyktego $ci-
skania. Nadto oba stupy pracujg na wyboczenie. Zatézmy, ze caly ustrgj
wykonano z zelaza zlewnego. Lewy stup nalezy przeto liczy¢ podiug
wzoru = 2,357 Ay”~L2 lub tez wedlug Fx= A : 12, prawy podiug
J2= 2357 B X L2 lub F2= B : 1,2, gdzie niewatpliwie L = 2 h, jako
dla stupow swobodnych, jednostronnie zamocowanych. Zatem, gdy stupy
beda liczone na Sciskanie, z pominieciem wzoréw wyboczenia, bedziemy
mieli A : Fi = B : Fo= 12 W tym szczegélnym wypadku skroécenia
obu stupéw beda niewatpliwie jednakowe, poniewaz Ex= E2 przy jedna-
kowem tworzywie ustroju.

Natomiast skrocenia owe w ogélnym wypadku bedg niejednakowe,
gdy jeden ze stupow lub oba wypadnie liczy¢ na wyboczenie z pominie-
ciem wzoréw zwyklego S$ciskania. Wynika to bezposrednio ze wzoréw
powyzej wypisanych.

9° Pret sumiennie wyprostowany osadzono sprezyscie u dotu (Rys.
72), u gory sprezyscie podparto i obcigzono sitg osiowg Q, cisnacg row-
nolegte do S$redniej osi preta. We S$rodku przekroju osadczego dolnego
umiescimy poczatek osi spoétrzednych B. O$ PC utozymy ku goérze na
osi $redniej preta, o§ Bq poprowadzimy na lewo, 0§ P£ — ku patrzace-
mu. Odpo6r poziomy gérnej sprezystej podpory oznaczamy przez A,
dolnej przez B = — A. Nadto odpér pionowy dolnej podpory niech
bedzie H = — Q, moment osadczy MO. Wszystkie te odpory wywotujg
przesuniecia sprezyste podpér. Wobec powigzania uktadu osi z pretem,
bedziemy rozpatrywali jeno przesuniecia wzgledne, sam bowiem uktad
przesuwa sie wraz z pretem. Jak zwykle 0o$ B\ utozyliSmy w gtéwnej
ptaszczyznie preta jednorodnie zbudowanego, przynaleznej do najmniej-
szej wartosci momentu bezwiladnosci statego przekroju. Po odksztatceniu
Srodek gornego przekroju da na tej ptaszczyznie rzut A (/, g) a punkt
przytozenia sity Q da N (I, «+ £e). Wobec sprezystosci podpory goérnej
rzut g jest zmienny, zalezy bowiem od natezenia odporu A. Zatézmy,
Ze N = » gdy A= 0, a wtedy niewatpliwie g = g O— aA, gdzie a
oznacza odnosny spoéitczynnik proporcjonalnosci dla podpory wzorowo
sprezystej. W podobny sposob dojdziemy do wniosku, ze kat 0 pochy-
lenia odksztatconej preta ku osi PC w przekroju osadczym zalezy od mo-
mentu M, panujacego w tem miejscu. Gdy M g=0, mamy 0 = 00
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zatem oznaczajac odnoény spoétczynnik proporcjonalnosci przez m, be-
dziemy mieli dla podpory wzorowo sprezystej 0 = 00— >nAlB, gdzie
Mj3= Q (e-\-g) -\- Al. Wdanym wypadku réwnanie giecia bedzie E Jr{'=

— Qe+ AN —0- Jef® caka y= e.+8+ AV—o0 : Q+
CSin «C-(- DCos n'Q zawiera trzy nleW|adome A, C ktére wyznaczymy
z warunkéw skrajnych zamocowania preta. Gdy £= |, mamy —0,
nadto 7= o, yyy= 0, gdy — o0. Stad bedziemy mieli: g = e-j- ™ -j-

— CSin 1l -j- DCos nl, e-f-g -j-Al :Q-j-D =0, —A:Q-j-nC= 0=
= OO-— m [Q (e -f-g) -j- Al]. Z ostatniego réwnania C — [00— mQ (e -(-
+|fo) “A(l:Q—ml+ maQ)\ mn>z drugiego D —— e —gA-A (a—

Q) Po podstawieniu tych wartosci w pierwsze otrzymamy rdéwna-
nie, z ktorego wyznaczymy niewiadomg A w postaci ilorazu R : T. Mia-
nownik tego ilorazu bedzie T — [(1 — mIQ -f- maQ2 Sin nl-(- (Q —
— /A nCos nl] : nQ. tatwo spostrzec, ze wyboczenie preta zachodzi¢ mo-
ze jeno wowczas, gdy T — O, wtedy bowiem A = 00, a co idzie za
tetn i 7= co. Ten warunek daje nam nctgnl— 1 : (/— aO) — mO,
wz6r, odpowiadajacy Euler’ovrsk\m, a wyprowadzony dla trzeciego wy-
padku wyboczenia w zatozeniu podpér preta wzorowo sprezystych. Mo-
zemy zresztg z tego wzoru otrzymaé wprost wzory Eulera. Bedzie to
rodzaj sprawdzenia rachunku powyzszego. Zatézmy a— o0 i m—co —
podparcie gdrne bedzie zupeinie niesprezyste — u dotu bedziemy mieli
Mg— O — przegub pokretny — swobodny. Stowem otrzymamy pierw-
szy wypadek wyboczenia. Czynigc w powyzszym wzorze a= 0 i m = co,
otrzymamy ctg nl — — co, skad Sin nl = O, nl = jt, odnajdujemy prze-
to pierwszy wzér Euler'a, wobec tego, ze n= Q : EJ. W drugim wy-
padku wyboczenia gérny koniec preta jest swobodny, dolny trwale zamo-
cowany, zatem A = o0, czyli a= co oraz m = 0. Po podstawieniu tych
wartoéci we wzOr powyzszy otrzymamy ctg nl= O, skad Cos nl— O,
nl= X2 rc i ostatecznie Q = tlIEJ : 4 2 otrzymamy drugi wzér Euler'a.
Wzér dla trzeciego wypadku roéwniez odnajdziemy z tatwoscig z powyz-
szego réwnania, biorgc a=m = 0, wtedy bowiem nlctgnl= 1, skad
nHlco 2 w2 jak to juz zreszta wiemy oddawna.

10° Stup wspornikowy (Rys. 74) dzwiga ciezar dachu, jest wiec
u gory obcigzony sitg osiowg Q = 8000 kg, cisngcg. Nadto przez po-
Srednictwo wspornika w odlegtosci ~ =50 cm dziala sita réwnolegta do
poprzedniej — ciezar stropu P = 16000 kg. Cata wysokos$¢ stupa od
przekroju osadczego wynosi Z= 9 m, wspornik zamocowano na wysoko-
$ci 1—6 m, mamy wiec ponad wspornikiem u géry jeszcze trzy metry
stupa, stowem \— L — /= 3 m. W zalozeniu pewnosci jw = 5 bedzie-
my mieli obcigzenie niebezpieczne Q0= j'wQ — 40000 kg, RO Iv(Q -j-
-j- P) — 120000 kg, a nadto r= PO: Q*—jw/P ) wQ — 2, »2= Qo m
:EJX m2 = (P0-)-Q0) : EJ2— R,, : EJ2. Wz6r wyboczenia zlozonego
bedzie tu tg nktgml= n(1-J-r) :m= 3 n:m

W zatozeniu statego przekroju stupa bedziemy mieli «2= 0O0: EJ,
m2= RO: EJ=Q a{\-\-r) : EJ=2> ri2 Na zasadzie powyzej wypisa-
nych wartoéci mamy 1= 2 X a przeto ml==2} 3 «<X= 2y 3 x. Stad
bezposrepnio tgxtg (2j/ 3 .= 3: V¥ 3—" 3= 1,7321. Po kilku pro-
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bach otrzymamy wystarczajgco Scisty pierwiastek tego rdéwnania X =
= 22°9'= 22°, 15= 22°, 15 tt: 180°= 0,386 = n) = 300/40000 : 2150000J.
Zatem / = 11240 cm4 W zatozeniu obojetnego przekroju (I, Rys. 20),
ztozonego z dwoch ceownikéw, otrzymamy ceownik Ne 28, jako dosta-
teczny, jego bowiem 77=6276, a przeto dla catego przekroju J= 2] X=

= 12552 cm4 Nadto jeszcze goérng cze$¢ preta ponad wspornikiem na-
lezy sprawdzi¢ na Sciskanie, dolng na giecie mimosrodkowe. Zatem dla
czesci gornej musi by¢ Q : F < kc, dla dolnej (P -)- Q : F -f-P X
g : W < kjr. Dla obranego przekroju tablice dajg F = 2 X 53,3 =
106,6 cm2, W = 2 X 450 = 900 cm3 stad O : F = 8000 : 106,6 =
75 kg/cm oraz {P Q) : F -j- Pg : W = 24000 : 106,6 -f- 16000 X
50 : 900 = 1113 kg/cm2 Ta ostatnia warto$¢ jest nieco zbyt wyso-
ka, lepiej przeto wzig¢ przekréj dwuceownikowy, ztozony z ceownikow
Ne 30. W ten sposOb goOrna cze$¢ preta jest wytrzymatosciowo nie wy-
zyskana, lepiej przeto zbudowac stup wspornikowy o dwéch przekrojach,
statych dla obu potaci zmiennosSci momentéw.

We wszystkich prostych wypadkach wyboczenia iloczyn nl stanowi
miare pracy na wyboczenie. W pierwszym nl = r, w drugim nl= 12t
w trzecim nl- 1,4303 « w czwartym nl= 2 .. Zatem dwa prety pra-
cujg na wyboczenie jednakowo, gdy odnosne warto$ci nl tych pretéw sg
sobie réwne. | w danym wypadku przeto stup wspornikowy bedzie w swych
obu czesciach pracowat na wyboczenie jednakowo, gdy zatozymy tik—m I
Stad n:m = | : X= 2, a przeto oznaczywszy = ml= X, bedziemy
mieli z réwnania zasadniczego tgx = 2(\ -[-2) = 6. czyli tgx = 6 =

2,4495. Stad x = 6700' co 67°,8 = 67,8 w: 180 = 213 : 180 = 1,183 =
n\=ml. Inaczej jeszcze 300)"40000 : 2150000 ~==600)/120000 : 2150000/ 2=
1,183, co da Jx= 1197 cm4 J2= 14360 cm4 W zatozeniu przekro-
jow dwuceownikowych otrzymamy z tablic dla gdérnej potaci ceowniki
N° 14, dla dolnej Ns 30. |Istotnie dla Ns 14 mamy Jx = 605 cm4 zatem
dla catego przekroju ztozonego otrzymamy / = 2 Jx — 1210 cm4 Dla
N° 30 mamy Jx = 8026 cm4, a przeto J= 2 Jx = 16052 cm4. Oba prze-

kroje policzono z zapasem. Nadto jeszcze goérng cze$¢ preta nalezy spraw-
dzi¢ na Sciskanie, dolng na giecie mimosrodkowe. Dla gornej Q : F, =

= 8000 : [2 X 20,4] = 196 kg/cm2, dla dolnej (Q+ P) : F2-f'P X g m
W, = 24000 : (2 X 58,8) -f 16000 X 50 : (2 X 535) = 951 kg/cm2 Za-
zwyczaj dla zelaza zlewnego naprezenie dopuszczalne k,, = 1000 kg/cm2,

zatem oba powyzsze wyniki sg dostateczne. Godzi sie zaznaczy¢, ze ca-
ty rachunek powyzszy dotyczy rdéwniez wypadku, gdy g = 0 — wypadku
podwdjnego wyboczenia preta jednostronnie osadzonego, zresztg swo-
bodnego.

s I x¢

WARSZAWA i9js. L. KARASINSKI

Wszelkie prawa zastrzega sie.
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