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R Ó W N A N I A  R 0 U I C 2 K C 1 E  Z W Y C Z A J N E .  

ROZDZIAŁ i . okrssłbnia i  klasyfikacja równań róźniczkotych>

§ I .  okreilenie równania róśniozkoyrego* Całka równania. Całka 

ogólna 1 całki szczególne. Podział równać różni a chorych. 

Równania zwyczajne .Równania o pochodnych cząstkoy/ych.Rząd 

i atopień równania różniczkowego. Liniowe równania różr,ima­

kowe . In t e ra r o t ao J a ge o.T.euryczna.

W rachunku całkowym*mając pochodną funkcji.ryznacza- 

liśmy funkcję pierwotną tej pochodnej .Obecnie mamy do rozwiązania 

zadania bardziej ogólno.

V 9
Wyobraźmy sobio, że £  jest funkcją argumentu x,.i ~£ ;  

y* ’ ; y * ” » i t .d . są pochodna tej funkcji 1-go, £-go i dalszych 

rzędów. Poza tym wyobraźmy sobie»że funkcja ;jr i jej pochodne są 

nam nioznano.natomiast jest' znana zależność pomiędzy nimi,wyrażo­

na przez ró^nanio ,zfttrierająoo: X y £ , y  ;y ; i t .d .

Otóż, j .lic z dalszych rozważań będzie wynikało,posługu-

się t_i,.V:im równaniom można v»y znaczyć samą funkcję y »

Hównanie,zawierające x  ; y; y ’ ; y ’ ’ ; ........ nazywany

róTOftnl^a ró kioskowym, a wyznaczanie funkcji g z tego równania 

całko^anic :.i równania różnlcakowogo.

Funkoję £ nazywamy onłką równania i-ćśriiezkcmegc - 

Fanko j?. ta, wspólnie z o swymi pochodnymi ,w i nna zadość czynić dane­

mu równaniu różniozkowamu,a więo po podstawieniu do równania zamie­

nia go na tożsamość*

Przykłada Sprawdzić»żc funkcja:



Jest oałką równania różniczkowego:

i > _ , > 9 v
y - E.k.y * k .y * e

Sprawdzenie...................  ............... ^

y ' •  Cg.o1̂  4 k/Oi+Cn x/okX * ygjyB

......

y EkCg^o 4 /C-j^C~x/ *9 ■£
,2

/k-1/

Podstawiając znalezione wartości £ i £ do eanegc 

rówmuiia różniozkowego, otrzymamy tożsamość.

Oałkń attdośó czyniąca danemu równaniu- różniozkowemu 

nosi nazwę oałki og61.no,]. Zawiera ona stałą dowolną £ 

i nu nioskojaozonio duże poszczególnych wartości.

Nadając stałej dowolnej () wartości szczególno, 

otraynuuny rozwiązania szczególne,czyli tak zwane całki 

szczególne.

Każdą .z całek saczególnych.możeiiy zawsze otrzymać z 

całki ogólnej, j ounak odwrotnie.tylko w niektórych wypadkach

■ otraymway całkę ogólną z całki szczególnej.
t ' . ś"- " " • •' - ■ .

Uwagai 7/ interpretacji geometrycznej całka ogólna 
%

określa onłą rodzinę krzywych,zależną od zmiennego parametru 

a o.,łki szczególno określają poszczególne krzywy * należące do

danoj rodziny.

Przykład: Znaleźć krzywą,której podstyezna ma wartość stałą

Rozwiązanie: Z geometrii analitycznej m a m y  wzór:

dx
pcdstyczna = y* —

stąd równanie różniczkowo:
» .  *

ix - Q albc a . -ŹŁ- dx
y my—  “ a 7

Całkujemy obie strony ró'~nania:

/
* r-fc~ f dx albo a.lny = x *  C

■ -* / v I
J  • J
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• 
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S t a ł ą  d o w o l n ą  C d o g o d n i e j  J e s t  p r z e d s t a w i ć  p c d  

p o s t a c i ą  l o g a r y t m u  t . J  ł z s u i i i a s t  C<_ n a p i s a ć  I n C .

y -

n . l n y  a  x  *  I n C  ; a . I n  ~ a c . l n o  

jc  x

%  r  ^  1 y  ~ C * °  ^

C J e s t  w  t y m  w z o r z e  d o w o l n ą  s t o ł ą  l i o z b ą » s ; .  więc o t r z y  

r a m a  w a r t o ś ć  Z Jest całką o g ó l n ą  d a n o g c  r ó w n a n i a  -róż­

n i c z k o w e g o .  w  i n t e r p r e t a c j i  g e o m e t r y -

x
BT-y ,r _ 3« oznej ^  -wyznacza całą re-

! : • , , .7_ e a Izinę krzywych, a ot rzyma-

ny Wzór odpowiada każdej z 

tych krzywych.

r I * .*

! ;  / /

'*/ <- */} ;x;
i

/ >/x /
S  /  S /

SŹS’' Jeżeli z danej rodziny krzy- 

X ...... Jr......  i1 ........ ......... > X wyoh v,ybiorzarny Jakąś poszczę-

golną krzywą, nap rzykła.: prze- 

\vfr^.s chodzącą przez punkt k /0;l/.»

albo przez punkt M/Ó;3 /, tc 
- / >

otrzymamy C - 1 albo 0- 3 

i odpowiednio oałki szczególno:

''J* p >% i * >•

\ ' \ V
, ,v‘ \ ' ,WX* \ *. ' \

I l Y *' ( \ ł
ł ł V 

>1 1 * • 1 _
Y • i ? y- “ e

X  ' X

TT TT
y - o albo y - 3. o 

którym odpowiadają poszozegdbe krzywe♦należące do tej rodziny*

Oprócz całek ogólnych i szczególnych są Jeszcze tak zwa­

ne oałki osobliwe. Całki osobliwej nie możemy otrzymać z całki 

ogólnej przez nadanie jO wartości szczególnej.

Równani.:. różniczkowe bywają różno .Zajmiemy się coc cnie 

ich pr iziałem.

Pzielimy równania różniczkowo na dwie zasadniczo grupy.



I* Równania ró Wnioskowe zwyozajno.

'II.Równania różniczkowe o pocholnyoh cząstkowych.

I. Jożoli szukana funkcja pierwotna ^  jest 

funkcją jednego argumentu, równanie rćżniczkowu,zawie­

raj ąoo funkfljjoj pcohodne i argument jflazywttiay. zwyczaj­

nym*
Jożoli osukanyoh ,3aut klika funkcji jolne^o współ-

I ' ‘ ••

nogo argurconfriit to dla ich wyznaczenia powinniśmy mleć 

tych równań tyło,ile mamy szukanych funkcji. Dane równa­

nia tworsą ukły-,1 równań różnlozkowyoh.

II . Jożoli szukana funkoja pierwotna u jest 

funkoją kilku art“:uroontów»równanlo różnlozkcwo♦ zawlora.1 ąco 

funkcję.arfiumonty 1 cząstkowo pochodne tej funkcji .nazywa­

my równaniom różnipakowym o pochodnych cząstkowych.

poza tyłu. równania różniczkowe mogą być różnych rzę­

dów i rćżnyoh stopni*

Rząd równania różniozkowego jest taki,jaki jest 

' na^v/yżsay x>̂ lv-1 a a v ; a w równaniu pochodne;). a więc 

naprzyicŁad równańlot

.3
a y + • , .... h* 3y « o

r, dX
z ł

jest zwyozajnym równaniem różniczkowym Z-ą-c rze-ui,.

a równaniu: „

X . I 4  + 7 _ h _  z 2 . 3_Ł~

§ x  '5 x <? y <:te

równaniom różniczkowym o pochodnych oząstkcwyoh 2-go rzv?-lu.

Stop jod równania różniczkowego je&t taki.jr.ki jest 

najwyższy stoploń*zawartoj w nim pochodnej po sprowadzeniu

równania do poataol całkowitej i wymiernej.

Równania różnlozkowo plorwazego stcpnia»wzgle łom



zmiennej £ 1 pochodnych niezależnie c& rzędu tyoh 

ostatnich nazywamy lialowyral*

Interpretacja tfoomotryczna równali różniczkowych 

śclule Jest związana.z rzędom tyoii równań. A więo:

I. Całka równania różniczkowego I-go rzędu /równAni© 

zawiora pochcdno tylko l-go rzędu/ wyznacza krzywo,.a 

samo równani© 'lotyózy elementów, związj&hych z kierunkiem

i polo a on i ara stycznych, I o tyoh krzycy oh.
' 'i'-’ * ■ '

II . Całka równania różniczkowego 2-£C rzędu wyznaoza

krzywefa samo równanie dotyczy krzywizny i elementów, 

związanych z promieniom krzywizny tych krzywych.

• ’ .
§.2. Cwiozonia.

Sprawdzić rozwiązania-następujących równać różnicz­

kowych: r, g

a3y r d y
l.Dane-jost równanie różniczkowo; x •___ 1 I

3 dx
dx

i J ego rozwiązanie: y ~ Cix * C«y * n_l. ćj TT V™
> 5T ^

2 ..Dane Jost równanie róŻEiiozkrrwo: x‘"v. y* * - x .y ,-x«lnx +2y-0 

i jego rozwiązanie: y= C^x cos/lnx/ + Cg.x.ein/lnx/+xlnx

3 .Dane Jest równaniu różniczkowe: y = x*y^' .+ x , ^  x2-yfo 

j. Jc^o rozwiązanie: aro sin —x  * x - C>

rlOZDZIiUi I I .  R O ^A B IA  RÓŻKI0Z&07E I-00 RZąPlI.

• * ■ \ •: - ‘ , f

§ 2. Równania różniczkowe zwyczajno l~go

rzędu i i-̂ -p stopnia. Równania,których zmienno są rozdzielne

Oteonie rozważymy metody,za pomocą których są całkowano 

równania różniczkowe r<5żnyoła typów.

Zaczniemy od równania z a c z a j  nogo I-go rzęlu .Jeet  tc

równinie: &y

f /x  .,*y ; s o



Po. dokonaniu upros.ssoaori"ró:vmanie. to sprowadza się 

do postaelf

■ M«dx * N,dy « 0, 

z wanoj.,postąpią normalną: równania różnlozkoy-p^o I-go 

rzędu i l~&c stopnia. Fty rażenia M i N są funkcjami 

x i £ każdo.

Ozn aa zainy to t

M/x;y/ dx + !Nr/xty/dy *  0

Dc sCmoń to^o typu przód© wszystkim zaliczamy 

równania, który oh. z:aicnno sn roadziolno.

Wypadek 1 /najprostaay/* M Jest .funkcją łącznio x t 

a N wyłąoznio ^  *Oznaoayray: M M/x/ i ii - N/y/ i całkując 

otrzymamy;

JU/x/Xx >ł /H/y/dy = 0 .

/  <w*‘

Przykład> . Rcawiąauó równanie różniezkov/o: 

y »dy - /x+l/.dx = 0

Rozwiązaniei Całkująo otrzymamy;

/y*dy - f/x * l / i*  = c

stąd:

ygl / *  + 1 / "' = c-■i/.--- .w<* nu. ■■IW—Ul Hit W A• • ■ g r p 4 

zamieniająo 0 na 0 .maroy.J y  = /x*l/^ +c* y~ JC’rC*
_ - TT**

Wypadek I I t Do postaoi. poprzednie, j dają się sprowa­

dzić także równania*któro»pc wył^p-zoniu za nawiasy czynnikom 

dx i dyt przyj mu ją postać:



Oizie Mq_ i Mg są funkcjacii tylko x ,a N]_ i Ng 

tylke j£. Dzielimy v/yrazy równania przez iloczyn Mg . 

i or.łltujoray.

W * /  , • /  % / y /
- 1 ; . . .x * f-. .4y  = c,

v, v ^ r  j H1/y/

Przykłal I. Dane jest równani o. różniczkowo:

2 o &y, Cj & > o
/x  - a / ---- y

; :lx

Wyznaozyć całkę ogólną równania.

Rozwiązania»

/ 2 2 /, i —
/x  - a / cly - y .ix  - O

Rozdzielamy zmienno.

r> -Ir
iiiL

y

i całkujemy:

Ot rzymamy:

M .
7

'■*2C ~ 0

xŁ-a

dx

x*- - a

- C.

lny - --- ln/x-a/ * —̂  lfl/x*a/ n XnC
p „Ea

2alny - ln _fl£L - 2alnC 
x*o. .

y x * a
C

Przykład I I . Dano jest równanie różniczkowe:

/l  * ex/*y»
"ĆTx

Wyznaczyć całkę ofrólną równania.

Rozwiązanie:

/l  -f e^/.y .Iy  - e^' .dx z 0

Rozizielamy zmienno.

e . dx = 0y.dy ----x
1 +Q

i całkujemy

y .iy
- / ir r 7 ’r

tlx _



Zamieniająo &C na InC , otrzymamy:

y': - S In /l  ♦ @x/  - InC ; y* = IriC . /l  * e * /2 . 

♦
5 4. C w i o 2 e n i a.

Rozwiązać następująco równania różr iczkov;o.

1« x.dy - y.dx >=0. 2^ /l  + x2/.dy- N/l-y^ d2

i  •* y 2 * y y i  •*■ x 2 .J ł Z  = o

xy . dx = /  a * .:■/ /b + y/ dy

5^ . dy v /y - &/dx “ 0. 6̂ _ /l  + x/.y .dx * x/l~y/dy = 0.

7« y2 A  x/dx + x2/l-y/dy“ 0. 0^ xy/l -f x2/ly -/i4ys/ćLxsO.

9. x y . dx -f y dx ♦ xy~dy * xdy = 0.

10- ŷ. „ ' * y2* . ix = o,

11. Sin x . cos y ax - cos x , Sin y . r-y ~ 0

12. Sin x . sin y dy - cos x . ooa y . dx - 0

o S3
13♦ Gec:'x *ts y . dx + Soo y.tg x . dy = 0

14. znaczyć rodzinę krzywyoh,posir.da jąoyoh taką wł.-.sn^eć.że 

pode tyczna dla 'każdego punktu krzywej jest równa podwojo­

nej odciętej- tego punktu.

<ix
Wskaż. Podst = y * -Ty—

15. Wyznaczyć rodzino kraywyoh,p o c iadających stałą pcdnornalną

dy
a . TTakaz, Podnor»n, s y »____

” dx

16 . wyznaczyć rodziny krzywyoh,posiadająoyeh taką własność,że

O'1 ci nok X wyznaczony przez styczną na osi x-ów jest

~ v - a 4x , / Y _ E ax
daną funkcją: a/ X - — n— b/ X - — —•

ł ** ,k* t &• "• 3C

ódoigtej punktu otyoznoaoi .i danego a.



' \
0 d ;p o w i o d z i.

L  y = Cx aro sin y - aro tg x = C
/

3j/y 1 4 x2
'■V, ■4 V l  4 y = c £* 0^  = 0../*

/a . b 
+a/ .y

5^ y - a 4
3 *

x+y

6_. - „ ' y-x;> - G. e
-x ■' '* • ;

7. x = C ,y
x;y

’ « 6 /l  * ac^/./l * y2/  = C.x2 ‘

2x ° + 3y‘

9. x.e ~ C*y 10. 1 n/y* \/l4y2/  - aro sinx = C

11. ocs y ~ C»ocs x 12 .Siny., cosy = C

13* tg x .'04; y « 0 14 . \jx'- Cy /parabola/

15. y^ - 2r.x 4 C /parabola/ 16. l/y  = 0 /x  -a/2 /parabola/
\ p 

2/xy= C /x-a/ /hiperbola/

•' "I ' ■" ; * • f V ... - • '} • " : •’ , ‘ . . . * • •
;

§ 5. Równania różniczkowe jednorodne.

$©e ró v^ua, ht 6 ryoll cuienno cą rozdzielń o, dają si§ apro- 

rfulzlc re-ynnnlii różniczkowo jednorodne.

Funicoje f /x ;y / = O nazywamy Jednorodną,wzglglora zawartych
•»

tt niej zmićnnyoh,je&oii po zamianie x i £ na tx i otrzy- 

many t^ • f/xiy/ « 0. Wykładnik ^  nazywany stopniom jodnorod-

* '
noaol funkc j i ♦

t O ' p
Przykład I: Funlcoja: £/x; y/- x + xy - 2y jest funkcją 

jednorodną stopnia 2-£0» Sprawdzimy to i

f/tac* ty/ s /tac/2 * /tx .ty / - 2/ty/2 = t2. /x 2 4 xy -£y2/ .  

Przykład II . Funkcja: f/x ; y/= fx + Zl - z\[xzy jest 

funkoją jednorodną etepnia 1-go

f/txj ty/ = 5/tx/ S y /tz /^ .ty ; f/tx;ty/= t ./5x *_|l  -2ftĄr)
t 4 X



Praykłr.d III , Funkowi f/x ;y ;u / = V x  -ry-fu jest funkcją

jednorodną stopi? i a £/tx;ty;tu/ i t'% * y * u.

IióvmanioD różni osko vvym jednorodnym .cazywamy róraianiei 

M /xty/lx F /x»y/dy = 0 

gdaio M / xj y/ i K /xjy/ są to wielomiany j sdnóroano ,iod-ne*rc 

strI£ ii  /pwioftamy k/. T7yo ią£jaj ąo *1  z M />:{y/ i u /x;;y/ , 

otrzymamy} : '

X k . "u/ J  / ,  ix ł x , v /-£-/.dy •- 6.

8 ti ądI

V  ł v /  / .  dy = C • '

Podstawiamy i

2L. ” ż dy e xdz * z,d;c.

A więc}

x.As -i- z.dx C,u j'ij ♦ dx + v /a/.
lub j

V / f,' } ■ . .. '
dx t ,J' ________  * 'lz'=‘ 0

;MX «./»/ + 8. V / * /

Olsie- amipńJrto Są rozdy:tolonc,a więc całkujomy r 6??n ani g , 

jak v/ S-le' popriSGdr.dTiii , .... -
* ' • > # •■ ' ■ ■■ i ■ *

‘ ł • (•■ '■ ; ' '

§ 6 .  g r a y k ł a' d y.

PraykŁŁd I. Roz^iąaaó równanie judnorodno l-^c stopnia:

/'x ł y/ , dx * x.«ty - 0.

RcaydąsaMo; Z M/x;y/ i IT/x;y/ ' Ciągam y';za- nawias ;x .

/ i . t —̂  /  *uX + x.dy — o stEj/si /1 + — /dx*r dy. — 0 . 

Podstawiamy:

il z * i -̂y “ x łdz '* a,dx
. X

i 1 * s/*dx * x*da ♦ s.dx = 0 ; /l  + Ha/»dx ■> x.is ~ .0,



Otrzymaliśmy równanie o rozdzielnych zmiennych x,z 

Dzielimy wszystkie wyrazy równania przez: x /l 4 Zz/.

»*X \4.Z IZ 0
~x 1 'V 2 z

i całkujemy:

/
'Iz + I dz - C ; 2 ln x * ln / l  + 2z /  - InC

! X ' j 1 + 2 z
J  .7

xE . / I  -* 2z/ - c ; x./x*-2y/' = c; X* * 2 X Ś ? C .  

Przykład II* Rozwiązać równanie 3elnercina 2-gó-stb'tihia:

y dx /  x~ - xy/dy r c"  •' ' " ,

Rozwiązanie; Po wyciągnięciu z M i N‘ W  na wias x: 

ctrzymamy:

iy =0X,v /J~/ tJ . dx 4 XW /I  - :

etą! ł0
/ —Z  / ° .d x  ł / l  ~ —̂  /  dy = 0

Fc.i stawiamy:
it - z i Iy = x.dz f z.dx 
X'

o ,
z .dX + / l~*z/ , /x.dz + z,dx/ =0; s°ax * xdz *zdx~Kzdz-z~cl$=( 

x/l*-z/»ds 4 z.dx = 0 .
; • / ' ’

Dzielimy wsiiysiikifc wykazy równania przez x.a : Otrzymamy :
- k

*ó2 * d*  = 0 .
K X

Całkujemy!

1 *-__a .dz ■*• /. c*  “ q

ln z - z i ln x = C { ln x,z - ln ^/J - InC

' x.z r C . *̂* y= C . 6  -r'

I-./z/kŁal  ̂XI I . -y znaczyć krzywą,które',} promień wodzący 01 jest

rewny odcinkowi Ojf osi x-ów ,zawartemu 

między początkiem ulłśdu i punktem prze-



OiffoH.fię etyoaacg MT 2 osią odciętych.

M
1 Hozy/iązanie; Oznaczymy współ-
1 IVA

- -  - I ...

rzędne punktu M przez x i

„> x  , ,t o Ł /!0M» V ? 7 y 2 ' 1^  = g

MS = y ; TS =0T - x= 0M - x =

= X *  V ^ 2  * y.
V

A więo mamy równanie różniczkowo .iodnorodno 3topnia i-g(->

J ^ = = P  = - S- . « >  j *  - * * E/ . ly= 0 .

Dzielimy’ wyrazy równania przez y.

^  - /y  Ą/if-/2 ♦ 1 ly/ = 0.

Podstawiająo:

—Sin *“ 2  ̂ “ y • dz -r z.dy
y ^

otrzymamy:

y»dz 4-z»dy - /z  + \Jz/‘ + i */.dy - 0 

y • 4z - \ /z2 ♦ 1 . dy = o ; dz _ d£
V ---- r^t “  y

C«3ujsmy *

VrZ^-rl

i f '

Z \-̂z + C {  ln y - In /z * \[7ź*l7 * ln c

j r j ę n z .  v

y = c ,/z  * \fzź'l "T' /

Podstayriająo z s ~y . Otrzymamy; 

y 2  -  O.X *  0  .\jyf-*yz  j y 2 _  0 x  -  C.\l XZ -  y 8

/y 2 - Cx/2 .  C2 / * 2 ♦ ||2/

y4 - 20y2x ł..c2x2 = C-2 x2 * O2 y2

Otouoająo rozwląsanlo y2 - 0 ,otrzymamy: 

y** » eox *  c2

Rodzinę paraboli.



i :

§ 7 . C V' 1 o a -§_____

. .  dy -1. y - A - V  -** VA- * v'
.3
•S/ 2» A X/ dy ■* y * '

3. x.dy - y-*dx v yw ♦ ^

4 .. /  xc * Bxy - y2 /dx * /y * 2xy x /^y
= O

5. / x2 * y2/ax * xy dy = O

6, /E s 5 - 135 ^ / d x  *  SI xy <dy = C

7_l / 6 “ lly/ * dX * //l5y “ 8x/ dy "  0

» /y oos " x/^y-B. x . oos-Z 4y

9 . / i . o o b  &- ♦ y  3lE-| / •  y .  a *  =  / y -S i -’> 4  "  *  c c .8 4 / 3' ' !l:

10 . / x .  003 .j|r~ ~y ■ JJ
~y„cinJL /  + x.t;in x

. y~ llZ

3 ,
11- ac°iy - xtó.y- dx 4 y. ux - xy .dy r- O

•„....MIM”1 »wt ' .
1*̂ » y • dx -j- j %\J x • y — / • dy — o .

C 1 p o v/ l e i  /■> 1 ♦

Z'i „ -fircts -4

x

1 . \/xE + y~ = C. * (j • y*
■ -y -

i  4 2 Cy - o V  *  o t. x2 * y2 :i C /x + y/

5 . x ^  + £x2y " = C L ' x °  ~ C /::3 - y" / •

7 . /»y - £x/S = c/5y - 3x/ 8_
BiiiJL . 

x . o n o .

9, x .y .ooB  C. 10* y - x .aro  ocb ^

\ T  _  c

11. y" - x = o iŁittp. y = cx 12,. y. o - u*



§ 8* ROTANIA i m o i !  I-;;o RZBDU.

RÓVJi.£uiioja różnlozkorym liniowym 1 -go rzędu nazyrany 

róTtoanie.aarlaraiąoo w stopniu l-szym zmienną z  * po­

chodną dy__ .
Tx ' .

Jest to róTOiańlo postaci:

+ P /x/ .y *  ty/jć/ 

gdzio P i ^  są funkcjami wyłącznie x  .
mm mm —

Stosu,]omy postawienie;:

y =tt * v /u i v funk.x/ stąd 

^y ~ u. dv 4..
ix tir v̂ x  

i rórmaai® sprowadzamy do postacią 

U * S  * v * /  S  * ^ /x / .u /  = 0/x/

Jodna z funkcji u lub v może być wybrana do™cl~ 

nio,a więo wyznaczymy u tak,aby w danym równaniu współ­

czynnik pray v zamienić na 0:

JE * P /x /.u  « 0.
c;x

Całkując to rórmanio otrzymamy szukaną wartość u: 

^  * P /x/ .dx * 0 ln u =  - J ? /x /  dx

u s o

Przy takiej wartości u dan# ró witania sprowadza się

do postaci: r  , ,
a ' u /  , /P /x /.d xi  a /*/ lub dv = ą / x / . 0

‘ *X'' ■ -uJr. ?T . ■ . ; . ;
Całkuj omy go:" />;

r , J> /x /.Ł x  _

V = jQ,/x/.& .dx * c

i z poastawionia : y = u.v otrzymamy:



1

.&x -f C

Jest tc całka ogólna równania różniczkowego liniowego 

13ierws zo#o rzędu .

§ 9. P r z y k ł a d  y. v 

Przykład I . Znaleźć całkę ogólną równania:
ry•» _ *J

JjSL. *  y = x 
dx

Rozwiązanie: podstawiamy y — u.v stąd dy _ u.dv 4- v
dx ... • c.x * ;“x

i sprowadzamy dane równaniu lo postaci:

u » i l t  v. .^ł * u.v = x3 lub * v./du  ̂ u/r x°
dx ax dx dx '

Przyrównujorny współczynnik przy v do 0.

j-u * u = 0. 
dx

Równaniu to całkujemy i wyznaczamy u:

-x

J r - j
Podstawiająo y.yznaozoną wartość u do danogo równania,mamy

“*  * T  ^
O * dv _  x°  d v r  * 3 .ex . dx

Ostatnie równanie całkuj omy przez części:

v = o* /x 3> - 3x2 t 6x - 6 / t G

A więc ostatecznie;

_ -X i X 3 „ X E ‘ - -X ^ £ x . r< ’
y r ti.y y — e - ; & x -3 e x * 6 € • x - 6 q * c i

—

Przykład I I .  Rozwiązać równanie liniowe:

_  2y.._ r /x  ^ i / s
ix x  1

Rozwiązanie: Pclstawiamy: y =u stąd djr - u.dv_ *v >
c[x "  ’5x~ -x

i sprowalzamy dane ró~nanie Ic postp.ei: *
.. /■: .

u . dv v 2^: - g u«v _
ex 3x ~x  “  /x  *  l / '



3 1  4 V /  lu - Eu___ /  - I ,3
3x. Sx x?l / “ / x 1/ >  ̂ ■ ■ Ą\

Przyrównuj osfdy współczynnik przy v do 0.

M  «. Su M nss? m  - °-
Równinio to całkuj omy i wyznaczamy u ;

Au - 2 dx ln u B 2 ln /x  -s- 1 / u= /x-*-l/ 
U X .* 1 --— —-

Po^sta^laJ ąotwyznaczoną wartość u do równania -X

demogo, otrsymwy:

7x + l / E. dv_ - /x  * l / 2 lub dv = /x * l /.dx  
Ix

Ostatnio równanie całkuj omy i wyznaczany v :

V S ■/&. * .l.l/,.< 4 c 
£

A wlęo oetateoanioi

y «  u»v 2y = /x  *  l / 4 ^ c / x  f  l / 2  .

Przykład XXX« Znaloić całkę ogólną równania:

&  - 4 —  z  te |  
I x  sin x

Rozwiązanie; podstawiamy y = u.v

stąd Sy _ u.dv -i- v. du 
5x “ dx

i sprowadzamy dano równanie do postaci:

u. dv * v .du u.v - ta £ 
dx dx sin x c

u» dv 4 v / du _ u / - ■+„ £
33? T3ć  H ń 1 i / ‘ t 8 Z

Przyrównujemy współczynnik przy v do' 0..

du - u 
ćhc “ sin x.

Równanie tc całkuj orny i wyznaozamy u .

f*' r ' X ^ y
/du - / dx ln u- ln tg ?r~ u = tg -g- 
/ u “ / sin"x" —________1 ' V/ -- — - _________ _________

Podstawiając otrzymaną wartość u do danego równania ruany:

dv 
3x

tg §  . 5 tg §  * dv w dx'j v * x * C



X  X
y * x.tg TT. + C . tg

§ 10. Ć \t i o a o n 1- a.

1‘ $L- ^2- : a
dx .X

3 * a

T*: “ ££ =
X  -f 1

ax 5T* “ x

TT _ .'1 -*r X

X

4. cLy 4 x _ o . CLX

Eu ć£ * z xy = x,
-x 6. fly . - ££2_J

r~\  ̂ 4- .*» , *rr

:lx x

7 - y *  « •1-x - ax.:Lx
—  ’ “  ~ r p “1 - X

8_. ćly 4 Ż»jjjg
2 '•, x “ 1

C.X

1-X

9. ćly 
Zx

*y**rr*»\/V1 4 XT 7

10.

12. Cy

H
~ a . X 4- Y l  * X " '

1 - X
•JT}

n y r o /l  4 x /‘i 11. dy- ay«:&x 
x T T

- i

= cos ix

~ y- oos x.C.x ~ —r?

O i P O f f l . o l a l ,

1. y = -JHL_L£
—  2x

r- V  2  P ju ^£» y ^ <• _—  —  
— l-a a

3.y=-ax~cV x

4. J Z Oy - -2_ 4 ,C_ -- X X~
-x£ i xfc. c; 

JLl y =■ o 1 /--jT 4 o/

-aro tgxŁîjłA*  ̂ A1 '' O
6 ♦ y - aro tg x - 1  + c . c r- * y “ ^

8 . y ^  ./aro sin x f  0/  9 , y  - -A^l * X1" / • /a.a:
( I r  X roSlnx-i-

1 0 . y = /x  + l /*1 . /c  4 e / .  1 1 . y = c.e1- ‘ ł.

4 c /

&x Sin x -a ■ cos x

,2 4 1

1£. y = Sin x - 1  + c . ©'
•Sin x

§ 11. Rórmania 3ornoulli’ogo,

Równania różnioakęiTO 3omnulli*ogo są to równania-poetaoi:

4 P /x / ,y  = (j/x/.y
Zx

n



&\zlo P i |  sp, funkcjami wyłąoznio x.

Równania Bernr.ulli ofyo nio są równaniami liniowymi, 

..ają się jolnak przokeżtnłaió no równania liniowo pracz 

zastce cwan i a p c i e ti awi en i a ; 

ł-n

-?».......■-« “ z /x / QXzio z £ unie oją wyłącznic x.
1 “ n ~ =:■ rr

Różniczkując obij strony otrzymamy:

n
y • 4y r aa Oy - y .Iz

.... . «• 2 A /  stąd Lu../ikrff./1 y « a/x/

/l- n/.y1 ■ .

Postawiająo wartości prażeń poOkrodlcnyoh *c .?.anetoo 

r ó '"n ar. la, ot r zyraamy:

l,vf" 1 ... n .

..'■■*■■■ La- * PA /  • A “fl/ n*z/x/ = Q /x / *
.X

■■w

’^x"
* /1 - n /. p/x/ . z /x / = 0, /x /

równania liniowo I-go rzglu,

Alu równania iiornoulli*ogc możemy rozwiązywać i boz- 

posrclni-' podobnie,jak rozwiązywaliśmy równania liniowo.

Przykłai; Dano jest równanie;

: , 3 3
&  * xy = x . y .
:lx ......  .

Rozwiązanie. Stosujemy polstawienie: y = u.v i $2L r± u.ii
«y* -

‘*>A. >.<.«

- -r V 
ĉtx

u .Si * V '/3e  * W  - xw'U0 *v3‘ ,•J.3C

•j/zriAozyi-ij n&tt os ó iio. , ii ęiby v?yiTO*żonio v/ tt&wJL&Bio z&rnio*



J t y U y  t o j  r r a r t o a o i  U l a n c  r ó w n a n i e  s p r r w a l s a  s i y  1

równania
2 % ~ ~xó ~E f*

\V »j 5c2 .u .r 5 i i  z x~*e “ _  v__~- Jx- - ■

v

? • r- O— TC*̂ «*> £/

B .  „8 ,.B J  .  a ' v~* 2 “*
y s u " •v w y r 9 ? /

E' -x~ -x : 
x ' o t e -ś-C

-  X  8

E -L 
y *- --------

X s -5-1 *C'GX

§ 1£. Ć w i o a c n i ;:..

,3 „3
Łt - 4  * * V  £• g - ł E:xy ■ 2“ x y

3i /X •  X®/, *y "  zv - rjcy2 4. /ił  x‘'J/- 5y - *y *x~'y
IX ::x

5^ 3y2 . 1^_ -Jx + 1 / - fcy3 . 
lx

O d p o w i e  d a l .  g

Łt y3 e - -i + o x3 2^ 1 _ M s * a i Ca. o
Exr"

h. Lz  0 \l X ~ X2- a 4^ -i z — ••:•••— .: | C-5-f' V 3-*x

7 * \a * X*" L

/"" \ r ~~.- .
i - la 'y X * \| 1 * X&

- ax x * 1 _ 1
L  r ; C o --- ?—  3

§ 13* Równania różniczkowo zupełno rzg-:.u 1-gc.

' *
Równanie różnioskcwc zupołno ma postać :

A>..? /Xty/ Ox ^ £ j :Jx.'rżL ly - O lub u F /x ; y/
T *  £jf y

Równanio to jost bczpośrolnio zróżniczkowaną funkcją: 

F /x5 y/ = C

i jogo lOWa strona jost zupełną różniczką funkcji F/x



l§k^  - M -/x; 1 ~ yf Z N /x ;y /

1 aa,pis2}Qijjy t̂ikł

K/*»!'/ . 4* ♦ H / x; y/ . dy r O

K /»> jr/.d* ♦ i;/x;y/ay = o jQ.3t 2Uf!,.ł- 

ną Pó fcfliośkąi.rjLęo :;u, fol ej soe równość *

^  ^  x

i równej i

4 V I m /  ~ M / * ;  y /i* ’ + -N/rjy/.ay.

Oą&ŁUjąa t» aptieUflie r<Jwnanio; wz^l^ąn x ,otrzymamy: 

W /m !  » J m  . dx + u /y /.~

■ t y s a L  - u

T/ieai £̂-

4 i i ^ y /  r ń • stąd 

^ y

W V / «  . & + .  c

OfitRtooii«Q. ł»MKv?iąaaaio łanowo równania jest takie :

*  -/XI y /  «  J u  U  ♦ y / s  - l g | L  / . * , .  *  o,

14» P r z v k 1' a igfflat3t»3CT-~w-r~- V JV X ^ "■•

„Lv- ■HciKwif.zaó równanie różniczkowo zupełne;

X / *<lX - /l + 6y^ - Zx^y/.iy - O* 
Eozy.i r,:zan i o > Ąp^w^anmy równania: Olvl . - ^

T y  "  ^  x

g jj y /ej'lT _

*~m- . ^»*nm»



Posługujemy się wabrom : F /x ;y /z fmx  * (Jll- Jbfi^ -iy*C
J J 'fiy

Ozjmoaymyi ^Mix = p i fjm . M y  z 4sss: y y ~
tftoiyi F/acjy/ 'ś p * a

TCyznaosyroy p i p = / / a  xy2 - x2 /.dx  = 3y2 i/ x.ax

fi £ 0 0  **y 3
- ix iz :  3 x<Jy‘J x

t/ ę

lir -

T/yanf.3a'yay. £ :

<3 -j A  “  6y" <■ ax£iy —3 x2y/.dy = ~ //l  * 6y V  dy = -y-2y°

Ostatoo^nifc: _ 2 2 a K
F /x ;y / - ~ §~ ~ 2 5' -y + c

Prz^iład II* itoa^ifizs,ó rć-vnanitt r<3żjfii.oskcwo supołno:

/l  -f o ^  /.vix ł e / 1  ~ ~ j. ę

^  m t  . ^jr j  y
7 ; V - ~ - X .e i ?-■» ~ 3 ,^  y 2 ^ x  v2

y
«/

9  M -
^ y “ ^ xX
- X / 7  --e . i
y «

X
X
T
y

y• e

Posłunzjway cię wzorowi F / x ; y / - J * Ma*  +J  /K - S ^ ^ / ^ y + C .

t/lody; T/zij/ - P ł- q

%zn-iOŁiainy ]>: j= ^ / / .l  t-ê /̂ da. - x * f *
-7  ”7e »ix s x ♦ y.e



S 15 , Ćwiczenia.

Rozwiązać równania różniczkowo zupełne: 

i* * 3sy£/dx 4 /y3 * 3x2y/.dy = 0.

2. /x "-  4xy-£y7.:lx - /y2 - 4xy -2x2/.dy  = 0,

3. ryyŁaaozyć funkcję P /x ;y / =C .której różniczka zupełna

«jost :
d? /x ;y / = / 2xy2 - 3y/.dx */2x2y -3x/d

y

4. 2x 4y jl / 1 3x^i.v a / 1 3x / , __ax » / — _ - ----- /  ,a y _r .
3 ^

y y y

c

—  A  * <L_ /. Ix - 2. 2. ,ly z o
2 /

x x

iLl /'x*y / - /s in  y y .s in  x / . dx s- /x .c c s  y v cos x / .d y

.  — , .....  .  .

2
7. dP /x ;y / - y 1 - y‘ ,dx 4 1 - xy łdy

\ / ..z"1
\a - y

JLl /x ;y / = /2x -r 2y2 /ix  4 /oos y -f 4xy/.0y.

9^ £ ./ - b/ ,dx * /  o3, - M l  /• ly = 0.

. 0 oy

0 1 p o w i . o ■ 3. z i .

' 4 „ 2 2  4 
1± P/xjy/ = \  * Ł .  +0

4

2. xf - 2x2y - 2xy" * Z  z^C 3. P /x ;y / = xEy& - 3xy * C 

4^ x2 - y2 - Cy3 5 . x2 * y2 r Cx

6̂  P /x ;y / =■ y.cos x -ś- x siny C

, ; / “ o*)
jLl P /x;y / = x. Y  1-y * arc sin y * C 

8̂  P /x ;y /“ x2 * 2xy2-r sin y * C

i i  JUL. 4 ev - 2bx = C.



§ 16, Uwagi o całkowaniu równania różn.ioakcv;cŁ-c
V 11 1 . ■U'r' 1 n< ' " '■ r - ■ i ■ - -.. 1

rag Au 1-go w wypadku ogólnym.

Nr, zakończaniu rozdziału o całkowaniu równań różnicz­

kowych rzędu I-go należy powiedzieć,że równania te w 

wypadku ogólnym nie mogą być rozwiązywane przy pomocy 

skońozonoj liczby całkowań. Przez skończoną liczbę cał- 

kowań eą r ozwiązywano tylko równania różniczkowe w wy­

padkach azetzo gó lny eh, a naj głównie J szo & tych wypadków 

rozważyliśmy ”r §§—ach poprzednich tego rozdziału.Co 

się tyczy wypadku ogólnego.rozwiązanie równania może 

być osiągnięto bądź w postaci nieskończonego szeregu 

potęgowego«bą£.ź w postaci granicy oi^gu kolejnych przy- 

bliźeń.Rczwiązania takie mają dużą wartość z punktu widzenia 

teoretycznego,nio mają Jednak zastosowania w zagad­

nieniach praktyczny^* Nazywamy jc zwykle " dowodem 

istnionj.a rozyrla^uiia” .

I I I .  ROTTSAZTÎ  ROZSriCZKDTS £-go RSĘPTJ. 

lJj-7* Uwa/ri n/rólne.

Jak wiemy równanie różniczkowe 1-go rzędu:

^/scjyjy' /  r  0

okroiła zalożność peaiędzy zmiennymi x i, y i pochodną y* 

i posiada całkę ogólną:

F /xij;cj = o.

Całka ta Joet równaniem,określającym zależność po­

między zmiocnymi x i £  i stałą dowolną C. 

Geometrycznie całka ogólna wyznacza J odnoparamotr o wn 

rodzinę krzywych.

Równanie różniczkowe 2-go rzędu:

f  /^ » y iy  ; 3r’ 7  = c



określa zależność pomiędzy zmiennymi xj £ i poohoćLnyiai 

t . *»
Z. 1 Z__  1 pęsiaua oałkę ogólną.którą -wyznaczamy cał­

kując dwukrotnie bezpośrednio lub pośrednio dano 

równanie.

Całka ogólna zawiera dwie stałe dowolne Cl i Cr, .
6

F /x ;y ; C-̂s-Cg /=  0 

Całka ta Jest równaniom*określającym zależność po­

między zmiennymi x i y i zawiera dwa parametry ^  i c2 , 

a więc geomctrycznio wyznacza dwuparametrową rodzinę 

krzywyoh.
* ' f 

T7arunkar.il początkowymi dla równania różniczkowego 

£-go rzę.lu,nazy7.'amy żądanie,by równanie to dla danych 

wartości x - x0 i y - yr przyjęło dla pochodnej 

z góry obraną wartość y ’= p.

Znaleźć,odpowiadające warunkom początkowym 7/artości 

Cj i Cg możemy,rozwiązując całkę ogólną 5'/x;y;C1;C2/ =0. 

względem £ i podstawiająe do niej i dc jej pochodnej, 

wyznaczonej względem x dane wartości x = xQ ; y sy^ 

j / = p  ~

Otrzymamy układ dwu równań z dwiema niewiadomymi Cx i Cg.

TT interrrotaaji geometrycznej oznacza to wyodrębnienie

z dwupar amotrowcJ rodziny krzywych takd^jlinii pałkowi .która

przechodzi przez dany punkt /xp;y /  i posiada w tym punkcie
i

styczną o określonym kierunku.

Warunkami brzegowymi nazywamy żądanie,aby z dwuparametro- 

voj rodziny krzywyoh została wydzialona linia całkowa.przo:— 

chodząca przoz dwa dang punkty.



ogólną .•wyzaar.̂ a-fiinj,-oałkû łj.0 bezpośrednio dane 

r ó w n a n i o t

Rrzrzażyby tu wypadek szczególny róvnań różniczkowych £-go 

rzędu,kiody dano równanie daj u się rozwiązać przez bez­

pośredni .• dwukrotno całkowani o togo równania. Jest to

ruTOi an i o p c s t ■ - o i :

flX_ r f / W

dx

C /£:a/ ae .-o'po raz l~szy;

rf /x /« d x  -rC

i pc raz 2—-i, ot r z y m ^ z :
r,

y z
«/

. dx 4 Cr 2  ł  Cn.
-L Cf

[ f/x/dx

w* podobny sposób rozwiązuj omy równania rzędu 3-go, 

4-go i wyższych postaci:

nr* -r
I X .  - f /x /
. n 
dx

Przykład I—szy. Rozwiązać równanie: ,

r' ^ y — >■'
'Ź-'2-- sm  X
,  C i
dx
i

Rozwiązanie; całkuj ąc po raz 1-szy:

sin x»dx -i- G-̂ ~

i po raz 2-gi, btrzyiaomy:

y — - cos x * C

-
dx

- cos x v C-

dx C,

y I  -sin x i- CnX -e- Co
x t .

Przykład II--j; Buika o stałym przekroju długości X ugina 

się pod działańiera sił obciążenia zewnętrznego P . Oś odcię­

tych i oś rzędnych leżą w jłaszczyźnie zgięcia. Ciężar własny 

bułki w stosunku do obciążenia zewnętrznego P jest tak mały, 

żc go pomijany.



Jeden koniec “belki jest umocowa-

t'yfi /. \
\ <r
M

< ______________ fly»& drugi swobodny,obciążony

stałą siłą p. Moment zginający

przekroju odległym o z  od
i i . ZI

punktu umocowania.Mamy •wyzna­

czyć linię? zgięcia belki.

W danych warunkach równanie różniczkowo linii zgięcia, 

Przyjęto w teorii sprężystości jest takie:

‘ P - / Ł - */ •

Gdzie |  i |  są to stałe czynniki.E jest modułem 

sprężystości materjału belki,a I_ momentem bezwładności 

przokroju belki.

Rozwiązanie: Całkując równanie po raz 1-szy:

r - P -j /l-x/.dx * C±

E . I _ — P»Xx ■£• x Cj _ _ _ / 
dx z ~ * /

i po raz E-gi.otrzymamy;

^ P r 2 ;
E •I «y r -P*IiJjxdx -f ~ jx  .dx * C1-j'dx * c,

E .1 .y - JLx3 - P I  x2 ^ CiX ł C2 - --------- &
6 2

Równanie wyznacza dwuparametrową rodzinę krzywych zgięcia.

2 rodziny tej obieramy krzywą,która zadość czyni warunkom_ 

początkowym, a więc ma;

Xo - 0 yc - 0 * - 0 dla punktu styczności

/xo =0; y0 « 0 /. 

Podstawiając te wartości do równania. x/ otrzymamy Cn = o 

a podstawiając do równania otrzymamy Cp = o . ’

Stąd całka szozogólna krzywej zgięcia: ’

y ^  L . .  . „ i  x3 p . i  r 2 
e .i  e ~ eti —w . . .

jest parabolą 3~|g;o stopnia.



§ 19. u dra ani a różniczkowe drumle^ raędu, sprowadzano 

do równań rzędu pierwszego .przez podstawianiu 

nowo 3 ■ zmienno t1.

Równania różniozkowó drugiego rzędu postaci;

8„4/ I f/xj d£ /; 3/ d/£- - f /y; Sr /
ix2 -* ~x~

i 0/ f/y; ^  i -’-"y I D
dx

z których 1-szo nio zabiera wyraźnie zmiennej y ,2w;ic

anionnoj x, a 3—cio jest rum ani om jednorodnym względom

i pochodnych û _ i d y sprowadzają się- do ró r/nań róż—
L

dx

niozkoTjyoh rzędu picryrsao^c praca podstawienie n~woj 

zmiennej.

§ 20. P o s t a 6 A. .

Ażoby rozwiązać równania postaci:

Ó l . Z f /x ; ^ł _ / 

ax2 "

nio ^awioraj ąoo -wy raźnio zmiennej £»rjpr odradź amy nową zmienną 

stosując podstawionic:

“  P* COC ~
£

Wtedy: &.._y - j*I> i dane równanie rprowa-dza się do postaci: ’
ax 

dx~

fe- : f  /x ; p/\
UJC

a więo do równania rzędu togc ostatniego równania wyzn

ozamy £_ ,a a podstawienia dy - r wyznaczamy £.
~ dx “  —

Przykład; Rozwifjzać równanie:

x2~r , 2 x
x * - x .aQ  ̂ **

ćLx“ dx 

Rozwiązanie: Stosujemy podstawienie:



Dr.no równanie sprowadzamy dc postaoi równania liniowego 

1-S'O. rzędu;•
2 - x

X . }3L - r a x • O .
dx

któro ♦ Jak wiadome / §8/* rozwiązuj o się przez podstawio- 

nio:

p 2 u.v /u i v są funk.x/ stąd d£ - u .Av + v- # du
. ■ -x “ ax * Kx~

Podstawiając otrzymany:

x.u. dv 4 . y  v C'LU . ■ J  Z * x
r̂sr • *V - u«\T ~ X *0
'-‘•X IX

X.U.dV * V»/x  * du ~u/ =: x2.oX . . . . . . .  ' *«/
ux dx

Jo dna z f unko J i u lub v meżo być wyb rana .dowolnie, 

wyznaczymy u tale,aby w równaniu * /  .wspćłozynnik przy

v zamienić na 0:m*m> tu*-*
. i X .  dU ~ u  53 0

dx
r ' ; -ł ,

yrtodys
du - dx la u - la x u = x
u x

Przy takioj wartości u równanie * /  sprowadza się io

rw to o u  g g ,  i _ x _ ,  .
X • .ii “ X .0 dv ~ C •-kA ” ~ o *r C-i■_ +— -J-

dX ______________• '̂,* ,***' <111 ■■ !■■■ —...II ■ ■ —

Podstawiając znaleziono wartości u i v do. wyrażenia,wyznał

Jąootfo £, «otrzymamy:

p - X«°X * C-jX

wyznaczamy £ z podstawienia- d£ _ p.
— :„x

“ X. ex •*■
vkX

dy = x . ox .ix * C-j* *«x 

po soałk^waniu:
/ X  (~

y - ! x.e “ . dx * 0X , x.dx * Cg.

otrzymamy: x x x .
y - x . o - 0 * Cn •-7— t- Co

^  w «

§ 21. POSOLiCr B.

Są to równania postaoi.: A^y - f /v; .nie zawieraj^
fix2 ' * 5x

wyraźnie zmiennej x. rozwiązać rór;ns,nio wprowadzamy

nową zmienną £ stosując podstawionio: dy _
dx ~ l'



2<

Y.'tedy d r u g ą  .po oh o dną  d y  m oi omy p r z e d s t a w i ć  tak:

d x

a y flŁ. .. &  r p' ■ • S L

iX 2 dx dy dx dy

1 dane równanie sr’a?owa3.zany do pcstaoi:

p „ Ł .  ~ f /y ir / .
dy

a więo do równania rzęiu I-g o . z to,-/' ostatniego wyzna-

ozamy p ,a z podstawienia - p wyznaczamy y-
tlx “  —

Prąjrkład^I^ r/yznaozyć równanie krzywej .wŁlęsłoj 

względom dodatniego kierunku osi ojr .posiadającej taką 

Wirasnoaó,że w każdym punkoio tej krzywej- promień krzy­

wizny jost równy dłu£*ośol normalnej.

Rozwiąż ani o» DługotSó promienia krzywizny ;'.la

punktu M krzywej wyznaoza wzór;

1  3/2

Y/?■/\

1 ł / & /

dx

/ B

A-

D ł u g o ś ć  n o rm a ln e j  K N  d l a  to g o  sam ego punlctu Ii: oj

'M

. . A
u

a  w ig o  t r u n k o m  z a d a n i a  o d p o w ia d a  równ: n ic  r ó ż n io z k o w e ;

y ‘ V  1 + /j£  / 2 -L 1 ♦ /^Z  /|
dx

rr /o 
«£/ £»

^4-rl £
-oc

S t o s u je m y  podstawionie:

S  =p
2
v --ss, y ~ T;. c*p
j-  ~ x ?Iy "

\ f ?e j

dx 

1 3/2 1

Kś
-



V
Podstawiaj ąc p - dy i oatkująo .-otrzymany:

■ęSę.

♦ t e = 'i
ay '+ C,

0 1y / Ł-'-i

i _  ln i 'c^y + \ / / c 1J 7 2-i
Ot i1

tąd:

•= $ /x  - Cg- / 0 

•p C^/x—Cg / t ,

-1 = o

Hozwiązując to równanie względom spostrzegany, źo dwu~ 

nian sumy lowaj strony równania pomnożony przaz dwumian 

różnioy tyoh Sanyo li wy razów jost równy jodnośoi:

1/ oCiy 4 1'y /! Ciy •

Po prawej stronic iloczyn;

j  0 X /x - C 2 /  ,  O j . . /x - C s/

'O • . G - 1

a  więo z równania \ wynika,równanie:

/ ; r .....o  —  , ' ł °i /x - c 2 7

°iy - \/ 1 = °

Dodająo ta równania stronami,otrzymany:

y “■
.SPi

i Cl/x~Cg/ 5c
G 4- G

lub,eo jost to oano:

C /̂ac-Cg/ “ C1 */x“Cg/
G -ł G

_ 1 

y “ eg
iL

Jost te równanie dwnparamctrcws.l rodziny krzyryeh. ŁańcuohowyoK 

Z toj mdziny wyodrębniamy krzywą,która spełnia warunld 

początkowo. ;

xc r O  yr r a  »̂SL“ p r O  dla punktu /0 ;a /
;dx ~ ---t ' •'

/ / •

Otrzymamy:
o - l
°1 - a °E = °



stąfi. całka 6zozo£<51na:

.. H-
/•

Pry.ykład 11-^1. lic związać ra^TianiG' różniczko-o :

2,2
i i . — !̂*‘ 3.0 Cj £ O - U- G *

iX

Itozrdązanlo : Sto su,) o my p o & s t a*;: i o n i o

■,a 2,
4 iL _  r p i L f  
:Ix . 2

LX
d.7

iićTOianic sprors/.2f*xiy io postaci:

ó
r a y f c  -ar r

;a
y ^y

p~ seałkorariiu otrzymamy':
9Cj■p 

^-
O

„2
c, :  L  
1 V .2

y _ G-j zanioniamy vx

■̂ rzoz C-,

•s* \ | fc-* /t- \Jy ~ Łi p o 
-^1

— 1

' / p 
C1

roiEta^iająo 

1

- _̂ y
clx

i całkuj ąo trzymamy:

-y

aC
- 1

1

pc soałkc7?an iu:

vlx

r
, v r* « r, *y ~ -r . { - A *

•
2

ln' ~ -Z .
Cn *•La

£  - 1 .
r 2 01

n
 1 +

ą°i“  • c2
""

.lii &

3 tal:

2- V
Op \J

J L -  ł -
t /ax -r C9 /

n72
. .

Srostrzegamy,żc iloczyn:—— .. -i

więo:



Dodaj ąo równani a - y ot ronami, o t rzyniańjr: 

- 0“/ F'X 4 ° 2/  * o ’ ? / a X  *C^  ł

y

r
a  i

±/tjc 4 Cg/ _ X / ax - V  |
-5- O

lub,o o jest to s en o :

y

ax t C < -/ax -*C9/

c -r O

§ 22. r_o s t a ć_ C_._

Są to równania pcstaoi:

.  /  $£  . /  - 0 
f /y ; S  • , e ' ~ :

ćlx

.i o Ino rodno wz^lefiep jr i ^cohc^.oyoh ćly i fi y ( zawartych
lx :-2ĉ

w równaniu.

Wprowalzainy nową zmienną u stosując .podstawienie:

/u  • d X  
y = o y

frrlzic u jest funkoją x

rtody:' A:. au
/u . arlX g u  ‘ fi- 

•5- U^O

~-£- - Q
, £ “  
d X

I X

/  fiu * U61/ '  
/ fix /

Każda pochodna v -ka względom x jost wyrażona przez pcohofinfi 

u względoń x rzędu odpowiednio c jeden niższego,a dano tći 

nanio rzęiu 2-go*sprowadzone do równania rzędu ł-^c.

P r z g k ł a fi. Hozwiązać równania:

:L.Z,.. + & ^  “  Q 

dx2 '

Hozwiązanio : Stosujemy pedstawionio:

a stałe

u.dx
y = o

■ > , //1 ••■’•,. "
tfdżio u jost na raz i o nioznaną funkoją x



WCŁ-UJ. _£ - /...I. i- U /
;i_2_ r c • /17. /

* *J£
Daą© rćwn&nia eftrcwailzejay te ^ostaoi:

J u. ;bc Jąi * .,fc Z J xl̂ x _ 0 
e ./ :.y- - / -* - *-

‘3 żyli s

t> 2 
-ln j. r, — 0
£iŁ.__  -r U  *■ "  - "
:lx

R^udaiolając zr.ionno i całkując,otrzy:nainy:

_A!i---i- :lx = 0 /_3iL-__ * rlx - CiO 9 / O I
+'aw (̂ /  a** u’°

_1_ aro tg u. *tx — cn B_ — bii /aC1 — ax/
i a- - c.

u_ = a . t»? /' aC - ax/

V.,n ĆwO i-.

/u * lx

- r = °
/ u . lx = ( t,;: /aCi_ - coc/ ,.‘Lx - ln oco /aCn-ax/+ln

r . ,

ju.-Xx - In C-.acc / aC-, ~ax/.
v»,# -L

ln y = ) uTa^Lii^ę. £ ln C_.oc.s /&C-, - &x/

£ .' \ 
y =c.. • ora/i\C-> - ax /.

&

' ' »
§ • C v? i *3 2» o -• i r# •

■ .■■ — mmmmmm► «— .......... - ■

iloa^iąjęó równania różniczkowo:

1. i2y = a 7'bx - l /.d x2

2. Znaluźó oałlcę £ równania różniozł&otroso '

rk
......L-jL- “ 12 xŁ - yx

n 2ć*x
i o alk y fci z 0 a o ln ą ŁiaćLoaó ozyniącą warunkom braĉ n-tym

x = 0 y = 0 i x — 1 y ~  Tj3”



. £ 

ń '1 y --
Aw...-V

2 “
Ix

ClX

,BV
£X.^—̂  I<“■,. & 

dx

■'1 *rr
liśL
dx

, 2
* -l-Z 4• iz

O
(J -X

:lx

> > >
y ^ y

X. ...

» > f

y - z..
X

iXJ I 
1

t

_  ab

i

x2 .

y “ 6

Całka ogó
'-*v>  '; • ■ ' - \

Ina
i • . ” ■

Całko saoze.:*

O 5 »
c* - £_ = 0

7
1 ĆL p o i o ii z i .

f  x " ♦, °1X  + C£

y = £  x 5 _  2 x °*  c ,x  v cP 
5 . 7  1

V - —  r5- 2— A TT- A5 V

;■ / “ '
2

«5« y 3C.0 — G"̂  <- C-. X*'** C0 4* y— "pt Ct < \, X Ł_ • 2Ci U, -- O ■ V £ *•

5^ y z ~ x J *x 4 Cp l.n x*C;? 6 .y = -sin x.oos x-x* C-, sinx+C,.

I i  y ;'r * c ^ *  ° 2 a . c ^ /z  •» c z / h  -  o ,y L; *  ft = 0 .

3 24, Równania różniczkowo liniowo drugiego rzędu.

iyÓTmaniom rćżn laskowym. liaicwym drugiego rzędu nazywany 

ro- rnejai o pr s t ao i :

* 2 — * Ip/ x/' , 5̂ r + p /x / .y  = ^ /* / *

0x ? .;

gdzie ; r g / x/ ; 1"-|_/ac/ ; p /x / i Q, /x / są, tc wiadomo funkcjo

x ciągło v przedziału a ......... b ,natomiast zmionna £ i jc.i

oho ino są funkcjami nioriadonyinl x . Sożcli wyraz wolny tego 
w /x / nic jost równy aoru»to równ.naaywarriy nlo;yodnoro :r^vi.

Jo żeli tjyraa 0, /x / .tost rż-ny at.ru, tc. Jednorodny:^'

wie o t1 cdnorodno równanie różniczkowo liniowo drugiego 

rz^du.. jost to r;fwnanio pestaoi:

r£ / * /  * + J\ /x/.d£  + p /x /.y  r 0
d x s ' ax 0

...............M)



w

Rozważymy wpiorw następującą własność równania jednorodnego. 

Jożoli dane cą dwie oałki szczególno y-, /x / i y0 /x / od

siobio lin i owo r, i o zależno równania jednorodność X} 

to dowolna liniowa kombinacja tyoh oałok ;

y/x/ = Ci . y1 /x / 4 C2 .yE/x / V1 *
glzio C!-,i C,-,

1. Cj
są stałe dowolno

jest również pałki], togc równania.

yi* Uwaga. Jożoli mówimy,żc oałki j.,.i y2 ^  ful IfiUl Hi W  t y  O 

niezależno to znaozy,żo ich stosunek nie jegrb stały'czyli
\ ■ ' • 1 ■

że nie no4omy dobrać t?0cloj stałej liczby K /K r C/,aby

miała miojsoc równość y — K.y
i -

Dowodzenie. J o żeli i y są oałkami równania jednorodnego,
lrl,a“ Ilifr.̂

to wspólnio z© swymi pochodnymi,po podstawieniu do tego 

równania, zadość mu ozynią:

 ̂ ^ * -1-̂ 1 * rT/x/.. '"^1 ^ p /x/.y^ “ o .........
o — —  pO

K*-
p

r2 d y2 * ri /x/* 2?A * P /x / .y  r 0 - ......... ^

4x '̂ r̂x

Jeżeli y^ sr/dość ozynią równaniu v><\to zadość ozynią

tomu równaniu i ilpozyny C, ,y i Co.yc ,a w takim razie i

suma tyoh iloozynów;
y z O-l . yx * 02 .y„.

LI o i omy to sprawdzić p o d^ w/i aj ąc otrzymany wartość jr i 

jogo poohodnyoh do danego równania.-^ .Po podstawieniu -powinni­

śmy' otrzymać tożsamość.

Sprawdzanie.

Iodstawiamy do równania jednorodnego:

I>„ / x/ . d£y + P„ /x / .-2JŁ + P_ /x / - o 
* -~7r . 1 dx c



Y.yrażenio:

7  :

Otrzymamy: 

1V -2J
c , . 1  h .  * c ,:*

ixe'
a . 2

T>
dx

** h a -  -

, dy
o ...--  4- C0 c

C1 ‘?E

ix

1 °l-ł'lłCE r8 = 0

n.
f \ fr*

* cl‘rl'dr * W l  *C£*PE* *
dxi''

4-Cgś?i _^iL. 4 Go p-0k> ,-T̂~ £v>

Cl*
dx

■KJ2
> e^y.

* V  ^2-  4 
dx ^X

♦ r c T g  !=

Jak stwierdziliśmy rryżoj wyrażenia w nawiasach kroaipatcwyoh 

są równe zeru,a więc:

C O *  Cg.r = ;0.

Całka y = O^.y^ * C2*yp zawiera dwio stałe demolko C^ i Cc, 

Geometrycznie wyobraża ona dwuparametrową rodziny krzywych.

Można dowieść /dowodzenie pomijamy/»ŻG całka ta zawiera 

wszystkie rozwiązania równania jednorodnego.oz-n -j. ».r, ^ost 

^£v.c_całką ogólną* ■

Pcsłujując pię oałką.ogólną u = C^*Tg ^ c£ • Y.:, 

Ł^HS&Sii^ioę^orodnCjjO»można uzyskać" rozwiązanie og£lno_rów--

2£'^i5_5i2l2irS££2^2i3£i

ile zważymy- tu wygódek szczególny, kiedy j?diia__K__całok_ 

szczególnych równania niojodnorednogo.

• S i  -i !,'• + I’n-7 = 4
a , 2  1 ta 0

3ost nam znana*

r,

/ P ->
\ _.1 

A 

0,

sa funk.x.

Oznaczymy wiadomą całkę szozogulną równania niejednorodni
przez Y.



Możemy lowiość,żo oałką ogćłną tego równania jost: 

y s C1 .y1 -s-Cg .yg + Y = u ■*■ Y

TTtcdy• p . c £v
dy „ du + dY i ;l y - d u • QJL

. 2 ---T  2
dx dx^ dx

Podstawiając to wvrtodoi ćLo danego równańia,otrzymamy:•/ - .•i • / . » • •
ro.d2U du Ł T 11 r d %  , t- dY Y - Cs 

* -- t ' Al 7  * xOU • -p- T J i T=“ ’Xn “
dar- uX i*  .

Ponieważ wyrażenie podkreślone jost równe Q, /zgodnia

a założeniom,żo Y jost oałką danego równania/,vrięc:

. '  ' '

rP • Ł2L, + r, 4s_ ♦ r .u = o.
* , 2 ax 0

dx

Czyli:

y = C1 yl  * °2 ,y2 : Y

Jost rzeozywidoia oałką ogólną danego równania nie­

jednorodnego .

w7 wypadku ogólnym wyznaczenie oałki ogólnej równania 

niojodnerodnogo nasuwa znaczno trudności.

§ £5„ Równąnio_różniazkowo_linio37c_2-{:o_rz£lu__o_stał^cli__ 

wap(3łozynnikaoh.

Rozważymy wypadek szozogólny równania różniozkowego linio­

wego 2-ęo rzędu,ton mianowioio.gdy współczynniki równania e.p 

â _; a są stało* Jost to równanie postaci': .....

p

d y , dy A
a„ * — 4 ai* ~  * a *y ~

&  . 2  v

dxE ' ^

Równanie to możemy rozwiązać .ponieważ możemy znaleźć .logo cał­

kę szozogólną.Jost nią funkoja wykładnioza:

3? • X
y ~ Q gdzie r Jost na rasie nieznaną

=: stałą liohbą.

Pochodne tej funkoji eą:



rly X.X \ 2 r ' X
n r *0 _±-J£. "  r .o

&2C p ~
• , ux

Podstawiaj ąc wartod ci y; dy i P~y do danego równania
-2C .. £

otrzymamy.: -*x :

a i.r2 .or ‘X o-,**;©** + a ?*Tx - 0.

P on i o waż 0V'X jost różno od zora /dla każdej wartości x 

więc pó skróćoniu otrzymamy:

a| .r^ *  aj_ .r + a =. .c

Hówaanio to nazywamy równaniom charakterystycznym 

danego równania różniczkowego.

Dochodzimy do wniosku,żo y= or ** .jost rzeczywiście 

całką szczególną dano£o równania poi warunkiem jednak,aby 

liczba r była pierwiastki urn' równania charakterystyczno *c., 

Rozwiązująo równanie charakterystyczne napotykamy 

trzy vypadki.

§ 26. Iiorwiastki równania charakterystyczna

róż5°*„_

Pierwiastki równania charakterystyczno r i r^ sa r
2 1 £ 

czywiste i rożne, a^ ~ 4a.a^N»0. i*iamy w tyra wypadku lwia

2£r£&L szczególne danego równania:

rT.x ■> , V x
y, z 0 1 i y., - 0

*L (.j

Całki te są liniowo niezależno,bo ich iloraz:

rl #x / / 
e / rl V ,z
.*V x  “ 
0 :

jest liczbą zmienną.

Całka ogólna danego równania jost kombinacją liniową

dwóch j o.'*o całek szczo^ółnych _■
r3 .x r£*^

y —C .o t C„ • c
X »C



P r z y k ł a d  I .  Z n a l o ź ć  c a ł k g  o g ó l n ą  r ó w n & n i a :

O
* v * liZ <-,o -ry.. . — 3. — ^o.y -r

o dXj A;
dx

Podstawiany: rx
r.x  j. &2Ł i  r.o ; ^ 4 . “ r .e

G IX 8 -

1 . 1' 1

2 rx
- “ r

.x "

<? rx 2>X 2?X
r .er' - 3r.ę / - 28 .y  r 0.

Stąd rórsnanio charakterystyczno:

rE - 3r -28 = o

Pierwiastki równania charakterystycznego: r^ - -4; rg =7

Całka ogólna dano50 równania:
* *

-4x 7x
y = C .0 + 0r .0•L 6

Przykład II . Znaleźó oałkę ogólną równania:

y» * ~ y ’-y =0

-yznaozamy równanie charakterystyczne:

r^-r-l = 0

i jogo pierwiastki

r t - 1 ± ^ £ £
1 2 ' 2 £

Całka ogólna danego Równania: __

i - y r
y  I  C j . o  *  + C£ * g

§ £7. Iiównanio oharąkte^styoano map_iarwiaetok_ 

dwukrotny.

Równanie charaktorystyoano ma pierwiastek dwukrotny.

a_‘J - 4a.a£ - 0. T? tym wypadku rŁ - r2 ,a wi§o mamy tylko jednąX _t ______________________ ______
oałkg szczególną danego równania:

r.x
yx = o

Ła1rvo się przekonać,żo drugą całką szczególną róvmania

jest:



*2  “

łteżemy tn sprawiaió praoa podstarzanie: 

Oałkn ogólna danogo równania Jost kombinacją linio- 

wą “.wóoh J&go oałok saozogćlnyah

rx rx
y a 0. .o + 0„ . x .e

__________

rrz^kłal. SSm I oM  oałkę o&ólną równania:

_ £ z  ♦ 9 = 0 .

IX "
u

a

Wyanaoaomy równanie oli&rakto.rystyoano: 

r^ - 6. r + 9 s o, .

1 Jogo pierwiastki:

r, s r„ s 3
1 L

Gałka ogólna danego równania:

3x 8x
y = C- .0 + C, .x.c

X rC

§ 28. Rćwaśnić ohar&ktorystyożna n a ^ Ę t k i  zospolcno 

Równanie oharaktorystyosn© ma pierwiastki spoi on o.

S
a - -śa. f i.<o,iió wnan i o ( p ó s i adaJ ąo o piorwiastok zospclcny, posia-

Ct
davJak wialonc,Irugi piorwiastek 2 nim sprawiony.A więo 

równanie charakterystyczno ma pierwiastki sprzężono. Osnaozy- 

*) o •
r, - b -o.i i rP z * o.i Odzie b i 0 są
x * lioabami rzeczy­

wistymi.

Z kursu raohunku rótniozkowogo wiemy*ż-:

xi -xi
o - oos x * i* sin x i o Z ocs x -i cin x

Dwio oałki szozcgólnp lanego równania są:

oos o.x - i.sin c.:c/b-o.i/.x bx -o.x.i - r?%x y_̂  — o ' - o \o ■ - o

_  r /b *c .i/x  _ b.x o .x .i _ b .x
5., “  G - o .0  - o

Oprowadzamy stało dowolnG i C^.

oosQx s- i sin c.x-]



;_X
C1 . y-j_ - o .cn . | cos c.x-i-Sin c.X|

c g . y 2  .  u

b . x  r— .
o- .CL,* i cors o.x * i sin o.x

stąd:
0 .X

y = Cv y i- C„y, = o..... . ! /G^Og/.ocs o.x ♦
'2*

. /  /'» ^   ̂ 4 r i  v, T*•* /  ̂t* / * -i- *  ̂• **"“

Aż oby uzyskać 2i;£-iS.i_.rf*ii2iL.. wyrażoną Tri;..a łioaby 

rgeoayY/isto^ a^nioniny stało dowolno Cx i Cg praoz stało_

dowolno riieoaydSto:K. i Kn. Pzn&ca&jąo ;
j. ^

: Ki 

° i "  —

ji-i

£

Dodano stronnai,a rflćnloj odejmuj ąa i po odt1gciu 

mnożąc obie strony praoz 1  otrzymamy:

o, - 0„ = - \  ■-
Ci <-*°1 * CS = K1 ;

po podstawieniu oaikr^ogólna pray.jnio y'-str.ć

0,2C f *.oce o.x -5- Ke -Sin o.xy = o

-i2-.SS2?iQrr̂  i:e°Q •

ŁESZ&SaSi SaalsiSó całkę ogólną równania:

n 2* l!L V
JńljL* 4 8 . -d~- 4 ■ 25y “ 0 . 

dx£ dx

'.Tyśśnaoaamy równunio charakterystyczno;

r*" * Br + E5 = 0

i ,3o?o pierwiastki:

^  = » 4 ... 3i ~ 4 * 3i

Całka oflrtlna ftano^o równania:

K,̂  .cos 3x * Kg .sin 3x-4x
y = c

iówn&nla ró żn ico w e  zwyaz&JnG Z...Smai.sa&wski



Niekiedy całe o ogólno .1 nadajemy inną postać, za­

mieniając stało dowolno K i Ko przez nowo stałe dowol- 

ne A i £ :

IC, - A.ccs q, i K = A.,sin o.ć>
Otrzymamy całkg ogólną w postaci zawierającej tylko 

jedną funkcję trygonometryczną;

y Z A .  o . cos / cx - q /.

• I'
§ 29. Przykład drgań mechanicznych nietłumionych.

Punkt materialny o masie m p o r u s z a  s ig  po p r o s t e j .  

Punkt odległy jest o x ci swego p o ł o ż e n ia  ró w n o w ag i, 

które znajduje się w punkoie 0_. Na punkt m atorjaln y  

działa siłao:x:xxxxxxxxxx proporcjonalna do w ie lk o ś c i  

odchylenia od punktu C_ i skierowana stale ku temu 

punktowi.
Mamy wyznaczyć x /t / jako funkcję oiohylenia 

zależną od ozasu t_.

Rozwiązanie: Zgodnie z prawom ITovton’ a iloczyn masy m
------ ----  2 ■■ ■ —

przez przyspieszenie d x jest równy s i l e  czynnej.^ wigo

dt2

równanie róźniozkowe ruchu,ma postać:

* K  )  O WSP Ó łez  .
~ x - ... prcrorcjonal m ______ __ — a.x ĵ ,-*zio --- -t

d t ^  m3r o masa p unktu1/iriaûr,
Różanie charakterystyczno danego równania różniczkowo

go jest: : £ g .
m.r * a = 0, oznaczając a. ~ /  a \ n /m m x

otrzymamy:. 8 2
r + o - 0..

Pierwiastki równania charakterystycznego są urojone;

?! z - o.i rg = o.i

A ^ g c  oałka ogólna równania różniczkowego:



x fi E^«uuo n. t 4 K ,ai£. o.*t.

Zumioniająo stało &©woliio K, i K. przez nowo stałe CL cwel-
■i (-<

*10 A i iii

K* * A* o OB 0 i K0 ~ Ar, * sir g
A*>

otrzymam całko ogólna w postaoi: 

x » A.coe / o »t *-q./

Jak wia^imy oałka ogólna jost fur.ko,1 ą cosinus!a, o, więo 

funkoją okresową ozasu t. Y/lamy,że stała dowolna A. jest ampli­

tudą ooaińuscidy,a u przesunięciom fazy.Ponieważ oosinus smio- 

niu się od -ł do +l,więo a o wzoru całki ogólnej wynika,żo dro-
*>••• M.

ga x ani i on i a się od - A do *• A., ożył i, io ruch yur.ktu materjal-NMM MMM
r-e€° jost okres pyy i drffająoy. ł  i G aą stało,a więc drgania 

odbywają Łię bo z zmiany okresu 1 amplitudy.

Jest to ooa,wid o ic uproszczono ujęcie zjawiska; v* rze­

czywistości na punkt materjalny dziada oprócz siły - ax również 

siła oporu środowiskatWypadok ton rożważyfay oddzielnie w §-ie 

następnym*

5_ 30. Trzykład drgań mcchaniczp^_oh_ tłumiónyoh .

Rozważymy teraz wypadek,gdy aft punkt materialny odchy­

lony od swego połażenia równowagi O o x jednostek działają 

dwie Biły.

1. Siła usiłująoa przesunąć punkt niatetjalny ku punktowi CąGiła

ta,jak Wiemy,jest proporcjonalna do ^ielko^oi -odchylenia x

/wyznacza ją iloczyn - aa:,gdzie a y  o-wsp&ez.propi/ i

fc.Siła oporu środowiska,która jost proporcjonalna uo prędkości

ruchu punktu dx /wyznacza ją iloczyn - b .Ax . ,gdzie l̂ > o 
d’t . dt 

współoz.prop. / .

Liamy wyznaczyć x /t / juko funkcję odchylenia, zależną

od czasu _t.

P.ozwiązanie. Hównanic różniczkowo ruchu w tym wypadku ma postać:



m • -  -  b.  ̂ ax
2 , £dz-lo,- n£> o masa. punktu

^  o> o \ dodatn:.vrspł.
a> 0 j  prcp.

Kć T/n ani© charakt o rys tyo za o rórnania różniczkowego jest :
£ ' E

m «r * 'br *a = 0 Oznaczając. b -  2 L / I  >  o /
iń ~~

£ :  k '/e >  o /m

Otrzymamy;
* 2 .1 .r  * K “ 0.

P ierw iastk i rórnania charakterystyczne'?.o są:

r .  = -  £  - \ / I ^  -  i  r ,  r  -  I  •*• \ /  1 ” -K w1 . t~> V
Licżlivro tu są trzy  wypadki:

•„7ypadok T.-czy» Opór Jos.t mały i ma mi.o^soe nierówność

-v X J. P ierw iastk i równania charakterystycznego są zespo lo ­

ne i  sprzężono:

r, = -  L -  i\ /KE -  L* i r,. z -  Ł * i \ /  K£-  I*
-f9 #

l,r tym ryp&rlku oa".;ka ogólna równania /%Z%J ma p o s ta ć ;
“ i

y. »  A . o ■1. t
• 0 0 3 V 1^ T  -J, •“r•,

Amplituda drgania A .o~ * zawiera"zmienny czynnik o -lut

malejąoy w mir.rg wzrastania ozaau t_. Natomiast okres wahania 

p ozos ta je  boz zmiany.Mamy do c z y n i e n i a  z ruchem o zan ika ją­

cych drganiach ,wyobrażonym n iże j na rysunku przez krzywą AB.
X , ,si

A A ‘, n
/

Wypadek I l - g l .  Opór je s t  zwiększony, o tyl.c,źo ma miejsce
2równość Ł ~ k‘̂  Równań io charakterystyczno ir.a pierwiastek 

rzeczywisty dwukrotny:
r, z *V “  -  T*1. Cj

¥ tym wypadku całka ogólna równania /§  p osta ć :



4 5 .

• l ł «  <1

X  “  o

Za v/z ora całki ogóln i v/ynika,żc iunkc^ ^ 3 o don rai

tylko możo 0&iĄgntkó rartode ooro«-ąigdy t ..**>

A wiyo wahań niw ‘będ^io i ruch nio tędzio dr^a^ąoy. 

Ytypadok 111 . Oyor du.Łŷ  Ma niiojfcoo r.iUrć-nośo

riorriuetki równania olu.rćAterycstyczncgo sę rzeoyyv.lŁt o_

1 rćinoi. ... ....... ........

/ 1 '5 -  3?r» r* 1, -  V L  A

17 tym v;i'adku oal'ka ogólna równaniu /§ 2 6 /  u- poetaó

r l ,c
X 2 0  ̂ .0 ♦ Og *0

Zt, w»orćw,^wnfio«atVącyoh pierwiastki vridaimy»:ia otydwa 

r  i r ,  Łią ujonme. Woboo togo ao rracru oałki ogóln-J wynika,
x a

t T f g a S i n  x i  nami *'■* M -ka n e te  o.B.i. <@ 9Ź -JS $ to iŁ Ł £ $ sa -  •
- 4„ t - » >  ;N \ Wnlnul ni* lijdniu i rr.oh el» 1> gdule d rg u jw *

— II mm i I I —----•■■*
r al .O y ,1 o a o n 1 

Roar/ifL-aatf równaniu róftnioskow Jodnorodno o •••st-ółoa ć̂ • o tu ty  oh •
a

i«  d ^  ■*■*4 tMMMh*
c

»«* E . 2 £  - I B  »0
ł'i

,  O ,  *  7*& £  ^ 6S C 3 .  d "y -  .^1 -  0
d x" d>. d x ‘ dx oKi

dx dx

1 -  y ” * 4 y 1 ■$• 1 '■* C a . y ' ’ ~ 4 y 11!*0 s *0  £• £ 5 y ’ ’ + £0y* + 4 s  ‘ O

!•  y ’ 1 - S .y *  *  X a  C ’ ’ *. » . y  6 .y *  *  b 

0 d r  o v  i  o d

s  0

L i  •

2 -  y ’ ’ !■ 3y* v b -*

l . y a  C i . o ■ ® \  0 Pi. o BX ś *  r -

~ 3 x , « , *  t" • 8 *ł‘ C i ,  • tt .1.
3 .y = ° 1  + C i i * u '

- i  • i* ~ c r
o - 1 - -  "  + 0 . , . ® '

- «  + \ j  

a

'o „  2x  
S .  y=« •

r ;  0 
iCi * ° os 4 x  + I.,, .o  Łri 4x

~ 0-1

— 6 w
i U  "ł* O j '  t X  •

" T T
e 7 .  y = o . : v

0 p • x  j
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