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ROWNANIA ROUIC2KCI1E ZWYCZAJINE.

ROZDZIAL i . okrsstbnia i klasyfikacja rownan rézniczkotych>

8 1. okreilenie rownania roésniozkoyrego* Catka rownania. Catka
ogolna 1 catki szczegdlne. Podziat réwna¢ roézniachorych.
Roéwnania zwyczajne .Réwnania o pochodnych czgstkoy/ych.Rzad
I atopien rownania rozniczkowego. Liniowe rownania rozr,ima-

kowe . InterarotaoJa geo.T.euryczna.

W rachunku catkowym*majgc pochodng funkcji.ryznacza—
lismy funkcje pierwotng tej pochodnej .Obecnie mamy do rozwigzania
zadania bardziej ogolno.

Wyobrazmy sobio,ze £ jestv funkcjag argumentu Xx,.i ~£9;
y*’;, y*” » 1 t.d. sg pochodna tej funkcji 1-go,£—-go i dalszych
rzedow. Poza tym wyobrazmy sobie»ze funkcja jr 1 jej pochodne sa
nam nioznano.natomiast jest' znana zalezno$¢ pomiedzy nimi,wyrazo-
na przez roé”™nanio ,zfttrierajgoo: xye,y ;y ; i t.d.

Otoéz, j .Iic z dalszych rozwazan bedzie wynikato, postugu—

sie ti.Vim rownaniom mozna wyznaczyC¢ sama funkcje y »

Hoéwnanie,zawierajace x ; VY; Y'; V', .een.. nazywany
roToftnl™a rokioskowym, a wyznaczanie funkcji g z tego rownania
catko™anic:i rownania réznlcakowogo.

Funkoje £ nazywamy ontka rownania i—CsSriiezkcmegc —
Fankoj?. ta, wspolnie zo swymi pochodnymi ,winna zados¢ czyni¢ dane-
mu rownaniu rozniozkowamu,a wieo po podstawieniu do réwnania zamie-
nia go na tozsamosc*

Przyktada Sprawdzié¢»zc funkcja:



Jest oatka rownania roézniczkowego:

yi>— E.k.y>* k9.y « gV
Sprawdzenie......ccccceveviees aivieiiiaens.
y' ¢ Cg.or 4 Kk/Oi+Cn x/okX * ygjyB

y EkCgho 4 [C—jrC—x/*9

Podstawiajgc znalezione wartosci £ 1 £ do eanegc
rowmuiia rozniozkowego, otrzymamy tozsamosc.

Oatkn attdos6 czynigca danemu rownaniu— rézniozkowemu
nosi nazwe oatki og6l.no,]. Zawiera ona statg dowolng £
I nu nioskojaozonio duze poszczegdlnych wartosci.

Nadajgc statej dowolnej () wartosci szczegodlno,
otraynuuny rozwigzania szczegoOlne,czyli tak zwane catki
szczegoOlne.

Kazdg .z catek saczegdlnych.mozeily zawsze otrzymacC z
catki ogdélnej,jounak odwrotnie.tylko w niektérych wypadkach
motraymway catke og(’)lnattz,_cﬁiki szczegblnej. "

—

Uwagai 7/ interpretacji geometrycznej catka ogdlna
%
okresla onta rodzine Krzywych,zalezng od zmiennego parametru

1lo

a o., ki szczegolno okresSlajg poszczegélne krzywy *nalezgce do

danoj rodziny.

Przyktad: Znalez¢ krzywag,ktdrej podstyezna ma wartos¢ stata 2o

Rozwigzanie: z geometrii analitycznej mamy wzor:

dx
pcdstyczna = y* —
stad roéwnanie rézniczkowo:
ix —Q albc a . -Z&—  dx
y my— “ a 4
Catkujemy obie strony rdé'—nania:
/
* r~fodx albo a.lny = x * C

-/ \./ JI



Statag dowolnag C dogodnie]j Jest przedstawié¢ pcd

postaciag logarytmu t.J #zsuiilast & napisac InC.
y [—
n.Iny a x * InC ; a.ln ~ ac.lno
jc X
% r A 1 y — C * °
C Jest w tym wzorze dowolng stota liozbag»s;. WiQC otrzy
rama wartosé¢ Z Jest Ca+kq ogbélna danogc réwnania -réz-
niczkowego. w interpretacji geometry-—
X
y ,r_3«Br_ oznej N —wyznacza cala re—
1: e, , .7 ea Izine krzywych,a otrzyma—
r1o* =
vl ny Wzér odpowiada kazdej z
'-k/ @* i
/ST tych krzywych.
S/ S /
SZS* Jezeli z danej rodziny krzy-—
...... Jro..... i1 .. > X wyoh v,ybiorzarny Jakgas poszcze—
, golna krzywag, naprzykta.: prze—
Ip %
\fri.s chodzgcg przez punkt k /0;1/.»
\" \ V )
weY N albo przez punkt M/0;3/, tc
i \i ’{/ - />
3 Y1 otrzymamy C — 1 albo 0- 3
Y « i ? y= “e
i odpowiednio oatki szczegolno:
X X
T
y — O m alboy — 3. o

ktérym odpowiadajg poszozegdbe krzywe#nalezgce do tej rodziny*
Oproécz catek ogdlnych i1 szczegdlnych sg Jeszcze tak zwa-
ne oatki osobliwe. Catki osobliwej nie mozemy otrzymacC z cafki
0ogolnej przez nadanie JO wartosci szczegéblnej.
Rownani.:. rozniczkowe bywaja rozno .Zajmiemy sie coc chie
ich priziatem.

Pzielimy rownania rozniczkowo na dwie zasadniczo grupy.



I* Rownania roWnioskowe zwyozajno.
"Il.R6wnania rozniczkowe o pocholnyoh czgstkowych.

l. Jozoli szukana funkcja pierwotna ~ jest
funkcja jednego argumentu, rownanie rc¢zniczkowu,zawie-
rajgoo funkfljjoj pcohodne i1 argument jflapttay. zwyczaj-
nym*

Jozoli osukanyoh 3aut klika funkcji jolne™o wspot—
nogo é@roonfriit to dla ich wyznaczenia powinni‘émy mleé.
tych réwnan tydo,ile mamy szukanych funkcji. Dane réwna-
nia tworsg udy—1 rownan roznlozkowyoh.

Il1. Jozoli szukana funkoja pierwotna u jest
funkoja Kilku arturoontéowsréwnanlo réznlozkcwoezawlora.l gaco
funkcje.arfiumonty 1 czgstkowo pochodne tej funkcji .nazywa-
my réwnaniom roéznipakowym o pochodnych czastkowych.

poza tyAu rownania rozniczkowe mogg by¢ roznych rze-
dow i réznyoh stopni*

Rzad rdéwnania rozniozkowego jest taki,jaki jest

' na™v/yzsay X*M1la a v ; a w rownaniu pochodne;). a wiec

naprzyictad rownanlot

.3
a + e,.... H3y « O
Yy % 4

r,
z+
jest zwyozajnym rownaniem roézniczkowym Z—ge rze-—ui,.
a rownaniu: ”
X .14 + 7 _h _ z2 .3t~
8§ x 'BX Qy <te
rownaniom roézniczkowym o pochodnych ozgastkcwyoh 2-go ra/?—lu
Stopjod rownania rozniczkowego je&t taki.jr.ki jest
najwyzszy stoplon*zawartoj w nim pochodnej po sprowadzeniu
rownania do poataol catkowitej 1 wymiernej.

Réwnania réznlozkowo plorwazego stcpnia»wzgle 4om



zmiennej £ 1 pochodnych niezaleznie c& rzedu tyoh
ostatnich nazywamy lialowyral*

Interpretacja tfoomotryczna rownali rézniczkowych
sclule Jest zwigzana.z rzedom tyoii rOownan. A wieo:

I. Catka rownania rozniczkowego I1-go rzedu /rownAni©
zawiora pochcdno tylko I-go rzedu/ wyznacza krzywo,.a
samo rownani© ‘lotydzy elementow, zwigzjéhych z kierunkiem

I poloaoniaa stycznych, lo

[
I1. Catka réwnania rézniczkowego 2—£C rzedu wyznaoza

tyoh krzycyoh.
v +* -|

krzywefa samo rownanie dotyczy krzywizny 1 elementow,
zwigzanych z promieniom krzywizny tych krzywych.

8.2. CWiozonia.

Sprawdzi¢ rozwigzania—nastepujgcych rownac¢ réznicz-

kowych: 9 g
) | } L a3y r dy

I.Dane—jost rownanie roézniczkowo; x e« 1
3 dx

dx

I Jego rozwigzanie: y — C{x * Gg I Om

~ >5T n

2..Dane Jost rownanie roZEiiozkrrwo: X% y* * — x.y,—x«Inx +2y—0
I jego rozwigzanie: y= C™x cos/Inx/ + Cg.x.ein/Inx/+xInx

3.Dane Jest rownaniu rozniczkowe: y = x*y™ + x , N x2-yD
J Jc™o rozwigzanie: arosin x * x — C

rlOzDZIiUi 11. ROMABIA ROZKI0Z&07E 1-00 RZgPIl.
* < — ¢ s f
8§ 2. Roéwnania roézniczkowe zwyczajno l—go

rzedu i i-*—p stopnia. ROownania,ktérych zmienno sa rozdzielne

Oteonie rozwazymy metody,za pomocag ktérych sa catkowano
rownania rozniczkowe r<bznyola typow.
Zaczniemy od rownania zaczajnogo l-go rzelu.Jeet ftc

rowninie: &y
f /X .y, SENe)



Po. dokonaniu upros.ssoaori'ré:vmanie. to sprowadza sie

do postaelf
m M«dx * N,dy « O,

zwanoj.,postgpia normalng:rownania roznlozkoy—p™o 1—go
rzedu i I-&c stopnia. Fyrazenia M i N sg funkcjami
X i £ kazdo.

Oznaazainy tot

M/x;y/ dx + Mxty/dy * 0O
Dc sCmon to”™o typu przdéd®© wszystkim zaliczamy

rownania, ktéryaoh. z:aicnno sn roadziolno.

Wypadek 1 /najprostaay/* M Jest .funkcjag +acznio x t
a N wytgoznio N *Oznaoayray: M M/x/ i1 1i — N/y/ i catkujac
otrzymamy;

JU/X/Xx #* /H/y/dy =0.
/ R

Przykt#ad> . Rcawigaué réwnanie rdézniezkov/o:
y »dy — /x+1/.dx = 0

Rozwigzaniei Catkujgo otrzymamy;

/ly*dy — f/x * 1/ i* = ¢
stad:

. _59 y\#‘rﬁ* " = oA

zamieniajgo 0 na %M maroyd y = IX*1/N +c* y—  TrC*

Wypadek 11t Do postaoi. poprzednie,j dajg sie sprowa-
dzi¢ takze rownania*ktoro»pc wydp—zoniu za nawiasy czynnikom

dx 1 dytprzyjmujg postac:



Oizie Mg_i Mg sa funkcjacii tylko x ,a NL 1 Ng
tylke j£ Dzielimy v/yrazy roéwnania przez iloczyn Mg

i or.Htujoray.

W—l*;/. X 4_.%/y/ 4y = c,
v, Vv ~r J Hi/ly/
Przyktal |I. Dane jest rownanio roézniczkowo:
, &> &y
/x@ -a/ -——Yy
;I

Wyznaozy¢ catke ogolng rownania.
Rozwigzania»
/x? - az/dy - y.|jx -0

Rozdzielamy zmienno.

it e ~0

y

Xt—a
i catkujemy:
M . dx - C.
7
X— — a
Ot rzymamy:
Iny — ——— In/x—a/ * & Ifl/x*a/ n XnC
Ea
C
2alny — In _fIEL - 2alInC y X * a
xX*0. .
Przyktad 11. Dano jest rownanie rozniczkowe:

/1 * ex/*y» T

Wyznaczy¢ catke ofrolng réwnania.

Rozwigzanie:

/I fery.ly —eNN dx z O

Rozizielamy zmienno.

y.dy __e_y . d&x=0
1 +Q
i catkujemy
i tix
y -1y ) -
- /rr7°r



Zamieniajgo &C na InC , otrzymamy:

Vi —=SIn/l e@ —-InC ; y* =1riC . /l * e*/2.

-
54. Cwio2eni a.
Rozwigza¢ nastepujaco rownania rozr iczkov;o.

1« x.dy — y.dx >=0. 2~ /1 + x2/.dy— N/1-y” d2
i *y2*yyi mx2 J¥Z = o
Xy . dx =/a* .= /b +y/ dy
5n . dy v/y — &/dx “ 0. 6 /1 + x/.y.dx * x/l-y/dy = 0.
T« y2 A x/dx + x2/1-y/dy* 0. 0™ xy/l ¥ x2/ly —/i4ys/élxsO.

9. Xy . dx ¥y dx e xy—dy *xdy = 0.

10— N, '*oy2* IX = O,

11. Sin X . cosy ax —cos X , Siny . vy —~0

12. Sin x . sinydy —cos X . ooay . dx —0

13¢ Gec?x *ts y . dx + Soo%.tg X . dy =0

14. znaczy¢ rodzine krzywyoh,posir.dajgoyoh takg wk.—.sn”ec€.ze
pode tyczna dla 'kazdego punktu krzywej jest réwna podwojo-
nej odcietej— tego punktu.

Wskaz. Podst =y * ilTxy—
15. Wyznaczy¢ rodzino kraywyoh,pociadajgcych statg pcdnornalng

a . TTakaz, Podnor»n, s y » dy
” T dx

16. wyznaczy¢ rodziny krzywyoh,posiadajgoyeh takga wtasnosé,ze

O'lcinok X wyznaczony przez styczng na osi x-6w jest

dang funkcja: a/ X —afx b/ X ——E?—X-
+ Rt & "

6doigtej punktu otyoznoaoi .i danego a.



"\
Od;powiodz.i.

. /
L y = Cx arosmy_arotgx:C
- M Ty - = 0./ +al® y°
3j/ly1l 4 x2 [ y =oc¢ g~ O~ =0./* +al”.y
- Py X e

5’\y—a43* 6. x> —6. &

X+y

Xy
7. X = C ,y'«b /1 * acnr/./l * y2/ = C.x2°

2x° + 3y

9. x.e ~ C*y 10. 1n/y* \/l4y2/ — aro sinx = C
11. ocs y — C»ocs X 12.Siny., cosy = C
13* tg X .'04 y « 0O 14. \JX— Cy /parabola/

15. y» —2rx 4 C /parabola/ 16. I/y = 0 /x —a/2 /parabola/

\ p
2/xy= C /x—al /hiperbola/

O e Voo - N S S Kes

8 5. ROwnania rdézniczkowe jednorodne.

$e rovrua,htbryoll cuienno ca rozdzielno,daja si8 apro—
rfulzlc re-ynmlii rézniczkowo jednorodne.

Funicoje f /x;y/ = O nazywamy Jednorodnq,wzglg»lora zawartych
tt niej zmiénnyoh,je&oiil po zamianie X 1 £ na tx 1 otrzy—
many t~ e« f/xiy/ « 0. Wyk#tadnik A nazywany stopniom jodnorod-—
noaol funkcji e ) '

0 ‘P
+ Xy — 2y jest funkcja

Przyktad |: Funlcoja: £/tx; y/— X
jednorodng stopnia 2—£0» Sprawdzimy toi
f/tac* ty/ s /tac/2 * /tx.ty/ — 2/ty/2 = t2. /x2 4 xy —£y2/.
Przyktad 11. Funkcja: f/x; y/= fx + Z1 — z\[xzy jest

funkoja jednorodng etepnia 1-go

f/txj ty/ = 5/tx/ Sy/tz/™.ty; f/tx;ty/= t./5x*_ |1 —2ftAr)
t 4X



Praykdr.d 111, Funkowi

jednorodng stopi?ia

f/x;y;u/ =Vx —ay4u jest funkcjag

E/tx;ty;tu/ 1 t'% *y *ou.

libvmanioD rdézni oskowym jednorodnym .cazywamy roraianiei

M /xty/Ix

gdaio M /xjy/

F /x»y/dy
i K /xjy/

0

sga to wielomiany jsdndéroano ,iod—+e*rc

stri£ii /pwioftamy k/. TAoiaEjajgo *1 z M />{y/ i u /x;;y/ ,
otrzymamy}
Xk . "u/JdJ/, ix+x , v/—-£-/.dy— 6.
8tiadl
\% + v/ /. dy = Ce '

Podstawiamy i

L. 7 z

A wiec}

ujlyy edx + v/a/.

V/1E‘]}

«I»l + 8. V/*/

lub j

dx t
‘MX

Olsie— amipJrto Sg

jak V S—le' popriSCdr.dTiii
' i

86.
Praykttd 1. Roz"igaad
I'x + y/

RcaydasaMo; Z M/x;y/

/i.t 2 /*uX + x.dy —o

Podstawiamy:

vz

il * s/*dx * x*da & s.dx

dy e xdz * z,d;c.

X.As +z.dx

| .
* f1z'=0

rozdy:tolonc,a wiec catkujomy r6??nanig ,

o L.
@ & v

*

i

grayk+ady.

roéwnanie judnorodno I-"c stopnia:
, dx * x«ty — 0.

i IT/x;y/ 'Ciggamy’;za—nawias X

s /1 + —  /dxXr dy. —O.

I~y x ddz '™* oa,dx

=0 ; /I + Ha/»dx mx.is —.0,



Otrzymalismy rownanie o rozdzielnych zmiennych x,z

Dzielimy wszystkie wyrazy réwnania przez: x/1 4 Zz/.

»X A4 z 0
—~X 1'V 2z
i catkujemy:
/
‘Iz + 1 dz - C ; 21In x * In /1 + 2z/ - InC
e j1+ 2z
J 7
XE /1 =*2z/ —c ;: X.IX*=2y/' = ¢c; X* * 2 XS?C.

Przyk#ad I1* Rozwigza¢ réwnanie 3elnercina 2-gé-stb'tihia:

y dx [/ x- —xy/dy r C' ¢ ,

Rozwigzanie; Po wyciagnieciu z M 1 N°‘W nawias X:
ctrzymamy:
Xv /13~ 8 . dx 4 XW/I - iy =0
etyg! 10
/—Z /°dx ¥ /1l ~—= [/ dy =0

Fc.istawiamy: 55‘ _ 5 i ly = x.dz f z.dx

o :
z dX + /1-=*z2/ , /x.dz + z,dx/ =0; s°ax * xdz *zdx—Kzdz—z—cl$=(

x/1*—z/»ds 4 z.dx = 0.

. /
Dzielimy wsiiysiikifc wykazy rdéwnania przez xX.a Oter/mamy :
*62 * d* = 0.
K X
Catkujemy!
1 *a .dz m/ c* “q
In z —z1i Inx =C { In X,z — In J — InC
'X.z r C . /o y=C . 6

I-./z/kkal™ X1 1. —yznaczyC krzywag,ktdre’} promien wodzacy 01 jest
rewny odcinkowi Ojff osi x-Ow ,zawartemu

miedzy poczatkiem uldsdu i punktem prze—



OiffoH.fie etyoaacg MT 2 osia odcietych.
;1. Hozy/igzanie; Oznaczymy wspot—

)

rzedne punktu M przez x i
»> X LEOL/IOM» V ?2 7y 2 "1A =g
MS =y ; TS =0T — x= OM — x =
= X *Vpr2 Tty

A wieo mamy réwnanie rézniczkowo .iodnorodno 3topnia i—g(=

= = P = —S—. «> j* — **E/f.ly= 0.

Dzielimy’ wyrazy rownania przez y.

N =y Alif-/2 ¢ 1 ly/ = 0.
Podstawiajgo:

—)S/h * 2 n “ yedz ¥ z.dy
otrzymamy:

y»dz 4—zdy — /z + \J2Z/“+ i */.dy — 0

y 4z —\/z2 «1 . dy = 0 ; dz ~_ dE
\%

———rt y
Z"—rl

Z \lz +C{ Iny —In /z * \[Z*17 * In c

\%

C«3ujsmy *

y =c¢ ,/z * \fzz'l "T'/
Podstayriajgo z s ~y . Otrzymamy;

y2 - 0. X~ o \Jjyf—*yz j y2 ox - CN\IXZ - ys

/y2 —Cx/2 . C2 /*2 & ||2/

y4 — 20y2x +..c2x2 = G2 x2 * 02 y2

Otouoajgo rozwlgsanlo y2 — 0,otrzymamy:
y™ » eox * c2

Rodzine paraboli.



g§ 7. CV1oa -

3
1. y—-A & opn=xy ¥ 2> aA  Xdy my”
3. x.dy — y—*dx vV yw &N
=0
4./ xc * Bxy —y2 /dx * /y * 2xy X [Ny
5. / x2 * y2/ax * xy dy = O
6, /Es5 — 135 A/dx * SI xy <dy = C
71 /6 “ 1ly/*dX * //I5y “ 8x/dy " O
B. x . oos—Z 4y > /Y 00s XNy
9. /i.oob &— ey 3IE-] /- Yy . a* = /y -siz> 4 " * cc.84
. . y= iz
10. /x.003 jir— —yweindp / + X.tin X
- , 3 3 — o
11- ac’iy — xtQy—-dx 4y ux —xy .dy r
IR ! i .
1% yedx 4+ JUN\) Xy — /e dy —o.
ClpoVviliei mle
X
Z'i —fircts 4 - -y -
1. \/XE + y~ = C. * G- y*
i 42C/y-—0oV * o t x2*y2:1aC/x +vyl/
5. XN+ Ex2y" = C L'x® ~ C/::3 — y" /e
BiiiJL .
7. /I»y — £ExX/S = c/5y —-3x/ 8 X . O no.
9, X.y.00B C. 10* y — x.aro ocb ~

\T _c
11. y" —x =o0 Htp. y = cx 12,, y. o —u*



8 8* ROTANIA imoi! I-;;0 RZBDU.

ROVJi.£uiigja roznlozkorym liniowym 1 —go rzedu nazyrany
réTtoanie.aarlaraigoo w stopniu l-szym zmienng z * po-

chodng dy_
Tx

Jest to réTOianlo postaci:
+ P/x/.y * tyjd
gdzio P i~ sg funkcjami wytacznie x

Stosu,Jomy postawienie;:

y =tt* v /u i v funk.x/ stad

Ny ~u. dv 4.
1X tir AVAID'¢

I rormaai® sprowadzamy do postaciag

Uu=*s *v */ S * NIx/.ul = 0/x/

Jodna z funkcji u lub v moze by¢ wybrana do™cl—
nio,a wieo wyznaczymy u tak,aby w danym roéwnaniu wspo4-
czynnik pray v zamieni¢ na O:

JE * P/x/.u « 0.
CX
Catkujgc to rérmanio otrzymamy szukang wartosc¢ u:

N* P/x/ .dx * 0 In u=-3?/x/ dx

usao

Przy takiej wartosci u dan# rowitania sprowadza sie

do postaci: r., .,
a . ' / , P/x/.dx
i a/l* b dv =8 /x/. d
CAX" m k7T . m -
Catkuj omy go:" />;
r, J>/x/.Ex _
vV = JQ,/x/.& dx * c

I z poastawionia : y = u.v otrzymamy:



&x ¥ C
Jest tc catka ogdlna réwnania roézniczkowego liniowego

1¥erwszo#o rzedu.

89. Przyk+tad vy. \Y

Przyktad 1. Znalez¢ catke ogd6lna rdéwnania:

Y

2
JjC?XL' *y =X

Rozwigzanie: podstawiamy y —u.v stad dy _ u.dv 4-v

dx .+ cx * X
I sprowadzamy dane réwnaniu lo postaci:
u»ilt v. M * uwv =x3 lub * v./du ™ u/r x°
dx ax dx dx '
Przyréwnujorny wspo4czynnik przy v do O.
o * u=0.
d
Rownaniu to catkujemy i wyznaczamy u:
—X
Jr —j
Podstawiajgo y.yznaozong wartos¢ u do danogo roéwnania,mamy
Lok * T N
0 * dv _ x° dvr *3.ex. dx
Ostatnie rownanie catkujomy przez czesci:
V = 0* /x3>-3x2 t 6x — 6/ t G
A wiec ostatecznie;
— H = — - /\ £
y r tiy y——ex—;'&xx3 -3 eX xE*6€X-x—qu*'cKi
Przyktad 1l1. Rozwigza¢ rownanie liniowe:
_2y... r Ix ™ ils
i X X 1
Rozwigzanie: Pclstawiamy: y =u stad djr — u.dv_ *v>
c[x " 5x~ —X

i sprowalzamy dane ré—nanie Ic postp.ei: *
. M.
u. dv v 2™ — g u«v
ex 3x ~X ToIx o * 0



31 4 Vv / lu — Eu / — 1 ,3
3x. SX x?T /7 “ /Ix U > N mmA\

Przyrownuj cfdy wspotczynnik przy v do O.

M « Su M
s “‘m - °
Rowninio to catkujomy i wyznaczamy u ;
Au — 2 dx InuB2In/x s1/ u= M=/
U X.*1 —_

Po~sta”lad gotwyznaczong wartos¢ u do réwnania —X
demogo, otrsymwy:
7x + 1/E. dv_ — /x * 1/2 lub dv = /x * 1/.dx

I1x
Ostatnio rownanie catkuj omy i wyznaczany V :

VS wm ’;_:.II/,.< 4 c

A wleo oetateoanioi

Yy « u»v 2y =/x * 4 ™ cr/x £ 172

Przyktad XXX« Znaloi¢ catke ogolng rownania:

& - 4 — z te |
I X SINn X

Rozwigzanie; podstawiamy y = u.v

stad Sy u.dv +4vVv. du
5x “ dx

I sprowadzamy dano réwnanie do postaci:

u. dv * v .du u.v — ta £
dx dx sin X ¢
u» dv. 4 v/ du _ u / — m, £
33? T3¢ Hnanli/*° t8Z

Przyréwnujemy wspoétczynnik przy v do' 0.

du - u
dc “ sin x.
Réwnanie tc catkuj omy i wyznaozamy u
I r ' X n Yy
/du - [/ dx In u—In tg 7~ u = tg &
17 u “\/ sin"x" —

Podstawiajgc otrzymang wartos¢ u do danego réwnania ruany.

tg § .g¥5tg§* dv W dxj V*x*C



X X
y * x.tg TT.+ C . tg

§10. CXioaon a.

1°§l- ~2- :a LI
m_1r X

3* a 4 d_y 4 X -0 o

X

AN EN r
—X

U GE * 7 xy = 6. fly &

x X
_ L x ~rp 5 2ui%y 1-X
o. 3 B a X 4x¥1 * X"-

T a3
14 X 1 - X

ro /I 4 x/% 11. dy— ay«&x = COS IX

X 35

10, H _

12. CY ~y 00s x.Cx ~ 7

OiPOffl.olal,

Loys-aplE B YR A 3y acovx
4. 3Z0y -24C U ymo E A NG 5

—aro g ~ Al "o
6 y —aro tgx -1 +c . c r—* y “~n
8. vy N Jaro sin x T 0/ 9,y - =AMl * X1/e/a.aoSlnx—i—

(lr X
4 c/
10. y = /x + 1/*1 . /c 4 e /. ll.y = c.effy Sin x —amos X
24 1

1£. y=Sinx—1+c.©°SmX

8 11. ROrmania 3ornoulli’ogo,

Rownania réznioakeiTO 3omnulli*ogo sga to réwnania—poetaoi:

n
4P /x/l,y = (/x/l.y



&\zlo P i | sp funkcjami wytgoznio x.

Rownania Bernr.ulli ofo nio sg rownaniami liniowymi,
..aJa sie jolnak przokeztntaié no réwnania liniowo pracz
zastcecwania pcietawienia;

+—n
—Pr......m“ z7[x/ QXzio z £unieojg wytacznic X.
1“n ~ = 18

Rbézniczkujgc obij strony otrzymamy:

n
\Y/ * 4y r aa Oy —vy .lz

. @ 2A / stad Lu../ikrff/ly « a/x/
/1-n/.yl ]

Postawiajgo wartosci prazen poOkrodlcnyoh *c .?.aneto

ro™nar.la, otrzyraamy:

AV 1 . n

'X__a— * PA/ - A “fl/ n*z/x/ = Q /x/ *

,f;( * /1 —n/. p/x/ . z/x/ = 0 Ix/

rownania liniowo l-go rzglu,
Alu réwnania iiornoulli*ogc mozemy rozwigzywa¢ i1 boz—

posrclni—' podobnie, jak rozwigzywalismy roéwnania liniowo.

Przyktai; Dano jest rownanie;
: 3 3
& * Xy =Xx.y .
A L .
Rozwigzanie. Stosujemy polstawienie: y = u.v i1 $2L r* u.ii
‘ >
T+ VA

- atx
U .§k* V'/3e * W —xwUO*V3",

sj/zrifazyi—ij n&ttoso o, ii eiby VA/iTO*zonio vV tt&wJL&Bio z&mio*



JtyUy toj rrartoaoi U lanc réwnanie sprrwalsa siy 1

rownania
2 % ~ ~Xx0 ~-E
\WVWy52.u .r 5 i1z x~*e “ V—IXx— —m
\
T & 'F g 0
' —* cek
N A V2
\ 9 ?/
E' —x— —X
X 'o te $C
yE * o e -E__
xS B1*C'GX
§1£. Cwioacn i ;.
’3 1’3
Lt -4 **V £ g—-— 4+ Exy m2“ x vy

3i /X o X®, *y " zv — rjcy2 4. /it xJ- 5y — *y Xy
X X

54 3y2 . 1~ =X + 1/ — foB.

Ix
Odpowie dal. g
Exr
tty3 e ——-1 + 0 x3 2n 1 _Ms* ai Ca.o
h. Lz o\l X ~x2-a 4N —j 2 — ewm—: |C5FV 3%
7 * \a * X*' L
" \Nr—— .
i —la'y X *\] 1 * X&
- ax X * 1 1
L r ; C o ——- 7— 3

§ 13* Rownania rézniczkowo zupedno rzg—.u l-gc.

*

Réwnanie roéznioskcwc zupoino ma postac

AS? IXty/ Ox N £E3:Ix'rzL ly — 0 lub u F /x; y/
T #fy

Rownanio to jost bczposrolnio zrézniczkowang funkcja:
F /x5 y/ =C

i jogo IOWa strona jost zupeing rézniczkg funkcji F/x



18k™ — M #; 1 ~ yF Z N/x;y/
1 aa,pis2}Qijjy ikt
K/*»1'/ . 4* ¢ H/X; y/ . dy r O

K /»> jr/.d* & i;/x;y/ay = o jQ3t 2Ufl, +-—
na POfcfliodkai.rjLeo :;u, folej soe réwnosé *

i rownej i
4VIim/ —~M/*; yli*"+ —N/rjy/.ay.
Oa&tUjga t» aptieUflie r<Jwnanio;wz”~1"gn X ,otrzymamy:
W/m! »JIm . dx + uly/.—

mtysalL — U

T/ieai A

4 i1inNy/ rn e stad
~y

WYV /« .&+. C

OfitRtooii«Q. bMKv?igaaaio *tanowo rownania jest takie:

* —/Xl ' y/ « 3 u u ¢ y/s -1 g | L /.*,. * o,

gdasi -tV v X 2 im
.Lv—mHciKwif.zab roéwnanie roézniczkowo zupeine;
X/ K= + ey - Zx"y/.iy - O*

Eozy.i rzanio> Ap”~w”~anmy rownania: Olvl .- 2
Ty "N X

gily g
srm. A



Postugujemy sie wabrom : F/x;y/szmX *J(JII— be'%/’\ —iy*C

Ozymoaymyr  ~Mix = p 1 fm My z 4
S= Yy ~

tftoiyi F/acjy/ 'S p * a

TCyznaosyroy p | p= //la xy2 —x2 /.dx = 3y2¥ x.ax -
i 0.0 y 3

- X 1z : 3 x5y X

v €
T/yanf.3a'yay. £
S-J A “ 6y" wmaxfiy 3 x2y/.dy =~//1 * 6yV dy = —-y-2y°
Ostatoo”™nifc: 22 a K

FIx;yl - ~8~~25 -y+ cC

Prz~itad 11*  1toatifizs,6 ré—~vmanitt r<3zjfii.oskono supotno:

/1 $o0~ Jvixte [l ~~ j. e
9 M -
Ay [13 /\XX
N Ny 1
7V~ _x etida -3V X/ e . §
Ny ? N X Y y «
\Y, X
4
-
y

Postunzjway cie wzorowi F/x;y/—-J*Ma* + /K —S~""/~"y+C.

t/lody; T/zij/ — P ¥ q

Y%zn—iOtiainy = j="//.1 t—e¥da. — x *f é-7 »IX S X ¢ y.e



S 15, Cwiczenia.

Rozwigza¢ rownania rozniczkowo zupetne:

i* * 3syf/dx 4 /y3 * 3x2y/.dy = 0.

2. IxX"— 4Axy—-£y7..Ix — /y2 — 4xy —-2x2/.dy = 0,
3. ryyktaaozy¢ funkcje P /x;y/ =C .ktdérej rozniczka zupetna
«jost
d? /x;y/l = /2xy2 — 3y/.dx */2x2y —3x/dy

4. 2x gy fla/ AL B [ oay )
N

3
Yy y y
C
— A * < /. Ix - 2. 2. ,ly z o
2/
X X
iLl /I'x*y/ — /sin y y.sin x/.dx s /x.ccs y V cos x/.dy

7. dP /x;y/ —yl—y2 ,dx 4 1 — xy +dy
\/ ..Z1
\a — vy

Ju IxX;yl = /2x ¥ 2y2 /ix 4 /oos y f 4xy/.0y.

N £./ —b/ ,dx */ 03 =M1 /o1y = 0.
0 oy

Olpowi.om z i.

4 » 2 2 4

1+ P/xjy/ =\ *E. +0
4

2. xf — 2x2y — 2xy" * Z z°C 3. P/x;y/ = xBEy& — 3xy * C
4n x2 —y2 — Cy3 5. x2 * y2 r Cx

6 P/x;y/ my.cos x X siny C

‘ /oY)
jLl P/x;y/ = x. Y 1=y * arc siny * C

& P /x;y/l* x2 * 2xy2¥siny *C
ii JUL. 4 ev — 2bx = C.



8§ 16, Uw?lgi o catkowaniu rownania roézn.ioakcv;ct-€
1 . KK Y - m_1

ragAu 1-go w wypadku ogolnym.

Nr, zakonczaniu rozdziatu o catkowaniu réwnan roéznicz-
kowych rzedu I-go nalezy powiedziec¢,ze réwnania te w
wypadku ogélnym nie moga by¢ rozwigzywane przy pomocy
skonozonoj liczby catkowan. Przez skonczong liczbe cat-
kowann ea rozwigzywano tylko rownania rézniczkowe w wy-
padkach azetzogdélnyeh,a najgtdéwnielszo & tych wypadkow
rozwazylismy ”r 88—ach poprzednich tego rozdziatu.Co

sie tyczy wypadku ogdélnego.rozwigzanie roéwnania moze
by¢ osiggnieto badz w postaci nieskonczonego szeregu
potegowego«ba£.Z w postaci granicy oi“gu kolejnych przy—
blizen.Rczwigzania takie majg duzg wartos¢ z punktu widzenia
teoretycznego,nio majga Jednak zastosowania w zagad-

nieniach praktyczny”* Nazywamy jc zwykle " dowodem

istnionj.a rozyrla®uiia”.

(N ROTTSAZTIN ROZSriCZKDTS £—-go RSEPT
1Jj—7* Uwa/ri n/rélne.
Jak wiemy réwnanie rézniczkowe 1—go rzedu:
Nscjyjy'/ r O
okroita zaloznosC¢ peaiedzy zmiennymi X i,y 1 pochodng y*
i posiada catke ogolna:
F /Xij;CjJ = o.
Catka ta Joet rownaniem,okreslajgcym zaleznos¢ po-
miedzy zmiocnymi x 1 £ i statg dowolng C.
Geometrycznie catka ogdélna wyznacza Jodnoparamotrown
rodzine krzywych.

Réwnanie roézniczkowe 2—go rzedu:

f /*»yiy ;3r7 = c¢



okresla zaleznos¢ pomiedzy zmiennymi xj £ i poohoclLnyiai
Z.t 1 Z:» 1 pesiaua oatke ogolng.ktOrg —wyznaczamy cat-
kujac dwukrotnie bezposrednio lub posrednio dano
rownanie.

Catka ogolna zawiera dwie state dowolne CI i Oé .

F/x;y, GCfs@/=0

Catka ta Jest rownaniom*okreslajacym zaleznosc¢ po-
miedzy zmiennymi X i y 1 zawiera dwa parametry ~ i c2 ,
a wiec geomctrycznio wyznacza dwuparametrowg rodzine
krzywyoh.

* .

T7arunkar.il poczatkowymi dla rownania rézniczkowego
£—-go rze.lu,nazy7.'amy zadanie,by réwnanie to dla danych
wartosci X —xX0 i y —yr przyjeto dla pochodnej
Zz gory obrang wartos¢ y’= p.

Znalezc¢,odpowiadajgace warunkom poczatkowym 7/artosci
Cj 1 Cg mozemy,rozwigzujac catke ogolng 5'/x;y;C1;C2/=0.
wzgledem £ i podstawiajge do niej i dc jej pochodnej,
wyznaczonej wzgledem x dane wartosci x = xQ ; y sy?
i/ =p

Otrzymamy uk#ad dwu réwnan z dwiema niewiadomymi Cx i1 Cg.

TT interrrotaaji geometrycznej oznacza to wyodrebnienie
z dwuparamotrowc] rodziny krzywych takd*jlinii patkowi .ktéra
przechodzi przez dany punkt /xp;y / i posiada w tym punkcie
styczr:a o0 okreslonym Kierunku.

Warunkami brzegowymi nazywamy zgdanie,aby z dwuparametro—

VOj rodziny krzywyoh zostata wydzialona linia catkowa.przo—

chodzgca przoz dwa dang punkty.



0golng ..wyzaar."a—fiinj,—oatku™§0 bezposrednio dane
robwnaniot
Rrzrzazyby tu wypadek szczegdélny révnan rézniczkowych £—go
rzedu,kiody dano roéwnanie daju sie rozwigza¢ przez bez-
posredni » dwukrotno catkowanio togo rdéwnania.Jest to

ruTOianio pcstmei :

fIX_ rf/w
dx
C /£:al ae .—0o'po raz Il—szy;

rf/x/«dx —aC
i pc raz 2—i,otrzym”z:
r,

«/
W podobny sposob rozwigzuj omy réwnania rzedu 3-go,

4—go i wyzszych postaci:

n
Ix*. — fixy
ax
Przyktad |I-szy. Rozwigza¢ rownanie: ,
A — b |
"Z—)é—— sm X
C:IXC i
i

Rozwigzanie; catkujac po raz l1l-szy:
dx sin x»dx +G& — — €os x v G-

I po raz 2-—gi,btrzyiaomy:

y — —cos X * C dx C,
y I —sin x |—Cg1(x e Co t
Przyktad I1l—-—j; Buika o statym przekroju dtugosci X ugina

sie pod dziataniera sit obciazenia zewnetrznego P. 0$ odcie-
tych i 0o$ rzednych lezg wjtaszczyznie zgiecia. Ciezar wiasny
butki w stosunku do obcigzenia zewnetrznego P jest tak maty,

ZC go pomijany.



Jeden koniec Pelki jest umocowa—

py\f < fly»& drugi swobodny, obcigzony

statg sitg p. Moment zginajacy

przekroju odlegtym ozZI od
punktu umocowania.Mamy swyzna-
czy¢ linie? zgiecia belki.
W danych warunkach roéwnanie roézniczkowo linii zgiecia,
Przyjeto w teorii sprezystosci jest takie:

CP—/LE - */e
Gdzie | i | sa to state czynniki.E jest modutem
sprezystosci materjatu belki,a 1. momentem bezwtadnosci
przokroju belki.
Rozwigzanie: Catkujgc roéwnanie po raz 1-szy:
r - P4 /l-x/.dx * Cx

I  —P»Xx X cy _ _ _ /
dx Y4 ~*/

I po raz E—gi.otrzymamy;

E

D P.r 2, .
E el «y r —P*liJjxdx f~jx .dx * Cl—j'dx * c

E .1 .y -JLx3 —-PI X2~CiXx+C2 - -——-n—n—— &
6 2

Rownanie wyznacza dwuparametrowg rodzine krzywych zgiecia.
2 rodziny tej obieramy krzywag,ktdéra zados¢ czyni warunkom_

poczatkowym, a wiec ma;

Xo -0 yc -0 * — 0 dla punktu stycznosci

/xo =0; y0 « 0/.

Podstawiajgc te wartosci do réwnania. x/ otrzymamy Cn = o

a podstawiajgc do réwnania otrzymamy Cp = o

Stad catka szozogdlna krzywej zgiecia:

y ~L.. .,i x3 p . r2
e.i e ~eti —y

jest parabolg 3-go stopnia.



8 19. udraania roézniczkowe drumle” raedu, sprowadzano
do rownan rzedu pierwszego .przez podstawianiu

nowo 3mzmienno t.

Roéwnania rozniozkowd drugiego rzedu postaci;

8.,
4/

f/x) dE /; 3/ d/E- - T /y; Sr /

ix2 — ~X~

i 0/ f/y; A~ T2y 1D

z ktorych 1-szo nio zabiera wyraznie zmiennej y ,2w;icC
anionnoj X, a 3—io jest rumaniom jednorodnym wzgledom

i pochodnych w* 1 d y sprowadzajg sie— do ror/nan roz—
L
dx

niozkoTjyoh rzedu picryrsao™c praca podstawienie n—woj

zmiennej.
§ 20 Postab6A

Azoby rozwigza¢ rownania postaci:

O 1.Z fIx; "+_/

ax2
nio ~awioraj goo -wraznio zmiennej E£xrjprodradzamy nowg zmienng

stosujgc podstawionic:

* w: ~ P
£
Wtedy: &.y — jI> i dane rdéwnanie rprowa—dza sie do postaci:’
ax
dx~
t&:— :fF /x; p/\
a wieo do roéwnania rzedu togc ostatniego rownania wyzn

ozamy £ ,a a podstawienia dy — r wyznaczamy £.
—_ dx “ N

Przyktad; Rozwifjza¢ rownanie:

. X~ , 2 X
X Q N = X .ad
Ax dx

Rozwigzanie: Stosujemy podstawienie:



Dr.no rownanie sprowadzamy dc postaoi rownania liniowego
1-S'0. rzedu;e
2 - X
X .}}BL —-rax =«0.
dx
ktéro «Jak wiadome [/ 88/* rozwigzuj o sie przez podstawio—

nio:

p 2 u.v /u i v sg funk.x/ stad dE — u.Av + w# du

. m—x ax * Kx~
Podstawiajgc otrzymany:
X.U. %A'-y A QW (ZLpX
X IX
X.U.dv * V»/x*du —~u/ = x2.0X . . . . . . . "/

ux dx
Jodna z funkoJdi u Ilub v mezo by¢ wybrana .dowolnie,

wyznaczymy u tale,aby w réwnaniu */ .wspctozynnik przy

MpZamienic na Qi

B X. dU ~ u 530
dx
", =+,
du — dx la u —la x u = x

u X

Przy takioj wartosci u rownanie */ sprowadza sie io

rwtoou g - g , I _ X e
X -.:)t:Lx .0 dv — C A 7~ 0 ¥ Gy
ax . o J1 i
Podstawiajgac znaleziono wartosci u 1 v do wyrazenia,wyznat
Jaootfo £, «otrzymamy:
p — X«°X * Cq9X

wyznaczamy £ z podstawienia— d£ _ p.
— X

“ X. ex im
vkX

dy = X . oX.IXx * CH* *«x
po soatk”™waniu:
y — /!x.ex“ . dx * OX f~x.dx * Cg.

otrzymamy: X X X.
y—-x.0 -0 *(M —[—&Q

§ 21. POSOLICr B.

Sa to rownania postaol.: ANy — T/v; .nie zawieraj”
X2 ' * bx
wyraznie zmiennej X. rozwigzac¢ ror;ns,nio wprowadzamy

nowa zmienng £ stosujgc podstawionio: dy _
dx — T



Y.'tedy druga .poohodng d vy moiomy przedstawic tak:

dx
ay flL. .. & r pm S L
iX 2 dx dy dx dy
1l dane réwnanie sra’?owa3.zany do pcstaoi:
p .t . —Ff/yir/.
dy

a wieo do rdéwnania rzeiu l—-go. z to—~/" ostatniego wyzna—

ozamy p ,a z podstawienia — p wyznaczamy y—
tx “ -

Prgjrk#ad™I”™ r/yznaozyC¢ rownanie krzywej .wklestoj
wzgledom dodatniego kierunku osi ojr .posiadajgcej taka
Wirasnoad,ze w kazdym punkoio tej krzywej— promien Krzy-
wizny jost réwny dbug*osol normalnej.

Rozwigzanio» DhugotS6 promienia krzywizny ;.la

punktu M krzywej wyznaoza wzor; Y\ /B
1 3/2
L v ye
'™
dx A=

Dtugos¢ normalnej KN dla togo samego punlctu li: 0]

a wigo trunkom zadania odpowiada réwn: nic rézniozkowe;

e
y ‘°V 1+/jd£/2 —L 1 e /72 /|
X
WE
—oC
Stosujemy podstawionie:
Y =T %
—_ -5 ) = 15
S —p d)g— -~ x Ay"
13/2 1

\f % j



Podstawiaj ac p — dy i oatkujgo .—otrz\)//many:

L

2 2 te="i ay '+ C
Oly /b —"—i

i_ Inicry + \//c1l72-i < $ /x — @/ 0

O}_ i

tad: P CNx—€g / t

-1=o0
Hozwigzujgac to roéwnanie wzgledom spostrzegany,zo dwu—
nian sumy lowaj strony rownania pomnozony przaz dwumian
réznioy tyoh Sanyoli wrazéw jost réwny jodnosoi:

/ciy 4 Ty /! Ciy 1
Po prawej stronic iloczyn;

j OX /x-C2/ , 0O0j../x-Cs/

'0 . .G -1
a wieo z rownania \wynika,réwnanie:
/;r ... o— , " ¥°i/x-c27
°1y — \/ 1 ="-
Dodajgo ta rownania stronami,otrzymany:
i Cl/x—~Cg/ 5c
y “m G 4 G
.SPi

lub,eo0 jost to oano:

1 CNac—Cg/ “CL*/x*“Cg/
- G 4+ G
y [1] egiL
Jost te rownanie dwnparamctrcws.l rodziny krzyryeh. tancuohowyoK

Z toj mdziny wyodrebniamy krzywag,ktéra speinia warunld

poczatkowo. ;
xc roO yr ra »SL* prO dla punktu /0;a/
£ i ~ -
/ /
Otrzymamy:

0 Ia °E



stafi. catka 6zozo£<51na:

_H—/.

Pry.yktad 11-7~1. liczwigza¢ ra’TianiG' roézniczko—o :

2 2
i, &30 g £0 U6+
iX
Itozrdgzanlo : Stosu,)omy poé&sta*:ionio
4_|II)_(_ r p i L _°F 47
: I'_% .
ii¢TOianic sprors/.2f*xiy io postaci:
(o}
ray fc —-arr yay
;a
p—~ seatkorariiu otrzymamy':
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Dodaj g0 rownania ¥y  otronami,otrzynianjr:
— 0“/EX 4°2/ * o0’?/ax *CN &

+/tjic 4 Cg/ _ X/lax =V |

i 50
y a i

lub,o00 jest to seno :

§22. rostac¢_ C.

Sg to réwnania pcstaoi:

f/y; &t . , et =0
clx
iolnorodno wzlefiep jr i ~cohc”.oyoh dy 1 fi y (zawartych
Ix oA
w roéwnaniu.

Wprowalzainy nowg zmienng u stosujac .podstawienie:

/u edx
y =0y
frrizic u jest funkojg X
rtody:’ A- AU /u. gx G—U’g\’o u ‘i
IX
/ fiu * U4’
BE=-0Q / fix /
ax £

Kazda pochodna v —ka wzgledom X jost wyrazona przez pcohofinfi
u wzgledon x rzedu odpowiednio c jeden nizszego,a dano tCi
nanio rzeiu 2—go*sprowadzone do réwnania rzedu +-"c.

Przgk+ a fi. Hozwigza¢ réwnania:

LZ,.. + &~ “Q a state
dx2
Hozwigzanio : Stosujemy pedstawionio:
u.dx
y =,0
=/l “eemd. " /

tfdzio u jost na razio nioznang funkojg X
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Dag© réwné&nia eftrowailzejay te "ostaoi:

Ju.jbc Jai * .fc ZJIJxx 0
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RMudaiolajgc zr.ionno i catkujgc,otrzy:nainy:

All—+:Ix =0 / 3iL—__ * rlx -G
0 9 /-0
+'aw ¢~/ a** u”®
_1 aro tg u *tx —cn B — bii /aCl1 —ax/
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V.,nOW0 i~
/u*Ix

— O

— r =
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In y =)uTa”iie. £ In C_.oc.s C— — &x/
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\Y, =c&.-ora/M—> — ax/.
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iloa”igjed rownania rozniczkowo:
1. 12y = a7bx — 1/.dx2

2. Znaluzd oatlce £ rownania roznioz#&otroso '

B2
i oalky fr0ao Ing tiadoa® ozynigcg warunkom brac™n—tym

x=0 y=0 i x —1 y~— Tj¥
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y 6 f x" ¢, X + CE
Catka ogblna y = £ x5 _ 2 x°* c,x v cP
v l;- m' —\ 1. .”- 5 7 1

Catko saoze.:* - = -
ze \Y, 151:5 g-A

/ cc -
Sy 300 —GN =GR Cg 4 y- ™ Ci$x £ T

5y z ~xJ* 4 Cp ln x*C? 6.y = —sin X.00S X—X* G5sinx+C,.

i y;r * cN*F °2 a. cNlz » cz/h - o,y * ft = 0.

3 24, Rownania rozniczkowo liniowo drugiego rzedu.

iyOTmaniom rézn laskowym. liaicwym drugiego rzedu nazywany

ro-nejaio prstaoi :

*2 — * 1p/x' , 5r+p [Ix/l.y =" [*]*
Ox ? .;
gdzie; rg /x/ ; I /ac/ ; p [/x/ i Q /x/ sa, tc wiadomo funkcjo
x ciggto Vv przedziatu a......... b ,natomiast zmionna £ i jc.i

ohoino sa funkcjami nioriadonyinl x . Sozcli wyraz wolny tego
w/x/ nic jost réwny aoru»to rown.naaywarriy nlo;yodnoro :r”\W.
Jozeli tjyraa O, /x/ .tost rz—ny at.ru, tc.Jednorodny:”™
wieo tcdnorodno réwnanie rozniczkowo liniowo drugiego
rz~du.. jost to r;fwnanio pestaoi:

re /*/ * +JI\ /x/.dE +p /x/.y r O W)
dxs ' ax 0 e



Rozwazymy wpiorw nastepujgaca whasnos¢ rownania jednorodnego.

Jozoli dane cg dwie oatki szczegdélno ys/x/ i y0 /x/ od

siobio liniowo riozalezno réwnania jednorodnos¢ X}

to dowolna liniowa kombinacja tyoh oatok ;
yix/ = Ci . y1 /x/ 4 c2.yerxs 91?10 Uit Gg
sg state dowolno
jest rowniez pakki], togc rownania.
yi*Uwaga. Jozoli méwimy,zc oatki j.,..i y2 ~ 1 IfiUl HiWtyO
nLezalezno to znaozy,zo ich I'stoslmek nie jegrb staty’'czyli
ze nie nodomy dobra¢ t?0cloj statej liczby K /K r C/,aby

miata miojsoc réwnosC¢ y — K.y
I —_—

Dowodzenie. Jozeli léfi *.« sa oatkami réwnania jednorodnego,
to wspdolnio z© swymi pochodnymi,po podstawieniu do tego

rownania, zados¢ mu ozynia:

NN * __O/\l * rT/x/.. '"/\]__ N p0 IXI.y™ * 0 .........

K—
p
r2 dy2 *ri/x/* 2?2A* P /x/l.y r 0—....... n
4xN PX
Jezeli y”N sr/dos€ ozynig rownaniu w<\to zadosS¢ ozynig
tomu réwnaniu i ilpozyny C, y i Co.yc ,a w takim razie i

suma tyoh iloozynodw;
yz OH.yx* 02 vy,

Uoiomy to sprawdzi¢ pod”w/iajac otrzymany warto$c¢ jr i
jogo poohodnyoh do danego réwnania.—” .Po podstawieniu —powinni-
Sy otrzyma¢ tozsamosc.

Sprawdzanie.

lodstawiamy do réwnania jednorodnego:

>, /x/ . d&y + P, /x/ -2k + P_ /x/ —-o0
* —7r . 1 dx C



Y.yrazenio:

Otrzymamy:
-2 l h a
V cp,-1h. *c B o ..—— 4C0 Ve
. a ., 2
ixe dx
1°1-¥F1HCE r8 = 0
n
A\fr*
Cl*?E *clrl*dr *W 1  *CePE* . *
ix dxi
4@ _",_iIL, 4 Co B0
‘9 > efly.
*V N"2— 4
cr* dx dx ~X
erc Tg !=

Jak stwierdzilismy rryzo] wyrazenia w nawiasach kroaipatcwyoh
sga rowne zeru,a wiec:
C O0O* Cg.r =0.

Catka y = O~.y~ * C2*yp zawiera dwio state demolko C* i Cg
Geometrycznie wyobraza ona dwuparametrowg rodziny krzywych.

Mozna dowie$é /dowodzenie pomijamy/»ZG catka ta zawiera
wszystkie rozwigzania roéwnania jednorodnego.oz—n . »r, ~ost
~£v.c_catka ogolng* ]

Pcstujujgc pie oatka.ogdolng u = C™Tg ~ c£ e« Y,
EMHS&SITIMoe*orodnCjjO»mozna uzyskac" rozwigzanie ogfElno row—-—
2£'M5 51212irSEE27N213E10

ilezanazymy— tu wygddek szczegdlny, kiedy j?diia_ K catok

szczegblnych réwnania niojodnorednogo.

e S i 4l + I'n-7 = 4
, 2 1 ta 0

T =
v

sa funk.x.

o Zl

3o0st nam znhana*

Oznaczymy wiadomg catke szozogulng rdéwnania niejednorodni
przez Y.



Mozemy lowiosc¢,zo oatka ogcéing tego réwnania jost:
y S Clyl s@ .yg+ Y = u mmY

TTtcdye p . C £v
dy ,, du + dY i dly —du -« QJL

'dx2 __d;(’-‘r dx2

Po,dstawiajqc_: to wvrtodoi do danego réwna?ia,otr)ze/mamy:
1 - L J

ro. d2U T 1 r % Y, Y - G
em UOELE —?o— T 59X z
dar— ux P>
Poniewaz wyrazenie podkreslone jost rowne Q /zgodnia
a zatozeniom,zo Y jost oatka danego roéwnania/,vriec:

rP « £2L, + r, 4s_ er_.u = o.
* dx2 ax 0

Czyli:
y=Clyl * °2,y2 : Y
Jost rzeozywidoia oatkg ogdlng danego rdéwnania nie-

jednorodnego .
w wypadku ogoélnym wyznaczenie oatki ogélnej rdéwnania

niojodnerodnogo nasuwa znaczno trudnosci.

8 £5,, Rownanio_rozniazkowo_linio37c_2—{:0_rz£lu__o_statcli__
wap(3tozynnikaoh.
Rozwazymy wypadek szozogdlny réwnania rézniozkowego linio-
wego 2—eo rzedu,ton mianowioio.gdy wspotczynniki roéwnania ep

&\; a sg stato* Jost to rownanie postaci: 0 L.

p
dy , dy A
a, *— 4a*r ~ *ary-~
: dxE A
Rownanie to mozemy rozwigzacC .poniewaz mozemy znalezC .logo cat-
ke szozogdlng.Jost nig funkoja wyktadnioza:

3o X
y —Q gdzie r Jost na rasie nieznanag
=  statg liohba.

Pochodne tej funkoji ea:



&r;Cyn r *OX'X \ +=F " r2.or'x

=5 ~
., ux
Podstawiaj gc wartodci y; dy 1 P~y do danego rownania
=z - £
otrzymamy.: 1

ai.r2.or‘xX o-—**0* + a ?*TX - 0.
Poniowaz OV'X jost rézno od zora /dla kazdej wartosci x

wiec po skroconiu otrzymamy:
al] .r~* g_ .r + a=.c

Howaanio to nazywamy rownaniom charakterystycznym
danego rownania rozniczkowego.

Dochodzimy do wniosku,zo y= or** .jost rzeczywiscie
catkg szczegdlng danofo réwnania poi warunkiem jednak,aby
liczba r byta pierwiastkiun réwnania charakterystyczno *c,

Rozwigzujgo rownanie charakterystyczne napotykamy
trzy vypadKkKi.

8§ 26. liorwiastki roéwnania charakterystyczna
roz5°*,,

Pierwiastki réwgania charakterystyczno r i r™» sar

czywiste i rozne, a™ — 4a.a™N»0. iiany w tyra wypadku lwia

2£r£&L szczegOlne danego rownania:
rT.x -, V X
Y, Z 01 i Yy ~ 0
Catki te sg liniowo niezalezno,bo ich iloraz:

ri #x / /
e /rl V ,z
VX

0 :

jest liczbg zmienna.

Catka ogolna danego rownania jost kombinacjg liniowg
dwéch jo™o catek szczo”™o4nych -
r3.x rE*n

y—QX.o tC;C°C



Przyktad 1. Znaloz¢ catkg ogélna rowné&nia

O
* -
V.. _ 3. “Z——ﬁﬂyfi
i a8 dX
dx
Podstawiany: rx 2 x
H H - N 113
of % ¥ %%'_I r.o ; %.._ F .e
. X
1 . 1 1
€2 rx 2X X
r & —3r.e/ — 28.y r O.

Stad rorsnanio charakterystyczno:
rE —3r -28 = o
Pierwiastki rownania charakterystycznego: r™ — —4; rg =7

Catka ogdélna dano50 roéwnania:

—4x X
y = C‘L .0 + Og .0
Przyktad 11. Znalez6d oatke ogolna rownania:

>~y -y =0
—yznaozamy rownanie charakterystyczne:
rm—r—1 =0
i jogo pierwiastki

r t -1x"NEE
1 2 2 £

Catka ogolna danego RoOwnania:

i-yr
y I Cj.o * + CE£*g

8 £7. lidwnanio ohargkte”*styoano map_iarwiaetok
dwukrotny.

Rownanie charaktorystyoano ma pierwiastek dwukrotny.

aX‘J — 4a.ait-: — 0. T2 tym wypadku rt — r2 ,a wi8o manmy tylko jedng

oatkg szczegdlng danego réwnania:

r.x
yX = 0O

talnvo sie przekonac,zo drugg catka szczegdlng rdévmania

jest:



*2 [
ftezemy tn sprawiaidé praoa podstarzanie:

Oatkn ogdlna danogo réwnania Jost kombinacjag linio—

wa “wooh J&go oatok saozogclnyah

rx rx
y a 0. .0 + 0, . Xx .e

rrz "ktal. S loM oatke 0&06Ing réwnania:

_ £z « 9 = 0.
qxlf.
Wyanaoaomy rownanie oli&rakto.rystyoano:
r —6.r + 9s o,
1 Jogo pierwiastki:
ry sr.,s 3

Gatka ogolna danego rownania:

3X 8x
y =G .0 + C, .X.C
X iIC

8§ 28. REwasni¢ oharé&ktorystyozna n a » E t k i zospolcno
Réwnanie oharaktorystyosn© ma pierwiastki spoiono.
aS — —s’aﬁ(.;o,iiéwnanio(pésiadaJ goo piorwiastok zospclcny, posia—
dawlak wialonc,lrugi piorwiastek 2 nim sprawiony.A wieo

rownanie charakterystyczno ma pierwiastki sprzezono. Osnaozy-—

Yo

r, —b —o.i i rPz * o.i Odzie b_1 0 sg
X * lioabami rzeczy
wistymi.

Z kursu raohunku rotniozkowogo wiemy*z—:

Xi —Xi
o — 00S X * 1*¥sin X i (o) Z ocs X —i cin X

Dwio oatki szozcgolnp lanego réwnania sa:

_J/b-0.i.x _ pX, g0.X.i = [?Ux

yA 00S 0.X — i1.sin c..c

r /b*c.i/x _
G

b.x o.x.1 _ b.x
o .0 o

00sSQX s-i sin c.x:I

Oprowadzamy stato dowolnG i CM.



X
Cl.y4 — o .cn .| cos c.x—i-Sin c.X]|

b.x — o
c oy 2 o- CL* 1Tos 0.Xx * I SIin 0.X

y = Cvy i—CZ,y, = O..... . 1 /G~rOg/.ocs 0.x &
E 3 //'» Aﬁ‘*i#'_*ri V. N g T

Azoby uzyskac Zi;£4Si.rf*ii2il.. wyrazong Tri;..a +ioaby
rgeoayY/isto” a™nioniny stato dowolno Cx i Cg praoz stato_

dowolno riieoadeto:Kj i Kp. Pzn&ca&jao ;

Ki M
Oiu _

£

Dodano stronnai,a rflénloj odejmujaa i po odtgciu
mnozac obie strony praoz 1 otrzymamy:

1 xcs=k1 ; © "0 N ®

po podstawieniu oaikr™ogdélna pray.jnio y-str.¢

y = c)O,ZC f *oce 0.X 5-Ke -=Sin 0.X

—i2—.SS22iQrr™ Q) .
LESZ&SaSi SaalsiS6 catke ogolng réwnania:
[ \Y)
JﬁﬁL*4 8 . d—A4m5y “ 0.

dx£ dx
" TySSnaoaamy rownunio charakterystyczno;

r * Br + E5 =0
i ,3070 pierwiastki:

Noo=» 4 . 3i ~ 4 * 3i

Catka oflrtlna ftano™o réwnania:

—4x

y = ¢ KN .cos 3x * Kg .sin 3x

iown&nla réznicowe zwyaz&JnG Z...Smai.sa&wski



Niekiedy cateo ogdélnol nadajemy inng postac, za-
mieniajgc stato dowolno K i1 Ko przez nowo state dowol-—
ne Ai £

IC — A.ccs i Ké: A.,sin a
Otrzymamy catkg ogdélng w postaci zawierajacej tylko

jedng funkcje trygonometrycznag;

yZA. o . cos /cx —ql/.

T
8 29. Przyktad drgan mechanicznych nietfumionych.

Punkt materialny o masie m porusza sig po prostej.
Punkt odlegty jest o0 X cCi sSwego potozenia réwnowagi,
ktore znajduje sie w punkoie 0. Na punkt matorjalny
dziata sitao:XxX:xxXxXxXxXxxxxx proporcjonalna do wielkosci
odchylenia od punktu C 1 skierowana stale ku temu

punktowi.
Mamy wyznaczy¢ x/t/ jako funkcje oiohylenia

zalezng od ozasu t.

Rozwigzanie: Zgodnie z Brawom ITovton’a iloczyn masy m
______ —_— . J—

przez przyspieszenie d X jest rowny sile czynnej.™ wigo

dt2

rownanie rozniozkowe ruchu,ma postac:

* K ) O wsPOtez.
m ~ X~ _ax A — grcrorcjonal

dtn m3r o ?Wnktu
2

R6zanie charakterystyczno danego réwnania roézniczkowo

go jest: £ g

m.r * a =0, oznaczajgac a. — / a \n/
m m X
otrzymamy:. 8 2
r + o —0.
Pierwiastki rownania charakterystycznego sg urojone;
?1 z — o0.i rg = o.li

A ~"gc oatka ogolna rownania rozniczkowego:



x fi E~uuo n.t 4 K ,aif. o.*t.
Zumioniajgo stato &owoliio Kh i K.@przez nowo state Qcwel-
*10 A i il
K * A*oOB 0O i KO ~ArA> *sir g
otrzymam catko ogdélna w postaoi:

X » A.coe /o»t *q/

Jak wia”imy oatka ogdlna jost fur.ko]lg cosinus!a, g wieo
funkojg okresowg ozasu t. Y/lamy,ze stata dowolna A jest ampli-
tudg ooainuscidy,a u przesunieciom fazy.Poniewaz o00sinus smio—
niu sie od —i do +Ml,wieo ao wzoru catki ogolnej wynika,zo dro-—
ga X aniionia sie od — mdo % ﬁmozyh, i0 ruch yur.ktu materjal—
re€° jost okrespyy i1 drffajgoy. + 1 G ag stato,a wiec drgania
odbywajg tie boz zmiany okresu 1 amplitudy.

Jest to ooa,widoic uproszczono ujecie zjawiska; V- rze-
czywistosci na punkt materjalny dziada oprécz sity — ax roéwniez
sita oporu SrodowiskatWypadok ton rozwazyfay oddzielnie w §-—ie
nastepnym*

5 30. Trzyk#ad drgan mcchaniczp™ oh_ thumidnyoh.

Rozwazymy teraz wypadek,gdy aft punkt materialny odchy-
lony od swego potazenia réwnowagi O o x jednostek dziatajag
dwie Bidty.

1. Sita usitujgoa przesungc¢ punkt niatetjalny ku punktowi CaGita
ta,jak Wiemy,jest proporcjonalna do "ielko™oi —odchylenia x
/wyznacza jg iloczyn - aai,gdzie a y o-wsp&ez.propi/ i

fc.Sita oporu sSrodowiska,ktdéra jost proporcjonalna uo predkosci

ruchu punktu dx /wyznacza jg iloczyn — b .Ax . ,gdzie I">o0
wspé%oz.prop.(/]l.’t -t

Liamy wyznaczy¢ x/t/ juko funkcje odchylenia, zalezng
od czasu t

P.ozwigzanie. Hownanic rozniczkowo ruchu w tym wypadku ma postac:



m e - - b. N ax

2 : £dz-lo- nE>o0  nmesa. punktu
" 0> 0 \ dodatn:.vrspt.
a> 0] prcp.
KETnani© charaktorystyozao rérnania rozniczkowego jest:
£' E
m«r *'br *a =0 Oznaczajac. b - 2 L /1 > ol
in —
£ kK 'le> ol
m
Otrzymamy;

*2.1r * K*“ 0.
Pierwiastki rdérnania charakterystyczne'?.0 sa:
ry = - £ -\/1™ - i r,oro- | V 17-Kw
Liczlivo tu sg trzy wypadki:
e, 7ypadok T.-czy» OpoOr Jos.t maty i ma mi.o”soe nieréwnosc¢
v XJ. Pierwiastki rownania charakterystycznego sg zespolo-
ne i sprzezono: r
9 #
r, =- L- iNMKE- L* i r,. z - Lt>* i\/KE I*

Ir tym ryp&rlku oa".;ka ogdélna réwnania /%Z%J ma postac;
“I
ml. t

oy AL -
Y. » EJT ) 003 V 1 . ut

Amplituda drgania A .o~ * zawiera"zmienny czynnik o
malejgoy w mir.rg wzrastania ozaau t. Natomiast okres wahania
pozostaje boz zmiany.Mamy do czynienia z ruchem o zanikaja-

cych drganiach,wyobrazonym nizej na rysunku przez krzywg AB.

X

Wypadek 11-gl. Opér jest zwiekszony, o tyl.c,Zo ma miejsce
rownosc L2 ~ k'’ Rownanio charakterystyczno ira pierwiastek

rzeczywisty dwukrotny:
rqz *\é - T

¥ tym wypadku catka ogélna rownania /8 postac:



45,

X “ o
Za vizora catki ogolni v/ynika,zc iunkc”™ ™ 3odon rai
tylko mozo 0&IiAgntld rartode ooro«-gigdy t ..*>
A wiyo wahan niw bed”™io i ruch nio tedzio dr™a”goy.

Yypadok 111. Oyor duty™ Ma niiojfcoo r.iUrc¢-noso

riorriuetki rownania olu.rCAterycstyczncgo se rzeoyyv.lkto

1 réinoi.

> rr 1.y /15- 2 L A

17 tym v;i'adku oal'ka ogdlna rownaniu /826/ u- poetad

rl,c
X 20 .0 ¢ Og *0
Zt, weorcw,™wnfio«atvVacyoh pierwiastki vridaimy»:ia otydwa

r i r, Haujonme. Woboo togo ao rracru oatki ogdéln-J wynika,
X a

tTfgaSin x inami *w* M-ka nete oBi <@ 9Z-JS$toitL£$sa-«
-4, t -»> N\ Whlnul ni* lijdniu i rr.oh el» Tgdule drgujw*
il — -
ralOy loaonl

Roar/ifL-aatf réwnaniu réftnioskow Jodnorodno o eeest-Gloa”¢ eotutyoh e
fi

Lﬁ&ém’v‘g #® E.2£ -1B »0 L, O, * T*"&E ~6S C 3. dy . AL . 0
dx" o>, dx* dx dx% dx
.y * 4yl®lwcC ay -4yllrosto ge ESYTT + £OY7 4 s
le y11_ S.y* * X a C s % ».y 6.y* * p S 0 2. y11 hSy* v b *
0Odr oviodlLie
" ~3X‘ * = o .. '
lya Ci.om®\ O0P.oBX ,. ,. t'1=8 ~* Ci et 3.Y= 1 sciity
) e +\j '0 n 2X r; 0 l.,,.0okri 4x
_I.I* ~ cr 0-1-- +O-,-® S y:(( e iG*o 0S 4X +
— "
og U POt e e 7.y =0 Opex j
/ > * P
v I "y
"V 1 « \m y 4
0 5 (;'5 <r\'c 4 Cg.*.0 Qe y® woo- cop



