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Leczj biorąc przypadek nayniedogcdnieyszy, to
iest ten, W którym a i B są liczbami pdiemnemi,
chcąc aby cc i y były dodatne, potrzeba nadawać

:' : a 8 ' "
dla t ważności liczebne większe od -, j i- A zatórn

ba
można nadać dla t ważności całkowite iakiekolwiek
większe od tych ilorazów.

'. "W przypadku w którym liczba rozwiązań iest
ograniczona, 'można zawsze oznaczyć granice mię-.
dzy któremi powinny być zawarte ważności ilości
niewyznaczpnćy t, uwaźaiąc dwie formuły, które

w tym przypadku są . . . . . . . - . . <

ta—U
W tyra razie dosyć iest naznaczyć . . . <

j*ż tych nierówności wyprowadzić za pomocą -prze-
kształceń wyłożonych (ustę; \Q\) dwa inne wyraże-
nia nierówności, którychby pierwsze strony zawie-
rały tylko ilość t. Tym sposobem otrzymamy zu-
pełną liczbę rozwiązań danego zagadnienia.

§ II. Równania i zagadnienia z trzema lub
większą liczbą niewiadomych, •

132. Nayprfcód ppznaymy przypadek dwóch ró-
wnań z trzema niewiadomemu

na pierwszy1 przykład, dwa równania

s=272•;. ; > (1%
, i . (2).
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Ponieważ tu spółczynnik niewiadomey z w pier*
wszem równaniu, iest jednością; więc rozmnożywszy
wyrazy pierwszego przez 3, i,odlawszy od nich wy-
razy drugiego, otrzymamy równanie

7 c r 4 - 3 j = : I 6 0 . . ,(3),
które może być wzięte za równanie . < . (2).

Zastosowawszy sposób pierwszy do równania...(3)

otrzymamy dwie formuły. . . . , . . . . <

ważności te dla cci y; wstawione w ró-
wnanie pierwsze, dadzą. <j

czyli po przywiedzeniu , . . . . v . . . 2 = 6 3 — I 3 t .
Teras trzy niewiadome są wyrażone w furikGyi

ćaikowitdy, ilości niewyznaczonćy t.
Przeto nadaiąc dla t iakiekolwiek ważności cał-

kowite, otrzymamy dla cc, j , z; ważności całkowi-
te, któremi się rozwiążą równania dane, albowiem.
według powyższego, skład trzech formuł znaczy to
samo co. dwa równania.

Aby ważności dla ac, y, z, były całkowite, i do-
datne; na ówczas £ nie może być dodatne, ponieważ
oc byłoby odiemne, " lecz. można założyć t rz o,
— 1—2, . . . , a O o i = — — czyli f = — 'li.

Uczyniwszy £-^-o,J—1, — 2 , — 3,—-4, —5,—6, — 7,
. 1^CJ= 1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22,

wypadnieJj = 5l, 44, 37, 30, 23, 1.6, 9, 2;
| M =='63,-76, 89,102, 115,128,,141, 154. '

skąd widzimy że zadanie przyymuie ośm różnych
rozwiązań. ..;•
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Sprawdźmy tylko końcowe rozwiązania-

:,.'/" . -v . - a . . 1 5 . 1 + 4 . 5 1 + 1 . 63=272,
1 J • )8.1+9.514-3. 63=656.

{5.22+4.2+1.154=272,

133. Weźmy ieszćze równania,
6cc + 7j + 4 z = 1 2 2 . . .'••(•IX

, 1 lx + 8/+ 6Ż= 145 . . , (2),
Aby .wyrugować z, z tych dwóch równań, roz-

mnóżmy wyrazy pierwszego przez 3, a «drugiego
przez 2, i strony odpowiadające dodaymy: będzie

40o:+37y-=6o6 , . . (3)}

25 tego równania podług sposobu pierwszego otrzy-

\ +
m a m y . . . . . ; .. « . . . . . , . - » . . < •J )y=: 8 —40c.

Ważności te zamiast oc i y wstawiwszy w ró-
wnanie (1); otrzymamy

6(37^ + 9 ) + 7(8—-40t.) + 4 z = 122;

wykonawszy wskaza: dział: i skróci; będzie,

2zr-'29f=="6; . . . (4).
. ' Tu niewiadoma g, nie iest, iak dv/ie inne x i j ,
wyrażona w funkcji calhowitćy' niewyznaczoney t,
a zatóm do formuły (4.) potrzeba jeszcze zastosować
ieden z wiadomych sposobów.

Mamy formuły odpowiadające temu równaniu,
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Ponieważ wszelka ważność całkowita dła t, wstawio-
iia w ważność dla ,x i y, nada dla tych niewiado-
mych równie, całkowite ważności, katem ieźeli za-:
miast 2t' położymy t} w powyższych' wyrażeniach

. . 5x=74t
dla oc i j , otrzymamy , . , . . . , \. <„ w . g

formuły te połączone z formuła . . . z = 2 9 t ' + 3,
zawierać będą wszystkie składy wciŁności • całkowi-
tych dla oc, y, 5, odpowiadaiące dwom równaniom
danym. *•

Jeżeli chcetny tHrzyniać tylko rozwiązania Łez-
•£)ośrcdne; naówczas t nie może być dodatoe, ponie-
waż y byłoby odieaine, a t! nie może być odiemne/
ponieważ z i oc stałyby się odiemnemi. •

Lecz przypuszczenie. tz^o, daie oc =rn 9, y = 8 , zi=:3;
a zatem ten skład ważności iest iedyny, który zado-
syć czyni dwóm równaniom.

Zebrawszy powyższy sposób postępowania, wy-
prowadzimy uastępuiące ogólne prawidło: Jedne nie-
wiadomo wyrugować z pomiędzy równań danych\
dla równdnia z tąd wynikłego utworzyć dwie for-
muły, którzy dały dwie niewiadome {wchodzące
•do tego równania) w funl̂ cyi całkowitej*, ilości
niewyznaczoney t. Ważności te wsławić w iedno
z równań danych, a otrzymamy tym sposobem
nowe równanie, w które weliadzić b§dą\ tylko nie-
wiadoma wprzód, wyrugowana, i ilość t. Dla
tak otrzymanego równania utworzyć dwie formu-
ły, które dadzą wyrażenia dla dwóch niewiado-
mych, wchodzących w to równanie, w funkcyl-
całkowitey niewyząaczanćy t'. . Nakoniecj wazno,ść
dla t, wstawić w ważnośch dwóch pierwszych nie*
wiadomych..



jCyro sposobem będą w y r a ż o n e , ważności dla.
trzeph nie wiadomy cli w funkcyi całkpwitóy ilości t\
poćzdm będzie tylko trzeba wyznaczyć dla t' grani-
ce, między które%»i maia: b y d ź wzięte te. ważności,
aby otrzymać dla/ niewiadomych głównych waźqoścj
całkowite i dodatne. • •• '

134. Oto sposób postępowania, ieźeli mamy trzy
równania z. czterema niewiadomemu ' ,

Wyrugowawszy iednę z niewiądornych, wyra-
zimy zą pomaca dwóch. ró.wnań wypadkowych,
i jsa pohioca tego cośiny powiedzieli, trzy inne
niewiadome w funkcyi cai:kowite'y tey samćy riie-
wyznaczone'y, i wstawimy te waznęści xv iedno
Z równań danych*, Jeżeli w otrzymanym równa-
niu ępółczynniki dwóch niewiadomych są różne
od iedności, utworzymy dwie formuły, które da-
dzą te niewiadome f w funkcyi całkowi te'y, drugiey
niewyznaczonćy; potdrn, waziiość pierwszdy nie-
wyznaczondy, wyrażoną w funkcyi dragidy nię-
wyznaczóndy, wstawifny w wyrażenia trzech pier-
wszy cji jiiewiador\iych, i otrzymamy cztery głó-
wne niewiadome w funkcyi całkowitey, drugićy ilo-
ęci niewyznaczon dy.

Podobne rozumowanie dla czterech równań z pię-
ciu niewiadomemi i t, d. Dla Wyprawy podaiemy
następiiiące za«laina.

Trzecie zadanie. Znayduie się w. Mennicy tro-
iakiego gatunku srebro. Pierwszy gatunek w 8
nncyach, czyli iedndy grzywnie zawiera czystego.
'ęrebrą 1 uncyy; drugi gatunek zawiera 5. £ i
Uncyy; trzeci gatunek zawiera i i i uncyy w grzy-
wnie.- Potrzeba uczynić mieszaninę ważącą 30
grzywie/i, ktoraby zawierała'1 6 uncyy czystego
ęrebra w Suncyaćh. Ileż (w liczbach całkowitych)
potrzeba wziąć grzywien, z,, każdego gatunku?
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(Uncyyosm czyli 16'łutów czynią ied.nc grzywnę),

r cc = 1 0 ; 12, 14, 16, 18,

Odpowiedź -j j = = 20, 15, 10, 5, 0,

, . . [ 2 = 0, 3, 6, 9, 1.2,
to test otrzymamy pięć różnych rozwiązań, bio-
rąc 0 za ważność, dla r i z,

Czwarte zadanie. Znaleźć trzy liczby całkowi-*
te tafcie-, ażeby siimma ich iloczynów przez liczby
względna, 3, 5, 7 czyniła 560, zaś summa ich
iloczynów przez "kwadraty 9, 25, 49 czyniła 2920?

fcc=:15, 50 V '.> ; ..;

Odpowiedź <.y ==82, 40 > to ięst dwa rozwiązanie

* z m l 5,30 ) '..

Piąte zadanie. Znaleźć liczbę N, Mora podzie-
lona przez 11 dale /resztę 3, podzielona przez 19
daip resztę 5, podzielona przez 29 daie r'ess5ę 10?

Odpowiedz, N = 4128 -h 606r£j takiŹ 4128

iest liczbą naymineyszą, która uczyni zadosyć

br/.mieniu zagadnienia.

Szóste zadanie. Znaleźć dla mdką liczbę, aze-

, . Soc—10 J l c c + 8 I6x—i . Tby wyrażenia - ,—. .r U ry—»•-—^—- ^ r

liczbami calkowitemi?

'/ Odpowiedź, cc = 211 -h 595£, J iest liczbą nie- \
\ wyznaczoną. /
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, 1 3 5 , Gdy v? zadaniu saóslein. oznaczymy przez
.. 3cc—-10 l lrc-f-8 . 16cc —-1

y, *;, v ilorazy - ^ _ , -———-> g_-

otrzymamy trzy równania •zagadnienia; 3a?-~l(fe=7j;
. I l c c 4 - 8 = 1 7 z ; 16a:— 1 = 5v; czyli .3cc~-7jr=10;

H e c — l-7z = — 8; 16cc— 5 v = l .
Potrzebaby więc do tych równań zastosować spo-

sób poprzedzaiącego ustępu j dla trzech równań z czte-
rema niewiadomemi. Lecz znaydziemy sposób daleko
prostszy otrzymania ważności dla cc, która tu iest
główną niewiadomą, Sposób,fen oprócz tego mpie

•bydź zastosowany do wszystkich zagadnień tego
rodzaiu. , n,i:

Napraód, uwazaiąc równanie trzecią —,——•, to
•» • 5

cc — 1wychodzi na 3 a 7 + — , — — ; a zate'm, ażeby to wy-

rażenie było liczbą całkowitą, musi x — 1 być wie-
lokrotnością liczby 5.

Uczyńmy więc • = i 7 wypadnie a?=:l,-}-5i.
; . "'':. ? ' • '• '""

Wszelka ważność całkowita dla t, wstawiona w tę
formuły, da dla oc ważność, która czyni zadosyć
trzeciemu warunkowi zagadnienia.

ió tę dla x wstawmy w pierwsze wyra-
\ . 3cif-i.lt) • • J5f — 7 . ,. ^ • \', tzenie — _ . ; otrzymamy , czy U 2£«— 1 + — ;

widzimy tedy,' źe to nowe wyrażenie będzie liczbą
całkowitą, ieźeli uczynimy tzzż7t', oprócz tego wa-
runek ten iest konieczny, A zatem, ażeby pierwsze
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i trzecie wyrażenie byl'6 całkowite, musi bydśś
cc.=-l ~\~bt, a ze t iest r=7t ' więc x = l -f-SSt'.

Wstawmy tę nową ważność w wyrażenie drugie
l.lcH-8- t 385*4-19 ,. 0,w . , , 2-—6i'
. •• • .'..... o t r z y m a m y — ; — — L .czyl i y.M.-Ą-l-l- y,
•••jJ*.. .: 1 ? . ' ^. 1? •"

aże raamyi 2 — 6t' = ' 2 (1 — 3t') • i
opróca'• tego 2 i 17 są pierwszemi między, sobą,
a zatem ażeby drugie wyrażenie było liczbą całko-
witą, musi być 1 — 3t' podaielone przez 17.

Uczyniwszy _ s r t wypadnie t r = — : — — _

czyli wykonawszy o ile możną dzielenie, będzie

'łM^^^L-tl. Niech będzie f l ± J = tw, otrzy-

. raamy t" =z Zt!" — 1, skąd t' ±= — 6£"+ tw, czyli ' , *
i ' = — 17tw -{- 6

wstawiwszy tę ważność w wyrażenie oc~ 1 -f«35t'
i uczyniwszy skrócenie otrzymamy

• cc = 211—595i"'.

, Taka iesf formuła za pomocą którey otrzymamy
ws^ystlde ważności dla cc-, czyniące zadosyć zagad-
nieniu. Niech będzie t!"z=; 0. otrzymamy CK 1^ 211,
i to będzie ^laymiiieysza ważność ze wszystkich szu-
kanych. Nadaiąc dla t w Jakiekolwiek ważności odie-

• inne,' otrzymalibyśmy inne rozwiązania, • r - - -
Uwaga, Uważaymy że 595 spółczynnik ilości ff

w formule, iest iloczynnem % 1 K 17 X 5, to iest,
iloczynem z mianowników trzech danych wyrażeń.

136. Pozostaie nam coś powiedzieć 6 zagadnie-
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piach zwanych u>iece'y iakniewyznaezonemi\ toiest:
o tych, których liczba równań lest mniejsza dwo.
ma lub trzema i t. d, . i . o d liczby ilości niewia-
domych.

Weźmy nayprzód równanie z 3wa niewiadomerai
ax-\^by-\-.cz'±^,d. Przeniósłszy wyraz es; na dru-
gą stronę; będzie: ;•
• ;.' • aoc + by = d —- cz, czyli aoc-\- by zzzc',

( oznaczaiąc pracz c' ilość .d-~cz, którą na chwilę
uważamy za wiadomą),

To uczyniwszy, szukać trzeba dla równania
acc-j-Ły—c', dwóch formuł; co zzza~— bt; yzzzfi.Ą-at.
Potem, zamiast d wstawić d-^-cz, w ważności dla
a i ^, A wówczas x i y, będą wyrażone w funkcji
całkowitej, niewyznaczonćy t, i trzecie'y niewia-
domiiy z.

Niechby np. było potrzeba zapłacić zł. 187 5«'o
złotówkami, 6do złotówkami i20to złotówkami, bez'
zadnćy inricy monety.

Oznaczymy przez ic, y, 'z,.. %v/.y liczby sztuk,
które potrzeba .dać z każdego g»tupku; otrzymamy
równanie.

5 x 4 - 6 j - f 2 0 2 = 187,
czyli ... :.-.;. ' 5 ^ 4 - 6 j = i B 7 - - 2 0 s , = = c > ' .

A zatem-, , „ •••••\* •'- . . . . a:zr: C-^H_Z',
• .• - . . ' ' . . 5 . . '

c z y l i . . . . . . <• .. ,: •. .. . , ; , . . , x = = ~ r - j - J - . ,,-• . Z ? | .

ć—Y •

~-i- = f , wypadnie j
• • ' i •• ć — Y • /.:- ••••• • • •• •

uczyniwszy —~-i- = f , wypadnie j = . c ' — - 5t,
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Te dwie formuły^ gdy w nie zamiast c wstawimy
ważność 187 —20s, zamienią się Lv

 r

f r = 187 —20z — U't

Dopóki dla te i y nadawać będziemy ważności
całkowite, dodatne lub odiurahe, dopóty dla z i t
można będzie nadawać ważności zupełnie dowolne;
lecz leżelibyśmy chcieli wprost uczynić zadosyć
brzmieniu zagadnienia, sama postać równania dane-
go 5cc + 6 j + 20z:= 187 dowodzi że z nie może

187 7
ftiieć ważności wieksżey od i — czyli 9—,, bo ina-

V | V ! 20 J ^20'
czćy oc lub y byłoby odiemne.

Uczyńmy więc następnie 3 = 0, 1, 2, 3 *. . 8, 9.
Wziąwszy z inO, ważności dla oc i y

= 187— 5

• * ' • • ' ' • •' ' ' . ] R 7

formuły te dowodzą, że t powinno być >-- , lecz

^ ., czyli > 31 —, lecz < | 37 _ . A zatćm t może
5 • 6 • , . • ' 5 • • - ' -

mieć te sześć Ważności, 32, 33, 34, 35, 36, 37,
(t =.32, 33, 34, 35, 36, 37,.

azatemielelias=O, iest <^c=;,5. 11, 17,23,29,35,
(/•=27, 22, 17, 12,' .7, %

Wziąwszy z ==: 1, formuły zamienią się na
f x = : - 1 3 7 + 1
\ j = : 167— -i
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167 5 167 ' 2
skąd ^ > " g ~ czyli 27 g-> lecz < -g— czyli 33 =->

co'daie ieszcze sześć ważności 28, 29, 30, 31, 32 i 33.
A zatem uczyniwszy z = 1

f t = 2 8 , 29, 30,'31, 32, 33,
mamy<x=' 1, 7, 13, 19, 25, 31,

( j = 27., 22, 17, 12, 7, 2.

C t==25, 26f, 27, 28, 29,
Gdyz=2;będzie...< oc= 3, 9, 15, 21, 27,

( / = 2 2 , T 7 , 12, 7, 2.
r t==22, 23, 24, 25,

Gdyz=3; będzie.. J cc= 5-, 11, 17, 23,
( j = ! 7 , 12, 7, 2,

G d y 2 = 8 otrzymamy formuły | ^ Z " ~ 2 7 Ż 5i)

27"•• : : t l " : 27 2
skąd t>*-g-czyli a^,lecz<~g~ czyli 5g-\ A zatem

t, może mieć tylko ważności tzzz5, skąda:==3, yzzz2.
Nakoniec przypuściwszy źe z = 9 nie otrzymamy

żadnego rqzwMzania,s\bo wiem formuły zamienią się na

7 1 7 . 2
skąd t '>• g- czyli 1 -" > lecz £ < — .czyli 1 r* •

137. Widzimy dostaliićznie, co potrzębaby uczy-
nić maiąc dwa równania z czterema niewiadomemi,
albo trzy równania z pięciu niewiadomemi.
/ Jednakże damy zupełne rozwiązanie tego gatunku
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zagadnień., aby przekonać, iak za pomocą szczegól-
nych spostrzeżeń, można często skrócić działanie.*'

Siódme zagadnienie. . Pewien rzeźnik kupnie 1 00.
sztuk bydła za 100. dukatów f to iest woły po 10.
krowy po 5. cielęta po 2. dukaty a skopy po i .
dukata. Ile kupił sztuk każdego'gatunku?
- Niech cc, y, z, u oznaczaią liczby szukane, aza-
tein mamy równania,

czvliz4iu=100r y
. 2

Odiąwszy wyrazy równania pierwszego od dru-
giego będzie v ,-,

% równaniem tern posta(pi6 należy, iak w ustęp: po-
przedzaiącym. Lecz przed wszystkidm uważmy że
dogodniey będzie wyrazić y \ z w funkcyi całko-
witey cc, lod. dla tego, że x nie powinno raidć Sva-

100 . 5
Iności większćy od ,Q czyli 5TQ" co łatwo postrzedz:

2 r t dla tego, że spółczynniki przy oc, y, z, maią
spoiny czynnik, co koniecznie pociągnie warunek po-
trzebny dla wyznaczenia właściwych ważności dla o:.

Podług tych uwag przenieśmy wyraz 19śe na
drugą stronę; będzie

9 / + 3 z = 1 0 0 — 19cc,
czyli r 3 / + z , = 100 —19co; • ,

;.; . 1 ;
Ale dla x , y, z, są żądane ważności całkowi-

y . i o o 9 o ,
te i dodatne, więc —r-» " * powinno być całko-

wite i dodatne, lecz tylko c c = l , ' i cc?=4,
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zadosyć uczynić temu podwójnemu warunkowi; a za*
tćm&nie może mieć innych ważności iak ; r—1 iccrr4

Kiech będzie pc= 1, skąd 3 j - h 3 = 2 ? . czvli
a=27 —3j.. ' •. , ,
.; Ważności te dla a: i z wstawiwszy w równanie
pierwsze, otrzymamy u =±72 —{— 2y. . •

Pierwsza z tych formuł pokazuie, i e j nie nio*
źe być S>9;.a zatem ieźeli . ,

r = °» *' 2' 3' 4» 5' A i ^ 9,2-2^24'21' 18' 15' U> 9' 6' 3' °tt=72;74, 76, 78, 80, 82, 84, 86, 88, %

•'Niech cc będzie = 4 , otrzymamy 3j"4-s^=8,
skąd 2 = 8—3jj

•'. a = 8 8 4-2 j .
Wyrażenie dla z dowodzi, źe y nie może być>2,

• (7=0, 1, 2,
,a zatem gdy c c ^ 4 , otrzymarnW z=z 8, 5, 2,

.'• ••','•'.'.• •-• l u = 8 8 , 9 0 , 9 2 .
• • • ' • • > •

, ; Skąd widzimy, śe zagadnienie dane przyymuie:
tylko trzynaście rozwiązań; a dziesięć, ieźeli odrzu-,
cimy rozwiązania 0.

§. III. Rozbiór równaii niewyznaczonych
drugiego stopnia.

138, W tey części zakładamy sobie, iak w roz-
biorze równań mewyznaczonych , pierwszego stopnia,
rozwiązać w liczbach całkowitych takie zagadnienia,
w którychby liczba równań była mnieysza od licz-;
by niewiadomych. Aźę w ogólności równanie dru-
giego stopnia z dwiema niewiadomemi daie ważność
dla iedney z niewiadomych, iv funkcji niespółmier-
ndy drugiey niewiadomey, więc zadanie takowe, na

tem


