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ROZDZIAŁ VI.
T^eorya Postępów i hogarytmów*

C l . O postępach Arytmetycznych i Geome-

trycznych.

Zastępy Arytmetyczne,

189. Nazywamy postępem Arytmetycznym sze-
reg wyrazów, z których każdy przewyższa poprze-
dzaiący, albo iest przewyższony od poprzedzaiącego,
ilością zawsze stałą, którą̂  nazywamy wykładnikiem.
ISiech będą dwa szeregi.

1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25
60, 56, 52, .48, 44, % 36, 32, 23.

Pierwszy nazywa się postępem rosnącym, i iego
wykładnikiem iest 3, drugi postępem jnaleincym,
a iego wykładnikiem jest 4, •

W ogólności oznaczmy przez a,&, c,d, e,/..., wyrazy
postępu arytmetycznego: zgodzono się wyrażać go tak:
*~ą.<b. c* d. e. /. g. h. i. k.. .-r-, (niektórzy mię-
dzy wyrazami daią znak — ) a czytać tym sposo-
bem: tak się ma a do b , iak b do. c, iak c do d,
iak d do e... . albo dla skrócenia, a do b do c, iak
d, do Q, do f.... Jest to szereg proporcyi aryt-
metycznych ciągłych, w którym każdy wyraz iest
zarazem następnikiem i poprzednikiem, wyiąwszy
wyraz pierwszy, który iest tylko poprzednikiem
i wyrw.ostatni, który iest'^ylko, następnikiem.
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190, Oznaczmy przez r wykładnik postępu, uwa-
lanego za rosnący. Jeżeli postęp hędzie mąleiący,
dosyć będzie r zamienić w wypadkach otrzymanych
na-—r. To założywszy, będzie,

W ogólności, którykolwiek wyraz postępu, ró-
wna się pierwszemu, powiększonemu wykładnikiem
postępu tyle .razy w,ziętym, ile go wyrazów JJO-
przędza. A zatem nazwawszy wyraz ostatni postępu
przez Z, liczbę wszystkich wyrazó.w przez n; będzie
wyraz ostatni h=.ąĄ-(n—\)r.

Jakóz uczyniwszy następnie n = 1, 2, 3, 4..,,
znaydziemy pierwszy, drugi, trzeci, . . .wyraz,
postępu. . ' , '

Jeżeliby był postęp malejący, mielibyśmy prze-
ciwnie Izza—(n-—l)r.

Formuła k=za-\~(n-— l)r, s^uly do wyrażenia ia-
kiegokolwiek wyrazu w postępie; bez. niey musieli-
byśmy oznaczyć wszystkie następną wyrazy, poprze-
dżaiatce wyraz szukany. . .".• '.

I tak gdyby potrzeba było znaląźc wyraz 50ty
postępu ~-l . 4. 7. 10, 13. 16. 19. . . . . . .;.;••. . . .

Otrzymalibyśmy go, uczyniwszy7?=50>a=:lj.r=3
Z==l-(-49X3=148,,' ' ' ^ ' ""

- 191;. Maiąe dany postęp różnicowy, ' załóżmy
sobie znaleźć surnmę pewney• -liczby wyrazów • te-,
goz postępu. • •'•• • •• • -•

Niech będzie postęp -5- a. b. c. d, e./..... f. fc. Z,
przedłużony bez przerwy aź do wyrazu Z, niech bę-
dzie n liczba wyrazów, 7̂  wykładnik. Uwaźaymy,
ze jeżeli a: oznaczać będzie wyraz, przed* którym
znayduie się wyrazów „p, Kaś y - wyraz, po którym
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następuie wyrazów p,. wypadnie ż tego cośmy po-
wiedzieli wyzey, £o ac—a+pXr;

• ., . . y=l-~pXr;
dodawszy strony odpowiadaiatce tych równań, będzie

Ąy
Ten wypadek oznacza, ze, w każdym .postępie aryt-

metycznym summa dwóch iakichkolwiek wyrazów,
wziętych w równych odległościach od dwóch skray-
nychf równa się sumjnie wyrazów skraynych: czyli,
dwa wyrazy skrayne,:i dwa'wyrazy wzięte xv ró-
wnej odległości od'tych skrajnych, czynią• pro-
póreyą arytmetyczna (w tyifi porządku, w idkim
są napisane). •• ' , , . ; „ . „ < .

To okazawszy, Dapisżmy ten sam postęp dwara-.
'zy, raz w swoim właściwym, drugi raz w odwrot-
nym porządku, tak. lak następuie: • •<:

" * - a . u. c . ci. c . J ' . . . . . 1. K; . L,

i, nazwiymy summę wyrazów pierwszego postępu
przea S, a zatem'2S będzie stimm^ wyrazów obu po-
stępów, łącząc wyrazy w rzędach pionowych odpo-
wiadaiące]; będziej ,'ft '•;>. • . , • • i . -

a ponieważ wszystkie, części (a-f-Z), (&-f-ife), (
są równe, a ich liczba iest ;n; więc 26 = ( a

, , Q C H - Z > - : •'•'
skąd S =

.To iest: summa wyrazów składaiących postęp
arytmetyczny, równa się. iloczynowi z- summy
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'dwóch skraynycli wyrazów, i z połowy liczby wy*
razów.

Gdy w tóy formule zamiast Z, położymy iego wa-
żność a-\-(ń-—\)r, otrzymamy ' /" .

lecz pierwsza formuła. naywięcey iesl używana.

Zastosowania. Jaka ieśt summa piędziesięciti
wyrazów pierwszych postępu 2, 9, 16, 23,, 30...,.....?

Nap-rzód wyraz 50ty iest i = 2 - | - 4 9 X 7 = 3 4 5 i

a zatćm S=iH±MiS=34ZX 2.5=8675*
- . • • " . ' • . • . , * ^

Podobnież znaydziemy wyrass lOOny . . ,,'j, ... ,
Z = 2 + 9 9 X 7 = 6 9 5 . Śurama zaś 1.00^ pierwszych

J 34850. "

192. Formuły: i =

zawierała pięć ilości, a, r, n, Z, S, a zatem prowadzą
do rozwiązania tego ogólnego zagadnienia: Maiąc
dane trzy ilości którekolwiek z tycjr pięciu, %vyztia*
czyi dwie inne.

Zagadnienie to dzieli się na tyle zagadnień Szcze-
gólnych, ile można z pięcioma literami uczynić
kombinacyi, biorąc po trzy, albo po dwie Litery*
Otrzymaliśmy fustęp IA6) liczbę kombinacyy bio-
rąc po 2, i po 3 litery na iednę kombinacyą, m_ — Ł

i ™(m~~]\(m^% uczyniwszy W tych formułach
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7n=5? otrzymamy ł ^ l czyli 10 i **Ł*łczyli 10,

skąd widzimy, źe 5 głosek kombinowanych po 3, da-
ią tyleż kombinacyi, ile głosek 5, kombinowanych
po 2. ^

Widzimy przeto źe zagadnienie powyższe dzieli
się na 10 zagadnień szczególnych, atesą następuiące:

Maiąc dane 1°. a, r, n, znaleźć I i S;

2°; a, r, I, . . v . . i n i S>, •

3°, a, r, S, ..... , ,, . /i i Z;

. 4 9 . a, n, 2, . i . P iivr i 5f

, 5*. a, w, $, . . . . . r i Zj

6° . a,- Z, S, . . . . . r ' i rą

:7.°. r, n, Z, ; * ;<f. . a i 5}

8°, ry rt, S, • » i . , a i Zf

9% r, Z, S, . . . ' . a i n-f

10°. n, lZ, S, . . . . . a i r ;

fierwsze zagadnienie iest iuź rozwiązane, ponie-
waż dwie formuły daią bezpośrednio Z i S w fun-
kcyy a, r, Tf. Co się tycey innych zagadnień; ich
rozwiązanie nie przedstawiam zadney trudności, lecz
dla poczynaiących korzystną będzie rzeczą rozwią-
zywać ie następnie, dla nabycia wprawy w rozwią-
zywanie równań pierwszego i drugiego stopnia; al-
bowiem, chociaż ilości a, r, n, Z, S są w stopniu
pierwszym w dwóch Formułach; iednak w rozwią-
zywaniu przyydziemy do równania stopnia drugiego,
gdy a i n lub l i n będą niewiadomemi, ponieważ
a i n, tudzież Z i n, wchodzą razem w obadwa ró-
wnania, i są mnożone pomiędzy sobą w drugióm.
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193. Poprzestaniemy na rozwiązaniu czwartego
zagadnienia, to 4est: przypadku w którym, maitic
wiadome a, n, I, trzeba znaleźć r i.S.

Formuła Z = = a + ( n — l ) r daje r==:_ZZff; for-
n—1

njułą ząą S ^=^.; ^ ., daię,. .Łezpośredoio W8.znoś<$

dla S. Za pomocą pierwszego wyrażenia, r = - ~ ^
. . . . . . . . . . n—y

rozwiążemy1 to zatlanie; ' wtrącić' pomiędzy liczby
dane a i b średnich arytmetycznie proporcyonal-
nych m. . ; :. . * •

Aby rozwiązać to zadanie, dosyć\Będzie oznaczyć
I — a

stosunek postępu. . Jakoż w tóy\formule r— r
Tt—~- 1

położywszy zamiast Z ilość "&, m + 2 zamiast «, gdzie
m + 2 oznacza liczbę wyrazów; otrzymamy

r = , 2 l _ | czyli r = |^T7Y" ; t 0 '.?-eslł. s108?1116^

postępu Arytmetycznego otrzymuie się,i, dzieląc róż-
nicę dwóch'liczb danych a i b, przez liczbę wyra*
zów rhtńących być wtrąconemi, powiększoną ie-
dnością.
• Znalazłszy stosunek, utworzymy drugi wyraz po-

stępu, czyli pićrwśzy średnio arytmetycznie propor-
•.. ., ... V:, ' , _ ';. " b-—-a •

cyonalny, dodając r czyli———r do pierwszego

wyrazu a: drugi średni wyraz otrzymamy, powię-
kszywszy tamten ilością r% i tak następnie.

Niech-,
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Niechby np, potrzeba było wtrącić? 12 wy-
razów średnio arytmetycznie proporcyonalnych, po-

• • 7 7 — 1 2 -
między liczby 12 i 77. Mamy r = — p —

65 ' ' " * • • ' . . "
= — = 5,.a zatem postęp iest~-12. 17. 22. 27. 32,

» *
37......72. 77. - •

Wniosek. Jeżeli pomiędzy wszystkie wyrazy
-postępu brane następnie po dwa, wtrącimy taką
sarną liczbę średnich arytmetycznie próporcyo-
nalnych,. wyrazy dane i wtrącone, uczynią ieden,
i len' sam postęp. ./ -

Jakoż, niech będzie ~- a . li. c . d. e.f ..•. dany
postęp,, n i e c h m oznacza liczbę średnich maiących .
być wtrąconerai pomiędzy a i b, pomiędzy & i c,
p o m i ę d z y c i d. ..:•..

Stosunek każdego postępu, cząstkowego, podług
tego cośmy powiedzieli wyżźy, wyrazi się pczaz

1 } , •—, '.—i—.,.; iłoęci wszystkie równe,
m + 1 m 4-1 rn-f-1 ,
ponieważ wyrazy a, b, c . . . stanowią postęp, a zatem
stosunek będzie ten sam w każdym postępie cząst-
kowym, a ponieważ ostatni wyraz pierwszego po-
stępu, i es t pierwszym wyrazem drugiego cząstko-
wego;'! tak następnie, zatem wszystkie postępy
cząstkowe, składaią ieden tylko postęp.

194. Oto niektóre zagadnienia:
Zagadnienie pierwsze. 'Oznaczyć pierwszy wy-

raz i liczbę wyrazów'postępu arytmetycznego, MÓ*
rego stosunek iest 6, wyraz ostatni 185, a ,sum-
ma 2945?

23
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(Odpowiedź. Pierwszy wyraz 5, liczba wyra-
zów = 3 1 ) .

Zagadnienie drugie. Wtrącić. pomiędzy wszy,
stkie wyrazy postępu -f- 2 . 5 . 8. 11 . 14 ..-.,,
dziewięć wyrazów średnio arytmetycznie propor-
cyonalnych?

(Odpowiedź, stosunek postępu, to iest 7^=0,3.
. Zagadnienie trzecie. Znaleźć liczbę ludzi za*
•pełniaiąeych tróykąt, tak, iż\ w pierwszym szeregu
iest ieden człowiek, w drugim dwóeh, w trzecim
trzech, w ntym szeregu ludzi n? • , ;

Czyli inaczey, znaleźć 'wyrażenie summy liczb
naturalnych .1, 2, 3 . . . , od 1° aż do xx?

( Odpowiedź. S = ^±H).••;•>••.,;: • :

Zagadnienie czwarte. Znaleźć summę wyrazów
n, postępu liczb nieparzystych 1, 3, 5, 7, 9, . i . .

(Odpowiedź.. S==» a czyli kwadratowi z liczby
wyrazów. /

Zagadnienie piąte. Pagórek piasku iest odległy
od drogi o 40 sążni, aby ta droga] była usypana,
potrzeba zwieść 100 fur piasku, zesypuiąc ie co 6
sążni odległo od siebie. Pytanie iaką drogę czło-
wiek wozacy piasek uiedzie, gdy pierwsza fura
bodzie złoŁona o 40 sążni od rnieysca, z którego
się^ bierze piasekf a w końcu wóz ma powrócić w toi
mieysce? .

(Odpowiedź. 67400 sążni). : '
Zagadnienie szóste. Dwóch 'podróżnych wyiez*

dżaia z ieUnego mieysca w iednym czasie. Pierw*r
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szyuiezdlanrt dzień mil 10, drugi zaś pierwsze-
go dnia mil 3, drugiego 5, i t vi., co dzie/ź dwie
mile więcdy iak w dniu poprzedżaiącym. Za ile
dni śpotkaią się, i ile każdy uiedzie mil?
(Liczba dni 8, druga = 80 mil).

O postępach geometrycznych.

195. Nazywamy postępem geometrycznym sze-
reg wyrazów, z których każdy równa się iloczynowi.
z wyrazu poprzedzaiącego, przezliczbę stalą, zwaną
wykładnikiem postępu, i tak dwa szeregi

3, 6, 12, 24/ 48, 96 ...
ł 1 1 '

64, 16, 4, 2, j , jg • . . . .
z których pierwszy iest taki, ze każdy wyraz zawie-
ra dwa razy wyraz poprzedzający, czyli równa się
podwóynemu wyrazowi poprzedzaiącemu; w drugim
zaś każdy wyraz mieści się w wyrazie poprzedzaią-
cym razy cztery, czyli równa się czwartey części te-
go w-yrazu, który go poprzedza, zowią się geometry-
czne, wykładnikiem czyli stosunkiem pierwszego sze-
regu iest 2, drugiego zaś—..,••. •

Niech a, b, c, d, e, f . . . będą liczby w postę-
pie geometrycznym, postęp ten pisze się tak:

~ a : b : c : d : e: f :.g . . . ,
czyta się zaś tak, iak postęp arytmetyczny, chociaż
ieden iest ciągiem równych różnic, drugi iest cią-
giem równych ilorazów, czyli stosunków, w.których
każdy wyraz iest zarazem poprzednikiem i nastę-
pnikiem, wyiąwszy pierwszy, który iest tylko poprze-
dniUem, i ostatni, który iest tylko następnikiem.

23*
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196. Oznaczmy przez q wykładnik postępu
•'TT- a l ł> : c '. d . . . , <gr> 1, gdy postęp iest ro-

uc-yui zaś _#<!'V gdy postąp iest, maleiąćy,\
Wyprowadzimy z saraey •definicyi postępu naste

puiące równania

a w ogólności, wyraz iakiegokolwiek rzędu n, to iest:
który riia przed sobą wyrazów n—^-l, może być wy-
rażony przez. aq" " x. • , ',.'.,

Oznaczmy ten wyraz przez I, otrzymamy formułę

hz:aqnm *•> za pomocą które'y można otrzymać. wa«
źnosć iakiegokolwiek wyrazu, nieprzechodząc wszy-
stkich poprzedzaia^ych. Naprzyklad, 8my wyraz pô
stepu 4r- 2 : 6 : 18 ; 5 4 ; . . t, równa się 2X3 7,=
2X218.7=4374., /,

Podobnież wyraz 12ty postępu . . . .

.-H- 64 ; 16 i 4 ; 1 J - równa się v

4 1 1 4 S 65536

197. .Daymy na.to, źe mamy oznaczyć sumrac
]if> pierwszych wyrazów postępu . . .

Z oznacza wyraz nty ^

Mamy ('ustę: 195) równania
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dodawszy strony odpowiadaiące tych równań,
otrzymamy, . ».;.'.

czyli oznaczywszy szukaną sumnuc przez, S, będzie,
S-- a — (S

czyli Sq —; S = Z.<2 — a; wiqc 5 = -ilZ^;

To iesty aby otrzymać summe pęwney liczby wy-
razów postępu..geometrycznego, potrzeba -wyraz osta-
tni, rozinrwzyć. przez .wykładnik postępu, od tego,
iloczynii odicić 'wyraz pierwszy, a różnicę podzie-
lid przez wykładnik zmnieyszony iednością.

Jeżeli iest postęp maleiajcy, mamy "q<C h ^<!« ,
w tym razie będzie dogodniey wyrazić powyższy

iormułe W postaci $ = " i , a to dla tego, aby

bbodwa wyrazy ułomku były dodatnemi.
Dwa te wyrażenia dla S, po wstawieniu, aamiast

Z, ważności,aq"~x, zamienią się na

ó-__ ^f~~a : < ? _ _ « — act
h -—, 1 -5 .

Otrzymamy z& pomocą formuł poprzedzaiących,

lod , Summę 8 pierwszych wyrazów postępu

~r % : 6 : 18 : 54 : . . . : 2 X 3 ' ; czyli 4374.

S r r ^ - a ^ 13-122-̂ 2 __
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2 r e . Summę 12 pierwszych wyrazów postępu

* . 64; d; 4: 1; I ; . . . ; 64 ({Y'; czyli _ *
4 -,- \4/ • 6D536

64—_J—.1 256—-J^_
65536

. . . .
• Widzimy, że cała trudność polega na wyznaczeniu
ważności liczebney dla ostatniego fwjrązu, na dzia-
łaniu dość pracowitem, zwłaszcza, gdy iest wielka
liczba wyrazów

198. Uwaga. Formuła g = g . ^ " >]\ Uczyni.
q— 1

niwszy g = l , zamieni się na S = ^-. . ,

Wypadek ten, który niekiedy iest znakiem nie-
Wyznaczenia, pochodzi także często (ustęp 68) z przy-
czyny bytności spólnego czynnika, który staie się
zerem na mocy szczególnych wazuości nadawanych
ilościom zagadnienia. To właśnie zachodzi w obe-
cney okoliczności: albowiem wiadomo (ustęp 31)
że wyrażenie qn —1 iest podzielne przez g—1» wy^

konawszy zaś tę'.działanie, otrzymamy iloraz....
•tfr *+2"" *+.f*," * "+• . . . . +.2-b 1, i ważność dla

, S przybierze postać

Uczyńmy teraz ^==1, wypadnie
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przyyść do tego wypadku, zwracając się do
postępu danego —- a'. b\ c\ . . . .'.I, który w przy-
puszczeniu qzz:\, zamieni się na
-H- a', a; a; . . . . lą, a summa tego postępu równa
się, na.

Wypadek więc — wyźey otrzymany 'mógłby ie-

szcze oznaczać nicdostatecznośd tey formuły do otrzy-
mania summy wyrazów, w tym szczególnym przy-
padku. Jakoż, ponieważ postęp składa się z wyra-
zów wszystkich równych pomiędzy sobą, więc nie
iest postępem bardziey geometrycznym niż arytmety-
cznym, a tem samćm szukaiąc summy pewney liczby

wyrazów, nie można ani formuły Szz: -LL-ZZLi,uży-
q-~l

wać ani formuły S=z^a )rL z których ostatnią

iest dla postępu arytmetycznego.
199. O postępach nieskończonych geometry'

cznyeh, , •,-.'.
Niech będzie postęp maleiący "fr- a\b',c',d\e'.f'. ....

złożony z liczby nieoznaczoney wyrazów. Uwaźaiąc

formułę S = a " a q •>, ,która daie summę liczby n
l—ą

• • , • • • - . • • • i

wyrazów, ta może bydź tak wyrażona

"l—ą l—ą
A ponieważ postęp iest maleiący, zatem ą iest ułorn-~
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Idem, i tem samdm ą będzie także ułomkiem, który
tym mnióyszy będzie, im n stanie się większą liczbą,'
to iest: im więcey weźmiemy wyrazów postępu.* tym,

. a Xg stanie się mnieyszą liczbą, i tem samem

tym więcey summa cząstkowa tych wyrazów, zbliży

się do równości z pierwszą częścią S: to iest, d o — — .

Nakoniee wziąwszy na waźnośd dla n liczbę wię*
lj;szą od wszelkidy naznaczoney, uczyniwszy TZ==CO;

ilość- > X? » będzie mnieysza od Wszelkiey liczby

tlandy, czyli stanie się równa 0, a wyrażenie

oznaczad będzie ważność całego szeregu.
Skąd wniesiemy, że dla summy wyrazów po~

nieskończenie maleiącego, iest wyrażenie

c «

Jest to, właściwie mówiąc, granica, do które'y
dążą bez [przestanku wszystkie summy cząstkowe,
które otrzymuiemy, biorąc coraz większą liczbę wy-
razów. .

Różnica pomiędzy temi suramami, jy- •> mo-
że stać się tak małą iak chcemy, lecz nie stanie się.
zupełnie zerem, chyba wtenczas, kiedy weźmiemy
nieskończoną liczbę wyrazów.
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Zastosowanie. Niech, będzie postęp maleifjcy nie-
1 .1 1 1

skończony 1 *;pg~'27*^7 • •••••• Summa iego wyra-
' a _ 1 3

zów ie s t 'S=- j—-—Y—f " 2 * *
Błąd popełniony, biorąc to wyrażenie za ważność

Bumniy n pierwszych wyrazów, oznaczony być mo-
tt 3 s\ \"

I tak, gdy n będzie równe 5; otrzymamy
3/1 y_ i ^ i

Gdy «=:6, otrzymamy

3_/l_\6_ J_ 1__>J_
2 \ 3 / " "162* 3 ~~486*

Stâ d widzimy, źe błąd popełniony, gdyweźmie-
3 ' ' • ' • ' • • " • • • • • ' • • • • . ' • • . - ' • * ' • . " • . • •

my „• za summę pewney liczby wyrazów, tem będzie

mniójszy, im liczba wyrazów będzie większa.
1 . 1 . 1 . 1 . 1 .

"Weźmy ieszcze postęp •̂ •V"T *g"' Tg* 30*" >
a I

otrzymamy S =*;—!— — ~r—^^=2. •
1 • <X

Wyrażenie S = -j—— mpźe być wprost otrzyma-

ne" % p o s t ę p u -TT- a".b'. c\ dl el £!>••*
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Weźmy równania "bz=zaq, czzzbq, d—cq, e—dq...
których liczb* iest nieskończona, i dodaymy ich stro-
ny odpowiadaiące: otrzymamy

Ponieważ pierwsza strona, iest to szereg dany
zmniejszany wyrazem pierwszym; więc wychodzi na
5 a . drugą strona równa się wykładnikowi q roz-
mnożonemu przez całkowity szereg, a ze ten szereg
niema ostatniego wyrazu, czyli ponieważ ten ostatni
wyraz iest zerem, zatem wyrażeniem drugiey strony

będzie Śq, przeto S±~<az=:qS, skąd 5 = y—— •

Jakoż rozwinąwszy . -- przez dzielenie na szereg,

otrzymamy na wypadek, aĄ-aqĄ-aq% Ą-aqs + . . , . ;
który iest widocznie szeregiem danym, gdy tylko za-
miast ag, aq 2 , . . . wstawimy ważności h, c, d....

•Jeązcze inaczóy. Niech będzie postęp

' Uczyńmy S=a+aq-Ą-aąz-Ą-a(ii-Ą-"aqi+aąB-Jr..,

rozmnożywszy obie strony przez q, otrzymamy

Odiąwszy strony odpowiadaiące tych dwóch ró-
• i ' ' . ' • • , . ! • • ' : • • . " a

wnań, otrzymamy S—qSzzzą, a stąd S.sst •""•'"'-•

200. Gdy Szereg iest rosnący j wyrażenie 5=r-y—~*
• • - . • • • • • ' • • • ' . • . . . . • ' ' . • '

nie może iuż być uważane za graniec snmm czast-
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) bo ponieważ suraraa pewne"y licaby wyra-

a aą"
zów iest (ustę: 197.) $=:y^~—YHT*» w i ? c drugą

aąn •-" , . •

część j-r~~ powiększać się będzie liczebnie w miarę

powiększania się liczby re; to iest: im wiechy we-
źmiemy wyrazów, tyra więcey surama tych wyrazów

. • • " " • ; « • • • * . . • o

rozniesie będzie liczebnie odv~—*
•••••* 1 — o

*

W tym razie,-formuła S = r ^ — i e s t tylko wy-.

rażeniem algiebraiczn^m, którego rozwinięcie daie
6zereg a + a q + aq a + aq s 4- . . . .

Alę tu, zachodzi okoliczność, na pierwszy rzut.
a . •

oka bardzo osobliwa, ponieważ ułomek : • two-

rzy szereg, o którym mówimy, więc powinno być

/ ; • • . l i 1 • . • . • • " • . . ' . ' " •

Lecz tu uczyniwszy a = l , q = 2 j otrzymamy

j ^ czyli — 1 = 1 + 2 + 4+8 + 16+32+...,

równanie, którego pierwsza strona iest odiemna, dru-
ga iest dodatna, i tym większa, im' ą iest większą
liczba.., '

Aby wytłómaczyć ten wypadek, uważajmy, źe ie-
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. '• , : • a ' . ' • . . ; • • • . , . ; • . • • •

żeli w równaniu /' - ~ q «f acL-\-ąą1 ~\- .,., zatrzy--

mamy się na pewnym wyrazie szeregu,, naówczas,.
aby równość pozostała potrzeba, dopełnić ilorazu. Taić
naprzykład, zatrzymuiąc sie.ua czwartym wyrazie, a^3,.

a l l — q . .
,reszta + o.ą_ 4aą

"1=?

Potrzeba do ilorazu otrzymanego dodać wyrażenie

• aą* - ' • • ; . • • - . ,

ułomkowe*] » aate'm otrzymamy istotnie
Ą

i—q . i — t/

' Jeżeli teraz w te'm dokładnym równaniu,.
my, a = l , ( j ^ 2, otrzymamy
• : 16 ' ' . '•
— 1 = 1 + 2-4-44-84- ' — r = l 4 - 2 4 - 4 4 - 8 —16,-

równanie które widocznie samo przez się sprawdza się.
W ogólności', gdy wyrażenie zawierdi^ce cc, któ-

re oznaczymy przez/(cc), a wymówimy funkcja &,
iest rozwinięte na szereg w postaci • ,
a + bx-hcoc2 + dxó ..., naówczas tylko wtenczas
mamy / (x)=a -f bx +• ca;-2 -f dcc3 + gdy za-
trżymuiąc się na.pewnym wyrazie szeregu, dopełni-
my go pewnym Wyrażeniem zawierai.;|cem cc.

Gdy w zastosowaniach szczególnych szereg bę-
dzie inaleiący, naówczas wyrażenie dopełniaiące sze-
regtf nxoze bydź: uważane'fca tak małe, iak tylko ze-
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chcemy, a to gdy'przyswoicie przedłużymy szereg.
Lecz rzecz się ma przeciwnie, gdy szereg iest rosną-
cy, bb w tym razie nie można zaniedbywać owego
dopełniriiacego' dodatku. Dla tego to szeregi rosną-
ce nie mogą służyć do wyznaclenia przybliżonych
•ważności'liczb. Dla tego to także Ąlgiebraiści zo-
vyia szeregami schodzącerni się (conyergeińes) te, któ-
rych, wyrazy maleią, a rozchodzącemi się (diver-
gentes) te, których wyrazy rosną. W pierwszych,,
im więcey weźmiemy wyrazów; tym bardziey ich*
sntnroa zbliży się liczebnie do wyrażenia, którego
rozwinięciem iest szereg; gdy przeciwnie w drugich,
im więcey weźmiemy wyrazów , tym bardziey surri-
rna ich" różnić się będzie od ważności liczebr-ey wy-
rażenia rozwiniętego na szereg. ,,..

.201. Uwaga. Zakończymy wykład • zasad po-
stępów nieskończonych, nasfępuiącem postrzeźeniem.
Wypada z defmicyi postępów geometrycznych (ustęp
195), że można ie uważać za sseregi zwrotne pier-
wszego rzędu, których wykładnikiem zwrotu, iest
wykładnik postępu. To zbliżenie daie poznać po-
tzątck postępów przedłużonych do nieskończoności.
Winny one swóy- początek , równie iak szeregi zwro-
tne rozwinięciu ułomka slgiebraicznego na szereg.
Podaliśmy sposoby (ustęp 198. 199.) znalezienia tego
ułomku tworzącego, dla postępów w szczególności.
W obszernieyszyni wykładzie, algebry podaią się spo-
soby, rozwiązania tego zagadnienia dla wszystkich sze-
regów zwrotnych.

202. Uwalanie pięciu ilości a, q, I, n, S, wcho-

dzących w dwie formuły 1 = a g " " 1 , S . = -3

otrzymane, pod ustęp 296 i 197, podaie dziesięć szcze-
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eólnych zagadnień, których wysłowienie różni się
od wysłowienia odpowiadaiących zagadnień w postę-
pach arytmetycznych (ustęp 192.) tylko w tem, że
zamiast głoski r iest położona głoska q. Lecz my
założymy sobie, tak iak w postępach arytmetycznych
tylko wyznaczenie ilości qiS maiac a, I, n. P i e r -
wsza formuła daie ^ n " " I = —,

a

skąd g== y — i wstawiwszy tę ważność w for-

mułę drugą, otrzymalibyśmy ważność dla S.
n - i

Wyraienie c = y —, prowadzi do rozwiązania
* ••'•... ' a

następującego zagadnienia j Wtrącić -pomiędzy dwie
dane liczby a i b, liczbę m średnich proporcyonaU
nych, którehy tworzyły z liczbami a i b uwaŁa-
nemi za skrayne, postęp geometryczny.
Do tego dosyć będzie poznać wykładnik postępu,
a ze liczba wyrazów wtrącić się mających iest m,
więc całkowita liczba- wyrazów iest m-j-2: mamy
oprócz tego Z=&, a zatem ważność dla # zamieni

gię iia g = T / A> to iest: aby otrzymać wykładnik

postępu potrzeba, podzielić liczbę daną b przez a,
z tego ilorazu wyciągnąć pierwiastek stopnia ró-
wnego liczbie wyrazów wtrącić sie maiącycji, po-
większoney iednością. Otrzymamy więc postęp

a'
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I tak niechby trzeba było wtrącić .sześć średnich
•proporcjonalnych pomiędzy liczby 3 i 384.

Mamy m=6, skąd q=z ]/ • £ ^ = ^ 1 2 8 = 2 )
. . ' . o

i otrzymamy postęp
yr 3 : 6 : 12 : 24 : 48 : 96 : 192 : 384.

Wkrótce podamy sposoby dogodnieysze w zastosowa-
niach liczebnych, do oznaczenia liczby wyrazoney

+
przezązzzy — # J

Fie będziemy się zatrzymywać nad dowodzeniem
tey prawdy, że gdy pomiędzy wszystkie wyrazy na~>
stęp nie po dwabrane postępu, geometrycznego, wtrą-
cimy tę samą liczbę średnich proporcyonalnych,
wszystkie postępy tak otrzymane stanowić będą ie-
den tylko postęp. Dowodzenie iest zupełnie podo-
bne iak było pod (ustęp 193).

203. Z dziesięciu głównych zagadnień, które mo-
żna uczynić \y postępach, cztery łatwe do rozwiąza-
nia, są następujące: ,
lwsze* Maiąc dane at q, n, znaleść Z i S?

maiąc dane a, n, I, znaleść ą i S?
tn" i m _ I

• H — I

I— V a
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3cie, Maiac.g, I, n, znaleźć a i S?

Maiąc q, h, S, zlnaleźć a i Z?

• ąn—i ' q"—l /

Dwa inne zagadnienia zalezą od rozwiązania ró*
ii'stopnia wyższego nad-drugi r ' takierni są te za-

gadnienia, w których niewiadomemi ilościami są a, q;
albo I i <?•
Jakóź, z formuły drugiey wyprowadzimy azzilą —Są-Ą-S:
tę ważność wstawiwszy zamiast a w Formułę pier-
wszą Izzzaą"'1; otrzymamy l — (lq — Są-\-S)q"-"x

czyli (5—2) q" — Są" - 1 + Z = 0 ,
równanie to iest stopnia n, którego nie nauczyliśmy
się ieszcze rozwiązać. . " .

Podobnieźby było, gdybyśmy cHcieli oznaczyć
lią: albowiem otrzyftialibyśmy równanie.
aą" — Są+S~ a=0.

204. Nakoniec, cztery inne zagadnienia pjfówa-
dżą do rozwiązania, szczegolnieyszey natury równań,
takiemi są zagadnienia, w.których n iest liiewiadomą,
tak, iak iedna z czterech innych ilości.

Formułą druga łatwo daie ważność dla iedney
z ilości a, ą, Z, S, tv funkcji trzech innych, a zatem

' "wszystko teraz przywodzi się do wyznaczenia n, za
pomocą formuły lz=aąn~x.

To zaś równanie zamieni się na q* = — i ma
. < * a

k s z t a ł t r ó w n a n i a a x z z z b , w k t ó r y m a i b s ą i l o ś c i
'/. ;,••',••' , wiadome.
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wiadome. Tegcr gatunku równania zowią się równa-
niami wykładnie żerni Cexponentielles), dla rozróżnie-
nia ich od równań dotąd uważanych, w. którycJyiie-
wiadoma zawsze była podniesiona do potęgi oznaczo-
nej; przez liczby wiadome.

Zaymiemy się więc rozwiązaniem tych równań,
i któretni ma związek iedna z nay waźińeyszych teoryy,
to iest teorya Logarytmów.

§ II. Teorya ilości wykładniczych i Logarytmów.
205. Rozwiązania równania a = & .
To zadanie polega na tem, ażeby znaleźć wykła-

dnik potęgi, do którey potrzeba podnieść daną licz-
bę a, aby otrzymać liczbę daną b.

Uważmy naprzód szczególne przypadki, iakoto:
rozwiązać równanie 2* = 64. Liczbę 2 podnosząc
do rozmaitych.potęg, przekonamy się, źe 2bzzi 64.
Wiec cc=:6 zadosyć czyni zadaniu,

"WeźmyJeszcze równanie 3 * = 243.
Otrzymamy na rozwiązanie cc=:5.
Wogólności, skoro druga strona b, będzie zapeł-

na potęgą liczby a, naówczas oc będzie liczbą całko-
witą, którą otrzymamy podnosząc a, do potęg nastę-
puiących 0, 1, 2, 3

Rozwiążmy teraz 2 * = 6. Czyniąc cc=r 2, i airrS,
otrzymamy 2 a = 4 , 2 3 : = 8 , skąd widzimy, źe waźnośd
dla x iest zawarta po między 2 i 3.

Uczyńmy zatem cerr 2 -j- —.... (oc' iest>-l),

ważność tę wstawiwszy w dane równanie, otrzymamy

24


