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ROZDZIAL VL
Teorya Postepow 3 Liogarytmdw.

- § L. O posfepach Arytmetycznych i Geome-
trycznych.

Postepy Arytmetyczne,

189. Nazywamy postepem Arytmetycznym sze-
reg wyrazéw, z ktérych kaidy przewyisza poprze-
dzaiacy, albo iest przewyZszony od poprzedzaigcego,

iloscia zawsze stafa, ktorq Dazywamy wykladruhem
N:ech beda dwa szeregi. '

1, 4, 7,10, 13, 16, 19, 22, 25
60, 56, 52, 48, 44, 4q, 36, 32, 28

Pierwszy nazywa sie postgpem rosnacym, iiego
wykladnikiem iest 3, drugi postepem maleigcym,
a iego wyktadnikiem iest 4.

cccccc

‘"W ogblnoéci oznaczmy przez a,b,c,d,e,f.., wyrazy
postepu arytmetycznego: zgodzono sie wyrazaé go tak:
=a. b c d e fog h ik...-==,(viektérzy mig-
dzy wyrazaml daia znak—) a czyta¢ tym sposo-
bem: tak sic ma a do b, iak b do ¢, iak ¢ do d,
ak d doe.... albo dla skrocemd, a dob doc, mk
d, do e, do £.. Jest to szereg proporcyi aryt-
metycznych cmvfych w ktérym kazdy wyraz iest
zarazem nastqpmk;em i poprzednikiem, wyigwszy
wyraz p:erwszy, ktéry iest tylko poprz zednikiem .'
i wyraz ostatni, ktdry iest ‘tylko nastgpnikiem.
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190. Oznaczmy przez r wykladnik postepu, uwa.
fanego za rosngcy. Jezeli postep bedzie maleigcy,
dosy¢ bedzie rzamienic w \nypadkach otrzymanych
na—r. To zafofywsay, bedzie,

b—a-}-r; c__,b+r,_.q+2r, d=c~-r—a-+3r...;

W ogéanbci, ktérykolwiek wyraz postepu, rd.
wna sig pierwszemu, powigkszonemu wyuadmkwm
postcpu. tyle razy wzigtym, ile go wyrazdw po-
przedza. Azatém nazwawszy wyraz ostatni postepu
przez 1, liczbg wezystkich wyrazéw przez m; bedzie
wyraz ostatni’ I=a~~(n—1)r.

“JakoZ uczymwszy nastgpnie = 1,2, 3,4..,
znaydziemy plerwszy, drogi, - trzeel, « .. wyeaa,
postepu. : :

Jeieliby byt postep malelqcy, mielibysmy prze.

ciwnie [==a-—(n—1)r.

Formuta L__.a-l»—(n—l_)r, stuiy do W}'razema ia-
kiegokolwiek wyrazu w postcpie; - bez niéy musieli-
byémy oznaczyé wszystkie -nastgpne wyrazy, poprae-
dzaigce. wyraz szukany.

T tak gdyby potrzeba bylo znaleZé wyraz 501y
postepu == 1,4, 7.-10,..18; 16,19 ¢ @ es o viviov s

Otrzymaliby$my go, ucay niwszy n=>50,a=1, r.....3
=149 X 32148, ,

<191, Maiae dany postg.p ri‘imncowy, za-réi—m'y
sobie znaleZd summng pewnoy Liczby wyrazow - ie-
goz postepu.

Niech bedzie postep ~—a. b. ¢ dv e fu i LI
przedtuZony bez przerwy aé do-wyrazu 1, niech be—
dzie n liczba wyrazéw, r wykladnik. Uwaﬁaymy,
ze iezeli ac'oznaczad -bedzie wyraz, przed” ktérym
znayduie si¢ wyrazéw p, zad 1y’ wyraz,-po -ktérym
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pastepuie wyravéw P wypadme z tego cosmy - po-
wiedzieli wyZdy, Ze a=a-p X1}

y=l—pXr;
dodawszy bt[‘OﬂY odpowmdmace tych rownan, bodme
oo-t-y==a-t-L.

Ten wypadek oznhacza,” %e w kafdym- postepie aryt-
metycznym summa dwdch iakichkolwick wyrazow,
uzzetych w. rownych odleg?:o.scmch od' dwdch skraya
nych, réwna si¢ summic wyrazoéw skraynych: ca}h,
dwa wyrazy skr'ayne, i dwa wyrazy wszigle w rda
wndy odlegloéci od” tych skraynych, czyniq pro-
poreya arytmetyczna (w tym porzad}‘u, w idkim
sa napisane).

To okazawszy, napisamy -ten- sam- postgp dwaras
'zy, raz W swoim wiasciwym, drugl raz w odwrot.-
nym porzqdku tak iak nastgpme* i

L E T AT R4
e, LS mais s e v obia;

i, nazwiymy summe wyrazéw plerwszego postepu
praea S, a zatéin'2S bedazie summy wyrazdw obu po-
stepow, faczac wyrazy w rzgdach p:onow3 ch odpo—
W:ddamce, bgdme, 2 ok

2s-—(a+1)+(b+k)+(c+z)+ +(z+c)
+(k+b)(l+a),

a poniewaZ wszystkm czgam (a—l—l), (b4-k), (c-}-z)
s3 réwne, a ich hczba iest n, wiee 25_.(a+l)n,

skad S_.(i_.;_yf | .

\To iest: summa wyrazdw sktadaigcych.. postgp
arytmetyczny, réwna sig. iloczynowi z sumimy
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dwéch skraynych wyrazdw, i z po?owy Aiezby wy.
razdw.

Gdy w téy formule zamiast I, poloZymy iego wa.
7n08¢ a=t=(ri==1)r, otrzymamy _

S={2.a+.-(n-— 1 )r}n;

. o S
lecz pierwsza formuta. naywiecéy iest uZywana,

Zastosowama Jaka -iedt. summa pu‘dmes:qcm
wyrazow PlerWSZ}C}l péstepu’ 2, 9 ‘16, 28, 3000 ?

- Naprz6d wyraz 50ty iest 1—2—{-49)('2:345,

RSl _f_?iiii&?__w.x 95=—8675.

Podohmez znaydmem} wyraz 1000y ... ..
Z_2+99X7._695 Summa za$ 100tu Plerwsqch

(2-4-695)100__ 34850,

. 2
192. Fdfmul’yz Z:—,;a-i-(n-a.-_l)r; S:&L:Q’f

wyrazéw S=

zawieraia pu;é ilodei, @, 1, m, 1, S, azatém prowadzg
do rozwiazania tego ogdlnego zagadmema Maiac
dane trzy ilosci ktdrekolwick z tych pigcin, wyzna-
czy¢ dwie inne.

Zagadnienie to dzieli su; na t_-,le zagadnien fzcze-
gélnych, ile moina 2z pigeioma literami ucaynié
kombinacyl, biorac po trgy, albo po dwie litery.
Otrzymalismy (uetpp 146 ) llczbg kombinacyy bio-

rac po 2,i po 3 litery naiedn¢ kombinacya, (m—=1)

2
s —--2) . :
im(mz ])'(m3 ),; uczymwszy w tych fo_rmu{_ach
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‘m=>5, otriymamy %_.'2‘. czyli 10 i 054)(3

czyli 10,
skad widzimy, fe 5 g¥osek kombinowanych po 3, da-
i tyleZ kombinacyi, ile glosek 5, kombinowanych
po 2.

Widzimy przeto %e zagadnienie powyfsze dmeh
sie na 10 zagadnien szczegélnych, atesa nastgpuiace:

Maige dane 1°. @, r, n, znales¢ 1 i S;

2°0 ay 7yl S S
8 @ 1y S v vl
4% 4 omy by s i i S
- B%ta m Sey e 3 g
6. L 5 s r il

?D.r"n’ Z,i-.-o'.--a

& S iy b X g

8% 5 4 U8, e SSGE TR

10%:m, 18,38, a i

Pierwsze zagadnienie iest 1uﬁ rozwijzane, ponie-

wai dwie formutly dalq bezposrednio 2 i § w fun-
keyy a, Ty n. Co si¢ tyczy innych zagadnien; ich
rozwigzanie nie przedstawia Zadndy trudnosci, lecs
dla pucz}ndlqcych korzystna bedzie rzecza rorwxg-
zywaé ie n;istf;pme, dla pabycia wprawy w ro?wrg-
zywanie réwnan pierwszego i drugiego stopniaj al-
bOW1em, chocia? iloéci a, r, n, 1, S sq w stopmu
plerwszym w dwéch formul’ach, iednak w rozwia-
zywanm przyydnemy do réwnania stopnia drugiego,
gdy ainlub lin bedy niewiadomemi, pomewaz
a i n, tudziet 'l i n, wchodzg razem w obadwa ré-
Wnania, i s3 mnofone pomi¢dzy’ sobg w-drugiém.
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193. Poprzestamemy na . rozwiazaniu czwartego
zagadmema, to jest: przypadku w ktérym, maiqe
wiadome a, 3 l, trzeba znaleu, ris.

- Formuka l=a=(n—1)r daie r-"-l_a; for-

—]
’ ( a-l—l) n

mu{d zas S'—" daxe bezposredmo waznoéé

P ) .\‘ T L : e I_-
dla S. Za pomacy pierwszego wyraZenia, r=—-""2

71—’

rozwigzemy ' to zadanie; wiracid pb?nfcdzy liczby
dane a1 b srednich arytmctyczmc proporcyonal
nych m.

Aby rozwlqzaé to zadame, dosyc bgﬂzle oznaczyé

| l—a

stosunek postepu. Jakoz. w téy formule r=s—
pol‘oﬁywszy zamiast 1 iloé¢ D, m—2 zamiast n, gduie
m--2 oznacza. liczbg . wyrazéw; otrzymamy

b-—.‘a b &3 | .1... P b“—'ﬂ X
e g1 SN T= T =2 o 1est.~ stosunek

postepu Arytmetycznego atrzymme si¢, dzielaé rdi:
nice dwdch’ liczb danych a i b, przezizczbg wyra
zow malacych byd wirgconemi, powrekszona ic
dnodciq.

Znalaztszy stosunek, utworzymy drugi wyraz po-
stepu, czyli pte'rwszy $rednio atylmetycznie propor-

cyonalny, doquc r czyh +a1 ‘do pierwszego

wyrazu a: drugn .sredm wyraz ofrzymamy, powag-
ksz}wszy tamten iloscig, ry i tak nasigpnie.
Niech-
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~ Niechby np, potrzeba 1)'y¥o twtrqcié 12 wy-
razéw $rednio arytmetycznie proporcyonalnych, po-
' L 17 =12
mif}di"y liczby 12 _i Tl Mamy_ T :""T‘i'_
65 o -
-..:-1_—3=5,_a zatém postep iest -==12, 17, 22. 27, 32,

postgpue brane uasi_ppnie po dwa, wirqcimy takg
samq liczbe Srednich arytmetycznie proporcyo-
nalnych, wyrazy dane i wtracone, uczyniq ieden
i ten’ sam postep. : o 0o :
~ Jako#, niech bedzie =~ a.b.c.d.e.f... dany
postep,. niech m oznacza liczbe -§rednich maigcych
byé wirgeconemi pomigdzy @ i b, pomigdzy b i c,
pomigdzy ¢ i d. . . ... _
Stosunek kaZdego postgpu czastkowego, podiug
tego cosmy powiedzieli wyzéy, wyrazi sig przez
b=—a c¢c—Db d—c
m—41’ m.+l’ m=-1
poniewaé. wyrazy a, b, c....stanowia postep, a zatém
stosunek bedzié ten sam w kaZdym postgpie czast-
kowym, a poniewa? ostalni wyrasz pierwszego po-
stepu, iest pierwszym wyrazem drugiego czystkoe
wego; 'i tak pastepnie, zatém wszystkie postgpy
ciastkowe, sktadaig ieden tylko postgp.

.«%; ilofei wszystkie réwne,

194. Oto niektére zagadnienia:

Zagadnienie pierws%e. Oznuczyc pierwszy wy=
raz i liczbg wyrazdw postgpu arylmetycznego, kid-
rego stosunck iest 6, wyraz ostatni 185, a sum=
- ma 29452 '

23
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( OdpowiedZ. Pierwszy wyraz 5 liczba “yra
géw ==31)." .
Zagadnienie drugle Wiracié. pomiedzy wszy,

- stkie wyrazy Ppostepu —~2.5.811.14.
dziewied wyrazéw srednio arytmetycznic propo;-..

cyonalnych ?
(Odpowwdz stosunek postepu, to iest r==0,3,
Zagadnienie trzecie. ZnaleZd liczbe  ludzi za.
pelnwmcych tréykat, tak, iz w pierwszym szeregu
iest ieden czlowick, w arugim dwdch, w trzec,:,m
trzech, w ntym szeregu ludzi n?

Cazyli inaczéy, znaleid wyra%eme summy liczb
naturalnych 1, 2, 3..., od 1° a% do n?

n(n-4-1)
7 )

( Odpowiedz, S=

Zagadnienie czwarte.  Zraledd summe wyrazow
n, postepu liczb meparzystych 1R B G

(OdpowiedZ. S-_-n czyli kWadratomzhczby
wyrazéw.

Zagadnienie pigte. Pagorek piasku iest odlegly
od drogi 040 sqini, aby  ta droga| byla usypana,
potrzcba zwies¢ 100 fur piasku, zesypuiac ie co 6
sgini odleglo od siebie. Pytanie iaka drogg czlo
wick woz."aoy piasck uzcdzzc, gdy  picrwsza fura
bedzie zloZona o 40 sazni od mieysca,. z kidrego
sig bierze piasck, aw koncu woz ma powrdcic w ok
mieysce ? -

(Odpawzcdé 67400 safni).

.Zagadmeme széste. Dwoch "podrdznych wyr.ez-
dZaiq z iednego mieysca w :ednym czasie. Pierw="
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szy" nietdza na dzieri mil 10, drugi za$ picrwsée-
go dnia mil 3, drugiego 5, i t. d., co dzien dwie
mile wigccy iak w dnin poprzedzaiacym. Za ile
dni spotkaiq sig, i ilé kazdy wiedzic mil?

(Liczba dni 8, druga = 80 mil).

O postepach geomelrycznych.

195. Nazywamy postgpem geometrycznym sze-
reg wyrazdw, z ktorych kazdy réwna si¢ iloczynowi.
7 Wyrazu poprzedzaigcego, przez liczbe stalq, zwang
wyktadnikiem postepu, 1 tak dwa szeregi

3, 6,12, 24/ 48, 96 .....

! 1 1 _
64?16l 4’4-2":‘;"1—6'."_"
% ktérych pierwszy iest taki, Ze kaZdy Wyraz zawies
ra dwa razy wyraz poprzedzaigey, czyli réwna sie
podwoéynemu wyrazowi poprzedzaigecemu; w drugim
zaé, kaidy wyraz mieSci sig w ‘wyrazie poprzedzaia-
cym razy czlery, czyli réwna sig czwarléy czgdci te-
go wyrazu, ktory go poprzedza, zowig si¢ geometry=
czne, wykiaduiikiem czyli stosunkiem pierwszego sze=

regu iest 2, ‘drugiego ‘zas".z..

Niech a, b, ¢, d, e, f . . beda liczby w poste-
pie geometrycznym, postep ten. pisze si¢ taks

_ gl e i L g e
czyta sig za$ tak, iak: postep arytmetyczny, chociaf
jeden iest ciagiem réwnych réénic, drugi iest ciga
giem réwnych ilorazéw, czyli stosunkéw, w ktérych
katdy wyraz iest zarazem poprzednikiem i nastg-
pnikiem ,. wylawszy pierwszy, ktory iest tylko poprze-

dnikiem, iostatni, kidry iest tylko nastgpnikiem.
23*
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-196._ Oznaczfng przez q wyktadaik postepu

et dis v g 1 gd} postgp iest ro-
snacy; a za$ q<l gdy postgp iest maleiacy: .

Wyprowadzimy z saméy definicyi postgpu naste
pmace réwnania

a=aq, c=bq==aq’; d=cq=aq’; e=dg==aq*
aw ogélno;ci, wyraz iék{egoknlwiuk rzedu 1z, to iest:
‘ktéry ma przed soby wyrazéw n—l, moie by¢ WJ'
Tazony przes aq" " *. 2
Oznaczmy ten wyraz pr?ez l, otraymaimy formule

'l._.aq_r’*", za pomoca ktéréy mozna otrzymad wa-
zuos¢ lakiegokolwiek wyrazu, nieprzechodzac wssy-
stkich poprzedza:acych Naprz;ktad 8my wyraz pos
stgpu =~ 2 1 6 : 18 ; 54:. .. réwna sig 2X3'=
2)(218?__43?4

- Podobnied wyraa l2tY poatepu T

E it e
64( —
= 65536
- 19?. .Daymy na.tu, Ze mamy ozuauz_yé summg
n pierwszych wyrazéw postgpu . .
srlasbrerdres Flovas BihL
[ oznacza wyraz nty .

= 64' 1624 :1;: i.rdwna sig

‘Mamy (ustt; 195) réwnania
b_..aq,c.._bg, d=¢q, e_dq ..k....:q, l_kxq,
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dodawszy strony odpowiadaigce tjch réwnaii,
otrzymamy, _ .

+c+d—~{~e+... -{-?L-.-I._»(a-i-b-l-c-[—d-l- ..... e L—}-L)q,
czyli oznaczywszy szukana summg przez S, bedsie,
S-_-,_n-__—(s_"z)g:sqmzq.

czyli 'Sq=—=S= Ig-——a, wige S= E—Tﬁ'

: g— F e
I'lo iest, aby otrzymaé summe pewnéy liczby wy-
razdw pllblf'[)ll pemmuyrzm-go potrzeba.twyraz osta-
tni rozmrozy¢. pracs wykladnik posigpu, od lego
oezynn odiqd ‘wyras picrwszy, a roinicg pad:.ae-

li¢ przez wyk&admf» Zmnieyszomy 1ednoscza

Jezeli iest pestep maleigcy, mamy q<] £<a
wotym rasie bedme dnbodmey wyrazic powyaszq

immulv w postam Se= .l:-_lg, a to dla tego, aby
=

obadwa wyrazy ufomku byly dodatnemi.

Dwa te wyra.cema dla S, po wstaw:emu samiast

}?—I

l, wabnodel aqg"= ", za:mema slg na

3| aqt——a .
S _J_——m- 18:

q-—l l — ¢

a — aq”

Otrzymamy za pomoca formut poprzedzaigeych,
lod, Samme 8 pierwszych wyrazéw postgpu

== 2.3 6.0 18 54 : : 2 X3 cuyli 4374,

S—u—l
g1

lg—a __ I 3!222--2 6560.
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2re, Summ¢ 12 pierwszych wyrazéw postepu
an6d:16:431; .0, 64(}_) cayli
. 4 o \&/J -

_ 65536
64'—'——1-‘-—1 256 _} :
s—a—lg___ 655364 - 65336 gy, 6953
l—q T 3 196608"
4

Widzimy, Ze cata trudnoéé polega na W}znaczemu
wa#nodci liczebnéy dla ostatniego jwyrazu, na dzia.
taniu. dos¢ pracowitém, zwlaszcza, gdy iest wielka
liczba wyrazéw

198. Uwaga. Formuta S__‘i‘_Q_:).. Uczyni-'
. q -

L] . ‘e 3 I 0 -
niwszy g=I1, zamieni si¢ na S -.:6_.

Wypadek ten, ktéry piekiedy iest znakiem nie-
wyznaczenia, pochodn takZe czgsto (ustgp 68) z przy-
czyny bytnosci spoélnego czynmka, ktény staie sig
zerem na mocy szezegélnych waZnodci nadawanych
ilofciom zagadnienia. To wiasnie zachodzi w obe-
cnéy okolicznoéci: albowiem wiadomo (ustep 31)
. Ze wyraZenie ¢" =1 iest podzielne przez g—I, Wy-

konawszy zaé te dziatanie, otrzgymamy iloraz...
ety +q"' B ol P —I-q—l-l i waZnosé dla
: S przybierze. postad
S=aq"~ *<t-aq"" ‘+aq"" :te. -I-aq—[—-a.
Uczyhmy. teraz g=1, wypadme
S=a+ a+a. s -l-_.gﬁna.-
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Moina przyysé do tego w}padku zwracaiac sig do
postgpu danego = a. b c: i, ktéryw przy-
puszcmmu q.._l zamieni sie na

< @ @, G, . ... . asumma tego postepu réwna
sig, na. ' -

Wypadek wige g_- wyiey otrzymany ‘méglby e«

szeze oznaczad nicdostateczno$d téy formuly do otrzy-
mania summy wyrzzéw, wtym szczegblnym przy-
padku. JakéZ, poniewaZ postep skiada si¢ z wyra-
26w wszystkich réwnych pomigdzy sobq, wiec nie
iest postgpem bardmey geometrycznym niz arytmety-
cznym, a tem sainém szukalqc summy pewnéy liczby
a(q* ———.z,uzy-

q=1

wyrazéw, nie mo#na ani formuty S=

waé ani formuly S—M z ktérych ostatnia

iest dla postepu arytmetycznego.
199. O postepach mcs’conczonych gcometry-
cznych. :

Niech bedzie postep malelqcy s asbieidienfs ..
zloﬂony z liczby meoznaczoney wyrazéw. Uwazch

a=aq"”

formuh; Sf._ ST

wyrazéw, ta ofe bydz tak wyrafona

,ktéra daie summe liczby n |

a _ aq®
l=q o Ye=q ;
A poniewa? postgp iest maleigey, zatém q iest ulom-~

Se=
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be n. . , 2 P 3 ! F
kiem, i tém samém q bedzie takze ulomkiem, ktory
tym mniéyszy bgdzle, im n stanie si¢ wigksza liczba,
to iest: im wigcey Wezmlemy wyvamw postgpu: tym

..__._.Xq stanie sne mmeyszq hczba‘, i tém samém
1—q !

tym wigedy summa czgstkowa tych Wyrazow, zblizy

si¢ do réwnoscl % pierwszy czgbeia S: to iest, do1

¥ : _q i
Nakomec wziawszy na wafnodé dla n liczbe wies
kszg od WSzelkxéy naznaczonéy, uczyniwszy n=—=oo;

ilosé 1 , Xq bedzie mnieysza od w’sz.elk:ey lmzby

dandy, czyli s'tanie si(; réwna 0, a wyraienie

1——Q
oznaczaé bedzie waZno$é cal‘ego szeregu,

Skad wniesiemy, ze dla summy wyrazdw po-
stepu nieskoriczenic maleigcego, iest
S=_2

l—q

wyrazenie

Jest to, wladciwie méwiac, granica, do ktéréy
dafa bez przestanku wszystkie summy czastkowe,

ktére otrzymmemy, biorac coraz wickszg licabe wy-
Tazéw.

a '
Réinica pomigdzy temi summami, s

_ R .
Ze staé sig tak mata jak chcemy, lecz nie stanie sig.

zupetnie ‘zerem,. chyba wtenczas, kiedy wezmiemy
nieskonczong liczhg ‘wyrazéw.,

mQo~
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Zastdsowartie. Niech bedzie postep maleiacy nie_'
Yok adie] o i
skoriczony 1:§'g:ﬁiﬁ: ..... Summa iego wyra-
a_ 3. ks 3 '
l—qg~ 1=} g

Btad popelniony, biorge to wyrazenie za waznosé
summy 7 plerwsaych wymzow, oznaczony byc mo-

1—-f1qn ! (5) '

1 tak, gdy n bedzie réwne 5; otrzymamy

L SO
,'é'(?_)"‘z. 347 162

Gdy n=06, otrzymamy

3 1 b_; 1 1 i 1

2 (s) 162 3 T 4%6

Stad widzimy, Ze blgd popelniony, gdy weZmie-
3 N,

my 5 za summg pewnéy liczby wyrazéw, tém bedzie

26w iest S==

Ze Przez’

xﬁniéyszy’, im liczba wyrazéw bedzie wigksza.
- IS s o Al e |

. . - -

Wetmy ieszeze postep lig 7+ 5 -
J Postgp 1:3°7 "8

a 1
otrzymamy S = 1—-'-q= 1_‘%;2,

Wyraﬁ;enie S=1— = — moze byé wprost otrzyma-

ne’ zpostgpu-—-a bie: d Ty
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. 'Wetmyréwnania b=aq, c=bq, d==cq, e==dq..,
ktérych liczbaiest nieskonczona, i dodaymy ich stre-
ny odpowiadaigce: olrzymamy

bt-ctd=te~t.... = (a=+b~+c-+d+....) q.

‘PoniewaZ pierwsza strona, iest to szereg dany
gmniéyszany Wwyrazem pierwszyms; wige wychodzi na
S—a; druga strona réwna si¢ wyktadnikowi ¢ roz-
mnofonemu przez catkowity szereg, aie ten suereg
niema ostatiiego wyrazu, czyli poniewaZ ten ostatni
wyraz iest zerem, zatém wyrazeniem drugiéy strony

' h : a
bgdzie Sq,. przeto S==a=¢S5, slkqld Fp— T—g

a

Jako? roiwinqwszy i—q przez dzielenie na szereg,

otrzymamy na wypadek, a=~ag-+aq* - ag® ...
ktéty iest widocznie szeregiem danym, gdy tylke Za-
miast ag, aq®,... wstawimy waznoSci b, ¢, d
Jesacze inaczdy. Niech bedzie postgp
i “-aiaqraq®tag®:.... ;
Uczynmy S=a+aq+aq’-{-aq3+‘aq4+qq5+..,
rozmnoZywszy obie strony przez q’! otrzymamy
qS:aq+dq“+aQ” aqt--aq® .. '
Odiawszy strony odpowiadaiqce tych dwéch ré-
' Wnal’;, otrzj'mamy Se==qS=a, astad S= L_’_q .
200. Gdy szereg iest rosnacy ;'wyraiepie S =-1--i—a" |

“hie moZe iuz by¢ uwadane za granieg summn czqst-
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Fkowych; bo poniewaZ summa pewnéy licuby wyra-

n

5 . a af . :
26w iest (pstg:_ 197.) §= I—=q 1 i drusa
czg§é T—q powickszaé sig bedzie liczebnie w miaré.

powickszania sig liczby n; to iest: im wigcdy we-
Zmiemy wyrazéw, tym wiecéy summa tych wyrazéw

s6inié sfg bodie liczebnie od T

: : . a
‘W tym razie; formuta S= I iest tylko wy-

rafeniem algiebraiczném, ktérego rozwinigcie daie
_szereg a-taqta@ +aq’ ...

Ale tu, zachodzi okolicznosé, na pierwszy rzut

a
oka bardzo osobliwa, poniewaZz utomek i—g two=

rzy szereg, O ktérym méwimy, wige powinno byé

S 2 5.
1i_q._1:x.+aq—[---asq —+aqQ” + e

Lecz tu uczyniwszy a=1,q==2; otrzymamy -

1 _ ' :
T=93., czyli —1=1+ 2+4'+8_+16.+32+-...,

réwnanie, ktérego pierwsza strona iest odieinna, dru-
“ga iest dodatna, i tym wicksza, im q iest wigkszg
liczba. . :

Aby wyttémaczy¢ ten wypadek, uwaaymy, e ie-
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a” : _ _
zeli w réwnaniu !iE:a + aq=taq®= ..., zatrzy-
mamy sig na pewnym wyrazie szeregu, nabwezas,
aby réwnosé¢ pozostata potrzeba, dogelnic ilorazu. Tak.
naprzyktad, zatrzymuige sig na cawartym wyrazie, aq®,.

a|l—q
Is2a ressta + aq 5
288 ... . aq‘" a-+aq--aq +ﬂfl +
Jcia, ., . .= aq ;
4ta , . .. .+ aq* _
Potrzeba do ilorazu otrzymanego dodad wyraZenie
n

ulomkowe'—"*“é" zatém otfzymamy istotnie

4

I

a Caq®

1':(2—"0+aq-:-afl -l-aq e ol 3

—q

- Jezeli teraz w tém dokladném réwnaniu, uczyni-
my, a=1, ¢=2, otrzymamy

| - 16 i il o)
= 2 B —r =1 24816,

réwnanie ktére widoeznie samo przes sig sprawdza sig.
W ogélnodei; gdy wyragenie zaw:eml.;(.e a, kto-
re oznaczymy przez f(ax), a wymoéwimy jurzhc)a w8,
iest rozwinigte na sz.ereg w postaci
a+ bx--cax® 4 da’ ..., nadwczas tylko wtenczas
mamy f (o)=a ¥ ba + cx* + doc® 4......, gdy za-
trzymuige si¢ na. pewnym wyrazie szeregu, dopeini-
my go pewném wyraieniem zawieraigeéin: oc.
Gdy w zastésowaniach sze&egoin}ch suereg be-
dzie male:acy, nadwezas wyrazenie dopetniaijce sze-
“regu moze bydi uwaiane za tak mate, iak tylké ze-
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cheemy, a to gdy przyzwmme przedtuiymy ' szereg.
Lecn rzecs Si¢-ma pu,ccxwme gdy szereg iest rosna-
¢y, bo 'w tym razie nie mozna zamedbywac owego
dopel’mm.lcego dodatkp. Dla ta,g;o to szeregi rosna-
ce nie moga stuzyé do wyznacienia praybliZonych
wadnodci-liczb. Dla tego to takze Algiebraifci zo-
wia szeregami schod acemt s:e(convergenteb) te, kto-
ry ch . wyrazy maiuq, a rozchodzacemi sig (dwer—
gentee) te, lcror}ch wyrazy rosna. WV pleI‘WS&}C}]
mn wigcey wez.rmem} wyrazéw; tym bardzidy i_ch
suimma z.bhfy si¢ liezebnie do wyrazenia, ktérego
rozwinieciem iest szereg; gdy przeciwnie w drugich,
im wigeey wemmemy wyrazow, tym bardzi¢y suma
ma ich réini¢ si¢ bedzie od waZnosci liczebrdy wy..
razenia rozwinietego na szereg.

201, Uwaga. Lakonc;ymy wyklad zasad po-
stepéw nieskoticzonych, nastgpuiacém postrzezeniem.
Wy padaz dFﬁnrcyL pustepéw geometrycznych (usu;p
195), Ze moZna ie uwazac za szeregi zwrotne pier-
wszego rzedu, ktéryeh wykladnikiem awrotn, iest

wyktadnik postepu. To zblizenie daie poznaé po-
engtek posiepow przediuZonych do nrieskonczonosci.
Winny one swoy poczatek , réwnie iak szeregi zwro-
tne rozwinigciu utomka algiebraicznego na szereg.
Podalismy sposoby (ustep 198, 199.) znaleziénia tego
utomku tworzacego, dla postepéw w szczegdlnosci,
W obszernie) szym wyktadsie, algebry podaia si¢ spo-
soby, rozwigzania tego zagaduienia dla WS&}SLklch sze-
regéw zwrotnych.

202, Uwazanie pigciu ilosci a, g, Z, n, S, wcho- -

71 - I. ZQ—
q—1

otrzymane, pod ustep 2961 197, podale dzxesu;c szCze~

dzacych w dwie  formuly I = ag
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gélnych zagadniefi, ktérych wystowienie ‘réini sig
od wysl’owienia odpowiadaiacych zagadnien w poste-
pach arytmetyeznych (ustgp 192.) tylko w-tém, se
zamiast gloski r iest poloZona gloska ¢. Lecz my
zatofymy sobie, tak iak w postgpach arytmetycanych
tylko wyznaczenie iloSei ¢i S maiac @, I, n. Pierwa

wsza formula daie ¢"~*=—,
' _ a

7w X
—

skad ‘q= %; wstawiwszy te waznoéé w for-

'muh; drugy, otrzymalibySmy wainoéé dla S.

o= I

. . . ‘j’- - "
WyraZenie g= =% prowadzi do rozwiazania

nastepuiacego zagadnienia; Wiracid pomigdzy dwie
dane liczby a i b, liczbg m $rednich proporcyonals
nych, kidreby tworzyly z liczbami a i b uwaZa-
nemi za skrayne, postgp geometryczny.

Do tego .dosyé bedzie poznaé wyktadnik - postepu,
a fe liczba .wyrazow wtrgeié si¢ maigcych iest m,
wigc catkowita liczba: wyrazéw iest m—-2: mamy
oprécz tego l=Db, a zatem waznus¢ dla ¢ zamieni
mgI ) !
si¢ na q= V_I_’_, to iest: aby otrzymad wykladnik
. v a ] % : " .
postepu potrzeba, podzicli¢ liczbe dang b przez a,
z tego ilorazu wyciagnac picrwiastek stopnia r0-
wnego liczbie wyrazow wirqcic sig maigcych, po-
wigkszoney iednoSciq. Otrzymamy wige postep

I

- whT R N .
, 1/ Vb’ Vb’ .
ataly — — — S ivesy Do
s P AP als - -
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I tak niechby trzeba byto wtracié szesd¢ srednich
proporcyonalnych pomigdzy liczby 3 i 334.

7

Mamy m==6, skad g= 3:4 V128 =2

‘1 otrzymamy postep
22326212 * % ¢ 48'96'192'384

‘Wkrétce podamy sposoby dogodmeysze W 235t080Wam
niach liczebnych, do oznaczenia hczby wyrazonéy
Ml T o

IrZez ¢ = b
I Q e

Nie bedziemy sie zatrzymywaé nad dowodzeniem
téy prawdy, Ze gdy pomigdzy wszystkie wyrazy na-
slgpnic po dwabrane posigpu geomelrycznego, wira-
amy t¢ samaq liczbg Srednich pr0porcyonaln.ych
wszystkie posrcpy tak o::rzymanc stanowic beda ie-
den tylko postep. Dowodzenie iest zupeime podo-
bne iak b}io pod (ustep 193).

203, Z dziesigeiu gtéwnych zagadnien, ktére mo-

#na uczyni¢ w postepach, cziery Iatwe do rozwigza-
nia, 54 nastgpuigces

lwsze, Maigc dane a, q, n, znalesd 1 i S?
I=ag*~% S-—Iq_a
2re. maigc dane g, n, I, gnaledd. qisS?

m-: m—x 1o X
b oo Vz"-‘fl/a
q= "a'_;l- T Mom X
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‘Soie, Maiﬁc q, L, n, znalezé ai S?
e M)

ST SR k)

gte.  Maige g, 7, S, znale’d a il

S(Q-"l); Sq*~g=1)
o Sl iy SO

a—

Dwa iune zagadmenia zaleza od rozwigzania rd-
wnan ‘stopnia wyZszego nad- dl'ugl “takiemi sg te za-
gadmuud w ktérych *mewwdomem:. ilo$ciami. 53 a, q;
albo 1 1 q.

Jak6i,2 formu}y dr ugley wyprowadmmy a==lq —Sq+S
te  waznosc wstawms:r'y zamiast @ w formulg pier-
wsza L= aq""*; otrzymamy I.....(lq—-ScH-S)q"'—‘

czyli (S—1) q"—8q"~ *+1=0,
réwnanie to iest stopnia 7, ktérego nie - nauczyliémy
sie ieszcze rozwigzad. -

Podobme?by byi’o, gdybysmy ch(:leh oznaczyc
liq: albowiem otrzymalibysmy réwnanie .
aq® -—Sq+S-—-a.....0.

204. Nakoniec, cztery inne zagadnienia prowa-
dza do rozwiazania, szczegdlnieyszéy natury réwnan,
takiemi $3 zagadnienia, w.ktérych n iest niewiadomg,
tak, iak iedna z cazterech innych ilodci.

Formula druga latwo daie waznosé dla ledney
z ilosci a, q, 1, S; funkcgz trzech innych, a zatém
“ wszystko teraz przywodm si¢ do wyznaczenia n, za
pomoca formu&y l'—aq" %

lq
To 728 réwnanie zamieni si¢ na Q"= i ma

ksztatt rﬁwnama a"—'b w ktérém aibd s3 1103(:1
; g wiadome.
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wiadome. Tego gatunku réwnania zowia sie réwna-
piami wykladniczerni (exponentielles), dla rozréinie-
pia ich od réwnan dotad uwaZanych, w ktérych nie-
wisdoma zawsze byfa podniesiona do potegi oznaczo-
néy, przez liczby wiadome.

la)rmemy sig wige rozwigzaniem tych réwnai,

2 ktéremi ma zwiazek 1ednd z naywazniéyszych teoryy,
to iest teorya Logalytmow

§ 1. Teorya ilo$ci wyktadniczych i Logarytmdw.
205. Rozwiazaniz réwnania a_=—b. !
To zadanie polega na tém, aieby znaleZé wykta-

dnik potegi, do ktéréy potrzeba podnies¢ dang licz-
be a, aby otrzymac liczbg¢ dang b.

UWazmy naprzod szczegllne przypadk:, iakoto:
rozwiazaé réwpanie 2¥== 64, Liczb¢ 2 podnoszac
do rozmaitych poteg, przekonamy sig, Ze 2°= 64.
Wiee =0 zadosy¢ czyni zadaniu.

Wetmy iészcze réwnanie 3% = 243,
Otrzymamy na rozwigzanie a==5.

Wogolnosm skoro druga strona b, bﬂdme zupet-
na potc«u liczby a, naéwezas a bgdme hczbq catko-
wita, ktéra otrzymamy podnoszqc a, do poteg nastes
puncych 0, L, 2, 8.

Bozw1q§my teraz 2"’::6 Czynige o= 2, i =3,
otrzymamy 27=d,2°=8, skad w1dmmy, ie waznosé
dla oc dest zawarta po mlgdzy 2013

Uczytimy zatém acz= 2 -l—; S ('a:’ iest>1),

waznoc¢ te wstawiwszy w dane réwnanie, otrzymamy

24



