332 ALGIEBRA

§ V. Sposdb spdlezynnikdw niewyznaczonych.
Wiadomosct o szeregach zwrotnych.
| (Séries récurrentes).

183. Algiebraiéci wynalezli inny sposéb ‘rozwi-
iania wyraZen algiebraicznych na szeregi, ktéry iest
proscidyszy od tych, o ktérych méwilismy powyZdy,
a ktéry oprocz tego iest dogodnieyszy w tym. wagle-
dzie, Ze moZe byc¢ zastosowany do wyrazen algic-
braicznych iakichkolwiek.

Aby tego sposobu daé wyobrafenie, zaléfmy so-

bi ina¢ w rafenje—2 a szecer'v. ktéryh
bie rozwingé wy . n eg, ktéryby

byt utozony podiug poteg rnanéych a.  Widoczng
iest rzecza, Ze to rozwinigcie moie by¢ wykonane, -

- ' . a ) L] - 2 - ]
-albowiem ——— zamieni si¢ na a{a'-b'xc)™", 1 7a-
a-=bac =~ = . :
stosowawszy formufg dwumianu otrzymalibyémy
szereg wyrazéw wedlug rosnacych poteg dla a.

_-—*’H-B:r'—l-Ccr: ?Dar® f-Bac* -:--I*o: (1),
a'4=b'ax

A, B, C.. sa to spélezynoiki, w funkeyi @, o, V),
memieaqce od a, ktére mamy wyznacayé, a Ltor
dla tey przyezyny zowig sig spolezynnikami nic-
. w'runaczom,ml (nazwisko to iest niewtasciwe, 2 przy-
ceyny znaczenis, iakie pz‘zyw1gm:am\, do wyrazu nic.
wyznaczony: lecz naruszaé’ nie bgdziemy zwyczaiu),
Aby wyznaczyé takowe spél‘czynuiki, mnozmy obie
*strony réwnania(l) preez a--}-b:x uporzadkoymy wys
1a/y podiug gloski a, i pmememnj« WYLss aj v ypadnie

’
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_ (Ad' +Bao/|ac-Ca'lac? 4Da'lac® +Ea' | b, (2).
l=—a--Al'| ~=Bl| =-ClU| =DV’

Uwafaymy teraz, fe gdy waznoéci dla A,B,C,D...
beda wyznaczone, réwnanie (1) sprowadzi sig, bio-.

rge jakgkolwick wainosé dla ‘ac: podobnie bedaie
% rownamcm (2).

Afe czynige cc:':.O, mamy 0==Aad'—a, skad A::if
a
~wige réwnanie (2) zamieni si¢ na
__§  Bd | .x+Cd |'a*+Dd | x'....,
O U AAY | BY | 4O
czyli, po&zieiiWszy przez x, na _
o) Bd 4-Ca’ | @ +4Da’ | a®~=...(2).
=3 <FAY -1-]3?;’r —+(Cb’ .

Réwname to powinno sig sprawdzm, gcly lakakol-
wick waznos¢ nadamy dla o, uczynmy wiec =0
skad | . Bd 4 AV =0,
f Ll
B=——, czyl’i 1
a

4 ab’
Bt gt 2,
a a a

i teraz réwnanie (3) przeydzie na
il Ca'4-Da’ | x++Ead

L 9= +By4-CY | 4DV
Uczyniwszy znowu x=0; wypadnie Ca'4-Bb'=0,

L TR

!

skad g i n G B_b;czyli
_ ¥
fab’ v __ ab”*

C=m—s _X—;,:-— )
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Podobniez otrzymalib')-'é'my Da~4-'Cb'=0,
skqd y ::.....Eig_’. CZ}'Ii
: ‘ a
12 ) /8
D= ab!ﬁ X_'Ii!—-'_—ab;4;
a a a

i tak mastepnie.
- FTatwo teraz spostrzeds, Ze wszelki spélezynnik
tworzy si¢ ze spélczynnika poprzedzaigcego, mnozac
. . ;

: b : &
go przez ——, a zatém bedziemy mleh,

I 2 ! "
a _a_ab . ab’ 58l 3+“_if e,
af+b.‘x'—af arz aﬂ. 4 14 .

184, Zastanowiwszy si¢ nad rozumowaniem po-
przedzaigeém widzimy, Ze giéwne prawidio sposobu
spolczyumkéw niewyznaczonych polega na tém, Ze
iezell :ownanzc postaci

. 0 =M-=Na-}-Pa? -I-Q:r + .

(w ktérym spétezynniki: M,"N P... nie sa zaleine
od w,) ma sig sprawdzid, nadamc mkako!w:ek
wazno$é¢ dla ac, potrzeba; a%eb;y‘ Lazdy‘ oddziélnic
ze. spdlezynnikdw rdwnat sig 0.

JakoZ poniewaZ te spétezynniki sq nie zalezne od
a, wige biorge aa=0; otrzymamy M=—=0, aréwna-
nie zamieni sie, podzieliwszy przez ac, na

0=N--Pax 4 Qc” #..:,

W tém nowém. réwnaniu uczyniwszy a=0;
otrzymamy N=0, réwnanie za$ podzieliwszy przez
oc zamieni sig na 0=P +Qx+....

i tak nastepnie. '
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Mamy wige
Mi=0, N==0, P20, Q== O..,

tym sposobem onay:namy tyle réwnun, ile sig zuay=-
duie spotczynoikéw A, B, C, D.... do wyznaczenia.

Prawidio to moma 1eszcze wysfow:c nastepuia=
cym sposobem:

Jezeli rownanie postaci
a—{—,bx-i-cac e doc® F=xc...i—=a -I—boc-[—c’a:z—]-
ma sip sprawdzic, nadaiqc takakolwiek waznosd dla
X; naowczas wyrazy, maiace ilo$é¢ x wdwdch stro-
nach réwnama z ta samq potega, sa sobic rdwne,
albowiem pwemosl‘szy Wbaystkm nA ledn(; strong;
otrzymamy réwnanie w postaci

0=M +N:r-|—Px orebes it i
skad wniesiemy Ze - ;
a'—a=o, b'—b=o0, ¢/—c=0....,
a tém samém =g, bV=b c=0o d==d.

Riwnaniem identyczném (identique), nazywa
sie¢ wszelkie réwnanie, ktérego wyrazy sa uporzgd-
kowane podiug pewnéy- gloski, i ktére powinno si¢
sprawdmc, gdy 1ak1ekolyv1ek waznosci nadam} dla
téyze g#oskl, ma zas to nazwisko dla rozréznienia
go od rownan zwyczaynych, ktére moga by¢ spraw=
dzone, tylko pewng liczbg waznosci nadawanych
iloéci niewiadoméy.

185. Sposéb spdlezynnikdw mewyznaczonych
Wymaga'ieszc:?e aby byfa przewidziana posta¢ rou-
winigcia pod{ug wyktadnikow gl‘oskl a.  Pospolicie
przypuszcza sig, e wyrazy rozwinigeia nastgpuig po
sobie wediug koieylne rosngeych poteg ilosci ar, po-
czynaige od-ac®, lecz niekiedy zmienia sig ta postac,
a ciag d'ziafania daie to poznad.
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Niechby np: trzeba byto rozwinaé wyraZeni
1
Uczynmy
' ;;L&—"A+Bw+0m -}—Dac -+
znidstszy. mianownil i uporzqdkowawszy, bgdzic
0=—143Ax+3B |a®43C|a® 43D .x:“-l-
A —B| . —C
a zatém (ustep 184) = '
~ —1=0, 3A=0, 3B—A=0....

réwnanie plerwsze ~1==0 iest fal’sz} we, i oznacza,
Ze posta¢ powyZsza szeregu nie iest v&asmwa dla

wyraiema'—“ e lecz 1e26h naplszemy ie tak:

3

E' =

NP »
=E(A+Bx+Cx." ~+Da® }-....), _‘

i uczynimy

1
x X e
otrzymamy po skréceniu,

e {3A'+3B o= 3C

x®*=4=3D |2 f-....
—1—A| —B :

——C

a zatém
3A-—I=0 SB_A—O 30—"'13 Olll "y
a nastqpme

TR 1 1
=3 B=g C—"z?’ D=gq

i prze-
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1 przeto -
1 1

St ( +”“+27“’+ @)
czyli -
' 1 -= 1 £

:E;ac —x -i-w—ac-l--—-a, +... )
to iest: 'szereg zawiera leden wyraz z wykladnikiem.
qd*emn)m

186. Dowodzeme far muly dwumiany, za Po-
poca SPUZC_.ynmkow niewyznaczonych.

Uwazaymy napr:zod, ze (ax=~a)” wmofe, byé
a\n Lar=
w ten spospb wyraZone a:”'( I+Z‘) . “czyli

a. .
(1 =4=y)", cayniac y=3i1 0 zatém, dosy¢ bedzie

rozwina¢ (1-y )", gdy m bedazie iaquoiwick li-
czba.
To zatozywszy, niech m bedzie liczba dodatng

E—, (g moZe byé.':l A k'td.rym to przyibadku wys=
kladmk bodme liczba ca?kowltq)

Uczytmy
.(1+y)?=1+Ay+Byz+Cy’+Dy"'+....(l),

takq postaé nadaige szeregowi dla tego, Ze sig spraw..,
dza to réwnanie biorge y=0.

Aby wyznaczyé spéteaynniki A, B, C, D
wstawmy w réwnanie (1) z,_zammst y_ otrzymamy

ad
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e

(142)7 =1-4=Az4-Bz? 4 Cz’ Dz +.... (2)

A, B, C,,.. widocznié maia tu te same wazno~
Set, pamewai sq nienalefne od wsmlk:éy waznosci y,

Odigwszy te dwa rownanla, iedno od drugiego,
otrzymamy

B, iatp
(14y)? —(1+2)? =A(y—2)+B(y"—2*)
+C(y* -—z“)+D(3 —-z‘*+ (3).

Uczynmy na chwile (l—l-y)*""u,(l—i- 2) 9‘“'—9 skad
wypada I-gy=mnf, 14z==¢% a zatém y=——z==n’-—y’;
réwnanie za$ (3) zamieni sig na :

= P=A(y=2)4-B(y *—z")+C(y —2z° )4-....(4),
czyli dzielac pierwsza strong przez n’—v7; zas dru-
ga strong przez y—z ktére si¢ réwna u’~—v% na

A (y=—2) 4By —2) 4 Oy —s) - .. .

el ' . Y=z

Aze podiug twierdzenia (ustgp 31), uP~—g¢? iest po-
dzielne przez u-——v, i daie na iloraz

u +vu +v A T B .
podobnie Bty podzielne przez u—v, i daie

~1 -2t g3 -1
uql-{-mq -+ aq +...+vq .

Oprﬁcz tegf) “}'"—z, lyz_'zg* D"B‘—Za L R T T T T
podzielone przes y~—z daig ilorazy '

L y4z y —yz-da®; y‘+yz”+jf”z+z‘. cthtme s
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a zatém réwnanie (4) zamieni si¢ na -

p— +Vup_hz+" up-a.n-3+ +vp—-—1—
:15"‘“‘+vu.'f"“ Fotul =" A-+Bly +z)
+C(r*Fyatz’ )+D(y Ay z =y a2’ )4

Uczyfimy teraz, wtém ostatniém réwnaniu y__z,-

skad wypadnie ==y, » powodu réwnaﬁ (l+y)q'=u',

X ylP=t
(1 +z)g =% pxerwsza strona: zd:mam mg na.l-

. q. u
3 , p up Y g : L. :
vigl_be o pEs Gdy ' ‘teraz “wamiast u’, wstawi-

g=- 5

my wainodé ( 14y ) ezyli...,

luje Ay sBy® 4 Cy® a0,
a vamiast uw’ wainosé l-f-y; pierwsza strona rd.
whnania zamieni si¢ iesacze na‘?-:-‘l.-1._""{13’-I~ Byi—hcya“'

5 q 1-]--‘-}4- : )
oprécz tego druga strona zamieni si¢ na '
- A+2By-3Cy* 44Dy i i g

mamy wiec nowe réwnabie

p 14Ay+By +Cy’+Dyts
q 14y A+2B3’+3Cy‘ ross

Znigstszy mianownik = 1=y, i uskutec:mwszy
ﬂma&ame otrzymamy

»

..'P. % p . P L
ot —t B £ Do 9 i D d:uu*--
QQA“qy'qu""qﬂy

{
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A-+2Bly 4= 3Cly* 4= 4D]y® = 5Bly* 4 ....
- Al =4 2B] 4 3C| 4D
Poréw'nywma'o s uslﬁ 184) dwm strony tego iden-
tycznego ruwnama, to iest wyraz zwyrazem, otrzys
mamy nastepuigce’ 'réwnania,
R
q

¢-)

EA*—QB -A, 2B_A(*-—I)’ wige. B""”“—'—‘—-—'—’ ’

)

5’-13__304.23 30_13( ...2), e e——__—_- ;

<(=2)

30._40-1-30, 4D—C( :-*_,), wige D-—-‘*"'*—'-“——'
““Prawwo formowania’ spéiczynmkow 1ednyc}1 za po~
mocy, ~drugich "iést oczywiste. Niech bedzie spét-

w)nnlk N, ktéry ma przed soba spol‘czylmlkéw n,
zag M, spoiczynmk pierwszy przed N: bedzie

‘ E—-—-n—*—l)
P M:"nN-I-(n——l)M' skad N=-2
q

TL

Fatwo .sie, przekonad, e poprzedza:qce dowodze-~
nie mofe byc zastosowane do przypadku, w ktérym’
g=1], to iest: gdy® bedzie wyktadnik catkowity.

Co do przypadku w ktérym m réwna sig liczbie
ulomkowéy - odiemndy — £.; postapilibyémy tym sa-
"4
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mym sposobem " iak poprzedniczo, lecz otrzymamy
yéwnanie odpowiadaigee rownaniu (4), to iest: na-
stepuigee. +

g Ty D==A(y—2)+B(y*—2" )40y "—2" )+

postrzezemy Ze

—pP r 1 1 . VP—IIP u,p-—ﬁp
u v —_— T T — = y !
uP VP - I.LP VP u[’vl’

q

azatém dzielac pierwszy strong¢ przez Bt g .

a drogy przez y—z, ktére iestréwne uq-_-—vg; otrzy-
mamy _ .
1 uf—"_ Ar—2)+B(y =z )t

— H
PP g . .4 Y —2z

uyv ue—y
czyli, zniostszy czynniki =y, i y=—2z,

7—1 =) i .
o b ol - |

= Pz” el __2+ +vp_1=A+B(y+z)s+...
PR I, S RESP W, S

uczyniwszy _poitlifa'n, y:}:.‘ éka‘d' u=yp; otrzymamy,

— P = BT — A 2By 30 e
uzppuq ? uq : _

resata dziatania iest podobna iak w poprzedzaigcym

przypadkd. O szeregach zwrotmych.

187, Rozwinigcie utomk 6w a]giebraic.:znych sp_ét'mif:r-
nych 2a pomoca spétczynnikow. niewyznagzonych,
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dale poeratek tak awanym szeregom zwrotnym,

Widzielismy iuZ (pod uste: 183) ze ulomek -
a

moZna rozwinadé na szereg

a ab’ + b’“ o b”
.—._ teaey
a q*

W tym szeregu tworzy si’g kaZdy wyras z poprzedza.

bF
i3cego, mnoZac: go przez ==

Wiasnosé ta nie iest szezegélna, aby miata stufyg
tylko utomkowi danemu, stuzy ona takie \Wszy~
stkim utomkom elgiebraicznym spéimiernym, i zasa-
dza sig na tém, Ze wszelki ufomek spdlmierny za-
wicraiacy x, moie byd zamieniony na szereg wy-
razéw, z kidrych kazdy réwna sig summie algiebra«
wczndy kilku wyrazéw poprzedaaiacych, mnozonych
wzglednie przez pewne iloSci, ‘kidre sq stale i te
same, w caley mzciaﬂo‘;oéciszeregu. Z.biér ilosei sta«
tych przez kire polrzeba mnozy¢ pewngliczbe wy-
razé6w poprzedaaiyeych, aby otrzymad nastgpny, nas
‘gywad bedziemy wyhladmkxe‘m zwrotu, (échelle de
relation) bo ta iloéé¢ tu jest tém samém, czém iest

wyktadoik w postgpach arytmetycm}ch 1 geome-
trycznych.

YV szeregn po_przedzaiqcym wyktadnikiem zwros
!

i 1e§t —%) eszf;rcg nazywa sig gwrolmym pier
wszego rzedu.

. Daymy nato, fo mamy rozwingé na szereg wys
raienie
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a-}ba-dca*
d-bxtcat+da
a~=bax~cx®
a' —=b'xc4-c' oc "= d'ac’? ==A - B Cc*
~=Dac® ...

znoszac mianowniki i przeniostszy wyrazy na iedng
strong¢, otrzymamy

Ad4-Ba' | x4 Ca'|xc* 4 Da'|a® 4=Ea'lact 4= ..
—a~Ab| ~+Bb| <CV| 4DV

Uczynmy

°=y — b| 4Ac| +Bc| +C
—c | ‘=Ad| —+Bd|
skad
) S a
Ad —a=0, A=
> a

' r. : ; .br 1 -—ab’-l-bd"
Ba+AY—b=0,B= —pA4g b=—""_n
’ g

b 1
Cﬂ’+Bbf+AG’-"!C'=O', C=— B--— .‘A+ ;C;
ab"’—--'ba_’b’-—-aac-iuc:x of

czyli C= 2° ’

! !, d’
Da+Cb’+Bc +Ad"—'0 D=—=C— 7 B— 74,

b d d
Ea' +Db'+Cc +Bd"""0 E-—-—!' 7 D— rc-—“ rB

Wldznny teraz, je trey plérwsze spolczynmkl otrz}-
muig si¢ bez fadnego  prawa, lecz poczynaige od
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czwartego, ten i kazdy nastepny tworzy sie 2z summy
trzech spétezynnikdw tych, kidre go poprzedzaia, roz.
. ‘ S [ (TN 4 d
mnoZonych -wzglednie Prégsr— ) o it

!

dest: przea e apélczynr_nik, ktéry go bezpoéreduio
¢ : :

poprzedza; przez — 7 spétczynnik, k-té_rj' go poprzedza

. d : ki
dwoma; przez 3 ktéry go poprzedza trzema miey-

scami. A tak iuZ spé'l'czynniki A, B, C, D..., two-
rza pomigdzy soba szereg zwrotny kidrego wykla-
dnik zwrotw icst -
bf = cr d;"

Z tego prawa tworzenia spéiczynnikéw wypada,

Ze cuwarty wyraz szeregu, Da:®, réwna sig
AN R
i e v i
/ ¢ } ‘

[ w o

czyh. o7 2. Cx —cr Bsc——a-a—; A

Otrzymamy podobnie? dla wyrazu BEac*, wasnoéé
__.!3:. Dac“'—fi- Copt e ...’;._]_;,mls

aaf at - aa‘ v 3

’ E T - i’

czyli ——ar:c.f)m’—;cc’.- C.:;’*—E; a®, Baj -

1 tak nastgpnie.
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A zatém kaidy wyraz sseregu zadanego, pocza-
wszy od czwartego, rowna si¢ summie trzech wyra-
20W poprz.ed_zau;cych, rozmnozonych wzglednie przez

bf C’ 1 ,
— sc,—-—;ac”,-—im’ &
a a a

Co do trzech pierwszych wyrazéw, A-+Ba-+-Ca?,
te otrzymamy, kfadac zamiast A, B, C ich wainoici
wyzéy otrzymane. .

188. Szeregi zwrotne dzielg si¢ na réine rz¢dy, a
rzedy uwazaig si¢ podfug liczby wyrazéw potrzebnych
do utworzenia iakiegokolwiek “wyrazu.

- [’ - =
1 tak, wyrazenie a;:i_T‘?dgxe szereg zwrotny pier=

fos : v
wszego rzedu, ktérego wykladnik z wrotu fest — =7 ac.

Ten ézereg wychodzi na postgp geometryczny, a ie~
go wykladnik zwrotu iest wyktadnikiem postgpu ge-

. G aEginuee _a
ometrycznego ktérego pierwszy wyraz ==

(0 postgpach w nastgpuigeym r'ozdzié'l'e).

g -fybe daie szereg zwrolny

Wyrazenie — - —
a==baxd=cx” . .

drugiego rzedu, ktérego wykladnik zwrota iest
v &
e ;}“' m‘, — E’— w") .

Szereg otrzymany w ustgpie poprzedzaijeym iest
rzgdu trzeciego.
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A= b X = o™
&bt ¢ K
daie szereg zwrotny ngorzedu, ktérego wykladnik

‘W ogéluosci, wyrafenie

: ’ / /
zwrdtu iest 4 ¢ E xn

— ;“&U,'—-"Tw.u..-."" !

a a

Uwaga Zakladamy tu, Ze stopief iloSci ac fest
mniéyszy w liczniku a niZeli w mianowniku. :

Gdyby bylo 1naczéy, potrzebaby zZaraz W poczat-
ku odby¢ dzielenie, porzadkuiac wyrazy podlug wy-
kfadnikéw- rosnacych dla a, z tego dzielenia otrzyma.
hhysmy pewny iloraz catkowity, pod waglgdem na g,
wigcéy utomkiem, ktérego licznik iest stopnia nisze-
go nig mianownik.

Niech bedzie np. wyrafenie
 l—x—3ac® e dac® ot
2—bac==3x? —ac?
Wykonawszy dz:eleme, otrzymamy iloraz —ac—7,
) 15—34c 413>
e S §ac® —ac®

ktérg teraz moglibysmy rozwinaé na szereg zwrotny.




