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§ V. Sposób spólczynników niewyznaczonych.
Wiadomości o szeregach zwrotnych.

(Sóries recurrentes).

183. Algiebraiści wynaleźli inny sposób rozwi-
jania wyrażeń algiebraicznych na szeregi, który iest
prościćyszy od tych, o których mówiliśmy powyźey,
a który oprócz tego iest dogodnieyszy w tym. wzglę-
dzie, że może być z&stosowany-do wyrażeń algie .̂
braicznych jakichkolwiek. ' .

Aby tego sposobu dać wyobrażenie, załóżmy so-

bie rozwinąć wyrażenie— —; na szereg, któryby
a-Ą-bsc

był ułożony podług potęg rosnących oc. Widoczna
iest rzeczą, ze to rozwinięcie może być wykonane,

albowiem.-^- zamieni się na a(a'-\-b'xy~x
i i za-

. a-\-b'oc '
stosowawszy łorraułę dwumianu otrzymalibyśmy
szereg wyrazów według rosnących potęg dla x.

A, B, C... są to spółczynoiki, w fuukcyi a, a\ b',
niezaJeźące. od cc, które mamy wyznaczyć, a które
dla tey przyczyny zowią się spółczynnikami nic-

1 wyznaczoncmi (nazwisko to iest niewłaściwe, z przy-
czyny znaczenia, iakie przywiczuiemy do wyrazu «ie»
wyznaczony: lecz naruszać" nie będziemy zwyczaju),
Aby wyznaczyć takowe spóiczynriiki, nmoźtny obie

•strony równania(l) przez a'-k-b'x; uporAadkoyiny wy%
podług głoski x, i przenieśmy wyra//fl j wypadnie
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io-ł-Ca'
' .+05'

a: 3 +Ea'
-t-DZ/

Uwaźaymy teraz, że gdy ważności dla A,B,C,D...
będą wyznaczone, równanie (i) sprowadzi się, bio-.
rac iakąkolwiek ważność dla cc: podobnie będzie
z równaniem (2).

Aźe czyniąc cc=0, mamy 0=:Aa'—a, skądAin—

równanie (2) zamieni się na
a

Ba' oc+Oa!

czyli, podzieliwszy przez óc, ha

4-AZŻ

Równanie to powinno się sprawdzić, gdy Jakąkol-
wiek ważność nadamy dla a>, uczyńmy więc ac.—Q',
skąd , Ba' + Ab' = 0,
„ Ab' ,. 'B = _., czyh

a! a a
i teraz równanie (3) przejdzie na

'*

Ca'+Pa' cc+Ea' CC

Uczyniwszy zaowii c c = 0 ; wypadnie Ca'H-Bfj'=0,

s k ą d . . . . - • " , . • ' ."-O — "

.',*_: rab'.;/ &'_ab/Ł

Bb' ..
— ; czyli

• a

a a' ,, a
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Podobnież otrzymalibyśmy Dć&-f-'CZ/=:O,

skąd . D S ) — — - , czyli

a'8 a'

i tak następnie. '
Łatwo teraz spostrzedz, ze wszelki spółczynnik

tworzy się ze spółczynnika poprzedzaiąeego, mnoźac

go przez *-—-,. a zatćm będziemy mieli,
a

a a aV ,ah'%

.184. Zastanowiwszy się nad rozumowaniem po-
przedzaiąc^m widzimy, ze główne prawidło sposobu
spółczynnikow nie wyznaczonych polega na tdm, ze
iezeli równanie postaci

( w którym spółczynniki: M, N P . . . nie są zależne
od o?,) ma się sprawdzić, nadaiąc iakąkolwiek
ważność dla ar, potrzeba; aheby każdy oddzielnie
ze.spółczynnikow równał się 0.
'. Jakoż ponieważ te spółczynniki są nie zależne od

cc, więc biorąc cc=O; otrzymamy M = 0, a równa-
nie zamieni się, podzieliwszy przez cc, na

W tem nowem; równaniu uczyniwszy cc=O;
otrzymamy NsSsOf. równanie zaś podzieliwszy przez

oc zamieni się na 0=zP + Q a r + . # . .
i tak następnie^ . •;••
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Mamy więc

M = 0 , ; N = 0 , P = 0 , Q = O . . . , j
tym sposobem otrzymamy tyle równań, ile się znray-
duie spółczynników A, B, C, D. . . . do wyznaczenia.

Prawidło to można ieszeze wysłowić następują-
cym sposobem: ' . ' , . . •

Jeżeli równanie postaci

rna się sprawdzić, tiadaiąc iakąkolwiek ważność dla
x; naówczas wyrazy, niaiące ilość x w dwóch stro-
nach równania z tą sarną potęgą, są sobie rowie,
albowiem przeniósłszy wszystkie .na iednę stronę;
otrzymamy równanie w postaci

0=M + Ncc+Po: 4 -+• ćtc.
skąd wniesiemy że • • . . .

a — a = o, b — &r=o, c '—c±r:0. . . . ,
a tem samem a'z=.a,b'-z=.b, c ^ c , d ' = d

Równaniem identycznem (identique), nazywa
się wszelkie równanie, którego wyrazy są uporząd-
kowane podług pewney głoski, i które powinno się
sprawdzić, gdy iakiekolwiek ważności nadamy dla
tej ze głoski, ma zaś to nazwisko dla rozróżnienia
go od równań zwyczaynych, które mogą być spraw-
dzone, tylko pewną liczbą ważności nadawanych
ilości niewiadomej.

185. Sposób spólcżynników niewyznaczonych
wymaga ieszeze, aby była przewidziana postać roz-
winięcia podług wykładników głoski x. Pospolicie
przypuszcza się, że wyrazy rozwinięcia następuią po
sobie według koleynie rosnących potęg ilości oc, po-
czynaiąc od oc°, lecz niekiedy zmienia się ta postać,
a ciąg działania daie to poznać.
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Niechby njp: trzeba było rozwinąć wyrażeni*
I

Uczyńmy

zniósłszy mianownik i uporządkowawszy, będzie
0 = — 1 + S A . r - H B x* + 3C I aca -f~3D X4-}-,.,,

*-A ' — B j .. — C
a zatćm (ustęp 184}

— 1 = 0 , 3 A = 0 , 3 B — A = 0 . . . .
równanie pierwsze — 1 = 0 iest fałszywe, i oznacza,
źe postać powyższa szeregu nie iest -yyfcaściwa dla

wyrażenia -^~~ Ż » lecz ieźeli napiszemy ie tak s
z

1 1 1

otrzymamy po skróceniu,

n__ J3A+3B x+3C
v— \—1—A — B

a zatem . • .

3 A — 1 = 0 , 3 B — A = 0 , 3G
a następnie

. . 1 . _ 1 1

— B = 0.. . M ,

i prze-
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i przeto •
1 1 ^ 1 1 1

czyli
1 " I 1 o 1 1, ;'

to iest: szereg zawiera ieden wyraz z wykładnikiem
odiemnym.

186. Dowodzenie formuły dwumianu, za pp.
mpęci .spółczjnników, niewyznaczonych.

..Uwaźayiny naprzód, źe ( x •+- a.yn aoze byd

( a \ m

w ten sposób wyrażone cc"\ 1 + — I / czyli
\ - i . , - ; • . - . • - * • • • • • - v . ' • • • " • ' • " - " " . ' ; • - • • • " * "

a. ..
scm(i+y)m, czyniąc J = = ~ ( , a zatem, dosyć będzie

rozwinąć (l+y)m, gdy m będzie Iakąkolwiek li-
czbą. . . -

To założywszy, niech m będzie liczbą dodatną
p -,••:•••:.-; ; \ . : i : « ' ) ..• •.• : ; • u . . ;••.

—, (g raoze b y ć = l , w którym to przypadku wy-

kładnik będzie liczbą całkowitą^.

Uczyńmy

taką postać nadaiąc szeregowi dla tego, ze się spraw*
dza to równanie biorąc y = : 0 .

Aby wyznaczyć spółcaynniki A, B, C, D . . . . ,
•wstawmy w równanie ( 1 ) z, zamiast y: otrzymamy

22
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A,' B, C , , . , widocznie maią tu te same wazno*
lei, ponieważ sa. nienależne od wszelkiej ważności j .

Odiąwszy te dwa równania, iedno od drugiego,
otrzymamy:

— Z 4 - K „ (3).
• • . V' •• • •- i • x ' ; ,

Uczyńmy na chwilę ( l + y ) J = ii,'(l-|-z)a':=:v: skąd
wypada 14iJ=«7> l-+-z=:v?; a zatem j—z=u ? ---v ! r ;
równanie zaś (3) zamieni się na .

czyli dzieląc pierwszą stronę przez u 7 —v 7
f zaś dru-

gą stronę przez y-—z które się równa u"—v?; na

Aźe podług twierdzenia (ustęp 31), u,?—v^ iest po-
dzielne przez u—v, i daie na iloraz

u 4-vu >+-v u

podobnie u —v podzielne przez u — v , I daie

u1 + V ^ + ^ + + i

oprócz tego j>—ss'j ^ 2 — z a » ySm*-za

podzielone przea y—z daią ilorazy
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a zatćm równanie (A) zamieni się na

Uczyńmy teraz, w tóm ostatniem równaniu y —
i

skąd wypadnie «.—v, t, powodu równań S

( f J L . . . . , „ - , . , " . •
(1 + z)'S = v , pierwsza «trona

czyli ha .-*—•£*., G-^y "teraz *amiast ttp, wstai^i-

my ważność { 1 Ą- $ y czyli . . .»

a zamiast v? Ważność 1 + y j pierwsza strona r5-

. „ . . . V
wnania zamieni sie lesacze na—?r
oprócz tego drilga strona zamieni "Się na

mamy więc nowe równanie

Zniósłszy mianownik . 1 4-^, i uekutecaniwszy
działanie otrzymamy ,

22;
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A-f2B
+ A

+ 30
-K2B 4- 3C

K
-+-4D

Porównywaiąb fustg: 184.) dwie strony tego iden-
tycznego równania, toiest wyraz z wyrazem, otrzy-
mamy nastę puiące; równania.

— A

f
wi- 2 j j wigc C==:-

o

: . V K y
*-C=4D+3C, 4D=cf5-^3Jrwlec D=d~

' Prawo' formowania śpółczynmlców iednycli za po-
motij jdrngich 'iest oczywiste. Niech będzie spóf-
czynńik N, który ma przed sobą społczynników n}

«aś M, spółczynnjik-pierwszy przed N: będzie . •

Łatwo się, przekonać, $e poprzedzające dowodze-
nie mole być zastosowane do przypadku, w którym
c = l , to iestt gdy: będzie wykładnik całkowity.

Co do przypadku w którym m równa się liczbie

ułomkowe'y Qdiem.He'y; —• Ł; postąpilibyśmy tyra sa-
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mym sposobem iak poprzedniczo, lecz otrzymamy
równanie odpowiadaiące równaniu (4), to iest: na-
etępuiące.

postrzeźemy ze , .',,. ,

—P P * * _ v '— u . _ u — v

i u1 v uv u v

a zattśm dzieląc pierwszą stronę przez a — v ,

a drugą przez y.-—z, które iest równe u —v ; otrzy-
mamy .. ., . v . > . ; , ,.., •,-•;/; •. ,; ! 'A:i • :' •

F p' ą q w —z

czyli, uniósłszy czynniki u-—v, i y—

Pn P~2 , , P—l

p p o—l , • q~l , , g—l

uczyniwszy potom, y=.z' skąd u = v ; otrzymamy,

reszta działania iest podobna iak w poprzedzaiącyra
przypadku. O szeregach zwrotnych.

.187, Rozwinięcie ułomków algiebraicznych spółmier-
nycb. za pomocą spółcr-ynuików niewyBnaczonych,
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dala początek tak swanym szeregom zwrotnym^

"Widzieliśmy iu£ (pod ustę: 183) ze ułomek >- a. ,
a'-{-b'oo<

można rosswin^ć na szereg
ab' abrz ab'ya

W tyra s?ereg« tworzy glękąźdy wyrass- z poprzedza-

iąeego, innoząc go przez —-70?,

Własność ta nie ics{ szczególna, aby miała sluźytS
tylko ułomkowi danemu, służy ona także ,wszy-
stkim ułomkom elgiebraicznym spółmiernym, i zasa-
dza się ną tóm, ź,e wszelki jilomek spałmierny za-,
więrąiacy x, moŁe byd zamieniony na szereg wy-
razów, z których każdy równa sip summie algiebra-
iczndy kilka wyrazów poprzedąaiących, mnożonych
względnie przez pewne ilości, 'które są stałe i te
same, w caley rozciągłości szeregu. Z b̂iór ilości sta-
łych przez które potrzeba mnożyć pewną liczbę wy-
razów poprzedzających, aby otrzymać następny, na--
zywać będziemy wykładnikiem zwrotu, (l^chelle de
yelation) bo ta ilość tu iest tem s.amćfn, cząm ieąt
wykładnik w postępach arytmetycznych, i geome-
trycznych.

W szeregu poprzedzającym wykładnikiem zwro-

V
trt iest «-r-—,o(,) a szereg nazywa się zwrotnym pkr-,

rzędu. " •

Dayray na to, źe mamy rozwinąć na ezereg wy-
razeniu
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a -Ą-b oc-+-c x%

343

o -ł-& cc+c
Uczyńmy

a
C a ;

x3+....
znosząc mianowniki i przeniósłszy wyrazy na iedną
stronę, otrzymamy

a *+B?'
4-Ac'
— c

-+-Bc'
H-Ad'

+DZ/
"" 4- Cc'

+Bd'

A a ' — a = A_— ~/»

—&==0,B
- b' 1 —dff+baf

a

1

/a

,

czyli

y

c' d!

Widzimy teraz, źe tr«y pierwsze spółczynniki otrzy-
muią się bez żadnego .prawa, lecz pocfcynaiąc od
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czwartego, ten i każdy następny tworzy się z summy
trzech spółczynników tych, które go poprzedzaią, roz«

b'i ć d'
mnożonych względnie przez—-p-> — - i — — > to

lesU przea •—-7 epółczynnik, który go bezpośrednio
u

poprzedzaj przez —.-7 spółczynnik, który go poprzedza
•

dworaaj przez — -"7 który go poprzedza trzema miey-

ecami. A tak iuź spółczynniki A, B, C, D...,two-
rzą pomiędzy sobq szereg zwrotny którego
dniJo zwrotu iest '

Z tego prawa tworzenia epółczynników wypada,
ie. czwarty \vyras azeregu, DOJ*, równą się

V s c' s ' dr

r. a,, ...... a - , ^ a
b' ć d'

czyli — ^ - ^ . C x a — - 7 0c2.Ba:—s,^;cr3.Av

Otrzymamy podobnież dla wyrazu ĘocĄ
% waznośc

wyU ^ ^ J ^ ^ y o ! > ' C q c ' ? ^ . ' - 7

i tak następnie.
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A zatem każdy wyraz szeregu zadanego, począ-
wszy od czwartego, równa się summie trzech wyra-
zów poprzedzaiących, rozmnożonych względnie przez

# £ a £ •„ V

Co do trzech pierwszych wyrazów, A+Bcc-{-CccB,
te otrzymamy, kładąc zamiast A!, B, C ich ważności
wyźey otrzymane. .,': •• . ' .

188. Szeregi zwrotne dzielą się, na rófne rzędy, a
rzędy uwaźaią się podług liczby wyrazów potrzebnych
do utworzenia jakiegokolwiek wyrazu.

a
1 tak, wyrażenie -r, , r ; daieszereg zwrotnypier-

wszego rzędu, którego wykładnik % wrotu iest —̂  -7 x.

Ten szereg wychodzi na postąp geometryczny, ą ie-
go wykładnik zwrotu iest wykładnikiem postępu ge-

ometrycznego którego pierwszy wyraz = = _ .
a

(O postępach W następuićjcym rozdziale).

Wyrażenie — ' . , daie szereg zwrotny

drugiego rzędu, którego wykładnik zwrotu iest

Szereg otrzymany w ustępie poprzedzającym iest
rzędu trzeciego.
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W ogólności, wyrażenie —I-
a/ht/x

daie szereg zwrotny nS°rzcdu, którego wykładnik
V ć

zwrotu iest t __ —, ^ , —• / v ł ^ • t * 4 •. ł . •^~~" /

a a a
ga- Zakładamy tu, ze stopień ilości cc iest

mnieyszy w liczniku a niżeli w mianowniku.
Gdyby było ihaczóy, potrzebaby zaraz w począt-

ku odbyć dzielenie, porządkuiąc wyrazy podług wy-
kładników rosnących dla oc, z tego dzielenia otrzyma-
libyśmy pewny iloraz całkowity, pod względem na cc,
wiccey ułomkiem, którego licznik iest stopnia niższe-
go nil mianownik* .

Niech będzie np. wyrażenie

2 — 5

"Wykonawszy dzielenie; otrzymamy iloraz —-a;

15 — 34tc+i3ac*

która, teraz moglibyśmy rozwinąd na


