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Zast.ósuymy powyższe rachunki do sprawdzenia,

ilości .— } iako pierwiastku równania
- l i

cc3—1=0, czyli pierwiastku sześciennego z l.(us: 173).
Podług formuły, (a

mamy

Podobnież sprawdzilibyśmy drugą ważność,

_____

§ IV. Teorya wykładników. • Wiadomości - _
ogólne o szeregach.'

175. Tu mi^ysce dâ ć poznać dwie î owe nota-
cyie, których użytek bardzo iest dogodny w rachun-
kach algebraicznych. Są to wykładniki ułomkowe
i wykładniki odiemne, które wypływaią z prawideł
wyciągania pierwiastków, i dzielenia iedpomianow.

Niechby trzeba było wyciągnąć pierwiastek • ng°
stopnia z ilości takiey lak . am. Widzieliśmy (us:163)
że, gdy ni iest wielokrotnością liczby /z, potrzeba
podzielić wykładnik m, przez-akasśnik n pierwiastku.
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Lecz. gdy m nie iest podzieine przez u , w którym to
razie nie można aigiebraicznie wyciągnąć pierwiastku,
na ówczas rnozna skaaać jakowe działanie, dzieleniem
wykładników przez siebie.

n '_ ta . » _ I 4 • -I

1 lak Va'"zzan> op. ^ a 2 = a '» ^ « 7 = ; a •
Podobnie aby podzielić a"1 przez a", fustę: 23J

potrzeba odiąć wykładnik dzielnika od wykładnika

dzielnej, skoro będzie m^m i otrzymamy ~—a"*~",
CL ,

Lecz. ieźeli m<Cn., w którym to razie nie tnoźna
aigiebraicznie wykonać dzielenia, na ówczas trzeba
tylko skakać to dzielenie o.deymuiąc zawsze wykła-
dnik dzielnika od wykładnika dzielney.

'Niech p oznacza różnicę bezwzględną pomtędzy

n i m : będzie wówczas nizzm^p, skąd —

' am . 1
X—.cT"p\ nadto : zamieni się na — opuszczaiac

czynnik amspóUiy licznikowi i miyuawnikowi. Więc

M^ynaŁcnie aT"p iest więc znakiem ^ g
się wykonać dzielenia; a prawdziwą ważnością tego
wyrażenia iest iloraz ziedności, podzieionty przez
tp samą gloske a, z wykładnikiem p wziętym do,-.

I tak a ~ 3 = ^ : - _ : aT~& = - L .
>

Użycie wykładnika odiemnego ma tę korzyść,
| e daie postać ilości całkowitej wyrażeniu ułomko-
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wernu. Z połączenia tych dwóch okoliczności', to iest:
wyciągania pierwiastku i dzielenia, gdy tych dzia-
łań na ilościach iednomianowych nie można wyko-
nać, wypada inna notacyia, a tą iest, wykładnik
ułomkowy odiemny. < .

Niechby trzeba było wyciągnąć pierwiastek n^gQ

stopnia z — : naprzód mamy-— — a •; więc

Vi "
1 / Ĵ  y/ rii!»".«_ </""""» kiadąc w mieysce zwy-

kłego znaku pierwiastkowego wykładnik ułomkowy.

. "Wyraźenii a~l\ ar~p,a n są notacyie przyjęte,
ofarle na -prawidłach, poprzedzaiących, znaczące

n
. 9 j -ii f~ \

to sama co wyrażenia. ]/„'». — 1 / t — / / A za-

tem w miarę potrzeby, można używać jednych za-
miast drugich, i na odwrót. Jak zwykle, av wyma-
wia się a do potęgi y, p iest liczbą całkowitą do-

m m

datną, tak .podobnjeź, a", a~~~w 5 aT~p, wymgwiaią

• A . • rn .. . m ,
się a do potęgi —,, a do potęgi — .—, a co P°-

* n n
tęgi —- p : to było powodem, ze algiebraiści uogól-
nili ten wyraz potęga, lecz byłoby rnoźe stosowniey,

używać nazwisk; a z wykładnikiem —, z'wykładni-*

kiem *-ł —,,.» wykładnikiem TT- p ; zatrzymuiąc na^
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zwanie potęgi tylko dla iloczynu z liczby rozmnoźo-
ney- ilekolwiek razy przez siebie (zobacz ustęp 2).

176 Załuzywszy takowe wiadomsci o początku i zna-
czeniu ilości maiących iakiekplwiek wykładniki, zo-
baczmy, iak z takiemi ilościami odbyWaią się działa-
nia arytmetyczne; zaczynaiąc od mnożenia.

a
Mnożenie. Ażeby a rozmnożyć przez a , dosyć bę-
dzie dodać dwa wykładniki i otrzymamy

a X. a —a zzza .

Jakoż widzieliśmy (ustęp 175) ze

więc
czŷ li wykonawszy mnożenie podług prawidła (ustęp
17OJ otrzymamy,

T «.> 'a 1 / EV ió

I-I T
Rozmnóżmy Jeszcze a~ przez a ', będzie ,

_ 5 6

Jakoż a ~ 4 = l / - ? ; a—\/a*-r wiec.

4

X a*=y^xya '=]/^

a9
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. . . / , . ' • / ( " « • . '

Weźmy przykład ogólny: aT " rozmnożyć przez
i •

a', będzie

a " " X ol1

.»<, 1 / 1 , Ł r, r •
albowiem a ł = ^ o * a? = |/ap> wiec

n i « 2 -•

i et ?v «
) . . • ' * •

Atak prawidło ogólne: aby dwie ilości iedno-
rnianowe, z iakiemikolwiek wykładnikami rozmno-
iyć przez 'siebie, \polrzeba dodać dwa wykładniki
tdyze głoski; prawidło to iuź było wyłożone pod
(ustę: \6.) na ilości maiatce wykładniki całkowite.

Podług tego prawidła otrzymamy:

'4 7 ii . . . - i " 3 T > 7 b

a o c X& o c = a 4. o

3a 53X-2a 6&2c = 6 a
Dzielenie. Aby podzielić przez siebie dwie ilo-

ści iednomianowe, a iakiemikolwiek wykładnikami,
potrzeba postąpić podług prawidła wyłożonego w ustę-
pie 22. na ilości maiące wykładniki dodatne i całko-
wite; to iest: -potrzeba wykładnik dzielnika ódiać
od. wykładnika pódzielney. Jako/-, wykładnik ka-
źdey głoski w ilorazie powinien być taki, aby doda-
wszy go do wykładnika teyze głoski w dzielniku,
smutna była równa wykładnikowi d&ielnćy, więc wy-
kladrtik ilorazu iest różnicą pomiędzy wykładni-
kiem dzielndy, a wykładnikiem dzielnika. . *> •
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Podług tego prawidła otrzymamy:
2 3 S / 3.

a -a 4 = a \ 4) = a

Formowanie potęg. Aby podnieść ilość iedno.-
inianow.ą maiącą jakikolwiek wykładnik do potęgi
mtćy, potrzeba stosownie do prawidła ustępu 163.
\nnohyć wykładnik hazdey głoski, przez;-. wykładnik
m potęgi: albowiem podnieść ilość do mtey potęgi,
iest to mnożyć kj m razy przez siebie, a zatem po-
dług prawidła na mnożenie, potrzeba, wykładnik
kaźdey głoski dodać do siebie m razy, to iesi po-
\vt6t7.yć go razy m, czyli rozfnnoży'ć przez m.

I tak ; . .' ^

I -%\s T
\a ) —o-

:64a a
JVyciąganie pierwiastków. Aby wyciągnąć pier-

wiastek ng° stopnia, z iednomiana, potrzeba postc-
puiąc podług prawidła ustępu 163. podzielić wykła-
dnik kazdey głoski przez liczbę n, oznaczaiaeą ia-
Tiiego stopnia mamy wyciągnąć pierwiastek.

Jakoż wykładnik kazdey głoski w wypadku po-
winien, być taki, aby rozmnożony przez skaźnik n
żądanego pierwiastku, dał wykładnik'- tenże sam ia-
ki się znayduie przy głosce ieduomiami danego: a
zatem wykładniki w otrzymanym wypadku powin-
ny względnie być równe ilorazom otrzymanym, z po-
dzielenia wykładników głosek, danego ieduomianu,
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6, skaźnik n pierwiastku.
A ?,atem

3 4
2 2

Zakończymy tę materyą okazaniem działania za-
wieraiącego razem dwa peprzedzaiace.

Podnieśmy a l po potęgi—:trzeba okazać źe
s

Z. ': >
* m ^ mr'

n / n s ns
a s ~zz. a ' ~ o. r,

. Jakoż iezeli zwrócimy uwagę na początek tako-
wdy nqtacyyj postrzeżemy ze

• : #

r

rrir

8 n W3 ns

yi/i
arnr

. • Korzyśd z używania wykładników iakieykolwiek
natury, polega na tem, że rachunek takowych >wy-
razeri; nie wymaga innych prawideł iak tylko tych,
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które zostały ustanowione na rachunek ilości maia,
cych wykładniki całkowite: oprócz tego, te-działa,
nia wychodzą na działania 'z ułomkami, iuz poprze-
dino poznane. . .

177. Ze te same prawidła śluzą na przypadek WY.
kładników niespółmiernych, można okazać nastepu.
iącym sposobem

Naprzód co do mnożenia. Niech a:, yt bodą

dwie liczby niespółraierne: mówię że ax. a^z=.a

Gdyby nie było ax. ayz=ax^ , gdyby naprzykład

wykładnik oc-f-y^ był za mały; powiększylibyśmy go
go pewną liczbą i, i mielibyśmy

Rozbierzmy i, na dwie części h i: Je; tak, ił
izzzh-+-k: a zatem

x y oc
a . a rr: a

mIII'

Niech—• oznacza liczbę spółmierną zawartą mię-

771

dzy cc i x -+- h: to iest, niech będzie x <?—»
m ; p .

a : + ? l ^ > Niech— oznacza inną liczbę spół-

mierną zawartą między y iy-\-h: to iest, niech bę-

p ' . p

m p

W tyra razie a . a •<. a .a
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czyli

skądby wypadło, ze
ra

aze rzeczywiście ccrf-j-f-ri+fc >-—_L_— . wiec

nie może być ax .ay=ax

Przez takie samo rozumowanie dowiedlibyśmy

ie nie może byd ax.a^z=:a- " więc

gdy wykładniki cc, y , są niespółmierne. Gdy —
• • • : . ' .• '• •_- : - n

iest liczbą spólmierną, oc niespółmierną; dowiedli-
m m .

byśmy tyra samym sposobem, że a n . ax~an ,

Powtóre co do dzielenia. Ponieważ a00'"^a :=z

a -̂  , gJy wykładniki x—j, i y są niespółmierne

x - y Q-
więc a = —

,. *—.y a
czyli a ~ .
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a tak przypadek dzielenia potęg i wykładnikami nie-
społmiernemi a;, y, iest wnioskiem dowiedzionego
przypadku mnożenia. , ,

Po trzecie: co do podwyższania do potęg. Niech

mm
x oznacza ilość niespółmierną, — inną także niespół-

771
—i- móc

mierna-: mówię że \a

mocmoc . „ ,
Gdyby wykładnik-^- był za mały; mielibyśmy

m
i n

i oc\n n ' t l ' . n X

\a ) = a , czyli = : a «.• : .

Niech będzie liczba spółmierna — < ^ ^ ^ "+"—•
- - • - , : ^ '

m

W tym razie \a ) •*
my" in \ p rn

czyli a V ( a S + »/<<?--tt-< " ,

i/x p
Skądby wypadło, że c c + — < - * co według

przypuszczenia powyższego być nie może a zatem
m •
•—• mx», » — + l

nie może być także \a ) — a >
Tym samym sposobem dowiedlibyśmy ze nie mo-

że być
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*—» mx . •—*• ma

że byc \a ) = a , • • : więc \a ;

Nadto gdy —- iest liczbą epółimernąy x JJiespdf-

• m \ oc mx

mierną; będzie także
Założywszy bowiem is5

l w i n - T! n * m-7

Li wziąwszy liczte spółmierną- £.^> a; j£-*<:jc-f-L-.. >'

dowiedlibyśmy, daldy iak wpoprssedłsi^tyin razie,
4 • • ' '

w którym, tak oc iak—- były niespółmierne, iz ni

•••.-,* - T O m « . m m a s

mo£e byd (a* ) ssa ;. , ani (a*) = a n \
m mx
n n

źe zatóm ( )
Uwaga tłumacza. A tak rachuba potęg, bea

względu na naturę ich wykładników, to iest: cay te
są całkowitemi, czy ułomkowemi, czy niespółmierne-
mi liczbami, polega pa tych samych w każdym ra-
zie prawidłach. Dowodzenie przypadku wykładni*
ków niespółmiernych, na którdm polega pewność
matematyczna teoryi logarytmówposądziliśmy za po-,
trzebny dodatek do textu oryginału. f ; ;
To dowodzenie było nam udzislone, przez znanego

21
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Autora kilkn uczonych dzieł matematycznych Pro-
fessora Uniwersytetu Warszawskiego, AdryanaKrzy-
źanowskiego, którego.szczęśliwy wykład tę maszczę-
gólną pomiędzy innemu zaletę, ze nayśubtelnióysze
prawdy matematyczna nayprostszym, a zarazem ,nay»
gruntownieyszym okazuie sposobem. ,

Okazanie dwumianu Newtona, na przypadek
iakiegokolwiek wykładnika.

.. ' 178. Podamy tu dowodzenie Eulera (nieco
zmienione) formuły Newtona, do rozwinięcia potęgi
dwumianu na szereg, gdy wykładnik iest liczba
iakąkolwiek, spótmierną lub niespótmierną. Poi
mnoży wszy i podzieliwszy oc •+- a przez CCJ będzie

acĄ-a = x ( 1 + _Y; a

* yft i

V zatdm
cc'

"»'̂ , . -jnt

czyniąc — = z.
cc.

Jeżeli więc dowiedziemy

gdy m będzie iakąkolwiek liczbą; będzie tak'źe

(a>fa)-==a^(|+mfL+m^±L.^l -f. i t. d. \,

czyli wykonawszy działanie skazane, -
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Gdy. m iest liczbą całkowitą, widzieliśmy że
\« i . i m — l , , 771—1 m — 2 * ...(l-\~z) zzl-ł-mz-ł-m z -Ą-m . — z'• -f-w...

• . , £> , . £* O •

" ' ' • , " . ' • • , • • ' • ' l • ' ' • ' ' • ' • ' • • • • ' • '

Lecz ieźeli tn będzie liczbą ułomkową dodatną ^ , na.
, ' , . • / •••. 3

ówczas nie można wiedzićć iakiego wyrażenia będzie
rozwinięciem wypadek

i '• V , . m— I s , m—Im—2 s

2 .>""'• 2 3

To niewiadpme wyrażenie oznaczmy przez j ; a za-
tem będzie równanie.

, , , m—i 4 . m—1 m—2 „ t , ' , . .
yzzzlĄ-mzĄ-m .z -}-m—r-—•- — « -t-it.tl.(]}.

2 2 3
Niech m! będzie inny wykładnik ułomkowy, będzj«
podobnie

m'—~ 1 m'-—\ m! 2i'—.—z -\~m'— .—z *-f-.. (2}k
2 2 3

Rozmnożywszy przez siebie strony odpowiadaią-
ce równań (1) i (2); otrzymamy naprzód z pienrizóy
strony y y'. Co do drugiey strony, trudno będzie otrzy-
mać prawdziwą postać iloceynu podług prawidła
zwyczaynego na mnożenie wielomianów. Lecz uwa-
żaiąc, źe postać iloczynu (ustęp 20) nie zależy by-
naymnidy od szczególnych ważności głosek, które
wchodząw dwa czynniki mnoienia, znaydziemy, że ilo-
czyn powyższy powinien mieć tę samą postać, jaką ma
•w tenczas, kiedy m i tn'są liczbami całkowiteini i do-
datnemi, AźeW tym razie iest

21*
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Ł A . • 3

i przeto ten' óstatny wypadek iest prawdziwy, gdy
TTi, m' będzie jakiekolwiek i mamy

y/±=l+ (m-i'm')z-^(rn+m') C m + ^ ~ \24-..(3j.

Niech m" będzie trzecim wykładnikiem ułomko-
wym dodatnym, będzie

• . • ' . ' • ; " . . . ' . ' ' ' • ' ' ' ' / / ' , ' . i • ' " : :

•̂  • . 2

Strony odpowiadające tych równań mnożąc przez
siebie, otrzymamy

"W ogólności niech będzie liczba q wykładników
' " '" , q iest mianownikiem liczby77t, m', m", m'" . .

v7n=:£-; naznaczywszy
" 9

m+m'+/n"-+- i t.. d. r=r; otrzymamy
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uczyni wszy m r r w! ~ m// ~ m w . . . , będzie
r = m -f- m 4- m + ra~f-'.. . = mg;

równanie przeto (4) zamieni się na

3

aźe m = y j daiern^=|;, więc

nadto p iest liczbą całkowitą, zatem druga strona te-

go -równania, iest rozwinięciem potęgi (l^z)

wypada y = ( l - | - z ) , zat^m.

, na koniec

sm
m - 1 771-2

m iest liczbą jakąkolwiek ułomkową dodatną. AJby
dpwieśdź tey formuły 113 ten przypadek, gdy miest
odiemae, całkowite albo ułomkowe, dosyć będzie
w równaniu ( 3 ) otrzymanern za pomocą równań (i)
i . ( 2 ) wziąć m'^z-r-m, a £e m+.m'z=zOf więc ró-
wnanie (3^) zamieni eię' na yy'z=zi skąd j = — , .

Nadto podług przypuszczenia rn jest odiemne,
wiqc m! czyli — m iest koniecznie dodafnfi. i mamy
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m , a następnie

179* Zastosowanie formuły dwumianu do wy.
ciągania pierwiastkpw przez przybliżenie.

i m

Gdy w formujle , ( x + a ) .—

w r a m -
JC 1 'lii—fllU ' a ' ' ̂ -^TlUn— 2 " 3

1 ±
uczynimy m = — , otrzymamy ( x + a ) » czyli,

JL- 1 a J.-1 £
l a 1 ra aa 1 n̂  «-2fl s

czyli skróciwszy . ^ » / c c - f a =

^ , 1 o 1 n - l a* 1 n - 1 2ix- l a 8
 v

^Gdybyśmy chcieli otrzymać nowy wyraz, dosyć-.

by było wyraz czwarty rozmnożyć przez—-7—>* i
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a
przez—, potem zmienić znak, i tak daleyj.

To uczyniwszy, daymy na to, ze mamy wycią-
gnąć pierwiastek sześcienny z 31. Nay większy sze-
ścian zawarty w 31 iest. 27/ uczyniwszy więc w for*,
mule powyźszey rc=3, x = 2 7 , a = 4 , otrzymamy

3 ' 3 ' -' . _ X 4 I
= ! / 2 7 H - 4 = : 2 7 ¥ ( 1 + ) " ;

otrzymamy wiec

Hl^S "2-7̂ 3 '3 "729 3"3 9 *19683 *" *ł l Ł? ,

czyli wykonawszy działanie, otrzymamy

K31 — 3 + 2 ? 2187 : + 531441 " " ' " I

"Wyraz następuiący otrzymalibyśmy, podług tego,
320

cośmy powiedzieli ytyfóy,:v mnożąc 53JJ4Y przez

3ft-i ,. ' 2 4 :.; ; . . , ' . ,
—-—- czyli przez F" • ó? x z«»eniaiąc znak, to lest

• r i • • ' 2 5 6 0 ; . •"•".•'• .. >
•mielibyśmy — 4 3 0 4 g 7 ' 2 1 - ;

Podobnież otrzymalibyśmy wyraz następujący,
2560 4 n - l a _ 2560 U_ 4 _ 112640

i tak daley.
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Xec& uwazayroy1 tylko pięć "pierwszych wyrazów
izeregu, i obróćmy ie na dziesiętne, otrzymamy na
wyrazy

3 = 3,00000,

dodatne
•^=0,14815,

320

5311441
-r= 0,00060,

3,148? 5,

•0,00737.

a na sumrnę wyrsizów odiemnyćh

2560
. "^ 4304672T — ~~ ° » 0 0 0 0 6

Więc " : " '
180. Gdy liczba iest rozminięta na szereg,

którego wyrazy maleią, czyli na szereg maleiący
awłaściwidy schodzący: się (comrergentej; wówczas,
im wiccey weźmiemy wyrazów szeregu, tym bar-
dzi^y zbliżony do dokładn^y otreymamy wainość.
jeżeli do tegę; wyrazy będą na przemian dodatne
i odiemnc, na ówczas można, zatrzymuje się na
którymkolwiek, wyznaczyć stopień, przybliżenia.

Jakoż niech icr=:a—& + c—-d-j-e—-/-}-......
oznacza" rozwinięcie lic«by na szereg, którego wy-
razy a, b, c, d, e następnie maleią.
. Ponieważ szereg a—b-Ą-c—d-fe—/•+>..< iest
nieskończony, więc gdy się zatrzymamy na wyrazie
ae znakiem—; ważność szeregu będzie mnidyaza od
liczby -OB t gdy zaś się zatrzymamy na wyrazie ze
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znakiem 4-; ważność szeregu będzie większa od
liczby ac. Skąd wniesiemy, ze róznicai między temi
dwiema waźnościami dwóch szeregów

a — b-^c — (fcĄ-e— / 4 - '
to iest:' g, będzie mnieysza od błędu iaki popełnimy,
biorąc (z nich którykolwiek za ważność liczby cc,
im większą liczbę wyrazów szeregu weźmiemy.

I tafc w poprzedzaiącym przykładzie znaleźliśmy

I/™TL L IL ^2° 256°
531441 43046721

112640 •
4-

174331)22005'

ważność więc ^ 3 1 =3,14138, różni się oddokładnćy
., , .. . , , 112640 v "
lloscsą mnieyszą od . to i e st. iinśria

J V , 17433922005' ° s c ^
. _ czyli 0, 00001 ponieważ ta iest mnieysza
100000 ,
od ułomku tu uwszanegoj czyli iak się mówi wa-
żność 3,14138 iest zbliżona dodokładney o 0,00001..

181. Sposób więc wyciągania pierwiastku przy-
bliżonego stopnia n, z liczby JNf, za pomocą szeregów
iest następuiący. Potrzeba [liczbę N rozłożyć na

dwie części p *-q}(p iest pierwiastek z liczby N,abliźo-
• • . - • • »

ny o iedność ustęp 156), 1 rv rozwinięciu potęgi * x4- a

(ustęp 179j Uczynić x = p " ,a=±q, łvjfcorea(f



330 ALGIEBRA.
i

łanie, zatrzymuiąc się na wyrazie, po którym
następuiący byłby mnieyszy o iedność dziesiętna
rzędu, po iali chcemy oznaczyć przybliżenie,'na.
stępnie wszystkie wyrazy obliczone, zamienić na
dziesiętne, i przywkśdi między sobą wyrazy do~
datne i odiemne. \ • ••

' I tak znaydziemy;

= 1 / 3 2 + 7 =2,0807 zbliżony o 0,0001;
3 '

o 0,00001;
A . i

| /260=K256+4' .=4,01553 o 0,0000!;

=y 128—20 =1,95204 o 0,00001.
182. Formuła dwumianu służy także do roz-

wiiania wyrażeń algiebraicznych na szeregi.

Weźmy na pierwszy przykład wyrażenie — —

m a m y 1 __ 3 = ( 1 — z ) -:;. './ uczyniwszy w formu-
le dwumianu m = — 1 , sc=zl, i a = _ ? ) otrzyma-

czyli, wykonawszy działanie i awaźywszy, ze każdy
wyraz składa się z liczby paraystey czynników ma-
iących znak—, otrzymamy

•z9.
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Otrzymalibyśmy tenże sam wypadek zastosowa-
wszy prawidło dzielenia algiebraicznego (ustę: 26.)

Qto wzór działania ,

Jsza reszta , . ... ,: x->
2 . . . . 1.. . . . . . . .
3 . . , . . . . . . . . . .
4 . . . . . . .
5 v

I — z
14-z-f.s *. H-3£

Weźmy ieszcze wyrażenie ——-j, czyli 2(1—z)~%
(l-^z> ,

mamy . 2(1—-a)—3 =

2{i-3.r-^-3,=|=l.r-^2~3.=|^,=z^

wykonawszy działanie, będzie ... :

2 ( 1 — z ; ~ 3 = 2 4

Weźmy na trzeci przykład ilość V 2z—s"1, Jctó-

rey raoźna nadać postać V%z(\ .t-\ ,

ST/y 2 / - 3 2

więc,


