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Zadanie czwarte. Jakie są w liczbach-całkowi-
tych1 obiętości rowhoległościanów prostokątnych,
z podstawapń kwadratowemi, gdy obiętośd które-',
gokolwiek zawiera pięć razy tyle stóp sześciennych,
ile icgo powierzchnia zawiera stóp kwadrato-
wych? • •

. / •fPodśtawa.a=320,i20,70,60,43,40,30,28,25,24, 22, 21\
I Od: i » - I
\ (wysokoś:y=r: 11, 12,14,15,18,20,30,35,50,60,110,210/
dwanaście rozwiązań.

ROZDZIAŁ V,

Tworzenie potęg, i wyciąganie pierwiastków
iakiegokolwiek stopnia.

STĘP. Aby rozwiązać równanie stopnia
giego, potrzeba było umieć wyciągnąć pierwiastek
kwadratowy; podobnież rozwiązanie równań trzecie-.
go, czwartego.... stopnia, wymaga wiadomości wy-
ciągania pierwiastku trzeciey, czwartey . . . . i i d,
potęgi, z ilości bądź liczebney. bądź algiebraiczney.

Podniesienie do potęg, wyciąganie pierwiastków,
i działania z ilościami pierwiastkowymi, będą. przed-
miotem tego rozdziału, który z pierwszym, i czę-
ścią rozdziału trzeciego, składa całość działań na liy
czbach szczególnych, lub wyrażonych, algiebcaicznie*
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Chociaż wszelką potęgę liczby można otrzymać
za pomocą prawideł mnożenia, czy to arytmetyczne,
go, czy algiebraicznego, iednak. skład takowey po-
tęgi podlega pewnemu prawu, które koniecznie znać
należy, chcąc znalcźd pierwiastek daney potęgi.
A iako prawo składania kwadratu, z ilości bądź K-
czebney, bądź algiebraiczney, iest oparte (ust: 82)
na wyrażeniu kwadratu z dwumianu, tak też. pra-
wo służące potędze iakiegokolwiek stopnia, sprowa-.
dza się do wyrażenia potęgi tegoż stopnia z dwu-*
rnicmu. Tę wiec nową teoryą zaczniemy ud roz-<
winięcia iakieylcolwiek potęgi z dwumianu.

§; I. Dwumian Newtona.

]42- . Gdy dwumian oc-\~a rozmnożymy ilekol-
wiek razy przez siebie,-otrzymamy następujące wy-
padki: • •

(x-\ra)I'=x 4- «> i,t ' ,. :

a 3 ,

Przypatrzywszy się % uwagą tem różnern rozwi-
nięciom; łatwo upatrzymy prawo, według iakiego
tworzą się wykładniki ilości ac i fi, lecz go nie znay-
dziemy od razu dla spółczyuników liczebnych. Ale
Newton,.sławny Jeometra Angielski odkrył prawo, mocą
którego maiąc dany stopień potęgi, można utworzyć
z dwumianu;żądaną potęgę,nietworząc poprzednio po-
tęg niższych. Nie zostawił on rozumowania, które go
doprowadziło dó odkrycia tego prawa, lecz późniey-
si Algiebraiści dali ściułe iego do.wodzeuie.
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Ze wszystkich wiadomych dowodzeń, naysną-
dnieysze iest to, które się /asadaa na teófyi kombi-
nacyy. Poznaymy więc naprzód, co się rozumie
przez kómbinacyie. '

143. Wiemy z Arytmetyki, ie iloczyn z czynni-
ków a, &, c, d,.,t których liczbę oznaczamy przez
M, nie zmienia się, gdy w iakimkolkwiek porządku
uskutecznimy między niemi mnożenie.

Szukaymymy teraz ilo róznerni sposobami można
te głoski ułożyć obok siebie.

Takowe ułożenia głosek, zowią przemianami.
I tak dwie głoski a i b, daią tylko ieden iloczyn
ab, lecz dwie przemiany ab i ba. Podobnie trzy
głoski a,b, i c , daią ieden tylko iloczyn abc, lecą
sześć przemian abc, acb, cab, bac, bća, cba.

Weźmy teraz liczbę m głosek, a, b, c, d, e , v . ,
ułożywszy ie obok siebie po 2, po 3, po 4 , . . . iak
tylko można rozmaicie, byleby w każdym wypadku
liczba głosek była mnieysza od liczby głosek da-
nych, dochodźmy liczby wszystkich w każdym vaiie
wypadków. Takowe ułożenia liter nazywaia się
waryacyami (arrangemensjf.

I tak, ab, ac, ad,... ba,bc,bd...,ca,cb, od,
s:\waryiacyiami głosek m, układanych po dwie. Po-
dobnie abc, abd... bac, bacl,... acb, acd, są wci-
ryiacye m głosek,' układanych po trzy.

Lecz tak ułożywszy głoski obok siebie po 2, po
3, po 4, i t. d; roozna z gromadek te same gtoski
v,avvieraiących brać tylko po iedneyy i dochodzić licz-
by ,tak wybrakowanych: otrzymane w tym rjzie
wypadki maią nazwisko kombinacyy, I tak ab,
ac, bc,... są komb minac ye głosek po dwie branych,
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tak ie dwa którekolwiek wypadki różnią się od sie-
bie przynaymniey iedną głoska.' Podobnie abc,
abd,.... acd, bcd,. . , . są kombinacye głosek po
trzy branych.

Zachodzi więc istotna różnica pomiędzy prze~
mianą, waryiacyą i kombinacyą głosek, :.

Przemieniamy głoski, uwazaiąc ie wszystkie ra-
zem, i według wszelkiego-następstwa i szyku, napi-
sane. Układamy wary't'cyie z głosek ra biorąc
z nich po 2, 3, 4 , . . . n byleby było i><^m, i r-obiąc
wszystkie przemiany z Icaidey gromadki a głosek,
tak iz gdy n = m : waryiacyezamienią się naprze*
rniany, Nakoniec kombinuiemy in głosek po n

• głffsck, układaiąc ie xv gromadki, tak, aby która-
kolanek gromadka, nie zawierała wszystkich tych
samych głosek) co którakolwiek inna,

; W szczególności poznamy:
'• 144. Naprzód, iak się znaydaie liczba wszy-

stkich przemian n głosek. .

Dwie głoski a i & daią przemian dwie ab i ba,
a zatem liczba przemian dwóch głosek i es t 2, czyli
1 X 2 . Niech teraz będą 3. głoski, a, b, c, Uczy-
niwszy przemiany ab, i ba z dwiema pierwszemi
głoskami, trzecią zaś c napisawszy z brzega, we
środku, na końcu, kazdey z dwóch przemian: otrzy-
mamy wszystkich 2 X 3 czyli 6.'

Podobnie gdyby danych głosek było 4, a, b, c,
d; uczynilibyśmy 6. przemian z trzech pierwszych
a, l>, c, iiapisalibyśmy czwartą d, z brzega, we śro-
dku dwa razy, i na końcu kaźdey ze sześciu prze-
Jiiian, a otrzymalibyśmy wszystkich praemian 4 X »
czyli 1 X 2 X 3 X 4.



ROZDZIAŁ. V. 269

W ogólności, aby z liczbą tt. głosek a, b, c, d....
uczynić wszystkie przemiany: trzeba .naprzód inieć
liczbę przemian n—1 głosek, i dopisać na każdetn
mieyscu tak skraynem iak środkowem kazdey z prze-
mian, braknącą głoskę, a liczba przemian głosek n
będzie 1 X 2*X 3 X 4 X 5 . . . X n.

Tak jvp. liczba przemian z sześciu głosek «, bf

c, d, e, }, iest 1 X 2 X 3 X 4 X 5 X 6... toiest720.
145. Powtóre, iak maiąc daną liczbę m glo~

sek a, b, c, d, moŁna znalćzć liczbę wszystkich
waryiacyj, biorąc a głosek na iedne waryiacyią^
w założeniu źe m iest większe od n?

Daymy na to, że mamy cztery głoski a, b, c,
d. Aby i nieb. ułożyć waryiacyie, biorąc po dyyie
głoski; połączmy każdą, z czterech, z każdą z traecb.
innych, i przeto waryiacyie będą

abf ac, ad
ba, bc, bd '
ca, cb, cd
da, db, dc

a ich liczba będzie 4 X 3 .

Gdybyśmy teraz • do każddy z tych 12, dwóiek,
dopisali każdą z dwóch braknącyfth głosek, pisząc ią
z brzega, we środku lub na końcu otrzymalibyśmy
waryiacyie z głoskami braneini po 3,, a ich liczba,
dla tego źe każda dwóyka dałaby 2. tróyki, byłaby
4X3X2.

Gdybyśmy nareszcie do kaźdey z tak ułożonych
tróiek dopisali czwartą braknącą głoskę, otrzymali-
byśmy liczbę przemian 4 głosek a, b, c, d, te sa-
mą, iaka była waryiacyy tychże głosek branych po 3.
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• Tym samym sposobem okazalibyśmy, ze gdyby
liczba głosek była 5, liczba icli waryiacyy po 2 bę-
dzie 5 X 4 , liczba zaś waryiacyy po 3 głoski będzie
5.x4X3. ; : ; ..
' Gdyby liczba głosek była 8, liczba waryiacyy

tych głosek branych po 2, będzie 8 X ? r branych
po 3 będzie 8 X ? X 6 ; branych po 4 będzie
8 X 7 X 6 X 5 czyli

' ' 8 ( 8 — 1 > ( 8 — 2 ) ( 8 — 3). .'• . .

W ogólności- więc liczba waryiacyy głosek m
branych po n, gdy n<m, iest równa iloczynowi
m ( O T — l ) ( m — 2)(m — Z ) . . .^ z tylu czynników
m ijn^-l m -2 , . . . ile iedności ma liczba n: naj-
mniejszy zaś z tych czjnników.iesl różnicą między
n i n 1; a zatdm m - n-f-1, i;-przeto "ogólne wy~
raŁenie liczby waryiacyy głosek m,' branych po n,
i e ś t ."• ' • • .' . •

m(m~t )(m—2)(m-—3>.. . . (m.—/i+1.).
Tak np. liczba waryiacyy 90. głosek branych

po 5} iest
' 90 X 89 X 88 X 8? X 86.

146. Potrzecie, iah maiąc daną liczbę m głosek
a b c d... można znaleźć liczbę wszystkich
korribinacyy, biorąc* n głosek na iednę hombinacyą
w założeniu ze m > n . • • <

Ponieważ, według tego, cośmy w poprzedzaiat-
cym ustępie mogli byli postrzedz, ułożywszy wa-
ryiacyie z głosek m branych po n, każda gromadka
tych samych n różnych głosek, iest powtórzona tyle
razy, ile można uczynić przemian z temi n różne--
mi głoskami: tak iż liczba waryiacyy głosek m bra-
nych po n iest
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m(m—l)(m—2)(m—3)..- (m—-rc-f-l).
liczba zaś przemian każdey gromadki n różnych gło-
sek iest

1. 2. 3. 4 •(«—• l).n,
Kombinuiemy zaś m głosek po n; układając ie

•w gromadki po n głosek, tak, aby którakolwiek
gromadka nie zawierała wszystkich tych samych
głosek co którakolwiek inna, czyli co na iedno wy-
chodzi, biorąc z przemian 1. 2, 3. 4. 5 . . . n każdey
gromadki n różnych głosek, iednę tylko gromadkę;
więc liczbą kombinacyy m głosek branych pora, iest
równa ilorazom wypadaiącemil z podzielenia li-
czby waryacyy głosek m, przez liczbę przemian
głosek a to iesti- ,- , •:
m(m—I)(m—2)("m—3)(m—4-D.»««fa —'n Ó

1 . 2 . 3 . 4 . 5 . . . . n—r-1 ,n
Tak np\ liczba kombinacyy 90 głosek branych

po 5, iest
90. 89 . 88 .87 .86

branych

branych

branych

po

po

po

4

3

2

1.2
iest

i , . . • ; • •

iest

iest

. 3 . 4 . 5 ,
90.

' 1
90.

89.
. 2 .
89
l.i
90

1 7

88.
3.4

.88.
i. 3
.89

87

87

L 1 .2

147. Dowodzenie formuły Newtona.
Aby odkryć prawo rozwiiania się potęgi mteY

dwumianu cc-+-a, uwaaaynay naprzód prawo iloczy-
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nu kilku dwumianów np: cc-f-a, oc-Ą-b, cc<4-c, oc.-\-d...,
W- których to dwumianach pierwszy wyraz, iest teu
sam, a tylko drugie wyrazy są równe.

ce-f-a
sc-f &

iloczyn...cc21 •+• a

oc Ą-c

2gi . . . . . . . ,.€C-\-a

4.0
cc -Ą-d

X abcdoc -\-abc
-ł~abd
Ą-acd
-ł-bcd

Uskuteczniwszy te mnożenia podług prawideł
zwyczaynych na mnożenie algiebraiczne, postrzeźe-
ray na trzech poprzedzaiących iloczynach, nastepu-
iące prawo:

1^ Co do wykładników, wykładnik ilości cc iest
z razu równy liczbie dwumianów mnożonych.

W następujących zaś wyrazach zmnieysza się ie-
dnością aż do ostatniego wyrazu, w których równa
się 0.

-2s- Co do spółczynników potęg rozmaitych ilo-
ści co, spółczynnik; pierwszego Wyrazu iest iedność,
spólozyniiik drugiego wyrazu równa się surnmie'
drugich części dwumianów, spółczynnik trzeciego
wyrazu równa się sumjraie iloczynów.z tychże dru-
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gich części kombinowanych po dwa; śpółczynnik
czwartego wyrazu równa się suminie iloczynów z tych-
że drugich części a, b, c, d, kombinowanych po
trzy. Przez podobieństwo wnieść możemy,- że spół-
czynnik wyrazu, który innych ma przed sobą n. ró-
wna się summie n różnych iloczynów z drugich
części, (dwumianów) kombinowanych po n. Nako-
niec ostatni wyraz równa się iloczynowi z drugich
części dwumianów. . ,

Aby się przekonać czy to prawo składu spół-
czynników iest ogólnej załóżmy ze iest prawdziwe
dla iloczynu z m dwumianów, i obaczmy, czy się
utrzyma gdy wprowadzimy nowy czynnik w ter}
iloczyn. *

Niech więc będzie, _

iest to iloczyn z czynników m dwumianowych,
(Nxffi—") oznacza wyraz, który ma przed sobą n
wyrazów, zaś Mcc'" n+"1 który ich ma przed sobą n—1).

Niech cc + K będzie nowym czynnikiem wpro-
wadzonym, otrzymamy iloczyn uporządkowany.

+.AR +BK
|

+MK) -fUK.

Co do wykładników widocznie słuhy to samo prawo.

Co do spółczynników, 1°. Spółczynnik pier«
wszego wyrazu iest'iedńośd, 2P. A + K csyli spół-
czynnik ilości ód'1 iest1 także sammmą drugich
razów z rn *+- I dwumianów-

18
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3a.B podług założenia równa się summie ilo.
czynów z a, b, c, d, kombinowanych po dwa;, AK
oznacza suramę iloczynów z drugich 'części a, Z?, c, d
dwumianów pierwszych m, rozmnożoną przez <ira-
gą cześć nowego dwumianu; więc BH-AK. iest ie-
szcze summą iloczynów z drugich części, kombino-
wanych po dwa, ra-+-1 dwumianów.

"Wogólności, ponieważ . N- oznacza summę iloczy-
nów części a, o, c, d, po n, kombinowanych, pier-
wszych m dwumianów, a zaś M K oznacza summę
iloczynów z tychże części kombinowanych po re—-1,
rozmnożony przez nowy drugi wyraz K; wicc.N+MK.
czyli spółcaynnik który w wielomianie iest stopnia
m + 1, ma wyrazów przed sobą n, równa się sum.
mie różnych iloczynów z drugich części (a, b, c, d
kombinowanych po n ) dwumianów, których iest
m**;-l. Ostatni wyraz' UXK równa się iloczynowi
z m + 1 drugich części dwumianów.

A zatem prawo składania, nie tylko iest prawdzi-
we dla iloczynu z liczby m dwumianów, lecz także
i dla liczby dwumianów m-J- 1, a przeto iest ogólne.

Przypuśćmy teraz, ze. w iloczynie złożonym z m

czynników dwumianowych, x*ł- a,x+b, c c + c . . .'$

iest ai±6iSS!i!±=4• • •» wyrażenie iloczynu i

(ic -f a) (cc + b) (pc - ł - c) . . .
zamieni $ie na (cc -f- a)m.

U. Spółczynnik ilości ńś^T**'to iest *
zamieni się na a + a + a-J-a-f.... to iest na apowtó*
r2one razy m, czyli na ma.

2a. Spółczyhnik wyrazu cc"^ 2 czyli a f t + ac-f....,
zamieni się na a a 4 " a 2 4 " a * . . . , to iest na a* po-
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wtórzone tyle razy, ile można. Uczynić yy
u głosek m, branych po 2 (ust 146 ) to iest żarniem

się na «%.'. aV ,
• 2 , . . . • • ; • . . .

3.2., Spółczynnik wyrazu cc1"""5 zamieni się na
iloczyn z a 8 , i z liczby korabiuacyy zm głosek bra-

uych po 3, i będzie m . , _ _ — , — _ — a 8 \ tak na*
'• ii

następnie.

W ogólności, spółczynnik któregokolwiek wyrazu
potęgi (x-ł-a) ' " maiącego przed sobą wyrazów «., bę-
dzie (iak widzieliśmy w ustę: 146)

(m—\) (m-^-2) (m—3) ... (m<—n
m 1 . 2 . 3 . 4 T (n-^rj
Sam zaś wyraz iest

( m — 1 ) (m—-2) . . . (m—72-{-l )
-T- — i —m T 9 i

1 . ^ . , o > n.
a zatem

, 2 3

<m-l) fm-2)(m-3)—nr
2 . 3 . • 4 . . n
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Taka iest formuła Newtona, potrzebna do rozwi*
niccia potęgi iakiegokolwiek stopnia" dwumianu x + ą .

Prawo idy tworzenia możemy teras bez trudno-
ści czytać w idy składzie.

148. Daymy na to, że potrzeba rozwinąć (oc-ł-d)6;
otrzymamy podług formuły Newtona,

Ułożywszy dwa pierwsze wyrazy za pomocą rze-
czony formuły, mnożyliśmy 6, spółczynnik drugiego
wyrazu, przez 5, wykładnik ilości' cr f̂ ęgoź wyrazu,
a iloczyn podzieliwszy przez 2, otrzymaliśmy 15
spółczynnik wyrazu 3^. Aby otrzymać wyraz 4,
mnożyliśmy 15 przez 4, wykładnik-ilości cc w trze-
cim wyrazie, a iloczyn podzieliliśmy przez 3, to iest:
przez liczbę wyrazów poprzedzai^ćyćB wyraa 4 i
otrzymaliśmy 20 i tak. następnie, dla wszystkich
wyrazów^

Podobnie otrzymalibyśmy.

+ 45a3£C2-l- lOa^oc + a10.

Późnie'y zastanowimy się nad sposobem rozwi*
iania potęg z ilości algiebraicznych.

Wnioski wypadaiące z formuły Newtona
i z teoryy kombinacyy.

149. Wniosek pierwszy. Ponieważ wyrażenie
+• a)m iest ułożone tym samym sposobem, tak
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względem cc, iak względem a; więc to samo Łyd
musi z rozwinięciem. Jeżeli-przeto rozwinięcie za-
wiera wyraz lia" xm ", powinno także zawierać wy-
raz \{&nam-~n czyli Ka'"—nxn. Wyrazy te' są wido-
cznie w różnych odległościach od dwóch wyrazów
skraynych rozwinięcia: gdy bowiem liczba" wyra-
zów poprzedzających iakikólwiek wyraz iest ozna-
czona wykładnikiem głoski a, tegoż wyrazu, vyicc
wyraz lian a?» — n ma przed sobą n wyrazów, zaś
wyraz Kam—n xn, ma ich przed sobą m — n, a za-
tem po1 tym wyrazie ?;nayduie się ich n, (ponieważ
całkowita liczba wrazów iest. m + 1 ),

A zatem, w rozwinięciu wszelkidy potęgi dwumia-
nu, spólczynniki w równdy odległości od dwóch
skraynych wyrazów są sobie równe.

150. -Wniosek drugi. Formuła ogólna.

(x-ira)m —ocm -f-maa;'"--! + m ~" a2ccm--2+i t.d.,

uczyniwszy ac=l, a = l , eamienisic na (1-4-O"1 c z y^
am i i i " * — 1 , m.'—1 m—2 . . ,2 ==l-{~m,+ m — + m — r — . — . — -5-1. t. dij

to iest w formie Newtona, surnma spółczynników,
równa się liczbie 2, podrdesionćy do tey potęgi do
iakiey ma być yodniesiony dwumian.

I tak w przykładzie. '.. • . \

summa spółczynników l-ł-5+10-{-10-t-54-l równa
się 2 S czyli 32. W dziesiątey potędze rozwiniętey
pod ustę: 148, summa spółczynników równa się
2 l b 1024
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ló\, "Wniosek trzeci. Mażąc szereg liczb
Idących iednością, to iest: m, m-<—1, m — 2 . . . , i t. d.
aŁ do m — p (gdzie m i p są liczby całkowite), ilo*
czyn z tych wszystkich liczb, będzie poclzielny
przez iloczyn z wszystkich liczb naturalnych po.
cząwszy od i do p~J-L '

w • * %. j • rn(m—lTo iest będzie Ĵ
i . %•;. 3 . 4

równe liczbie całkowitóy, Jakoż z tego cośmy
W ustępie 146 powiedzieli wypada, s?e to wyrażenie
oznacza liczbę kombinaoyy głosek m, branych po
j ) + l . Aźe ta liczba kombinacyy iest koniecznie
liczby całkowitą, więc wyrażenie powyższe iest licaha
całkowi tą.

. •••' szczególnych
, ' • ' : " • ' ' • : ' ' • : " ' . . : . ' • • • , ' : '

Chociaż w Arytmetyce wyłożone są zasady wy-
ciągania pierwiastka sześciennego, nie będzie iednak od
rzeczy wznowid tu ieszcze tę Teoryą, a to dlatego:
naprzód, &e po wyciąganiu pierwiastku kwadrato-
wego, działanie to iesf nayczęściey używane, powtóre,
ze te tamę rozumowania będziemy mogli zastosować
do wyciągania pierwiastku 4te'y 5te'y i...ratey potęgi.

152. Nazywamy sześcianem albo trzecią •polega
liczby, iloczyn z trzech czynników równych, a pier-
wiastkiem trzecidy'potęgi albo sześciennym, liczbę,
Jktóra podniesiona do 3<̂ y potęgi, daie na iloczyn
liczbę daną.


