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Zadanie cawarte. Jakie sa w liczbach calkowi-
tych obiglodct rownoleglo$ciandw prostokatriych,
z podstawami kwadratowemi, gdy obigtosé klire-
gokolwick zawicra piec razy tyle stép szesciennych,
ile tego powierzchnia zawiera sldp Lwadrato-
wych?

'(OI {Podstawa.x 220,120,70,60,45,40,30,28,25,24, 22, 21)

s X

wysokos: y = 11, 12,14,15,18,20,30,35,50,60,110,210
dwanadcie rozwiazai,

ROZDZIAL V.

Tworzenie poleg, i wycigganie pierwiastkow
iakiegokolwiek stopnia.

% \' STEP. Aby rozwigzaé¢ réwnanie stopnia dru-
giego, potrzeba bylo umiéé wyciagndé pierwiastek
kwadratowy; podobnieZ rozwigzanie réwnan trzecie
go, cawartego.... stopnia, wymaga wiadomosci wy-
ciggania pierwiastku trzeciey, czwartéy.... it d,
potegi, z iloéci badZ liczebndy. badZ algiebraicznéy.
Podmesaeme do poteg, wyciaganie pierwiastkéw,
i dzialenia z ilosciami p:erwmslkowenn, bedg przed-
miotem tego rozdziatu, ktéry z pierwszym, i czg-
$cig rozdziatu trzeciego, skfada calos$é dziatai na li-
czbach szezegdlnych, lub- wyrazonych, algiebraicznie.
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Chociaz wszelka ‘potege liczby moZna otrzymag
za pomoca prd\mdd wnozenia, czy to arytmetycznea
go, czy algiebraicznego, ]L‘dlldk sktad takowdy po-
tegi podlega pewnemu prawu ktore koniecznie znag
ndleéy, cheae znaleid pierwiastek dancy polegi.
A iako prawo skiadania kwadratu, z ilosci bnda li-
czebnéy, badz algiebraiczndy, iest oparte (ust: 82)
na wyraZeniu kwadratu z dwamianu, tak te pra-
wo stuzace potedze iakiegokolwiek stopnia, sprowa-
dza si¢ do wyraZenia polegi tego? slopnia g dwu-
mianu. Te¢ wiec nowa teorya zaczniemy od roz-
winigcia iakieykolwiek polggi z dwumianu.

§. I. Dwumian Newtona.

142, dy dwumian axc==a rozmnn?ymy ilekol-
wiek razy przez siebie, - otrzymamy UdSLf‘PLllﬂCB Wy~
padls.l'

(a:—i,—a)l=a: -+ a, i

(xmpa) =’ 2aw + a?,
(xe4-a) b=’ ~3aac® == 3a*ac = a®,
(:(.‘-!;-a)_“:;:ac“‘-{—fiax“-_-l- 6aac = datax ~fat,
(nc-l-a)5=x5+5aac4+10aza:3.+10a'3:Jc“—l-Sa“:r-l-a"’.

Przypatr?'ywszy si¢ z uwaga tém rézném rozwi-
nieciom; fatwo upahrzy:ny prawo, wedlug iakiego
- tworza si¢ wyktadniki iloSei ac i @, lecz go nie znay-
dziemy od: razu dla sp6tezyvnikéw liczebnych. = Ale
" Newton,. .,{.awny Jeometra Angicls]\i Odkryf prawo, mocg
ktérego maige dany stopien potegi, moZna utworzy¢
z dwumianuwizadang potege, nietworzac popraedmo po-
teg niZszych., Nie zostawit on rozumowania, ktére go
duproWadzﬂo do odkrycia tege prawa, lecz péz.méy-
si AlgiebraiSci dali Sciste iego dowodzeuie.
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Ze . WSZ}SLleh w:adomych dowodzen, naysna-
dnieysze iest to, ktére si¢ zasadza na Lcury: kombi-
nacyy. FPoznaymy wiec naprzéd, co si¢ rozumie
przes kombmacyw e

143. W:u,m} ZAI‘ytmEt}kl, ze iloczyn z czynni-
kéw a, b, ¢, d,.., ktérych liczbe oznaczamy praes
n, nie zmienia sig, gdy w iakimkolkwiek porzadku
uskutecznimy mi¢dzy niemi mnoZenie.-

Szukaymymy teraz ilo rdZnemi sposobami moZna
te gloski ulozyé obok siebie.

Takowe ufofenia glosek, zowia przemianami.
I tak dwie gloski a i D, daig tylko ieden iloczyn
ab, lecz dwie przemiany ab i ba. Podobnie tray
gloski a@,. b, i ¢, daig ieden tylko iloczyn abe, leca
sze$¢ przemian abc, acb, cab, bac, bca, cba.

Weimy teraz liczbe m glosek, a, D, ¢, d, e,...,
uloZywszy iz obok siebie po 2, po 3, po 4,... iak -
tylko moZna rozmaicie, byleby w kaZdym wypadku
liczba glosek byta mnieysza od liczby glosek da-
nych, dochodZmy liczby wsaystkich w kaZdym vazie
wypadkéw. Takowe uloZenia liter nazywaia sie
waryacyani ( arrangemens j.

I tak, ab, ac, ad,... ba,be, bd...,ca, b, caT
sq waryiscyiami glosek m, ukiadanych po dwic. Po-
dobnie abe, abd... bac, bad,... ach, acd, sy wu- -
ryiacye m glosek, uk{adanych po trzy

Lecez tak utozy wsay gloski obok siebie po 2, pn
3, po 4, it d. moina z gromadek te saue gloski
rawieraigeych brad tylko poiednéy, i-dochodzi¢ lics-
by .tak W}bmknww}ch otrzymane W tym' razie
wypadki waig nazwisko kombinacyy, 1 tak ab,
ac, be,... sy kombminacye glosek po dwiebranych,
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tak Ze dwa ktérekolwick wypadki réinia sig od sie-
bie pm}naymnu,y iedna gloska. Podobnie ahe,
abd,.;.. acd, bcd,.... sa kombmdc}e glosek po
trzy branych.

Zachodzi wige istotpa véinica pomigdzy pric-
miana, waryiacye i kombinacyq glosek.

Prvcmicniamy gloski, uwazaiac ie wszystkic ra-
zem i wedlug wszelkiego naslgpsiwa 1 szykn napi-
sane. Uuaa‘.amy wary.,cyle 2 “Io:.e m  Diorgc
z nich po 2, 3, 4,... nbyleby by?ro n<"m, i wbrm,
wszystkze przemiany z kaZdey gromadki n glosck,
tak iz gdy n==m: waryiacyc zamicniq si¢ na prze-
miany. Nakoniec kombinuiemy m glosck po n
glosck, uuadamc ie w gromadht, tﬂ.’u, aby ktora-
kolmc!-: ffrornadka, nie zawierata wssystkich tych
samych glosek, co ktdrakolwick inna.

W szezegdlnosei poznamy:

< 144. Naprzéd. iak si¢ znayduic liczba wszy-
stkich przcrman n glosck.

Dwie g‘foslu a i b daig przemian dwie ab i ba,
a zatém liczba przemian dwoch glosek iest 2, ezyli
1 X 2. Niech teraz begdg 3. gloski, a, b, ¢, Ucsy-
niwszy przemiany ab i ba z dwiema pierwszemi
gloskami, trzecia zas ¢ napisawszy 2z briega, we
$rodku, na kmlcu kazdéy z dwoéch przemian: otrzy-
mamy wsa}sLluch 2% 3 czyli 6.

Podobnie gdyby danych glosek bylo 4, a, b, ¢,
d; uczyniliby$my 6. przemian z trzech pxurwazych
ai:be; mapx&;hbysmy cawarta d, buega we §ro-
dka dwa razy, i na koicu kaidéy ze szedciu przes
misn, a otrzymalibysmy wszystkich prsemian 4 X 6
cayli 1 X 2X3 X4,
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Wognlnosci, aby z liczbg e glosek @, b, ¢, d....
uczynié wszystkle przemiany: trzeba naprzod miéd
110?b§ przemian n-— 1 glosek, i dopisaé na kaZdémn
mieyscu tak skrayném iak érodkowém kaadég 7 prae-
mian, brakngca gloske, a liczba przemian glosek

bgdz;el)(2)(3)(4x5 X n.

Tak ,np. liczba przemian z szeciu gtosuk a, b,
c, d, e, f,iest 1X2X3X4X5X6.. tolest'220

145. Powtére, iak maiac dang liczbg m glo-
sek a, b, ¢, d, moZna znalézé liczbg wsﬁ,ysmich
waryiacyy, biorac n glosek na iedne waryiacyia;
w zalozenin 4e m iest wigksze od n?

Daymy na to, de mamy cutery gfl‘oskl a, b, ¢
d. Aby 2z nich uloZyé waryiacyie, biorgc po. dw:e
ploski; - potacamy kaidy = czterech, z kaidaz trzech
innych, i przeto waryiacyie beda

ab, ac, ad
ba, be, bd
ca, cb, cd
da, db, dc
~ a ich liczba bedsie 4 X 3.

Gdybysmy teraz  do kafdéy z tych 12, dwéick,
dopisali kazdg z dwéch braknacysh glosek, piszac ig
z braega we érodku lub na koficn otrzymalibysmy
waryiacyie z gloskami brauvemi po 3, a ich liczbs,
dla tego Ze kazda dwéyka databy 2. tréyki, bytaby
4X3 X 2.

Gd)bysmy nareszcie do kafddy z tak uloZonych
tro;ek dopisali czwarty brakngca gloske, otr?ymah-
bysmy liczbe pr?emmn 4 glosek a, b, c, d, t¢ sa-
my, iaka byla waryiacyy tychie glosek bran}ch po 3.
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- Tym samym sposobem okazalibyémy, Ze gdyby
liczba glosek byfa 5, liczba ich waryiacyy po 2 be-
dzie 5% 4, liczba zaé waryiacyy po 3 gloski bedzie
5X 4% 3. | | |

Gdyby liczba glosek byta 8, liczba warylacyy
tych glosek branych po 2, bedzie 8 X 7, branych
po 3 bedzie 8 X 7 X 6; branych po 4 bedzie
S_XTXGXS czyli S
¥ 8 (8=—=1)(8=2)(8—3).

W ogélnosei wige liczba waryiacyy glosek m
branych po n, gdy n<m, iest réwna iloczynowi
- m(m—1)(m=—2)(m—3)... z tylu czynnikéw
m, m—1, m—2,... ile iednosei ma liczba n: nay-
mnieyszy za$ z Lych czynnikdw iest rdZnicq migdsy
nin—1l; a zalém m—n~1, i przeto ogdlne wy-
rakenie liczby waryiacyy glosek m, branych po n,
iest e
m(m=—1 Y m=—2)(m=3).... (m—n-=1).
Tak np. liczba waryiacyy 90. glosek brauych
po 5, iest .
90 X 89 X 88 X 87 X 86.

146. Potrzecie, iak maige dang liczbe m glosek
a, b, ¢, d... moina znaleié liczbg wszysikich
kombinacyy, bioraé n glosek na iedng kombinacya
w zaloZeniw Ze m > n.

Poniewa#, -wedlug tego, cosmy w poprzedzaia-
cym ustgpie mogli ‘byli postrzedz, ulozywszy wa-:
ryiacyie z glosek m branych po n, kazda gromadka
“tych samych n réZnych glosek, iest powtérzona tyle
razy, ile moZna uczynié przemian z temi n rézne~
mi gloskami: tak i liczba waryiacyy glosek m bra-
nych po n iest ' '
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m(me—1)(m=—=2)(m=—3)... (m—n-1).

liczba zaé przemian kaZdéy gromadki n réfnych glo-
sek iest

1.2 8 A.vu (n==l)m

Kombinuiemy zas m glosek po n; ukladaiac ie
w gromadki po n glosek, tak, aby ktérakolwieck
gromadka nie zawierala wszystkich tych samych
glosek co ktérakolwiek inna, czyli co na iedno wy-
chodzi, biorac z przemian 1. 2. 3. 4. 5...n kaidéy
gmmldkl n réinych glosek, iedng tylko gromadke;
wige liczba kombinacyy m glosek brany ch pon, iest
rdwna ilorazowi wypadaiacemuit z podzielenia li-
czby waryacyy glosek m, przez liczbg przemaarz
glosek n to testi-

'm(m——-l)(m—Q)('m-—S)(m—zi) (m-—-n-—l—l)
1.2.3.4.5....n=—1.n

Tak np: liczba komhmacyy 90 gtosek branych
po 5, iest

90.89.88. 8'? 86

a2 8 4. '
branych po 4 iest .90/, 89 88.87
3 15284’
branych po 3 iest 90.89.88.87
, e Ry
branj}ch po 2 jest . 90,89
12

147. Dowodzenie formu?y Newtona.

Aby odkryé ,prawo rozwiiania si¢- potegi mitey
dwumianu x-~a, uwafaymy naprzéd prawo iloczy-
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ad

nuk:lku dvvumlanow np a:-{—a o=, aeed=c, o= d....
w. ktérych to dwumianach pisrwszy wyraz iest ey
sam, a tylko drugie wyrazy sa réwne.

ac-a

cc—l-’-b

1szy ilo¢zyn...ac* c* a|
ax +c

.7 { QRN vt a
b\

-+c

/ o ==d i |
8¢ L0y ieeeeext—alat—ab | ~;abe| xc = abed
: | Aac| ~abd|
~c| =ad| =acd
w=d| ==bc| —H=bed
] ~=bd
m=cd

Uskuteczniwszy te mnoZenia podlug prawidet
zwyczaynych -na ‘mnoZenie algiebraiczne, postrzede-
my na trzech poprzedzaiqcych iloczy nach, nastgpus
igce prawo:

le Co do wykiadnikow, Wykifadmk lodel a dest
z razu rowny liczbie dwumianéw mnozonych,

W nast¢puigeych za$ wyrazach zmnieysza sir; e
dnoscia az do ostatmego wyraau, w ktérych réwna
sie¢ 0.
22 Co do spé’fczynmkéw poteg rozmaitych ilo-
sei a, spdtezynnik' pierwszego wyrazu iest iednodd,
spélezynnik dluglego wyrazu réwna sig qugmne'
drugich c?gsm dwum:anow, spotezynnik traeciego

wyrazu réwna si¢ summie iloczynow .z tychze dru-
. gich

.:E-I—ab

x*-able--abe
~ac

~bc
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gich czgsci kombinowarych po dwa; spétezynnik
czwartego wyrazu rowna si¢ suminie iloczynéw z tych-
se drugich czeéci a, b, ¢, d, kombinowanych po
trzy. Przesz podobieristwo wnie$é moZemy, Ze spél-
czynnik wyrazn, ktéry iunych ma przed sobg m. ré--
wna si¢ summie n réZnych iloczynéw z drugich
cz¢dei, (dwumianéw) kombinowanych po n. Nako-
niec ostatni wyraz réwna si¢ iloczynowi z drugich
cz¢sci dwumiandw. .

Aby si¢ przekonaé czy to prawo skitadu spéi-
ezynnikéw iest ogblue; zatdimy Ze iest prawdziwe
dla iloczynu z in dwumi_andw, i obaczmy, czy sig
utrzyma gdy wprowadzimy nowy czynnik w ten
iloczyn. : ‘

Niech wigc bedzie, _ :
m’”+Amm_I -|—Ba:"""2+C:I:"’—5+...Ma:M'
Nmm—n_l_.”__l_u" ’

iest to iloczyn 2z czynnikéw m dwumianowych,
(Nx™=") oznacza wyraz, ktéry ma przed sobg n
wyrazéw, za$ Mac”—"*+* ktéry ich ma przed soba r——1).,

Niech x<4-K br;ﬂzie nowym'czynnikiem wWpro-
wadzonym, otrzymamy iloczyn uporzadkowany.
mm—z+c

+BK

.’Bm+1+A .‘I:;”-I"B
+K| 4AK

2= e =N Ja=—rbrg
+-MK UK,

Co do wykladnikdw widocznie stuzy to samo prawo.

Co do spétezynnikéw, 1°. ' Spélczynnik piers
wszego wyrazu iest iednosé, 2°. A ==K cayli spéts
caynnik iloci ™ iest' takée summmg drugich wy-
razéw z m = 1 dwamiandw.

18
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30. B podlug zaloZenia réwna sie summie ilo.
czynéw z a, b, ¢, d, kambinowauych po dwa; AK
oznacza summe floczynéw z drugich czgsci a, b, ¢, d
dwumianéw pierwsaych m, rozmnoZony przez dru-
ga cze$é mowego dwumianu; wige' B AK iest ie-
szeze suming iloczyndw z drugich czgSct, kombino-
wanych po dwa, m-1 dwumianiw.

Wogblnosci, poniewaz . N. oznacza summe iloczy-
néw ezgéci a, b, ¢; d, po n, kombinowanych, pier-
wszych m dwumianéw, a za§ MK oznacza summe
loczynéw z tychie czgScl kombinowanych po -1,
rozmnoZong przez nowy drugi wyras K; wige Nel-MK
czyli spélezynnik ktéry w wielomianie iest stopnia
m -1, ma wyrazéw: przed sobg n, rédwna si¢ sum.
mie réznych iloczynow z drugich czesci (e, b, ¢, d
kombinowanych po n) dwumiandw, ktérych iest
m=i-1. Ostatni wyraz UXK réwna si¢ iloczynowi
z m~=1 drogich czesci dwumianéw. -

A zatém prawo skiadania, nie tylko iest' prawdzi.
we dla iloczynu z liczby m dwumianéw, lecz takie
i dla liczby dwumianéw m == 1, a pizetoiest ogélne.

Przypuéémy teraz, zZe wiloczynie ztofonym z m

czyonikéw dwumianowych, a—-a,a==b, c==c...;
iest g=b==c=d..., wyrajenie iloczynu
(x=a) (x+b) (x=+c)...
zamieni si¢ na (¢ = a)™
1o, Spélczjrnnik ilodei "=, to iest a=-bf-ct-d--.., |

zamieni si¢ na a=- g~} a~f-a-~... toiest na a powtés
rzone razy m, czyli na ma.

e, Spblezyiinik wyrazu o2 czyli ab - ac4-...,
zamieni sig¢ na a”~~a”4-a’..., to iest na a* po-
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wtérzone tyle razy, ile mofna tuczynié kombinacyy
v glosek m, branych po 2 (ust 146 )-to iest zamieni

m—1 .
a -

sie na .

1] e 5

3.2, Spélezynnik wyrazu « zamieni si¢ na
iloczyn z a®, i z liczby kombinacyy zm glosek brae

pych po 3, i bedzie m. r_n_::lﬁ:_.;_za*‘ i tak ngw
nastepnie. _ : _

W ogélnosci, spétezynnik ktéregokolwiek wyrazu
potegi (c~+a)™ maigcego przed sobg wyrazéw m, bes
dzie (iak widzielifmy w ustg: 146).

o (rn-___]) (m—2) (m—~3).(m—n+l) a
L 2 s d . (n=—1)n °
Sam za§ wyraz iest
m(m—-l) (m—Z)...(m-—n-{-l)’
1. 2. 3 . M.

a zatém

(o)™ =" e maze™=* v %—.ﬂazmw—s

El +m ('mzl)(mzrzl aﬂ mm-—os--_!_

(m=1) (m—2) (m=3) 4 mus_
m2.3.4,-m’"+"'

_l_m(n.t-‘-lj(m—2)d(m—3)...(m—-n+1)n?‘ el
. .2 v 3 .4 . n -
D 18+
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Taka iest formuta Newtona, potrzebna do rozwis

nigcia potegl iakiegokolwiék stopnia’ dwumianu a~-a.

- Prawo iy tworzenia moZemy teraz bez trudno.
dci caytad w iéy skifadzie.

148. Daymy na to, %e potrzeba rozwingé (a-a)*;
otrzymamy podiug formuty Newtona,
(ca)*=x'+46axc’+415a"x* 4 20a° 2’ +15a*x*

o+ 6a’ x4a®

UloZywszy dwa pierwsze wyrazy za pomocy rze-
czonéy formuty, mnosyliémy 6, spéiczynnik drugiego
wyrazu, przes 5, wyktadnik iloscl’ ac tegoZ wyrazu,
a iloczyn podz:chwszy przez 2, otrzymalismy 15
spélezynnik wyrazu 3e. Aby otrzymad wyraz 4,
mnozyliémy 15 przez 4, wykfadnik-ilodei a W trz0m
cim wyrazie, a iloczyn podzielilismy przez 3, to iest:
przez liczbg wyrazéw poprzedzaigeych wyraz 4 i
otrzymalismy 20 i tak nastgpme, dla wszystkich
wyrazow.

Podobnie otm} mallhysmy
(x4 a)*°=a*® =4 10ax’ 4~ 45ax® 4 120a° "
+2]Oa a® == 252a° x® = 210a® c* = 120a" ac®
- 45a%x* 4= 10a’ a:+a‘°

Péinidy zastanowimy si¢ nad sposobem rozwis
iania poteg z iloéci algiebraicznych. :

Wmoskz wypadaigce z formudy Newtona
‘i z teoryy kombznacyy

149,  Whniosek pierwszy. Poniewa? wyrafenie
(= a)™ iest utoZone tym samym sposobem, tak
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wzgledem a0, iak wazgledem a; wige to samo by
musi z rozwinigciem. Jedeli -przeto rozwinigeie za-
wiera wyraz Ka” 2™~ powinno takie zawieraé wy-
raz Ka"a™=" czyli Ka’”—"‘w”. Wyrazy te sa wido-
cznie w réZnych odibg"osmach od dwéch wyrazéw
SLEB}H}C]I rozwinigeia: gdy bowiem liczba” wyra-
z6w poprzedzaiacych iakikolwiek wyraz iest ozna-
czona wykladnikiem gloski a, tegoZ wyrazu, wice
wyraz Kan am=n ma przed soba n wyrazdw, zas
wyraz Kam —n xn, maichprzed soba m-—n, aza.
tém po'tym wyrazie znayduie si¢ ich n, (poniewa?
catkowita liczba wrazéw iest. m—~=1).

A zatém, w rozwinigein wszelkidy potegi dwumia-
nu, spdlezynniki w rdwnéy odleglosci od dwdich
skraynych wyrazéw sq sobie réwne.

150. - Whniosek drugi. Formula ogélna.

(xc-a)m=xm —-mascm=1 4 ':1 a*axm=2--it.d,
uczyniwszy a=I, a==1, zamieni fsig‘l na (1-1-1)’" czyli

r—— | Py [ R pa—

" =ld=m-m 7 ~}m nz _,.+1. t. di;
to iest w formie Newtona, summa SpchzynmLow,
réwna sig liczbic 2, pc:dmcszone’y do téy polegi do
iakidy ma by¢ podniesiony dwumian.

I tak w przykfadzie.

(ac—i-a)5=m5+5am4+1002:r,h+10a’xﬂ+5a4m+a5,
summa spotezynnikéw 1=4=5-4~10~~10~5-1 réwna
e 2% cuyli 32. W dziesigtédy potedze rozwmletey

pod uste: 148, summa spélczynnikéw réwna sie
2*° =1024.
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151, Whiosek trzeci. Maiae szereg liczb ma.
leiucych iednodciq, to iestim, m=—1, m—2..., it d.
a? do m—p (gdziec mip saliczby ¢atkowite), ilos
czyn z tych wszystkich liczb, bgdzie podzielny
przez iloczyn z wszystkich liczb naturalpych po-
czawszy od 1 do p~~1. * i
m(m—1)(m—2) (m—3)....(m—p)

iest bedzie —
To iest qzle‘;; FE S8 & Dusan p+1

réwne liczbie catkowitéy,  Jakoi 2z tego cosmy -
w ustepie 146 powiedzieli wypada, Ze to wyraZenie
oznacza liczbe kombinacyy glosek m, branych po
p-+1. AZe ta liczba kombinacyy iest koniecznie
liczbg catkowity, wige wyraZenie powyZsze iest licuby
catkowita. “ '

§ I Wycigganie pierwiastkéw z liczb
szczegolnych

ChociaZz w Arytmetyce wylofone sg zasady wy-
clagania pierwiastku szesciennego, nie bedaie iednak od
rzeczy wznowié tu ieszcze t¢ Teorya, ato dlatego:
naprzod, %e po wyciaganiu pierwiastku kwadrato-
wego, dziatanie to iest nayczgécidy usywane, powldre,
Ze te tame rozumowania bedziemy mogli zastésowad
do wyciagania pierwiastku 4y 5ty i...ntéy potegi.

152. Nazywamy szeScianem albo irzecia polega
liczby, iloczyn z trzech czynnikéw réwnych, a pier-
wiastkiem trzecidy potegi albo szesciennym, liczbe,
ktéra podniesiona do 3¢y potegi, daie na iloczyn
liczbe dang.



