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zadosyć uczynić temu podwójnemu warunkowi; a za*
tćm&nie może mieć innych ważności iak ; r—1 iccrr4

Kiech będzie pc= 1, skąd 3 j - h 3 = 2 ? . czvli
a=27 —3j.. ' •. , ,
.; Ważności te dla a: i z wstawiwszy w równanie
pierwsze, otrzymamy u =±72 —{— 2y. . •

Pierwsza z tych formuł pokazuie, i e j nie nio*
źe być S>9;.a zatem ieźeli . ,

r = °» *' 2' 3' 4» 5' A i ^ 9,2-2^24'21' 18' 15' U> 9' 6' 3' °tt=72;74, 76, 78, 80, 82, 84, 86, 88, %

•'Niech cc będzie = 4 , otrzymamy 3j"4-s^=8,
skąd 2 = 8—3jj

•'. a = 8 8 4-2 j .
Wyrażenie dla z dowodzi, źe y nie może być>2,

• (7=0, 1, 2,
,a zatem gdy c c ^ 4 , otrzymarnW z=z 8, 5, 2,

.'• ••','•'.'.• •-• l u = 8 8 , 9 0 , 9 2 .
• • • ' • • > •

, ; Skąd widzimy, śe zagadnienie dane przyymuie:
tylko trzynaście rozwiązań; a dziesięć, ieźeli odrzu-,
cimy rozwiązania 0.

§. III. Rozbiór równaii niewyznaczonych
drugiego stopnia.

138, W tey części zakładamy sobie, iak w roz-
biorze równań mewyznaczonych , pierwszego stopnia,
rozwiązać w liczbach całkowitych takie zagadnienia,
w którychby liczba równań była mnieysza od licz-;
by niewiadomych. Aźę w ogólności równanie dru-
giego stopnia z dwiema niewiadomemi daie ważność
dla iedney z niewiadomych, iv funkcji niespółmier-
ndy drugiey niewiadomey, więc zadanie takowe, na

tem
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tem polega, 1 od aby oznaczyć dla iedney ^niewiadomych
ważności spółmierne, któceby miały to. własność, iżby
i dla drugiey niewiądoroey dały ważności spółmiecne,
2re wybrać ?• pomiędzy ważności pierwszćy niewiado-
mey, ważności całkowite które dadzą zarazem ważności
całkowite dla drugiey niewiadomey. Stąd'widzimy, ze
rozbiór równań ńiewyźriaczońych drugiego stopnia, po*
winien przedstawiać większe trudności, iakrozkiórpier- •
wszego stopnia. Jakoż w istocie iest to iedna z teo-
ryy trudnieyszych w algiebrze. (*)

Wyłożymy iednak" rozwiązanie, w liczbach, cał-
kowitych zagadnień z dwierna niewiadomemi, w któ-
rych równania zawieraią tylko prostokąt czyli ilo-
czyn, bez kwadratu' z niewiadomych..*

(Zadania te dófeyć ciekawe same przez się, są
wyicte równie iak kilka powyższych z Algiebry Lhu-
illera). •

Zadanie pierwsze. Znaleźć w Liczbach całko-
witych boki prostokąta, którego powierzchnia za-
wierałaby cztery razy tyle stóp. kwadratowych,
ile iego obwód zawiera stóp podłużnych.

Niech oc i y oanaezaią boki*prostokąta w sto-
pach: xy oznaczać będzie powierzchnią, a 2 c c + 2 j
obwód iego. Podług wysłowienia będzie równanie

. \ 8 y '; , • •••. 6 4 •.
a zatćm x = s ' czyli cc^=8 + ——3

y—8 • 3—8
Według tey formuły ważność dla cc, zawieraiąca

W sobie y, nie będzie, całkowitą choćby-taką była wa-
żność dla y; ieżeli y-— 8 nió będzie dzielnikiem 64.

Daymy na to, Źe są wyznaczone wszystkie dziel-

(•) Odsyłamy w tyrti przedmiocie do Teoryi Uczb praea
Legendra- • '.
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niki liczby 64; i żeśmy ie wzięli ze znakami -f. j
— , będzie.

\'ym. 8=1, 2, 4, 8,16,32,64,1—64,-32, —-16,̂ -8,—4,—2,—],

ską.dy-9,10,12,.16,24,40,72,|-56,~24,-8, O, 4, 6, 7;

"Wstawiwszy w wyrażenie cc ważność dla y—-8
i przywiódłszy, otrzymamy.
• ara 72, 40, 24, 16, 12; 10, 9, | 7, 6, 4, 0 - 8 - 2 4 - 5 .

Zastanowiwszy się nad< wypadkami powyższemi
widzimy, że ważności dla a? są w porządku odwio-
tnym względem ważności dla j , co w istocie tak
byc powinno, ponieważ równanie zagadnienia nie
zmieni się, biorąc w nim x z a y i nawzaiem.

Stąd wniesiemy odrzucaiąc ważności odierane
le składy rozwiązań istotnie różnych są: .

j = 9, 10, 12, 16,
c c = 7 2 , 40, 24,, 16.

A zatćm zagadnienie ^oźe być czworako rozwiązane.
Sprawdzimy skład j = 1 0 ; a;r±40.
Gdy podstawa prostokąta zawiera 40 a wysokości

10 stóp; powierzchnia będzie 400 stóp kwa: obwód
zaś iest 2(40+10)czyli 100 stóp; iakoź 4 0 0 0 = 4 x 100:
podobnie z trzema innemi składami.

Uogólniymy to zadanie, i załóżmy sobie wy-
znaczyć prostokąt,- któregoby powierzchnia zawie-
rała m razy tyle stóp kwadratowych ile obwód za-
wiera stóp podłuzónych.

Mamy równanie ccjr=m(2cc4-2j) ==2mx+2my.
Wyciągnowszy ważność dla cc i wykonawszy o ile
można dzielenie będzie.
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Można tu nie mieć* względu na dzielniki odiemne
ilości. 4m a, ponieważ gdy y— 2?n bodnie odiemne
i liczebnie mineysze od 2m; y będzie wprawdzie do-
, „ . 4/n2

datnej aze w tym razie . •* iest odiemne i li»
y— Im

czebnie większe od'2m, więc wazaośd odpowiada-
jąca dla cc iest odiemna. Przeciwnie byłoby gdyby
y-—2m, było odiemne, lecz liczebnie wicksze,od4?/i2

to iest: gdyby ^ dyło odiemne, a oc. dodatne. Lecz
tu trzymamy się tylko rozwiązań bezpośrednio od-
powiadąiących zadaniu. .

To założywszy oznaczmy przez d, d', d"t d'".. i
dzielniki ilości 4niz; a zatem

;„ j — 2m==d, d', d", d'".,,}' ••

skąd y=2m-ł-dy 2m-Ą-d', 2m-\-d", 2r«4-d w , . . ,
następnie oznaczywszy ilorazy całkowite z4m z przez
d, d', d", d'"...; głoskami q.44'&""••> Łędzie'. >

xz=2m-Ą-q, 2m+q\ 2m+q", 2m+q'».,..f

Liczba rozwiązań zdaie się zrazu być równa li-
czbie dzielników ilości 4m 2 : a ze równanie iest Syme-
tryczne (*) względem ac i y, więc rozwiązuiąc ie
względem y, ważności dla y byłyby te. same, co dla
x, lecz wzięte w porządku odwrotnym.

(*) 'Nazywa się funkcyą symetryczną dwóch albo wię-
cej ilośoi, wszelkie wyrażenie zawierające te ilości
jednym sposobem skombinowane, tak iz zamieni-

•; wszy. iedng z tych ilości na drugą, wyrażenie nie
zmieni ważności liczebne'y.
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Atak, liczba rozwiązań, istotnie różny cli, ró-
wna śie połowie liczby dzielników; ieźeli La ostatnia
liczba iest parzysta, będzie zaś równa JJ ołowie po-
wipkszonćy iednością, ieźeli ta liczba iest niepa-
rzysta. •

Niech naprzykład będzie,

m = 3 kąd c c = 6 - | - .;
y — 6

szukaiąc dzielników liczby 36; otrzymamy

y — 6 = 1, 2, 3, 4, 6, .9, 12, 18, 36;

skąd y = 7, 8, 9 , 1 0 , 1 2 , 1 5 , 1 8 , 2 4 , 4 2 ;

_ 1 L = 3 6 , 18, 12, .9, 6, 4, 3, 2\ 1,
••-: y - 6 ' ; . • , • '

więc x=t42, 24, 18, a5, 12, .10, 9, 8, 7;
to iest mamy piec' różnych rozwiązań. •'

•140. Zadanie drugie. Maiąc bok. a kwadratu,
znaleźć w liczbach całkowitych, boki prostokąta,
Jctóregoby obwód tak się miał do obwodu kwadra-
tu; iak powierzchnia prostokąta, do powierzchni
kwadratu?

Niech cciy oznaczaią boki prostokąta, ( j )
i ocy oznaczać będą iego obwód i powierzchnią: 4a
i a'z oznaczaią iego obwód i powierzchnią kwadratu

a zatem mamy równanie, —^ =S
aa- 4 a

czyli 2ocy == a (cc 4 - y)>

Mogą być dwa przypadki; albo a iest parzyste,
albo nieparzyste.
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la. Jeżeli a iest parzyste' i równe 2a', będzie
opuszczaiąc spóhiy czynnik 2, ocyz=za' Cx"hy),

6kąd cczzza'-ł- ,-_; a zatem zadanie iest to samo
:y — a'

co po-przedzaiące.

2^. Jeżeli a iest nieparzyste, mamy
av ,.oczzz-—±—czyn x

a ™2 2 ( 2 r — a.) >

aby więc ważnośó, dla x była całkowitą liczbą, po-
trzeba ażeby 2y — a było dzielnikiem ilości az. •

Oznaczając przez d, d', d" . . , , te dzielniki, zaś
przez g, q\ q", . . / , ilorazy wynikłe z podzielenia
ilości 0 przez d, d', ,d" . . . , (ilości d, d\ d", .',.,
g, g', g".•>.•,* .sbj koniecznie liczbami nieparzystemi
ponieważ podług przypuszczenia o iest. nieparzystą)
będzie 2 j — a = d, d', d",.,,, (liczby
nieparzyste,_), , . .

skqd. y — _ 3 L _ , _ T _ , — L ( w y r a z : całki)

TT^ / = = 9 , C> .«"» (Hczby nieparzyste)
2 j - — a . . '•_;•.. ._ •; [• . '

a-f-r/ a-\~q' a-{-q"r '' „ . .. x

a zatem x=^:—J—, - .̂.—i., —•——•(wyrażenia całkowi)
2 2 . 2 J

Nieeh naprzód będzie a = 20, równanie będzie

czyli podzieliwszy prwz 2 i rozwiązawszy wzglę-
dem" os,

•ąc=10 + lTJ
y—-10
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szulcaiąc dzielników liczby 100, otrzymamy
y — l O = 1, 2, -4, 5, 10, 20, 25, 50, 100;
e k ą d y p 11, 12, 14, 15, 20, 30, 35, 60, 110;

_ J ^ L — 100, 50, 25, .20, 10, 5, 4, 2, 1;
j—10 .

a zatem oc = 1 1 0 , 60, 35, ,30, 20, 15, 14, 12, 11,
to iest mamy pięć różnych rozwiązań.

; Niech powtóre 'będzie a = 15; w tym razie
2sfj = lt>(oc + y),

, , 15r r ,_.-*.5v!_ 225skąd cc s=- ^—, - czyli te = _ + ____
ł 2 j 1 5 2 2 ( 2 /

^ — , czyli te =

szukaiąc dzielników dla 225, otrzymamy'
2 j — 1 5 •== I, 3, 5, 9, 15, 25, 45, 75, 225;

= 8, „9, 10, 12,-J,5, 20, 30, 45, 120;

^ = 225, 75, 45, 25, 15, % - 5, 3, 1;.

x == 120,45,30,20,15,12,10, 9, 8;
razem pięć odmiennych rozwiązali,

141. Zadanie trzecie. Maiąc dany bok a sze-
ścianu w liczbie całkowitdy, znaleźć xv liczbach
całkowitych bpk podstawy i wysokości równole-
głościann prostokątnego z podstawą kwadratową;
tak aby • obiptości tych brył miały się iak ich po-
wierzchnie? • .'.

Niech cc będzie bokiem podstawy, y wysokością
równoległościanu, zatem x*y i 1xŁ -f.4ccj oznaczać
będą objętość' i powierzchnią1 całkowity t(̂ y bryły:



ROZDZIAŁ IV. 263

a 8 i 6a* są wyrażenia obictości i powierzchni
sześcianu danego; marny równanie

oczy a 8 .
" 6 2 ł

czyli zniósłszy mianowniki i przywiódłszy będzie
Zocy z=z aoc •+• 2ay,

Skąd * =

3 j _ a 3

czyli 3cc = 2 a + 2a ,-. -
To uczyniwszy,- oznaczmy przez d, d', d!' * , ,

dzielniki ilości 2aa; uczyńmy. '

. « .;

wypadnie j = _ J L _ , - 3 _ , ^ — — . .,.
D O O

niech następnie q, q', q"... oznaczała ilorazy z 2a a

przez d\ df, d!'.., a zatem będzie

,, ^ 1 ^ ^ .flf, ; q'\ ,, .!'
3j—a

skąd 3x = 2a -;-(?, 2a + g', 2a + g"..."

skąd x = — - — i , •—J.-3-, _-L. . . . .
6 o o

Biorąc w tych d wcjch szeregach ważności dla cc i y,
tylko całkowite, otrzymamy składy w liczbach Cał-
kowitych czyniące zadosyć" równaniu.
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Niech naprzykład będzie a =5 8; równanie za*
> . • ' • • ' . • • - . . . . • . • ' •

128. . .miem sio na dcc =
% ' , 3y--<8

szukaiąc dzielników dla 128 i czyniąc ie równe
3 j — 8 = -1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128,

skąd /=*••'• 3, ", 4, S 8, ", 24, « ,

_ i £ L _ = 128, 32, 8; 2; .

azatćm 3ce — 16+128, 16 + 32, 16 + 8, 16 + 2,
a następnie as = ; 48, 16, 8, 6;
a tak równanie szczególne przyymuie te tylko skł'a,
dy ważności

'V=48, "16, 8, 6,
j = 3, 4, 8, 24,

Dla wprawy podaierny do rozwiązania następu-
jące 4̂ y równania . ,

ł«o; a ; r ==2..+ 2r + 2o]
J = . 3, 4, 5, 6.

^o. 8cc j -^ !6cc+57+12, ieden tylko układ wa,
źności przyymuie, to, równanie, J = : 6 , cc=;U

= 6, 0.

równanie ogólne m x j = : a x + i > y + c
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Zadanie czwarte. Jakie są w liczbach-całkowi-
tych1 obiętości rowhoległościanów prostokątnych,
z podstawapń kwadratowemi, gdy obiętośd które-',
gokolwiek zawiera pięć razy tyle stóp sześciennych,
ile icgo powierzchnia zawiera stóp kwadrato-
wych? • •

. / •fPodśtawa.a=320,i20,70,60,43,40,30,28,25,24, 22, 21\
I Od: i » - I
\ (wysokoś:y=r: 11, 12,14,15,18,20,30,35,50,60,110,210/
dwanaście rozwiązań.

ROZDZIAŁ V,

Tworzenie potęg, i wyciąganie pierwiastków
iakiegokolwiek stopnia.

STĘP. Aby rozwiązać równanie stopnia
giego, potrzeba było umieć wyciągnąć pierwiastek
kwadratowy; podobnież rozwiązanie równań trzecie-.
go, czwartego.... stopnia, wymaga wiadomości wy-
ciągania pierwiastku trzeciey, czwartey . . . . i i d,
potęgi, z ilości bądź liczebney. bądź algiebraiczney.

Podniesienie do potęg, wyciąganie pierwiastków,
i działania z ilościami pierwiastkowymi, będą. przed-
miotem tego rozdziału, który z pierwszym, i czę-
ścią rozdziału trzeciego, składa całość działań na liy
czbach szczególnych, lub wyrażonych, algiebcaicznie*


