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ROZDZIAL 1V,

ROZDZIAL IV.

Réwnania niewyznaczone pierwszego i drugiego

. slopnia. '

A step. Gdy'brzmieme zagadnienia podaie mniéy
réwnan, niZiestilodci n1ew:ad0|nych,naowczas zagadnie-
nie takowe zowie si¢-niewyznaczoném, w tém znacze-
niu ze (Ust: 55.) iego réwnania, moga by¢ spmwdzn-
pe, przez nieskonczenie wiele skladéw waZnosci, ia-
Lubyumy nadawali dla niewiadomych. Lecz czesto
sama natura zsgadnienia wymaga, aZeby’ waZnogel
dla niewiadomych byty wyrazone w ilodciach calko-
witych: w tym pray padku iedna 2z mew:adnmynh
dla’ ktéréy z razu mozna bylo nadawdé waZuodei zu-
pelme dowolne, musi mie¢ same wasnosei catkowi-
te, i takie, aZeby waZnosé odpowiadaiaca drugiéy
niewiadoméy, czyli kaidéy innéy niewiadoméy, byta
takZe wyrazona w liczbach calkowitych. Lecz ten
warunek ogranicza liczbe rozwiazan, zwlaszeza, gdy
zechecemy zatrzymad same bezpodrednie rozwiazania,
to iest tylko te, ktére wypadng w liczbach catkowi-
tych i dodatnych dla wszystkich niewiadomych.

Przedmiotem zagadnierd nfuvy'rrmcaonych piér-
wszego stopnia, iest rozwiqzac ic w liczbach talko-
.wztych 1 dodatnych. Poz.méy pozhamy zamiar za=
gadnien niewyznaczonych drugiego stopnia.
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§. 1. Rdwnania i sagadnienia picrwszego Stopnia
z dwiema niewiadomemi iloSciami,

118. Kazde réwnanie pierwszego stopnia z dwies
ma niewiadomemi, moze (Ust: 64.) byé sprowadzo-
ne do postaci ax~-by==c, tu a,b,c, oznaczaig li
czby calkowite dodatne lub odiemn:e.

Uwazaymy naprzéd, ze iezeli spolezynniki a i)
maia spdliy czynnik, ktéry nie podzicl dmﬂzfy
strony réwnania ¢; naleiczas réwnanie nic moze
byd sprawdzone pizez hczby catkowite.

Albowiem gdy a==ha'; b==h0’, réwnanie dane
zamieni sig w nastgpuiace,

¢
ha'x-hb'y=c skad a’ac_—}—b'y:?;; réwnanie

to nie moze byd sprawdzone przez Zaden uklad wa-
snosci calkowitych dla ac iy, dopdki ¢ nie bedzie po-
dzielue przez h.

Zalozymy w tém wszystkiém co nastqpi, Ze.aib
sa liezby pierwsze pomiedzy sobq, slbowiem gdyby
mialy spélny czyunik, musialoby ¢ zawierad ten sam
czynnik, w ktérym to przypadku moznaby go upu-
§ci¢ w réwnaniu.

119. Dla wigkszéy iagnosci okaZmy rzecs na rd-
whnapiach szczegéluych, a potem ia- uogblnimy.

Zadanie pierwsze. Podzieli¢ 159, na dwie cze-
Sci Lak, azeby iedna z tych czgsci byla pod:«:tclnm
praez 8 a druga przez 13,

Oznaczmy przez iy, ilorazy wypadaiace z po-
dziclenia dwéch czgsei szukanych, przez 11czby S%C7e~
gblne 8 i 13, a zatem 8 i 13y, oznaczaé beda te
dwie czescei, i mamy rownanie

8 13y=159....(1),
ktére podlug wystowienia powinno byé rozwigzane
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1w liczbach catﬂ-ow:itych i dodatnych bedacych wa-
znosciami dla a¢ 1 y.

i i 15(}—133'
Z réwnania tego otrzymamy . widCE=CE 0
wykonawszy dzielenie o ile moZna, b¢dzie
?-—-—r)r -

Uwafaymy teraz, se wazno$é dla a bedaie hcz.baé
calkowita, iezeli dla y nadamy Waénosc ‘taka, aie-

lz__ -
by ___le byi’o liczbg’ catkowna mkoz, oprécz tego

z samego wyslowienia ten waranek iest potrzebny,

T—Dby
zaa aby to nastapito polrzeba, azeby _b_— bylo

liczba iakakolwiek catkowita.
' Niech t, bedeie ta hczbq catkowita (£ jest ilo-
$cia nicwyznac”anq,) z tego praypuszczenia wypada,

T—5y " -
—g =L, a zném Sy=+8t==7.....(2) wainosé

dla a zamieni si¢ na x=19—y-~t. Waizelka wa-
znodé catkowita dls t, ktéra ustawiona w réwnanie
(2) dapodobne réWnanie dla y sprawdzi ten warunek,

T—>5y
aby _8_ byto. liczba ca?:f.owlm

A zatém dwie waznodci dla az i y odpowiadaigee, be-
da Jiczbami catkowitemi i sprawdza opbez tego ré=
woanie (1); ktére widoeznie wypada z wyrugowania

7T—5y

:loscu:, z tych dwéch réwnan *——8——* ==1:
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==19=—=y-=t. Trzeba wigc teraz rozwiazaé vé-

wnanie (2) w liczbach caticowitych, ktérego spét.

czynniki sa mnieysze od spofezynnik Sw réwnania
T8t

(). Z rélwna'nié.(?) otrzymamy ‘ Y= ——:

. | el
czyliodbywszy dzielenie czystkowe, y == 1—t-j —_gj_'.f‘

Wszelka waznosé dla £, ktéra ilod¢ 2——3¢ uczyni
wielokrotnosciy licaby 5, da takfe dla y liczbe cat-
kowilg, a nustepnie bedzie liczba odpowiaduiacy za-
daniu. ' '

2—3t
- Uczyrimy g =t, gdze t' iesF nowa niewy-
znaczond; otrzymamy 3L=5t'=2....(3)
- a zatém . Y=l i1,

(Réwnanie (2) opréez tego wypada z wyrugowania
ilosei t' z tych dwéch réwnan. )

Trzeha teraz rozwigz:¢ réwnanie (3) w liczbach
catkowitych; wyprowadzimy z niego

95t .. 9oy
.t:: —'3—— e A =R
( : 22t '
uezyniwszy —a——==1", bedzie 2'+-31"=2. ., . (4),
i | iz-—t"—]- i
LR 231" B
Zréwnania (4) wyprowad: ¢’ = T ==y

it
Nakoniec ¥ " /" moore
uczyniwszy 2 — 0 3 Wypad:t'=21"...15),
i S 4= TR

1
[
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Poniewa# w réwnaniu (5) spélezynnik pray ilo-
$ci t” réwna.si¢ iednodci, wige wszelka waznosé cal-
kowita, nadana iloéci t”, da waznoéé catkowita dla
1", Oprécz tego dwie niswisdoms gléwne ¢ i y, i
niewiadome posredme t, ¥, 1", 1", sa potaczone zsos
ba przez te pigé réwnan'

=19 ==y =}-1.
= l—t’+£:g
= i

t!; s 21!!.? ?

‘A zatém, daige dla t” iakakolwiek wazZnosé cat-
kowitg, ‘i postepuige do | ostatniego z tych réwnai
do dwéch plbrwszych otrzymamy dla a¢ i ¥ odpo-
wiadaiace waZnodci w liczhach calkowitych, ktore
koniecznie spmwdza réwnanie dane; albow:em, na
mocy rozumowan powyszyth réwnanie to wypada
z wyrugowania ilosci t, ¢, t’, ', = pigciu réwnan,
otrzymanych.

Lecz aZeby ilo§é t” miala tylko takie waZnoéci,
ktéreby 0dpoww;laky waznosciom w liczbach calko-
w1Lych dla ac i y, trzeba te dwie niewiadome x i y
wyrazaé w bcvpoarcdmcy ﬁmkcya (immédiate) (*)
ilodci niewiadoméy poéredniéy t” za pomocy pigciu
powyZszych réwnan. :

Wstawiwszy w wyraZenie dla £, waZnosé ilodei
1", zawieraiaca t”; otraymamy

f=1— 2!:”" % czyli t==1~—231";
W wyraZenie za$ t_.-—.t’—l—t"; wstawiwszy wa-

"
L

(") Zowiemy funkcyq pewnéy gloski uwadaney sa smien-
ng, wszelkie wyrazenie ?.mmh‘.l}ue te gloske pola.
czona %z iloSciami wiadomemi.
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Znoééiloscit) otrzymamy ¢ ==— e A, P P ViU

Skad A | I__')Lm
Podobnie znayd: y=——1 (.....1 57 - | =32,
Skad =3 —81".

Nakoniec a:'_19—(3 St"”)-i-(—l-i-c’ifw , czyli
‘ x=15-4-131"

Fatwo sprawdzié, %e z tych dwdch ostatnich r.
wnath Wyrugowawszy t”, otrzymamy réwnanie daue,
Jako# rozmnoiywszy wyrazy pierwszego réwnania
przez 13, drugiego przez 8, i wypadki oLI‘Z}maue
dodawszy, bedzie

13y 4~8a=159.

Czquc nastepnie t"=0,1,2,3.., albo t= l
—_2,—3,. - Wy prew:admmy zfurmu]’ poprzedzalqcych
WSzystk:e waznosci dla x 1 ¥, w liczbach calkom-
tych, quz dodatnych, badz odiemnych, ktére spra-
wdza zaloZenie: lecz 1eze11, w mysl brzmienia zada-
ma, mamy zatraymac¢ same rozwiazania daigce wa-
znosm, w liczbach catkowitych i dodatn}ch w tym
razie, £ powinno przyiactakie tylko waZnosci, ktd-
reby 3—8t"” i 15+~131" uczynity dodatnémi.

Lecz widocznie w tenczas tylko, gdy t”==0i
t"=—1-, warunek ten bedzie dbpeluiony, albowiem
wszelka waznosc dodatna dla " uezyni y odiemném,
kazda za§ waZnosé odiemna, liczebnic WIkaza od ],
uczyni ac odiemném.

Czynige wiee nastepnie /=0, L""' —1,

{y‘.....a, ¥ ==l

nERtls 2=15, x=2.

A zatém dwa tylko*sklady

o I e B s 1y......11 sprawdza réwnabie
8.r+iiy.._.159
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Co do zadania, ktérego to réwnanie iest tloma-
cmniem algiebraicznem, poniewas 8ac i }33’ 0%nacza-

dwie -czgéci szukane, a zatém wypada, ze 8 X 15.
czyli 120, i 13 X 3 cayli 39, daia ymwszc rozwic-
zanie, tudnu: 7e 8% 2 czyll lG, 3 13 NTY, cz}h
143, dai:-g drugie rozwiqzanie, a zatém liczba 159.
moze bydz podzielona, czy to na 120-439, czy tes
na 16-143. :

120. Na drugi przyklad weZmy réwnanie
17~—49y=m—38... ().

49y —38 15y—38
z tego zaraz otrzymamy :x."""—l*,z——- =2y 7

Aseby wiec wainosé w liczbie calkowitéy dla v,
odpowiadata waZnosci takie calkowitéy dla «, dosyc
bedzie aby 15y=—-8 bylo wielokrotnoécia téy wazno-
$ci dla o, przez 17.

A Uczynmy I—Eé-—,;,:;-g t, t iest niewiadoma niewy-

znaczonq posrednia; (intermédiaire), z tego naznacze-

nia wypada 15y — 17t=8..:(2),

i L =2yt

( Wyrugowame ilosei t z tych dwéch réwnan, pray-

wréciloby réwnanie (1), Z réwnania (2) wyprowa-
817t 82t

Gziny g e i)

ll"
8+ 2t

—~powinno byé liczba cal-
kowita.
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: -}- 2t
Uczyniwszy —+— ==/; wypadnie
2.':—]51’:—-8...(3),_
i y=i-=t.

15 =8 v

2 p 5 i Rt .
Réwhanie zad (3) da, t=—5 =11 “"'4+.:;'

Y

-y zatémgpowinno by¢ liczba catkowita. Uczyfimy

L.r‘ v
nakoniec 5 = —1"; otrzymamy t'=2t"

i / t=T'— 4+L”'

Teraz, aby a i ¥, wyrazic w funkeyi ilosci nie-
wyznaczonéy 1’ zbliZmy cztery réwnania

cc:?y-l—t,
y='i 4,
=Tt --4+t"’
b=t
W réwnaniu 3ciém zamiast £, poléZmy iego wa
#nosé, bf;dme t=1 X 2t'—44-1, skad 1=15t"=—4,
zamiast £ 1 ', poléZmy ich waznoscl' w réwnaniu dru-
giém, bgdz1ey=15t”—-4—l—9£, czyli = ——-4
nakoniec réwnanie pierwsze zamieni si¢ na -
=217 =—4)4 15t"—4, czyli ac=49"—12,
Z Lj(,h dwéch formut WylugOWawszyt otrzy=-
mamy réwnanie dane, albowiem ieZeli pierwsze ro-
zmnozymy przez 49, drugie przez 17, i odeymiemy
dwa wypadki od siebie, otrzymamy
17 049y =204 4 196 =8,
: Oprocz
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Opréez tego widzimy, Ze nadaiac dla b” iakie-
kolwiek waZnoéci dodatne; otrzymamy dla a i y,
waZnosci podobnies dodatne, lecz nie mozna prazy-
puscié aby t” byto odiemne.

Niech bedziet’ =1, 2, 3, 4,....

Otrzymamy y==13, 30, 47, 64,....

=317, 86, 135, 184,..

Liczba" wige rozwiqzan w ilodciach calkowitych
i dodatnych danego réwnania, iest nieskoliczona,
a naymnieysze waznodei sg ac==37, y==13.

WaZnosei te sprawdzg réwnanie, albowiem

17 X 37 =49 X 13 =629 == 637 ===~=8.

Nie nale.ay w tym przykladzig opuszczad tych roa
zumowatl, iakie ucayniliSmy w piérwszym przykia-
dzie, aby usPraw:edhwu, wsz}stkw dziatania, Lecz
tatwo iest dla uczacych sig uezynié ie, przechodzge
w ‘porzadku z iednéy przemiany do drugiéy.

121, Mozna poprzedzalac} §poséb postgpowania
zamknqé w nastepuiacéy tresei.

Niech be¢dzie aac==by=—c (1) réwnanie ktére
mamy rozwigzad, Aby to rozwiazanie uskutecznids
potrzeba wyciqgnad z tego rownania wazno$é dla
niewiadoméy, RKitdra ma naymnieyszy spdiczynnik
np dla x, wykonad dzielenie o ile mozna, a tym
sposobem olrzymamy wyraZenie dla a2, zawieraigce
w sobie y, zloZone, z iedndy czgsci calkowitéy, "i
2 iedney czesci utomkowéy, ktére to wyraZenie na=
lezy uczynié catkowitém. Te¢. druga strong uczy-
ni¢ rownao pzcrwsze’y nie wyznaczondy t, skad wys
padnie nowe réwnanie, zawieraigce w sobie y i t
ktére mozna nazwaé¢ réwnaniem (2) a ktérego spét-
czynoiki bgdq mmeys?e od spdtezynnikéw réwnania
(1); oprdez tego, waznosd dla' x wypadnie w fin-

e
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keyi calkowitéy tych dwdch ilosci y i t, rdwnanie
za$ dane wroci si¢, po wyrugowanin ilosci t z rg.
wnania (2), i z réwnania, kitére daic waznosd x
) ﬁmkcyr. y it

Z rownania (2) wyprowadz;c waznos$é dla vy,
i uskutecznid dzielenie o ile mozZna; czesé ulomko-
wa uczynid réwna drugiéy niewyznaczondy t, q
wypadrzic, riwnanie (3), zawieralace t'i t, kidre
bedzie prodcieysze od réwnart (1) i (2).

Wazno$c dla y, bedzie wigc wyraﬁona w fun-
keyi caikow;zcy zawieraiacéy t'i t, rdivnanie zc$
dane wrdci si¢ po wyrngowaniu 1!0§ci t ity zrd-
wnania (3) i dwdch rdwnan kiire daie x w fun-
keyi calkowitdy Aawzcrameey y it, aza$ y wifun-
keyi calkowiléy zaw:eramccy ¥ 1 L.

Postapic z rownaniem (3) tak, iak z réwnania-
mi (1) i (2) i daldy tak dz;a?:ac, dopdki sig nic-
przyidzie do takicgo rdwnania, ktdreby zawieralo
dwic niewyznaczone, iedna za$ z mch mialaby
spdtezynnik iednosc.

Wracaé potém od lego ostalnicgo réwnania do
poprzedzaiacych, 1 s”ukac przez naslgpne wstawia-
nia waznoSct,. wyra,lcnia dla x iy w funkcyi
ostatniéy niewyznaczondy.

Otrzymamy zatém dwie formuly, za pomoca kt6-
rych nazoaezaize dla pozostaléy niewyznaczondy, wa-
Znosci dowdne, otrzymamy wszystkie skiady wazno-
Sci w liczbach catkor: 'u',ych tak dodatnych, iak od-
iemnych, ktére sprawdza réwnanie dane ax--by=c.

Jezeli zazqdamy sam}ch catkowityeh i dodatnych
wazniodei dla oc i y, nadwezas dwie formuly przez
swoy sklad skazq, takie waznodci trzeba bedzie na-
da¢ dla cstatniey niewyznaczonéy, aby ten warus
nek byl dopetniony.

Uiwagi. 1a Sposéb ktéryémy okazah, powinien



ROZDZIAT 1V. - 227

zawsze doprowadzié do ostatniego réwnania, w kt4-
rémby $pélczyonik iednéy z niewyznaczonych by?
iednodcia.
- Jakoz, w dzialaniu pierwszém, przychodzimy do
podzielenia spolezynnika wigkszego, dwdch niewioe
domych, przez spélezynnik mnieyszy, w dziatania
drugiém, dzielimy spolezynnik mnieyszy, ‘przez re.
szt¢ wypadiy z ich dzielenia, w trzeciém, dzielimy
pierwsza reszig przez drugy, i tak nastgpnie; to iest:
stosuiemy sposéb znalezienia dzielnika spélnego do
tych dwéch spdlezynnikéw, A zatém, poniewas
wedlug zalozenia obadwa spélezynniki sq liczbami
pierwszemi migdzy sobg (‘ust: 118,) w koneu prayy.
Jziemy do resaty = |, ktéra bedaie spotezynnikiem ie-
dney z niewyznaczonych wprowadzonych wrachunek.

2a  Stosuiac ten sposéb do réwnania, w kté-
rém spolczynniki dwoéch niewiadomych zawieraig
czyonik spélny, nieznayduiacy si¢ w drugiéy stro-
nie réwnania, a zrazu niedostrzeZony; nadwczas ciag
dzialania da poznad, Ze nie moina rozwiazad zada-
pia w liczbach ealkowitych. WeZmy naprayktad ré-
wnanie 492c—35y=11.

(Tu 7 iest spéloym czynnikiem spéiezynikéw ilow .
§ci ¢ 1 y, lecz nie wchodzi w druga strong réwna-
nia ). .

490 —11 14oe—=11

Wyprowadzimy y=— —E = i =

35
. 142c—11 -
Uczyniwszy g5 b skad y=—oc—-1;
-~ 35111 Tt-+11
bedzie ac=—-.-'-i—'--=2£+-—:fi_..
Tao11

=4 skad =247,
| 15¢

+ Ucayniwszy i
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_lar=11__ )

- To ostatnie réwnanie nic moze byd rozwiazane

. g e 4
w liczbach calkowitych dla t i t', poniewaz 7 iest

: u"romklem, a zatém, takZe nie mozna wyprowadm
7 réwnania danego dwéch waznosei dla a i y, w lics-
bach calkowitych.

122. W sposobie powyZszym mozna uZyé skrd.
cert, iak to zaraz poznamy.

Wezmy réwnanie iuz rozwigzane 170c—49y —=—8;

49y —38
Daie ono : = —I',z——-
Poniewaz CAI=1TX 2415=17T X 3—2;
. 49y 2
wigcl—*g_f—: 3y——f% i waznosé dla ac bedzie
(2y—+3),

C=of=sti7

idzie teraz o to, aby znalezé dla y taka liczbe cals

T e e Ay ; -
kowita, ktdraby wyraZenie 17~ uczynifa takZe ilo-

$cia catkowita. VYyraZenie to moZna napisaé tak:

2 4
(3’;1; ), a ze dwne liczby 17. 1 2, sa migdzy so-

"2 4 .
('y—lrzt—) byto liczbg cal-

kowita, potrzeba aby (y==4) bylo podzielne przez -
17. ' :

ba pierwszemi, wige afeby
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: 4 ‘
Uczyhimy wige %—:t; gdzie t iest liczba cal-

kowita zupelnie dowolng: wypadnie
y=17t—=4,
i waznosdé dla a.zamieni si¢ na
x==3y—2L,
wstawiwszy zamiast y, iego wafno$é zawieraiaca
w sobie t, otrzymamy.,..ac=49t—12,

Te formuty dadza same catkowite rozwiazania za-

YoZonego réwnania, bo z nich wyrugowawszy ¢, otrzy-
mamy réwnanie dane 17x—49y=—-——8. Czynige
t=1, 2, 3, 4.... otrzymamy dla ax i y -waZnosci
catkowite 1 dodatne, lecz nie moZna uczynié =0,
ani braé dla £ waZnosci odiemney. Stad widzimy,
iak sq waine takowe skrécenia, przez nie bowiem,
wprowadzilimy t}l;co iedng nicwyznaczong do ra-
chunku, A .
- Takowe uproszczenia maia mieysce prawie we
wezystkich przykfadach, lecz uiywaé ich mozna tyl-
ko w réwnaniach szczegdlnych, iak to ieszeze po-
gnamy z nast¢puiqcego zagadnienia,

123. Drugie zagadnienie. Zaptacié 78. gro-
57y pxectogroskowhmm i Lrzygroszdwkami, nic uzy-
waiac inndy monety?

Niechay a oznacza liczbe pwc:ogroszoWek y lia
czbe trzygroszéwek, rownanie

S 3y=78.-
da dla ac, ¥, same waZnoéci calkowite i dodatne poe

dfug brazmienia zadavia. Rozwiazawszy to réwnas
nie wzgledem y, bedze -
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wykonawszy zaé daielenie iest
' &

— 0 e
3’_..._.6 X ’

3

: x
czyliooeaeasnns Ly == 26200~} 3

UwazZaigc pierwsza ' postaé waZnodci dla y wi-
dzimy, Ze ta odpowiadaiac waiynsci takZe catkowi-
téy dla ar, nie moZe bydZ sama calkowitg iak tylko

20
w tenczas, gdy *S—bgdzie liczbg calkowity: a Ze 2 i

3 sa liczby pierwsze migdzy soba, wiec a musi
bydz podzielne przez 3. niech wige bedzie....x==3
stad wypadnie y =26 —— 21,
cayli ¥y =26 —5L.

UWaZaiqc druga wazno§¢ widzimy od razun, Ze x
powinno b}é wielokrotnoicig liczby 3, a zatém

.'

:x':3t

akqd leszcze wypada y ==26— 21, czyli y=26~5t.
Te dwie fnrmu&'y okazmq, 7e tpowmno b)d?
doﬂatne, i nie moZe miéc’ wigkszéy waznoSei iak

26
5 czyli 5 5

Uczynmy wiec t== 0, 1, 2, '3, 4, 5;
a8 wypadnie @x= 0, 3, 6, 9, 12, 15,
y=26; 21, 16, 11, 6, 1.

A tak, moZna zadosyé uezynié zadaniu szeScios
réznemi sposobami, to iest, albo dadz 26. trzygro-
szowych, a Zadndy pigciogroszé6wki; albo 21. tray-
groszéwek a 3. p:qclogroszéwek albo 16. trzygro-
széwek, a 6. pigciogroszéwek; i tak nastgpnie.
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Trzecie zagadnienie. Zalezé liczbe, ktdra po-
dzieliwszy przez 39. otrzymamy resztg 16; Podale-
liwszy zas$ przez 56, olrzymamy ressle 2?

Niech a oznacza iloraz catkowity z podzielenia
liczby szukandy przes 39, a zatém pierwsze wyra-
Zenie tey liczby bedzie 39:1‘—[—[6, niecch 7y oznacza
catkowity iloraz z podneh.ma te}m liczby sz.ukam.y,
przez 56, a zatem 56y ~-27, iest drugiem wyraZe-
niem liczby szokanéy;

Otrzymamy wice réwnanie

390 =4~ 15..-.563"-;—2?
0?311 skrbciwszy
39 BOyER L i eeei sine ene (1)

66y~11 - 17y4-11
R T T
cuyli _
5 (22y—11) g ALy =l )
T Y739
. . 1(2y—1) e
Poniewaz w wyrazeniu T czynnik 11139,

s hc?by pomiedzy- soba piérwsze, aby wige to wys
rafenie  byto podzielne przez 39, potrzeba, aby
2y--—1 byto podzielne przes 39,

23/—-1
Uczyiimy przeto - ~39 ==
gkad Oy =39t== 1,,..... o (2),
a nastepnie x=2y =111

Z r6wnania (2) wypada
39t =41 5 i1

ym—— = 5
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. t41 , . ,
uczyniwszy — ==t, otrzyma: rowuamet:?.t_.l’

a nastnpme....................... “n y=19t+r’

Jezeli' w tém ostatniém rédwnaniu zamiast £, po-
iézymy iego wafnodd zawieraiaca t', réwnanie to Za.
mieni blq na ndsl{;Pma.ce

y=19 (2~ 1)=4=1t skad y=39'—19;

zamiast ¥ i t, polozywszy ich waznoéé w réwwnm
oznaczaigcém waznosé dla oo, otrzymamy:

=561 ~—27,

Wedi’ug tych dwéch formut widzimy, Ze t' mo-
Ze mie¢ iakakolwiek waZno$é dodatna,

Niech bedaie t', =1, skad yzug-—-IQ_?.O

x=56—27=29,
wazno$¢ te zamiast o wstawiwszy w wyraZenie
39x+-16, otrzymamy 39 X 20416 czyli 1147 nay-
mnieysza liczbe, ktéra odpowié warunkom zadania,

Ucz‘yniwszy L’:Q, otrzymamy a==56 >} 2—21
=85; a zatem 39x==16=39 X 854 16=3331 i
tak nast¢pnie: ’

oZna ieszcze sprawdzi¢ wystowienie na dwdch
dopiero otrzymanych liczbach.

Zwatywsty formuly, za pomoca ktérych otrzy-
mali$my - wszystkie skiady waZnosci dla niewiado-
mych @iy w réinych zagadnieniach: dotad roz-
wmzanych pod wzglgdem réwnania tychize zaga-
dniel; poznamy, i% maig nast¢puiaea wiasnosc,

Spdlezynniki ilodci “niewyznaczonéy wchodza-
cey w te formuly, sa te same (opréez znaku proy
1ednym P2 dwoch) co sgoicaynnm ilodci ac 1y, wda-
nem réwnanin to iesty w waznosci dla x, spétezynnik
ilosci mewyznacmney, réwna si¢ spolczj nm&owr, ilo-
Sei y w rdwnaniz danem; a w waznosci dla y, spét
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czynnik n?ewyznaczoney,*rowna sig spolezynniko-
wi iloSci x w rdwnaniu dandém, wzigtemu ze zna-
kiem -przeciwnym, lub na odwrot, (co si¢ tyczy
znakow dwéch spbtezynnikéw ).

Aby okazaé t¢ wlasnosé, wezmy réwnanie ogélne

T R )
i daymy na to, %e zastésowawszy aposoh podany,
otrzymaliSmy dwie formuly

:r?..._m::-l—/l............(Q),
y= nt=~B-. -(3).
Uwaaaymy na przéc[, ie w tych formutach spéft-
czynniki m i n, powinny bydz liczbami pierwszemi
pomigdzy soba, albowiem iefeliby mialy eczynnik
wspolny np,
m =mk, n =k,

formuly te zamjemlj by si¢ na
x=mkt -+ A,
y=nkt 4 B,

uczyniwszy t=— 1— otrzymalibysmy:
x==mt'4= A, y=n' et B
a z tego wypadtoby, fe waznosci ulomkowdy. dla ¢

!

to iest%, odpowiadatyby waZnosci catkowite dla

“ar 1 7, co byloby przemwne pustmowamu, wedtug
ktorego wszystkle ilodci mew;zn.nczone, wprowa-
dzone w cigg dzialania, powmuy byé catkowite. |

o zafniywszy, widzielismy popu.edmczo, 28 po
wyrugowaniu iloSci , z réwnan (2) i (3), powin-
nismy olrzymad réwnanie (1).

LS
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Lecz, aby *wykona¢ takowe rugowanie, dosy¢
. L 4 - E L] e
b?dzle rozmnozy¢ réwnanie (2) przez n, a réwna-
nie (3) przez m, potem odigé icduo od drugiego,
a otrzymamy.

nx — my == nA — mB,
rownanie to powinno byé to samo, co réwnanie
ax= by =c,
a zatem iest :

n=a; m=-—D0D

Poniewa# na réwnaniach (1) i (2), moina wy-
kona¢ odeymowanie w porzadku odwrotnym, wice
otrzymamy ieszcze réwnanie

my — nx =mB — nA;
ktére poréwnawszy z réwnaniem (1), wypadnie,
n=-——a; m=Dh, g
co bylo do okazania, .

. Inaczédy. Poniewa’ wafnosci (2) i (3) powinny
sprawdzié réwnanie (1), iakakolwick™ bedzie waznosé
dla #, a zatém _

almt==A)4-b(nt-=B)=c,
rozwingwszy i uporzadkowawszy podtug ¢, otrzymamys:

4 (am=}=bn) t -4 aA -~ bB ==c.

Aje uczyniwszy t==o w formulach (2) i1(3), otrzy-
mamy x==A i y=B, i te waznosci powinny czy-
ni¢ ieden skfad, wigc oddzielnie bedzie '
o aA - bR =c;
1 wypadek poprzedzaigey zamieni si¢ na
(am~bn)t=o.
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Lecs :sby suf ta réwnosé sprowadzila, gdy iakakol-
wiek wazno$¢ catkowity nadamy dla £, potrzeba aby
!J)'.ll() | \

a
N
po :1ewa:3 widzielismy iuZ Ze m i n, réwnie? iak'
b, sa pomigdzy soba pierwsze, wigc powinno

n
~am --bn=—o; skad ;E:_

a
a
b

O‘H

y
m=m—>, n=—a;
m= Db, n==—a,
125. Z resata mozna téy wiasnosci da¢ dowodze-
nie ogolmt,)sn,, ktére iest nastgpuigee.
Wezmy ieszcze réwnanie
ax-+-by=¢...(1);
i zalofmy Ze iakim badZ sposobem otrzymali§my
wsion 1 ey,
na pierwsze, rozwiqzanie w liczbach catkowitych;
(dodatnych lub odiemnych); mamy dowieddz, #e
wszystkie inne rozwiazania s zawarte w tych dwéch
formutach

y=0-+at l-lub tes {9_(3_-“5

== o~ bt == ¢t = Dt

t oznacza liczbe ca:t!somq zupehue dowolnql
Jakoi poniewa? o i B, caynia pierwszy skfad
waznosci dla a i ¥, w lhiezbach catkowitych,. wige

/ an-bB=c...(2).

Wyrazy tego réwnania odiawszy od odpomedanqc; ch
wyrazéw réwnania (1), otrzymamy past¢puigce

a(x=—o0)=4=b (y —p)=o0...(3),

ktore moZna wzigé za rownabie dane.
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Afe rownauie (3) moZe by¢ wyrazone w postaci
' _ Wy—p)

(7]

OO o 4 2

wige, aby waznosé dla a, odpowiadaigca wafnosei
catkowitdy dla y, sama byla catkowity, musi b(y—§)
byé ‘podzielne przez a; lecz wiadomo (uste: 118)
Ze spblezynniki a i b, sg pierwsze migdzy soba; bo
inaczéy réwnanie nie mogloby byd rozwiazane w lica-
bach calkowitych, azatém potrzeba, Zeby y—@, by.
fo wielokrotnoscia ilosci a:

UCZyl’llny WiQC R I R R ] y—B::'at’
ska‘d‘toIil.o-l.lollll_l...lllr—!-.@:_bt;
i' bedzie

y= [~ at,

% a04== 0y == DL.
z réwnania zas (3) wyprowadzimy
a(oc—ao)

6 5

wige zatolywszy . . .« & — o =D,

yrr =

wypadnie . v .\ .. 0. Y= B=—al}
a _stq'd
x=o - bt,
y=p—at |
fitwo sie praekonac, Ze bez wagledu na waznosé
dla t, wainosci y =~ al, ax==a-—bt, zadosyé
uczynia zagadnienid. :
JakoZ, iedeli te waznodei wstawimy w réwnas

nie dane, otrzymamy @ (o——DbL) =D (-4~ at)=t¢,
czyli skréciwszy, ao—-bf=c, '
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réwnosé zupelna, poniewa# e i 3, podlug przypuszcze-
nia, rozwiazuia zadanie.

126. W nioski. Gdy w formulach
=f+ al,

= o == b,
uczynimy nastepnie
t==10; ) Ay a1 fﬂ'-—l, '—2, —_—3

te formuly zamieniaig si¢ na

y=,8a,$+2a, B-}-3a.. : %y:ﬁ—a,(in—Qa,ﬁ—sBa.
ac==t, 0D, 0t==2b,0=3b..\  (x=04-D, 042D, 0t=4~3 ..

Skad widzimy, Ze wszystkie rozwigzania danego za-
gadnienia w liczbach catkowitych, dodatnych lub -od-
iemnych, tworza dwa postepy arytmelyczne, kto-
rych stosunLIun dlwt waznoser x, iest spof'czynmr’a,
iloSci y wrownanin daném, 205 dla waznodci y/,
iest spdlezynnik iloSci x, takie w rdéwnanin daneni.

127. Inny sposdb. Wypada 2z rozbioru pod
(ustg: 124.), Ze wszelka trudnosé w rozwiazaniu zu-
pelnym réwnania ax ~~by =c, na tem pol{,gd aby .
utrzymaépzerwsze rozwiqzanics poniewaZ polém mo-
Zna otrzymad wszystkie inne rozwiazania za pomoc
formut

x=0==Dbt, y==§ ~-al.

Ta uwaga poda nam drugi sposéb rozwigzania
zagadnien niewyznaczonych.

Polega on ma gléwnych wilasnosciach ufomkéw
ciaglych.

Wezmy na pierwszy przykfad réwnanie iuZ (pod
ustep: 120) ‘rozwiazane |

17 ¢ =49y == — 8,
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!
i

Zamieniwszy% na ufomek ciagly iobliczywsay ulom-

ki praywiedzione, te bedg.

o 1" 1. & 172

STy e T! —ma e
1~ 2 23 49
Lecz wiadomo z Arytmetykl Ze licznik réinicy mig-
dzy ﬁwama nast(‘pmucenu po sobie, praywicdzio-
nemi ulornkami réwna si¢ a ~41; icieli- ulomek
przywiedziony, od ktérego odcymmo sie inmny, iest
rzedu parzystego, za$, a— 1, ieieli utomek pizy-
wwdzwny iest rzedu nieparzyslego.

R . ' 2
Poniewaz WIQCE iest rzedu nieparzystego, a zatém
powinno byé
17 8 __ —1
S skad 17 X 23 =49 X 8=
923 49%x23’

(r(’)wnosé te sprawdzi¢ mofna odbywszy rachunek).

To zatozywszy, wyrazy tego sprawdzonego r6-
wnania rozmnoZmy przez 8, to iest: przez drugyq stro-
ng, waiglq ze¢ znakiem przeciwnym, danego réwna-

nia, a otrzymamy:
17X 23 X8—49 X 8 X 8—=—8,

czyli 17X 184 —49 X 64 =—=—38,

réwnosé iest oczywista, réfniaca si¢ od danego ré-

wnania tylko w tém, e w mieysce ac wehodzi 184,

w ‘mieysce 'y wchodzi 64; skad widzimy; Ze

=184, 1 y=64,
rozwiezuig dane réwnanie, -

Otrzymawszy 'to' pierwsze rozwiazanie, mamy
‘(uste: 125), na wyznaczenie innych, formuty '
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== 184 449, y =644 17t.

JeZeli chcemy otrzymad waznogci tylkol w licz-
bach calkowitych, i dodatne, (potrzeba uczynié¢ ¢
dodatnym, albo ==o, =1, — 2, —3. Praypusci-
wszy %e t=—==——3, otrzymamy ac=37, y=13; iest
" to sktad naymnieyszych waznodci dla a i y otrsy-
manych (pod.uste: 120) ktére zadosy¢ uczynid mo~
ga warunkom zagadmema. :

128. Aby t¢ rzecz uogdlnié, wezmy réwnanie

ax —by=c... (1).
gdzie a 1 b s3 liczby b-eZWZglgdne, lecz ¢ moze byé.
dodatne lub odiemne. -

- Zamieimy ab.na utomek ciagty,ktory wedtug sxvmey

wlasnosm,powmlen bydZ nieprzywiedlny(irréductible)
(ustep 118), zrobmy ulomki prazywiedzione nast¢pne,

i niech ostatni bedzie — przedostatni .?i’ Beduzie,
b m
aXm=—b X m=zd1; toiest: - 1, iezeli utomek

. . a .
przywiedziony .i:lest rzglu parzystego, za§—— 1, ie-

Zeli iest rzedu nieparzystego.

Pmypuscmy na chwilg, Ze :csnredu parzystego,
mamy w tym Pazie iesicas a)(m——b ¥ m=-= 1;
rozmnozywszy obie sl;rony przez ¢

Dedzin: «vie wre v v v ww @ X T 6 ==DX e S50
£ )
_Wypadek ktéry rézni si¢ od réwnania ax—==by=c,

tylko tém, Ze zamiast ac i y iest m'c i mc; azstém
a=mlc i y==mec daia roziwiazanie réwnania.
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Jefeli utomek % iest rzedu nieparzystego, mamy

a X m—b X m=—-—1; rozmnoiywszy przez — ¢,
badzie . . . vt oo @ X ==mc—Db X —md=c.

Poréwnywaiae to réwnanie sprawdzone, z réw-
naniem ax—Dy == c; rozwiqzane be¢dzie a==—m'c,
Yy ==—mc. ' _ _

Jeieli rozwiazanie  iest postaci....ax by =r¢,

toiest, iezeli dwa spélczynnikiaibd
sq z temi samemi znakami, moZna
to rdéwnanie uprosci¢ piszac ie
tak:.................aa:—-b)(-—y_r',
Tworzac dopiero iak wy#éy
warunek w8 Sl ol oo w5 2 p a)(m’c-b)(mc:c,
albo teZ v v v v v v v v X =—mle—bX—me=c,
whiesiemy, fe ae=m'c, y==——mc,- wanoéci ccm=——n'c,
y ==——mc, rozwigia réwnanie. A tak, gdy, iakie-
kolwiek bedzie réwnanie dane, moZna zawsze spo-
sobem ulomkéw ciaglych, otrzymaé pierwsze r0z-
wiqzanie: réwnania; za$ formufy x = a — bt,
y::@-{-—at dadzg wszystkie inne waZnoéci.

129. Zastowymy ten sposoh do nowego przy-
kiadu. Wezmy do rozwigzania .réwnanie

'29 a0 == 17y = 250. r

Utomek %g zamieniony na ulomek ciggly, da utom-

ki'Przywiedzioue naste;pn}é, -%, %, .‘3.., .]7—2, f_g
Skad wypada sprawdzenie 29 X7 — 17X 12=
_(tu ufomek % iest rz¢du nieparzystego).

Mnéi-
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MnoZmy obie strony tego réwnania przez ==250,
a olrzymamy, 29 X = 1750 =— 17 % —=3000.=: 250;

aze réwnauie dane mn.re__byc tak napisane: ¢
C29 K o= )TN ey == 2505 e Y

wige waznosé i === 1750, ¥ == 3000, rozwmzu:d
réwnauie.

Forinuly przeto zainieniaig sie na {T:::— égag : ;gi’

Zatrzymuiac rozwigzanie tylke w-liczbach catko
Wlt}Ch i d()ddl;uych, __potrzeba uczynié t odie-
muém, zmieuisiqe. znak pray ilodei £, skad wypada,
== 1750 = 17£ ¥ = 3000« 29¢, a zatem iest
rzeczy widoczna, Ze waznosci dlaac i y bgdq dodas
tne tylko w tenczas, gdy bedaie *

| 1750

17t 5= 1750, ">-—-i
e ok4 3000
29t <7 3000, <
czyli wykonawszy dzielenie, £>102 o lecz t<130 13

A zatém t =103 iest iedng tylky Wainoscq dla 1losc1
mewymacz.ouc}, ktora u(:zym ¢ i ¥ dodatnemi.

Jedeli wiec t==103, bedazie x == 1, y=13, a'ts
wasnofci wstawione w réwnanie, dadza

29 % 1= 17 X 13 =29 221 == 250:
~ Widsimy z iaky Scistodcig sposéb poprzedza:ala

- daie wszystkie rozwigzania réwnar.
130. Sag praypadki, wktérych pzcrvﬁsze rozibits

zame mozé byc otrzymane; nie zamxemalqc %na tilon

mek c;qgéy! i
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1o, Ieieh iedén ze . spdtezynnikdw a 1 b, iest
_l:c?ha zupelme ilorazowa ilodei wmdomey c5 r6-
© wnanie od’Yazu da pierwsze rozwigzanie,

Weimy napraykiad réwnanie 5S5oc—=3 y= 78,
spblezynnik 3 dzieli 78, i daie na iloraz 26.

A mtg\m,i uceyniwszy a=o, y==26, réwnanie
bedzie sprawdzone,
albowiem . . 5 X o3 X 26=78;
inne rozwiazania .znaydziemy za pomocg formut

g =03t
=26 — 5L. _

Wezmy ieszcze 'réwnanie 12a =35y == 156.
156 iest podzielne przez 12, i daie ma’ iloraz 13;
a zatém, =13, y =o, czqu pierwszy skiad wa-
Fnodei: na inne rozwigzania mémy x = 13—35£
y=12t.
© 2o, Ile razy summa ‘albo réinica spd%czynmkow
a i b, roomnofona wzglednie przez dwie hczby, da

hczbg 1lorazowq d:ug:éy szrony réwnania; mozna
otrzymaé pierwsze rozwiazanie. '

Wezmy na przykfad réwnanie 25a— 16y =12,
Poniewas cayniac o« « » i v ov v . o=y ==
OrZYymamy . ¢ < oo o v o 25 X 2—16 X 3=2;

wige rozmnofywszy obie strony tego réwaania przez
6, to iest: przez iloras z podz1clema 12 przes 2,
: wypadme 25 % 12~ 16 X 18 =12. Skad wniesie-
my, % oc==12; y =18, sprawdazaig dane réwnanie.

- Wezmy ieszcze réwnanie 13— 47y =o.
Réwnanie to widocznie sig sprawdza przez a==o, y=o.
- A zatém formuty ogélne sg ac==47t, y=13t.
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~ Zresnta, t‘e'spnsabg otrzymania ]SiefWSZysh Wa-
gnosci, sa szczegélneuu tylko dla pewnych réwnans
gdy t}mczabem zamisna na ufomek ciagly, iest Spo=
sobem zawsze pewnym, do otrzymania wainoscl
szukanych ‘prowadzacym.

131. Mo#na, z samego weyrzenia mna znaki ré-
wninia a'x:-l—b_)f [+ pozna(,, cmll liczba I‘Oz.wmzan
w liczbach ca?kowu'ych, L dodaﬁnych iest ograniczo-
na; czy té4 nieskongzona.

lo. Ile vazy b iest dodatue, (bo amoZfna zawsze
uwazaé za .;kw), tyle razy. IIGZbd rozwiazan jest
ograniczona. j
Jako? wyprowadmmy z_ rdwnama dane_go‘
c—Dby

S —

a

_To uczyniwszy, ieZeli cie;st odiemne, iakgkolwick
waznoéc nadamy dla y, wazrosé odpowiadaiaca dla
a, bedzie odiemng, a zatem wtym. przypadku ré.
wnanie nie przyymauic zadnego rozwiqzania.

Jefeli c iest dodatne, nie mofna dla y nadawad
wqénoéci dodatnych wigkszych iak %, inaczéy xbg-

dzie odiemne, a zatém i t. d.

20, Ile rasy b iest odlemne, 1akikolwiek hodzxe
znak przy ilosei C; hczba rozquan iest mcagram-‘
czona. .

TakoZ formu{y s i s rx-——bt, i (3+a£, 1ezeh
znak  pray b uczymmy w:downym, zamienia sig
A ' : ; :r:o,+b£
N 5 GUehE et
Fe= ~"at,
: ]ﬁw
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Lecz, biorac pr7ypadelc nayniedogednieyszy, to
iest ten, W ktérym o i B sa liczbami odiemnemi,
chege aby a i y byly dodatne, pOLI‘LBbd nadawaé

dla ¢ waZno$ci hczebne wzf‘ksze od et ﬁ A zatém

mosna nadaé dla t wadnoéei catkowite 1ak1ekolwiek
wlqksze od tych ilorazéw.

W prozypadku w ktérym hczba rozw:q?an iest
ograniczona, 'moina Zzawsze oznaczyé gran:ce mig-
dzy ktéremi powmny byc zawarte waznosci 1losc1
niewyznaczondy t, uwazaigc dwie formuly, kibre

% == o.==Dl,

y=_@at
0 = DL >0,
3 = at >o

i tych nieréwnoéei wyprowadsié za ‘pomocy ‘prae-
ksztatcen wyioﬁonyuh (ustes 101) dwa inne wyrafe-
nia nieréwnoéei, ktérychby pierwsze strony zawie-
raty tylko ilodé t. Tym sposobem otrzymamy zu-
pelna liczbg rozwigzan danego zagadnienia.

w tym priypadku BG nwle e e b

W tym razie dosyé iest naznaczyc oo {

§ II. ‘Rdwnania i zagadnicnia z trzema lub
I wipksza lfczbq niewiadomych,
132, Nayprzéd poznaymy przypadek dwéch ré«
wnan z trzema mew:adomeml.- ,
Weimy na pierwszy przyki‘ad dwa réwnania
5x+4y+zl_._272 o XD
8ac 4 9y +-32=656 . . . (2).



