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ROZDZIAŁ. IV." ,,

"Równania niewy'znaczone pierwszego i drugiego
* stopnia. '.-.'<

•W : % V . V . (

stęp, Gdy1 brzmienie zagadnienia podaie mnie*y
równań, niż iest ilości niewiadomych^naó wczas zagadnie-
nie takowe zowie się niewyznaczondm, w tem znacze-
niu że (Ust: 55.) iego równania, mogą,być sprawdzo-
ne, przez nieskończenie wiele składów ważności, i?v-
kiebyśmy nadawali dla niewiadomych. Lecz często
sama natura zagadnienia wymag.a, ażeby' ważności
dla' niewiadomych były wyrażone w ilościach całko-
witych: w tym przypadlui '. iedna z niewiadomych,
dla'którey z razu można było nadawać ważności zu-
pełnie dowolne, musi mieć same ważności całkowi- :

te, i takie, ażeby ważność odpowiadaiąca' drugiey
niewiadomey, czyli każdey inndy niewiadomej*, była
także wyrażona w liczbach całkowitych,. Lecz ten
warunek ogranicza liczbę rozwiązań, zwłaszcza, gdy
zechcemy za trzy rriać same bezpośrednie rozwiązania,
to iest tylko te, Ictóre wypadną w liczbach [całkowi-
tych i dodatnych dla wszystkich niewiadomych.

Przedmiotem zagadnień niewy znaczonych picłr-
tvszego stopnia, iest rozwiązać ie w liczbach całko-
witych i dodatnych. Późnićy poznamy zamiar za-
gadnień niewyznaczoriych drugiego stopnia.
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§. 1. Równania i zagadnienia pierwszego Stopnia
z dwiema niewiadomymi ilościami,

118. Każde równa.uie pierwszego .stopnia z dwie-'
. ma iiiewiadomemir ntoze (Ust: 64.) być sprowadzo-
ne do postaci aoc+&j — c , tu a,b,c, oznaczaj li.
caby całkowite dodatne lub odiemhe.

Uważaymy naprzód, że iezeli spółczynniki a ih
maią spoiny czynnik, który nie podzieli drugićy
strony równania c; natenczas równanie nie może
być sprawdzone przez liczby całkowite.

Albowiem gdy azzzha'; bzzzhb', równanie dane
zamieni się w następuiące, •

c
ha'ccĄ~hb'y=.c skąd a'x'Ą-b'y=.~'i równanie

to nie może być sprawdzone przez żaden tikladwa~
zności całkowitych dla x i y, dopóki c nie bcdiiepo-
dzielne przez h.

Założymy w tern wszystkiem co nastąpi, że »a i &
są liczby pierwsze pomiędzy sobą, albowiem gdyby
miały spoiny czynnik, musiałoby o zawierać ten sam
czynnik, w którym to pr&ypadku moźnaby go upu-
ścić w równaniu.

119. L)la wiekszey iaśności okażmy rzeca na ró-
wnapiach szczególnych, a potem ią- uogólnimy.

Zadanie pierwsze. Podzielić 159. na dwie czę-
ści tak, ażeby iedna z tych części była podzielną
przez 8, a druga przez 13. .

Oznaczmy przez. or i y, ilorazy wypadaiące z po-
dzielenia dwóch części szukanych, praca liczby szcze-
gólne 8 i 13, a zatem 8cc i 13j, oznaczać będą te
dwie części, i mamy równanie

8 c c + 1 3 y = 1 5 9 . . . . ( l ) ,
które podług wysłowienia powinno być rozwiązane
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tv liczbach całkowitych i dodatnych będących wa-
żnościami dla oc i y. -

159 — 13r
Z równania tego otrzymamy . . . x = — — - ^ -t

wykonawszy dzielenie o ile można, bidzie
7 — 5y - '

Uwaźaymy teraz, źe ważność dla cc będzie liczbą
całkowitą, ieżeli dla y nadamy ważność taką, aze-

7 - — 5 j . • ' • • >

b y — o — ? było liczbą całkowitą, iakoź oprócz tego

z samego wysłowienia ten warunek iest potrzebny,

1 — 5y
zaś aby to nastąpiło potrzeba, ażeby"—r:—'~ było

liczbą iakąkolwiek całkowitą.
Niech I, będzie tą liczbą całkowitą (t iest ilo-

ścią niewyznaczoną,) z tego przypuszczenia wypada,

7 — 5 y
•——-~~t, a zatem 5y + 8i±=7 . . . . , (2) ważność

dla oc zamieni się na x = 1 9 — y - \ ~ t - Wszelka wa-
żność całkowita dla t, która ustawiona w równanie
(2) da podobne równanie dla y sprawdzi ten warunek,

7 —5.r
aby —z—— było. liczbą całkowitą.

A zatem dwie ważności dla oc i y odpowiadające, bę-
dą liczbami całkowitemi i sprawdzą opó«z tego ró-
wnanie (1); które widocznie wypada z wyrugowania

' . ' . - , 7 — 5 j - .-i.
ilości t, z tych dwóch równań—z—' = £ ;
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x=^:19 —-y-Ą-t. Trzeba więc teras rozwiązać ró-
wnanie (2) w liczbach całkowitych, którego spół-

. czynniki są mmeysae od spółczynników równania

(i) . Z równania (2) otrzymamy yzzz— - — ,
. • • . • • ' < < ' D

• ' • • 2 ° f

czyliodbywszy dzielenie cząstkowe, yzsl—£-{- -—-—-,
' • ' » . ' . : ' • K ' •

Wszelka ważność dla t, która ilość 2-^-3t uczyni
wielokrotnościćj liczby 5,, da także dla y liczbę calv
ko.witą, a następnie będzie liczbą odpowiaduiącą za-
daniu* ; ' '•

; ;"••. 2 — u
Uczyńmy—Ę— —l', gdzie t' iest nową niewy-

Knaczoną; otrzymamy 3£+5f'z= 2 . . . . (3)
• a zatem, j = l - £+'

(Równanie (2) oprócz tego wypada z wyrugowania
ilości i % tych dwóch równań.)
. Trzeba teraz rozwiązać rówmmie (3) w liczbach

całkowitych; wyprowadzimy z niego

, v . ••/••'. 2 2 f ' ' ••••''

uczyniwszy —•y—=zt",będzie 2 t / + 3 i ' / = : 2 . . . (4),

' - .' •••,.'.'• o " • i -jt?' t"

Zrównania (4) wyprowad: fss—7.— ss'E—f—ir*

, Nokoniec •* .,„ "". ,, n ,„ ,~
uczyniwszy 2 = l ' ^ a d i t = 2 t "' W>

'=l— £"—t".
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Ponieważ w równaniu (5) spółczynnik przy ilo-
ści t" równa• się iedności, więc wszelka ważność cał-
kowita, nadana ilości t'%: da ważność całkowitą dla
i". Oprócz tego dwie niewiadome główne oc i y, i
niewiadome pośrednie I, tf, t", t'", są połączone z sa*
bą przez te pięć równań:

ara 19-
y=z 1-

./ i .// . .ni

f == 2t"'.
A zatćm, daiąc dla tl" iakąkolwiek ważność cał-

kowitą, i postępuiąc do i ostatniego z. tych równań
do dwóch pierwszych, otrzymamy dla aa i y odpo-
wiadaiące ważności w liczbach całkowitych, które
koniecznie sprawdzą równanie dane; albowiem, na
mocy rozumowań powyższych, równanie to wypada
z wyrugowania ilości t, t\ l", t!",, z pięciu równań,
otrzymanych.

Lecz ażeby ilość £'" miała tylko takie ważności,,
któreby odpowiadały ważnościoin w liczbach -całko-
witych dla oc i j , trzeba te dwie niewiadome oc i y
wyrażać w bezpośrednidy funkcyi (imme'diate)(*)
ilości niewiadomćy pośrednicy t'" za pomocą pięciu
powyższych równań. , .

Wstawiwszy w wyrażenie dla £', ważność ilości
t", zawieraiącą t"*; otrzymamy

t ' = l — 2 t w —? ' ; czyli ^ = 1 - — 3t"';
W wyrażenie zaś t = — - £ / + £ / / , wstawiwszy wa-

(•) Zowierny funkcyą pewne'y głoski iiważaney za zmien-
ną, wszelkie wyrażenie zriwierhiące tę głoskę

" % ilościami wiadomemi.
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żność ilości t', otrzymamy £=—-£/4-t/ /=—-1+3£/"+2i"/ <

Skąd " t=—1 + 5*"',
Podobnie znayd: yz=— 1 ("—-1 + 5£ w )-f-1— 3J'"
Skąd . T = 3 — St"'.
Nakoniec x= 19—(3 — W") + (— 1 + 5t'"), czyli

15 + 13tf"
Łatwo sprawdzić, ze z tych dwóch ostatnich ró-

wnań wyrugowawszy t'", otrzymamy równanie dane.
Jakoż rozmnożywszy wyrazy pierwszego równania
przez 13, drugiego przez 8, i wypadki otrzymane
dodawszy, będzie '

1 3 j + 8 x = 1 5 9 .

Czyniąc następnie t'"=0, 1 , 2 , 3 . . , albo i = : — . 1,
— 2, — 3, . . . wyprowadzimy z formuł poprzedzaiących
wszystkie ważności dla oc. i yr w liczbach całkowi-
tych, bądź dodatnych, bądź odientniych, które spra-
wdzą założenie: lecz ieźeli, w myśł brzmienia zada-
nia, mamy zatrzymać same rozwiązania daiące wa-
żności, w liczbach całkowitych i dodatnych, w tym
razie, i!" powinno przyiąćtakie tylko ważności, któ-
reby 3 — W" i 15 + 13iw uczyniły dodatnimi.

Lecz widocznie wtenczas tylko, gdy i'//=r0 i
t w = l — , warunek ten będzie dopełniony; albowiem
wszelka ważność dodatna dla i" uczyni y odiemnćm,
każda zaś ważność odiemna, liczebnie większa od 1,
uczyni oc odiemnem. v •

Czyniąc więc następnie1 t"'zzzO, t"*-zz—1,

A zatem dwa tylko*składy

cc=15, J = 3 , «rr= 2 i yzz-. 11, sprawdzą równanie
8 1 3 U 9
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Co do zadania, którego to równanie iest tłoraa-
ezeniem algiebraicznem, ponieważ 8cc i 13j ozpacza-
ią dwie części szukane, a zatem wypada, ze 8 X le-
czyli 1.20, i 1 3 X 3 czyli 39, daią yidrwszę rozwią-
zanie,• tudzież ze 8 X 2 czyli 16, i 1 3 X H » czyli
143, daią drugie rozwiązanie, a zatem liczba 159.
może bjdź podzielona, czy to na 1.20 + 3 9 ' , czy też
na 16 + 143.

120. Na drugi przykład weźmy równanie

4 9 j 8 15y—8
z tego zaraz otrzymamy c c ~ -~—• z=2y + :•=—.

. Ażeby więc ważność w liczbie całkowitey dla y;
odpowiadała ważności także całkowitey dla cc, dosyć
będzie aby 15y—- 8 było wielokrotnością tey ważno-
ści dla x, przez 17.

N 15y—8
Uczyńmy •—-' *•' izzt, t iest niewiadomą niewy-

' • • ' $ . '

znaczoną pośrednią; (intermediaire), z tego naznacze-

nia wypada 1 5 j — 1 7 t = 8 . . i ( 2 ) ,

(Wyrugowanie ilości t z tych dwóch równań, przy-
wróciłoby równanie (ljv Z. równania (2) wyprowa-

8+17J 8 + 2*
dzimy r = — — - = t + - I F - _ J

8 + 2 t
nowe to wyrażenie —r-r1' powinno być liczbą cał-

kowitą. . .
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8 + 2i:
Uczyniwszy —rv— ~^5 wypadnie

': ,.. 2fc— 15i'== — 8...(,3),.

15i'—8 ,, i'
Równanie zaś (3) da, i = „ = 7£ —4-f- —•

t!
A. zatem i? powinno byq liczbą całkowitą. Uczyńmy

t! •
nakoniec 77 = t " | otrzymamy i ' = 2i"

Teraz, aby x i y, wyrazić w.funkcyi ilości nie-
wyznaczoney t" zbliżmy cztery równania

W równaniu 3ciem zamiast t\ połóżmy iego wa
źność", 'będzie i = 7 X 2t' /—4 + t", skąd.£= 15t"— 4,
zamiast •£ i t', połóżmy ich ważności w równaniu dru-
fiiem, będziey=:i5t"—4+2t", czyli j i r z l ? ^ - . ^
jiakoniec równanie pierwsze zamieni się na • '

o;r=2(17^—4)4- 15Ł"~-4y czjli cc=49/."—12.
Z tych dwóch formuł wyrugowawszy "t'\ otrzy-

mamy równanie dane, albowiem ieżeli pierwsze ro-
zmnożymy przez 49, drugie przez 17, i odejmiemy
dwa wypadki od siebie, otrzymamy

, 17 x — 4 9 j = = — 2 0 4 + 1 9 6 = — 8 .
Opróczs
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Oprócz tego widzimy, że nadając dla h" Jakie-
kolwiek ważności dodatne; otrzymamy dla cc I y,
ważności podobnież dodatne, lecz nie można przy-
puścić aby t" było odiemne.

Niech będzie£" = .1, 2, 3, 4, . . . .
Otrzymamy j = 1 3 , 30, 47, 64,..,..

cr=337, 86, 135, 184,..*..
Liczba" więc rozwiązań w ilościach całkowitych

i dodatnych danego równania, iest nieskończona,
a naymnieysze ważności są ccrr37, y = 1 3 .

Ważności te sprawdzą równanie, albowiem
17 X 37—49 X 1 3 = 6 2 9 — 6 3 7 = — 8 .

Nie należy w tym przykładzie opuszczaj tych ro-
zumowań, iakie uczyniliśmy w pierwszym przykła-
tizie, aby usprawiedliwić wszystkie działania. Lecz
łatwo1 iest dla uczących Się uczynić ie, przechodząc
w porządku z iedney przemiany do drugiey.

121. Można poprzedzaiący sposób postępowania
zamknąć w następuiącey treści.

Niech będzie aoc-\-byz=zc (\) równanie które
mamy rozwiązać. Aby to rozwiązanie uskutecznić:
potrzeba wyciągnąć z tego równania ważność dla
niewiadomdy, Mira ma naymnieyszy spółczynnik
np dla x, wykonać dzielenie o ile można, a tym
sposobem otrzymamy wyrażenie dla cc, zawierając©
w sobie y> złożone, z iednćy części całkowity, * i
z iedney części ułomkowĆy, które to wyrażenie na-
leży uczynić całkowitem. Tę drugą stronę uczy-
nić równą pierwszćy nie wyznaczondy t, skąd wy*-
padnie nowe równanie, zawieraiące w sobie y i t,
które można nazwać równaniem (2) a którego spół-
czynniki będą mnieysze od spółczynników równania
(1); oprócz tego, ważność dla' x wypadnie w fiin-

15
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hcyi całkowitej tych dwóch ilości y i t, równanie
zaś dane wróci się, po wyrugowaniu ilości t z ró-
wnania (2), i z równania, Móre daie ważność x
w funkcyi y i t. ,

Z równania (%) wyprowadzić ważność dla y,
i uskutecznić dzielenie o ile można; część ułomko-
ivą uczynić, równą drugiej niewj znaczonej t', a
wypadnie równanie (3), zawieraiące t i t', które
będzie prościeysze od równań (1) i (2).

Ważność dla y, będzie więc wyraiona w fun-
kcyi całkowitej zawieraiącej t i t', równanie zaś
dane wróci się po wyrugowania ilości t i t\ z ró-
wnania (3) i dwóch równań które dalą x w fun-
kcji catkowitćj 'zawieraiącdy y i t, a zaś y w fun-
kcji całkowitej zawieraiącej t i t'.

Postąpić z równaniem (3) tak, iak z równania-
mi (1) i (2) i dale'y tak tdziałaćf dopóki się nie-
przyidzie do takiego równania^ któreby zawierało
dwie niewyznaczone, iedna zaś z nich miałaby
•spółczynmk, iedność.

Wracać potćm od tego ostatniego równania do
poprzedżaiących, i szukać przez następne wstawia-
nia ważności,. wyrażenia dla x i y w funkcji
ostatniej niewyznaczonej.

Otrzymamy zatem dwie łormuły, za pomocą któ-
rych naznaczając dla pozostałey niewyznaczoney, wa-
żności dowolne, otrzymamy wszystkie składy ważno-
ści w liczbach całlcorAtjch, tak dodatnjch, iak od*
iemnjch, które sprawdzą równanie dane ax-t-bj=c.

Jeżeli zażądamy samych całkówityah i dodatnych
waźrióści dla cc i y, naówczas dwie formuły przez
swóy^kład skażą, iakie ważności trzeba będzie na-
dać dla ostatniej niewjznaczonej, aby ten waru-

.nek był dopełniony*
Uwagi, la Sposób któryśmy okazali, powinien
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zawsze doprowadzić do ostatniego równania, w kto"-
remby śpółczynnik iedney ss niewyznaczonych był
iednością.

Jakoż, w działaniu pierwszym, przychodzimy do
podzielenia spółczynnika większego, dwóch mewia*
domych, przez spółcsynnik mnieyszy, w działania
drugiem, dzielimy spółczynnik mnieyszy, przez re-
sztę wypadłą z ich dzielenia, w trzeciern, dzielimy
pierwszą resztę przez drugą, i tak następnie? to iest:
etosuiemy sposób znalezienia dzielnika spólnsgo do
tych dwóch spółczynników. A zatem, ponieważ
według założenia obadwa spółczynniki są liczbami
pierwszemi między sobą ("ust: 118J w końcu przyy*
dziemy do reszty = 1, która będzie spółczynnikiem ie-
dney z niewyznaczonych wprowadzonych w rachunek".

2 a Stosuiąc tea sposób tio równania, w fctó-
rem społczynniki dwóch niewiadomych zawierają
czynnik spoiny, nieznayduiący się w drugiey stro-
nie równania, a zrazu niedostrzeźony; naówczas ciąg
działania da poznać, ze nie można rozwiązać zada-
nia w liczbach całkowitych. Weźmy uapraykład ró-
wnanie 49ce—35j==H.

(Tu 7 iest spólnym czynnikiem spółczyników ilo-
ści oc i y, lecz nie wchodzi w drugą stronę równa-
nia ) . > i

4 9 x — 1 1 14r—"H
Wyprowadzimy yz=z r7-~—-rree + • j ^ •

14cc—11
Uczyniwszy "•"••35'—" = = : t)

będzie oc

7cc+11 *
Uczyniwszy p r — = t; skąd ;xzz.

15*
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14i'—11 4
będzie tss — ^ = 2 £ / — 1 — j -

- To ostatnie równanie nie może być rozwiązane

w liczbach całkowitych dla t i t, ponieważ =- ' iest

ułomkiem, a zatem, także nie można wyprowadzić
zrównania danego dwóch ważności dla cc i y, w licz-
bach całkowitych.

122. W sposobie powyższym można użyć $~kró~
ceń, iak to zaraz poznamy.

Weźmy równanie iuź rozwiązane 1 7 x — 4 9 j = — 8 j

Daie ono t c =

Ponieważ 49,= 17 X 24-15 — 17 x 3—2)
j _ _ 2y . , A

" — oy—"Tn Ł waznosc dla cc będzie

«*- — »j— 17

idzie teraz o to, aby znaleźć dla y taką liczbę cał-

kowitą, któraby wyrażenie—Tn~~ uczyniła także ilo-

ścią całkowitą. Wyrażenie to można napisać tak:

—Tj— i a że dwie liczby 17. i 2, są między so<

2O+4)
lą pierwszemi, więc ażeby ~—rj było liczbą cał-

kowitą, potrzeba aby (y-\-&) było podzielne przez
1 7 . ', . • "
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j f 4

Uczy.ńmy więc ^-p=—r=t> gdzie t iest liczbą cał-

kowitą zupełnie dowolną: wypadnie

i ważność" dla x .zamieni się na

wstawiwszy zamiast j , iego ważność zawieraiącą
W sobie t, otrzymamy . . . . c c = 4 9 t — 1 2 .

Te formuły dadzą same całkowite rozwiązania za-
łożonego równania, bo z nich wyrugowawszy i, otrzy-
iriamy równanie dane 17a?—49y:=;—-8. Czyniąc
tzzz 1, 2, 3, 4 . . . . otrzymamy dla a; i y ważności
całkowite i dodatne, lecz nie można uczynić £ = 0,
ani brać dla t ważności odiemney. Stąd widzimy,
iak są ważne takowe skrócenia, przez nie bowiem,
wprowadziliśmy tylko iedne niowyznaczoną do ra-
chUnku.

Takowe uproszczenia maią mieysce prawie we
vvszyslkich. przykładach, lecz używać ich można tyl-
ko w równaniach szczególnych, iak to ieszcze po-
jsnamy z następującego zagadnienia,

.123. Drugie zagadnienie. Zapłacić 78. gro-
szy.pięcwgroszówkami i Lrzygroszówkami, nie uzy-
waiąc. innćy monety?

Niechay oc oznacza liczbę picciogroszówek, y li-
czbę trzygroszówek, równanie

5x-r-3y=78.
da dla oc, y, same ważności całkowite i dodatne pp«
dług brzmienia zadania. Piozwiązawszy , to równa-
nie wzglądem y, będzie \

78—,5ar
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wykonawszy zaś dzielenie iest

czyli • j = 2 G — 2 x + -z •

Uwaźaiąc pierwsza' postać ważności dla y wi-
dzimy, ze ta odpowiadając wąfcości także całkowi-
t y dla cc, nie raoze b)ydź sama całkowitą iak tylko

i 2sc

w tenczas, gdy -5-będzie liczbą całkowitą: a ze 2 i
3 6ą liczby pierwsze między sobą, więc cc musi
bydź podzielne przez 3. niech więc będzie....cc=3£j
stąd wypadniey:=:26-— cc — 2t,
cuyli j :=26-—5t .

Uwaźaiąc drugą ważność widzimy od razu, ze X
powinno być wielokrotnością liczby 3, a zatem

. ' , a p = 3f,

skąd ieszcze wypada j = 2 6 — 2 . x + t , czyli j=26—-5i.
, Te dwie formuły okazuią, że t powinno bydź

dodatne, i nie może mieć' większey ważności iak
26 1
T c z y h 5 r -

Uczyńmy więc tz= G, 1, 2, ' 3 , 4, 5;
a wypadnie x= 0, 3, 6, 9, 12, 15,

j = 2 6 , . 21, 16, U , 6, 1. ./•
A tak, można zadosyć ticzynić zadaniu sześcio-

różnemi sposobami, to iest,. albo dadź 26. trzygro-
szowych, a żadnóy pięciogroszówki; albo 21. trzy-
groszówek a 3. pięciogrosaówekj albo 16. trzygro-
ezówek, a 6. pięciogroszówekj i tak następnie.
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Trzecie zagadnienie. Zaleźć liczbę, którą po-
dzieliwszy przez 39. otrzymamy resztę 16; podzie-
liwszy zaś przez 56, otrzymamy resztę 27?

Wiech oc oznacza iloraz całkowity z podzielenia
liczby szukanćy przez 39, a zatem pierwsze wyra-
żenie tey liczby będzie 39a?-j- 16, niech y oznacza
całkowity iloraz z podzielenia teyże liczby szukanćy,
przez 56, a zatem 56j-f-27, iest drugiem wyraże-
niem liczby szukaney;

OtrzymaiTjy wicu równanie
' 3 9 x + 1 6 = 56 j-f-27,

czyli skróciwszy
3 9 x — 5 6 j — I I . . (1).

ekąd, ' ccrz ^ j zz:y-{~

c?.yli
„9 (22j-łl) l,l(2y-'l)

x ~ r 39 , ~" ly~~ 39
ii(2.r-— i )

Ponieważ w wyrażeniu TTZ——J czynnik 11 i 39,

są liczby pomiędzy sobą pierwsze, *aby więc to wy-
rażenie było podzielne przez 39,. potrzeba, oby
2 j — 1 było podzielne przez 39, :'V

Uczyńmy przeto

skąd -. 2y—39t= 1 . . ( 2 ) , .
a następnie acź=.2y — l i t .

Z równania (2) wypada
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uczyniwszy —y~^zt\ otrzyma: równaniet=2t '—1,

a następnie j™19£+t'.
Jeżeli w tóm ostatniem równaniu zamiast t, pod-

łożymy iego ważność zawieraiąca t', równanie to aa-
miem- się na riastępuifłce:

y,=^l9(2t '—l)4-t / skąd y = 3 9 £ ' ~ 19;
zamiast y i t, położywszy ich ważność w równaniu
oznaczai^ceni ważność dla cc, otrzymamy:

Według tych dwóch formuj widzimy, ie t' mo-
le mieć iakąkolwiek ważność dodatną,

Niech będaie t', ^=l,skady = 39 — 1 9 = 2 0 ;
• • x— 5 6 — 27=29.

ważność tę aamiast te wstawiwszy w wyrażenie
• 39cc-f-16, otrzymamy 3 9 X 2 9 + 1 6 ezyli U4? nay-

mnieyszą liczbę, która odpowió warunkom zadania.
Uczyniwszy t '^=2, otrzymamy ce=56X'2—22

= 8 5 ; a zatem 39cc+16 = 39 X 85 + 1 6 = 3 3 3 1 i
tak .następnie;

^ożna ieszcze sprawdzić wysłowienie na dwóch
dopiero otrzymanych liczbach.

Zważywszy formuły, za pomocą których otrzy-
maliśmy wszystkie składy ważności dla niewiado-
mych a> i y w różnych zagadnieniach: dotąd roz-
wiązanych pod względem równania tychże- zaga-
dnień; poznamy* iż raaią następuiącą własuość,

Spęlczynniki ilości mewyzna-czonćy wchodzą-
cey w le formuły> $ą te same (oprócz znaku pr»y
iednym z dwóch) co sgółczynniki ilości cc iy, w da-
nemrówąaniu, to iest; w ważności dZa x, spółczynnik
ilości niewyznaCBoney, równa się spólczyunikowi Ho-
4ci y u? równania dariem; a w ważności dla y, spół-



ROZDZIAŁ IV, 233

czynnik niewyznaczoney, *równą eic spółczynniko-
nd ilości x w równania danem, wziętemu ze zna-
kiem -przeciwnym, lub na odwrót, (co się tyczy
znaków dwóch spółczynników).

Aby okazać tę własność, weźmy równanie ogólne
a c r H - & j = c , . ; . . " . . . . (1) ,

i daymy na to, ze zastosowawszy sposób podany,
otrzymaliśmy dwie formuły

(2),
(3).

Uwaźaymy na przód,, źe w tych formułach spół-
czynniki m i nf powinny bydź liczbami pierwszemi
pomiędzy sobą, albowiem ieźeliby miały czynnik;
wspólny np,

m = m% n = ; n%
formuły te zamieniłyby się na

te = wikt + A,
y = n'kt -j- B,

,t'
uczyniwszy f = : -r otrzymaUbyśmy:

x — m't'-t* A, y.=z n' t' Ą- B,
a z tego wypadłoby, ze ważności ułomkowćy dla t

i'to iest _ , odpowiadałyby ważności całkowite dla

"er i y, co byłoby przeciwne postępowaniu, według
którego wszystkie ilości nie wyznaczone, wprowa-
dzone w ciąg działania, powinny być całkowite, i

• '• To założywszy, widzieliśmy poprzedniczo, ze po
wyrugowaniu ilości t, z równań (2) i (3), powiu->
nisCiy otrzymać równanie (1),
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Lecz, aby • wykonać takowe rugowanie, dosyć
będzie rozmnożyć równanie (2) przez n, a równa*
nie (3) prz-ea m, potem odiąć iedno od drugiego,
a otrzymamy.

noc —• my =s n A. •—-

równanie to powinno być to samo, co równanie
ax-ł-byz=:c,

a zatem iest
n z z a; rn ^ ^ —-f &. •

Ponieważ na równaniach (I) i (2), rnoana wy-
konać odeymowanie w porządku odwrotnym, więc-
otrzymamy ieszcze równanie

my <— noc s r rriB — nA;

które porównawszy z równaniem (1), wypadnie,
re :z£ •— a j 77łszZ>,

co było do okazania.. ;

. Inaczóy. Ponieważ ważności (2) i (Z) powinny
sprawdzić równanie (1), iakakolwiek" będzie ważność
dla t, a zatćm

a( ml + A) + b ( nt -f B) =;. c,
rozwinąwszy i uporządkowawszy podług i, otrzymamy,
^ (am-\- bnj £ + a A + Z>B =zc.

Aźe uczyniwszy, t = o w formułach (2) i (?>), otrzy-
mamy cc=;A i yzzzB, i te ważności powinny czy-
nić ieden skład, więc oddzielnie będzie

i wypadek poprzedaaiący zamieni się na

(am-+-bn) £ = 0,
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aby się ta równość sprowadziła, gdy jakakol-
wiek ważność całkowitą nadamy dla t, potrzeba aby
było i . ,

n a i :
ani -Ą-<brfZz:Q; skąd — — - " " " " " T ;* . m b

a ponieważ widzieliśmy iuź że m i «, również iak'
a i b, są pomiędzy sobą pierwsze, więc powinno
być

m = — Z ; , n-=za;
m = 5', r z . = — a ,

125. Zresztą można te"y własności dać dowodze-
nie ogólnieysze, które iest następuiące.

Weźmy ieszcze równanie " •

aocĄ- 6 j = ć . . . (1) ;
i załóżmy ze iakim bądź sposobem otrzymaliśmy

na pierwsze, rozwiązanie w liczbach całkowitych;
(dodatnych. lub odiemnych); mamy dowieśdź, ze
wszystkie inne rozwiązania są zawarte w tych dwóch
formułach

t oznacza liczbę całkowitą zupełnie dowolną.
Jakoż ponieważ a X p, czynią pierwszy skład

ważności dla oc i y, w liczbach całkowitych,,więc
/ aa + &̂  =; c ... (2).

Wyrazy tego równania odiąwszy od odpowiedaiących
wyrazów równania (1), otrzymamy następuiące

które można wziąć za równanie dane.
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Ą£e równauie (3) rooie być wyrażone w postaci

bCr—d)
'Y^ n im ft ' " " ' -MMI u, v \ S

•więc, aby ważność dla cc, odpowiadająca ważności
calkowitey dla y, sama była całkowitej, musi b(y-~-8)
być podzielne przez a; lecz wiadomo (ustę: 118)
§,e spółcsyiihiki a i b, są pierwsze między sobą; bo
inaczey równanie nie mogłoby być rozwiązane w licz-
bach całkowitych, a zatem potrzeba, żeby j — 8 , by*
}o wielokrotnością ilości a.

Uczyńmy więc . . . . . . . . . y — ^ = at,

ękąd JC-H a r = —i Z>i;
i- będzie

|3

=? ą — lit,,
i równania zaś. (3) wyprowadzimy

więc założywszy . . , . cc — a = &£,
wypadnie . . . , . . , . j — p = —f«i)
a stad

, cc:rr ot + bt, >
• y~ft—~at

Łatwo się przekonać, ze bez względu na ważność
dla t, ważności y ;=:(3 -j- at, cc ==;cc•*—&£, zadosyć
uczynią zagadnieniu.

Jakoż, ieźeli te ważności wstawimy w równa*
nie dane, otrzymamy a (a-*~ bl) + b ((3 -{~ a£) =r c,
czyli skróciwszy, aot + &^;=c,
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równość zupełna, ponieważ a i (3, podług przypuszcze-
nia, rozwiązują zadanie.

126. Wnioski Gdy w formułach

y = p 4- at>
cc — a — fet,

Uczynimy następnie
i = o,. 1, 2, 3, 4, . . . i t ss- j-1, — 2 , — 3 ...;
te formuły zamieniała się na

Skąd widzimy, źe wszystkie rozwiązania danego za-
gadnienia w liczbach całkowitych, dodatnych lub -od-
iemnych, tworzą dwa postępy arytmetyczne, 'któ-
rych stosunkiem dla* ważności x , iest spólczynnik.
ilości y w równaniu danern, zaś dla ważności y\
iest spólczynnik ilości x, takŁę xv równania danein.

127. Inny sposób. Wypada z rozbioru pod
(ustci 124-)f ^ e wszelka trudność w rozwiązaniu zu-
pełnym równania ctx + ł>y = c, na tem polega, aby
otrzymać pierwsze rozwiązanie; ponieważ potem mo-
żna otrzymać wszystkie inne rozwiązania za pomocą
formuł

oc t=z & — btt y = (3 - j - at.

Ta uwaga poda nam drugi sposób rozwiązania
zagadnień niewyznaozonych.

Polega on na głównych własnościach ułomków
ciągłych.

Weźmy na pierwszy przykład równanie iuź (pod
ustęp: 120)'rozwiązane ,

17 a; — 4 % =="—3.;
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17 • *
Zamieniwszy— na ułomek ciągły i obliczywszy ułom-

ki przywiedzione, te będą.

l i i i 17

V 2' 3' 23* 49'
Lecz wiadomo z Arytmetyki, że licznik różnicy mie-
dzy dwoma następuiącemi po sobie, przywiedzio-
nemu ułomkami rów,nu się ą + 1; iezeli • ułomek
przywiedziony, od którego odeymuie się inny, ie$t
rzędu parzystego, zaś, a—1, iezeli ułomek przy-
wiedziony iest rzędu nieparzystego.

17*
49

powinno być

s - i = r a ' s k ' d l 7 x 2 3 - 4 9 * 8 = - ' -
(równość tę' sprawdzić można odbywszy rachunek).

To założywszy, wyrazy tego sprawdzonego ró-
wnania rozmnóżmy przez 8, to iest: przez drugą stro-
nę, wziętą ze znakiem przeciwnym, danego równa-
nia, a otrzymamy:

17 X 23 X 8 — 4 9 X 8 X 8== — 8 j
czyli 17 X 184' — 4 9 X 6 4 — — 8,
równość iest oczywista, różniąca się od danego ró-
wnania tylko w terci, że w mieysee x wchodzi 184,
W mieysce•'y wchodzi 64; skąd widzimy; że

1 ^ = 1 8 4 , i j = 64, /
rozwięzuią dane równanie.

Otrzymawszy 'to1 pierwsze Rozwiązanie, mamy
(ustę: 125), na wyznaczenie innych, formuły
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Jeżeli chcemy otrzymać ważności tylko w licz-
bach całkowitych, i dodatne, ipotrzeba uczynić t
dodainym, albo = o, \—1, — 2 , *—- 3. Przypuści-
wszy że £ = • — 3 , otrzymamy a; = 3 7 , , y = 13; iest
to skład naymnieyszych ważności dla cc i y otrzy-
manych (podvustę: 120) które zadosyć uczynić mo-
gâ  warunkom zagadnienia. . .

128. Aby tę rzecz uogólnić, weźmy równanie
aoc —— by = c . <.. ( 1 ) .

gdzie a i Z) są liczby bezwzględne, lecz c może być
dodatne lub odiemne. ; , .

Zamieńmy —na ułomek ciągły,który według swoiey
b •#

•własności,po winien bydz nieprzywiedlnyCirreductible)
(ustęp 118), zróbmy ułomki przywiedzione następne,

i niech ostatni będzie — przedostatni —;. Będzie,
b m!

a X m'—b X m t = ± i; to iest: + 1, ieźeli ułomek

przywiedziony ---iest rzędu parzystego, zaś— 1,. ie-
b

leli iest rzędu nieparzystego.
Przypuśćmy na chwilę, ze iest rzędu parzystego,

mamy w tym razie a X " i ' — Ł X f « = + î
rozmnożywszy obie strony przez <r ;..:;•
•będzie . . . . . . . . . . . a X TU! C—b X niezłe,
.wypadek który różni się od równania aoc —^by~c,
tylko tern, źe zamiast x i j iest mc i mc; a zatem
oczz.m/.c i yizzmc daią rozwiązanie równania.
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Jeżeli ułomek _ iest rzędu nieparzystego, mamy

a X m'—-ł> X /«• = •— 1; rozmnożywszy przez — ć ,

bądzie . . . a X -*~m!c-—b X — m ^ = c .
Porównywaiąc to równanie sprawdzone, z rów-

naniem aoc—by —c; rozwiązane będzie oc=z—nt!c,

y
Jeżeli rozwiązanie iest postaci.... aoc -j- by rrr c,

to iest, ieźeli dwa spółczynniki a i &
są z temi samerni znakami, można
to î ównanie uprościć pisząc ie
tak: aoc — & X — J = c,
Tworząc dopiero iak wyźey
warunek aXm'c—bXmc-=.c,
albo tez . . . . . . . . . .. a X —*-m'c~&X—mc=zc,

wniesiemy,źe x=m'c, j = — m c , ważnościcc==-—-m'c,
yzrz—-mc, rozwiążą równanie. A tak, gdy. iakie-
kolwiek będzie równanie dane, można zawsze spo-
sobem ułomków ciągłych, otrzymać pierwsze roz-
wiązanie: równania; zaś formuły x"wzz: a, — bt,
y=zfi-\-at, dadzą wszystkie inne ważności.

129. Zastosuymy ten sposób do nowego przy-
kładu. Weźmy do rozwiązania .równanie

29Ułomek .— zamieniony na ułomek ciągły, da ułom-

,." . , . - 1 2 5 12 29
ki przywiedzione następne, —, —, —, — , —.

v 1 , 1 3 7 17
Skąd wypada sprawdzenie 29 X 7 — 17 X 1 2 = — I ,

29(tu ułomek — iest rzędu nieparzystego).

Mnóż-
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Mnóżmy obie strony tego tównania przez ,
i\ otrzymamy, 29 X — 1750.-— 17 X—• 3000=: 250j
a ze równanie dane "nmźe być tak,napisane*.

' 29 X oc~ 17 X — ^ =
...: ważność x =^—1750, y t = 3000j rózwiązulćt

równanie. , '
. • • fx'±±- 1?'5Ó \7t

Formuły przeto zainieniaią się na <\ _ , 3 0 0 0 „' '

-Zatrzyrnuiąc roKwiążahie'tylko w-licabach całko-
witych i dodatnych, potrzeba uczynić t odie-
ini)em, zmieniając znak przy ilości t, skąd wypadał
cr = —1750-^17£, j i=:3 ( 000'~29£, a zatem iesfi
rzeczą widoczną, źe ważności dla••oc i y będą doda«
trte tylko w. tenczas, edy będzie '

: i
29t.<3000,C-. ą

/ 29 9

fczyli wykonawszy dzielenie, /;>1O2 — , iećzt<130— i

Ą zatem i = 1 0 3 iest iedną tylką Waliioscią dla ilości
niewyżnaczoney, która uczyni oć i y' dodatnemi.

Jeżeli więc: t =± l03 t będzie oć z=i 1} j = j 13,'a'tó
ważności wstawione w rówqaniej.. dadzą

29 X 1-^17 X 13 = = 2 9 + 221 t=i 250,
•Widzimy ż iaką ścisłością spdśób j)oprż$dzai£(^

Cy daie wszystkie rozwiązania równań. * '"
130^ Są prżypjidkij w których pierwsżó

•zdnk Jńóźe- być otrzymanej nie żamiędiaiąć ~
, - • ' - - '•'-.'• \•••.••:' b

.cią$tyi u
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•la. Jeżeli ieden ze spółczynników di b, iest
liczbą zńpełtiie ilotazową ilości wiadomey c; ró-
wnanie od'razu da pierwsze rozwiązanie.

Weźmy ^naprzykład równanie 5.oe-4-3 j = 78,
spółczynnik 3, dzieli 78, i daie na iloraz 26.

"A zatem,' ućKyhiwszy ac~ o, y ™ 26, równanie
będzie sprawdzone,

albowiem ĆJs & X o + 3 X 26 = 78;
inne rozwiązania .znaydziemy za .pomocą formuł

Weźmy ieszcze'równanie 12ac4"35j = = 156.
156 iest podzielne przez 12, i daie na' iloraz 13j
a zatćm, cciii 13,> j — o , czynią pierwszy.skład wa-
żności: na inne rozwiązania marny cc :=2 13 — 35i,

2a. Ile razy sunifma albo różnica spółczynników
a i b, rozmnożona względnie przez dwie liczby, da
liczbę ilorazową drugie"y strony równania; można
otrzymać pierwsze rozwiązanie.
• Weźmy na przykład równanie 2 5 c r — 1 6 j = 12.
Ponieważ czyniąc . . . . . . . . . . . ocz=z2, j = 3,

otrzymamy . v v . . •• . , . 25 X 2 — 16 X 3 = 2;
•więc rozmnożywszy obie strony tego rówoania przez
6, to iest: przez iloraa z podzielenia 12 przez 2,
•wypadnie 25 X 1 2 — 16 X . 1 8 = 12. Skąd wniesie-
my, że x = \2j y = 18, sprawdzają dane równanie.

Weźmy jeszcze równanie 13/ar—'47j = o.
Równanie to widocznie się sprawdza przez ac=O, 'Yiśżo.

< Ą zatdm formuły ogólne są a :=47i , yzzi
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Zresztą, te'sposoby otrzymania pierwszych wa-
żności, są szczególnymi tylko dla pewnych równań;
gdy tymczasem zamiana na ułomek ciągły, iest spo*
sobem zawsze pewnym, do otrzymania ważności
sikanych prowadzącym.

131. Można, z samego weyrzenia na znaki ró-
wriiżnia -aa:•+• 6y = c poznać, czyli liczba rozwiązań
xv liczbach całkowitych i dodatnych iest ograniczo-
na; czy też nieskończona. ,
.,' la. Ile razy b. .iest dodatne, (boamoźna zawsze
uważać za' takiej, tyle razy liczba, rozwiązań iest
o g r a n i c z o n ą . : ' . . - ; .-...••. i .;, •...•••.• .• '• ••',

Jakoż wyprowadzimy a równania danego'

c—by
a

To uczyniwszy, ieźeli c iest odiemne, iakąkolwiek
ważność nadamy dla y, ważność odpowiadaiąca dla
cc, będzie odiemną, a zatem w tym. przypadku ró-
wnanie nie przyymuie Ładnego rozwiązania.; '

Jeżeli c iest dodatne, nie można dla y nadawać

ważności dodatnych większych iąk —, inacze'y x bg-

dzie odiemne, a zat<£m i t. d.

2^. Ile razy b iest ódiemne, jakikolwiek będzie
znak przy ilości c, liczba rozwiązań iest nieograni-
c z o n a . • . . . . , ' v i,. . \,_. i ,. .,..

Iakoż formuły oc == ot ^—, bt} yzz @ -f- at, .ieźeli
znak przy b uczynimy widocKnym, zamienią się

{ x — ix Ą- bt,
• •• - • V a Ju-r

16*
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Leczj biorąc przypadek nayniedogcdnieyszy, to
iest ten, W którym a i B są liczbami pdiemnemi,
chcąc aby cc i y były dodatne, potrzeba nadawać

:' : a 8 ' "
dla t ważności liczebne większe od -, j i- A zatórn

ba
można nadać dla t ważności całkowite iakiekolwiek
większe od tych ilorazów.

'. "W przypadku w którym liczba rozwiązań iest
ograniczona, 'można zawsze oznaczyć granice mię-.
dzy któremi powinny być zawarte ważności ilości
niewyznaczpnćy t, uwaźaiąc dwie formuły, które

w tym przypadku są . . . . . . . - . . <

ta—U
W tyra razie dosyć iest naznaczyć . . . <

j*ż tych nierówności wyprowadzić za pomocą -prze-
kształceń wyłożonych (ustę; \Q\) dwa inne wyraże-
nia nierówności, którychby pierwsze strony zawie-
rały tylko ilość t. Tym sposobem otrzymamy zu-
pełną liczbę rozwiązań danego zagadnienia.

§ II. Równania i zagadnienia z trzema lub
większą liczbą niewiadomych, •

132. Nayprfcód ppznaymy przypadek dwóch ró-
wnań z trzema niewiadomemu

na pierwszy1 przykład, dwa równania

s=272•;. ; > (1%
, i . (2).


