
ROZDZIAŁ Ul. 205

§. III; O równaniach i zagadnieniach drugie-
go stopnia z, dwiema,-lub kilką nietyia--

dorriemi ilościami.

1 ID. Nie możemy tu wyłożyć całey teoryi w któ-
rą wstęp uiemy, bo iak w krotce zobaczymy, rozwią-
zanie dwóch równań drugiego stopnia z. dwiema nie-
wiadomemi ilościami, zależy vi' ogólności od rozwią-
zania równania stopnia czwartego z iedną niewiado-
mą,; tu więc rozbierzemy "takie tylko zagadnienia,
które zalezą od rozwiązania równania stopnia dru-
giego z iedną niewiadomą.

Zagadnienie pierwsze. Znaleźć dwie 'liczby ta~
kie, ażeby summa iloczynów z tych liczb V odpo-
wiadąiących a i b, była równa 2s, a iloczyn z sa-
mych- niewiadomy c\ był równy p. .

• Rozwiązanie. Oznaczmy dwie szukane liczby
przez, as i'y, a zatem będą'równania ax-Ą-byz=.2s,

2$—aoc

z pierwszego wyprowadzimy y±z -: ? wstawi-
wszy tę ważność w równanie drugie, i przywiódł-
szy otrzymamy aoc —2soczzi——bp,

s i -| r-—'—
a zatem cc = ~ — ~~y s -—abp,

s 1 -u f
a .następnie , V j = — ± — p/ s2, — abp.

To zagadnienie iak widzimy przyymuie dwa ro-
związania bezpośrednie, albowiem s iest ^> v s%>—apb;
lecKfaźeby te ważności były rzeczywiste; potrzeba
aby było s%^>albo~abp. ,f

Niech będzie a=zb==l, ważności dla cc, j , zamie-
nią się na K ^ + ^ S 2 — p ; a ;j*fcs*£jpl/V*—p..
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Stąd widzimy ze dwie walności/dla y, sa ro.
wne dwom waznościom dla ery lecą wziętym w od-
wrotnym porządku; ta iestieźeli s-f-I/j;2-— p ozna-
cza ważność dla bc; .więc • s.~— V s" ~-p oznaczać bo-
dzie ważność odpowiadaiącą dla y, i na odwrót.
Okoliczność tę wyf/iomaczyroy, uważaiąc ze w tym
Szczególnym przypadku równania zamienią się' na

następuiące j oc-\-y?=z2s • .

i natenczas zagadnienie tak się wysłowi i
i

Znaleźć' dwie liczby, których sumrtia 2s, a ich
iloczyn p. Albo tez tak: Podzielić lic:he 2s na dwie
części, którychby iloczyn równał sie.daney liczbie p.

;-Lecz widzieliśmy (pod ust:.96.) ze te części są
koniecznie połączone z sobą," przez równanie dru-
giego stopnia x'z — 2sx-^-p=zO, w. kf.ófdrn spót-
czynnik wyrazu drugiego wzięły ze ztiakkm prze-
ciwnym, oznacza suinmę 2s, a ostatni wyraz ieat
iloczynem z tych dwóch czgści.

111. Zagadnienie drugie. Znaleźć cztery licz-
by, proporcyi, maiąc wiadomą summę skrajnych
2s, summc średnich 2s', i summę kwadratów z ty cli
czterech liczb równa 4c2

Oznaczmy przez ii, x, y, z, cztery wyrazy pro-
porcyi", a zatem na mocy własności proporcyi otrzy-
mamy równania •

u-f-z = 25,

u z —ocy.

i nadto według warunku zagadnienia:
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Maiąc te cztery równania, ułatwimy ich rozwią-
zanie przez wprowadzenie ilości niewiadomey po-
!mocniczey. ' , •
• I tak niech p, oznacza iloczyu średnich lub
skraynych, a zalćin będą ... •.

1° Równania j ^ = p skadj ^ ^ ^ ^ — L

(_Zohac% zagadnienie poprzedzające.)

2;Równama j + ^ '. .»liąfi] ^ ^ - - ^

"Widzimy' teraz, ze wyznaczenie czterech niewia-
domych zależy od iloczynu p.

Lecz gdy zamiast u, oc, y, z, wstawimy te ich
ważności, w ostatnie % równań zagadnienia, ofrzy-
roamy V • . • *

rozwinąwszy i przywiódłszy będzie:
4s2+4s'2-%> = 4c2; skąd p=s ł-f-s'2—c2,. ,

wstawiwszy tę ważność p, w ważności dla ar, y, u, z,
otrzymane; wypadnie ., '

Cztery te liczby 'widocznie stanowią proporcya,
albowiem, .

'
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Uwaga. To zagadnienie wjicte % Algiebry Ł]bu«
iliera dowodzi, iak wprowadzenie do rachunku nie-
wiądomćy pomocniczej, ułatwia wyznaczenie nie-
wiadomych. Znayduie się w spomionem dziele wie-
cey podobnego gatunku zagadnień, które^ prowadza
do równania stopni ' wyższych nad drugi, a które
iednak można rozwiązać za pomocą równań pier-
wszego i drugiego stopnia,-.wprowadzając niewiado-
ma pomocniczą.

" l l 2 . Póznaymy tera?/ przypadek, w którym za-
gadnienie prowadzi do' dwóch iakichkolwiek równań
drugiego stopnia z dwiema niewiadomemi.

Nazywa się równanie drugiego stopnia, z dwiema
niewiadomemi to,' które zawiera drugą potęgę lab
iloczyn dwóch niewiadomych.

I tak. 3a: 2—ioc+y z—oc.y—5j+6==0, ^

są równania drugiego stopnia.
' A tak wsżelkierównańie drugiego stopnia z dwie-

ma niewiadomemi, ma postać , • ^

w którem a, B, c, oznaezaią ilości wiadome, czy to
liczebne, czy algiebraiczne. '

Niech będą dwa równania

Uporządkowawszy ie podług niewiadomey x,
będzie

c'xB + (b'y+f) cc+aY+d 'y+g' == 0.
To uczy-
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To uczyniwszy, ieźeli dwa spółczynniki cea, ę
da te same w dwóch równaniach, otrzymamy,' odia*
wszy wyrazy iednego od drugiego, tylko iedno ró-
wnanie pierwszego stopnia względem cc, które mo-
gło bydź wzięte za iedno, z równań danych, i z te-
go równania otrzymalibyśmy ważność dla cc, wyra-
żoną przez ilość y, tę dopiero ważność wstawiwszy
w iedno z równań danych, otrzymalibyśmy tym spo-
sobem równanie, które zawierałoby tylko iedne. nie-
wiadomą y- ' •

Lecz gdy rozmnozemy pierwsze równanie przez c\
a drugie przez ej otrzymamy,

Te równania mogą być wzięte za równania po-
przedzaiące; nadto spółczynnik przy acz iest w obu.'.
dwóch ten sam. Odiąwszy więc ich wyrazy odsiew
bie otrzymamy

+ g c ' - . c g ' = 0 ,

Ważność tę dla oc, wstawiwszy w iedno z ró-
wnań danych, otrzymamy równanie ostateczne za<-
•wieraiące w sobie tylko niewiadomą y.

Lecz nie wykonywaiąc tego wetawienia, którego
wypadek byłby bardzo zawikłany, łatwo iest rozpo-
znać, ze równanie z niewiadomą y, powinno być
w ogólności stopnia 4g°, ponieważ licznik ważności
dla a:, iest w postaci my2 Ą-ny-\-p, a zatem kwa-
drat z niey, czylią wyrażenie dla cc* iest czwartego

Xi
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stopnia. Ten zaś kwadrat będzie częścią wypadku
wstawienia.

A zate'm w ogólności, rozwiązanie dwóch ró-
wnań drugiego stopnia z dwietna mewiadomemiy

zależy od rozwiązania równania .stopnia 4go z ie-
dna niewiadomą. *

113. Znayduie się gatunek równań stopnia 4go?

których rozwiązanie sprowadza się do rozwiązania
równań stopnia drugiego. Równania takowe są na-
stępuiącey postaci

a > 4 + p cc 2 -4-4=0.

i zowią się trzymianowemi, albo dwu kwadratowe*
mi (oicarrees), ponieważ zawieraią tylko tfoiakie-
go gatunku wyrazy, to iest: wyraz, maiący cc*, wy-
raz maiący sea i wyraz wiadomy.

Ażeby rozwiązać równanie cc4-j-j>ce -j-^mO,
uczyńmy na chwilę a ; 2 = j , a zatem równanie po-
przedzaiące zamieni się na j a 0

a że równanie c c 2 z = j daie c c = ± [ / y ;

Więc x=:±V^.Ł^.i/rp
7 2"~r ~£ —4'

Z rozwiązania tego równania widzimy, ze niewia-
doma ma cztery ważności, ponieważ każdy ze zna»
ków -f* i — , z;nayduiących. się przy pierwszym zna-
ku pierwiastku, może być następnie kombinowany
z każdym znakiem znayduiącym się przy drugim
znaku pierwiastku, te iednak ważności po dwiebra«
nę są sobie równe, lecz ze znakami przeciwnemi.
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1 tak, niech będzie równanie cc 4 —-25a: a rr—144,
uczyniwszy ac2=:;y, otrzymamy yz—25j=—144,

s k ą d . . . . y = 1 6 , y — 9 ,
Ważność* tę włożywszy w równanie c e a : r r j ,

wypadnie 1°. c c a = 1 6 , skąd a?=db4$
2°. . x 2 = 9 , ' . * k ą d ' a : = ± 3 .

' A zatem cztery ważności są + 4 , — 4 , -{-3, -—3,
Weźmy ieszcze równanie oc.A — 7osz:=r8*
Uczyniwszy oczz=zyr otrzymamy y*—~7yzz:8f

skąd y — 8 , j = : - — 1 .
Vt A zatem 1°. ic2 = 8, skąd c c = ^ ± 2 | / 2 j ,|

2W. x 2 = — 1 , skądcc=±K"—1; dwf*
ostatnie ważności dla a? są uroiont;.

Njech będzie równanie algiebraiczne, • ;••:•:..".•

uczyniwszy cc2 =^J,; otrzymamy równanie

skąd y

a następnie c c = ±
Wyciąganie pierwiastku kwadratowego z j

razenia częścią spółmiernego (rationnelle^ częścią
niespółmiernego (^radicalej. •

114. Rozwiązanie równań trzyrhianowyeh czwar-
tego stopnia, skazuie potrzebę nowego rodzjaiu dzia-
łań algiebraicznych, to iest: wyciągania pierwiastka
kwadratowego, z ilości postaci adh.\/b) a i & set
ilości liczebne, lub algiebraiczne. ,

14*
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Weźmy wyrażenie 3 d r V 5, podnieśmy do kwa-
dratu, otrzymamy

iem V 14±p/5~== 3 db j/5.
Podobnież ' •

X ^ 1 1

zatćm nawzaiem^ 18±2^77== 1/ 7ń=VTT.

Skąd widzimy, że wyrażenie takie iak^adbj/fr, mo-
ie być sprowadzone do postaci a' d z | / b' czyli
Vaf±]/b'.

A gdy to można uczynić; na ówczas ułatwia się
działanie, ponieważ w tym razie mamy tylko wy-
ciągnąć ieden, albo dwa pierwiastki kwadratowe gdy
tymczasem wyrażenie radz\/b oznacza, że trzeba
"wyciągać pierwiastek z pierwiastkli. •

115. Weźmy' więc następuiące zadanie; maiąc,
daną ilość w postaci a d h | / b ; poznać, czy % ilość
iest kwadratem z wyrażenia teyŁe postaci •
a'db J/ V lub {/ a'db ]/ b\ i wyznaczyć ten pier-
wiastek? , • .•.:;',

Oznaczmy w ogólności przez p i q dwie części,
z których zakładamy, i e się składa pierwiastek kwa*
dratowy z a-\-\/b, a zatem p i q są ilości iędno-
wyrazowe niespółmierne, lub iedna z ilości iest
spólmierna, a druga niespółmiema.

To uczyniwszy uwaźmy .naprzód, ze ieżeli . ;
ł/o+Fb =p + g......... (1).

więc ]/a^-y & = p — q ...../...,"(2).
Rozmnożywszy strony odpowiadaiące tych równań,
otrzymamy '
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y7i*Z-b=zp*~qz (3).
A źe p i q są dwie ilości iednowjrazowe (mo-

) niespółmiurne, lub iedna spółmicrna, a dru-
ga mespółmierna, więc p'2 i ą%, powinny ł>yć spół-
mierne, a zatem pz—r/a, czyli* ważność V'aŁ — h
iest koniecznie ilością spółmierna.

Skąd wniesiemy, ze ieźeli a i l / ? > iest kwadra-
tem z ilości ddhl/h', lub \/d±1/b', ze mówię
a2—-b powinno być zupełnym kwadratem. Jest
to cenha po !-tór^y poznaie się, czy można wyko-
nać działanie.

Niech więc aa-»-& będzie zupełnym kwadratem,
nadto załóżmy ^ a ^ , — bz-ic} a zatem równanie (3)
zamieni się na

Oprócz tego wyrazy równania (1^) i ( 2 ) po-
dniósłszy do kwadratu, otrzymamy:

p 4 ^ pg
i teraz, strony odpowiadaiące dodawszy, będzie

2 a (4j
a ze pz—fj[a = c (5);
więc dodawszy strony odpowiadaiące tych dwóch
równań, a odiąwszy strony drugiego od pierwszego,
otrzymamy

2 z ^

skąd ',
p = :
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albo wyraźniey

Te dwie formuły mogą być teraz sprawdzone.
Jakoż obie strony pietfwszey formuły podniósłszy
do kwadratu, otrzymamy:

a ze równanie Kaa<^—bz=:c, daie c z ^ = a 2

a zatem • ^

Podobnym sposobem sprawdzilibyśmy drugą formułę,
116. Uwaga. Ponieważ formuły f6J i (7) są

dowiedzione, dla iakieykolwiek, ważności ilości c,

czyli »^aa—•&; więc chociażby a 2 — Z J nie było zu-
pełnym kwadratem,, moznaby zamiast wyrażeń

v a^l/b; i.r a-—\/~h\ wziąć drugie strony równań
(6) i (1)\ leGz w tym razie, nie moznaby tak łatwo.
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uprościć wypadku działania, ponieważ ilości p i q,
bytyby w tey samey postaci co wyrażenie dane.

W ogólności, w tenczas tylko odbyć należy
takowe przemiany, gdy ilość a% — b iest zupełnym
kwadratem. ,

117. Zastos-.iymy formuły (6) i (1) do niektó-
rych przykładów.

"Weźmy wyrażenie liczebne 94-+42J/5, które

zamieni się na 94+J/8820. W tym razie mamy
o = 9 4 , b=8820, skąd •

c=sI /a 4 — & = l/8836—-8820=4 v

otrzymaliśmy ilość spółmierną. . A zatem można ssa-
etósować formułę (\). «. •

Będzie więc • ,

czyli skróciwszy =
czyli nakoniec

Jakoż (7-h3|/5/=49H-454-42|/5=944-42I/5.
Weźmy ieszcze wyrażenie

Tu ct=Mp+2m2', Zj=4m.aCM:ji+77i2),a "
c czyli ra2'—bzzznp. »

A zatim zastosowawszy formułę Cl). \ Otrzyma-
my szukany pierwiastek

, l / n p + 2?na + zip l/^np-H-2m2-—np,
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czyli skróciwszy / -4z(VniJ-Ą-m*™— m),

Jakoż (V np 4- mz-m) '"=«p 4-2ma — %r&/'

Weźmy na trzeci przykład wyrażenie

1 7 1 6 H - 3 0 y ^ A + y 1 6 — . 3 ,

stosui^c forrauły poprzedzające, otrzymalibyśmy:

^ 16 + 30 l /^T=

v 16-30^—1—5—35
a zatem • . (

16 — 3 0 ^ — 1 = 10,
Ostatni ten przykład, daie poznać wiechy, iak

wszystkie inne, użyteczność ogólnego zagadnienia,
któreśmy wyźey rozwiązali,; bo przekonywa, źe na-
wet wyrażenia uroione, pokombinbwane ż sobą, da-
ią. wypadki nietylko rzeczywiste, ale nawet spółmier-
ne. Uczący się mogą dla wprawy rozwiązać naste-
puiące przykłady • '

K284-10J/3= 5 4- V 3 j^H-5 7—3=2+^—"37


