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§.- 1L O rdwnaniach i zagadnieniach drugie-
go stopnia z dwiema,- lnb kilka niewia-
domemi tlosciami.

110. Nie moZemy tu wylozy¢ catéy teoryi w ktd-
ra wstepmem), bo iak w krétce zobdca}m}, rozwia-
zanie dwéch réwnan drugiego stopnia z dwiema nie-
“"lddOl’ﬂeml ilo§ciami, zalezy W ogdlnosei od rozwia-
zania réwnania stopnia czwartego z iedny niewiado-
ma; tu wicc rozbierzemy +takie tylko Za“df]l‘ltﬂllld,
ktére zalem od rfzwiazania rdéwnania stopnia dru-
giego z ledua mcwudomq _ _

Zagadmeme pierwsze. Znalczid dwic liczby la-
kie, azeby summa iloczyndw z tych liczb i odpo-
wiadaiacych a i b, byta riwna 2s, a iloczyn z sa-
mych mcwaadomyc?g byt rdwny p.

. Rozwiazanie. Ozvasczmy dwie szukane hwby
przez x iy, a zal;un bedg rowmma ax==by =

xy=p-
25— ax
7z pierwszego wy prowadmmy y=—p ' wslawi~

wszy te waZnosé w réwnanie druglc, i ‘przywwd{.
szy otrf.ymdmy ax® —2sac==—Dp,
1

rl 2
a zatém :*"‘l"—' § =—ab
S == a P

a pastepnie - ° -"—""b -E/ s .-—-abp

To zagadnienie iak widzimy przyymuie dwa ro-

zZwiazania bezpuacedme albowiem 31est>Vs —apb;

lecmamby e waznosci byly rzeczywiste; potrzeba

aby byfo s* > albo =abp.
Niech bedzie a==b=1, wainoici dlaz, y, zamie-

P

nig si¢ na a:_..s+!/s —p; a p=spV s*—p..
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Stad mdzxmy ze dwie wadoosci/dla », sa ré.
wne d»\om wasnosciom dla an, lecs wzu(f}m W od-

‘wrotnym porzadku; to iest iezeli 3-7-—5 5....}) 0z11a-

cza wad l‘lﬂSC dla e \.V]U, Q——!/.‘_-. —-—'J{; oznaczad br\
dzie waZnosé odpowmdamcq dla ¥, 1 na odwrot,
Okolicznosc - te W\f{nmaca} my, uwazaige fe w I:)m
suczegdlnym pu)padku réwnania zathienia sig-

nastepuiace { a:-}—yz?s
,"_}’:"_::P

i natenczas zagadnienie tak sie wysfowis

Znalezd dwie Zrcvby, ktorych summa 2s, a ich
ii’ocg)’n p. Albo tes tak: Podzielid liz wbe 2s ne dwie
cﬂfacz ktdrychby iloczyn rdwnal sig dancy liczbie p.

- Lecz widzielismy { pod ust: .9()) ze le czescl sy
koniecznie pnhcmnc z soba, przes réwnanie deu-
giego stopnia o —-‘)S‘"c-l-y__ﬂ() w. kidrém spil-
c:ynmh wyrazn drugiego wzigly ze ziakiem prze-
clipnym, 0zZnacza. Swnme 2s, a ostatni wyraz lest
iloczynem z tych divéch, czeset.

111, Zaqaumeme drugle. Znaleid cdcrg licz-
by proporeyi, maiqc wiadomq sunmume skraynych
2s, suming .srcdzuch 24, ZMIH’HHL Lwadratuwzt_) ch
czierech Liczb rowna 4c® !

Oznaczmy przez 1, @, ¥, 2, cztery wyrazy pro-
poreyt, a zatém na mocy wiasnosci proporeyi otrzy-
mamy réwnania .

u-z==2s,
a4 y=2¢,

ng  =av.

i padto wedlug warunku zagadnienia:

uz+mz+y"':-[-z“=4cz‘.l
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Maiac te cztery réwnanis, vistwimy ich rozwia-
zanie przez wprowadzenie ilodei niewiadomey po-
mnocniczey. ' : ‘

I tak niech p, oznacza iloczyu §rednich lub
skraynych, a zatémn beda

° Réwnania “"“"‘"S skad u=s VP —p
=D z==s=—=Vs*—p.

( Zobacsz zagadnieuie poprzedzaiace. )

a-+y=2s skqd%'f:s—a—i/s"--u

2' Réwnania )
2 J‘J’:P S—Va e=1)

Wldmmy teraz, 7é wyznaczenie czterech niewia-
domjch zalezy od iloczynu p. :

Lecz gdy zamiast u, Xy X B ‘wstammw te ich
waznosel, w ostatnie z réwnan zagadmemd, olrzy-
mamy :

(s-}-!/s -—p)"-l (s--—!/.s =D ) } 2 b (5 Ve —o """"P)

. -i—(S-—V.s —p )*==4c*
rozwinawszy i'przywiédhzy bedsie:

432._!_43"2_;413:4 c*; skad J1(’)::3‘--!—3'2—-—c2

wstawiwszy ‘t¢ wazno§é p, w wainoscei dla X, ¥y 1, %
olrzymane; wypadme

n=s-V ¢ =y —ig* :r':-s’—l—Vc“—?:
p=ms =V _’}’=3"—-V c s

Cztery te licszby WIdOCZl’lle stanowig proporcya,
albowiem

uz=(s4+Vc*—*)(s—=V c*— ")—s —c —I—s’z
:xry:(s’—l—l/c"*-—s"‘ V(S ==V T s® ) == Pt
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Uwaga. 'Fo.zagadmgnie W\}'].Qtl.’. z Algiebry Lhu.
iliera dowodzi, iak wprowadzenie do rachunku e
wiadomdy pomocnicsey, ufatwia wyznaczenie nie-
wiadomych. - Znayduie si¢ w spomioném dziele wie.
céy padqbn.ego ~gat_l,-u:|ku :rmgaduiefl, ktore prowad;;a‘
do réwnania stopni - wyZszych nad drugi, a ktére
iedpak mofna rozwiazadé za pomoca Téwnan pier
wszego 1 drugiego stopnia, wprowadzaige niewiaco-
maq pornocniczd. ' :

112. Péznaymy teraz praypadek, w ktérym za.
gadnienie prowadzi do dwéch iakichkolwiek réwnai
drugiego stopnia z dwiema niewiadomemi, L

Nazywa sig réwnanie drugiegostopnia, =z dwiema
niewiddomemi to, ktére zawiera druge polgge tub
iloczyn dwdch niewiadomych. _

] 5 2 4 B P

I tal a0 % — Aoy * =0y =5y =6 =0,

!

. Tacy =4~y =0,
s3 réwnania drugiego stopnia. X
A tak wszelkie réwnanie drugiego stopnia z dwie-
ma niewiadomemi, ma postac :
b ]

' ay® by cx® +dy +-foe-+g =0,
w ktérem a, b, ¢, oznaczaig ilosci wiadome, czy to
liczebne, czy algiebraiczne.
Niech bedq dwa réwnania
ax=-bxy -+ ca? == dy 4 foc =+ g =0,
dac4-bocy-c'x = dy-Hfatg'= 0.
Uporzadkowawszy ie podlug niewiadomey <,
bedzie ' : ! _
cx” = (by +f)a—day® dy4g= !
c'ac® = (Vy 4f)atay*4dy+4g =0.

" To uczy-
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To uczyniwszy, iezeli dwa epél’e/vnmk: a: , be~
da te same w dwéch réwnaniach, otrzymamy, od:a..
wszy wyrazy iednego od drunlego, tylko iednn ré-
wnanie pierwszego stopnia wzgledum a, ktére mo-
glo bydz wziete za iedno, z réwnan danych, iz te-
go réwnania otrz‘;mdhb}sm} waznos¢ dla «, wyra-
zona przez ilosé 7t dopiéro waznos¢ wstawiwszy
w iedno z réwnan danych otrzymalibyéiny tym spo-
sobem réwnanie, ktére zawieraloby tylko iedng nie-
wiadoma 7.

Lecz gdy rozmnoZemy plE"WSZL réwnanie przez ¢,
a drugie przez c; otrzymamy,

cc'e® 4= (by =f) cx==(ay® == dy g ) c'=0,

cc'ac® A=(b'y 4" cac 4 (d'y* 4=d'y =g )e=0.

Te réwnania moga by¢ wazigte za réwnania poa
przedzaiace; nadto spo?czynmk przy a” iest w obu~

dwéch ten sam. Odigwszy wiec ich wyrazy od sie~
bie otrzymamy

{ (be'=cb)y +fc' =cf ’} = (ac'=ca)y *+(dc'~cd ) y
' g/ =—cg' =0,
. (cd=—ac)y 4 (cd—dc )y ~cg'—gc
skaﬁ ar= y (bc;'__cbr)y_!_fcf_ cf;

Waznoéd - te dla a, wstawiwszy w iedno z ré-
wnan danych, otrzymamy rdwnanie oslateczne za=
wieraigce w sobie tylko niewiadomy y.

Lecz nie wykonywaige tego wstawienia, ktérego
wypadek by{by ‘bardzo zawiklany, Yatwo iest rozpo-
znaé, ze réwnanie 2z mewmdomq ¥, powinno byé
w og6lnosci stopnia 489, pomewaz licznik waZnoéel
dla a, iest w postaci my +ny+p, a zatem kwa<
drat z niéy, czyh‘ wyrazeme dla a® iest czwartego
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stopnia. Ten 2a§ kwadrat bedzie czg¢écia wypadku
wstawienia.

A zatém W ogélnoici, rozwigzanic dwdch rd-
wnart druglcgo stopma. z fiwwma. mewmdomem;,
zalezy od rozwiqzania rdwnania stopmn. 480 z ie-
dna niewiadoma.

13, Lnaydme sie.- gatunek réwnan stopma 4go,
ktérych rozwiazanie sprowadza si¢ do rozwiazania
réwnan stopnia drugiego. Réwnania takowe $3 na-
stqpunqcey postaci

atdpa® 4= q=0.
i zowia si¢ Irzymianowemi, albo dwu kwadratowe-
mi (bicarrdes), ponicwaZz zawieraia tylko troiakie.
go gatunku wyrazy, to iest: wyraz maiacy a4, wy-
raz maigcy a” i wyraz wudomy

Az.eby rozwigza¢ rjwnanie ac“-l—p:c -l-q:()
uczynimy na chwﬂg a®=y, a zatem réwnanie po-
przedzalqce zamieni si¢ na y” == py—4-q=0,

-—.——_...._.

P
skad y=—r ke P —q,

]

]

a fe réwnanie x* =y daie x===]"y;

wige m:iV + Jf’__ L

4

Z rozwigzania tego réwnania widzimy, Ze niewia
doma ma catery waznosci, poniewaZ kaidy ze zna.
kéw == 1=, znayduigcych si¢ przy pierwszym zna-
ku pierwiastku, moze byé nastgpnie kombinowany
z kazdym znakiem znayqucym sn; przy .drugim
znaku plerwmstku te iednak waznosci po dwie. bra--
ne s sobie réwne, lecz ze znakapu Przeciwnemi.
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I tak, niech bedzie réwnanie 252" ==—=144,
uczyniwszy a® ==y, otrzymamy y*=—25y==-——144,

skad i vivin s y =16, y — )
Wainosé t¢ wlozywszy w réwnanie a®= sy,
wypadnie 1°, a*=16, skid ao===4;

2°. x*= 9,7ekad ao—rt=3.

“A zatem cztery wagnosci sa =4, =—4, <=3 3,
Wezmy ieszcze réwnanie ao*——7x* =38,
Uczyniwszy «®=y, otrzymamy y*—Ty=8

skad y=8\. y__.,a-l
"% A zatem 1°. x¥=8, skad a===-2]/2
90, atmm—], skad x===V"—1; dwie

ostatnie waznoéci dla o sa uroione.
Niech bedzie réwnanie algiebraiczne,

o4 (2bc—4a®* Yoc F —=amb®c?;
uczyniwszy a®=y; otrzymamy réwnanie
| y% — (2betda®) y=—b2c?,
skaji._ ¥ =Ibc+2a".i2a|/'5'é_:¢?:

a nastg'pnie M=l Vbc+2324—2a|/b?:}:?

W’ycmﬂamc piersiastkn kwadratowego z wy=
razenia czgdcig spolmiermnego (ratlonnelle » (:zgscu;
niespotmiernego (radicale ).

114. . -Rozwiazanie réwnart tr zymmnowych czwar
tego stopnia, skazuie potrzebg nowego rodzaiu dzias
fan algiebraicznych, to iest: wycmﬂamapwrwzastku.
kwadratowego, z iloséi postaci aZ=}/b; a i b sg
ilosci liczebne, lub algiebraiczne.

5 , 14%
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Wezmy vﬁyraé‘enie’?vil/ 5, podniedmy do kwa.
dratu, ofrzymamy
3V 5) =961 545=1426}5, a zatém

\awzaiem V14i§_l/73-=3:|‘_!/’5-

Podobniez ) , Vs
VTRV =12:217 X VT li=isol 77,
a iatém naWZaiemVTSiZV"E?:V?iVﬁ-

Skad widzimy, %e wyraZenie takie iak-Va-_l:Vb, mo-
de byé sprowadzone do postaci a’'Z=) b egyli
VdEx)v.

A gdy to moZna uczyni¢; na éwezas ulatwia sig
dzialanie, poniewaz w tym razie mamy tylko wy-
ciggnaé ieden, albo dwa pierwiastki kwadratowe gdy
tymezasem wyrafenie ¥ aZ=]/b oznacza, Ze irzeba
wyciggac pierwiastek z pierwiastku.

115. Wezmy wige nastepuigce zadanie; maige
dang iloé¢ w postaci aZ=)/b; poznad, czy tailoi
iest kwadratem z wyraZenia teyke postaci
a'ze)/b Iub Vo'V i wyznaczyd ten pier-
wiastek? '

Oznaczmy w ogblnosei przez p i g dwie czedei,
z ktérych zakladamy, e si¢ sktada pierwiastek kwas
dratowy z a=+)/D, a zatém p i g sy ilodci iedno-
wyrazowe miespotmierne, lub iedna 2z ilodci icst
spdimierna, a druga niespéimicrna. :

To uczyniwszy uwaimy naprzéd, Ze iefeli .

Va+tlV b=p=g.........(1).
wige  Ja==)/ b=p—gq.........(2).

Rozmnodywszy strony odpowiadaigce tych réwnaf,
otrzymamy
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V o b= p® mg® ovsvni o (3)

A fe p i q sa dwie iloéci Iednowyra?uwe ( mo-
nomes) mespéi’mmrne, lnb 1edna spélmicrna, a dru-
ga niespéimierna, wige p i g%, powinny byé¢ spét-
micrne, a zatem p*—q”, czyli® wainodé Va*—b
iest koniecznie 110501{; spéimlerna

Skad wniesiemy, #e iefeli az=]/b iest kwadra-
tem z ilofci a/=2=)/V, lub Vd=2=/ V., je méwie
a®*=—Db powinno byé aupezfn_}m kwadratem. Jest
to cecha po |téréy poznaie si¢, czy mozna wyko-
nac¢ dziatanie.

Niech wige a”~b bedzie zupelnym kwadratem,

nadto zatdimy V'a*—b=c, a zatém réwnanie (3)
zamieni si¢ na
p*—q=c.
Opréez tego wyrasy r6éwnania (1) i (2) po-
dni6stszy do kwadratu, otrzymamy:
“+q*+"pq—-a—l—l/b,
pt=-q* —2pq=a—)/b;
1 teraz, strony odpowudalqce dodawszy, bedzie

PEg =l esiniies (4):

ade PPuamng “==6 vonvs wies ()3

wige dodawszy strony odpowiadaigece tych dwéch
réwnan, a odigwszy strony drugiego od pierwszego,
olrzymamy

—a-tc,

Qq"":‘a——c;

skad -
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A zatem, -

Va1, c?yll IJ-{—q:iVﬂ'-‘_CiV‘I”—C

——

V::;_—h-l/_b’ cryli pl—q:iVa_—z!_c = (i_:_f;
albo wyrazniéy

VaTl-W=i(Va+c+ VE'Z) ..... (6),
a-l/b ﬁ(VE{—!-_c ;——C sl

Te dwie formuly moga byé teraz sprawdzone,
Jakoz obie strony pierwszéy formuly podmosisz‘}
do kwadratu, otrzymamy:

a+c a—c

a—c

a+ Vb

vt +ch,7'-—c

a ze réwname Va ---b_c daie ¢*=—a % e D,
a zalem ;

a+Vb=a+VE;-—gg+b=a+l/ b,

Podobnym sposobem sprawdziliby§my druga formulg,
116. Uwaga. Poniewas formufy (6) 1 (7) s
dowiedzione, dla 1akleykolwwk waznosel iloscl ¢,

czyli Vot —b wiec . chociazby a® —Db nie hylo 2u-
pefnym kwadmlem momaby zamiast wyrazen

Vad-17b; i, Va--»-l/b ‘wziad drugie strony réwnai
(6) i (7); leez w tym razie nie moZnaby tak atwo:
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uprosci¢ wypadku dziatania, poniewaZ iloSci p 1 g,
bylyby w tey sam(,y postaci co wyraZenie dane.

W ogélnosci, w tenczas ty]ko odby¢ nalefy"
takowe przemiany, gdy ilo§¢ a”—Db iest zupetnym
kwadratem.

117, - Zastosnymy formu-l‘y (6) i (1) do niektd-
rych przylkiadéw.

Weimy wyraZenie llczebne 94+42|/5 ktére

zamieni si¢ na 94-+1"8820. W tym razie mamy
a=9%4, b==58820, skad
e=Va*—b=V"8836—8620—=4
otezymali$my iloé¢ spétmierna. . A zatem mofna za-
stdsowad fo:mui’g (1): - :
Bedzie wige

Voigrazy Va::i (V94+4 Vg“"“‘*)

czyli skromwszy e 2 V49+V4o),

¢zyli nakoniec ‘
V94+4zyo:¢(7+3]/9) :

JakoZz (7--3}175) “—49+45+42Va_94+42l/5

Weimy ieszcze wyra?eme ;

. Vnp = 2m* = 2mV np 4~ m 2',‘
Tu a=np~-2m*, b==4m*(np--m*), a’-—-b:n“p’,_

¢ ezyli Va* -—b_._.r'p >
A zatém zastésowawszy formule (7). Otrzyma-
my szukany pierwisstek

1+ V np == 2m.” - np _ Vn_p--i— 2m* —np, ;
".— 2 S 2
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czyli skréciwszy | i(vng;r-{-l'n”-—iiz),
Jako# (Vnp+m"—m,’=“:np«{-.?mz—-ﬁm!/np_l_m{
WeZmy na trzeci prayktad wyrazenie

Vg0V —=1+Y 16— 30V =T,
al:oguiac. fprmui‘y poprzedzajace, ou‘zy:halihyémy:
V96430V —1=543V" =T,
VTG."_EEV.:I=5_3 VT,

a zatém

V16+30V__1+V16-30 V' =T=1o0.

Ostatni ten pr?)kf]’ad daie poznaé wigeéy, iak
wszysthe mne, usytecznodé ogdlnego zagadnienia,
ktéreSmy “y:rcy mzwth, bo przekonywa, e pa-
wet wyraZenia uroione, pokombmbwane 7z soba da-
ig wypadki :Ixetylko rzeczywiste, ale nawet spéhmer—
ne. Uczacy si¢ moga dla wprawy rozwigzad naste-
puiace przykiady -

V28+ 10V3——5+V3-V‘1_-—-1:1V._:§—-9+V:‘3‘“
Vet 28V bem— P Vbc-zbl/bc b‘-—-l-.%

Vab+4c -—d”+2l/4abc —abd? /
;Vab+V4c




