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ści liczby a, -przez cześć liczby b, równy był dane'y.
liczbie p : iloczyn zaś z dwÓGh pozostałych części
liczb b i a, był równy liczbie $\ Rozwiązać i roz*
•trzasnąć to zagadnienie. v

Dwunaste Zagadnienie. Znaleźć liczbę z którćy
kwadrat, takbysię miał do iloczynu, z różnicy mie-
dzy tą liczba^ a dwiema a ib, iak'się ma p ; q?c

Rozwiązać i roztrząsnąć to zagadnienie.'
Uwaga. Polecainy Uczniom rozwiązanie i roz-

trząśnienie tych wszystkich przykładów', dla wzno-
wienia sobie tego, co wyźey o równaniach i nieró-
wnościach poznali.

Podania o naywiekszych i naymnieyszych wahno*
ściach (de maxiinis et minimis)

Własności Tróymianów 2go stbpnia.
103. Znayduie się gatunek zagadnień należących

do teoryi równań drugiego stopnia, a zachodzących
w zastosowaniu Algiebry do Jeometryi. Zamiarem
tych zagadnień iest: Wyznaczyć naywiększą lub nay-
mnieyszą ważność, iaką mieć może wypadek ue-
wnych działań arytmetycznych, wykonanych nalicz*,
bach. • • i

Weźmy to pierwsze zagadnienie: Podzielić licz*
be daną 2a na dwie części, z których iloczyn był~
by MAXIMUM, to iest naywiększy z iloczynów z in~
nych części, na iakie można podzielić daną liczbę.

Jednę część oznaczmy przez cc, druga będzie
2a—icc, a iloczyn z nich ;r(2a—-oc'); Nadaiąc dla
oc różne ważności, iloczyn przechodzić będzie praez
różne stany wielkości, trzeba zaś wyznaczyć dla a:
ważność taką, któraby uczyniła ten iloczyn naywie-
kszym ze wsaystkich".

13'
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Oznaczmy przez -y ten naywiększy iloczyn, a bę-
dzie

oc.(2a—cc)—y.

Uważaiąc y z# ilość wiadomą, otrzymamy we-
dług tego równania ważność

a*—y.

zastanowiwszy się nad tym. wypadkiem, .wi-
dzimy, że dwie ważności dla cc, nie mogą być rze-
czywiste, ieźeli nie będzie y<^a% • a przynaymniey
yz=:a a. Skąd wypada, ze największa ważnośćiaką
można otrzymać dla y, czyli • naywiększy iloczyn
z dwóch części iest a a A ze uczyniwszy yz=zaz;
wypadnie ccrrna. • Więc,
o&j-,, otrzymać naywiekszy iloczyn, potrzeba JJO~
dzielić, liczbę daną 2a, na dwie równe część i, a MA-
XIMUM" iloczynów iest kwadrat z i>oloxvy liczby.
"Wypadek ten otrzymaliśmy iuź innym sposobem
( u s t : 9 6 ) . ••• •''".

Inne rozwiązanie. Nazwiymy 2oc, różnicę zacho-
dzącą pomiędzy dwiema częściami liczby 2a. Wię-
ksza z tych dwóch części.będzie (ust: 4) wyrażona

2a-\-2oc ,. . . " . ,
przez ——• , czyli aĄ-oc, mmeysza zas przez

• a—cc, a zatdm (a-f- cc) ( a — c c ) = y , czyli a a - r - c c z = j ,

skąd c c = d t ' ' ' a -— y. Ażeby ta waźnpsć dla x

była rzeczywistą, potrzeba, ażeby przynaymnićy
było yzzza ; uczyniwszy więc yzzzaz, wypadnie
oc=zO, co dowodzi, że obiedwie części powinny być
sobie rów»e.

104. Uwaga. W równaniach cc(2a—-co)=j, i
h ^ C — - e r ) = 7 , przez które rozwiązaliśmy bsta*
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tnie zagadnienie; ilość ćc nietylko.iest l)iewiadomą,
ale i zmienną, wyrażenie zaś x(2a—-x) albo
(a-ł-x)(a — o1),, nazywa sifc FUNKCJĄ zmiennćy er,

Funkcya ta wyrażona przez y, iest drugą ZTfiien-
na ilością, którey' ważność zależy od ważności iak^
nadamy dla oe. Dla tego to Analiści nazywają ilość
X zmienną niezależną, dla tego, ze zmienna druga
czyli y, otrzymuie ważności zależące od tych, Jakie
nadamy zmienney X.

Rozwiązując dwa równania .r(2a—cc)=rsjj j
(a-\-oc) (a — oc)'Z=.y pod względem na et; otrzymamy

oc:

a w tych znowu wyrażeniach molna. uważać yt za
zmienną niezależną, zaś cc, za fankcyą tdy zmienney,

105. Drugie zagadnienie. Podzielić1'liczbę 2a na
dwie części, ażeby summa pierwiastków kwadratb-
wychz tych dwóch części była MAXIMUM.

Nazwiymy jc a iednę z dwóch części; 2a — oc.'2'
będzie drugą częścią; summę ich pierwiastków kwa-
dratowych'wyrazimy tem samem przez 3cĄ-Via—x*4

tego to wyrażenia potrzeba znaleśe mąocimani. , .

Załóżmy *' •

skąd ,:•;'. .
podniósłszy terazobie strony do kwadratu, otrzymamy

2a—x z = y a-—2xy •+• x a ,
uporządkowawszy zaś podług a;, będzie

— y \
13*
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czyli krócćy a: = ^ ~ 2"

Aby dwie ważności dla oc były rzeczywiste, po-
trzeba aby przynayraniey j a było równe 4a; a zatem
2 | / a , iest naywiekszą ważnością iaką może przyiąć
y. Lecz uczyniwszy j = 2 J / a ; wypadnie ce=: | /a ,
a zatem c c z = a , i,2a—JE: = a .

A zatem, liczba daną 2a, powinna być podzielo~
na na dwie części równe, ażeby summa. pierwia-
stków kwadi^atowych z tych dwóch części b'yła Ma*
ocimam.

To maximum iest oprócz tego równe 2j/'a.
I tak, niech będzie dana liczba 72, będzie 72 = 36

+ 36;* z tego J / 3 6 + 1/36== 12. Liczba więc 12 iest
maocimnm z 'ważności, iakie moźnaby otrzymać na
summę pierwiastków kwadratowych z dwóch części
liczby 72.

Jakoż, rozłóżmy 72 na 64 + 8, będzie }/64=8;
J/8 = 2 + pewiiyułomek; z tego J/64 + j / 8 = 1 0 +
pewny ułomek. Niech będzie ieąecze 72=^=49 + 23;
a zatem J / 4 9 = 7 , J / 2 3 = 4 + pewny ułomek: prze-
to także J/49 + J/23 = 11 + pewny ułomek.

•Weźmy na 3ci°przykład wyrażenie
iz2

, 5 5 7

dla Mór ego trzeba znaleśó wałność NAYMNIEI-
SZĄ. (Założywszy, że m^>n,,)
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Lecz aby dwie ważności dla cc, odpowiadająceie-
dney ważności j , były rzeczywiste; musi (mz——n,z.)2iy%,
być przyhaymnićy równo &m2n*, a następnie y ró-

2niń
W n e •—r, »•• ' • • •' '

rn—n
2mn..

A zatem —2 ~ issiminimum ze wszystkich! wa«
. m ——n

zności które może przylać funkcya y.
•'•."-•v. ztnn

Lecz uczyniwszy j = —^ 5-; w wyrażeniu dla

te, ilość pierwiastkowa zniknie; a ważność dla ac sta-
nie się

m^—n1 2nin n
'Im* ni1—jza rn,

<•' f ."* n

.Ta więc ważność oc~-i-, nada/wyrażeniu dane-

mu minimum ważności. .
106. Przykłady te są dostateczne do skazania dro-

gi, którą należy postępować, W rozwiązywaniu tego
gatunku zagadnień. •

Utworzywszy wyrażenie Algiabraiczne ilości, któ-
rą może przylać MAXlMUl\f hib MINIMUM, wa-
żności, 'zrównać'to wy rażenie • iakięykolwiek głosce
np: yR. Jeżeli równanie w ten $pvspb otrzymane
iest stopnia drugiego względem x, (przez x ozna-
cza się tu ilość* zmienna wchodząca w wyrażenie
Algiebraiczne), należy ie względem x rozwiązać,
potem uczynić równa zero ilość pod znakiem piw-
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%viastkowym, i z tego ostatniego fównartifa: wycia*
gaąd ważność dla y, która, będzie szukandm Maxi-
ljmrn lal? Minimum. Wkladaiąc tę ważność dlayy

w- wyrażenie .zawierdiące -x, otrzymamy ważność
Łey ostatniey zmieuncy, czyniąca zadosyS brzmie-
niu zadania.

Gdy się zdarzy,, ia ilość pod znakiem pierwia-
stku bcdatca, zostanie zawsze dodatna, bez względu
na ważność dla y; naówczas dane wyrażenie algie-
braiczne mieć- me może ani raaxinnuro, ani mini-
laum ważności.

Obiaśniamy tę .okoliczność następniącym przykładem:

4cc+ce43
Znaleźć czy wyrażenie ~c/n ZJ~T]—» m°ZQ mieć

maximum lub minimum ważności?

4x2-}-4ce—- 3- ; . ,
naznaczmy - ^ _ _ = r ,

wyprowadzimy równanie:

Ax'"— 4 (3 y—1 )cc=6y -f- 3,

które da, a c = - j L 7 r — d b

Naznaczywszy dopiero, według znalezionego pra-
widła, ' 9,r*+4—0>

Otrzymamy y^Łf6;,—f, c z y l i . y = | V-—i;
to iest: ważność uroioną dla szukanego maacimam
lub minimum wyrażenia danego, która oznacza, iź
to wyrażenie nie ma ańi maocimwn, ani minimum
•ważności.

Dokończymy tera?; teoryi, gdy poznamy własno-
ści tróymianów postaci my s - h ny -f-p.
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Wlasnohci trójmianów 2go sUpnia (Trinomos.)
107..Nazywamy tróymianem drugiego stopnia,

każde wyrażenie algiebraiczne, które może być spro-
wadzone do'tey.-postaci mj^-j-ny+j?: a W którera
?ra, ra, i p, są iZcwci wiadome % iakiemikolwiek zna-
kami, j oznacza ilość zmienną, to iest: mogącą mieć
różne ważności. . ,

I tak ' 3j2—5j-f-7,^-9j2-i-2jH-5,
. (a — b ^ - 2 c ) x z - h 4 6 2 j — 2 a c 2 ^ 3 a 2 5 ,

nazywaią się -tróymianami drugiego stopnia
de.rn j . ( . •

Uczyniwszy równy zero tróyrnian m y y p ^
to iest; naznaczywszy mj z+72j-{-jp=:0, otrzymamy

j = — ^ — i o ~ ~ r l ~~"^mP5 można tu uczynić trzy

główne przypuszczenia, względem natury ważności
dla y.
V . Może być n.2 — 4mp>-0, to iest dodatne: w tyra

przypadku' dwa pierwiastki są rzeczywiste i nieró-
wne: z.iakiermkolwiek znakami. Albo nŁ-— 4nip=:0,
w tym razie oba pierwiastki SĄ rzeczywiste i równe.

Albo nakoniec «'f-— 4wp<^0, to iest odiemnei
natenczas obńdwa pierwiastki są uroione*

To założywszy, otor własnoścr- szoeególne w ka-
żdym z' tycli trzech przypadków.

. "Naprzód. Zawsze ile razy tróytnian drugiego
stopnia iest taki, źe uczyniwszy go równym 0, iroz*
wiązawszy takowe równanie, otrzymamy obadwa pier-
wiastki rzeczywiste i nierówne, wszelka ilość doda-
tna, lab odiemria, zawarta pomiędzy temi pierwia-
stkami, wstawiona w tróymian zamiast y, daie
koniecznie wypadek ze znakiem przeciwnym^ tirnń
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znakowi, iaki iest przy spólczynnikii ilości- y2; leci
wszelka ilość niczawarta pomiędzy dwoma pierwich
Stkami, a wstawiona, zamiast y, ' daio wypadek
z tym znakiem, iaki iest przy spółczyrmikii ih„
ś c i y * ^ •• • • • ' - ' • • • ,

Jakaż oznaczywszy przez y' i y" dwa pierwia-
stki (zaki'adaiqc , ze są rzeczywiste) równania , •

-czyU m V " » y

/' f » p \
etrona ml y2-ł* "^ J •+• ~ I raoźe (us: 94)

byd.wyrbźona w postaci Tn(y~y'),(y-~iy")- A za-
tem mamy tosamość, czyli identyczność

Oznaczmy przez a ilość zawarty pomiędzy y' i j " ,
to iest taką, hźeby było t ot,;>albo"•<j's lecz oi<̂
l b > y z tępo wypada' a-r-y'^>* albo <^ 0, lecz

lb>T() "-a
Skąd widzimy, ze czynniki a—«j', a—y"maią znaki

przeciwne, a zatem iloczyn z nich. (a.—y')(v<—/')
iest odiemny. Praeto iloczyn m(a—y')(a—y"-);
czyli iego ważność ma 2 -f-na "\-p, \na znak 'j&fąe'-
ciwny temu^ ia^i się zuayduie przy ilości m:
Jeżeli przeciwnie założymy razem <x̂ > alba <^y', i
a > albo < / , skąd a — j X > a l b o < 0 , i «—•/'>
albo-^0; nai>wczas dwa czynniki mieć będą ten sam
znaky i przeto ich iloczyn (a—y') (a—>y") będzie,
dodatny, a tóna saruem, m(a—y) (a—y"), czyli

•ma-Ą-na-fcp ma ten sam znak-co'ilość m.
$ovttórei ieźeli dwa pierwiastki są rz.eezywiste i

równe, wszelka ilość odmienna od tey ilości, która
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uczyni tróymian = 0, wstawiona w ten, tróymian,
da wypadek z tym samym znakiem, iaki iest przy
spółczyrinikii ilości y s . *»

Jakoż, ponieważ dwa pierwiastki są równe, więc

re2 — 4m.Yj — 0 , sŁftttt pz=z . Aze t r ó y m i a n . . . .

my^+hy-Ą-.p, czyli ml y ' 2 + ~ J +

/ ?z n*
wyrażony w tóy pastaci, ml j 2 + ~ J , + Ą^~I

więc ws»,elka \^aznosc dla y od-

niienna od—-^—;• uczyni \y-r"7j~~~J ilością doda-

tńą. To iest m( y + J^J' cayii ™y -Ą-ny-Ą-p,

mieć będzie ten sam znak iaki ma ilość m.
. Polrzecie: ieżeli dwa pierwiastki są uroione, wszel-
ka ilość rzeczywista,' dodatna lub odiemna, wzięta
z a j , da wypadek, z tymże znakiem iaki iest przy
spółezynniku ilości yz.

• Albowiem ponieważ dwa, pierwiastki są uroione;
więc na-— 4tmp<^0, skąd 4mp^>n'z, 'czyli (ust: 101)

p n • •
dzieląc obie strony przez 4;*z y . . . , i— <> £

lit

721 p

Jśfiecb. więc będzie ~~J-~ t — a + fc2, gdzie"?ca ozns»-

Cza ilość dodatną; w tym razie ilość my*-Ą~ny-\-p,
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czyli m{y*+ -r^-J =:m(j^J
n n%

mieć będr.ie zawsze ten sam znak, iaki ma ilość m.
gdy, jakąkolwiek waźnoeć, weźmiemy dla y:.

108. Stąd wypada, ze ile razy tróymian dru-
giego stopnia, my a~|- ny•+-p, iest zupełnym hwa-
di atern, zawsze pomiędzy iego społczynnikami zacho-
dzi powinowactwo zawarte xv równaniu n "—4mp=~0.

Jakoż ieźeli ten tróymian iest zupełnym kwadra-
tem , i w postaci (m/y-Ą-n')*, uczyniwszy go ró-
wnym 0; dwa pierwiastki takowego równania po-
winny być sobie równe. .Aby zaś były uroione,
ilość pod znakiem pierwiastku to iest itz—-imp mu-
si być = 0 , to iest /z2-—4?7ipz=zO. ' .

I na odwrót. Jeżeli pomiędzy społczynnikami zacho-

dzi powinowactwo ńl—4-mpzzzO; tróymian iest zupeł-

nym, kwadratem: albowiem mamy naprzód p = 7—'

skąd zaś .

109, Zobaczmy teraz użycie tycb.'własności, w roz-
wiązywaniu zagadnień de maximis et minimis.

x—"2cr-f-
Znaydzmy teraz np: czy funkcya — •—

może mieć maochnum ltfo minimum ważności.
. W tym zamiarze uczyńmy • t

2 2 2 l
r. skądac*— 2(3j-f-i;x=—21—Uy,

oc==3y-ł-\±V9yz—8x—20. ,
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• Aby cc miało ważność rzeczywistą, tróymian
Qy* -—8y-*~20j musi być ilością dodutną, A, po-
nieważ naataacflywsay .

8 20 : • 10
2 ° d i 2 i

20
y = °» wypadnie 2, i

i te dwie> ważności sa* rzeczywiste; wiec według pier-
wszdy własności wyley-wymienioney, nadaiąc dla y,

ważności zawarte między 2 i — — , iakotol,0,—1;

ważność tróymianu będzie odiemna, ponieważ .spół-
czyunik ilości yz iest dodaLny, lecz Dadaiąc dla y

ważności niezawarte porniędzy 2, i *~ — , iako to 2,
» ' • ' • ' - • * J i ,

3, A, albo—-2, —-3, — 4 ; wypadek z tukowego
wstawienia będzie dodatny.: "Widzimy-przeto , ze "2
iest pomiędzy liczbami bezwzgloduemi minimum wa-
żności iakie przyimuie ilość y„ uby cc mogło być rze-
czywistą ilością. Gdy \w wyraztiiiu powyźszem dla
cc, uczynimy j m 2 , ilość pierwiastkowa zniknie, i
otrzymamy a c = 7 . i .

Jakoż w przypuszczeniu cc = 7; wyrażenie

a.
a™.2 lTH-21 > 49-~.l4+21 56-

* Pierwiastek yżzz— — , iest pomiędzy liczbami od-

it-mnerni .Masjćimum ważności, której, może p.rzj7

zaś ważność dla cc odpowiądaią^a temu ma&unurn,

iestcr-3 ' — — . 7— — ^ * '

"Wyraziwszy cc w funkcyi ilości y, Jeżeli spółczyn-
nik ilości j B pod'znakiem pierwiastku będzie odie-
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mny, I icźeli z dwóch ważności dhi y, wyprowadzo-
nych z tcóyihianu naznaczonego ==0., iedoa bodzie
dodatną, a druga odiemną; naówczas ważność doda-
tria będzie maocimnm, ponieważ wszelka Ważność
większa.od tey dodatney, da wypadek % tymże zna-
kiem, iaki ma spółczynmk ilości y 2 ; zaś ważność
odiemna będzie minimum, pomiędzy ważnościami
odiemneini, które może. przyiąć iloió y.

[ Mog^ uczący się roztrząsnąć inne, przytrafić się
ace okoliczności naprzykład, przypadek, w którym

i k i l ś i b d d d di ż
g y

spółczynnik-ilości y będąc dodatnym, dwie ważności
dla y sa dodatne, lub tenże-sam spó'łcxynsiik iest do-
datny, a dwie ważności sa uroionej a-to na następu-
iących zagadnieniach.

Podzielić liczbę daną 2'a^na dwie części, tale,
a::"Vy, siirnma ilorazów które się olrzymuią, dzie-
ląc wzaiemnie część iedną przez część drugą, była
minimum.

(Odp: Dwie' części powinny byd równe, ,a mini'
murn iest 2.) ' .

Niech będą a i b dwie liczby dane, z których a
* •" • ' Ccc 1 ci\(ic 1)\iest większą.. Pytanie kiedy wyrażenie l - . ~ . y ~ i

mieć będzie maocimum ważności? '

I Odp:Maacimumzz:—J~- / „, a waźndść dla x od-

powiadająca iest ocz^~~j J :

- Pytanie, kiedy (a + x^ (t±lł^ mieć będzie m-
. . x

nimum ważności?
• • • . • " • >s • ' • •

COclp: Minimum = ( K - a + ^ S ' ac-z\/ab).~


