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$ci liczby @, przez czedc liczby b, rdwny byl dandy
liczbic p: iloczyn za$ z dwdch pozostalych czgies
liczb b 1 a, byl réwny liczbic p’. Rozwiazad i roz-
lrzqsnad to zagadnienie.

Dwunaste Zagadnienie. Znalezd liczbe z ktdréy
kwadral, takby sig mial do iloczynu z réznicy mig-
dzy tq liczbq, a dwiema a ib, iak sig ma P:q?

Rozwigzad 1 roztrzgsngd to zagadnienie. '

Uwaga. Polecamy Uczniom rozwiazanie i rogz-
trzaénienie tych wsaystkich praykladéw, dla wano-
wienia sobie tego, co wyZéy o réwnaniach i nierd-
wnosciach poznali. ' :

Podania o naywigkszych i naymnicyszych wanoe

$ciach (de maximis et minimis)

Wiasnosci Tréymiandw 2go stopnia,

103. Znayduie si¢ gatunek zagadnien nalefacych
do teoryi réwnani drugiego stopunia, a zachodzacych
w._zastosowaniu’ Algiebry do Jeometryi. Zsmiarem
tych zagadniefi iests Wyznaczyd naywigkszq lub nay-
mnieyszq wainodc, iakq mieé moZe wypadek pe-
witychdzialan arylmetycznych, wykonanych nalicz.
bach. - ) :

Wezmy to piérwsze zagadnienie: Podzielid licz.
be dana 2a na dwie czgéci, z ktdrych iloczyn byl
by MAXIMUM, toiest naywigkszy z iloczyndw z in
nych czgei, na iakie mozna podziclid dang liczbe,

Jedng czgsé ownaczmy przez x, druga bedzie
2a—a, a iloczyn z nich x(Za~—a); Nadaige dla
a réine wainosei, iloczyn przechodzi¢ bedzie prye
rézne stany wielkodei, trzeba za$ wyzneesyé dla oo
waznos§é taka, ktéraby uczynita ten iloczyn naywig.
kszym ze wsaystkich. i

3 e
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Oznaczmy przez y ten naywwkszy iloczyn, abe-
'dz;e _
x(2a—=—a)=y.
UwazZaige y za iloé¢ wiadomg, otrzymamy we-
dlug tego véwnania waznoéé

wm=akV o' —y.

Lecz zastanowiwszy si¢ nad tym. wypadkiem, wi-
dzimy, Ze dwie waZnosci dla 2, nie moga byé rze-
czywmte ieZeli nie bedzie y<Za®, a przyndymmey
y——-a . Skad W}padJ, ze naywigksza waznodd iaka
mozna otrzymad dla y, czyli naywickszy tloczyn
z dwdch czeSci iest a™ A Ze uczyniwszy f==a’;
wypadunie a=a.' Wigc,
aby. olrzymacd naywwhsvy rZoczyn, potrzeba po-
dzielié liczbe dana 2a, na dwie réwne czedel, a MA-
XiMUM- doc#ynow iest kwadrat z pofrawy liczby.
Wypadek ten otrzymahsmy inz innym sposobem
(ust: 96).

Inne rozwiqzarie. Nazw:ymy 22, réinice zacho-
dzaca pomngdzy dwiema caqscmm liczby 2a. W:q-
ksza z tych dwéch czeéci bedzie (ust: 4) wyraZona

2042

pries —o— czyli a--xc, mmeysza za$ prez

a2, a zatém (a -} ) (a—-‘ac)zy, czyli a”—ac®=y,
skad w==Va*—y. Afeby ta wafnos¢ dla @

byta rzeczywwtq, potrzeba, - aieby przynay mniéy
byto y=—a*; ch}mwszy wigc y__a » Wypadnie
=0, co dowodzi, Ze obiedwie czg¢ici powinny by¢
sobie réwne.

104, Uwaga. W réwnaniach a:(2a—:r)_y,
(a-+x) (a==ar) =1y, przez ktére rozwiazalismy ostas
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tnie zagadnienie; ilosé x mei)lko iest mewzadoma,
ale i zmicenna, wyrazenie za$ a(2a—-a) albo
(a=+x)(a—wx),. nazywa sig 1'UNKLYA¢. zmxennéy ax,

Funkeya ta wymmha praesy, iest druga zimnien-
na tloScig, ktoruy waznodé zalezy od wainodei iaky
l]dddm} dla 2c. Dla tego to Analisci nazywala ilos¢ -
ac zmienna niezalezna, dla tego, %e zmienna druga
czyli y, otrzymuie wagnodci zalezace od tych, iakie
nadamy zmiennéy ox.

Rozwiazniage dwa réwnania x(2am=x)==y, i
(a-—!—.x') (a—a) =y pod wzgi¢dem na a; otrzymdmy

"'_""a"l_Va h-—-vy

i : .:r-:_ iVE--y'

aw tych Znowu wyrazemach moina uwazaé y, za
zmienna niezaleind, zaé x, za funkcyq téy zmienndy.

105. Dl'llble zagadnienie, Podzr.ehd-lzcsz 2a na
dwze czew.z azeby summa pierwiasikow kwadrato- .
wy ch-z ty ch dwach czeSci byla MAXIMUM,

Nazwiymy x” iedng z dwéch czefeiz 2q—a?
bedzie druga czescia; summe ich p:erwmstkow kwa-
dratowych wyrazimy tém samém pries a:—I—VQa--a:."',-.
tego to wyrazenia potrzeba znaledd macimumn,

Zatézmy - - V?!:—:”‘:y,

skad - VP =y -y _

podniostszy teraz: o'b:e strony do kwadratu, otrzymamy
Qa— o0 ==y "= 2ecy =2 %)
uporzadkowawszy za$ podlug a, bedzie

- 200 = 2yoc=2a=~—y"%
L 13*
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skad _ ac:z B e

l.{

czyh krucéy =5k V4a.....y .

Aby dww waznoéci dla x bﬂy rz.ec:fywme po-
trzeba aby przynaymniéy y bylo réwne 4a;- a zatém
2|/g, iest nayw fksm waznosciq mkq moze przyiaé
y. Lecz uczymwsay y=2) a; wypadnie x=}"q,
a zatém a’=—a, i 20—x =a.

A zatém, ltc”ba dang 2a, powinnabyd podziclo-
na na dwie czgéci rowne, azeby summa. pierwia.
sthdw kwadr at‘owg ch ztych dwodh czesci bjfa. Ma-
ximum,

"~ To maximum iest oprécz tego réwue 21 a.

I tak, niech bgdzie dana liczba 72, quz:e 72=36
+d6, z tego I/Sb—}-—]/:}ﬁ.._l2 Liczba wigc 12 iest
maximum z waznoscei, lakie moZnaby otrzymad na
summe pierwiastkéw kwadratowych z dwéch czgsci
liczby 72.

Jako#, roztéimy 72 pa 6448, bedzie )/ 64=3;
1/8_—_2—!— pewny'nlomek; z tego 64~/ 8=10-
pewny utomek., Niech bedzie iesrcze 72==49--23;
a zatém p49=7, }/23—=4 - pewny ulomek: prze-
to takZe l/49+l/23=11+pewny utomek.

Wezmy na i przyk?ad wyrazenie ??_x:%jjm
dla ktdrego trzeba znalesd whznos¢ NAYMNIEY-
SZA. (Zalozywszy, ze m_>n.)

m*a® 4= n*
- (mP—n*)x =73

skad © Mg e (mP—n®)yczm—n,

Zaléimy
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(m*=n®)y
2m* ‘)m

e :V (n? -1y )yt— —4m*n®.’
Lecz dby dwie Wd/ﬂOSCl dla'ae, odpovvladalqce:e-

dnéy waznoci y, b}ly 1.ce0?yww£e, musi (m*—n*)*y

byé przyhaymniéy réwne dm*n”, a nasi¢pnie y ré-

2mn ' '
whe ~———=z+ :
m*—rn
o 2mn.
A zatém —— 1eskmm¢mum ze Wsz}stklch wa-

znodel kiére moze przyné funkcya y.
: ; /
2mn

Lecz uczyniwszy y=— —o——z; w wyraseniu dla
¥ Yrde= TR y

@, iloéé p;erwustkowa zmkme, a wazmos¢ dla ax stas

Illl.. SI{‘

me—n? 2mn n
X" T AN Ty
2m* m*=—=n*" m,
. n

Ta wige waz.nobc =, nada/ wyrazeniu dane-

mu minimim waZuosel.

106, Przyklady te sa dostateczne do skazania dro-
gi, ktora nalez;} pm.anowac, w rozquywmm tego
gatunku zagadnien.

lz‘worz; wszy wy raZenie Algicbraiczne ilosci, kid-
ra moie przyiad MAXIMUM b MINIMUM wa-
Znodci, ‘zrowpad to wyrakenie-iakicykolwick glosce
np: y. Jekeli réwnanie w ten sposdb otrz;)fmane
iest stoprie drugiego wzgledem x (przes X ozna-
cza sig tu zlosd‘grmuma uchod:uca w wyraienie
Altrmbr LC....HL), nalczy ie ww»ledem X rozwiqgzad,
- potém uczynic rowna zero ILUéC pod znakm pier-
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tmasf&awym, i 2z tego ostar.uearo réwvnania Wwyciq-
gnad waznosé dla )y, ilira bedzie szukandém Maxi.
mum Ipd Minimum. Whkiadaice 1e waZznosé dia Y,
w wyrazenic  zawicraiqee X, or‘;-‘vyrrmmy waznodd
'.f.ly ostatniéy zmic:indy, czyniqcq zadosyé b;"mm
nin zadania.

Gdy sig zdarzy, iz ilosc pod znakiem picrwid.
stku bt{daca, zostanie zawsze dodatua, bez wzgledu
na waznoéé dla ')r‘, HAOWCZ«JS dane W}rd?:eme alye.
braiczne mieé nie moZe ani maximum, ani mini-
mum wanrodci.

Obiaéniamy te okohcznosé nastepuiacym przyktadem:

. Axt--dxed-3
Znalc.,c czy wyrazenic _(TQ ) ,moz., mied

maximum lub minimem wainosci?
doc? =40 —3

.- naznaczrpy y —mn——_zﬁ' .
stad wyprowadzimy réwnanie:
4502-;4(33;—_1),3::63(-:— 3,
3y —1

. | S
ktére da, a== ~—2--i >V 9y 4.

Naznaczywszy dopiero, wedlug znalezionego pra-
widla, 3 q)2+4—0

Otrzymamy y""‘l’——-q, cz)h y.__g V—I;
to iest: waZnosé uroiong dla szukanego maa:-mmm

lab minimum vwm.cema danego ktéra oznacz‘.., i%
to wynaf:une nic ma arfi masciman, am, mininuiin
wazinosct.

Dokoticaymy  teraz teoryi, gdy poznamy wiasno-
sci te6ymianéw postaci my “=p 1y ~p.
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J¥ tasnolci tréymiandw 280 stopnia (Trinomes.)

107, . Nazywamy irdymiancm drugiego stopnia,
kaZde wyraienie algiebraiczne, ktére mozg byé spro-
wadmne do 'ty postaci my ==ny-=p: a w ktérém
m, n, i p, sa iloSei wiadome z iskiemikolwiek zna—_
l«atm, y oznacza iloS¢ zmiennd, to wst mogqcz; ‘mied
rozne wa.mobn.

I tak 3y --oy-l-'? 9 2+2y+5,

- (a=—=b-4=2¢) y 4= 4b* y = 2ac* - 3a>b,
nazywaia - sig tm}mlanaml drugiego stopnia wagle-
dem y.

Uczyniwszy réwny zero tréymlan my " iy == p,
to iest: naznaczywszy my +ny+p._0 otmymamy

1

—— —I.- i V"‘T——"__ e o
¥y— ,&m G 0, 18 I4mp, mozZna tu uczynid l:rzy

glowne przypuszczema, WZglodem natury waznosci
dla 7.

Moze byé n* —dmp >0, toiest dodalne: w tym
przypadku dwa pierwiastki sa r‘*cc..,ymlaic 1 nierd-
wne ziakiemikolwiek zoakami., Albo n —41111).._0
w tym razie oba pierwiastki s3 r’w”ywwzc iréwne.

Albo nakoniec n*—4mp<0, to iest odiemne;
natenczas obedwa pierwiastki sa uroione

To zatozywszy, oto- wihasnodct sagzegblne w -kas
Zdym 7 tych trzech praypadkéw.

Naprzdd. Zawsze ile rasy tréymian drugiego
topnia iest taki, Ze uczyniwszy go réwnym 0, iroza
wiazewssy takowe rowname, otrzymamy obadwa pier-
wiastki rzeczywiste i nieréwne, wszelka iloéé doda-
tna, lub odiemna, zawarla pomzedﬂy temi pierwia«
stkami, wstawiona w Irdymian zamiast y, daie
k_onieczme wypadek zé znakicny przeciwnym, temu
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znakowt, zalz lest prz yspufczymuiu ilodci: v%; lecs
swszelka iloédé niezawarta puuuw.,} dwoma pierwia.
‘stkami, a wslawiona zamiast y, ' daie wypadek
z lym znakiem, iaki iest przy spolezynniku ilo.
$ei y*. . .
JakoZ oznaczaywszy przez 3 i y” dwa pierwia.
stki (zakfadaige, Ze sa rzeczywiste) réwnania....,

i . my*- N{jﬂ—}-—p =03
czyli m( +my—|—m :U

5 .
Piérwsza strona m(y + y+- moée(us:!)d)

I
&

byé wyrhfona w postam m(y—y").(y=y5"). A za-
tém mamy tosamose, cayh identycznrosc

my =y p=m(y—y') (y —y")..
Oznaczmy przez « ilo§¢ zawarty pomiedzy y'iy’
to iest taka, nzeby byto m}albn <y, lecs o<
albp >y" 2 tepo wypada- a—-—y ~> albo << 0, leca
u——y”{ albo}() .

Skad widzimy, Ze czynmkw—uy, 0—-3 "'maiq znaki
przeciwne, a zatém iloczyn znich, ((L-—"]f)((f ¥’
_lest odiemny.  Practo ilac?)n m o=y )(o=——y");
u}h iego wainodd ma® - no -k p, ma zoak prze-
ciwoy temuy. daki -sig znayduie pray ilosei m:
Jezeli przecnwme zatoziymy razem o> albo <y, 1

o> albo <y’ skad a—y > albo <0, i o—y">
albo -{0 nagwezas dwa czynniki mied bgda ten sam
znak’, i przeto ich iloczyn (a——3y') (o—7y") bedzie,
dndat'ny a tém sanfém, m(o—y) (o—9"), cayli
ma-—l—na—i—p ma ten sam znak-yco ‘ilosé m. :

Powtdre: ieieli dwa pierwiastki sa rzeezywiste i
réwne, wszelka ilo$é odmienna od téy ilosci, ktdra
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- uezyni trdymian =0, wstawiona w ien_Irdymian,
da wypadek z tym sa‘mym znakiem, iaki iest przy
spolezynniku ilosci y®. ~

Jako#, poniewaz dwa pierwiastki sa rownc, wiee

. 2 J
n*=—A4dmp=0, sk“ad p.._zl._. Aze tréymian....
" . n E

- I ’ - H n D | [ ’
my *ofm= iy ==p, czyli m(yz—f-;;y—{-%i) moze byé

. . nz
wyrazony w téy pastaci, ’?‘( S m:‘r+ 4m* )

Z
n .
__—-m(y-]-ﬁ-»zm): wice wezelka wazoosé dla y od-

]

n I n*\2 '
1 —— s uczynil T ilodcia doda-
rmenna. od o) uczyn (y-}-gm) iloscia doda

- n \* .
tﬁa‘. TO iest T]'T.(j’ + 21_‘”‘) ] CZFH n-;,yz_‘._ n‘}r +P!
X, . . 5

mieé bedzie ten sam znak iaki ma iloéé m.
Polrzecie: iezeli dwa pierwiastki sa uroione, wszel-
ka ilos¢ rzeczywista, dodatna lab odiemna, waigta
zs 7, da wymdek % tymze znakiem iaki 1Lst prxy
spo’ru,ynmku ilosel §* ,
Albowiem pnmcwaz dwa, p:erwmstkl sa uroione;
wige n'=—4dmp <0, skad 4mp >n*, ‘ezyli (ust 101)
d : ! b:' ' iagh P n o
ziclge oble stron rzez 4% y..00.77 :
gt e A ak m™ din®

n

Niech wige bgdzie = 4”1 2= k*, gdzie'k* oznae

cza ilo§¢ dodatng; w tym vazie ilo$é my “~=ny-t~p,



202 . ALGIEBRA.
- A P ) n?
czyli m{ y =yt ‘:'-N%( '-—;,;'r-%— ek )

—d L(_‘}'—*‘- )JH) mﬁ.z

mieé¢ bedrie zawsze ten ‘sam znak, i iaki ma ilosé m,
gdy. iakakolwiek waZnoéc weimiemy dla y.

108. Stad wypada, Ze ile razy Lréymian drp-
giego stopnm my ‘-{-ny-l—p, test zupelnym kwa-
dr atemn, zawsze pomiedzy iego 9pm’.c ynilkami zacho-
dzi powinowaclivo zawarle w rownain n*—~4mp==,

Jakoz iezeli ten trdymian 1(’51. zupun}m kwadra-
tem, i w postaci (m'y w-1')%, uezyniwssy go ré-
wnym 0; dwa pierwiastki takOWego réwnania po-
winuy byé sobie rdwne. Aby uaé h»%y uroione,
ilog¢ pod znakiem plermablku to iest n*—d4mp mu-
si byé ==0, to iest n ==dmp=0.

I naodwrot. Jefeli pomigdzy spélezynnikami zacho-
dzi powinowaciwo n2*-—dimp=0; trdymian iest zupel-

: 2

- n
nym kwadratem: albowiem mamy naprzéd P=Z_;’

skad za$

ks +n_}+p_..mj +n~}’+4m (y'/ +2[/m)

109, Zobaczmy teraz uiycie tych Wlavnosu, W roz-
wigzywaniu zagach ien dc mascunis ek minimis.
x* = 20021
br—=14
moze mied maacisnum lib minimum waZnodci.
- W tym zamiarze uczyimy
a -—-‘Jx-—l— 21 2 7
612 =2 skad a* =23 y—4=1 ) ar=—2l=ldy,

i o =3y =12V 9y 8 —20.

2

ZnaydZmy teraz np: czy funkcya

I




ROZDZIAL 111 203

. Aby a mialo wafnosé rzeczywista, tréymian
9_?"—-:83*-.—20,- musi byé iloscia dodutna, A po-
niewaz Ilﬂm‘lac'z}"\'szy‘ d

8 20 : 10

72_9_‘}__?}_30' W}‘Paﬂdnie 3-32, i y:*—""g_;

. . c . - ) o 0 1 .

i te dwierwaznoscl sa rzeczywiste; wige wedlug piér-
; ‘ 1 LA s dr Y 1 tvr n el q 3
wszéy wlasnodel wyZéy- wymienionéy, nladum‘c dla y

3 A i v 0 .
waznosel zawarte migdzy 2 i — —, iako to 1, 0,=1;
. _ 9

o N ’ . » . j s o
waznosé tedymianu bedzie odierrna, poniewaZ spéi-
czynnik ilosei y* iest dodalny, lecz nadaigec dla y

s 2 oy s
waznosei niezawarte pomigdzy 2, Sy isko to 2,

3,4, slbo —2, —3, —4; wypadek z takowégn
wstawwma bedzie dudatny Widzimy ' przeto, e 2
iest pomlodz.} liczbami bpzW?glvdueml LRI Wa-
Znosel iakie przyimuie ilo§é y, du‘y a moglo b}{, rze-
czywista iloscia. Gdy 'w wyrazeniu powgiszém dla
ag, uczynimy y==2, ilos¢ pierwiastkowa zniknie, i
otmymamy =1,

Jakoz w praypusz::zemu x==7; wyraZenie
a0 ®— Do —4-21 fon Si TAOELNALED) ) B

———— zamieni sl¢ na S T T T =9
bor—14 . € 70 42— 14 28

=S

Pierwiastek yz=——, iest pomigdzy liczbami od-
’ 9 e

. 3 .. 2 ’ow ’ e ’
icmnemi Maximum waznosci, ktére ¥ moze praybray,
za$ wainosé dla ¢ odpowiadeigca temu magimun,
. 1 i ? -
lest o=3 3¢ — J-|~l'— 3

Wyraziwszy x w funkceyi ilosci y, ieZeli spéteayn-
nik ilosci y* pod znakiem pierwiastku bedzie odie-
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mny, i iefeli z dwich waznosci dia 3, wyprowadzo-
nych z lréymimm naznaczouego ==0, iedna hedzie
dodatng, a druga odiemna; vadwezas waZnosd doda-
ina bcc’m, maxinuur, poniewaz wszelka waZnogé
Wlti;b&d od téy dodatndy, da wy paudc % t}'mz.l_. Zi-
Llem, iaki ma spélezynnik ilosci y”; zas waZnodd
odiemna bedzie minimum, pomigdzy waZnodelami
odiemnemi, ktére moze przyiac ilosé y.

Moga uczqey si¢ roztrzasnaé inne, przytrafié sig
mogace okolicanoécei naprzyktad, przypadek, w ktérjrm
‘spétezynnik ilosci ¥ bedac dodatnym, dwie waznosci
dla y sa dodatne, lub teuxe sam spofezynnik iest dos
datny, a dwie waZznosci sq uroione; a to na nastepu.
iacych zagadnieniach. : }

. Podziclié liczbe dana 2a, na dwie czeéci, tak,

a>by, summa ilorazdw kidre si¢ olrzymuia, dzie-
luc waaiemnie c,:,ysr, zedrm przuz czesé druga, byla
MU,

(Odp: Dwie" c‘zosc: powmn} byé réwne, a mini-
mum iest 2.)

Niech Leda a i b dwie Iwzby dane, z ktérycha

(wota)(e—b)

a®

iest wigksza. . Pytamc kiedy rvyravemr-

mied bedzie maximum waZno$ci?

({)dp:'ﬂfa:x:irmzm: (a_-}-k)_’ a waznosc dla a od-

dab

o R R . 2ab
powiadaiaca iest == i

Pstanie, kiedy

(2=}~ K) (b=-x) 5 mied bedzie mi-
X

niinm waf'nosca?

(Odp: Minimum ._(l/a-l-b)z" ?"“"l/ab)



