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. Ul Zagadnicnia prowadzqce do wypadkiw
- “odicmnych.

Teorya iloSci odiemnych.

58. Ufycie znakéw algiebraicznych do rozwiazy-
wania zagadnien prowadzi cz¢sto do wypadkéw kid-
rych z razn nie umiemy sobie wytldmaczyc: leca
zastanawiaigc si¢ nad niemi, odkrywamy ich zna-
czenie i nawet t¢ z nich odnosimy korzysé, Ze tém
wiecdy uogblniamy igzyk algicbraiczny.

Wezmy to piérwsze zadanie. Znaleid Iiczbg
ktdra dodana do liczby b, yezyni summe rowna a.

Rozwigzanie. Niech ac oznacza liczb¢ szukang,
a zatém bedzie réwnanie,

b4ax=a: skad c=a—>

To wyrazenie czyli ta formula da waznoéé dla
a we wsaystkich szczegblnych przypadkach danego
gagadnienia. '

Niech bedzie a=—=47, b=—=29: a zatém ar==47—29=18:
iefeli - .a=24, b=31: a zatém ac=—=24—31.

poniewaz 31 réwna si¢ 24-7, a zatém waZnoéé dla
ac moze {byé wyrazona tak wx==24——24—T7, czyli
przywiodtszy ac==—"17.

Waznosé ta otrzymana dla ac iest odiemna. Lecz
iak ia wyttémaczyc? Jeieli si¢ zwrécimy do brzmie-
nia zadania, postrzezemy, Ze iest rzecza niepodobng,
azeby 31 powigkszone pewna liczha, uczynito sum-
me 24; albowiem iuZ samo 31 iest wicksze od 24,
a zatém Zadna liczba w tym przypadku nie moze
zadoéé uczynié zadaniu: Lecz iefeli w réwnaniu
31 ==a==24 zamiast wyrazu -}~z poloZymy wasnosé
iego odiemng —7; otrzymamy 31-—7:==24; réwna-
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nie prawdziwe, ktére oznacza, fe liczba 31 zmuiéy-
szona 7, da na réinice 24. Wypadek odiemny
x====17 oznacza, e zagadnienie wedlug swego brzmie.
nia nie moze byé¢ sprawdzone: lecz uwazaiac go bez
wzgledu na znak, to iest, biorae c=T7; sprawdzi
takowa waZno$¢ zagadnienie, lecz wystowione w ten
sposéb:  Znaldid liczbe kidra odieta od 31 dg rd-
znice 24, kiére to brzmienie tém si¢ réini od poda-
nego z razu, %e tu zamiast dodana wchodzi odieta,
zamiast summe wchodzi rdZnice. Aby wige rozwig=
za¢ nowe zagadnienie, dosy¢ bedzie napisad

3l—a==24: skad 3l —24=0a czyli s
Weimy inne zadanie. Oycice ma lat a, syn ie-
go lat b. Pytanic zaile lat wick syna rdwnad sig
bedzie 5 wieku oyca? _ .
| . Rozwiazanie.

Oznacziny liczbe lat szukanych przez o a zatém
a=-2 i b4 oznaczaé bedy wiek oyca i sna, po
uplywie lat oznaczonych przez a; a zatém bedzie

' a C a==4Dh
réwnanie b--oc=—= -14_—')?- skad = T

204—36

— ———
e \ S

Uczyﬁm_y_ a==54; b=9, azatémar—

Jakoi, iefeli oyciec ma lat 54, a syn 9 lat, po
6 latach oyciec bedzie mial 60, a syn 15 lat; to
iest, czwarty czeéé 60, a zatém =6 sprawdza za-
gadnienie.

, : - 45—60
Uczylimy a=45, b=15 otrzymemy o= 2 3

to iest ao==-=5 (ustep 25). -Lecz iak wyttémaczyé
wypadck odiemny ocm=-——5? ' ;

-

7%
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Zwréémy- sie do réwnania powyZszego, ktére
w tym szczegblnym praypadku iest
45 =2

-
Réwnanie to zawiera oczywista sprzecznosd, alboa

46 =,
‘wiem drugg strone wyraziwszy przez - +E, Wi

15uac=

dzirﬁy, -fe kafda z dwéch czeéci piérwszéy strony,

iest wicksza od kazdéy z dwdch czgsci drugiéy stro-

ny. Lecz iezeli w tém réwnaniu zamiast ac wstawi-
45 =5 .

my =5, otrzymamy 15~—5=—7 czyli ' 10=10,

réwnanie dokfadne, ieZeli w mieysce dodania pewnéy
‘Yiczby lat, do wieku oyca i syna, odeymiemy 5 lat,

A zatém wypadek, ktéry$my otrzymali -nie uwa.
faiac na iego znak sprawdzi nast¢puiace zadanie;
Oyciec ma lat 45, syn 15. . Pytanie w iakim cza-
sie wiek syna bedzie § wicku oyca?

Réwnanie podlug tego nowego brzmienia bedzie:

A =2 :

15mmoe=——, stad 60~—4ar==45~2c a zatém ac=5.

Jakoz, zastanowiwszy si¢ uwad brzmieniem tego
zagadnienia, widzimy, Ze stésunek wieku syna do
¢ T 15" l 1 \ k
wi a iest 7= czyli 37 wi i 1l -
wieku oyca iest 7= czyli 32 wige wiek syna nie mo

ve iuz wiecdy sta¢ sie ¥ wieku oyca. Lecz bylo
tak pierwéy, poniewas okazaliémy iuZ (pod ustep: 6)
sposobgm ogbéloym, Ze dodaiac do licznika i miano-
wnika te same¢ liczbe; waznosé utomku zawsze sig
powigksza. Przeciwnie zmnieysza sig ta waZnodé,
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iezeli tak od licznika iak od mianownika odeymie-
my te samlz liczbe. |

59.'Wedlug tego mozemy ustanowié nast¢puiaca
zasade:

l°. Fazda wazno$é odiemna wywiedziona dla
nicw’iadom(fy z zagadnicnia slopnia pice wszego,
oznacsa, Ze 1ego wnrmrha nicdokladnie byly wysto-
wione ,"albo przynaymnicy, %e niesq wszyslhic obig-
te rownanient, ktore iest cd“rcbrmc ndm tlémacze-
niem podaniq. 2° Ta waino$é, bez wagledu na
idy znak, moZe byd¢ uwaZana za odpowiedZ na in-
ne zagadnienie, kidrego brzmienic rdoini si¢ od
brazmienia zagadnicnia danego, tylko tém, Ze nie-
ktore iloSci z du(FainchL przcszly na odicmie i od-
wi oLnie.

Dowodzenie.  Pidrwsza cagéé téy zasady tatwo
okazad, Jakoz, iefeli otrzymamy dlaa waznosé od-
iunua, to koniecznie. stad wyp{ynie,' ¢ przez nature
réwnania musimy odeymowac licabe wigksz, od mnley-
széy: dzialanic niepodobne do u,sfmuter mcm.n;. Tak
na przy[dad =z ==T; xx====D otrzymaliSmy z ré-

45 —60
wnan - ac_24—31 X= g

Lecz iefeli wszelka liczba bezwzgledna (*) poto-
fona zamiast ax, nie.mofe sprawdzié 1‘6wnama, do
ktéregodmy przyszli wykonywaiac na réwnania zaga-
dmvma, skaﬁanc‘ prze!cqzta-l‘cema (ustep 43.....45);
nadwezas 10 piérwsze rownanie me:spmwdm sie w Lém
zuaczeniu, w iakiém bylo utworzone; bo pcw;mué
tych przeksataicen sfusy dla kazdego réwnania mo-

*) Przes liczbg beawzgledng (nombre absolu) rozumie sig
tu liczba taka, iaka zwyczaynie uwata si¢ w Aryimetyce.
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gacege by¢ sprawdzoném liczba bezwzgledna, kidra-
bysmy poiozyll w mlE}SCt. nie WlddOij ilodei,

Czesto niemoZno§¢ rozwiazania podavia, lub ré.
wraunia, W zhaczenin w iakiém b};o uloZone , da sig
postrzegaé na samo weyrzenie, czyli to z brzmienia
podania, czy tes z réwnania. Dwa poprzedzaiace
zagadnienia sa na to przykfadami, W ionych razach
takowa niemoznosé iest trudna do odkrycm, lecz
koniee dziatania wykrywa ia.

Przeydzmy do drugidy czesei zasady.

Uwazmy naprzéd, i iefeli w réwnaniu w miey-
sce a poloZymy ——a; wszystkie wyrazy zawieraig-
ce «x iezeli byly dodatne, stanasig odiemnemi; i od-
wrotnie: albowiem ieZeli mamy np: wyraz =f-ax; kfa-
dgc —ov zamiast 2, otrzymamy == a X~ czyli—aax:
podobnie ieZeli mamy ~ba, otrzymamy —b X —ux,
czyli ~=ba. A zatém wyrazaiae w iezyku pospoli-
tym nowe réwnanie, potrzeba aby bylo odmienne
brzmienie, ktére réinié si¢ nie bedzie od piérwszego
tylko w tém, Ze pewne ilosci ktore byly dodatnemi,
stang si¢ odiemnemi, i odwrotaie.

Pozostaie okazad, Ze wstawiaiac x zamiast ==
w rowname, otrzymamy wypddelc x=p, iezeliSmy
pierwéy otrzymali ax==——p (tup iest liczba bez-

wzgledng).

Jakiekolwiek byloby réwnanie pierwotne zagadnie-
ma, moina zawsze za pomocy wzadmnyeh przeksztat-
cert sprowadzié ie do postaci ax==—Db, (aib sa
tn liczby bezwzglodue)

—b —b

Ztego réwnania otezymamy L= —geeylia=—
czyli nakoniec w==~-—p, (tu p oznacza liczbg bez-

Wzglgdflq 7)) lecz igieli zamiast x, polozymy w rd-
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wnaniu piérwszém —ux, i odbedziemy z tém réwna«
niem fe same dzialania iak pierwdy, otrzymamy ro-
wnanie:
2on sty o Y
—ax=-—b" skad x=-—cayli xe=—
o (L a
czyli nakoniec ax=p.

Stad widzimy, iak naleZy tlémaczyé wypadki od-
iemne rozwiazania. Moga one byé uwazane, bez
\szglgﬂu na ich znak, za odpowiedzi nie na te pyta--
nia ktére byly uczynione, lecz na pytania téy samdy
ndtur}, klérych pewne warunki zostaly zamienione:
i aby otrzymad nowe brzmleme, naypewnieyszy spo-
séb iest, zwrdeid sie do rdwnania zagadnicnia i
w niém zamicnic X na —x, polem tlémaczyc po-
spolitym igzykiem nowe rdwnanic. (Zobacz pod
ust:p\,m 70. okazavie tego prawidla w réwnaniach
piérwszego stopnm z kilku mew1ad0mem1)

60. Tu mieysce poczynié nastjpuiace uwagi.

1° W algiebrze wyraz dodad, i wyras summa nie
zawsze tak iak w Arytmetyce znaczy powu;l\szeme,
albowiem wypadek wyrikly z dodania ilosci —b do
ilosci a, to iest a=—Db, iest wiasmme mowiac réZni-
ca pomledzy liczbg iedn »$ci wyrazonych pres a, a
liczba iednoSci wyrazonych przez b, azatém ten wy=
padek iest mnieyszy od ilodci @. Adeby rosréznié ta-
kowa summg¢ od summy arytmetyczndy, dano i€y na-
zwisko surhuny algicbraicznéy. A zatém wielomian
taki 2a“—-—3a"‘b+3b%——2a“c iest summaq algicbra-
tcz:mr, uwaza1qc go za wypadek ‘polaczenia ledno-
miandw

2a°, --.-3:121'), -} 3b%c, =~~2a%c,

z ich znakami, wiafciwie za$ oznacza. rbinice aryt-
metyczng, mi¢dzy summa jednosci zawartych w wy- .
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razach dodatnych, asumma iednogci ?awartych W Wy-
razach odiemnych.

Stad wynika, Ze summa algn.braiczna W 2ast6s0-
wanin liczebném, moZe staé si¢ liczba odiemnag cayhi
- maiaca zpak ——, .

oE Wyraz odigé i wyraz rdinica, me ZAWSZE
oznaczaia zmnieyszenie pewndy ilosci, bo réinica
mwdzy +a i-=b, ktéra iest a=tDb, przewyssza ilosé
a; i iest tylko ré#nicy algiebraiczna a——(—D), arze-
czywiscie summa a-j=b.

W tym sposobie wyrazania, waznosci odiemne
‘moga by¢ uwazane za odpowiedZ na zagadnienis, np:
w réwnanin 3l =ax=24 wypadek orz=z—T7 ozna-

cza, e potrzeba dodaé —7 do 3i, aby otrzymad
24; iakoz 31—4=(—~7) albo 31—7 réwnd sig. 24,

45~
Podobniez w- réwnanin 15~=a== gz Wwypa-

dek ac=—=—=5, oznacza, %Ze potrzeba dodaé —5 do
obu wiekéw, aZeby wiek syna byt % wicku oyca

iakoZ 15 (=—5) ezyli 15—5=10,
45 (+=5) czyli 45—5=40.

.61, Potrzeba u?ywama wyraZen odiemnych w ra-
chunku ala:ebm:cm},m i odbywania z niemi dziatan
iak z ilosciami beawzglednemi, doprowadzila Algie-
braistéw do dwéch innych podai, kisre w. dalszym
ciggu bardzo ezgsto beda wehodzity,  Oto ich brzmie-
nie: wszelka ilosé ‘odiemna —a, iest mnieysza od
gero, a z dwoch ilosci- odiemnych la iest mnieysza,
Kidréy wainosé liczebna  czyli bezwzglodna iest
wigksza.,

A zatém bgdzie ~—a <0 i =—a<"—Db, icfeli
liczebnie iest’ wicksze od b.

Dawod"eme. Aby dowifeéé. tych dwéch podan,
uwalaymy, de w ogélnoéci, gdy od téy saméy liczby
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odeymuia su; nastepme liczby coraz mgksze, resaty
coraz stalq su£ mnieysze, lnza’fnzy wszy wezmy hcz-
be 6 i od téy odeymuymy nastepnie 1, 2, 3, 4, 5, 6
7, 8,9, bedzie piszac réinice w 1ednym Wlérszu,

6—1, 6—2, 6—3, 6—4, 6—5, 6—6, 6——T7, 6—8, 69,
czyli po przywiedzenin
9, 4, 3, 2, 1, 0, —l, —2, =3,

Stad widzimy, Ze——1 naleZy uwaé za mnieysze
niz 0, poniewaz 0 oznacza réinicg pomiedzy 6 i ta
sama liczba, gdy tymczasem -—1 oZnacza réinicg
migdzy 6 1 liczba 7 'wicksza od 6.

Dla teyZe przyczyny =—1 iest wicksze od =—2;
—3 iest wigksze od —4, chociaZ waznosci.liczebne
piérwszych sa mnieysze, od waznosci liczebnych liczb
ostatnich.

Inne dowodzenie. Skoro dla wyttémaczenia wszel-
kich wypadkéw, iakie otrzymuiemy rozwiazuige algie-
braicznie zagadnienia, zgodzono si¢ uwazaé wyraZe-
zenia odiemne za ilosci,. wige poddaiae ie pod te sa-
me dziatania, co licab) bezwagltdm, musza byé wy-
padki dokfadune. A Ze moZna uwazac za p(swru!., to
podanie, Ze gdy liczha a iest wighaza od D, tedy
dodawszy tak do a iak do b, t¢d samg iloé cr’, be-
dzie wypadek a-f~d takiz wicksze od D--d; wige
zoforywsay de 0> ——a i....—a>> —(a=-m), {gduie
¢ i m sy liczbani beawzglednemi); iezeli dodamy
a-}=m po obu stronach kazdego z tych wyra):ul'
olrzymamy a-f=m_>m i m_>o iak iest w istocie. Przeci-
wnie ieZeli zalofymy 0 < =—a tndzies ~—a <= (a~-m),
wypadnie a=l=m < m tudzies m<Co, e byé nie moze.

VY ogélnosei naleiy pizyia¢ dwa podania poprze-
dzsigee za pewne, cheae odbywad dziatania na wy-
rakeniach odiemnych, tak iak nailodciach bezwzgle-
doych. Te podania sy wreszcie niciako sposobem
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mdwienia algiebraicznymt, podobnym do tego kté-
rego uzywamy w mowie pospolitéy. Mdwimy o oso-
bie e ma mnidy aniZeli nic, cheae wyrazié Ze wig-
céy winna ni% ma, o dwéch zaé osobach ktére maig
réwoe maiatki, lecz sa winne wi¢eéy niz posiadaiy,
Ze la iest bogatsza, kidra muridy winna.

Rozbidr zagadnier piérwszego stopnia z dwiema
lub kilko niewiadomemi,

62. Po ogblném rozwiazaniu zggadnienia, to iest,
gdy wyraf.alny ilosecl przez gloski, moZna dochodzié
czém si¢ stang waziosci mew1aclomych, gdy nadawaé
bgdz;em} szczegblne waznoscei dla ilosei w Aaddme
wchodzacych. Wyznaczenie tych réinych wainogei,
i wytlémaczenie szczegélnych wypadkéw iakie otray-
mamy, skfada to, co nazywaia rozlrzasnieniem za-
gadmcma‘ ’

Qto iest podame, ktérego roztrzasnienie przedsta
wi nam prawie wszystkie okolicznosci, iakie trafié
sie moga w zagadnieniach piérwszego stopnia.

PR VRS ST

Caternaste zagaduienie. Dway goricy wyiczdza-
ig w iednym czasie z dwdch réinych punkldw A i
B linii prostéy AB i iada w iedna strong, goniec
ktory wyu,zdva z punkm A, uiczdia na godzing
mil m, goniec ktory wy u,za".a zpunktu B, uzeﬂiaa
na dodzmg mil n. Pytame w iakidy odleglosci
od punktéw A i B dway goricy spolkaig Szg?

Rozwigzanie. Niech R bedzie punktem spotka-
nia sig: nazwiymy a¢ i ¥ niewiadome odlegloici AR
i BR wyrazone w milach: niech @ oznacza odlegtodé
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AB ktéra oddziela dwéch goticéw w chwili ich wy-
jazdu, A zalem piérwsze réwnanie iest

o L=y =q s evsesan(l)

Poniewaz m i n oznaczaig liczbe mil w 1edney
godzinie odbyta, (to iest predkosci dwéch goncéw)
wiec czasy uZyte na przebiezenie odleglosci a0 i y

x -5 If
oznaczymy - przez — 1 ] czasy sa ro-
] ymy- p = n,a e te ¢zisy sa ro
wne, wige drugie réwnanie iest
N =—1TLY =0 e v voase-(2).

Rozwigzawszy. dwa réwnania (1) i (2), podtug
wisdomego sposobu rugDWama, otrzymamy dwie wa-
znosu

am,| . an

r=—""" Y=

M= ===,
ktére tatwo sprawdzic.
Rozstrzasniente, (de m> n, skad m-——n>o cayli’
m—n dodatne, dwie waznosci dla 2 i dla y beda
dodatne, 1 AJdel)lBlllL bedzie rozwiazane w W‘]db(‘l-
wém znaczeniu s+ ego brzmienia,
© Jako#, zaloZywszy Ze gomec A odbywa podréz
z wigksza predkodcia niz B, wigc w I{az.dey chwili
v«w!\azq uble?y dmgg niz dlugr praebtrzen ktdra
ich w poczatku rozdzielata, coraz bardziéy si¢ zmniey-
sza, a% w koncu zniknie zupefnie; i natenczas dway
goncy maig si¢ znaydowaé na iednym puonkcie linii,
ktéra pm:e!\legala.

Lecz przypusciwszy m<n, skdd m-—n<Co cry-
li m—=n odiemne; obie waZnuéci bgdg odieinne to
iest

am an
ey, S e e e 8
1 —rn’ Y Tl == 171
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' Aby wyﬂomacqc te wypadki, ZWazmy, Zerzeczy
iest niepodobna, azeby dway goncy S]J(Jt{\dil si¢ iadac
w iednym kierunku AB, albowiem goniec B. 1adq¢
z wicksza predkoscia; dla tego, 4e n_>m hgdzle
w kaadey chwili wigkszéy odlegioci od pierwszego.
Lecz zatozywszy, ze iadq nie w kierunku AB, lecs
przeciwnie w kierunku DA, to iest od punkr.u B,
kau A; naéwezas okolicznosci bedac takie same iak
w prz.ypadku m_>ny zatem dey goncy spotkaiy
si¢ w punkcie R’ na przedtuZeniu linii BA. Jako;
te okolicznoéé skazuie praw1dlo wylofone (pod uste-
pem 59.)

Wedlug tego prawidfa zmieniwszy znaki pray
o 1y w dwéch réwnaniach, otrzymamy

—X-y=a y—x==a,
x_ ypstad) a ¥
m ny {m 7~ n,

rozwigzawszy te réwnania; otrzymamy

am Can
AEmT—r 3*—"-**-—'
ne—m 77 p~—im
Te waZnosci sprawdf,a nowe brzmienie zadania,
w ktorem zakladamy, Ze dway gom,) odbywaia dro--
ge w kierunku BA, to -iest ku R =
Uczyimy m=—n, skad m-——n==0; waZnosci dla
a 1 y zamienia sie na .
am Can
e e 'z—f‘
: 0
Jak wyt%'émaczyé te nowe wypadki?
Zwracaiac si¢ naprzéd do brzmienia zadania, wi-
dnm), Ze iest mepudoblemm'o uczynié mu zados; ¢,

to iest, ze W iakimkolwiek kierunku linii AB diway
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gonicy droge odprawia¢ beda, nigdy sie nie zjada,
albowiem obadwa bedac w odlegtosci a od siebie,
i postepuiac z réwng. predkoscia musza, zawsze za-
chowa¢ te¢ same wiedzy soba odlegtosé.
am
Mo#na zatém uwaZaé wypadek = iako nowy
znak niepodobienstwa. Jakoz iezeli weimiemy oba
réwnania tego zagadnienia, otrzymamy w tym przy-
padku gdy m=n.

Xx=—y=a) ° ol el
=y %Bkﬂd{ﬁ_i—;?,’
m,— 2 p

réwnania’ te widocznie sg sprzecune.
Jednakde Algiebraisci uwazaia wypadki,
~ am an
o= =T
o TT 5
za nowy gatunek waZnoéci, ktérédy daia nazwisko
wazno$ci nieskoriczoney. i

Oto przyczyna tego nazwiska: Jezell réZnica n—rn
nie iest o, -lecz iest bardszo wmala, dwa wypadki,
am '

an
aen e beda bardzo wielkie.

I tak niech bgdzie, m—n==0,01, m==3: stad wy-
padnie n==3—0,01==2,99. A satem"
am 3a

m=—n_ 0,01 ==alla, ??1:1—299a

Tym samym sposob&m uczyniwszy
m=—n==0,0001, m=3, znaydziemy

am an ,
n==2,9999, ———= 30,000, ———=299904.

n 1T, e 11,
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Stowem, skoro réznica dwioch predkosci nie iest

0, dway goncy spotkaig sig, lecz odleglodé punktu
spotkania si¢ od dwéch punktow ich wylazdu, b(;

dzie coraz wigksza w miar¢ zmnieyszania si¢ rézni-

cy mwdzy ich prgdkosc:am: A zatem gdy pray-

puscimy Ze la rdinica iest mmc_ysza od wszelkiey
om an

ilo$ci naznaczoney; nadwezas odleglodct e
=1  ll==—])

beda wigksze od wszelkicy iloSci dandy, czyli qua
meskonczone. )

am ar
A tak gdy m—n=o wypadnie o= - r= —

waznoéci nieskoliczone.
Pouiewaz 0 iest mnieysze, 1ak wszelka ilo$é bez-
wagledna, wige moZna wzigé zero za znak ostalnie-
go stanu wielkosci, ktéra moze sig zmnieyszaé bes
konca. Podobnie - poniewa? hczba utomkowa tym
jest wigksza im iey licanik iest wickszy wzgledem
A

swego mianownika, wmc Wyrazeme (A iest liczba

jakakolwiek bezwzgledna) iest stosowne do oznacze-
nia iloSci nieskoniczoney, to iest wickszdéy od wszel-

kiey ilosci naznaczonéy.
Nieskoriczono$c¢ oznacza sie¢ ieszcze przez osemke

rzewrécona 0O, a zatem wszelka ilogé mnleysza od
wszelkiéy danéy to iest zero, moze byé wyrazona

A
przez 5 ° albowiem ulomek tym iest mnieyszy im
mianownik iest wigkszy wzgledem swego licznika.

A zatem 0 igj’ sg znaki to samo oznaczaiace; to

A
samo ze znakami " 1 Q0.
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Zatrzymahsmy si¢ nad temi ostatniemi wyobraze-
niami, poniewaz znaydulai si¢ zagadnienia na ktére
nieskoniczono$¢é moZe byé uwazana za prawdziwg od-
powiedZ Sa czeste na to przyklady w zastésowa-
niu Algiebry do podan Jeometrycznych.

 Zebrawszy w krétkosei to, cosmy powiedzieli na
przypadek m=—n; widzimy Ze wlasciwie ni¢ ma za-
gadnienie rozwiazania w iloSciach skortczonych i ozna-
czonych, lecz ma ie tylko w ilosciach nieskonczo-
nych. ' l
Jezeli do przypuszczenia m==n, przypadamy ie-

0 0
szeze a==0, otrzymamy dwie waznosci =50 y=5"

JakieZ znaczenie przywigzac¢ nalezy do tego no-
wego wypadkm

Wréémy sie do ‘zagadnienia, iuwaémy, ze ie-
zeli obadwa golice wilbywaia droge; z réwng predko-
scia, i \J\rylezdu.m‘E z iednego punktu, beda ze sobg
zawsze razem, i prieto spotykad SIQ beda we WSzy-
stkich punktach drogi ktéra przebywaia, Jakoi po
takowém podwdéyném przypuszezenio m=n, i a==0,
réwnania powyZsze. zamienia si¢ na

X = y=0
x Yy }skad{:ch ;""g
s i

m m

réwnania te nie réznia si¢ od siebie. A zatem ré-
whoanie iest niewyznaczone, albowiem mamy w isto-
cie iedno tylko réwnanie z- dwiema niewiadomemi.

0
Wyrazenie 0 iest wiec w tym przypadku zna-

kiem Ze zagadnicnie iest niewyznaczone.
Gdy dway goicy nie z réwng pr¢dkoscia od-
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prawuia drogg: to iest gdy m> lub <n, lecz a==0;
naéwezas bedzie =0, y=0.

JakoZ dway goficy wyiechawszy z iednego pun-
ktu z réZnemi predkosciami, niemoga byc razem wy-
iawszy w tym punkcie, z ktérego wyiechali.

Przypuszezenia poprzedzaigee sg iedyne, ktére
prowadza do wypadkéw zastuguigeych na uwage
Sa one dostateczne do okazania, iakim sposobem Al-
giebra odpowiadd na wszystkie okolicznodci zaga-
dnienia. ' :

W krétce uogblnimy to roztrzasnienie, lecz pier-
wéy uczynimy uwage bacvdzo waing, w zastésowa-
niach algiebraicznych.

63. Gdy zagadnienie bedzie rozwiazane ogdlnie,
mozna za pomoca formut, czyli waZnosci dla niewia-
domych, otrzymac przez prosle przemienienic zna-
kdw, waznosci, ktéreby byly wlasciwe nowym za-
gadnieniom ogdlnym, lecz takim; aby ich wyslowie-
nia nie réZnily si¢ od wystowienia zagadnienia da-
nego, wyiawszy wtém, Ze pewne ilodci, ktére byty
dodatne, statyby si¢ odiemnemi i nawzaiem.

Wezmy za przykiad zagadpienic o naiemnikn,
rozwigzane pod (ust: 47.). Zaloiywszy, Ze robotnik
po obrachunku odbiera summg¢ c¢; otrzymamy réwna-
nia.

x -y =f‘}skqd'x=f’i"i, — an=—c
ax=—by=c a0 a-b

Lecz gdy zaloZymy przeciwnie, Ze po odbytym
obrachunku, robotnik zamiast odebraé, iest winien
summe ¢; otrzymamy réwnania

;3 L :n} skad x =y =n
y=—ax=sc ax =Dy =—==c,
(zmieniwszy znaki w drugiém réwnaniu)
' Lecz
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Lecz rzecz widoezna, Ze nie rozwigzuige na no-
wo tych réwnan, mozna odrazu ofrzymad waZnoéci
dla x i'dla y, zmieniaige po prostu ank przy c
w waznosclach poprzedzaigcych; otrzymamy’

bn—c © o oan--c
= —— y=——
x= , y' i

a+b
¢, oznaczmy na chwile =g

== y==n
axcw—by=d’

Aby tego bcxsle dowié

przez dj; réwnania qu'fl{ i I Péﬁni%”

s;g od réwnar plérWS?egO wystowienia, tylko w tém,
Ze ¢ zamienione iest na dj a tak otrzymamy

Z)n+d an—d
) == —
a-}-b a~b
" Gdy teraz zamiast d wstawimy waZno§é —c; otrzy=
mamy :

bn+(——c) _an—-':f—'é) :

a=b TR T
czyli stdsuiac prawidta wyloZone pod odeym(l;wenia_m
el 5 g . bn—c, arn--c
algiebraiczném  bedzie = — -l-b y= m__l—_—l;, co

byto do okazania.
Pod temi samemi: formulami mo?na obxqé wypad.
ki, ktére sprawdza dwa wystowienia, piszac ie tak,

bn+c an=ge

e ad-b yﬂ_?—l-—b'
(Podwéyny anak == wymawia sig wzcce_r lub
mnidy; znaki goérne, odpowiadaig plZ}padkOW],
w ktorym nalemmk odbiéra, a znaki nizsze odpo~
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wiadaia temu, w ktérym.naiemnik iest winien sume
me ).

Tormuly te, zawieraia ieszcze przypadek, w ktéa
rym po ueczynionym obrachunku, naiemnik i osoba,
ktéra go naymowata, nic sobie nie zostaia winni.
W tym razie, dosyé bedzie uczynié ¢==0, a ojrzy-
mamy ' o :

‘ bn . - an

— —— »

ax~Dby==c
de~=fy =g,
pochodzace z wyrazenia algiebraicznego iakiegokols
wiek zagadnienia. '

Rozmnoiywszy wyrazy pierwszego przez f, dru-
giego przez b, i odigwszy drugie od pierwszego,
otrzymamy :

cf—bg

(af —bd)z=cf—bg, skad e
’ ag=———cd
af—bd
To zatoZywszy, aBy otrzyma¢ formuly,

“WeZmy ieszeze og6lne dwa réwnania {

Podobniez znaydziemy y=

1° te, ktére odpowiedza réwnanio {““’—?{J’:‘z
’ 5 ] ' & dx<-fy=g,
dosy¢ bedzie zamieni¢ b na —b, z tego otrzymamy
_cf+bg, - ag—cd,
o e e j"= ——— g
‘ af==bd | af-ba
9° aby otrzymad waténoéci odpowiadaigce réwnas
: ax=—by=—¢ ot R
niom {dac—-—fy:g dosyé bedzie zgmleme‘b Na =D,

i f na =—f; otrzymamy
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_-—.cf-}—bg_bg—-cf_ __.ag-—cd

= aftbvd  bd—af ¥ ba—af
Dowodzenie takie samo iak w przykladzie po-

przedzaigcym. ¥ : -

§. IV. Ogdlne roztrzqsnienie zagadnicit i rd.
wnai slopnia pidrivszego.®

64. Afeby uogllnié roztrzaénienie zagadnieh sto-
pnia piérwszego, z iedna lub kilkg niewiadomemi,
zaloZymy sobie wyprowadzi¢ formuty, ktéreby wyra-
zaly waznosé niewisdomych w iakimkolwiek ukladzie
réwnan z liczbg niewiademych ilosci, rOWna IIC&bIG
réwnall.

Naprzéd, kazde réwnanie stopnia piérwszégo z ie=
dng niewiadoma, moZe byé: za pomocy zwyezay-
nych przerobien przywiedzione do ‘postaci ax=b,
w ktoréy a, oznacza swinmg alnzebrmcbna ilodci mno-
zacych niewiadoma, b zas sumng. alﬂzcbratczna
wazystkich “mdom}ch Wyrazow.

Z tego réwnania wyprowadzimy a:rz_;--

. : .

UwaZmy powtére,’ Ze kaide rédwnanic piérwsze.-
go stopnia, z dwiema niewiadomemi moze bydZ pray-
wiedzione do postaci ax~~by=c. ;

JakoZ, iezeli réwnanie dane zawiéra mianowniki;
te naprzéd moZna zniés¢ (ust: 44), przenidstszy za§
wszystkie wyrazy maigce o, i wszystkie wyrazy ma-
igce y, na piérrwszal, a wiadome na druga strong
rowunania, mozna oznaczy¢ summg algicbraiczng
piérwsaych przez ax, surumg algicbraiczna dru-
gich przez by, a summg a?gaebrmczna. oslatnich
przez c: w. tém mieyscu a, b, ¢, sa ilosci catkowi-
te z iakiemikolwiek znakami.

Bk



