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nie każdy wyraz pierwszego, a iloraz otrzymuie się,
•wykrywając czynnik spoiny wszystkim wyrazom.

O ułomkach algiebraicznych
i o największym spólnyrn dzielniku.

33. Takie sarno należy mieć wyobrażenie o ułom-
ku algiebraicznem, iakie.mamy o ułomkach arytme-
tycznych np: — ( —•...., to iest: ze całość uważa się

za podzielną na tyle równych części, ile iest iedno-
ści w mianowniku, (Mianownik, rnoźe być iedno-
mianem, albo wielomianem), i ze się. bierze tyle tych
iedności, ile ich licznik skazuie. A żalem prawidła
dodawania, odeymowauia, mnożenia i dzielenia ułom-
ków w Arytmetyce wyłożone, służą także dla ułom-
ków algiebraicznych. Zawszę iednak w zastosowa-
niu tych prawideł, pamiętać należy o sposobach od-
bywania działań z ilościami algiebraiczneini-całkowi-
temi, czy to iednowyrazowemi, czy też wielornien-
nemi. A zatem byłoby rzeczą, zbytepzną zastanawiać
się tu nad działaniami ze samemi ułomkami algie-
braicznemi, zwłaszcza, że w dalszym ciągu mieć bc.
dziemy dosyć sposobności, obeznania się z działa-
niami tego rodzaiu.

Przywodzenie ułomków algiebraicznych, dla
TiróLszego ich wyrażenia, zasługuie na szczególną
uwagę. . • ' • .

Jeżeli dzielenia iednomianu lub wielomianu nid
można zupełnie, to iest, ..bez reszty uskutecznić,, na-
ówczas skazuiemy ie znakiem wiadomym, i iloraz
wyraża się w postaci ułomku, który nauczyliśmy się
(pod ust: '23) skracać. Co do wyrażeń wielomia-
nó.w ułomkowych, przytoczymy, niektóre przypadki,
w których łatwe skrócenie da się wykonać.

Niech
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Niech będzie wyrażenie — -—.. Postrze-
az—2ab + b*

żemy (podług ust. 19.), że ten ułomek może być

wyrażony w tęy postaci: - ! — — : dzieląc
(o—6/

więc licznik i mianownik przez spoiny czynnik a—&

a-Ą-bmamy a—b

Weźmy leszcze wyrażenie

s • t ' ' s * i 5 a ( ao wyrażenie rozłożyć można tak'.,—

albo ieszcze tak, —i: _ dzieląc licznik i miano-
8a z (a—5)

wnik przez spoiny czynnik a(a—-b); mamy wypa-

, . 5( a — b )dek -i -

Przypadki, które pozostaie roztrząsnąć, są te,
w których obu wyrazów ułomku nie można rozło-
żyć na iloczyn., ze summy przez różnicę dwóch ilo-
ści, albo na kwadrat, ze summy, albo z różnicy
dwóch ilości. Wprawa w rachunek, nauczy tako-
wego roskładania, gdzie to -uskutecznione być może.
Lecz dwa wyrazy ułomku, mogą być wielomianami'
wiccey złoźonemi: natenczas, dla tego, że roskłada-
nie na czynniki nie iest tak łatwe, udać się należy
do szukania największego spólnego dzielnika.

Rzecz ta, iako maiąca ścisły związek z teoryćj
; ' . ; . . •;'.. .4.
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równańj przedstawia niektóre trudności: a zatdm za-
miarem naszym iest wyłożyć w Urn miejscy tylko
CEeść materyi poszukiwania naywiększego spólnego
dzielnika dwóch wielomianów.

•O NAYWIĘKSZYM SPÓLNYM DZIELNIKU
ALGIEBRAICZNYM.

34. Największy spoiny: dzielnik' dwóch wielo-
mianów, iest wielońiian naywiększy co do wykła-
dników i spółczynników, który dzieli zupełnie dwa
wielomiany' dane.

Własność cechuiąca nayw.iększy ,spólny dzielnik
iest ta, że po odbytem dzieleniu dwóch wielomia-
nów przez tenże- naywiększy spoiny dzielnik, ilora-
zy otrzymane -będą pierwszemi pomiędzy sobą, to
iest: iuż nie będą zamykać czynnika spólnego'.

Podanie to, iest widoczne: albowiem niech będą
A i B dwa wielomiany dane, zaś D ich naywię-
kszy śpólny 'dzielnik: niech A' i B' będą ilorazy
otrzymane: w-tym razie mamy A = A ' X P i BzzrB'X-A
lecz ądvby A' i B' miały ieszcze iakowy czynnik
spoiny Bp. d, tfaówczas T>Xd byłoby dzielnikiem
spólnym dwóch wielomianów, i takowy dzielnik D X ^
byłby większy od D, tak co do. wykładników, ialc
co do spółczynników: co byłoby sprzeczne z wła-
snością, iaką ma wielomian D; ,

; 35. Widzieliśmy w Arytmetyce: ,•••'...
1. Że naywiększy spoiny dzielnik dwóch liczb

całkowitych zawiera w sobie, iako czynnik, wszy-
stkie dzielniki cząstkowe spólne tym dwom, licz-
bom, i ze nie może zawierać innych czynników.

2. 'Ze naywiększy spoiny dzielnik dwóch liczb
całkowitych iest ten sam, iaki iest dla liczby mniey-
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szdy i dla reszty winikłćy, z podzielenia więlcszćy
•przez mnieyszą.

Na tych dwóch zasadach polega znalezienie nay-
więkśzego spólnego dzielnika algiebraicznego.

Według tego znaydźmy nay większy spółriy dziel-
nik dwóch wielomianów.

a 2

Pierwsze działanie:

la reszta...-19 abz — 19Z>3

czyli 19& 2(«—&) .

Drugie działanie:

,o

A zatem a — b Jest naywiększym spólnym dziel-
nikiem dwóch danych wielomianów.

Zaczniymy od podzielenia wielomianu maiącego
•wyższy stopień przea wielomian niższago stopnia,
otrzymamy iloraz, iak wyżey, a-\~Ab, na resztę zaś
\9ab2—l9h3.

Na mocy drugiey zasady naywiększy spólny dziel-
nik będzie dzielnikiem, i pozostałey reszty, i dane-
go wielomianu. •

A ze resztę 19a&2—-\9bA można w tdy postaci
wyrazić \9b'z(a—Ł), tak, źe czynnik 19Z>2 dzieli
tę resztę nie dzieląc wielomianu a2—5a&-f-.4&2; więc
na mocy pierwśaey zasady, czynnik i9b2 nie może
wciiodzić do naywięksaego spólnego dzielnika, i prze-

4*
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to można go opuścić: w takim razie idzie teraz tylko
o naywiększy spoiny dzielnik wielomianów;

a
A że dzieląc pierwszy % tych wielomianów, przez

drugi, otrzymamy na iloraz zupełny a-<-4Z>, więc
a jj jest nay większym spólnym dzielnikiem tey re-
szty, i tira samem naywiększym spólnym dzielni-
kiem dwóch wielomianów danych.

Weźmy ten sam przykład i uporządkuymy wy-
rafcy podług głoski 6; będzie

• Pi&wsze działanie'.

\ Rozmnożywszy wszystkie wyrazy pierwszego wie-
lomianu przez 4; ,bcdzie ;

l a reszta... — 3ab 2 — a%b + 4 a
12ab 2 — 4 2 6

la reszta... . — \ 9

czyli 1 9 a 2 ( — Ł + ° )

.Ęragie działanie:

o
A zat^m i—&4-a, albo a—& iest naywiększym

spólnym dzielnikiem.
W pićrwszem działaniu, nić można było zafaz

odbyć dzielenia dwóch wielomianów, ponieważ pier«
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wszy Wyraz •—3&3 dzielney, nie iest podzielny przez
Abz pierwszy wyraz dzielnika. Lecz widoczną iest
rzeczą, ze spółczynnik 4, nie iest spólnym czynni-
kiern dzielnika, a zatem, na mocy pierwszey zasady,
nie może być częścią spólnego naywiększego dziel-
nika. Istota rzeczy nie odmieni się przeto, ieźeli
ten czynnik 4. wprowadzimy dodzielney; to to iest:
leżeli rozmnożymy wszystkie wyrazy dzielney przez 4:
otrzymawszy więc—12Ł>3-+12a62—4a2b4-4a8, dwa
pierwsze wyrazy dzielney i dzielnika są podzielne,
i uskuteczniwszy dzielenie, otrzymamy iloraz —3b,
i resztę —3«Ł>'2-*-a2b+4ct3.

W- tćy reszcie wykładnik przy głosce Z?."iegt ró-
wny wykładnikowi przy tćyźe głosce w dzielniku,
żeby zaś dwa pierwsze wyrazy znowu uczynić po-
dzielnemi, rozmnożymy przez 4, poczem będzie mo-
żna odbyć dalsze, dzielenie.

Takie przygotowanie uczyniwszy, otrzymamy
—- 12ab2 — 4 a a b + l ' 6 a 3 : to podzielone przez

4b a — 5ab + a a da na iloraz — 3 a , reszta zaś bę-
dzie— 19rt a l>+19a 3, którą wyrazić można w tey
postaci: 19aa(—^& + a ) , czynnik 19a2 opuszcza się,
iako nie należący do naywiększego spólnego dziel-
nika, a zatem idzie tylko o ^znalezienie nay większe-
go spólnego dzielnika dla 4&a«—--5a7j-ł^aŁ, i — T?-\-a.
PodKieliwszy te dwa wielomiany przez siebie; otrzy-
mamy iloraz skończony' — 4 t + a 2 ' a zatem — b-\-a
czyli a—& -iest nay większym spólnym dzielnikiem
szukanym.

'36. W tym przykładzie, iak i we •wszystkich
innych, w których wykładnik głoski główney w dziel-
ney iest większy iednością od wykładnika teyźe gło-
eki w dzielniku,, skrócić można działanie, mnożąc
zaraz z początku dzielną, przez kwadrat ze spółczyn-
nika wyrazu pierwszego w dzielniku, 'skąd wypa-
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dnie, ze pierwszy iloraz cząstkowy zamykać będzie,
takowy spółęaynmk w piecwszey potędze. Mnożąc
dzielnik przez iloraz, daley uskuteczruaiąc przy wie,
dzenie z dzielną tak przygotowaną; otrzymany wy-
padek zawierać ieszcze będzie takowy spółczynnik
iako czynnik: tak będzie można odbywać dzieleniej
dopóki nieotrzymamy reszty, w któreyby wykładnik
głoski główney był mnieyszy; od wykładnika teyżę
głoski w dzielniku.

N Oto wzór działania,

PiĆrwsze działanie,,
Mnożenie przez 16, czyli przez kwadrat z 4ch.

—16aa&+l6a3 V 4b 2~5aŁ+a a

6a3j_i2b-^3a '
la reszta..... —19a x M-19a 3

czyli 19a a (—b4-a). -

Działanie drugie.

— a& + a 3—46

ITWflga. Jeżeli wykładnik głoski główney w dziel-
ney przewyższa dwiema lub trzema iediiościami, wy*
kładnik' teyźev głoski w dzielniku; potrzeba pomno-
żyć dzielną przez trzecią aibo czwartą* potęgę spół-
czynnika, iaki iest przy pierwszym wyrazie dzielnika.

,• Weźmy na drugi przykład dwa wielomiany

Nim przystąpimy do dzielenia dwóch wielomianów,
tiważmy, że pierwszy wielomian ęawierą a iako spól-
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ny czynnik wszystkim wyrazom, lecz, źe ten czyn-
nik nie wchodzi dp wszystkich wyrazów drugiego
wielomianu, można . go więc opuścić, iako nie czy-
niący źadney części spólnego dzielnika.

Dla podoboey przyczyny czynnik 2b s spoiny
"Wszystkim wyrazom drugiego wielomianu, nie wcho-*
dzący do wszystkich wyrazów pierwszego wielomia-
nu, może foyć opuszczony., A zatem idzie teraz o

•znalezienie naywiększego spólnego dzielnika. dwóch
wielomianów mistępuiących.

1 5 a 4 + i Oa3 M-4a 2 b 2 + 6 a & 3 — 3b 4

2 —5Z>3.

• Pierwsze działanie-
30a 4-f-20a 3H-

5a, —256

. reszta
czyli

Działanie drugie.

O i

A zatem 3a2-f-2a& — fca iest szukanym naywię-
kszym spólnym dzielnikiem.

Postępuiąc tym samym sposobem, iak w przy-
kładzie poprzedzającym, poto-ebąby mnożyć całą
dzielną przez 6 spółczynnilt pierwszego wyrazu w dziel-
niku, albo raczćy przez, kwadrat z G, lecz poniewaa
tak 15 iak 6 rfiaią spoiny czynnik 3; więc dosyć
będzie mnożną rozmnożyć przez liczbę 2, która ieit
cBynnikiem 6Ll, a nie iest czynnikiem 15".
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Według tego odbywaiąc dzielenie, otrzymamy re-
sztę którey pierwszy wyraa będzie-—<75a3&. Tu 75
zawiera ieszcze czynnik 3,, który wchodzi także iako
czynnik do 6«: aby więc daley odbywać dzielenie,
dosyć- będzie wprzód rozmnożyć tę resztę przez 2:
odbywszy dzielenie otrzymamy na pierwszą resztę
główną; l411a*Ła + 274aZ>8—.137M.

Lecz także łatwo postrzedź, że w,tey reszcie iest.
173b3 spólnym czynnikiem, który ponieważ nie wcho-
dzi do wielomianu drugiego, i tźm samem niestanowi
części naywięksaego spólnego dzielnika, przeto opu-
szcza się: i teraz idzie tylko o znalezienie najwię-
kszego spólnego dzielnika między wielomianami

i 3a' 2 + 2ab ~~ bz

Odbywszy dzielenie tych dwóch1 wielomianów,
otrzymamy iloraz zupełny 2a+5Ł»; a zatem reszta
3aa-t-2ab—b z jest naywiękśzym spólnym saukanym
dzielpikiem \

' 3 8 . Uwaga. Moźnaby się zastanowić czy odrzu-
canie w ciągu działania , 'czynników;.spólnych wszy-
stkim wyrazom w otrzymatiey reszcie, iest tylko skró-
ceniem rachunku, czy też, są .te'działania koniecznie
potrzebne?

Lecz można łatwo poznać, że te odrzucenia są
koniecznie potrzebne; albowiem, .gdybyśmy w przy-
kładzie poprzedzającym nie odrzucili czynnika 137i>2j
musielibyśmy mnożyć całą dzielną przez tenże czyn-
nik, aby pierwszy wyraz tey nowey dzielney mógł
być podzielony przez pierwszy wyraz dzielnika; lecz
tym sposobem wprowadzilibyśmy do dzielney czyn*
nik takowy, któryby ąię znaydował także w dzielni-
ku, a tem samem szukany naywiększy spoiny dziel-
nik zawierałby vv s^bie czynnik 137b2 , który, iak
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widzieliśmy , na samym początku, nić może stanowić
części naywiększego spólnego dzielnika.

39. Wyiaśnimy te prawdy następującym przy-
kładem. ,' •

Znaleźć naywiększy spoiny dzielnik dwóch wie-
lomianów.

Pićrwsze działanie.

a—3bsy2a2—5%—12Z>*
—ihc[ , +9c

o. reszta..»,
—lOc

czyli

—12&c
— 5 c a ;

JDrugie działanie.

2azb—5b a— 12&2)2a+3b+c
+9c -f

a—12&2

^ zatdm 2<i-}-3&-4-c iest naywiększy spoiny dzielnik
dwóch danych wielomianów.

Po uporządkowaniu dwóch wielomianów, można
bez żadnego przygotowania odbyć dzielenie; w obe-
cnym razie otrzymamy pierwszą resztę:
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66 }a-$~ 9fc*
—10e| — \2bc

— 5c a

A żeby dalćy działać, pptrzebaby, biorąc g
wielomian za dzielną, a otrzymaną resztę za dziel-
nik; mnożyć tę nową daieln^ przea 66-^lOc, albo
krócey przez 36—-5c', ponieważ czynnik 2' wchodzić
iuz w pierwszy wyraa dzielney; tócz praed wyko-
naniem tego mnożenia, zobaczmy czy czynnik 3fy—5c
jiie podzieli drugiego wyrazu reszty, to iest: wyraxu
9b—12bc — 5 c 2 . Jakoż uskuteczniwszy dzielenie,
otrzymamy iloraz zupełny, 3£>»j-c, a zatem resztę
można wyrazić w postaci: (36—-5c) (2a-5-3Z;-4-c).

Należy opuścić Sb-^-Sc ponieważ czynnik 36—-5c
znayduie sie w tey reszcie, a nie wchodzi do nowey
dzielney, (albowiem ten czynnik iako niezaleźący od
głeskia, powinienby (ust: 30) znaydować się pomię-
dzy spółczynoikami różnych potęg teyże głoski, cze-
go w tym przykładzie' nie maj. .

Opuszczanie takowe iest konieczne,, bo inączćy
wprowadzilibyśmy ten 'czynnik do dzielney, a na ow-
czas' dwa-wielomiany zawieraiąc czynnik spoiny, któ-
rego wprzód nie miały, tem ąamem miałyby naywic-

,'kszy spoiny dzielnik odmienny, to iest: zawieraiący
\y sobie czynnik 36—-5c, który w nim nie powi-
nien, się znaydować.

Eo takięm opuszczeniu, odbywa się nowe dziele^
nie, i otrzymuieiBy zupełny iloraz, a ziitem 2 |
iest naywiększy spoiny dzielnik.

, 40. Na ostatni przykład' znaydźmy
. spoiny dzielnik dwóch wielomianów -

* — 2 6 3 ,
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Opuściwszy spoiny czynnik. 2b w drugim wielomia-
nie, otrzymamy 2a* + ab—b*>

Działanie pierwsze,

. reszta — • 5 l a b 3 + 2 % T .
czyl i . . . . . . . . . . —b3(51a-—19&). \

Działanie drugie. •" •>

'Rozmnożywszy przez kwadrat z 5t czyli przez
2601,

5202aa-h2601aZ>—2601&2) 51a—29&
a (
-ł-5.559afe—2601ba

—5559ab4-3161b2

2«. reszta + ,500.b*a

"Wykładnik głoski a W dzielney, przew.yasaa dwie-
ma iednościami wykładnik teyże głoski w dzielniku,
a zatem wyrazy dzielney rozmnożywszy przez trze-
cią potęgę ze 2ch, to iest przez 8; można będzie,
po takidrn przygotowaniu odbyć trzy nasLepń? dzia-
jania, a otrzymamy na pierwszą resztę główną,
•—5lab3-4-29b4. Opaszczaiąc czynuik bA w tćy. re-
szcie , będzie nowy dzielnik, —b\a-±-29b', zmieni-
wszy znaki, co iest wolno, otrzymamy: 5la — 29Z;;
nowa zaś dzielna iest 2a2-f-ab — bz.

Mnożąc tę dzielną przez kwadrat z 51, to iest: przez
2601, potem odbywszy dzielenie; otrzymamy na dru-
gą resztę główną, +560Zr a: a zat.em dwa-dane wie-
lomiany są pidrwsze pomiędzy sobą, to iest: nie ma-
ią żadnego spólnego czynnika.
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Jakoż podług drugiey zasady wypada, ze nay-
większy spoiny dzielnik powinien się znajdować iako
czynnik w reszcie otrzymanćy po kaźdem działaniu,
a zatem powinienby podzielić resztę 56Ofr% lecz ta
reszta iest nie żależną^-od głównćy głoski a, gdyby
więc dwa te wielomiany mogły mieć spoiny dzielnik,
takowy powinien być także niezależny od a, a na-
stępnie, (ust: 30) powinien się znaydować iako czyn-
irik w spółczynnikach różnych potęg teyie głoski,
którą zamyka każdy z wielomianów danych, co w tym
razie nie zachodzi. "

Te przykłady będą dostateczne, do pokazania dro-
gi którą postępować należy, aby otrzymać naywie.-
kszy spoiny dzielnik dwóch wielomianów.

41. PRAWIDŁO OGÓLNE. Naprzód opuścić
W obu wielomianach czynniki iednowyrazowe spól-
ne wszystkim wyrazom dwóch wielomianów, (zda-
rzyć się może, le czynnik iednowyrazowy klóry się
znayduie w dzielney, i ten który się znayduie w dziel-
.niku, będą miały między sobą spoiny dzielnik: w tym
przypadku, należy ten spoiny dzielnik napisać na
boku, iako maiący stanowić część nay większego spól-
nego dzielnika szukanego).

Po takowem opuszczeniu przygotuie się dzielną
tale, ahy pidrwszy idy wyraz był podzielny przez
pićrwszy wyraz dzielnika, (wiemy iuź na czerń za-
sadza się takowe przygotowanie), potćmuskutecznia
się dzielenie, z którego otrzymamy pewną resztę, \ta
hędzie niższego stopnia niŁ dzielnik, W' te'y resz-
cie opuszczaią się czynniki iednowyrazowe,^ albo
wielowyrazowcą które'zarnykaią spótczynniki, gło-
ski główndy w różnych potęgach. Następnie bie-
rze się ta reszta za dzielnik, a drugi wielomian
za dizielną, i odbywa się dzielenie tych dwóch wie-
lomianów iak na poprzedzaiących przykładach.



ROZDZIAŁ I. 61

Postępuie się w tych działaniach dopóty, dopóki
nie otrzymamy reszty takiey, któraby podzieliła
zupełnie resztę poprzcdzaiącą, i w tyrji przypad-
ku reszta dzieląca iest naywiększym,spoinym dziel-
nikiem, dlbo odbywać działania, dopóki nie otrzy-
mamy reszty ŃIEZALEŻNEY od główndy głoski,
co oznaczać będzie (ust: 40), źe dane dwa wielo-
miany są PIERWSZE MIĘDZY SOBĄ, a przynay-
mnióy, źe-nie inaią- spólnego czynnika zalezącegó od
głoski czego w początku działania odkryć nie można
było.

Uwaga. Znayduią się przypadki w których to
postępowanie skrócić potrzeba, co następnie poznamy.

Oto nowe przykłady dla których-sposób podany
wyźey iest dostateczny. ••»

lszy Prz: qnps ~{-3n]
i 2mp*<2a— i

J^aywiększy spoiny dzielnik iest p-—q;

Prz: 36a6 —18a s —-27a 4 4-9a 3 .

naywiększy spoiny dzielnik iest 9 a a ( a — 1 ) .
Wyłożenie czterech pierwszych działań algiebra-

icznych, i znalezienie naywiększego spólnego dzielni-
ka, będą dostateczne do rozwiązania wielu zagadnień.
"W dalszym ciągu- wyłożone zostaną nowe prawidła,
•W miarę iak tego okazywać się będzie potrzeba; te-

. raz przeydziemy do rozwiązania zagadnień pierwsze-
go stopnia.


