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Zadanie 8. Pewna osoba thaiąca 100,000 Złt.
W dobrach, które iey czynią tylko 4000, przy po-
życza na początku każdego roku na różne wy dat-
Upo 6000. Złt.od których obowiązuie sie płacić
procentu po - i O t . . ',, . '•, .-•...., - , . . • :.. •

Me wypłaca ani kapitału, ani procentu co rok
sip porńnązaiącógo, (iednakze nie płaci procentu od
procent ii) ; Za ile lat ta osoba będzie wyzuta z mą-
iatku? (Odpowiedź, i'd lat' 10. miesięcy 6.j

'.'..•' Zadanie 9 t e Maiąięk osoby iest 150000. z które'
,go: ma dochpda, rocznego po.7'000, wydaie zaś co
rok po, 12,O0O zapohycząiąc sie, po 10S? za ile lat
straci cały, rnąiątek. .,.»..-_ ; . ' \

.-.,; i i . x b . 7 t . { • • •' i j t .• .: i- . . •• :.": i r s * m ' . < ,

JP IV Dowodzenie dwumianu Newtona ,,-*«

Łubo P: Burdon w swoiey algiebrze dał dowo-
dzenie dwumianu Newtona,iednakże okoliczność tak
ważna zasługuie aby inne rozwinięcie, mające zaletę co
do iasności i krótkości, podane w c zwie ze ni ach na-
ukowych wraz z iego zastosowaniem .przez tluma~
cza Statyki Monza, co dosłownie było tu umieszczone.

: : v i • ' £ r l k ; • •'., . .. •.: a p './'": • , , ,•:. •._:•

Dowód o%ólny~ivżoru Newtona pt'zez D u b o u,rg u e t.

-/Wzór Newtona przez iednych Geometrów ieśt
tylko szczególnie, przez drugich ogólnie dowiedziony:
lecz pierwsi nie aaspakaiaią uczących się, drudzy
przez subtelność rozumowań staią się dta nich albo trudni,
albo nawet nieprzystępni. Mały. krok w Matematyce
"wskazuie potrzebę użycia tego wzoru, kiedy upowszech-
nienia iego dowodu w głębszych iey częściach''szu-
kać przychodzi. Aby więc przed stosowaniem te-

mieć iega dowód ogólny, wyłożę feu
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który nam P. Daboargaet podaie, a który przy ogól-
ności i ścisłości zupe/1'ney na początkowym tylko opar-

' ty iest rachunku,
I. Wszelką funkcyą wielowyrazowa wyrazić mo-

żemy przez a ^-b, czyniąc a równe pierwszemu
lub kilku pierwszym wyrazom, zaś & równe wy-
razom pozostałym. Odkryte więc prawo na
rozwinięcie funkcyi (a-j-b)**, służyć będzie wszelkim
iunkcyom wielowyrazowym nacechowanym wykła-
dnikiem m. Jeżeli w funkcyi (a-Ą-b)7", w którćy
na chwilę przypuszczamy m całkowitem i dodatnem,
uczynimy następnie a = 0 , fc=r:0, funkcyą ta W pier-
wszym przypuszczeniu zamieni się na &'",' w drugiem
na «?«: ze zaś (a-\~b)m iest równe swemu rozwinię-
ciu, rozwinięcie to zatem powinr.o bydź takie, aby,
stosownie d.o tych dwóch przypuszczień,. zamieniło
się fla arn lub bm', zatem a"> i-b"* muszą się znaydo-
wać w tem rozwinięciu, a nazwawszy jeszcze przea
/ wszystkie inne. iego wyrazy,/ i temu /, aby w przy-
puszczeniu tak a = 0 iak bzńO mogła znikną^, da-
wszy za mnożnika ab, będziem mieli (cirĄ-b)T*c=zam
-+-Ź(aź>)+bOT. W tem równanfu biorąc żarn, m—\,
będaie (a-\~b)™— *z=:a.m~-^--f/1 (a?;)-f-Ł>?«—*, a mno-
żąc to ostatnie równanie przez a-\-b otrzymamy:

i + a^-^1 b-{-fXI(nb) + abm—z

.̂ Biorąc znowu wtem ostatniem, m—t za wykła-
dnika funkcyi, będziemy mieli (a-\-b)m—'raw-1

+a'<>—zb+fIlx(ab) + abTn-*-%+b1"-1 a mnożąc przez
a~\-b otrzymamy (a-\-hyn--<-(t7>i-Ą~9.nm-~-I hJ^,nm-~zhz

4-/ 1" (ab.)-^-a%bm^- 4_ 2ab"1—l H- bm. Nie roąciąga-
iąc'nawet daley podobnego przerabiania, w tem osta-
tniem równania czytamy, prawo, iakie'm: rządzą się
wykładniki" ilości a i br w rozwiiiifciu funkcyi
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(a + b)m. To iest, ze wykładnik pierwszego wyra-
zu a, fuukcyi dwuwyrazowey pośtępuie kmnieyśzaiąc
się w każdym wyrazie iednością, począwszy od tn
aź do 0, wykładnik zaś drugiego wyrazu b, teyźe ,
funkcyi postępuie zwięksaaiąc się. w każdym wy-
razie iednośdą, począwszy od 0 aź do m.

Ażebyśmy w temźe rozwinięciu odkryli prawo spół
czynników, które nie mogą bydź tylko funkcyiami m,
wykładnika potęgi, naznaczmy ie przez A, B, C,
1) .'.'.. P;
a otrzymamy równanie ogólne: •

(a + h")m i t am + Aa™—1 b + Ba.m—3. b1 + . .

..Wartość na A spółciynnika wyrazu drugiego
łatwo odkryjemy, bo w równaniu (&) czyniąc m = 2 ,
wypadnie (a *J- 6)2=ra2 lH-2<i6+b2, Mtem spółc^yn-
nik wyrazu drugiego w tym razie będzie równy 2.
Pomnożywszy ostatnie równanie przez a-j-Ł, otrzy-
mamy na wyra? drugi rozwinięcia (a-Ą-b)*, Ża%b,
zatem spółczynnik wyrazu drugiego w tym razie iest
3, podobnie otrzymalibyśmy z rozwinięcia (a-Ą-b)*,
spółczynnik drugiego wyrazu rozwinięcia równy 4,
więc ogólnie spółczynnik drugiego wyrazu rozwinię-
cia wypadłego z (a-±~b)7n będzie m. Równanie
przeto (B), uczyniwszy w nim A=zm zamieni' się na:

(a+b)m —am + mam—^b Ą- Bam—ł b Z-+-Cam—Sb *

4- i t. ti. (C).

Pamiętni na znaczenie dane ilomom a i b, zró-
wnania fC) otrzymamy ie*zcze:

Ja4-(H-l)\m = am -f- mam-1 ( b + U. + Bam~i

( S - H / + it. d. (D).
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Wtem równaniu B, C, D, i t. d. mieć będą
tei samą wartość co. i yv równaniu (B), bp nie będąc
funkcjami tylko samego wykładnika- ni funkcyi dwu-
wyrazowey, nie będą w.wartościach swoich zależeć od'
i«iy w,yrazów. Wykonawszy naznaczone w równa-
niu (D) działania, i nie pisząc tylko po dwa wyrazy
rozwinięcia (fc-f-l)a, (fr+1) 3 i t. d. które wystar-
cza do oznaczenia wartości JB, C, D, i t. d. otrzy-

' . . . . • . • • : • 7 ; • • . • • • • • : • - • * •

mamy:
(a + b+\l )m =r amĄ- mbam—* + Bbzam-~'& +
Cb3am— 3 + i t. d.

+ rnam—x -f- 2Bba™— a +
Cb%am—* i t. d. '

-f i t. d. (E)

Równanie (C) daie nam ieszcze: S( a + 1) + &V«

^ ( a 4. \ynĄ.m(a + l)m— *y 4- B(a+ 1 )m— a b*

+C(a+\)m—3b$-h i t. d. a wykonawszy podobnie
naznaczone działanie, i nie pisząc tylko po dwa wy-
razy rozwiniętych potęg z (a-ł-b), będzie:
(a + b 4- l )m—:a^+ mbam—X+V,b % a.m—*+ C&8

n m - 3 + i t. d.

^ ~ 2 ) 6 z a m — 3 + i t. d.
-I-it. d. (F) .

• Z porównania wartości (a-{-b+l) w równaniach
(EJi(F^). otrzymamy iedńo równanie którego dwie
strony iako wypadłe z od wikła nia teyźe samey funk-
cyi, w wyrazach' odpowiadaiących porównane z sobą,
dadzą znowu inne rcwnania, które przerobione za-

mienią się ira 2Bz=m(m—1), skąd B = / n (
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3 C = B ( m - 2 ) 1 , s k ą d C = B

rn-—2, 'Z • ^ m 3
)J-) ;.4D = C(m—3J, skadD =

m(m— lXfn—2)(m—3) ••
— — 2~~3"~"4 ' " ' * Ł< ^*. Włożywszy te

wartości zaB, C, D, i t. d., w równanie (C), otrzy-
mamy: #

• - m.m—I
Ib zd

—rl.mT—2 ^ m.m—— l . m — 2.rn—3

t^dzi t. d. (G).
Wzór ten nasywa się wzorem Newtona, dla te-

go, iv- ten wielki Filozof pierwszy go odkrył.
.' Położyliśmy dwa znaki i przed wyrazami, na

mieyscach parzystych, bo w tych b znayduie się w
potędze nieparzyste'y, wyrazy "te więc bcdat odie-
rnnemi, ile razy b bę3zie odiemnem, przed wyrazami
zaś zamykaiącymi b w parzystey potędze zachowaliś-
my tylko znak -+-, gdyż (dłzb)2*=ł)ln.

Szereg (G) będzie skończonym, kiedy m, iakeś-
ńiy przypuścili, będzie calkowitem i dodatnem.

II. Sposób iakim dowiedliśmy ze wyrazem dru-
gim rozwinięcia funkcyi (a-f-&)miest ma"1—; b, nie
daie nam zapewne mniemać, źe wzór (G) służy do
roKwinieni.a funkcyi z iakimkolwiek m wykładnikiem.
Tem bardziey' Bczout (Algebrę art., 157) i Marie
(Lecons de Mathćmatiąues p. 119̂ ) nie mieli prawa
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twierdzić bez dowodu, ze za pomocą tego wzoru
można wyciągać pierwiastki przybliżone z funkcyi,
które nie są potęgami zupełnerni (1); ile ze dowód
przez nich użyty upoważnia ich do takowego twier-
dzenia tnniey jeszcze niżeli ten, klóryśmy dopiero
wyłożyli (2) <

Lacroi-z (w §§.65. 66. da complement d'jllgdbrć)
podaie dwa dowody upowszechniające wzór Newto-
na: ieden Ealcrai drugi znayduiący się w Tranzdk-
cyiaeh Filozoficznych (Philosophical Transactions)
z roku 1796. Lecz pierwszy, iak sam Lacroix uzna-
je, iest zbyt subtelny, a przez to samo dla poczyna-
jących trudny, drugi zdaie roi się być długi i za-
wiMany. Sądzę że ten który wyłożę, wyższość nad
tamtymi otrzyma. '••..,

III. Oczywista iest, źe kiedy uczynimy b ~ 0

funkcya ( a + Z))«", w którey przypuszczamy na chwi-
lę,' źe p i n są całkowite i dodatne, zamieni sij na

Ł . '
dń oznaczywszy więc wszystkie wyrazy rozwinięcia!

• •

* ^ , . . ~

,(\) N.i stron.1 119 des Lecoris de*Mathe'rnałiques cle La-
cailU revues par VAhie Marie, ten Ostatni Geometra
mówi: „źe za pomocą wzoru Newtona moznaby wycia,
gać pierwiastki potęgi żupełne'y, lecz rachunek byłby
zbyt długi" powinien był powiedzieć, źe sposób ten
dalby tylko pierwiastki prxyDliżone> kiedy ie zupełne
za pomocą wzorów szczególnych na potęgi otrzymać
mozńa.

(2) Mówię tnniey, bo gdybyśmy tylko dowiedli ze m,
iakąlcolwifk maiąo wartość, iest spólciynriiRietn am"lb
wyrazu drugiłgo rozwinięcia, tecły sposób iakidi odkry-
liśmy wartości fia B, C/D^i t. d nie iuleznie tylkood
wykładnika, przekonałby nas, ie i inne wyrazy rozwi-
nięcia (a-H1)'" musza, byd takie> że służą wsselkim na
m wartościom.

funk-
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funkćyi (a4-d)n niknące w przypuszczeniu btżid

przez /(a&), będzie (a+b)7<=ań-^.f(ab), skąd bc*
£—i £ i

dąie równie (a + b)" = a " , + / 1 (ab); mńoźac
Ł '2

to równanie przez (a + b) wypadnie (a-Ą-b) -= a"

- - i
znowu

] t ( a ^ ^ a tonoźac znowu to ostatnie

przez (a + t ) będzie (a + b )* zz-a" <+> 2ba" *

/ ( ^ 6 ) ) i tak daley. Ostatnie równa-
nie wskazuie nam .prawo tworzttiia wykładnikowi
naznaczywszy więc spółczynniki ogólnie przeze/,B,C,
i t. d. i drugą stronę równania rozebrawszy na mno-
żniki, wypadnie: *

Ponięvvaź iednośd do iakieykolwiek potęgi wy-
niesiona, iest zawsze równa iedności, to iesl

J—1 — 1 • - = ] z=z\ = 1 t. d. wi«c na-
zwawszy Szereg między nawiasem' przez Sj będzie

(a+b)n ==rt" S, tudzież S-=^ą-A [A^!L

a
30
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Z tego równania, działaiąc iak w n° 1. otrzymamy:

_ A.A—l A.A—\.A—2. , . , •'
B —* .—-— p— , i t. d. "Aze S = ;

2, L— 2. 3. -
x S t = więc (

a N a

to zaś równanie nie może mieć mieysca tylko kie-

dy A = — , co daieB = — ( - — 1 ) , C = tL

2

/£.—-A (L—2), i t. d* a wartości te za A, B, C,

2 3 •

i t. d. włożywszy w ( H ) wypadnie: ( < t + : b ) n

•wyraz taki sam iaki otrzymamy, czyniąc w ( G )

tnt=Ł.

Wzór wiec Newtona służy do rozwinięcia fui>
kcyi z wykładnikiem całkowitym dodatnyrn lub
ułomkowym dodatnym. W pierwszym razie otr?,y.
mamy szereg skończony; gdyż od ilości stałey
m, odeymuią się ilośui całkowite co raz wzrastaiace,
w drugim wypadu szereg nieskończony, gdyż ód ilo-
ś.i u, 2/i, 3/i, 4r/i i t. d. które postępiiiąc do nie-
skończoności wzrastaiat, odeymuie się ilość stała p.
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, Szereg ten nieskończony będzie malejącym-,1 kie-
dy— iest ułomkiem właściwym, przeciwnie będzie

a ' .

wsrastaiącym, kiedy^ będzie liczbą całkowitą lub

nłomkiem niewłaściwym.

IV. Rozumuiąc podobnie iak w n° poprzedza-
jącym, dowiedziemy, ŻP, wzór Newtona służy równie
do roawiniycia funkcyi z wykładnikiem odiswtiym.

Jókoi(a-\-h)—n=:a—ri^-f(ab), skąd (a-|*,fr)--n—x
rra1—»— x + Z 1 ( ab ); mnożąc prz«B a -A* b btńrie

(a-ł-b)—n—a—n-)~ba—n--i-Ą-fxl(ab), skąd znowu
fa_[-&)—n—* = a—ri—t 4 . fra—re—a -f—ĵ x t x (ab ), co
mnożąc znowu przez a-{-b wypadnie (a-t-b)—n

następnie; naznaczywszy więc spółczynniki przez
J.,B, C, i t. d. otrzymamy:

i t. d. i (L).

Lecz dowiedliśmy iuź, le szereg miedzy nawia-

sami iest równy f\Ą—) } więc (a-Ą-b)"n

a

równanie to nie moae mieć mieysca tylko kie-
30*
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dy ^/rr—-{i, co da Bzzz

—n(~n—l)__ra{?z+l)L **-n(—n

-2

. -•=.—•—!—~-~—-i i t. d. kładąc te war-
•J '2i o '

tości W (L) wypadnie'.

S

2. 3. Vo
wyraz taki sam iaki wypada czyniąc \v (G)/?x=:—»• /t.

V. Jeaeli m = — £ - , działanie podobne poprze-
n. • - /

_ h _ j 5 •

P=a "5 1 + A+B ()•*dzaiącerau da (a+b) l = a { 1 + ^ _ + £ (-)
P

a i a a

i t. d. Włożywszy te
& ó. n"

wartości w rozwinięcie funkcyi(a-Ą-li) n , wypadnie:

j ą
a ra
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(a±b) " = ! =-J_J izcŁt

l/(a-f<Z>/' K<V

-\r —~~-—(—) + i t. d. > szereg taki, iakiby-
In" < a J

śrny otrzymali czyniąc w (G) m = r — i - .

VI. Nakoniec ieźeli rn iest ilością uroioną f?.|/—1,

dziąłaiąc iak wyźey znaydziemy ( a + b )

() (f+(
x a a a

v ?——a
' a
?—— i ; skąd ^ = n | / — 1, B =
' a ^

, i t. d. więc:

2i (x

wypadek iaki otrzymamy uczyniwszy w ( G ) m

= « . ! / — 1.
Wzór więc Newtona służy ogólnie na rozwinię-

cie wszelkich funkcyy wielowyrazowych nacecho-
wanych iakimkolwiek. wykładnikiem m.
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Zastosowanie Wzoru Newtona.
VII. Dowiedliśmy iuź Nr. III. ze:

(m—\)()
m=a-mi ma»i x b -{- *n — n — ' am~* h

i t. d. (O).

i

Czyniąc następnie w (G) m równe 2, 3, 4, 5,
i t. d. otrzymane stad z <cb& potęgi 2, 3, 4, 5, i t. d.
nauczą nas:

I. Ze rozwinięcie z (adbŁ)"1 ma m-f-' wyrazów.
II' Że układ tych wyrazów iest sobie podobny;

to iest,-w pierwszey połowie rozwinięcia, wyrazy
te aume maią spóiczynuiki, co i wyrazy w po-
łowie rozwinięcia diiigiey; ze summa wykładników
ilości a, b, w każdym wyrazie iest ta sama, tak ze
gdy jakikolwiek wyraz U, w pierws«e'y połowie roz-
winięcia iest, Papbm~p tenże wyraz w połowie rozwi-
nięcia drugiego będzie Pa'"~i'&p. •

Z tych uwag wypada, ze gdy funkcyi dandy wy-
kładnik m ieit liczbą nie parzystą, którą wyrazić
możemy przez 2 t + l w rozwinięciu tey funkcyi bc-
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tkie wyrazów 2£-}-2, z tych dosyć będzie wynaleźć
i~J~l pierwszych wyraaów, druga zaś połowę ii-J-l roz-
winięcia, odkryjemy z wyrazów pierwszych bez po-
mocy rachunku.

Podobnie gdy m iest liczbą parzystą którą wyra-
zimy przez 2i, 'w rozwinięciu będzie 2i^-l wyrazów,
z których nie trzeba nam szukać tylko £+1 wyra-
zów pierwszych; % tych i wyrazów pozostałych od-
kryjemy bez rachunku. Lekka wskaże uwaga, ze
w tym razie wyraai-f-l będ«e wyrazem środkowym
rozwinięcia zamykaiącym a^bi mnogość % 'jilości a, &•
wyniesionych do potęg połowy wykładnika m.

Te uwagi wiele ułatwią i skrócą rachunek przy-
wiązany do rozwinięcia iakićykolwiek funkcyi z wy-
kładnikiem dodatnym i całkowitym, okażmy to
w przykładach.

I. Wynieść x%—q2 do potęgi iedenastey.
Potęga funkcyi daney zamykać będzie 12 wyra-

zów, z tych dosyć sześć wynaleźć, które znaiac pra-
wo wykładników odkryiemy łatwo, odkrywszy ich
spółczynniki. Odniósłszy funkcyą daną do wzoru
(G), będzie a = : x 2 , bz=?q*, r n = l l ; ostatni war-

m(m-~\) 11.10
tość daie 7) "==—7?—==: 55 spółczynrnk wy-

m __2 _ .
razu trzeciego; mnożąc tę liczbę przez—JT-" — 3

wypadnie 165 spółc&ynnik. wyrazu czwartego; ten
m—3

znowu pomnożony p r z e z — r — — 2 , da 330spółczyn-

nik wyrazu piątego.. Nakoniec nniofoc ostatni
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m—4 . 7
ąpó!'czynnik przez —-—=:—» wypadnie 462 na społ,

czynnik wyrazu szóstego. Kouczac na tem rachunek

wniesiemy z wyższych uwag, i e . ( a p * — g Ł ) I 1 = c c a *

_ . 11 x s o r/ + 55 ccx 8 qĄ — 165.cc1V 4- 33.0 cc x 4 q°

II. Jeżeli ?77.r=i 0, przez rachunek podobny po-
przedzai^ceiriu znaydz,iemy spólczynuiki sześciu pier-
wszych wyrazów, 1, 10, 45, 120, 210, 252; więc

III. • Chcąc wynieść' do potęgi trzeciey funkcyą

tróywyrazową azsc—b\Sx-\-q, uczynimy.ązzza^oCfb.

^.b\/x—-q, włożywszy te wartości w (G) wypa-

dnie (a%x — byx-Ą-q)i=abce&—3a4x2(bl/x-~q)
—ą) ' i —(b\/x—q) 3 , ?.e wzoru (G) czy-

a zaś

włożywszy tę wartości w rozwiniecie z (azx—b\/oo

r)-,]) 3, otrzymamy pułi^gc trzecią funkcyi dan.dy.

•"¥111. Wzór (O) nie daie nam tylko przybliżone
pierwiastki z 1'unk.cyi które są potęgami zupełherai (1)

(1) Potęga. bowiem zupełna odniesiona do wzoru (G)
. xiimjenia się n;> funkcyą, wykładnika ułomkpwego, któ-

ra pofihig (n:!itj prowadzi do izeregu nieskończonego.
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ale uczy nas, ze kiedy a wyraża ieden wyraz pier-
wiastku, ajn nie iest iak tylko iednym wyrazem po-
tęgi m; że b zamykając wszystkie inne wyrazy pier-
wiastku, w potędze iest mnożone przez ma711*1; oczjr-

wista wiec iest, ze mam—1 b podzielone przez mam~z

da na wieloraz, b pozostałe" wyrazy pierwiastku, któ-
re dodane do a pierwiastku z a'« , uczynią pierwia-
stek poręgi m. Ten początek wiedzie nas do nastę-
.puiącego prawidła: ze aby wyciągnąć pierwiastek
potęgi m z fiwkcyi wielowyrazowćy, wziąśd w nie'y
należy wyraz nayprostszy z którogaby się dat wy-
ciągnąć pierwiastek potęgi m zupełny, tak otrzy-
many pierwiastek wynosi się do potęgi m — 1 , i
mnoży się przez m, a przez wypadłą stąd mno-
gość podzieliwszy wszystkie wyrazy potęgi maiace
tez mnogość za mnożnika; wieloraz da inne wy-
razy pierwiastka, które złączone z wyrazem pier-
wszym uczynią pierwiastek zupełny, iezelifunkcya
dana iest potęga m zupełną, o czdm się łatwo
przekonać wynosząc znaleziony pierwiastek do po-
tęgi m. Przykład,

Wyciągnąć1 pierwiastek sześcienny z funkcyi

i
3 q a x a — \0pqx* -ł-xb -ł-\2p"~cjc4

Biorę q3, które iest sześcianem zupełnym z q; potem
szukaiąc w'funkcyi dane'y wyrazów mnożonych przez
3<j2 ziiayduic ich dwa, czwarty i szósty podzielne
przez 3^*, otrzymam więc.na wieloraz" — 2px-Ą-oci,

Pierwsze wyrazy tego sxerpgu !'ęr)<j W}7ra/.aini pierwia-
wlkg, dnlsz,e za posunięciem szeregu znikną, lecz na to
mieysce. pokażę się wyrazy Inne, kióre znowu zniszczy
dalsze rozwinięcie szeregu i tak następnie. Szereg więc
ten nie da tylko pr/.ybliźony pierwiastek.
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który dodany do q da g — 2poc-\*xt na pierwiastek
zupełny, kiedy • funkcya dana iest. sześcianem zupeł-
nym, o czem przekonać się nie trudno wyniósłszy
ten pierwiastek do potęgi trzeciey.

IX. Wzór (K). służy do otrzymania pierwiastku
z funkcji", które nie są potęgami zupełnemu

Przykład: ]/ (x2dtzq2); ponieważ wyciągnąć pier-:

wiastek z funkcyi iest ią wynieść do potęgi wykła-
dnika ułomkowego, więc [/(x'ldLq7')~(oc2'zk:qz)i,

odniósłszy tę funkcyą do wzoru (K) będzie az=zx ,
fc=gs, n = 2 , p = l ; włożywszy w (K) te wartości, wypa-

1. ,oc,4 . 1.3

1.3.5

X. Za pomocą wzoru (JVI) potrafimy rozwinąć na
szeregi, ułomki z których zupełnego-wielorazu otrzy-

P(a, br c,it.d,)
mać nie można. Każdy bowiem ułomek —: . , •

przenosząc mianownik do licznika, wyrazi się przez
P(a, b, c, it. d,) X Q(a, oc, y, i U d. )—*; nie pozostałe;
więc nafn tylko ostatni mnożnik rozwinąć na sze-
reg i pomnożyć przez O. Weźmy sobie za przykład

P— » który mamy rozebrać na szereg, ten uło-

mek z=zp(qĄ-ex)~Yporóvvnawszy więc (q-Ą-eoc)~~x ze
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wzorem (M), mam ązczą, bs±ext n = l , włoży-
wszy w tenże wstór otrzymane wartości wypadnie

• Wzór Newtona na rozwinięcie funkcyi z wykła-
dnikiem ułomkowym odiemnym da nam ieszcze wie-

i . 2* :' — i
loraz z funkcyi — - } '"

XI. To cośmy Ni'°v VIII, powiedzieli o wyciąga-
niu pierwiastków a iunkeyi algebraicznych, daie nam
ogólne prawidło na wyciąganie pierwiastków z liczb.
Każdą bowiem liczbę zamykająca ilość znaków wię-
ksza od wykładnika pierwiastku uwaźuć możemy ia-
ko złoźopą z dziesiątków, które wyrazimy przez a,
i iedności które wyrazimy przez b; więc potrzeba:
lod w liczbie danpy wziąć od lewey strony liczbę
znaków wyrakaiących wartości 10"' ; 2''p- szukać ia-
ka iest liczby w zwidy j) o hwey stronie nayblizsza i
rnnieysza potęga m, tćy pierwiastek oddzielony li.
riiyką pisze się po prawdy slronie liczby dandy.
3cie JVzinść różnicę między potęgą m wynalezione-'
go pierwiastka,- a liczba oddzielana po lęwuy stro-
nie, i do tćy różnicy złożyć pozostałe znaki wlicz*
bie dandy. 4le W liczbie stad wypadłćy od prawdy
strony oddzielić znaków liczebnych tyle, • ile pier-
wiastka w'ykładnik zamyka .iedności mnidy iedaym,
5*e Obok liczby po hiwey stronie z takowego oddzia-
ła pisze się za dzielnika mnogość z części pierwia-
stka wyniesionego do potęgi m—1 przez m wykła-
dnika pierwiastka; liczbę tę podzieliwszy przez ta-
kową mnogość, wieloraz da drugą część pierwiastku,
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leżeli liczba daną ięst potęgą m zupełną, o czdrn
•przekonać się łatwo, wyniósłszy znaleziony pierwia-
stek, do potęgi m.

Lecą to, cośmy dopiero powiedzieli, nie służy tyl-
ko liczbie, w którey ilość znaków liczebnych iest
iniędzy m i 'Im; gdyby zaś ilość znaków była mię-
dzy 2m i 3;?i, w tedy w liczbie daney należy od
prawey strony oddzielić liczbę znaków 2m, działa-
jąc potem iakby m pozostałych zńuków po prawćy
stronie nić było, do pierwiastku iuź wynalezionego
z dwóch znaków przydnie się zero,, ten wyniósłszy
do potęgi m, odciągnąć należy od liczby danćy, z re-
szta odbywa się działanie poprzedzaiącyiB sposobem.

Podobnie postąpić sobie należy gdyby w liczbie
daney ilość znaków była. między (n—] )m i mn, bio-
rąc wszystkie znaki znalezionego pierwiastku za ie-
go dziesiątki. Przykład- Zudayiny sobie wyciągnąć
pierwiastek potęgi siodmey z liczby:

43581,7657216 (49,48,47)
16384

2S672J2.7197,7657216
pier: iałsz:
46 pier: pr:

Ponieważ liczba dana ma więcey niż siedm ą
jnniey od czternastu znaków liczebnych, więc iey
pierwiastek zamykać tyl!;o będzie dziesiątki iiedoo-
ści. Oddzielam w uiey kreską, siedm. znaków od
prawey strony, pod liczbą z oddzielenia wypadła
piszę 16384 naywiększą potęgę siódmą mnieyszą od
tey liczby, iey zaś pierwiastek 4, kładę po pra-
wey stronie, odciągami 16384 od 43581, do re-
szty 27197 składam znaki pozostałe, w liczbie
27197,76572^16 oddzieliwszy krćską od prawdy stro-
ny siedm końcowych znaków, liczbę pozostałą 27197
dzielę przez 7. 4 6 ~ 2867ł/i. a wieloraz' 9. położony
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obok 4 da ha pierwiastek 49. który ie.st, fałszywy
bo wyniesiony do potęgi siódmey, daie liczbę .wię-
kszą od źądaney, w tymże są przypadka liczby
48, 47 lecz 46, wyniesione do potęgi siódmey daie
liczbę daną, więc 46 iest pierwiastkiem szukanym.

Widzimy iednak że spoaób ten wyciągania pier-
wiastków K liczb acz iest ogólnym, staie sio w terrł
długim i pracowitym; ze w dzieleniu nie daie nam
od razu trafiać na prawdziwe wielorazy maiąee skła-
dać pierwiastek. Rachunek ten okaże się tem dłuż-
szym. im będzie większy wykładnik pierwiastku.
Nauka o Logarytmach tyskazuie krótszą do tych dzia-
łań drogę.

Wzór (J) uczy iias ieszcze wyciągać pierwia-
stki przybliżone z liczb sposobem daleko łatwiey-
szym niż Arytmetyka.

Lecz aby pierwiastki z liczb otrzymać najbliższe
prawdy, potrzeba aby szereg (1) był znacznie małe-

lącyrii, czyli aby w ułomku — a było znacznie wie*
{i

kszem od b. Liczbę zatem & którey mamy wycią-
gnąć pierwiastek przybliżony potęgi fn, rozebrać na-
leży na dwie znacznie różniące się od siebie, w niey
liczbę większą uczynić równą a, mnieyszą zaś równą b.
Co wykonamy czyniąc w liczbie daney d, a równe
potędze n, bezpośrednie mnieyszy od d, ieśli róż-
nica między tą potęgą i liczbą daną będzie mniey-
szą od samey potęgi, bo uczyniwszy tę różnicę ró->
wną b, wypadnie a większe od b, zatem szereg bę-
dzie maleiącym; kiedy ĵ aś różnica między potęgą n,
mnieyszą od d a liczbą d, nie iest mnieyszą odsamey
potęgi, w tedy należy uczynić a równe potędze n
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bezpośrednie większey od d, co da jeszcze różnice
między potęgą n i liczba d mnieyszą o d saraey po-
tęgi, zatem b nmieysze od a czyni szereg mak-
iacym'. • \

Maiac w .liczbie daney wartości na a, l> i jp~' l ,
te włożywszy W (J) otrzymamy szereg w ułomkach
prostych, z tych każdy obróciwszy na ułomek dzie-
siętny, posuwaiąc dzielenie do liczby znaków dzie-
siętnych większey dwoma od .tźy iaką mieć .chcemy
W pierwiasLku, potem dodawszy do'siebie wyrazy
podług znaków' wypadnie pierwiastek najbliższy,
prawdy, bo niedokładność nie rozciągnie .się tyłko
do iednego lub dwóch końcowych znaków dziesię-
tnych, Okażmy to w przykładach ,

1. Przybliżyć się do pierwiasLku potęgi szóstćy
t liczby 65, w pięciu znakach dziesiętnych. Widzę
źe 64 iest .szóstą potęgą z 2, erynię więc a = 64,
b = 65.— 6 4 = l , ^ = l , f t = r 6 , włożywszy te wartość

w (K), wypadnie: (64-Ą-]) —

==2( IH-0,0026042—0,0000169 + 0,0000002— i t. d.)
=2,0051750,. więc pierwiastkiem szukanym będzie
2,00518.

2. Szukajmy pierwiastku potęgi szóstey z liczby
63 przybliżanego w pięciu znakach dziesiętnych.
Czyniąc o=64,&=—1,
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wypadnie

l/63=(64—-I)* = 2( 1—0026042 — •

0,00001694-0,0000002. i t. d. j = 1,9947574, czyli
1,99476 będzie pierwiastkietei żądanym. '

• X.iII. Chociaż sposób dopiero podany uczy nas
jak szereg Q) czyniąc maleiącym moźua otrzymać
pierwiastki najbliższe prawdy, iednak kiedy liczba
dana nie da się rozebrać na dwie liczby znacznie
różniące sie od siebie, czyli kiedy w nley a będzie
mało wiekszćm od Z>, szereg (.1) niebedzie dość tna-
leiącym i potrzeba go do wielkiey liczby wyrazów
posunąć, aby otrzymać z niego pierwiastek przybli-
żony, co w prowadzi w działania pracowite i dłu-
gie; lecz skróci się ieszcze tego rodzaiu rachunek
przez następujące prawidło. Za pomocą dwóch tyl-
ko wyrazów szeregu (J) %vyciąga, się z liczby da-
nóy pierwiastek potęgi n przybliżony xv dwóch lub
trzech znakach dziesiętnych, tak otrzymany pierwia-
stek wyniósłszy do potęgi n, czyni się równym a, bie
rze się potem różnica 'między tą potęgą a liczbą
d.aną, i ta czyni się równa b, xvtedy różnica mię-
dzy a i b otrzyma się znaczna, i szereg będzie tak
szybko maleiącym. Łe tylko trzy iego wypazy da-
dzą naywiększe przybliżenie pierwiastku. JNie bio-
rąc więc iak trzy wyrazy z (J) wzór do takowych
działań będzie irastępuiący :

^(liczba dana)=Kfa±b)=l/a{l^= — —
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Szukaymy pierwiastku potęgi piątey z 161900. przy-
bliżonego w dwunastu znakach dziesiętnych; mamy
a = ! 5 s = 1 6 1 0 5 1 , fc=849 używszy dwóch tylko wy-
raaów wzoru (P) i posuwaiac pierwsze przybliżę-
nie do trzech, znaków dziesiętnych, wypadnie

1/161900=111.1 +HlT \ = ł 1,012,
V 805255^

Wyniósłszy ten pierwiastek dó potęgi piątey bę-
dzie a = 161931,378732020728832. więc b = a

—161900=31,378732020728832. wartości a, b, wło'-
fywszy w(P)wypadnie|/.;61900i=ll,011573180339*

KONIEC.
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