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Zadanie 8. Pewna osoba  maigea 100,000 Zit.
w dobrach, ktdre idy czynia tylko 4000, przypo-
gycza na poczqlhn kaZdego roku na réZne wydat-
kipo 6000, ZiL.. od Morgrch. obowmm:c sig p&aczc
procentn po i0%. . |

‘Nie rvypfaca ant mpn‘am ani procentu co rok
sig. pomnazaiacégo, (iednakfe oie placi procentn od
proceiitu) Za ile lat ta osoba bedsie wyzuld z ma-
gtk @ (Odpowacdz za lat' 10, miesigey 6.)"

. Zadanie 9te Ma,mtgzk osoby iest 150000. 'z ktdre-
go: ma dochpdu, rocznego, po, 7000, wydar.c zaé co
rok po, 12,000 zapoéyczamc sig. po 103 za ile lat
stract pafy, mamtcL '

ﬂ" g Dowodzcnie'dwum:'anu Newtona o ...

Lubo P: Burdon w. swoiéy algiebrze dat dowo-
dzenie dwumianu Newtona,iednakze okolicznosé tak
waZna zastuguie aby inne rozwinigeie, maiace zalete co
do iasnosei i krétkosei, podane w czwiczeniach na-
ukowych wraz z icgo zastosowanicm przez tluma-
cza Star,y.{:. Mo.rua, co dostownie bﬂo tu wmigszczone.

Dowod o”dlny.w.‘zar‘u Nawtona pr' cle ubo ur g aet.

- Wazér . Newtona przez iednych Geometréw iest
tjflko szczegélmc praez drugich ogblnie dowiedziony:
lecz pierwsi nie zaspakaiaig. uczacych sig, drudzy
przez subtelno§é rozumowan-staia sig dla nich albo tradoi,
albo nawet nieprzystgpui. Ma{y krok w Matematyce
wskazuie potrzebe uzycia tego wzoru, kledy upowszech-
nienia iego . déwodu w g{gbszyc]a iéy czesciach: "sau-
kad przychodza Aby wige przed stosowaniem te-
g0 ‘wzorw mie¢ xego dowéd. ogbluy, wylode ten
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ktéry nam P. Dubourguet podaie, a ktéry przy ogél-
nosci 1 stistosei zupeluéy na poczatkowym tylko opar-
"ty icst rachunku, .

I Wizelkg funkoyy wielowyrazows w;:azlc mo-
Zemy priez a +b czynige a réwne plerwszemu
lub kilku piérwszym wyrazom, za$ b réwne wy-
razom  pozostalym. Odkryte wigc prawo na
rozwinigcie funkcyi (a=b)*, stufyé hf;dzie wszelkim
funkcyom wielowyrazowym nacechowanym wykta.
doikiém m. Jezeli w funkeyi (a--0)", w ktéréy
na chwile przypusaczamy catkowitem i dodatném,
uczynimy nastepnie a==0, b==0, funkeya ta w pier-
wszém prey puszczemu zamieni si¢ ns D" wdrugu.m
na am: ie zas (a+b)m iest réwne swema rozwinie-
ciu, rozwiniecie to zatém powinro bydz takie, dby,
stosownie do tych dwéch praypuszcezen, . zamienito
sig n. am lub bm, zatém am i bm mussza si¢ znaydo-
waé w tém rozwinigein, a nazwawsey ieszcze przes
f wezystkie inne iego wyrazy, itemu f, aby w przy-
puszczeniu tak a==0 isk b==0 mogio zniknaé, da-
wszy za mnpoZnika ab, bedziem mieli (a—l—b)m*-'“am
~f(ab)~=bm. W tém - réwnanfa biorac zam, m—1l,
bedzie (a~4-b)mn—r==am—%t-f* (ab)=bn—*, amno-
Zic to ostatnie réwnanie przez a-i=b otrzymamy:

(a4 bym =am - am~* b 4 f**(ab ) 4 abm—"
wbmoL L (A '
Biorae znowu w tém ostatniém, m—1} 2a wykfa-
doika funkcyi, bedziemy mieli (a4-b)n— = am—*
wa—"b==f***(ab) +abm—",4b""* a mnosgc przez
a~=b otrzymamy (a=t=b)n=—am-=2am—" b..i...am—ub

w-f*¥ (ab)4=a*bm— —4~2ahm—1 ==bm. Nie rozciaga-
. -ige"nawet daléy podobnego przerabiania, w tém-osta-
tniem rownaniu czytamy. prawo, iakiém: rzadzy sig
wyktadniki~ iloSci a i by w rozwihigein funkeyi
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(a+Db)m.  To iest, ze wyktsdnik pxerwsyegn wyra-
wu a, funkeyi dwuwyra?owpy postgpuie smnieyszalac
suir w kazdym wyrazie xednosmq, poczawszy od ‘m
az do 0, wyk'l’admk za$ drugiego wyrazu b, téyde,
funkeyi postgpuie swigkszaige sig w kufdym wy-
razie iednoscia, poczawszy od 0 at do m.

Adeby$my w témie rozwiniecin ndkr}h prawo spét

czynnikdw, ktére nie moga bydz tylko funkeyiami m,

iq;}kl’adn%ka potegi, naznaczmy ie przez A, B, C,
’

a otrzymamy réwnanie ogolne: - ’
 (a4-b)n==am~4 dam—*b + Bam—z b* 4 . .
~= Pabm—z=. b (B).

‘Wartosé¢ na A spdtezynnika wyrazu drugiego
l'atwo odkryiemy, bo w réwnaniu (A) czyniac m=2,
wypadnie (rz-l-b)“_a‘-{-‘)nb-}-b , zatém. spé%cryn-
nik wyrazu drnglego W tym razie bedzie réwny 2.
‘Pomnmg wszy ostatnie réwnanie prxez. a=b, otrzy-
mamy na wyraz drugi rozwiniecia (a-b)°®, 3a* b,
zatém spoétezynnik wyrazu druglego w tym razie iest
3, podobnie . otrzymalibyémy 2 rozwinigeia (a+-b)*,
‘;pni’c?}nmk drugiego wyrazu rozwinigcia réwny 4,
wice ogdlnie spétezynoik drugiego wyrazu rozw:mg-
cia wypadtego 2 (a+b)m bedzie m. Réwnanie
przeto (B), uczyniwszy w nim .4=m zamieni si¢ na:

(a-l-b)m == am =} marm—1= b= Baml—* b* -+ Cam—2p*
4§ L EC).

. Pamietni na znaczenie dane ilofeiom a i b, zré-
wnania (C) otrzymamy ieszcze:

{a+_(b+1 )}m = am 4=mam—7* (b= 1) = Bam—:z
(b+1)*+ it d. (D).
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W tém réwpaniu B, C, D, it. d. mieé beda
tez. sama wartodé. vo.i w réwnaniu (B), bo nie bgdyce
funkcyalm tylko samego wyktaduika-m fonkeyi dwu-
wyrazowéy, pie beda w wartosciach swoich zalezed od:
iéy. wyrazdw. ijonawszy paznaczone W réwna-
niu (D) dzialania, 1 nie piszac tylko po dwa wyrazy
rozwinigcie (b—l—l) (b41)* i t d. ktére wystar-
cza do oznaczenia wartosci B, C, D, i t. d. otrzy-
mamy:

(a+ b1 )m ] am-l— mbam—1 + Bb*am—2 -

Cheam—s== 1 t. d.
= mam—7* == 2Bbamn—2=j= .

-+ it d. (E)
Réwnanie (C) da:e nam ieszcze: {(a -+ 1) =+ Zﬂm

L G ok i ik 1)m—1b 4 B(a+- l)m—zb‘
+C(a+])m—’b’+ it, d. a wykonawszy podobme

naznaczone dma{ame, inie piszac tﬁko po dwa wy-.
razy_rozwinietych pcteg z (a4D), bedzie:
(a=b=1)m=am-4-mbam—"*--Bb* an—*=~Cb*
am—2 4 it. d.
~-mam— -[-m(m—l)bam—
- B(m—2)b*am—> =i t. d.
« o odeitidi (F).

Z, poréwnania wartosei (a<-b<~1) w réwnaniach
(E) i (¥), otraymamy iedno réwnanie kiérego dwie
strony iako wypadte z odwiklania teyze saméy funk.
cyi, w wyrazach’ odpomsdalqcych poréwnane z sobq,
dadzq znowu inne rqwnama, ktére przeroblone z2-

Cb’am—* it d.’

mlemq si¢ ‘ma 2B=m(m—-l), skqu m (—-—-—)
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L ”\

3C=B(m—2)' ) skad C=

('—'.:—-) ; AD=C(m—3), skadD=C (__;:,)

_m(m—1)(m—2)(n—3).
2. 3. 4

wartosci za B, C, D, it.d., w _rownanie (C), otrzy=

i1t d W%’oﬁywszly te

mamy: .

R |
(a+b)m—*am+mam—’b+ = ";— am—b’

" m.me1. m.——2 ) . 'mm—lm——?m—-3_
R Tt 2.3, 4

am—4 1At d. (G).

Wzér ten nazywa sie wzorem Newtona, dla te-
go, %¢ ten wielki Filozof pierwszy go odkryl.

Potozyliémy dwa znaki 2= przed wyrazami, na
miéyscach parzystych, bo w tych b zna}dme sic w
potodze nieparzystéy, wyrazy te wigc beda odie-
mneml, ile razy bbf;azw odiemném, przed wyrazami
za$ zamykaiacymi b w patzystey potqd:re zachowalis-
my tylko znak ~+, gdyi (S=b)**=b*".

Szereg (G) bedzie skoticzonym, kledy m, iakes-
my przypuscili, bedzie calkowitem i r}udatnem

IL Sposob iskim dowiedlismy Ze wyrazem dru-
gim rozwiniecia funkcyl (a+b)ﬂlust mam—"*b, nie
daie ‘nam zspewne mniemac, Ze wzér (G) s*uéy do
rozwinienia- funkeyi z iakimkolwiek m wyk{adnikiem.
Tém bardzidy ' Bezout (.Algébre art., 1567) i Marie
(Legons de Mathématiques p. 119) nie mieli “prawa
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twierdzi¢ bez dowodu, Ze za pomocg tego wzoru
mozna wyczagaé plerwwsllu przyblizone z funkeyi,
ktére nie sa potegami zupefnemi (1); ile Ze dowdd
- przez nich uzyty upowaznia ich do takowego twier-
dzenia mniéy ieszcze nizeli ten, ktéry$my dopiero
wylozyli (2) '

Lacroix (w§§. 65. 66. du complement d’ Algébre)
podaie dwa dowody upowszechniaigce wazér Newto-
na: ieden Eulera, drugi znayduigcy sie w Tranzak-
cyiach I'ilozoficznych (Philosophical 'I'ransactions)
z roku 1796, Lecz pierwszy, iak sam Lacroioxc uzna-
ie, iest zbyt subteloy, a przez to samo dla poczyna«
jacych trudny, drugi zdaie mi si¢ byé dlugi i za-
wiklany, Sadzg Ze ten ktéry wytoZe, wyiszosc nad
tamtymi otrzyma.

IIL Oczywmsta iest, Ze kiedy uczynimy b=0

funkcya (a+ b) ;W ktéréy praypuszczamy na chwi-
lg, Ze p i nsa catkowite i dodatne, zamieni si¢ na
£ :

arn 0znaczywszy wigc wsz-ystkiq Wwyrazy rozw-inié;eia'

(1) Nl stron : 119 r.-'r.s' Legons  des Maﬂunmnques de La.
caille revues par P Abb¢  Marie, ten ostatni Geometra
"mdwi: , e 2a pomocg waorn Newtona moZnaby wycig.
gaé pierwiastki potegi zupelnéy, ]ecz rachunek hylby
“2byt dlugi” powinien byl powiedzie, Ze sposéb ten
dalby tylko pierwiastki pr:ygluone, kledy ie zupelne
20 pomocq wzoréw szczegblnych na poteggi otrzymaé
mozna, _

(2) de:g mnidy, bo gdybydmy tylko dowiedli e m,
‘dakgkolwiek mmge wartodé, iest spélezynnikiem o™~'h
wyrazu drogiego rn?wmrgcm, tedy sposéb iakim odkry.
lismy wartog ci na B, C,"D_it.d nie zaléznie tylko'od
wykladnika, przekonnlhy nas, 7e i inne wyrazy rozwi-
nigeia (a+4h)" muszg byé takie, ie sluZg wszelkim na
m wartoéemm. -

funk-
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T |
funkeyi (a+d)s niknace w priypusizezenin b==0

przez f(ab), bedzie (_a-lfb)%:ai':'-l-'-if(&b), skad bes
P 7

LT

dzie réwnie (a<b)" ==a" e f* (ab); mnome
to réwnanie przez (a+ D) w;padme (a+b) = ’f

r W

A8
vk ab® '-|—‘f”(ab), skad znown (a-:b)* =g
? :

P - ;
o-Da” —{-—f’“(ab), a mnoziac znowu to ostatpié
' P »

praes. (a«=b) bedsie (b )P==a" o 2ar
2 E : :
==b*a” m"{"'fzy(nb)i i tak daléy. Ostatnie tédwnas=

nie wskazuie bam prawo tworz.via  wykfadnikéws
naznaczywszy wiee spdtezynniki ogéinie preez 4, B,C,
it d.idruga strong réwnania rrmebrawszy ha mnoa
Zniki, “nJadme

(atb)" ==a”"+ﬂ( a7 <4 (G)
D(-—)+1t d} - ()

Poniewa? iednosé do 1ak1e§kol“uk potegi wys

meswnd, iest zawsze rowna iednosci, to iest
A—1 A—s A--..?.
1—*1 l lerie] — = it d. wigc nas

zw.msay szereg mlgdx; nawiasem’ przez S, br-dne
P 2

(a+b)™ = a® §, tudsies S = 14 o A4 145D,
e 4

.I.A-——zbz A;._..sb b A
~-B1 (E) 61 (E)-:ulcl,d.z—_(i'-l-;)

30
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7 tego réwnania, dzialaigc iak w n° 1. .otrzymamy:

g A S [y )

AL AANAD g g
25 T 2. 3™

atb.A adb\2 . ,a4b A ad-b\ 2

(i s =(T2)s, wige () =(T0)r;

B =

a a 2

to za$ réwnanie nie moZe mie¢ mieysca tylko kie-

ay A =L ‘0% duie B=L(C_1); ¢ = L
n n'n It

2
(E—1) (E—=2), i t. d' a wartodci te za 4, B, C,
n It :

2 3
_ e
it d. wlofywssy w (H) wypadnie: (ad=b)"
s 4P ¥ __pla=p) bys, p(n—p) (2n—p)

n na ‘- T 3 n

b .
- — t. d.} 1 .
b ke (M
 wyraz taki sam iaki otrzymamy, czynizc w (G)

)
m=F..

n

Wzér wige Newtona stufy do rozwinigeia fun-
keyi z wykfadnikiem catkowitym  dodatnym' lub
vtomkowym dodatnym. W pierwszym razie otray-
mamy szereg skonczony; gdyZz od iloSei staféy
m, odeymuig sig ilosci catkowite co raz warastaigce,
w drogim wypada szereg nieskoiliczony, gdyz od ilo-
§et n, 2n, 3n, 4 i t. d. ktéte post¢puige do nie-
skosczonosci wzrastaia, odeymuie si¢ ilo$é stata p.
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. Szereg ten nieskoificzony bedzie malsiacym, kie-

b s ; : - e i o
dy — iest ulomkiem wladciwym, przeciwnie bedaie
a R

wazrasiaiacym, kiedy% bedzie liczbg catkowita lub

nfomkiem niewtasciwym.

IV. Rozumuiac podobnie iak w n° poprzedza-
iacym, dowiedziemy, Ze wzér Newtona stuzy réwnie
do rozwinigcia funkeyi z wykfadnikiem odiemaym.,

Jako# (a-b)—n==a—n=f(ab), tkad (a~-by—n—z
e g + f* (-ab ); mnozic przez a-- b bedeie
(a4-b)—n=a—n=jba—n—1<4-f"*(ab), skad snown
(a4=b)—n—r—ag—n—1i-jn ba—ln-e'& ~+f***(ab), co
mnozac znowu przez a—-b wypsdnie (a-=b)—n
= a—n <= 2ba~n—7* ¢ b*a—n—" - f*¥(ab), i tak

nastepnie; baznacaywszy wige spofezynniki przez
. A, B, C, it. d. otrzymamy:

. | b a\ns -b-‘
—n== . Yl Af = Bf — s
m e A
it od }(L). -
Lecs -dowiedliémy iuZ, de szereg 'mit;dz.y nawia-

: A 3
sami iest réwny(l—i—g) ; wige (a4-b)="

_— 1+E) ceyli (a—}-b h-n_(a-,—-b)

réwnanie 10 nie moze mie¢ mieysca tylko kies
30*
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dy A4=-n, co da B=

--n(-—n,-—l) n(n+1) O =="=n(—n—1)
2 — 7

(—-;n—-—?).=n(n+;) (§+2}; it d kladac te war-

tosci w (L) Wypadnie‘

Ty ﬁt’l 22

(e 2?) e { i -+
n(n-};‘l)(;—}-?){b) Bl d} M),

wyraz taki sam iaki wypada czyniac w (G)m=——n,

V. Jedeli m==— p, dziatanie podobne poprze-

" .

dzajgcemu da (a-b) P, n{ 14 AE—]—B (ZL)z
r a

P
U “n atbd . adbod
+c () +:L-d-}—a (=) wige ()

R
=) " ka4 =—L B—P(p+”)

2n*
C ""i"p:'n) (p-:Qn) 1t ds W{’oéywszy te

a

—_—

wartosci w rozwinigeie fuﬁkc}'_i (a+=b) ", wypadnie:
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_—
=]
I+
|
|
Il
I
ey
.+
I
| &

n{ na

n
V(ﬂ.i-{-b)-” Voar

(p4d-r) b 2 . §anaees bt
E_(%j_z_), b il d.'} szereg taki, iakiby-
Zn a
$my otrzymali czynige w (G) m =—F,
_ n
VI. Nakoniec teZeli m iest iloscia uroiona n}/—I,

—_I

- n
dziataiac iak wyZéy znaydziemy (a-+Db)

=4 51+A( )+B( )+( )+Hd}

sgapb s kD 4, kad 4 = -1, B =
=a ¢ ) i nl/.,
ny/—=l(n}y/ —1—1)

5 , 1t d. wige:

St s b
(a—t-b)”V = {1@;1/_1;

+nl/ _f.f!_/:ﬁl:f'”( ) __11;.d.}_

wypadek iaki ot.rz)mamy ucz;nmszy w (G) m
= n ) — 1

Wzér wige Newtona stuiy ogélnie na rozwinic-
cie wszelkich funkeyy wielowyrazowyeh nacecho-
wanych iakimkolwiek wykladnikiem m.
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Zastdsowanie _M/ zoru. Newtona.
Vil Dowiadlis’my iuz Nr. IIL Ze:

(a'-l-b)m-—am-l— mam * b --m

it d. (G).

§ ipb. p(u==p) b\*
(a-l-b)a__an\a-l-;a—'m‘r“(; =

—p)(2n—p) b\> .
P(nz; pg(r; L) —iva} @)

(a-‘-b)-*a*f{l-:-—-'-wﬁ( ) F

n(n=+1)(n-4+2) /b
.L,_)& { )J-nd} (M).
Czynige nastgpnie w (G) m réwne2 3, %, 5,

itd. olrr)mane stad za'+‘b potegl 2,3,4, 5it.d.
nanczi nas:

1. Zeroz winigeie z (a‘l-b)m ma m==1 wyrazéw,

II' Ze uklad tych wyrazéw iest sobie podobny;
to iest,'w p)elwwej potowie I‘OZWIIIIPNG, wyrazy
te saume mmq spniu}umkl, co 1 wyrazy W po=-
Yowie rozwinigeia drugidy; Ze summa wyktadnikéw
iloéci a, b, w kazdym wyrazie iest ta sama, tak Ze
gdy jakikolwiek wyrsz n, w pierwsidy potowie roz-
winigeia iest, Pa”b"™” tenie wyraz w potowie rozwi-
nigcia drugsego bedzie Pa™ D7,

Z tych uwag wypada, ze gdy funkeyi danéy y:
kiadnik m iest liczbg nie parzystq, ktéra wyrazié
moZemy przes 2i~-1'w rozwinigein téy funkeyi be-
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dzie wyrazow 2i--2, z tych desyé bedzie wynalezd
=1 pierwszych wyraz6w, druga zas potowe i=1 roz-
winigcia, odkryiemy z wyrazéw pierwszych bez po-
mocey rachunku.

Podobnie gdy m iest licsba parzysta ktéra wyra-
zimy przez 2i, wrozwinigciu bedzie 2i-4=1 wyrazéw,
z ktérych nie trzeba nam szukaé tylko i1 wyra-
z6w pierwszych; z tych i wyrazéw pozostalych od-
kryiemy bez rachunku. Lekka wskaze uwaga, Ze
w tym razie wyrazi=pl bedsie wyrazem srodkowym
rozwinigcia zamykaiacym aibi mnogosc zilosci @, D
wyniesionych do poteg pofowy wykiadnika m.

Te uwagi wiele utatwia i skrGca rachunek przy-
wiazany do rozwipigcia iakiéykolwiek funkeyi z wy-
ktadnikiem dodatnym i catkowitym, okaZmy to
w przykfadach.

I. Wyniesé¢ a* —q* do potegi iedenastéy.

Potgga funkeyi danéy zamykaé bedzie 12 wyra-
26w, z tych dosy¢ szeéé wynalezé, ktore znaige pra-
wo wyktadnikéw odkryiemy fatwo, odkrywszy ich
spétezynniki.  Odniostszy funkeyq dena do wzoru
(G), bedsie a==x*, b=q* m=11; -ostatni war-

m(m—1) _11.10

tos'éldai_e. 5 =-——= 55 spblezynnik wy-

- 1m—2 :
razu trzeciego; mnozac te liczbe przez —5—-=3

wypadnie 165 spélezynnik wyrazu czwartego; ten

: m=—3
Znowu pomnofony przez g — 2, da 330 spélezyn-

nik wyrazu pigtego.. Nakoniec mnoZge -ostatui



472 TELOMACZA.

apélezynnik przez Eg—/j :—g-s wypadnie 462 na spot.
czynnik wyrazu széstego, Koiliczae na tém rachunek
whiesiemy z wy#szych uwag, e (a’—q*)"*=x**
g =552 gt — 16527 *q* 4 33074 ¢
1620022 q ' e-4620c7 g% *— 330x0°q 4 4= 1652°q"
—554q Sl L2 g2 0 —q? ™,

1I. Iéicli m==10, prrez rachunek podobny po-
przedzaigeeinu znaydziemy spélezynniki seedciu piers
wszych wyrazéw, 1, 10, 45, 120, 210, 252; wige

(x*—q*)* == ==10x" *¢* 44527 *g*—120ac" *q*,
21027 2 = 25227 °q 4= 2102%g* > —120c°g ™ 4
g0t g, Gt
L . Cheae wynieé¢ do potegi trzecidy funkeya
'tréywyr_'azowa a’fa*:——b,]/x—l-q, uczjnimy_g:‘-a_“':r,h
=bl/x—q, wlozywszy te wartosci w (G) wypa-
dnie (a’.x"-—b!/a?m,‘-q)’:a"x"—-l‘la"'fa:z{'b!/a"——eq)
+=3a* (b} 0—q)* —(b}/ a—q)*, 7e wzoru (G) cay-
niacm=2 otrzymamy (b} a-q)* =b*c=2bg} ac4q¢*;
a zad (L oe—q) z=b’ )/ ao—30" Gu-=3bq 1/ x=q®,
wlozywszy te wartoseli w rozwiniceie z (a*x—Db}/ a
g-!r,])a, otrzymamy poicge traecig funkeyi danéi’.

VL Wazér (G) nie daie nam tylko przyblifone
pierwisstki z lunkeyi kiére sa potggami zupetnemi (1)

(1) DPotega howiem zupelna odniesiona do wzoru (G)‘_I
samienia sig no funkeyy wykladnika utomkowego, kio.
ra poding (n:lH) prowadzi do szeregu nieskoriezonego.



PRZYPISY 473

ale ucey nas, Ze kiedy a wyrafa ieden wyraz pier-
wiastku, am nie iest iak tylko iednym wyrazem po-
tegi m; Ze b zamykaiac wszystkie inne wyrazy pier-

wiastka, w potedze iest mnoZone praez mam="; ocsy-

wista wigce iest, Ze mamn—" D podneloue przez man— f
da na wrelorda b pozostale wyrazy picrwiastku, kté-
re dodane do a pierwiastku z am , ucrynia pierwia-
stek poregi m. Ten pnrznre-k wiedzie nas do naste-
puiacego praw:rlrla' se aby wyclagnad ptcrwmalcfv
polegi m z furkeyi wiclowyrazowdy, wziasé w nidy
nalczy wyraz nayprostssy z kldregoby si¢ dal wy-
ciagnad pierwiaslek twr(’uz m AHEJ(;H), tak oirvy-
many paerwmste&, wynost si¢c do potggi m—1,
mnozy si¢ przez m, a przez wypadtq stad nma-
gosd podzicliwszy wszystkie wyrazy polegi maiqce
tez mnogo$dé za mnoznika; wieloraz da inne wy-
razy pierwiasthu, kidre zlaczone z wyrazem pier-
wszyn: uczynia pierwiastek zupetny, ieieli funkeya
dana iest polega m zujtetng, o czém sig latiwo
przchmmc wynoszac znaleziony pier wiastel do po-
tegi m, Prayklad,

W)cmgnqé plcrwiasiek szescienny  z funkeyi
3qm o 12p*qae® - q* —6pq* a0~ 8p° x® -
3¢ % —10pqac® 4 a® 4= 12p "t —Gpac®,

Biore q°, ktére iest szescianem zupelnym zq; potém
szukaige w funkeyi danéy wyrazéw mnoZonych przes
3q* znayduie ich dwa, czwarty 1 szGsty podzielne
przez 3¢*, otrzymam wiec na wieloraz — 2pa—a?,

l‘lvrv sze v\ym'ry tego. s.wt'q,u dea Wwyrazami pierwia.
M.Lu, dalsze za posumgclem szeregu znikng, lecz na to
mieysce pok'\}{g sig wyrazy inne; kiore znown znl*?t‘n

dalsze vozwinigcie szeregu i tak nastgpnie. Szereg wige
‘ten nie da tylko przyblizony picrwiastek,
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ktéry dodany do g da g——2pac~}-a* na pierwiastek

zupetny, kiedy funkcya dana iest szeécianem zupel-
nym, o czem przekovad¢ sig nie trudno wyniostszy
ten pierwiastek do potegi trzeciéy.

IX. Wazér (K) stuZy do otrzymania pierwiastku
z funkeyiy ktére nie sa potegami zupetnemi.

Przyklad: )/ (x®23=q*); poniewaZ wyciagnad pier-,
wiastek z funkcyi iest i wynies¢ do potegi wykla-
doika ulomkowego, wige b/ (a*==q”®)=(x"d=q" )%,
odniostszy te funkeya do wzoru (K) bedzie a==x”,
b=q°*, n=2, p=1; wlodywszy w (K) te wartoci, wypa-

dniel/(ac*tq“)’:x{ ( )_ =2( )"-z“z&-

a 1089 s
( ) 5553 4(1{) iit.d.}

X. Za pomoca wzoru (M) potrafimy rozwingé na
szeregi, ulomki z ktéryc}i ‘zupelhnego wielorazu otrzy-
' P(a,b, ¢it.d,)
(a,x,y,1L d)
przenoszac mianownik do licznika, wyrazi sie przez
P(a,b,c,it.d) X Q(a,a, y,it.d. )—7; nie pozostaie

wige nam tylko ostatni mnoznik rozwingé na sze-

ma¢é nie mozna, Kaidy bowiem ulomek —

reg i pomnoiy¢ przez (. Weimy sobic za praykfad

p ’ . ¢ ¥
ufomek ———— ktéry mamy rozebrac na szereg, ten ulo-

g=-ex
mek =p(q+ca) T poréwnawszy wige (q-4-cac)” * ze
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wzorem (M) mam ax=q, b=ecx, n=1, whoiy-
wszy w tenze wadr otrzymane wartosei W}padme
I-’(QTCI)

—_ P. _P cx cx
(= ) ( i)

Waér Newtona na rozwinigcie funkeyi z wykfa-
dnikiem utomkowym odiemnym da nam ieszcze wie-

743 SOy

loraz z funkeyi —————=ac(qr) w

V (q=+r)

XI. To cosmy Nro, VIII. powiedzicli o wyciaga-
niu pierwiastkdw z ful]k(_}l alglebralczmch daie nam
ogblue prawidto na wyciaganie pierwiastkéw z liczb,
Kaidy bowiem liczbe zamykaiaca ilodé znakéw wig-
ksza od wykiadnika pierwiastku uwazs¢ mozemy ia-
ko zlozona =z dulesigtkéw, ktére wyrazimy przes a,
i ieduosci ktére wyrazimy przez b; wige potrzebas
lod (v liczbie dandy wziad od lewdy slrony liczbg

zitakdw wyraZuigeych wartosci 100 ; 2re szukad ia-
ka iest liczby wazigldy po lewdy stronic nayblizsza i
mnicysza polega m, téy pierwiastek oddziclony li-
niykq pisze sig po prawéy stwronie liczby -dandy.
Jeie [¥zias$é roinice miedzy potega wm wynalezione-
go pier wiastka, a liczbq oddzielona po lewdy siro-
ni¢, i do téy rdZnicy 7.{0_.30 pu_.m.mi znaki wli¢zs
bie dandy. 4te IV liczbie stad wypadldy od prawdéy .
strony oddzielid znakow lw..ebnym £jla,, ile pier-
wiaslkn wykladnik zamyka iednosci mnidy iedaym,
Ste Obok liczby po lewey stronie ztakowego oddzias
lu pisze si¢ za dzielnika mnogoéd z czgiel pierwia-
stk wyniesionego - do. potggi m-—l prazcz m wykta-
dnika pierwiastkn; liczbe te pad.,zcl:w.s zy pries ta- .
kowa mnovo.s‘c' wicloraz da drwra czeéc pierwiasthu,
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iezeli liczba dana iest polega m zupelna, o czém
przekonad sie fatwo, wymos«!szy .mak..wnypzcrwza-
stek . do potcga m.

Lecus to, cosmy dopiero powiedzieli, nie stuZy tyl-
ko liczbie, w ktoréy ilos¢ znakdw liczebnych iest
migdzy m i 2m; gdyby zas ilo$é znakéw byta mic-
dzy 2m i 3m, w tedy w liczbie danéy naleiy od
prawdy strony oddzielid liczbe znakéw 2m, dziata-
iac potem iakby m pozostatych znakdéw po prawdy
stronie 'ni¢ bylo, do p1erwmstku iuZz wyuvalezionego
z dwdch znakéw prazydaie si¢ zero, ten wynidstsay
do potegi m, odciagnac nalezy od liczby danéy, z re-
szta odbywa si¢ dziatanie poprzedzaigcym sposobem.

Podobunie postapié¢ sobie nalezy gdyby w liczbie
danéy ilogé znakéw byla miedzy (n-——l)m i mn, bio-
rac wezystkie znaki znaleziouega pierwiastku za ie-
go dziesiatki. PL?}M‘Jd Zadaymy sobie’ wyciagnad
pu.rmablek potegi siodméy z licaby:

143581 '?60?&16 (49,48, 47)
16384 | pier: fatsz:

286?9]£ 7197,7657216 46 pier: pr:

Poniewaz liczba dana ma wigedy niz siedm a
mniéy od czternastu znakéw liczebnych, wiqg 1y
pierwiastek zamykaé tylio -bedzie dziesiatki iieduo-
§ei. Oddzielam w vidy kreska, siedm zonskéw od
prawdy -strony, pod liczba 2 oddzielenia wypadla
pisag 16384 naywicksza potege siodma munieysza od
téy liczhy, 1éy zas pierwiastek 4, klade po pra-
wéy stronie, odeiagam 16384 od 43581, do re-
szty 27Y97  skladam znski  pozostate, w liczbie
27197,7657216 oddzieliwszy kréska od prawéy stro-
oy siedm knnwwych znakéw, liezbe pozostaty 27197
duiclg przez 7. 4° == 2867"% a ‘wieloraz 9. potoZouy
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obok 4 da na pierwiastek 49. kiéry iest fatsnywy
bo wyniesiony do potegi siédméy, daie liczbe wie-
ksza od zadanéy, w tymze sa praypsdku licaby
48, 47 lecz 46, wyniesione do potegi siédméy daie
liczbg¢ dana, wigec 46 iest pierwiastkiem szuksnym.

Widzimy iednak Ze sposéb ten wyciagania pier
wiastkéw z liczb acz iest ogoluym, staie si¢ w tém
diugim i pracowitym; %e w dzieleniu nie daie nam
od razu trafia¢ na prawdziwe wielorazy maigce skta-
daé pierwiastek, Rachunek len okaie si¢ tem ding-
szym im bedzie wigkszy wykladnik pierwisstko,
Nauka o Logarytmach wskaznie krétsza do tych dzia-
fan droge: '

Wzér (J) uczy nas ieszeze wyciagad pierwia-’
stki przybliZone z liezb sposobem daleko Jatwiey-
szym niz. Arytmetyka.

Lecz aby pierwiastki z liczb otrzymad na)b}iisze
prav\ dy, potrzeba aby szer eg (1) byt zvaczoie male-

iscym, czyli aby w u}omku — a byto zuaczuie wigs
a

kszém od b. Liczbg zatem z ktéréy mamy wycia-
gnaé pierwiastek prr,ybhmu} potggl m, rozebrac na<
leZy na dwie znacznie rozniace sig od siebie, w niéy
liczbg wigkszg uczynic rowng a, mnieysza zaé réwng b,
Co wykonamy czyniac w licabie dandy d, a réwne
potedze n, bezposrednie mnieyszy od d, iesli réz-
nica mi(zdz'y ta potega i liczba dang hqd:rie mniey-
sza od saméy potegi, bo uczyniwszy t¢ rdznice ré
wna b, wypaduie a wicksze od b, zatem szerég be-
dzie maleiqcy:ﬁ; kiedy .zasréZnica micdzy potyga r,
muie}uq od d a liczba d, nie iest mnie}-azq od saméy
potegi, w tedy nale:ry uczyni¢ a réwne potedze 1
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bezposrednie wickszédy ad d, co da ieszeze réinicq
micdsy potega n i licaba d mnieysza od samdy po-
togi, zatem b mniéysze od @ czynt szereg maolea
iacyn. . ; ' :

Maiac w licsbie danéy wartosci naa, b1 p=1,
te wlozywsay w (J) otrzymamy szeveg w utomkach
prostych. z tych kazdy obréciwszy na utomek dzie-
sigtny, posuwaiac dzielenie do liczby znakéw dzie-
sigtnych wiekszdy dwoma od téy iaka mie¢ chcemy
w pierwiastku, potem dcdawszy do siehie wyrazy
podiug znakow' wypadnie p:erwwstek nayblusq.
prawdy, bo" niedokfadnosé nie rozciggnie .sie tyiko
do iednego lub dwéch koncowych znakéw dziesig-
tnych, Okazmy to w przykfadach

1. Prayblizyé si¢ do pierwiastku potegi szdstéy
z liczby 65, w pigeiu znakach dziesictnych. Widze
fe 64 iest sz6sta potega z 2, czyni¢ wiee a==64,
b=065—64=1, p=1,n=6, wloiywszy te wartos¢

. 1
w (K), wypadnic: (644-1) =

oo 55, 1
_—l/ﬁa.._f)‘tl'i-ggz"‘rrmz+mw—it.d.}
=—=2(14-0,0026042~0,0000169 ~~0,0000002—it.d.)
=2,005175Q, wigc pierwiastkiem szukanym bedzie
2,00518.

2. Swukaymy pierwiastku potegi széstéy z liczby
63 przyblizonego w pieciu znakach dlziesigtny.ch..
Czypniac a==64,b=—1,
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wypadnie

& 2 5
1/ 63==(64—1)° = 2(1—0026042 —

0,0000169~-0,0000002. i t. d. )== 1,9947574, czyli
1,99476 bedzie pierwiastkiem zadanym,

XAIL  Chociaz sposéb dopiero podany uczy nas
isk szereg (J) ezyniac maleincym moZna otrzymad
pierwiastki naybliZsze prawdy, iednak kiedy liczba
dana nie da si¢ rozebra¢ na dwie liczb} znacznie
réiniace sie od siebie, ezyli kiedy w niéy a beduie
mato wu;ks?em od b, szereg '(J) -niebedzie do$c ma-
Jeiacym 1 potrzeba go do wielkiéy liczby wyrazéw
posunaé, aby otrzymaé z piego pierwiastek praybli-
z'm]}, co w prowadzi w dzisfania pracowite i dfu.
gie; lecz skroci sie ieszcze tego rodzaiu rachunek
przes nastgpuiace prawidlo, Za pomoca dwochrﬂ-
ko wyrazow szeregu (J) wyciaga si¢ z liczby da-
néy pierwiastek potegi n przy !:rh,,ony w dwdich lub
trzech znakach dzubr(,mycn, tak otrzymany pierwia-
stek wynioslszy do potegi v, czynisig rawnyma, bie
rze sie polem réinica mu.day ta potc"a a liczba
dnnrg, i ta czynisie réwna b, wtt.dy roZnica mig-
dzy a i b otrzyma sig¢ znaczna, iszereg bedzie tak
szybko maleigeym. Ze tylko trzy iego wypazy da-
dza naywigksze przyblizerie pierwiastku. Nie bio-
rac ‘wige iak tray wyrazy z (J) wzér do takowych
dziatal ‘bgdzie wastgpuiacy:

s " " b
7 (liczba daﬂa)ZV(aﬁb)zl/a{li =

n—=1 b, ?
—5— (=) { (P) Przykiad
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Szukaymy pierwiastku potegipiatéy 2z 161900. pray-
bliZonego w dwunastu znakach dziesigtnych; mamy
a==15°=161051, 0=849 uiywszy dwdéch tylko wy-
razéw wzoru (I’) i posuwaiac pierwsx.e przybliZes
nie do trzech, znakéw dziesigtnych, wypadnie
1/5161900311(1 +?ﬂf_)_—_-1‘1,012‘ |

805255

Wyniostszy ten pierwiastek do potggi piatéy be-
dzie a=161931,378732020728832. wi¢cc b—a
—161900=31,378732020728832. wartosci a, b, wto-

. .
sywszy w(P) wypadnie)” 161900=11,011573180339.

KONIEC.
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