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U S T Ę P

Przy rozpatrywaniu obwodów elektrycznych za­
równo przy prądzie stałym jak i przy prądzie zmien­
nym zwykle mamy do czynienia z napięoiami i  n atęże­
niami prądów, których wartości są ustalone, to zna­
czy, żo albo wartości te pozostają stalami, jak to 
ma miejsce przy prądzie stałym, albo s ta ją  się 
okresowo zmiennemu funkcjami czasu -  przy prądzie 
zmiennym. Każda zmiana warunków, w których s ię  ob­
wód znajduje, zmiana napięcia u źródła, zmiana 
oporności lub innej wielkości, wchodzącej w skład 
obwodu, powoduje zmianę wartości napięć i  prądów. 
Przejście  od jednej wartości do drugiej wymaga pew­
nego czasu,- często bardzo małego, ale w ciągu tego 
czasu mogą zachodzić poważne zakłócenia obwodzie, 
wywołujące gwałtowne skoki napięć czyli  tak zwane 
przepięcia, lub znaczny wzrost natężenia prądu -  
tak zwane przetęzenia. Zjawiska togo rodzaju mogą 
powodować uszkodzenia w urządzeniach elektrycznych 
i wobec tego badanie takich, zjawisk stanowi zagad­
nienie nie tylko ciekawe pod względem teoretycznym, 
lecz również bardzo ważne dla każdego e lek tro tech r-
nika, mającego do czynienia z więk mi nraądee
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niami elektryczne mi.
Musimy więc w obwodach elektrycznych odróżniać 

wartości napięć i prądów w stanie ustalonym oraz 
w stanie nieustalonym. Przy prądzie stałym będzie­
my m ieli  stan ustalony wówczas, gdy napięcia i na­
tężenia prądu w każdej chwili i w każdem miejscu 
obwodu mają wartości s ta ło ;  przy prądzie zmiennym 
natomiast obie rozpatrywane wielkości w każdem 
miejscu obwodu są funkcjami czasu i  podlegają okre* 
sowym zmianom, a le ,  je ż e l i  wartości skuteczne, 
względnie wartości maksymalne napięć i natężeń prą­
dów w dowolnam miejscu obwodu pozostają stałemi, 
wtedy również mówimy, że obwód je s t  w stanie usta­
lonym. Przy wszelkich zmianach, zachodzących w ob­
wodzie, będziemy mieli stan nieustalony, zanim na­
p ięc ia  i natężenia prądów nie osiągną swych gra­
nicznych wartości, odpowiadających Etanowi u sta lo ­
nemu. Możemy sobie wyobrafcić, że w okresie p rz e j­
ściowym do wartości chwilowych napięć i prądów, 
odpowiadających stanowi ustalonemu, dodają się 
pewne przejściowe napięoia i prądy; w ten sposób 
wartości chwilowe tych wielkości w stanie n ieusta­
lonym możemy rozpatrywać jako sumę dwóch wartośoi 
chwilowych, które będziemy nazywali odpowiednio 
wartością ustaloną i wartością przejściową, odróż-"-



nia jąc je  wskaźnikami „ U, i  , wobec osa go 
fcędeiemy p isa l i

V -  ' ■  V-p ,
£ ~ '̂tĄ. b p ,

gdzie U  i i, osnaozają wartości chwilowe napię­
c ia  oraz natężenia prądu w etanie nieustalonym.
Po upływie pewnego czasu wartości przejściowe s t a ­
ją  s ię  praktycznie równe serom, wtedy wartości U

4- ’ «

i & otrzymują wartości i 0^. Na r y s . l  poda­
ny je s t  
przykład 
takiego ttj-ę* 
c ia  zjawisk® 
w stanie 
nieustalonym 
dla natęże­
nia  prądu,, 
wartość k tó ­
rego i  • • 
zmienia s ię

od Zera do A, w okresie, w dowolnej chw ili ,  
wartość J , stadowi sumę wartości 1*̂  oraz ,
przyczen wartości bp w tym przykładzie są ujemne, 
zmieniając się. od -Mu. <i0 zera„ Znajdywanie warto­
ści ustalonych napięć i prądów dla rozmaitych obwo­



dów było przedmiotem zarówno Podatasr E lektrotechni­
k i  , jako też I  csęsc i  Teorji  Prądów zmiennych, 
obecnie będziemy badali obwody w stanie  n ieu sta lo ­
nym, prayozem najpierw rozpatrżymy obwody, zawiera­
jące  skupione s ta łe  Ft,cC i  C , następnie zaś 
przejdziemy do obwodów z rćmiomiemie rozłożonemi 
etałemi.,
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A. O B I O D I  ZE  S K U P I O N E  M I
S T A Ł B M I  .

R O Z D Z I A Ł  I .

OBI ÓD Z OPORNOŚĆ 14 RZECZYWISTĄ I  IHDTJKCYJN OŚCIĄ.
¥ŁASH4„

§ 1. Powstawanie prądu stałego.

Mamy obwód /rys . 2 /, zawi ©raj ący zaqi dt i prą du 
stałego, między któremi i s t n ie je  napięcie o s t a łe j

wartości V  , na-
fi; . J t

o————A yV W —

r

stępnie oporność 
rzeczywistą F t  
i  indukoyjność 
własną cX_
1 chwili zamknię- 
oia takiego obwo- 

rys.2» du prądu jeszcze
niema ; licząc czas,od t e j  chwili i oznaczając 
przez ,/y wartość prądu w dowolnej chw ili ,  będzie­
my m ie l i ;

r ó  ■ r . f V



Całkujemy najpierw równanie uproszczone

Ki = 0

r ,
gdzi e J T  s ta ła  dowolna, skąd

gd^io £ j e s t  podstawą logarytmów naturalnych.
Gałka szczególna równania / ! /  oczywiście równa

^ ^  _/■£” ł w0 êc êi*0 całka ogólna tego równania 
będzie:

^ ° 7 T  + ~ ^ e ~ ^ t  ■

Dla określenia s ta łe j  wiemy, że przy £  - O
L ~ 0 , więc

J
'V  = r ~  JC . . J t  R  ,

wobec tego;
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Łatwo zauważyć, Sr© w rozpatrywanym obwodzi© 
dla stanu ustalonego natężenie prądu

* * “  R  ’
a ponieważ

Ą, = i u + 'Lp ,

więc we wzorze /Z / -

■ tf -3-t . -At
4,f,= ~ -'Ou.-C ** /3/

Ostatni w2Ćr nazywa się  wzorem Hełmholtz ła;
-j?- nazywamy s ta łą  lub spółczynnikiem tłumienia,OL / " ■

zaś odwrotność, ożyli =■ J nazywamy s ta łą  
czasu; im większe je s t  oL  i im mniejsse fi. ,

...... r-r-1

tem większa je s t  s ta ła  czasu / , to znaczy, że 
więeej czasu potrzeba, aby prąd osiągnął praktycz 
nie swą wartość graniczną.

Przebieg -t oraz ^  podany je s t  na r y s . l .
>

Teoretycznie, jak widać ze> wzoru /3/; prąd p r z e j ­
ściowy s ta je  się równym zeru przy t  = ̂  . 1 r z e ­
czywistości przy

t = i i ~ 7  . < * - -  j r  = - 0 , 3 ? ^ ;

prsy t =  ź  T, ~0 ,15i u, przy t  = 3  T ,



Gdy e ~ & t =  Q , 0 {  ,

ożyli €  ^  — 0,0 i  f t — T tcĵ  10ó  =  T ,
wtedy ip =  O, 01 i , t

/

kp. . gdy3 ^  =  0 , !  , '

wtedy po upływie czasu 0,46 seo. natężenie prądu 
przejśoiorego wyniesie zaledwie 0,01 natężenia 
prądu ustalonego. I  oewk&ch elektromagnesów T  
może dochodzić do 1 seo, np, przy X =  U H ,

R —: / / 5 2 , 7 ^ / s  wtedy po upływie 1 sec. prąd 
przejściowy wyniesie 0,37, po upływie 2 seo. 0,13; 
po upływie 3 seo. 0*05, a po upływie 4 ,6  sec. - 
0,01 natężenia prądu ustalonego.

§ 2. Zanikanie prądu stałego.

Rozpatrujemy ten sam obwód go poprzednio, 
Wyobraźmy 3obio, że raptownie następuje zwarcie 
w ten sposób, że tworzy się zamknięty obwód z Fi 
i c>C bez napięcia t np. przełącznik /rys, 3/ 
przestawiamy a położenia 1 na Z. Bi ech takie zwar­
c ie  nastąpi w chwili,  gdy natężenie prądu w obwo­
dzie wynosiło J  i od te j  obwili rozpoczniemy ra~

-  10  -
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r

Fl
VWW— W cP —

X .O—----o

ry s . 3. 
t  — 0  ? 0 = 3  , przeto

J l ~ J i
więc

chubę czasu; wtedy 
dla takiego obwo­
du będziemy mieli

^  +̂~cii=̂ > 
czyli

-■Ęht
3Ł- cC

a ponieważ dla

/ V

Widzimy więo, że w takim obwodzie powstanie 
tylko prąd przejściowy, zanikający, przyczem ozas

~L>
zanikania zależy od spółczynnika tłumienia -y~ ,r  jT oC

= / i T  *
Ha ry s ,4 podany je s t  przebieg takiego prądu.

rys. 4
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Przy zanikaniu prądu SE'M samoindukoj i  będzie

* = - J L  f t  =  R * - R  3 - < r & t = f :j T & t ,

c z y l i  n ie  przokracza wartości / napięcia źródła 
prądu stałego,

§ 3. Zmiana oporności w obwodzie prądu stałego.

0

J e ż e l i  w poprzednio rozpatrywanym obwodzie 
/rys*2/, przy stałem napięciu prądu stałego ~f% 
oporność zmi eni swą wartość od Ft do /? , wtedy 
prąd ustalony zmieni swą warto^i od = 3 ~~rr

'  ̂ JL.do Asu =<J ~ f i j  9 nowego stanu obwodu będziemy 
m i e l i :

K i  i  -  f  ,

^  =  J  +J-t £  cC .

Licząc czas od chwili zmiany oporności Ft na 
oporność F t  , będziemy mieli przy t=  0 f 
więc

J C - J - J 1. 

i -  +  t ~ ^ Ł , ■

skąd

i „ =  ( 3 - J ' l  e ' - c  ,
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Podczas zmiany prądu od wartości J  do wartości 
J  , powstaje SEM samoindukcji

^  ^  d t  ^  Ą  £

- r (£ : i )  # « -** -
fi '--Al -$t

~ V -(' R  ■
Oznaczając zmianę oporności F t ~FL " A ftfigdzie - 

my mieli i

£ = a# •/. * t
6 R

Jak widać a tego wzoru na wartość BEM samoinduk-
A R.o j i  przy zmianie oporności wpływa stosunek .—j ę — ; 

o£ wpływa tylko na czas tłumienia.
Zrozumiałem je s t  wobec tego, że w opornikach, 

musimy przechodzić od jednej oporności do drugiej 
nie odrazu, lecz  stopniowo, aby uniknąć raptownego 
skoku; napięć i a y spowodowanego SEM samoindukcji*

§ 4. Powstawanie prądu zmiennego.

Przypuśćmy, żo obwód z /? i  cX zamknęliśmy 
w chw il i , gdy faza napięcia prądu zmiennego równa 
je s t  ijj , to znaczy pray wartości chwilowej napię. 
c ia  V  = 1L  • ć>in ( u t  + ijjJ f inaczej dla t  -0 ,
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V -  "iCn ć>wi ijj . Wtedy dla takiego obwodu;

F i  L +oL  ^  s  ó in (( ) t  +lJj)j

dla prądu przejściowego otrzymamy, jak i poprzednio
. .  R 7*"

i r  = J i - £ ~  ,

zaś prąd ustalony będzie, jak wiadomo,

ŝ-m. (co tś jj  ̂cj?J j
gdz ie

• ’ ł y = 7 r -
Wobec lego w stanie nieustalonym

^  =  4̂0 + 'Op “  Jm. S441 (cot -h +Ji'€. .
Ponieważ przy ~L= O , 4, = O , 
więc

«_Xn. ĆyCfl! jj — (j?j j c - q,
j { =  -J n , ćyUl (Ljj -  Cjp]

i  wobec tego

^  ~ '3**’ & t4 l(co t ■+■ ljj -  (j?j— J m sln(Ljj~LPj.g, ^  f / 5 /

h

2 ostatniego wzoru widzimy, że’ prąd przejściowy 
je s t  naogół funkcją malejącą z biegiem ozasujniema
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go woale, azyli ma on wartość zero, gdy ijj ^ ij1 , to 
znaczy wtedy, gdy w chwili zamykania obwodu prąd 
ustalony przechodzi przez wartość zero, ponieważ 
przy O , '044/=- Svn( j j -  Cj?^Q'jH&tomiast najwięk­
szą wartość będzie n ia ł  prąd przejściowy, gdy 
ijj~ Lf? % wtedy przy t>—O bezwzględna war­

tość najriękafi. prądu przejściowego będzie
m cuz V — ; będzie to miało miejsce wów­

czas, gdy również 't'uj= J n̂ , to znaczy, gdy w oliwili 
zamykania obwodu prąd ustalony przechodzi prze a swą 
największą wartość.

■«*
W stanie nieustalonym wartość prądu £ , jak to 

widać ze wzoru /5/, założy nie tylko od czasu, lecz  
również od fazy ijj , którą ma napięcie w chwili 
zamknięcia obwodu. Największą wartość tego prądu 
otrzymamy dla takich wartości ljj=ljJo oraz  ̂ — Va , 
przy których pierwsze pochodne cząstkowe L względem 
tyoh zmiennych s ta ją  s ię  równe zeru. Dla określenia 
^ych wartości mamy:

[ = Jin CJ C05(cSt +tj/ ^ , /16/

1
> /VI j  ^~f —( W 5(ćjt+iJ]-(f] -J*na?ź(/f/-y>]-e . / i ? /
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Przyrówiywująo te pochodne do zera i dzieląc 
obie strony równań pracz » otrzymamy:

cou>s(cot0 -h jj-(f) -h -O -sin { Jj - y j e  ^ ^ 0 , / 8 /

,-jg

jCOS (toto -hljj0-  ij>J — &OÓ ( ijja-  Lj?J 4  37 = 0  , /  9/

skąd praez porównanie

j>m ( f - y ) - e ,  ^ - u r t ^ - L f )  £  °c t ° ,

R  ~

to ostatnie  równanie w granicach jednego okresu 
daje dwie wartości dla lJjo :

1/ czy li

2/  = S l - L f ,  " L jj^ S i.

Dla znalezienia t~0 , podstawiamy do j&dnogo 
z równań /8/ lub /9/ znalezione wartości dl0 , Za- 
równo dla l1j = Q , jak i dla ik^SC otrzymamy 

z ± °  \ /? . -  R t
cos (toto-<j>) — JT  ,

lub zamieniając pr2az Źćf. ,

Wó((J t0- (j>J —  ôS(j> • ^  ^  ,  *  / l  o /



1T -

Ponieważ kąt y  , stanowiący wartość bezwzględ­
ną przesunięcia fazy prądu względem napięcia w s t a -  
nie ustalonym, je s t  mniejszy względnie równy * 
przeto prawa strona ostatniego wzoru je s t  większą 
od zera, względnie równa zeru; wobec tego powinno 
być

XO<>((jto-<f) >  0 ,  / l l/
cO w granicach jednego okresu daje:

0 4 >  Cjt0 -  (f? <  jf- , / I Z /

albo
j J l K  ( j t 0 — (f> Z JC  . /13/

Dla przekonania 3 ię ,  czy określone w ten sposób 
wartości ijJ i  t 0 dają maximum lub minimum fun&oji 

i/ , musimy obliczyć dla tych wartości drugie po­
chodne cząstkowe te j  funkcji ;  oznaczając

<&_/ * a . L&J. = r

będziemy mieli następujące warunki:

TE0RJ1 FHpÓW ZMIOTTCH, Cz.II.Nr, 206, Ark asa 2~gi



przy AC ^ Ą  i ^^^-nuudmum, 
gdy RC ~~ E>*/*<$, /i  i C^O,-minimum.

Bfa podstawie i»zorów / 6 /  i / ? /  znajdujemy:;

-£ k i
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R 4

o c S

C ^ ~ 3 ^ js in (G o t0+ilio~y)) -  M 4t{ijj-(j?J'-z  

& >i(i)t0 +ijj0-(j> )— -~ r cc6 (ijj-jj^

Przy uwzględnieniu wzoru /10/ -oraz zamieniając 
przez y?5 otrzymamy- dla wartości- j j  - ó

oraz

..... £ O J  C j t r j■* * Cv̂ i //>

r  = -  <3~. & in co to ,
^  ^  cos y>

P) — ±  c o ś  w t * ,
S u v  y

gdzie pierwazy znak odpowiada tfiom0 , drugi -

Dla obu wartości ljl0
PT— U*= _CJ*£05CJt0• £o$(u>to-<4>i

n L  D  ~ ~ 3 u F '(f>  V



Ponieważ /wzór 9/ COŚ (co L  - y p O  , wi ęo , aby 
■było możliwe Ą  C~~E)* > O  , powinno “być

<X>ć Cót# KO , t o  z n a o z y  w g r a n io a o łL  J e d n e g o  

o k r e s u  : V.

~  ( cjto < 31, , „lub X  {  u t a (  * 3 1 .
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A le  w p ie r w s z y m  w y p a d k u :

d l a  i j n *  0  ,  Ą < 0  i C  <  0  1 8 tQ16 j  8 13J&XlinUID

M ljJo ^ S t 9 R  y  0  i  C  y  O  M m in im u m ,  

w d r u g im  w y p a d k u : 7
d l a  ijJo ~  0 1 f i  < 0  , £  >  O  ł  n i e  i s t n i e j e  a n i

dla LjJ^~.3t9 A > 0  , £s K O j  maximum ani roi
n in iu m .

0

T E a rto ć ó  p r ą d u  ^  o trz y m a m y  n a  p o d s t a w ie  wzoru
/5/:. & £
d l a  j j ~ 0 , i  = 3 ^ s i t l ( ( j b - y  'J +  !<sC f

d l ą ^ = ^  i  .

c z y l i  d l a  o bu  w a r t o ś o i y ^ /
\\ H....—. - j ---- ‘ ‘ l f

i  •*= i i J mj fs^ n (cjt~ .y j -h j  ,
*i\ t ‘ \ \ / * - 1.t 

n a j w i ę k s z a  w a r t o ś ć  b e z w z g lę d n a ,  która, jak po­
przednio stwierdziliśmy, zachodzi dla wartości <U)t?

jtzawartej pomiędzy ~jr i 3Z , w każdym razie  je s t  
mniejszą od / ? c 7 « , gdyż wyraz sto jący  w nawiasach.



j e s t  w tyffl wypadku mniejszy od 2.
Ostatecznie więc możemy stwierdzić, że w roz­

patrywanym obwodzie, przy zamykaniu, możo nastą­
pić wzrost prądu, czyli zjawisko przetęźenia, 
gdy zamykanie następuje w chwili prze jśc ia  napię- 
oia przez wartość O /faza O lub J t  /; jednakże 
największa wartość tego prądu nie możo przekroczyć 
podwójnej wartości prądu ustalonego w danym obwo- 
dzie .

Na r y s .5 podany je s t  przebieg prądu p rze jśc io ­
wego t prądu ustalonego ^  , oraz prądu i  
w stan i o nieustalonym dla ĆOS(J=0,iy ,-Q ~ ~ .6Q ^\iy

-  20 -

rys. 5.
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padku zamknięcia takiego obwodu w chwili gdy na~

§ 5. Zanikanie prądu, zmiennego.

Róźnioa pomiędzy zjawiskiem zanikania prądu 
stałego, rozpatrzonem w § 2, a zanikaniem prądu 
zmiennego, polega tylko na tom, że w chwili zwar­
c ia  wartoóć prądu będzie zależna od fazy napięcia  
w t e j  samej ohwili. Jed li  bowiem napięcie w chwi­
l i  zwarcia przechodzi przez fasę jj  , to znaczy 
przy t = o  » V ~  /m •5WL jj , wtedy prąd będzie miał 
wartość 4,=*3m 'SitL . fobec tego wzór /4/
przyjmie postać

z tego widać, że prąd zanika stopniowo, przyczem 
w wypadku t to znaczy, gdy prąd w chwili
zwarcia przechodzi przez wartość zero} nie powsta-

? S e Otwieranie obwodu z uwzględnieniem zmiany 
oporności na wyłączniku.

Przy otwieraniu obwodu oporność jego w krótkim

pięcie przechodzi przes wartość 0

* •

nie woale prąd p r a c jbo iowy.
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zwykle okresie wyłączania wzrasta od pierwotnej 
wartości H, do wartości bardzo wysokiej/ którą 
praktycznie przyjmujemy jako nieskończenie wiel­
ką. Zmiana oporności w zależności od czasu może 
byrS w przybliżeniu określona na zasadzie wzoru. 
kroma: Według tego wzoru, jeżeli  ozn&ezymy |,>raez 

L0 czas użyty na wyłączenie, wartość chwilowa 
oporności / ? ć w chwili t  , to znaczy po upływie 
t  sekund od chwili rozpoczęcia wyłączania, wy­

nosi

R  -  . /14/

*  tW
Wzór ten daje dla t =0  , zaś dla £ -  t Q

rv>. Przy tak ie j  zmianie oporności w okresie 
wyłączania otrzymamy na3tępująoe równanie dla ob­
wodu, zawieraj ąoego R  i.J i przy napięciu prądu 
stałego, równeia V* \ . ,

• i  ~'̂ V  - ~ł- X  -= ^  /15/
1- 4 - d l  *  • .....■ ^

Cfi
albo

d Ł  -h. R Ł i  / _  Y  
d i  J L lL -t) ~ Z

Dla ■ Scaikowairia tego równania zakładamy

i  ^ x u  , / IV
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gdzie. X  i L̂j są funkcjami t  ; wtedyr

* " 2 ?

funkoję ^  wybieramy w ten sposób, aby

-t- R t * . 4 ,  = < o ,

ożyli

h -  , _ j Ł  J L . < #  ;
f  oC to-t

jedno z rozwiązań daje

^  tn ^  (ta ~Ł)  ■=  ̂  ^  ł ° - 

skąd i •

u  . I  / w

Zakładając taką wartodć ^  do wzoru /!?/, 
otrzymamy: ^

i t . - t ■

skąd ’ ■ '

J  J C - d Ł ^ - .



Dla określenia JC przez całkowanie musimy roz 
pstrzyć Z wypadki:

y Ź 1; v = ^'

W wypadku 1/ będziemy mieli

V __JL  (t°~t)______ , u
■* -  U  - £ - t . i - i  ■ * "

gdz i e s t a ła  dowolna, albo po uproszczeniu

x '=  ^  /19/ 

Przyjmując wartości dla JC i ^  ze wzorĆw/19/ 
i  /18/, otrzymamy ze wzoru /16/

4,-J0(\'t0- t ) ^ to + ftfrz r£ i t - t ) . /20/

S ta łą  określimy z warunku, że w chwili roz
poczęcia wyłączania prąd miał pemią wartość c_7 , 
to znaczy przy t = 0,  , wtedy ze wzoru / 2Q/
otrzymamy;

%r -t- r~jf / «yJ i v c i - -  / - 7 - t 0 = J  ,
riZ 0~JL

skąd
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Wobec tego za wzoru /20/ będ£i.emy mieli

C - / J -

= f o

L >

*  -j- 'V
RU-JL

TL
r  .Rt0-JLJ\ to / z y

'  Rt0~X
1 wypadku 2-im otrzymujemy prasa oałkowanie 

X =
+ J l ’ 

wooeo togo

'O t] (t#

Określamy s ta łą  3 t  , zakładają© t ~ 0 } ,
wtedy

m - 4 -  ,

JC

*=(t. tKJi* ^ V ‘ -ac
/22/



Prąd , który mamy we wzorach /2l/ i  /22/,
etanowi prąd w chwili rozpoczęcia wyłączania, to 
znaczy przy t ~ 0  . Prąd ten może by6 prądem usta lo­
nym lub teź nieustalonym. Dla prądu ustalonego

» wówczas ze wzorów /21/ 1/22/ otrzyma­
my dla 1 f
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_gC-

- t Z L - ć  o C  ( L - t # * ° /  / ? v

7 4 - ^ -  U I  J ’ / 2 y

zaś dla :

*-JM )(£+3:kTFf) ■ /w
Opornoóó na wyłączniku w czasie wyłączania bę­

dzie;

* r f l - i - *  -  >
2aó napięcie na wyłączniku w chwili t  wyniesio 

^  -T̂ -V  ’to~t
41 a -^-t0 % i  , biorąc' wartość ^ ze wzoru / ‘Ą /
i zamieniając cT przez . X  , otrzymamy:

/l
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v  -  f .  ,
% -  '  i _pC / 2 V

. Ł .  A ,

Dla ^  » na podstawie wzoru/2Ś!/

t^=Tzh>& + ̂ k * ip r)\ ' /26/
Zbadajmy teraz wzory /25/ i  /26/, określająo z 

nich wartość napięcia na wyłączniku w końcu wyłącza­
nia, to znaczy dla ■* £  =  £<, . Oznaczając to napięoie 
przez T̂ ur , otrzymamy: . :

w wypadku, gdy i  ze wzoru /25/

t o  1 / _ f  .
RU J  - /2?/

*  oC 7

czyli  % > f  , lecz ma pewną wartość skończoną.
1 wypadku, gdy ^  ̂ ^  z tegoż wzoru

/25/ będziemy mieli:

w wypadku, gdy U9zq wzoru/26/ otrzyma­
my; /■ :/v.- <’v ■ - • ■ : ' ' ' '•
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<"\j s=s ru

Napięcie satero na wyłączniku s ta je  się zawsze 
większem, niż napięcie & zewnątrz przyłożone Teo­
retycznie w dwóch ostatnich wypadkach wartość napię­
c ia  otrzymuje s ię  nieskończenie wielka; w rzeczywi­
s t o ś c i ,  w tych wypadkach tworzy s ię  iskra, trwają­
ca tak długo, aż — 4 s ta je  się  większem od
0  . Praktyoznie zatem zawsze i najmniej­
szy okres czasu, po upływie którego następuje zupeł­
ne otwarcie obwodu, zależny j e s t  od stosunku-^—; 
powinno "być:

j- v .oO
/ i  ’

np. gdy o C =  /  m H  — 0 , 0 0 4  H  > R  =  0 , J /  S ?

t D> 0,Oi sec.

Jezsbli wyłączymy obwód np„ w ciągu to~ 
wtedy na podstawie wzoru /27/ otrzymamy na wyłącz­
niku napięcie :

f „ -  f - T ^ j r  ~ S i* ,
JD  JO O

czyli  5 razy większa od napięcia źródła.
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R O Z D Z I A Ł  I I .

OBWÓD Z OPORUOŚC14 RZECZYWISTĄ I  POJEMNOŚCIĄ

§ X* Ładowanie kondensatora prądem stałym.

Rozpatrzmy obwód /rys»6/, zawierający zaciski 
prądu s ta łeg o , między ktoremi napięcie wynosi ? ,  
następnie oporność rzeczywistą / t  oraz kondensa 
tor o pojemności ,C/ , Licząc czas od chwili zara-

^  knięcia takiego
---------- VW VW VL — -| obwodu i oznacza-

0̂ ^ —i— £  jąc  wartość chwi­
lową napięcia na 
kondensatorze 
przez VA oraz 

ry s .6. przes 'O natęże­
nie prądu‘w stanie nieustalonym, będziemy mioli 
na zasadzie wzorów, znanyGh z Podstaw E lek tro tech ­
niki :

Rl + -u* = /u
w

<Lt
przyczem dla t  =  0  , 4^c,= 0  .

>S>T
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L równań /l/ i /%/ otrzymujemy:

R C Ś f r  + i i - f ,
d iA T '.------- ,

i  +
R C

gdzie a ta ła  dowolna; wreśzcie:

1 4 =  f  't-JCz .

Zakładając w tym wzorze t ~ 0 ,  'V&*01 znajdujemy :

;  : 3 i = - f ,  -

wobeo ozego:

v , —  f -  T e '™
i -  r  d,vc f  ~ jic  \
*  0 M ^ R & >

ponieważ w stanie ustalonym napięcie na kondensato­
rze będźie równe t zaś prądu wcale nie będzie, 
przeto dla wartości przejściowych/otrzymujemy:



lidziiry, że obie te wielkości Mileją stopniowo 
s biegiem uszasu; RC s tanów i w t ym wy padku s t a łą  
eaasu i  , od wartość i k tóre j  zależy okros oza3U 
potrzebny, aby napięcie i prąd osiągnęły pra&tyoz- 
nie owo wart oso i graniczne, to anaczy, aby nastą­
p i ł  sten ustalony obwodu.

Ra ry s ,7 pokazany je s t  przebieg napięcia i  prą­
du po zamknięciu obwodu, czyli  w czasie ładowania
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kondensatora prądem stałym.
Ponieważ wzory, wyprowadzone dla wartości 

przejściowych napięcia na kondensatorze oras prą­
du, ładującego kondensator, są analogiczne do wzo­
ru, wyprowadzonego dla prądu przejściowego w obwo­
dzie, zawierającym oporność rzeczywistą i induk- 
cyjnośd /Rozdział I ,  § 1, wzór /3/ /, przeto może­
my wyprowadzić tu ta j  takie same wnioski co do za­
nikania napięć i  prądów, a mianowicie po upływie 
czasu T-RC wart o<o i przejściowe spadną do 0,37, 
po upływio (ź T  do 0,13, a po upływie 3 T  do 0,05 
swej pierwotnej wartości i t .d .

§ Ładowanie kondensatora prądem zmiennym.

Rozpatrujemy obwód, jak na ry s ,6", z tą różnicą, 
że zamiast napięcia prądu stałego mamy na zaciskacli 
napięcie prądu zmiennego, Rozpoczniemy l iczen ie  
czasu w chwili zamknięcia obwodu i niech wartość 
chwilowa napięcia przechodzi wówczas przez fazę j j , 
to znaczy wartość ta  będzie określona wzorem:

Dla ta&iego obwodu będziemy mieli;



R i  -h irc *= 1/m S-W l(cót 1-ljj),  / 3/
a ponieważ

ł - jC
przeto

' U
Rozwiązujemy najpierw równanie uproszczone

+ 7U(TV'- ’
, <d/t/c __ ćLŁ
~vT ~-~~nc y

Skąd

gdzie J*C s ta ła  dowolna,! ostatecznie

, Łatwo zauważyć, iż  otrzymana wartość lTlC stanowi 
warto^ó przejściowa, więc jnożemy aapi^ać

Vtp ~3C.e"&  / 5/
Gałkę szczególną równania /4/, k tóra  daje nam 

napięcie ustalone, moglibyśmy znaleść na podstawie 
znanych metod matematycznych; prędzej ją  znajdziemy, 
rozumując w sposób następujący,

- 33 -

ety* . 
i t  ’

TEORJA -PRABOtł ZMIENHTCH. Cz. TT Sr. 206 A rtusz 3 - e i
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Z Podstaw Elektroteohniii wiomy, że w rozpatry­
wanym obwodzie powstaje prąd ustalony o wartości

przyśpieszony w fazie względem napięcia na z a c is ­
kach : i

następnie wiemy również, że napięcie na pojemności 
/kondensatorze/ równe je s t  iloczynowi prądu przez 
oporność pojemnościową i  że to napięcie względem 
prądu je s t  opóźnione o kąt prosty, W ten sposób 
dla stanu ustalonego mamy;

. Dodając do siebie wartości przejściową i usta±. 
ioną napięcia na kondensatorze, otrzymamy napięcie  ̂
w stanie nieustalonym; ■

/ 6/

V A fi+ V



Zakładając w tym wzorze t — O 3 V ^ O  otrzymamy *

z b t **(9+ f) /8/
wobec czego

’2 ^ t ~ r ?,s( f  i- fj-z  * c- « * / U  -hifi 9/
tr

Łatwo jost  zauważyć, że wyraz stojący w nawia­
sach nie może bytf większy od dwdch, gdyż

\ju>ó(iji +  yf\ i  ■{.,

\tĄ i(cot-hś+ij>)\4.4,

e~  ̂ < y,
woboo tego

m x  ^  ^

a nonieważ stanowi napięcie na kon-

densatorze w stanie ustalonym, przeto przyszliśmy a 
do wniosku, że w stanie nieustalonym napięcie na 
kondensatorze nie może przekroozyć podwójnej warto­
śc i  napięcia, które man§r w stanie ustalonym. .

Na podstawie wzoru /5/ po uwzględnieniu /8/ ma­
my ; • .'i 

Hf ..... ■, -iU-TKC i * / i o /

-  35 -
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Stąd znajdujemy prąd przejściowy

ponieważ

Kn - J '  . ___fr, w
T  R c o C ~ ^ y

więc

X n ' ^  (f-W ślljl-h tjj-ź  HC /ll/

Dodając do siebie  wartości prądów ze wzorów
/6/ i / l l/ ,  otrzymamy prąd w stanie nieustalonym

j Ł
+ 'ćHłĥ LO t-4- ijJ-h Cj?J—J lfi ('ji  tftjij £ /  L 2 /

Łatwo stwierdzić ze wzorów /10/ i / l i/ ,  źe 
nie będziemy mieli ani napięcia przejściowego, 
ani prądu prze jściqwego, gdy ijl -h LP ^ ĵjr .

Dla t~  O . wzór /12/ daje
.1 .  1

s u tjJj ;

największą wartoćć prądu w tym wypadku otrzymamy 
wtedy, gdy > to znaczy, gdy w chwili zamknię­
c ia  obwodu napięcie przechodzi przez wartość maksy-
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malnąj wtedy

Pr*y małym , czyli przy małej oporności
rzeczywistej w porównaniu do oporności pojemnościo­
wej', p*ąd <s może w znacznym stopniu przewyższać 
prąd, fetćry pozostaje w etami© ustalonym, a chocias 
tego rtćza ju  przetęźenie trwa nadzwyczaj mały okres 
czasu, Ifcem niemniej w wielu wypadkach wskażanem 
je s t  włrczanie dodatkowych oporników do czasu u s ta ­
len ia  s ię  prądu, lub stopniowe zwiększanie napięcia, 
ds i ała ją  ofro w obwodz i e . -  

Dla przykładu weźmiemy
R ~ 1 2  , C = *4  mF , f - 5 0  & .

/ ii*h r*T  =3*8.5 5?,
cos y -  - 4 -  ~j 7%T'

Ola o ras t  =  O fncUK-1 =  3 /
Prąd przejściowy w te j Chwili ma wartość '<$4cX*u

Sta ła  czasu T '~  f i C  ** iO  3ĆC* Wartość prądu przej«
. if i .  ; i

ócioweg© spadnie do wartości Ĵ̂ n, po upływie cza­
su to  » gdy

- 1 0 gto_  /
* ~jm *



§ 3 Wyładowanie kondensatora.

J e ż e l i  rozpatrzymy obwód, zawierający oporność
rzeczywistą i kondensator, który w pewnej chwili
zosta je  zwarty w ten sposób, że ładunek znajdują­
cy s ię  na kondensatorze stanowi jedyne źródło 
energ ji  elektrycznej, wówczaa następuje wyładowa­
nie kondensatora. Oznaczmy wartość napięcia na kon­
densatorze w chwili takiego zwarcia przez .nie­
zależnie od tego, czy to napięcie powstało od prą­
du stałego lub zmiennego, zad wartoóć chwilową na­
p ięc ia  po zwarciu przez V*, oraz prądu, powstają­
cego przy wyładowaniu kondensatora praez ^  . Bę^ 
dziemy mieli dla takiego obwodu

a ponieważ i ~ —f  , więc
:• . d t

KC^;+ m = 0,
skąd, jak poprzednio 9
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Zakładając L-—0  , V^~-c.  będziemy mieli

M - % ,

u *  =  lC '-e
t

KC

Prąd wyładowania, mający kierunek odwrotny do
kierunku prądu ładowania, otrzymamy w p ostaci :

• ___f 1 dATc __ ~ KC

Widzimy więc, że w rozpatrywanym obwodzie zarów­
no napięcie na kondensatorze, jak też i prąd wyła 
dowania, maleją stopniowo z biegiem czasu, Prędkość 
zanikania napięcia i prądu zależy od wartości sta—

rnp**

ł e j  czasu J '=

R O Z D Z I A Ł  I H,

OBWÓD Z OPORNOŚĆ 14 RZECZYWISTĄ., OTtTKOTN0.ŚCI4 
I  POJEMNOŚCIĄ.

$ 1. Całka ogólna równania dla takiego obwodu,,

Rozpatrując obwód, jak na rys ,ć-, będziemy mieli 
w każdej chwili:

Hi* ~h<=Ji ■ł-V‘<s= VFt / ! /



I&r
R. oC

AAAAA— 'WfflP-n

V vc C
/ u

podstawiamy /2 /  
do /!/, wtedy

RC
rys .8„

'd/ir.

albo d t
+xc -d*Vc

dt*
- ł .d*Vc , R  dv<> , ___

Ji~ćLt JLC V* i

w .

V /3/
d £ *  ' d t  • ó C C 9' * - 3 X

AJ mozo być napięciem o wartości s t a łe j  lub zmiennej. 
Przy rozwiązywaniu równania /3/ przedewszystkiera mu­

simy znałoś6 oałkę ogólną równania uproszczonego

% =  0  ,W ^ 1 t +x c /  4 /

następnie musimy wyszukać całkę szczególny równania /3/ 
i obie te  znalezione całki dodać do s ieb ie ,  wówczas 
otray-mamy całkę ogólną równania /3/.

Przypomnijmy, że równanie różniczkowe linjowe rzędu 
d f tg iego o stałych spółczynnikach typu 

f " +  f 1 % ’ +  0  
rozwiązać możemy w ten sposób, że piszemy algebraiczne 
równanie charakterystyczne
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które po rozwiązaniu może dać pierwiastki 
1/ 'k1 i  ^ - r z e c z y w is te  i różne,
2/ =  4Cę " i równe,
3/ nj'  s ^  , /gdzie /»

w postaci l ic z b  zespolonych sprzężonych,
Całki takiego równania będą w tych wypadkach:

2/ (fil +Ąx.J, / 6/
y u = ̂ mx(/iiSWhtfjc-t-flt cosnxJ, /?/

gdzie A *  A  s ta łe  dowolne.
Na t e j  podstawie, rozwiązując równanie /4/, na­

piszemy równanie charakterystyczne w postaci:

v+£c^ +ax=°>
skąd

■ / w

^ o C  c / x  / 9 /

Oczywiście w zależności od tego, czy podpier- 
wiastkowa jes t  większa od zera, równa zeru lub 
mniejsza od zera, otrzymamy każdy z 3-ch rozpatrzo 
nych wypadków, a więc przy



R -

R<&

Wypadek I .

R  >

pierwiastki będą rzeczywiste

- i różne,
tf " i równe,

M liczbami zespo- 
lonemi sprzężonemi.
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w

Łatwo zauważyć, że oba pierwiastki ^
wzorów /8/ i /9/ mają wartości ujemne, przyoncm 
wartość bezwzględna pierwiastka 7 ^  je s t  w iększa  

od wartości bezwzględnej pierwiastka 4Ci ; ozna­
cza jąc te wartości bezwzględne przez i ^  , 
czy li  zakładając

^  » 
f c  Z  —  ' < ^ 4  t

gdzie -Gt* i  stanowią liczby dodatnie, pray-
ozem , możemy na podstawie wzoru /5/ napi
saó

flt -e -e -  a-i t /W
Wypadek I I :

K
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Jak widać ze wzorów /8/ i /9/

7/ — L - ------ ■&?- - — n

st yC ~ >
Ti

gdzie — 3es  ̂ liczbą dodatnią.
Fa podstawie wzoru /G/ będziemy mieli

e T ^ l R j  .+  f ź t  )  . . /1L/

Wypadek I I I :

R  < Z f - $ -  ■
Pierwiastki ze wzorów /8/ i  /9/ możemy wówczas 

przepisać w postaci;

k = - - Ą . —  i J  .— £ L - . i / s r
*  ' & £  f c c  4  < £ *  r  1  i

oznaczająo

J L  =  o C
J U

będziemy mieli
ki ~~cC 7~ ̂



wobec tego na podstawie wzoru /?/ otrzymamy:

Vc = -<z [Ą sin jit COSptj■ / 1 2 /

§ 2. Wyładowanie kondensatora aperjodyozne.
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Rozpatrzmy wypadek, gdy w naszym obwodzie 
/rys. 8/, R , JL  i L* w pewnej chwili zostały zwar­
te'pomim o zewnętrznego napięcia. Wtedy nastąpi wy­
ładowanie kondensatora, posiadającego w początko­
wej obwili napięcie o określonej wartości np, To . 
Będziemy m ieli  obwód, w którym zewnętrzne napięcie 
V ~ 0  , zaś prąd płynący będzie prądem wyładowa­

n ia  kondensatora, którego kierunek je s t  przeciwny 
do kierunku prądu, płynącego przedtem od zewnętrz­
nego źródła. Dla takiego obwodu będziemy mieli
pray t = 0 , Vi - T 0 , - i = 0  , /13/

/W
Wobec tego, że V — 0  , zamiast równania /3/ 

będziemy mieli równanie /4/, dla którego mamy już 
znalezione całki ogólne, a więc 

w wypadku I .  według wzoru 710/



skąd

=K U  4  Ca,
zakładając w obu tych wzorach wartości ze wzorów 
/13/, otrzymamy

= t  „

r\l ~h /lę JX-p — 0 , 
skąd

/| saa -^ -g
* ° ’ i 

^  f ’ \
 ̂ 0 ‘ y 

\lobeo tęgo

e ' ^ Ł *  e ' ^ 7 / /  
v* k - ą  I r ‘  >

albo

5 = ^ r h *  ~  A e  i  / 1 8 /

Biorąc pochodną 14 względem , otrzymamy
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ponieważ, jak to przedtem stwierdziliśmy,
*"* J ~~ ■&'± ~ly t i >przeto Ł < €  i  wyraz stojąoy r  na-

wi asach wzoru /16/ je s t  liozbą uje mną i zaś wyraz 
s to jący  przed tym nawiasem je s t  liozbą dodatnią, 
więc

(  0  ;<lt
na t e j  podstawie stwierdzamy, że je s t  funk­
c ją  malejącą z biegiem zasu i  ma wartość zawsze

dodatnią, gdyż

^  y. -&i f

■*4.̂  ~-£ł ,»t
,

więc najmniejsza 
^^Tjej wartość — 0  

teoretycznie przy 
rys, 9, r\j /rys 9/;

wartość prądu b  znajdziemy na podstawie wzorów 
/14/ i /16/

'L:,-~C d t Ć L jr-sC li ■Cti e  -  .e
--OlŁ

<xt-sa i
r

6 1 *
-43,xb

/ ! ? /
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Dla zbadania t e j  funkcji bierzemy pochodną 
względem t  :

t U & ~ A*t- a t Z ~ * ‘ i ) ; / 18/^  Ąr-Oy ( '  /
wyraz stojący w nawiasach może byó większy lub 
mniejszy od zera, lub może się równać zeru* mia­
nowicie 0  , j e ż e l i  -

skąd

£

Ą t
—  £L

(■&%, ) Ć

[■'CLg' 'CLj' J ~£s ~—■

t= i
<zr a_,

£
'&■& i /19/

■Cii • ?

laćf'*' 9

' ^ - > 0 . 720/

Biorąc jeszcze raz pochodną we wzorze /18/, 
otrzymamy:

/ 2 V

Dla wartości t  , przy. której pierwsza pochod­
na s ta je  się równą zeru, ożyli gdy ma miejsoe rów­
nanie /19/, druga pochodna i  ze wzoru /21/ będzie 
ujemną, gdyż wyraz stojący w nawiasach s ta je  s ię  
mniejszym od zera; rzeczywiście, na podstawie wzo-
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ru /19/

* -  - * * * =  a<~ z
£ ~~'Ći-jt' ~~'ćly tj—Mf &ą £

~ĆL4 &■ 1 I -&-1 ^ZJ ^ ^ f
gdyż ^  <̂ sQ,z .

lobeo tego przy znalezionej we wzorze /20/ war­
to śc i  i  , rozpatrywana funkoja i  ze wzoru /IV/ 
otrzymuje wartość największą, ponieważ zaś

■ £ >-£ , przeto zawsze je s t  większe
od zera; 
tylko przy

t = ~ ,u o ,
oraz przy

t —0  , L-0f

/rys. 10./
af 
rye.10.

f  wypadku I I .  /£ -  Z

R

f rCĄs<r

stosujemy wzćr /ll/ -■

-^ct
Vc (Ai-t-fli tj /2 2/

skąd



„ zakładając t= O , « Ta , O , 
będziemy mieli

h t = 0 ,

02711 /} »  f'o 1

Podstawiając te wartości flo wsorów /'IZ/ i  /&3/ 
otrzymamy:

\ v* “  'K  ( 4  +  - a i j  Ł , / U /

( ć = C 4L*t % &"a't ;
wobec tego, że jC .a^ — 

ea« # - * £ . ,

r , * , &  - s * c  _  /
^  j?z *  '

możemy uapi3aó 
. f ±

t  =  t  £  . . /ZS/

zq wzoru /24/ je s t  funkcją malejącą, gdyż 
j ej pochodna

^ L . - A * t ] u r4at <  0  ,
d t  N

— 49 **

TB OBJ A PUDÓW Z n m m i G a :■ I I .  Kr. 2 06. .fi rkusz 4 "*ty.



więo napięoie na kondensatorze stopniowo zanika,
natomiast prąd ze wzoru /25/, tak samo jak w wy~

*  i

padku I,najpierw wzrasta, dochodzi do swej n a j ­
większej wartości, poczem stopniowo zanika; łatwo 
to stwierdzić z następujących działań

Z równania:

znajduj emy + -  V . • 
a  ’

rtośoi iprzy t e j  wartośoi V druga pochodna

*

wobec czego stwierdzamy, hefłUMt będzie przy
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wartość tego prądu największego będzie

ó i  K  R jz R

Rys. I I  podaje przebieg IT̂  o ras t, 1 obu 
rozpatrzonych wypadkach wyładowanie zaobodzi w 
sposób równomierny bez wahań i z tego powodu ta. 
kie wyładowania możemy nazwać apor j odycznemi.

fi'.3. Wyładowanie kondensatora oscylacyjne.

Rozpatrzmy wypadek I I I

R < Ąjjfc- •
. Na podstawie wzoru / I 2 /

Vj.~ f\ 1 s u i c o ? j 3tJ\ /26/
gdz ie

Snajdujemy

^ l  ocH1 MruJ>t +-
+acflt c o s j3 t -t- j i Ą s ó ń f ó - f t Ą  C0S>j>tf . /  27/

Zak 19dając-. ws wxoracb /26/ i /2?/ Ł —0 ,



V<r , 4 = 0  , rssymamy

A , -T o ,  < *K -J3At w0,
skąd

K - f t .
fi t - T „  i

wobec t ago

'vc=Jh- ' (cc s i n +- f 1 cos j2t) ,
J3 

i-C  Z { ^ K ± Ź l sin jit.
J> J

Ponieważ

oc óinjł>t ~h jźcoójit = f c £ % ~ +•&J ,
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gdzie

s ~ 4 r
zaś ^

przeto

/ze/

■t ■f
=~JbZ-------- /2 9 /

^  A ,m L*1ZC'. /w



— c) 3 “

Łatwo je s t  zauważyć, że stosanek pomiędzy ampli-

Stwierdzamy, że napięcie na kondensatorze Vc
oraa prąd d, , płynący w obwodzie, mają przebieg 
nieco odmisisny od przebiegu sinusoidalnego; różn i­
ca polega na tern, że zmiana wartości tych wielko­
śc i  z biegiem czasu zachodzi nie tylko według sinu­
soidy, lec* jeszcze według funkcji wykładniczej

~aC~Ł ,£  ; ta  ostatnia, jako fuhkeja malejąca, tłumi
ajawiako, doprowadzając wreszcie wartości 4$ zera.
Tego rodzaju przebieg można nazwać przebiegiem s i -
naeoidalnym tłumionym. W naszym wypadku pulsację

dzie zachodzą więo drgania napięcia i  prądu czy li  
oscylac je ;  drgania te nazywamy swobodnemi lub wł as -  
nemi, dla odróżnienia od drgań wymuszonych, wywoła­
nym napięciem sinusoidalnem, przyłożonem od zew­
nętrznego źródła. Taki obwód nazywamy obwodem oscy - 
lacyjnym. Częstotliwość drgań swobodnych

Amplitudy napięcia na kondensatorze i prądu będą

tudami V c oraz -6 wynosi ; prąd i  j e s t
opóźniony względem tr6 o kąt ó — .ćwc tfy •
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T  fc ~*t'■Cm =» Zf iW

X = - ^ r  e  • -

i / ^  ’ '=r - • - 
I lo raz  tych. amplitud., równy » możemy na~

jswa6 opornością pozorną drgajj awobodnych.
Jak  widzimy, amplitudy te stanowią funkcje male-

jąoe z biegiem czasu i szybkoaó, z jaką one maleją,
zależy od spółczynnika tłumienia

w - _ J L
' . . .  "źcZ '

Badając funkcję V~c ze wzoru /ZQ/, stwierdzamy,
że j a j  pierwsza pochodna względem ozaau *

06 * /■ *

= J u t  ' * H * + * ) 4 r  **.(&  +s)]=

. .  , t  H ,.v 

su iS fic' j l 2 c
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s ta je  się  równą zeru dla wartości

~  0 ?  9t f • ■ • • * ,  ''ii st,

t  -  o , f . i f ,
gdzie fc dowolna liczba całkowita, zaś druga po­
chodna

dla powyższych wartości będzie mniejszą od zera, 
gdy 4i je s t  równe zeru lub je s t  l iczbą  parzystą; 
natomiast druga pochodna będzie większą od zera, 
gdy je s t  l iczbą  nieparzystą; będziemy mieli 
więc szereg największych i najmniejszych /najwięk­
szych dodatnich i ujemnych/ wartości napięcia Oc , 
idących w równych odstępach czasu; wartości te ma­
l e j ą  a biegiem czasu według prawa funkcji wykładni- 

** cc ijczej £  . Największą wartość będziemy mieli 
dla t ~ 0 , wtedy ze wzoru /28/

. C'Wicuc V c — s in  ć ,

a ponieważ ćifl 6  <= U jC  * , wi «o

' . " 4ruXoc XTC —‘ ro  .
Napięcie więc na kondensatorze zmienia s ię  wed­

ług prawa sinusoidy tłumionej i  posiada największą
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swą wartość w piarw sse j chwili po rozpoczęciu
s ię  wyładowania kondensat ysf

-  f - r  -V V* V

Dla prądu «e wzoru /29/

*• oO t*
'4ĵ ~ £ - ~ ~  C05f>t — cc 56^

~  * h —  ̂ *°s ty ^ ~ ^ JJ S c L

-  oct
.- Ą ^ g J L - . ^ n f / i t - S )
tqSoCcO £$

f „  z ^ M . l f i t - 8 )
sin cT. o£

Pochodna ta s t a je  s ię  równą zeru, gdy

sin (jit-S ) = 0 i
J3t~S  = -k-jL ('-k=0,'-i, %t ,.J

Druga pochodna
/ s  £  ,  & +  J .  ,  2 n  .  <f 
L fi  '  f i  *  f i  '  ~fi * f i

« * t •  «

#  - ^  - * ) ]  

dla powyższych wartość l j$t-c)J będzie ujemną, gdy



oras gdy £ je s t  l iczbą parzystą, natomiast 
będzie dodatnią, gdy 4c j e s t  l iczbą  nieparzystą.
W ten sposób stwierdzamy, ż© również prąd wyładowa­
nia będzie przechodził przez szereg największych i 
najmniejszych wartości, zmieniając się ©Bcylacyj*- 
ni© według wzoru /29, / , Oczywiście, największa ze 
wszystkich wartości tego prądu otrzyma się dla naj -  
niniejszej wartości t> , dającej maximum funkcji t  , 
to zn&cay dla

oscylacyjnym podany je s t  na ry s ,12 i ry s .13.
Zarówno dla napięcia, jak i  dla prądu,mi arą t ł u ­

mienia jes t  funkcja

stosunek amplitud, odpowiadających zmianie ozasu o 
cały okres T, wynosi:

(5

a pon: -

/  32/

Przebieg napięcia ^  oraz prącia t, w obwodzie

-  ott> c& T
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ry s .13.



1 ogarytm naturalny tego stosunku, równy

x - « T -  - £ r r  • -
nazywają logarytmicznym dekrementem tłumienia,

-  59 -

§ 4. Wyładowanie kondensatora w obwodzie 
z bardzo małą opornością rzeczywistą. 
Wzór I.Thomsona. *

i
Na szczególne uwzględnienie zasługuje wypadek,

gdy /? je s t  bardzo małe w porównaniu do oC , taje,
7? : * {* ■ ' ■ ■

iż praktycznie można przyjąć za równe zera;
■ ■ ' £cL  u : .. . ;:-:

wówczas

.-u, •

JL
2ty <)'—1 -= ^ , s=

i ze wzorów /28/, /29/ i. /30/ otrzymamy :

^  + - J - ) ,
» ' ■. 2 •'

<- =  'To i f f r ' f i  1 1

t  p_ _  j  '
ŚSt/cC C  j / 33/ .

^5 £  31 l/d . C
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J e ż e l i  przyjmiemy pod u»agę, że rezonans na­
pięć w obwodzie zachodzi, je ż e l i

wtedy przyjdziemy do wniosku, że częstotliwość 
drgań własnych, odpowiada warunkowi rezonansu na­
pięć,

Izór  /33/ na okres drgań własnych obwodu oscyla-

Thomsona, bo był po raz pierwszy wyprowadzony 
przez Williama Thomsona, pó£niejar, ego lorda Kelwi­
na; oczywiście, że w rozpatrywanym wypadku tłumie­
nie Jest bardzo małe i wobec tego drgania swobodne 
obwodu trwają bardzo długo,

§ 5; Ładowanie kondensatora prądem stałym.

czy li

to znaozy przy
l

7 =  Z%1JX ;

J e ż e l i  zamkniemy rozpatrywany obwód /rys- 8/



przy napięciu prądu stałego o wartośoi Y* , wów­
czas dla określenia napięcia na kondensatorze bę­
dziemy mieli na podstawie wzoru/ V  /str.4Q / rów­
nanie różniczkowe:

m F  +Z £  * ~ IC
zaś prąd, płynący w obwodzie, będzie określony wzo­
rem /2/ 7

i  = C - m - :
■dt p

Galka szczególna równania /34/ będzie VC~~P ,oo 
łatwo sprawdzić, wobec fcego całkę ogólną tegoż rów­
nania otrzymamy, dodając 7 ^  do całek ogólnych 
równania/4/, które znaleźliśmy już dla trzech roz­
maitych wypadków.

Dla określenia stałych, wchodzących do tych c a ­
łek ogólnych, będziemy mieli warunek poozątkowy

t =  0 ,  •VC=r 0  , i  =  O . «
W ten sposób otrzymamy:

M i t  ■ II .1 ■ *

w w y p a d k u y q ^ £  

według wzoru /10/

■Ve=-A^ -h * f , /36/

-  61 ~
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skąd przy t ^ ~ 0

A ,  + - 4  =  -  f ,

■'O,̂ $>-1 ~h &£ i J~t ̂  O ,
Rozwiązując te równania, znajdziemy
.* i •

fl  —-------U». . ~ f • f f  =--Q<-__ /*

Wobec tego

V . = - X - - -  I-f-U, £  V  i - f .  /37/
^  V ^a“  A  /

J e ż e l i  p o ró w n a m y  pierwszy wyraz prawej strony
,  % * ■ . . . .  t  *  r ,■ . -  -■ ••

tego wzoru ze wzorem /15/, to spostrzegamy, że 
różni ś lę  orL od tego ostatniego tylko znakiem; po* 
przednio już zbadaliśmy, że taka funkcja je s t  ma­
l e ją c ą  z biegiem czasu; wyraz ten stanowi napię­
cie  przejściowe n a  kondensatorze, gdy wyraz drugi 

Y* stanowi napięcie ustalone:

lat 4  " a * i ( ,  / 3£}/t̂z- d }

Przebieg napięć uwidoczniony je s t  na ry s .14. 
Prąd i, znajdziemy, podstawiając wartości sta- 

łych i Ą  do wzoru /36/; wtedy

i  * J
739/
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t

badając funkcję, sto jącą w nawiasach, znajdziemy,
j  • ..............

że pochodna -Orr- s ta je  się równą zeru, gdy ...
d t

- o ,

(az "0,J t  _ ^

■ Ą

/ W

£

t

'ĆLa

■fi •s(Xt
■CLt- Ą, <T” , -a-i 

d li

- > o  •, /  41/

ponieważ druga pochodna przy znalezionej
wartości Ź je s t  mniejszą od a era, więc ta  war­
tość £  daje nam 47\JXX 4* .

Uwzględniając /39/, /40/ i /41/r o trzymamy



, /*2/

— -O-t & 'a * i  =

Rys.15 podaje prsseMeg prądu ładowania konden­
satora.

tf wypadku I I  ,—^

—  R - i f f - ;
według wzoru /2 2 /



— 65 **

^(Piz-sa,Rjf*t) ; /̂-4/
zakładając w tyoh wzorach t - 0 ^  Vc= 0 ^ ~  0  , o trzy­
mamy;

f c - f .
—afi^ = 0 ,

skąd

a,=- r
4  = - * f .

Wobec tego

+  4 t ) z ' a't +  ~lf, /45/

)  ' " i - r c t s t j i r * * ,

ponieważ /y
=  V .  y

T Z ^ ' U . C  ’
więc

* /46/ 
We wzorze /4Ś/' pierwszy wyraz z prawej strony 

stanowi napięcie przejściowe 'Ł£ ; j e s t  to funkcja 
malejąca s biegiem czasu. Przebieg napięć podaje 
r y s ,16.

TSORJA PRĄDÓW ZMIBKNICH.0a.il.Nr. 206, Arkusz 5 rty.
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rys. 16.

Dla fuakoji prądu 
znajdujemy, jak w ana­
logicznym wypadku 

£ wyładowania / str .  50/, 
HlCUCJs pray 

L~~ ^  “ 
czyli

maac Ą f* ' £  ^  ^  ^  - J -  • Z^?/CjZ /t /l
Przebieg prądu ładowania pokazany je s t  na

W wypadku I I I

7? < /?
na podstawie w?, o ru 

J/ 2 6 /  /str .  51/
ry s ,17.

i = C 4 ^ ^ C e ' cctdl ccR̂ slnjit -otHz ca}£>t-
[ - J Ą

Zakładając w tych wsorach;
t= O, , i~0.



ctrzymamy:
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3kąd A r - ^ f .  f c - f s
J

wobec tego

vc ~  — j C  ź  ~ c <  b(oC s in jź t  -h j$/COó j 3 £ j  -h "P°9

Mamy
,  ̂ a*  y

*  + f  ~ ^ x ć 9

cC-smj$t -hjdcośpt — foC
x “  Y j T  6 n̂ ( f t  ̂  " h  >gdzie f  f  f i  

.  uj  oC >przeto

(  ve = > -  - | -hSj-tf, /W

\  V - __ 5t(< 0 t  . /49/
f i

ięcie  przejściowe na kondensatorze wynosi
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J e s t  to funkcja zupełnie ta sama, oo i we wzorsre 
/28/ / atr ,52/ ,  dla której znaleźliśmy, że maleje 
ona, zmniejszając s i ą sinusoidalnief:, przechodząc 
przez szereg wartości największych dodatnich i ujem 
n y c h d l a  t = 0 ,

ITaj b l iższą  największą wartość dodatnią dla na­
p ięc ia  przejściowego otrzymamy, gdy wtedy 
bowiem ,

M l (j$ t  -j~ S j ( % ~hSj =  — $ia Ó. ;
ponieważ ____

p i n  J  ~  f i f X C  ?
4- JLwięc dla otrzymamy;

4nax Ta  ^  fitZC ~h~P =

r/y-,+  e - ‘c i ) = f ( 4 + * ' * x ).
Funkcja yrykładnicza. sto jąca  w nawiasie, nie

* i
może być większa od 1 , wobec tego możemy napisać

1XC 4  % 'V *
ł

Go się  ty ozy prądu i  , t o 9 ponieważ wzór /49/ 
je s t  zupełni© taki sam, jak i wzór /29/, więc 
otrzymamy /patrz s t r . 52 / największą jego wartość 
dla t

' iruu: ,i, =  y/ >£ T5",^  e

IvTa rys. 18 ińaap przebieg napięcia i*% kondor)**-
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Przebieg prądu ładowania je s t  zupełni© taki: 
sam, jak przy wyładowaniu /rys, 12 s t r ,  58/.

§ 6. Ładowana© kondensatora prądem zmiennym.

Rio eh w chwili t - 0  zamknięcia obwodu z prą­
dom zmiennym, napięcie na zaciskach przechodzi 
przez faz? Jj , to znaczy jest  określone wzorem

v~ == !cj t + ś )  .

Na podstawie wzoru /3/ równanie dla taki o go 
obwodu będzie;

/50/ 'JL at £C~'~JLC
Oczywiście, przy rozwiązywaniu tego równania, 

tak samo jak poprzednio, będziemy mieli do rozpa-



trtsenia tr^y wypadki ; jednakże w pierwszych dwóch 
wypadkach w porównaniu z tern, co mieliśmy przy 
prądzie stałym, nic szczególnego nie spostrzega­
my, przejdziemy więc odrazu do wypadku I I I ,  gdy

R < z f^  ’  , ć + f-Jk
Całka ogólna równania uproszczonego bidzie 

/wzór 12/

'Ut= -e * ls in .  ćds ftt)f
gdzie fL j  i A z s ta łe  dowolne; daje ona nam wartość 
napięcia przejściowego na kondensatorze; możemy ją  
napisać w postaci jednej funkcji sinusoidalnej

Z ~ ° ct- M  s i n f f t ^ S J ,  / t y

gdzie K  i  & stanowią s ta łe  dowolne/
Całkę szczególną, rówa&łiia /5G/ znajdziemy na 

podstawie fcs kiego samego rozumowańla, jakie s to -  
sowaliś&y w § Z Eozdz. IX /str ,  34 / , mianowicie 
określamy najpierw dla naszego obwodu prąd u s ta lo ­
ny: : ■ •
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mając wartość tego prądu,znajdujemy wartość na- 
pigoia ustalonego na kondensatorze:

M n  ( a t + ,

albo

— ~--«M tO S fa l +  d J - i f } . /53/
ditoC i J

Ze weoru /5}/ znajdujemy przojśoiowy prąd

ip- C e * [ fefl COSfĴ t + S) —

: . . — OC J i  &utfjźt ~h£jj /54/
Ze wzorów /53/ i /51/ oraz /52/ i /54/ otrzy­

mujemy wartośoi napięcia na kondensatorze i  prądu 
w stanie nieustalonym t

~ 2 ^ M 3 ( u t - h L j j ~ y )  +-

: ■ /■ $ U l ( j ź t - h ó J  , : /55/

'6— 4/iC+' 't-p3=5 ~̂ r~ (cjtś -ł- ijj —■ y7̂  -y-

Zakładaj ąc -w obu -tych wzarach- uc~ d , i* * 0 , 
otrzymamy i

acCJt sin S — pCficoZ S s i n ( i j /  -<fj i
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podstawiając wartość <ft S in  S z pierwoaego w&oru. 
do drugiego, znajdujemy:

J*t cosu=^~l̂ -A>s^~î J— Jf  sui (f-y)J •
Ka te j  podstawie obliczamy:

J i  5u i ( f > t ^ s J co$ d sin j i t - h j j  sin S c#$>jX~ 

= w( f - ( f J s Mj t t  — ^ - $ i n ( f ~ y ) s i n j i t +

+ C dś(l]l-(j> J CD3j i t ] =

m i  J b t

^ f-y] M y 3 ̂ <yj

gdzie
Bastępnie;

TY toś{j3 t +S jJ ic M  S c#5»p t- J t  3m l, s in jK  = 

005 000 ̂

— cos^iji-yj sin, f i t j ~
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- ^ r j -  c o s ( f - y ) ^ -  

s in fift-y )jC 0 3  j2 > t J ~  

. _ cosM-Lj>j Cd0Jlzj,
JcojC[ P j

* “ • W - y r -
Podstawiając zaaLeziono wartości Ji. 3U1 f^j^t+SJ 

oraz •J% CO^J^t-tSj do wzorów /51/ oraz /54/} anaj du­
jemy, uwzględniając, że r ——~ p _ , __Ł__

' %I Cs ^
V£f-  -  £  ~XtJ ^ [ * * ( ? - ' ? )  —

-  c M M - y )  . , , i t  > 1

coU T' (J #]>
s d a ł e  < tr4 -s

oraz

+  ~JF(̂  źu^fijj—Lf) s ir v j '3 t J  =?



edzi0 % /=j£*
ponieważ , j l  / 77  i

przeto v f Jt ^
a -  & c f 9

więc J =  00 5( j ^
następni©

cc $wij$t —jb cos/t = fec %jbz' Iftt-yJ ~

< x  Có$lJ$t +/j= j/cC *+f) T3on
iS   ̂$

srięo ostatecznie;

* ć ~ Ł  sU l( j 3 ^ ~ f) ~

C O Siljl-L f) . X4

i^ ł r "  j  / *  / S 8 /
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Porównywając wzory /57/ i /58/ na i ^  wi'~
da i  my, że każda z tych wielkości określona j e s t  
przez dwie sinusoidy /dwie fale/ z amplitudami ma­
łe jąoemi, zależnemi od spółozynnika tłumienia

7?
dC—~ q • Pulsacja tych sinusoid wynosi y 3  .czy­

l i  ich częstotliwość ; obie sinusoidy są 
przesunięte względem siebie o kąt y  , przyczem

^ y ~ ^ T '  Sinusoidy Pr ^ u przesunięte 
względem odpowiednich sinusoid napięcia o kąt y  
wstecz /prądy są opóźnione we fazie o kąt y  / ,  
Stosunek amplitudy napięcia do amplitudy prądu wy- 
nosi f f  ■

Wzór /57/ można przepisać w postaoi:

jMlt-if) su? ro a+/
u o r  J  J

\

skąd widać, że amplituda tego napięcia równa je s t

fc W  ~ z U  ’
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więo

-c(t
4 M l

£
-oct fr-m

PZC

■ i*-

W analogiczny sposób przepiszemy wzór /58/

—  y j  ź in  y  ,C £ 'S f i t l  +
skąd znajdujemy amplitudę prądu przejśoiowego;

IUC}  £<' g£sCs co JaJL (2.

i na podstawie takich samych działań^co i poprzed­
nio:

3 t ~
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Porównywająo wzory /59/ i /6Q/ spostrzegamy, 
ż© amplituda napięcia na kondensatorze i amplitu­
da prądu w jednakowy sposób są uzależnione od f a ­
sy j j  , którą ma napięcie źródła prądu zmiennego 
w chwili zamknięcia obwodu. Aby znaleźć taką war­
to śó j l  , dla której obie wymienione amplitudy 
otrzymują największe wartości, musimy zbadać funk­
c j ę ,  znajdującą s ię  pod pierwiastkiem w obu wzo­
rach 759/ i / 60/ ,  mianowicie

U= i-xo* f  y ) i .

mamy

^ ( H - ł r r 606 *(f~  #'d s t j j  ( j  c J^ O 1
r

Gdy przyrównamy tę pochodną do, 0 , otrzymamy:

R________K
-3-7T 9 coC

316 A "i&c=L co C _ //i (n
r  - y y *

więc

tty Z ( Lll- - Lfj ==, tetg  . / 61/
W granicach jednego okresu daje to dwa rozwią  ̂

zania:

1/ Z f f - y J - f - y ,
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ikąd

3kąd * rj ^i f = j Ł +Ą x .
Ą 1

Biorąc- drugą pochodną Li > otrzymamy;

=  *(M >

= i x ^  i +*& My-yt] •>
przy uwzględnieniu /61/

™ t l ł - t f j Ą y  ■

Dla wartości ijj » odpowiadającej l~mu roz­
wiązaniu t .  j . ijj_

" J( r f h  Ś x  ‘
przy wszelkich wartościach LP w granicach

o  <  (f < - f -  > $ .

^ d ijj *



dla drugiej wartości otrzymamy

ozy l i
M L  /  a

-  d f  1? r fOtrzymujemy więc dla funkcyj 7ćf>itt i  £ } f 4tv
minimum, gdy ijj =  +~ J L  f

maximum, gdy f  ==z-&- +  Tl .
. Zbadajmy jeszcze te wartośoi, dla IM — cJ^ O .

'TForaz IfJ ~ ^~~jT J w pierwszym wypadku wzory /59/ 
i /60/ dają

/  =  ■e~CCt ICn J
tm fis u  ■ cotcar ’

js z flc  uGĆC j5ZU>XC
Porównywując te wartości z maksymalną wartoś­

c ią  napięcia na kondensatorze i prądu w stanie  
ustalonym /wzory 53 i 52/, mianowicie

f  =  j L .  j T  =

znajdujemy

-  > C T  i .  ' o y s / c



Jl
W wypadku, gdy Ljj ~ Łj?̂ ]r , będsietóy m ieli:

%  _  j - 4 * * -
* *  ' Pm f i z u c :

C r  / '  i .

Na szozególne uwzględnienie zasługuje wypadek, 
gdy tłumienie j e s t  bardzo małe,czyli /j bardzo ma 
łe w porównaniu do <£ . Wtedy możemy założyć:

, f i = &  -  -% -Lr  - f i t Z F - = J .
tt tyra wypadku będziemy mieli:

Pray i j j -  (j)~  o  .

y3

przy
^  1 

£ * - « ■



& tych wzorów wnioskujemy, że przy (j y j*  
można oczekiwać przepięcia na kondensatorze; przy 

/3>ćJ przetężenia w obwodzie.

Stwierdziliśmy, że stosunek wartości maksymal 
nej napięcia na kondensatorze do wartości maksy-

Pierwszy wyraz stanowi maksymalną energję e le k ­
tryczną kondensatora, drugi maksymalną energję 
magnetyczną cewki indukcyjnej. Zachodzi więc w ob­
wodzie oscylacyjnym przemiana energji  elektrycznej 
na energję magnetyczną i naodwrót i,gdyby nie by­
ło tłumienia (Tt-Oj , taka przemiana energji miała 
by miejsce nieprzerwanie. Obecność JFt wywołuj© 
straty cieplne energji ,  zachodzi tłumienie i njp.- 
wisko oscylacyjne stopniowo zanika.

Stąd

T30BJA PRJpÓf ZMIBNMCE., G z.II .N r.206. Arkusz 6- t j ,
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§ 7. Otwieranie obwodu, w którym indukcyjnośó 
i  pojemność są połączone równolegle„

Zastosujemy powyższe wyniki do obwodu prądu

przechodziło przez swoją wartość największą, rów­
ną wartości maksymalnej napięcia na zaciskach prą­
du zmiennego t . j .  0

>'c = ~i'm. ■> 
wtedy prąd w obwodzie

gdyż prąd wyprzedza napięcie %  0 kąt prosty.
Cała onergja znajduje się wówczas na kondensatorze 
jU wynosi ^  * Zaczyna się  oscylacyjne wy­
ładowanie kondensatora i po upływie 1/4  okresu c a ­

ła  energja kondensatora przechodzi w energję magne 
tyczną na cewkę; prąd przechodzi przez cewkę i 
osiąga wartość <źJ * prziyczem

le  , TL~O . /rys„ 19/.
Przypuśćmy

ch w il i , gdy 
napięcie na 
kondensatorzery s .19.
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skąd

J =  f m  f ~ £ ~  '  / 6 2 /

J e ż e l i  zaś wyłączenie nastąpiło w chwili,  gdy 
lĄ -O  , to znaozy,gdy prąd ^-cCCi. przechodził 
przez cewkę; wtedy cała energja znajduje s ię  w 
cewce i  wynosi i j C £ .  Po upływie 1/4 okresu 
energja ta przejdzie na kondensator, który uzys­
ka napięcie , przyozern

*

skąd

t  = X  1 - f -  /63/

W stanie ustalonym mamy

V = 7 7vm cJyn-
gdziecZ. oporność pozorna naszego układu, którą 
możemy łatwo znaleść, jako oporność wypadkową 
dwóch oporności CO*X o ras

i - l t =  - Y - ^  ■ V

Cliii U
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aC
------------------

—  a X.
cjC

Podstawiając do wzoru. /62/ zamiast t  — 4 . 2  
oraz do wzoru /63/ zamiast c X n ----------------, otrzymamy;

J  =  J m- i  ~ , 764/ % = f " . j E £ — - ./ W

f  tych. wzorach można łatwo porównać prąd i na- 
pl$cie,powstaj ące przy wyładowaniu kondensat ora,z 
wfcrtośoiami tychże wielkości w stanie ustalonym.

R O Z D Z I A Ł  IV.

OBWODY 5PRZĘOTE.MAGNETYCZNIE.

§ 1. Wyładowanie kondensatora w jednym z dwóch 
obwodów* sprzężonyoh magnetycznie.

Rozpatrzymy dwa obwody, znajdujące się jeden 
obok drugiego / ry s .20/; w każdym mamy kondensator
o pojemności Cj , względnie t oraz cewkę o in~ 
dukcyjności własnej względnie J l Oporności4 Aj
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rzeczywiste w obu obwodach przyjmujemy równe zeru.

rys .20.
Kondensator pierwszego obwodu (/j przyłączony j e s t  
do źródła prądu stałego lub zmiennego i w pewnej 
chwili t / ^ 0  zostaje wyłączony od tego źródła, 
gdy napięcie na kondensatorze wynosi , jedno­
cześnie zostaje zamknięty obwód 2-gi.  Oznaczając 
wartości chwilowe napięć na kondensatorach przez 

i 1/jj , zaś wartości chwilowe prądów, które 
przy wyładowaniu kondensatorów powstają, przez i i 
oraz -i^ , wreszcie spółczynnik indukcji wzajemnej 
obu cewek przez J \  , będziemy mieli na podstawie 
znanych wzorów

d t
n /
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f  —  i r  /o /
^ U t  M  * '  7

oraz warunki graniczne
t = 0 ,  %  =  i r  0  , 1 / ^ 0 ,  i t  ~ 0 . / v

Ponieważ
n .d% . ;  n  d%
L^-cLt ’ - J T ’

przeto wzory /I/ i /2/ możemy przepisać w postaci;

_  /  /? d zu± _  -V .
^ iLi d t*  *dt* * ’

i f  P  d  ^  M Z1 t>V _ 7VV ^  ^  - r y  i  - -  <Jt-C, - r p r  -  V.i 1

albo

v  " +  A ___v  , A C ą  v m_  o
f  P  1 C P  * 9,«W ty oty (,4

H /  , M &  » A
V* +  .-F-7T % +  =  <?.

Oznaczmy :

A 4 . - J  v i £ _ i
< «  Y ' z e r  * ’  :  /4/

/ __  ̂ __7 __ __  D£
A c f > A C , - *  >

wtGdy



% 11 i- ^ % =  — kt trj,1 , /w

1/% =  — 'Xf̂  • / 6/
z równania ./6/

nr — — Ĵ lŁ. 7/  ̂ 'ij- V
Z~~ i*  ■* *  9

zaś a równania /5/
H V ' H XI*

~  * =  ~ i r  * +

więc
j_ gr 11_ V __77 11 / ^  /?r

“  ^  *  ~  * ,  t f  Ą * ’

9 /  = —  ^ . y " - L  4  I r 11 i  &  JT 4  -  i ć i ' ^  W * 2 ^  j  I

‘  ? 171
Biorąc pochodną względom 't, dwa razy* o trzy ­

mamy :
„r «_  y - j ,  - 4  m  _ a 1 „. h 
^  ~  ~ T ,  T* ^  +  W  v < >

-izJk A i-q r +  -A ---i -̂y/< *ve /* ^  ^  ^  ^  •

Ponieważ

Ą k i ~ ^ e x  v * ś e  '
gdz i  e i < d  stanowi spółczynnik sprzężenia magne­
tycznego^ , więc podstawiając te wartości do rów-

i T 7 V W  , je ż e l i  nie uwzględniamy rozpro­
szenia magnetycznego/.

- 8? -



-  88 -

n&n i a / 5/ o t r z ymamy
h ± £ v m o ,

i z
V-i + ■ '& ty  +  

al bo

H~k y v f+ (M %  v  ^  -  o .  /  9/

J e s t  to równanie linjowe 4-go stopnia* którego 
równanie charakterystyczno

+  ■a( i * = Q  ■

jako równanie bikwadratawó dai n p ierw iastki:

^LŁ Il^ A T z ti£ :
Z ( i  - k * j

podpierwiastkowa
(a *+  i f - M z+ 4 < k W Ś * =  ( - c S - l f+ W t it fy O ,

następnie

* * +  t *  > f i a U l *)ł-  ł f H # * ) * .* # ,  4 < i

wiqo J£  ̂ zawsze , Oznaczając;

X

4 - m l+ 4 * J * -  4 f 4 - l * U A *  _  q !  
W - t y  J  i

/ w

otrsytnamy 4 pierwiastki dla X ■



Wobec tego całka ogólna równania /9/ będzie,*,

=  ft-i SWV J i t -J-iJ I ą 'CfrS t> +

+  A 3 $Ul A   ̂ A *  jC°$ J^e  t  , / II/

Biorąc dwa razy pochodną ^  » znajdujemy

■ą =  -  f l / Ą  sinjhtt -  p f  Rt u>sj\ t  -
-^Jbtfl-5 sws/tt cajijt t .

Wstawiając tę wartość do /7/, znajdujemy:

albo
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TJg ~  S44ZJ3i ty

•j* E>$ t  t<- E>  ̂ 005 t }
gdsie

£  .  s ^ źI I A ^ L r
4c-i 4>z

B Z

4<  4 *
3  r ^ A ł H f  %

*  'ht V
lub, oznaczając w skróceniuf

*  1 ;  

1  * ,  ^  

p3 1

3 g — fi,' i  -'/>■■-* ,

4

5.

713/

/ w
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Ze wzoru/ll/ znajdujemy i

_ C} — Ci.fi A^sfit +ęjiĄswfit-

— Ci f e ,  f l ^ C O ^ t - h C j . /15/

Zg wzoru /12/ znajdujemy:

Zakładająo do wzorów /11/, /12/,. /15/ i /16/
warunki graniczne /3/, znajdujemy

de+ , 

0 - 3 ,  + B t ,

0 ~ PA  ̂fź  ̂ 3 >
0  = $ 3 ,  + $ Ą ,

albo po uwzględnieniu /14/

/ł^ t* ** ~P <, ,

^  j  A ą ~  ć 9 ,

$/?., + - P i& 3 = 0  ' 

jij-p fij -hj>2 =  $ .
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Z ostatnich dwóoh równań znajdujemy;

£ ii =  0 ,
A, = 0,

zaś z pierwszych dwtfoh;

^ r - ^ p - t o ,

Rr —f o t  i t - p  • ,
Wobeo tego na podstawie wzorów /T U  

^  U ’ <£-~p y °> 

ZrO, B r - f i r t ,
ą = - b 4 .

Podstawiając określone wartości stałych do 
wzorów / ll/ 1 /\2J t /15/ i /16/t znajdujemy;

asM  •

- £ ^ r ,

P  ̂  'Y/5> / ± i
'*0 ~'COŚ J%  t J j
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Z powyższych wzorów widać, że napięcia I prądy 
zmieniają się sinusoidalnie, przyczem mają drgania

§ 2. Wyładowanie kondensatora w wypadku, gdy 
oba obwody są ze sobą w rezonansie.

Na szczególne uwzględnienie zasługuje wypadek, 
gdy każdy z obwodów rozpatrywany samodzielnie po­
siada drgania swobodne o te j  samej częstotliwości; 
mówimy wtedy, że pbwód drugi jest  w rezonansie z, 
pierwszym obwodem.

Oznaczając częstotliwości drgań swobodnych obu

mieli na podstawie wzoru /'ó'ó/ z Rozdziału I I I  
/str .  5S /

obwodów odpowiednio przez



skąd otrzymujemy warunek rezonansu obu obwodów:

Ô -y- '
Wobec tego na podstawie /4/ i /10/

£ t i 
X I -  O

a2_ Aat-hfyjć-Ą-a,*-!- _ a*(4-t Ł)
°* ~  “  i - i *\ ł A

ś t .7=1’
0  =  ^ < 2-̂  '-A ^ - k j  _/ o t ,

J *  2 (4  —k*J ~ 4 - r

ź j f y r  ’ f i *= ± i f w ‘
zaś na podstawie /13/

p  _  — ______■£__ f
4ći -€0* lei

-0 =  A* — H ~  (c) V -  A  ,

'iii '€L ̂  'fóu
albo, uwzględniając /8/ ; że — / 4  ^  ? oraz
/ V , że j± -~ -C u  /dla <=X1Ci = Jî  / bgdziemy 

■ ^ Cjg
mieli
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Wobec tego wzory dla napięć i prądów otrzymamy 
ostatecznie w postaci;

Z tych wzorów wnioskujemy, że prądy są przesu­
nięte we fazie o kąt prosty względem odpowiednich

SInapięć, przyczem prądy są opóźnione we fazie o -g- 
wzglę&em napięć. Gdy napięcia przechodzą przoz war­
tość maksymalną, prądy przechodzą przez wartość 
zero i naodwrót. Gdybyśmy uwzględnili obecność 
oporności rzeczywistej Fi , otrzymalibyśmy je s z ­
cze zjawisko tłumienia i wzory na napięcia i prądy
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dałyby nam sinusoidy tłumione, jak na rys .21 .

rys, 21,
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Kształt funkcji prądu ^  jest  zależny od pul- 
sao ji  oraz a. mianowicie: nazwijwy przoz
U  funkcję:

U —'Pi sisi fitt -+ pi P& t *=

Na rys .21 mamy wykres tej funkcji, w wypadku 
ogólnym, t . j .  gdy drgania są tłumiono, czyli we wzo­
rach na prąd i napięcie wchodzą jaszcze funkcje wy­
kładnicze Z rysunku widać* to powstają dudnienia
o pulsao j i I * £ ^ 7  bowiem mielibyś­

my dla drgań nietłumionyoh - U=$J$5iaj3Ł^ożyli Sta- 
lą  amplitudę. Dla drgań tłumionych amplitudy były- 
by stale  malejące,.

Częstotliwość dudnień drgań swobodnych należy
od Spółozynnika spcsęienia 4l ,

/ i _ jĆX‘ - _ __

gdy 4c—4  , czyli dla max. sprzężeni a.-

P i =  ^  y P z ~ y x  ' cbydwa obwody drgają z tą 
samą częstotliwością i dudnień niema

Analogicznie dla /-C — O:

fE0afA~PR4pSw ZMIBHKZCH.G s .I I .9 r -206, Arkusz 7-ru'.
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dudnień niema.
Gdy Jc je s t  raaie, obwody małe wpływają na siobie, 

dudnienia będą bardzo powolne, otrzymamy wykres dla 
prądu , j^k na rys,22.

rys,22,



Bc OB 1 0 B I  Z R O Z Ł O Ż O N E  I I
S T A Ł E  I  I  .

R O Z D Z I A Ł  I.

OKREŚLENIE NAPIĄĆ I PRĄDÓW W OBWODACH Z RÓWHO 
MIERNIE ROZŁOZOmi STAŁEM.

§ 1, Równania różn iczko^e dla wartości chwilo­
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wych napięć i prądów. Całki ogólne tych 
równań.'

W części I Teorji prądów zmiennych rosp&trywal is- 
my przewody z równomiernie rozłośonerai stałem! FLt 
X , fi i C , alo tylko w stanie ustalonym, wprowadza­
jąc wartości skuteczno napięć i prądów; obecnie dla 
stanu nieustalonego musimy wyprowadzić wzory dla 
wart ośc i  obwiłowych t ych wx elkości. Rozpatrui my 
nieskończenie mały odcinek 'd x  l i n j i  dwuprzewodo­
we j Zt j ł  23/ w odległości JC od źródła prądu, Ozna­
czając wartości chwilowe napięcia i prądu w roapa*. 
trywanym punkcie odpowiednio przez tf  i 6 ,  otray-. 
mamy na podstawie znanych już rozumowań:
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~  Y ^ - d x ~ R d x  i  - h j l - d x > 

—-^^'cLx ~ A . A x /u -+-C  'd x  -J^r »

d v  .

di

albo:

v\

i ¥ -  =  + £l)x d t

/!/

/V

- * i  -

u U +

Y d x

ryo. 23.

biorąo pochodną /!/ 
względem X i podsta­
wiając zamiast J e ­
go wartońó z /2/ utrzy­
mujemy :

- &  = ~ R J l v  - R C $ - £ A & - J . C $ £ - ,'d x  
albo:

3 V

d t

' 'y-fi* ’ '' v
Po znalezieniu wartości V  z tego równania rao-

t

żerny określić wartość i/ z równania /£/.
Równanie / 2/ jest  równaniem różniczkowem o po­

chodnych cząstkowych i może być rozwiązane rozmai - 
temi sposobami; odpowiedź otrzymamy w postaci roz­
maitych szeregów, sumy tych szeregów muszą dawać 
te same rezultaty Zastosujemy metodę Eulera.

d t

<) JS 
■i
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Załóżmy, ae niewiadoma -funkcja V  je s t  i loczy­
nem dwćoh funkoyj, z których każda-jest funkoją 
jednej tylko zwiennej Ł  lub X , rięo;

t r = T - X ,  t *
gdaie ,

T = f , lŁl  
l - f . f i ) ,

wtedy

^ L - r d l  f i i . T Ą  
<lx ’ d x i ~ J

dv _ v ĉ r . <9V _v d *T  
~7S t ~ A l [ t ’  d t * ~ A

Podstawiając te wartośoi do /3/, otrayBiamy:

T^t=RATX+(RjC+XA)X$[ + X C X j^ ,

lub po podzieleniu przez TX •

. / .  _  v p +  RC -tiJi d T  + XC d T  
X  c U l ~ m + ^ r  d t  T  d t 3

Lewa strona tego równania zależy tylko od X  , 
prawa zaś tylko od ^  ; ponieważ równość musi mieć 
miejsce przy dowolnych wartościach X i tś t więc 
jes t  to możliwe tylko wówczas, gdy każdy z tyoh 
wyrazów ma jedną i tę  samą stalą  i rzeczywistą war­
tość liczbową



Ta stała nie może mio6 wartości dodatniej, np.
£

-f-xx , gdzie Ći może mieć jaką ohoąo wartość l i c z ­
bową; rzeczywiście mielibyśmy wówoaas;

l  A łX
X "doc* '

skąd

X = J{ ^ X+ J{J  1 £ -/ U y  v  /  c y  L  ^  ^  ^

gdzie stałe dowolne, ale z tego wynikało­
by, że przy wzroście do rv> funkcja y? rów 
nież wzrastałaby do nieskończoności; do takich sa­
mych rezultatów doszlibyśmy, badając funkcję ' 7  
gdybyśmy przyrównali do-/-a p̂rawą stronę równania 
/5/; czyli,  że w takim wypadku napięcie 2T«7^fwzra­
stał oby do nieskończoności ze wzrostem X  , co oczy­
wiście nie odpowiada naszemu zagadnieniu. Wobec t e ­
go musimy prsyjąć tę s ta łą  w postaci liczby ujemnej, 
a więc- -ĆL gdale <x może naogół mieć wartość 
dowolną.

Z równania /5/ woboc tego otrzymujemy:
X  d zx  t
A -cL x £ a  9

pp+ R C -tlfl  <ŁT ,XC d*T $ 
h / i  =  - . a * ,

albo

d*X , ' * v n+ - a  A -  u  ,  /&/
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- d L I R H  1-a* T—n im
d t *  U  c l  d i

Rozwiązując równanie /6/, znajdujemy;
X  — A 0 COJ OJC -h B 0 S i n  yOX  ,  . / 8/

gdrie A 0 i .3^ stało dowolne.
Dla rozwiązania równania /7/ piszemy równanie 

Charakt e rystjo  a ne:

które daje pierwiastki:

£ _  _ / A  . - A L  j / J L - A j z_ ^ r  
^-  tu  +z c r  \2X 2Ć) 1C

<a>*
V  ~ [u +zc\ i(/x ~lci uc

I  zależności od tego, czy pierwiastki fi4 i ^  
są rzeczywiste różne, .lub równe, lub są liczbami 
zespolonemi, otrzymamy trzy postacie rozwiązań; 
w pierwszych dwóch wypadkach;

T  r  A t  r
1/ 1 — Lj e  -t- C* € ,

y  7 - =  * * * £ ,

gdzie '/Ćf i. C£ sta łe  dowolne; ponieważ 'k1 i ^ s ą
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liczbami ujemnemi, więc otrzymujemy funkcje maleją­
co i to nic osobliwego nie przedstawia; rozpatru-r 
jemy więc wypadek, gdy pierwiastki są liczbami ze- 
spolonemi; wtedy możemy napisać:

gdfcie;
k* =  -cC  ~  t f ft i  

CC- ^  ^  ^
hZ C  ’

/ 9/

f - f ź c  7  •
/ W

•
cekoî

V
lII n v

2wróćmy uwagę, że CC i ^  zależą tylko od s ta ­
łych. obwodu, więc dla rozp&trywanago obwodu mają 
wartości s ta łe ,  gdy tymczasem zależy od s ta łe j  
dowolne} Ć L.

Całka ogólna w tym wypadku będzie;

T— & jCf CQć - i -  C£ ćuijźtJ ,
Podstawiając tę wartość T , a także wartość X 

z /8/,do/4/ i  zamieniając iloczyny stałych dowol­
nych pojedyćozemi literami, otrzymamy:

i/= £  t  i~fiż M n jH jćO j.a jc  +  

i -  ( B y CoSfiŁ 4-E>z ć in  j i t j ź i n w c j .
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V zależności od wartości ĈL możemy otrzymać 
nieskończoną i lość  takich rozwiązać, całka ogólna 
będzie więc sumą wszystkich takich całek szczegól­
nych; oznaczając dla dowolnej całki szczególnej 
wartości -CL przez -On , odpowiednią wartość J 3  
przez j3 n , zaś stałe dowolne dla te j całki przez

f możemy napisać całkę ogtflną w
postaci ;

v ~ 4  a  <ZT ^ f i n t

'ffzćr ten można przepisać 4naczoj, zakładając:

+  f >A = ^ i n ^ { p n t  + Sn 'jf

B/n i ‘3'in f i '1' t ~  '̂ "'>1 t+ ̂ ,,1 j !
gdzie J % Ą  S i d, stałe dowolne; w ten sposób

f f tn J M /jK  t  -hSn ) MS ,a.n X +  

-f- Si^ Sifb SMl'CLtiX j  /12/

Teraz określimy prąd ze wzoru / 2 / :

- J >  =  A V ^ C & >
ćjc



biorąo wartość V  ze wzoru /I2/ ,  będziemy mieli:

~dx ^  * * ( / «  t +  ^n) OP ^ n JC -h-n.= j i

ĄiJC,-  oc CJin&a(j$+&ti)ćs64ttx~

”  cc CjJnSmjj\Ł+̂ siłl OnX+Jl CĄn COĆIftjt -hć%Jco$ĄX +
~t C Jffl C&̂ lP̂ t -f Ljljj J'lj b -&K X j  $
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albo
■&**v7 J . = * V  ę

f i ^ w t 1

Wyrazy, stojąoe w nawiasach. prostokątny oh, może­
my zastąpić sinuaoidami, któryoh amplitudy będą 
jednakowe i równe;

U - i  .1 '' i.JU :' f,C,.0 t-ocCf+ffaC)
podpierwiastkowa przy uwzględnieniu /9/, /10/ i 
/ll/ będzie równa;

(A-*C) +lj5nC)*= /L*~'ZflCoC+CoC*+C*J%
/

= f i - 2 f lC c c  +C*(acA+ j3S ) =

■n.
i
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/  Ji -Z1 rL ( lu ^ c i + Z f '~(?I~Zc)r 

_  lU ię . vy jtĄ/f-t- RA + l-J&f , ^
-  j ,  + L lyźl &cc +w> ź c  “  -

- M V  JM  - / - # / - _  bM  '

wobec tego amplituda sinusoidy będzie:

; y ? 
kąt przesunięcia fazy te j  sinusoidy V n  określi­
my ze wzoru:

/ „ 9- ^  fi-n
% ^ i : Z = I - ^ = C T J = ~  /

,  ' c -  r  ^  w  JWobec tego

~  — -6 u n fP J.+ h n .-h  n ^ .)m A X +
h j/

y- JYjrLH LjJn J &Rs-ćlnJCJ •
Dla znalezienia całkujomy ten wzór względem 

JC } wtedy:
1l~nj

C~ £ f~r / J ~MnJirL f(3n t+Sit+SKI Mn ô x -j-
n=ł ‘



-j- 'p ŷ -hW + Vnj£& ś On X . /13/

Stałe j  dowolnej nie pisaemy, gdyż, oczywiście, 
jest  ona równa zeru, bowiem przy

/bo U - O/* ewftż i
— s in  1 AtX +- 'J~ J»

/ Sl i
- c o 5 — J i n ( ć u x  -h

praeto, porównywując /13/z /'12/, możemy sformułować 
otrzymany wynik w ten sposób:

amplitudę prądu otrzymujemy z amplitudy napięcia, 
mnożąc tę ostatnią przez  ̂ czasie prąd
jest przesunięty o kąt

S n  =  ćuntfy ’

jeżeli  , czyli -2L y  -A_y

wtedy Ł<0 / A zawsze ><? f bo to wartość 
bezwzględna pierwiastka/, czyli prąd je s t  opóźniony 
w ozasie względem napięcia;

(&7 ^ 0  » wtedy /l n̂  ^ 0  9

prąd jest przyśpieszony w czasie względem napięcia; 
wreszcie
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prąd jest  opóźniony w czasie o kąt prosty względem 
napięcia.

1 przestrzeni prąd wyprzedza napięcia o kąt pro­
sty.

'f^óry /12/ i /13/ dają na* wartości chwilowe na­
pięcia i prądu w dowolnym punkcie obwodu, odległym
0 1  od początku w najogólniejszym wypadku; w tych 
wzorach mamy stałe dowolne:

> jyn . y 3 'ćLn ?
stałe  i zależą oa XXn .

Wartość tych stałyoh dowolnych może być znalezio­
na tylko wtedy, gdy będziemy mieli dostateczną ilość 
dodatkowych danych, dotyczących wartości napięć i 
prądów w wiadomych chwilach i w określonych miej­
scach.

Mówiliśmy już poprzednio, że wartości chwilowe 
napięć i  prądów w stanie nieustalonym można rozpa­
trywać jako sumę dwóch wartości chwilowych, odpowia­
dających ntanowi ustalonemu i stanowi przejściowemu

V — V<u, -h V  p  f
' 'i »

( ' t — ~h 4^^ .

Wyżej wyprowadzone równania różniczkowe mogą być 
zastosowane zarówno do wartości V i 't , jako też
1 do poszczególnych wartości V^y Oczy



-  1X0

wiście, w zależności od tego, jak i  stan obwodu roz­
patrujemy, stałe dowolne, wchodzące do całek ogól­
nych. równań różniczkowych,będą miały inne wartości 

Zajmiemy się obecnie określeniem napięó i prą­
dów przejściowych w okresie nieustalonego stanu 
obwodu.

Będziemy więc mieli 20 wzorów /12/ i /13/;

+ J f n S i n / f i J ;  +  j / n J s u L  CLn x j  / U /

$ n)tcj-a nx j , 715/

gdzie

/ 19/
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§ 2. Załączanie l i n j i  w końcu otwartej do 
źródła prądu s tałego.

Niech wartość napięcia prądu stałego na zac is ­
kach, do których załączana jest  l i n ja  w końcu otwar 
ta, wynosi r  . Będziemy mieli następujące warunki 
gran io zne :.
przy wszelkich wartościach t :

1/ dla JC~--Q : /na początku y

Uwzględniając we wzorze /14/ pierwszy warunek 
graniozny, ot rzymamy;

2/ dla X~~Ł i /w końcu = 0 ,
l in j i/  4 ,^—0 ,

przy wszelkich wartościach X  >

4/ dla t ~ 0  ; i  — 0 , 0 ,  'Op— 0

wobec caego:



I  ten spósób zamiast wzorów /14/ i /15/ będzie­

my mieli
^  -t l-  »v*

sin anX, /w

*  112 «“

Jfn &*b[P^t JccS O* .* . / 2 1 /

Zakładaiąc w ostatnim wzorze na podstawie warun­

ku / 2 /  JT-pj 'î pO• * zazna0za5^0 1 y)^  nic może

byó równe zeru, gdyż wtedy vt -Q  przy wszelkioh 
wartościach X  , o o przeczy warunkowi /2/, otrzymu­
jemy po uproszczeniu i

ĈCfS 'dfl 't — Oy 
czyli ,  że wszelkie wartości 'i muszą byó niepa-
tzystemi wielokrotnościami , a więc

1%$=§- i - a j* * 3 jr  j & j l  - 3 ^ , ........

stąd wyuika, źe stała dowolna może mieó w tym
wypadku tylko następujące wartości;

ar j j ;  ■>■■■■ w

Rozpatrując falę napięcia i prądu wjdiub l i n j i



w określonej chwili, spostrzegamy ze wzorów /20/
i /21/ t że długość f a l i  otrzymamy, gdy

• a^ je  -h A nj =  a njć -h Z n  ,

skąd
1 _  ^31 

^  ii 'CLn 1 
m r , będziemy mieli

to znac&y, że ca ła”długość l i n j i  zawiera tylko 
1/4 f a l i  te j  sinusoidy; nazwiemy tę sinusoidę głów­
ną, inne zaś harmonicznemi sinusoidami,

$  31
Dla /trzecia harmoniczna/

j  = _ M _

dla /piąta harmoniozna,-'
" ,  ,# i

•^s s
w i  d.z i my więc, że cała fala  układa s ię  .n a długo ś o i 
l i n j i  tylko dla harmonicznych wyższych, zaczynając* 

od p i ą t e j ;  przyczem będziemy mieli tylko nieparzy­
ste  harmoniczne

Uwzgłędnijmy teraz warunek /3/ i załóżmy we wzo­

rze /20/ i~ Q ,V ~ ~ 1 /  , wtedy:.

TBORJ/i. m.BÓW ZKTENHTCH. Cfc. I I -$.*•. 306. Arnaa-:- 5-ny.
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Tl-ru
f f-n SUi l(j ■ — — "V i /23/ '■,*Ł~ i / fl

przycsem, jak stwierdziliśmy wyżej, może mieć 
tylko wartości podane w / 2Z/ .

Izór /23/ daje nam nieskończony szereg Fourie­
ra; '

Ą  sin jij Jłłi-tZjT +~ Ą  Swi ji3 sin 3xisx  ~ł~

*/-.........i~ óUl'(£k+djQiX+m''ss$i
w tym szere/*u wchodzą tylko nieparzyste sinusoidy, 
więo krzywa, przedstawiająca naszą funkcję, je s t  
symetryczną i  względem osi X i względem swego po­
czątku. Oznaozając dla dogodności

będfiiemy mieli szereg

K X S U I Z  - h A 3  M / ' d >  3 z + ...........................

spółczynnik dowolnej sinusoidy określimy ze zna­
nego wzoru jr

/ f
h ,kiT  "Jtj jfa} ^  Z xlz ;

u mis / (ij  — fi ( wj ęo
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czyli ostatecznie:

S âL , ódłl W ---~7<T7 ~ ̂ 7)----  ' /24/**+* Ttkrt (M h J J L  . . .

Wreszcie 2 ostatniego warunku granicznego, 
i /^ 0 , ze wzoru /21/ otrzymamy po skróceniu przez

Z 7

^  ;

- ^El, Sin WŹ'&n,X  ~  0  .

Ponieważ ta  równość powinna mieć misjace przy 
wszelkich wartościach X  , przeto każdy spółczynnik 
przy wszystkich. LOĴ Cin X oddzielnie powinien się 
równać zeru. Uwzględniając, że 'Tl — 2Ł -t-4 , otrzyma- 
my:

Ale nie może być równe 0  , jak widać
ze wzoru /24/, więc powinno być

Sm ( l/j ~hn} ) =  0,
I / Z M  Zk+4 I

skąd ^
ijj -h o9 =  0 ,1 *' ■ ■ — ~~ .jt  r * .
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lub wogóle
llj -h a f  =  Ti ,

, / Z k ■*-■/
gdzie -k l i  oz ba całkowita; wtedy

poniewaś, 250 wzoru /19/ ,

ta S ■ = -----ŹAk±Ł. 
T ------------------------ J  *

-•rzeto -?/ćP .  ,/1 ___ j Ź k -h i
' i  f n  -H ■ J

Z tego wzoru znajdujemy,*

*>2 di = ^ d h ± ż ± __=  - o f e i Ł . —

ponieważ ze wzoru /17/
z i *■

fX _ l  y  '& '£ & + < {
j i  x c

przeto ostatecznie

f i t k f

-j

sm /jj =  AJ k±i-ijc~ l '  / 26/

Tz-fc -ri ■
Ż K + i

Ze wzorów /2,4/ .1 /2q/ 2na3dujemy:

J)/ — ------ ^ ^ ^  żJc.* 4 ,

A * y ( t - k + i f a f i ?  
Zamieniając w tym wzorce < l^ td przez jego

wartość aft wzoru <2, a mianowicie ^
a 2 -k* M  JJ~ 9

trzymamy po s v e ni u ostatecznie



J[ —_ Ą -------  fztf
jtk+i

Podstawiając do wzorów /20/ i /21/ znalezione 
wartości stałych dowolnych, otrzymamy:

K ,  =  _  JX ą2 Z r - L  sm i ,5 t - J .
r il/Zc' ŹtĄmh {JzkH ***

Jl
» SWl •—--9 /28/

u

albo inaczej

i* /  „ - 4

< A S ] i M \ n _ x >  / 2 9 /

^  itcC ^  $ )‘5inf r i'
-j- ~ ~  t  —*lł3J J in  J y -* 7 “

^ 3

+  4 - S i n ( f t , t : ' '  /3o/



sin ji3t cos

f i s ^  * 0 3  ~^ ~ 7 l  "  "  "  j  / 3 1 /

gdzie

7

/ « « - 7 lit - Ę /su
: /33/

Z tych wzorów możemy zbadać amplitudy zarówno 
główne;) f a l i ,  jak i wszelkioh harmonicznych, np„ 
dla głównej fa l i

~  fj££ć' e  ^  fz~  >

\ = ~ f x  £  *  -jĘ  ^  f r  ’

1" _  Z i " Ł

^  “  T W ~ J7  ’

7 =^ u r t  ; .
IU  A  ’

oc= I I R + A i i  — I R - M* u  c r  J ‘ ju u c  l u  scl
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W zależności od wartości mianownika we wzorach 
na ' T  lub 3  możemy otrzymać przepięcie lub przetęże- 
nie,

§ 3. Załączanie l i n j i  w końcu zwartej do źródła 
prądu stałego.

Warunki graniczne będą: 
przy wszelkich wartościach t :

gdzie -6-4 może być znalezione ze znanych wsorów dl*
przewodów w stanie ustalonym,

Wartości napięć i prądów mogą być znaleziono 
w sposób, podany w poprze-inna paragrafie.

przy wszelkich wartościach X  > 0  ;
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§ 4, Załączanie l in j w końcu, otwarte] do źródła
prądu zmiennego.

Niech wartość napięcia prądu zmiennego sinusoi­
dalnego w chwili zamknięcia, obwodu przechodzi 
przea fazę Ljj , czyli ,  ze wartość chwilowa będzie 
określona wzorem̂

~  -̂ryi SL¥l ( o f l  -hljjJ .

Będziemy mieli następująco warunki graniczne
przy wszelkich wartościach t i

1/ dla JC=0 napięcie U będzie odrazu takie 
jak po ustaleniu się

U-w 'Wp »
vf = o i

? / d ia x ^ T :  i - 0 ,  1 ^ 0 ,

0_ ;
przy wszelkich wartośoiaoh X y O  :

' -------— ' ■ ■■ I '■ T  ---------- .PU ! , . — -  M, .......... .....................—  -

3/ dla t  = 0  : V  —0  ,

U  u. +  'Ifp- 0 ,
i/.p — iy  ̂ j

( V  dla ,. =  61 >

'i p  ■—  .

Wartości ustalone napięcia oraz prądu ^  , j a ­
ko funkcje zmiennej odległości X  ", mogą być zna-
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lezione ze wzorów, dotyczącyoh stanu uetalonogo.
2astosowując te sarno ogólno wzory /14/ i /15/ 

dla prze j& oi owyoh wartości napięcia i prądu, i 
spostrzegając, że pierwsze dwa warunki graniczne 
są te same, co i przy prądzie stałym, znajdziemy 
j aL: w S' 2;

J \  n ~0  ;  COS ćLn ł  =0 .
Warunek 3-ci da nam

n=f̂
2 1  yy,n sw . j j S U l  CLix X  — —  Vu> 

skąd, jak dla szeregu Fourier’a ,
31

Ąk*i * *  U r ~ ź f  Uu d fóx)j/?4
'o

w tyn wypadku je s t  funkcją X , która raoże być 
określona przez stałe obwodu i przez wartości, na­
pięć na początku lub w końcu w stanie ustalonym. 
Wreszcie ostatni warunek daje

/

co znowu nam daje szereg F o u riera ,  dla którego
31

f

Jt
^ s u i ^ r ^ i Ą o Ą
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albo

Ąk-nwditn f tkH
=  — ^ ^ J ^ s in J ^ + f)ą ,x d L (ą Ą ' 35/

Ze wzorów /19/ i /l?/ znajdujemy:

/  'G -tJi+i -dlk  -t-i
zaś ze wzorów /34/ i /35/ możemy znaleś<5 
oraz Lb „

§ 5. Załączanie l i n j i  w końcu zwartej do źródła, 
napięcia zmiennego.

' 1 ’ ' " .'........• 1 *

Będziemy mieli warunki graniesne analogiczne do 
tych, które ustaliliśmy dla prądu stałego, mianowi­
cie :

przy wszelkich wartościach fś  ;

1/ dla X ~ 0  i , . / V = V ^ j ,

2/ dla x ~ L - .  ■ Vf = 0  ( V ~ 0 ,  V u_ = 0 ) .
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3/ dla t ~ 0  i 'VTp^ ~~ Vu ( l f  =  OJ,

4/ dla t -  O; ' i p  ~  — >iu  ( i  ~ 0 j y

gdzie /V'i0 i są funkcjami X  , które mogą być- 
określone na podstawie znanych wzorów dla stanu 
ustalonego. Sposób rozwiązywania zagadnienia jest 

taki sam, jak w § 4.

§ 6 c. Linja nie odkształcająca. Przedstawienie

Znaczne uproszczenia we wzorach dla napięć i 
prądów otrzymamy, rozpatrując l i n ję ,  w której s ta­
le tworzą znaną proporcję:

wartości chwilowych napięó i prądów w po- 
staci dwóch fa l .

czyli t , zw» I łu ję  nieodkształcającą. I  tym wypadku

/ 36// 36/

wzory /16/ i /IB/ dają

Woźmy ogólne równanie różniczkowe /3/:



ssał (Sany:
a - cC Ł ,

■-Ł , ^39/
gdzie 'LL narasio niewiadoma funkcja dwóch imien­
nych X i t  :

U  =  f ( x ,  t j .
Itody

„-<*t du av .-«* d*u s
T I ;

3v „ - c c t / c i l L 3 V  -<xtlć)*U _9,MŁj. yk 
W - e  [ w  t U - J ’ ! ? - *  ( l t r  ó t  7

Podstawiając te wartości do /38/ i dzieląc obie 
strony praez -& ^ , otrzymamy:

j^=MHRC+M)(§-*U)+ XC[$jjt-2«$*aL)-
—cc(RC -f-j,jiJ + -^ ic C C j+

+ m . i n £ + M - ^ x c j - t ^ - d c .  / , 3/

Uwzględniając wart o u oi O? ze w<joru /3Y/ o b l i ­
czany:

RH-«(RCi*UL)+cc uc= m  ^  +
oL

/ ? r  +oCJl —*£cc JiC— fLC +RC- f̂ RC-- o
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Wobeo tego równanie /40/ otrzymuje past ad:
a *U  - j p ź l i L

T jc I L d t *  ■
Oznacz my

,  - l
U T  ’ A v

osyli °CC—~^T , wówczas

.  f,\ y
b t *  O Z *

Je s t  to znano równanie różniczkowe d’Aloinbert *a
wyprowadzono dla drgającej strony. Całka ogólna
tego równania ma postać'

U ~  fx (X-~'OyLj ~h ! X  ~f~ o t j ,  / 4-3/
gdzie {  1 f i  stanowią nąogół dowolne funkcjo od­
ległości X i czasu ~t,

Można łatwo sprawdaió słuszność tego rozwiąza­
nia, gdyż
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dli dfi c>fi
d x  c)(x -a b ) d (x - r t d j

~  <¥ji ■+ <ęŁ. '

9jć 1 ()(x--txiji d(x^-aC]
skąd widać, że warunek /42/ spełniony..

Podstawiając wartoió't/ ze wzoru /42/ do /39/, 
otrzymamy:

1f~.£ (x -h£it)J . /44/
Dla znalezienia 't bierzemy wzór /%/.'

k r - U - f - C - f e idx t  0 dt
podstawiając tutaj znalezioną wartość "Z/' otrzy­
mamy :

- £ =

+  U 4 t a t l

= £ - * %  - M U L ) -  -----------^  ,

Wobeo /37/

A —ccC= A -R ~ Ó ,
więo
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. d i=  _  f  p / i  (x~<xtj _  ()fż (x + a tl /
id '(x—-€otl d(jc-hati i

albo, podstawiając ^j=i.~yd=r i zmieniając snaki

() (x  ~~~'QsbJ 'd (jc~h ojfc}

- J L -

U c
di _ j f F ^ t  J ()fj (X~at) ^  ^fs (x -ł-utj 

d (x + atj
Całkując względem X , otrzymamy:

^ =  ^  + < a ź /j. /«/

Izery /44/ i /45/ dają nam wartości chwilowe 
napięcia i prądu w dowolnym punkcie przewodu,

Rozpatrzmy dwa punkty, znajdujące się w odleg­
łości  'djC  ; w tym drugim punkcie wartość napięcia
i  prądu "będzie taką samą, jak w punkcie pierwszym 
po upływie czasu . Wobec tego:

1/ x ^  d x  ~  ̂ a(t ̂ d fc i ~  x  —-a t ,
2 /  JC ~h d jC  i'' tś ~  JC ~h d / t s  $

z pierwszego równania otrzymujemy

<Łx — CuLŁ— 0  ;  Ôu —
z drugiego równania

A jc -b ^ lx it —0 ;  ^  ~  ~~

Widzimy stąd, że spółozynnik -Ci stanowi- pręd-
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kość, z jaką się- rozchodzą z jednego dowolnego punk­
tu do drugiego -  te same wartości prądu i n ap ięcia ;  

inaczej mówiąc je s t  to  prędkość rozchodzenia s ię  

fa l  napięcia i prądu wzdłuż przewodu.

Ze wzorówf/44/ i / 4 5 /  stwierdzamy, że napięcie  

stanowi sumę dwóch f a l ,  zaś piąd różnicę dwóch fal,  
które rozchodzą się  z jedną i tą, samą prędkością, 
ale w kierunkach przeciwnych /prędkości  mają znaki 
praeoiwne/; fale  te nie zmieniają swego kształtu, 
tylko zmieniają amplitudy, gdyż zachodzi tłumienie
?: biegiem czasu, zależne od funkcji wykładniczej 

- e c t
i i  t która jest  funkcją malejącą.

Pało prądu są podobne do odpowiednich fa l  napię­
cia; amplitudy f a l  prądu otrzymujemy z amplitud na~

ność oporności falowej lub oporności charakterystycz­
nej l i n j i  w rozpatrywanym wypadku 

Prędkość rozchodzenia sie  fal

nia się światła. Dla przewodów nan;wietrzr-ycli z me-* 
talów magnetycznie obojętnych:

c, stanowi paedkośó rozchodzę >•

dl a przewodów,, kablowych
fA .-i , XX=1 |



gdzie £ s ta ła  diolettrycina iso lac i i  kabla.

§ 7.. Załączanie l in i i  nie odkształcającej do 
'aro dł a p i ącl u s t ał * g a

Zastosujemy otrzymane wzory do wypadku już po 
przednio rozpatrzonego, mianowicie c!o załączania 
Linji w końcu otwartej do napięcia prądu stałego 

Mieliśmy następujące warunki graniczner 
przy wszelkich wartościach ~t ;

1/ dla JC-0 , Vf = 0 ,
2/ " x ~ t  , i l = l 0 ;

dla wszelkich wartości X  > O

3/ przy t = 0  ,
4/ łł ~t> ~ 0  , -b  ̂ = (7 .
'Sprowadźmy te warunki, do wzorów /44/ i /45/

— € JjifX^at) -h j*̂ (x -h &st)J ,

Uwzględniamy 3-ci  i 4-ty warunek , wtedy;

i ,/*W +f*(x )= —

-ot

f  t (XJ — fjxj  =  ć? ,I
TE0RJ4 TpTtyDfa ZMIENNICJLGz-. H J i r . ?.0C. ^r}r■î r/ O fA£.'<ó "i
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sląd
p . x } ^ j 2(x j = — 4 r f .

To znaczy; że przy £ = $  obi* fale* idąo naprze­
ciw siebie * są równe sobie i mają sta łą  wartość 
—X / * .  /rys.24/:

Dla innych wartości
■̂ 'r---- -------------------- ------^  ~tyO  mamy warunki /I/

r// I i /2/? wtedy;

; -------► ^_____________ n

fi~ ff f j £  -i-at) .
v  Pierwszy z tych wyni- 

rys.24, ków wskazuje, ie  aa po­
czątku pierwsza fala /wychodząca/ ma taką samą war­
tość, jak i druga fala /wchodząca/, ale znak prze­
ciwny, Można rozumować w ten sposób, że fala  wycho­
dząca jest  odbiciem la l i  wchodzącej i wypowiedzięd 
rezultat ten w sposób następujący; fala wchodząca 
zostaje na początku odbita, zmieniając przy tern 
znak,

Drugi rezultat wskazuje, że w końcu l i n j i  otwar­
te j fala wchodząca f< zostaje odbita z tym samym 
znakiem; to następuje po upływie czasu ,

Na rys025 wskazany jest  wypadek, gdy tłumienia 
ni© uwzględniamy. W odległości X  po upływie cza*



su t>0~~ mamy dwie fa le ,  które si$ sumują /bo
odbita fala zmienia

jc znak/ i dają napięcie
i \r y  ■ Fala / w miejscu 
hj-------L— .—___________  •
r  i ; / JC wskazuje skok -* fio
I 1 j /*

1--------1_—_ J  nap. (J y spowodowany
 ̂  ̂ odbiciem fa l i  ^  na po-

rys. 25, czątku,
Gdybyśmy uwzględnili tłumienie, to mielibyśmy

napięcie ,

n - " 1-  ‘

Po upływie czasu t ~ ~ ~  /gdy w końcu l i n j i  
osiągamy n ap i jc ie '  / / fala j-̂  zostaje odbita 
z tym samym znakiem, wobec tego od tego miejsca ^  
doznaje . analogicznego skoku, który dochodzi do 
p o o z ą t ^ B ^ j i  po upływie czasu . Można .
zauważyć, że każda fa la  zmienia swój znak po dwu­
krotnym przebiegu wzdłuż ca łe j  długości l i n j i .
Gały okres, zawierający dwie przeciwne zmiany kie­
runku dla każdej f a l i ,  jest  dwa razy większy, czyi i

7" ’—  ^

' <̂2 ;
to anaoay na długości l i n j i  mamy 1/4 fa li .

Wartości rzeczywiste'napięć i prąd ó w  otrzynńi- 
jem?, dodając do wartości przejściowych wartości
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ustalone:
% \

Vf> -h i ^  = ^ r  ^  Lto-

R O Z D Z I A Ł  I I .

OBLICZANIE POJEMNOŚCI I INDUKCUNOŚCI W LINJACH
ELEKTRYCZNYCHc

§ 1, Pojemność,

W Podstawach Elektrotechniki określiliśmy pojem - 
ność elektryczną przewodnika,jako iloraz znajdujące­
go się na nim ładunku elektrycznego do potencjału 
tego przewodnika, czyli:

C = -§s~~ ■
Tani też v?yprov/adzone były wzory dla^^^Kórych 

układów, tak ap, dla Tc ul i o promieniu T  , znajdują­
ce] siQ w powietrzu /stała dielektryczna <? = / •/:

T  cm ., — F  .

Dla kondonsatora płaskiego;
/* — _ £ ± 1 _

 ̂ L ~  4 x 4 .  ’
C  stała dielektryczna dielektryka, snajdują­

cego się między dńeoa pł&ski*ni ofcładsi nam i o no-



wierzchni każda, za6 j L grubość dielektryka, 
czyli odległość między okładzinami.

Dla kondensatora cylindrycznego;

r  ,

» ^  ^  
gdzie t  długoaó obu cylindrów, ^  i ^  promie­
nie cylindrów wewnętrznego i zewnętrznego, Ł s ta ­
ła  dielektryczna dielektryka, znajdującego się 
między cylindrami.

Obecnie będziemy rozpatrywali przewody, okłada­
jące się z drutów lub linek okrągłych, gołych oraz 
izolowanych, czyli przewodów cylindrycznych. Ła­
dunki, znajdujące się na takich przewodach,dają 
pole elektryczne, którego natężenie będzio skiero­
wane prostopadło do powierzchni przewodów, czyli 
prostopadle do ich osi. Aby móc określać pojem­
ność dla rozmaitych układów takich przewodów,,musi - 
my przedewszystkiem umieć określać wartość poten­
c ja łu  w dowolnym punkcie pola elektrycznego, po­
wstającego pod wpływem ładunku przewodów. Najogól­
niejszy wzór dla potenojału 1 f  w dowolnym punkcie 
(x y\if/Zj pola, je s t  to wzór Laplace'a:

a*j rf_ - jr  -  o
d j c *  7 1 * -  •

Dla naszych celów wzór ten możemy znacznie
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uprościć, Mianowicie będziemy rozpatrywali prze­
wody, Których kształt ,  rozmiary i całe otoczenia 
są jednakowe na całej roapatrywanej Ich długości. 
Jeżeli  przeprowadzimy płaszczyznę prostopadłą do 
takiego przewodu, to zmiana potencjału w rozmai­
tych punktach te j  płaszczyzny będzie niezależną 
od tegOv w jakiem trdejscu przewodu taka płaszczyzna 
została przeprowadzona. Biorąc oś przewodu za oś 
2L , wyrazimy warunek powyższy w ten sposób, że 

zmiana potencjału nie zależy od <Z> , czyli

Uastępnie, ponieważ,jak założyliśmy, przewód 
jest okrągły, przeto w płaszczyźnie prostopadłej 
do przewodu /rys.26/ wszystkie punkty,znajdujące

się w jednakowej

/  2/

\

/

\

//

\

N

/

\

/

\

/

odległości od osi 
przewodu 0 t bę ­
dą miały potencjał 
o te j  samej warto­
śc i ;  można wi ęc 
zamiast dwóch 
zmiennych i

rys,26.
wprowadzić tylko 
jedną zmienną Q
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stanowiącą odległość rozpatrywanego punktu oa osi 
przewodu, Wtedy będziemy mieli dla dowolnego punk'

= | f =  

i wprowadzając do równania / ! /  zamiast pochodnych 
względem X  i , pochodne względem -jP , otrzy­
mamy po uwzględnieniu równania /2/

$ Z%  + ± W _  =  0 ,  /3, /

l ? Ł f  Hgdzie y  oznacza potencjał w punkcie odległym
0 od osi przewodu,

Zakładając w równaniu /3/

M L ^ U ,  a /df
będziemy mieli

dU -+ /li  _  o
d ę  f  ~  ’

Skąd ^
d l i __do
U ~~ f  ’

1%̂  U — — Ifa f  +  1$^ >

gdz ie stała  dowolna; wtedy

li =---jł
1 na podstawie /4/

d t  , 
d f  f



136 -

czyli

gdzie J*Łg druga stała dowolna.
Oznaczając wartość potencjału na samym przewo­

dzie, którego promień wynosi T  , to anaczy dla 
jp =» r  , prze-,z £  > otrzymamy z /5/

^ =--J 4  r  + J i t ■,
odejmując stronami ostatni w?<or od wsoru /5/,otrss.y- 

lhamy;

%  - 1 + ^ . /v  

Dla określenia sta łe j  musimy znać wartość
*

potencjału jeszcze w jakiejkolwiek odległości., np gly 
dla J5—/J potencjał ma wartość , wtedy ae wzo- 
fu /6/ będziemy mieli

/ v

J j - 1l + U Ą . ^ r -

/ 7 /

Z Podstaw Elektrotechniki wiemy, że natężenie po­
la elektrycznego r  , wywołanego przes ładunek rów­
nomiernie rozłożony na powierzchni walca/przewodu.
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c y i  i n d i y o a ne go/, ok ros i  ono je s t  w 3 o r
<T ~

0 ’
gdzie OL .ładunek. przypadający na i om długoóo: 
walaa, € 3 bała dielektryczna środowiska, w którem 
się walec zna jduje, odległość r o z p a t r y w an e o 

stu pola do osi walca.
Również wiemy, że

s — 4 & - ,
■̂ LjP

wobec czego '

d% _ t a  
k  Ł9 'Ze wzoru / ? /  znajdujemy:

/$ /

d ? ,  f  więc ze wzoru /»/ otrzymamy

# - / ,  _  za /  9/
1 L ~  ~~~ £’*i r

Uwzględniając oatatnie równanie oraz wzór/7/, 
możemy potencjał w punkoie,znaj dującym się w odleg­
łości od osi przewodu, określ id w sposób nasię 
pu.jąoy:



gdzia y  stanowi potencjał własny przewodu, $  ładu­
nek, przypadający na 1 om. długości* f  promień 
przewodu, £ stałą dielektryczną środowiska,

Wzory /9/ i / l0/ dadzą możność określania pojem-, 
ności dla rozmaitych, układów przewodów

§ 2, Pojemność kabla jednożyłowego obołowionego, 

laki kabel można rozpatrywać . jako kondensator cy~
r'

lindryczny, którego jedną okładzinę stanowi sam prze 
wód, zaś drugą okładzinę płaszcz ołowiany. Oznacza­
jąc promień przewodu przez V  , lub jego średnicę 
przez xL , zaś promień kabla pod płaszczem przez TL 
lub jego średnicę przez jD , odpowiednie potencjały
przez h  i , otrzymamy wprost ze wzoru /9/ dla 
pojemności takiego kabla na 1 cm. długości;

wzór ten daje nam wartość pojemności w jednostkach 
a Kładu elektrostatycznego, czyli w centymetrach, dla 
przejścia do układu elektromagnetycznego musimy 
uwzględnić, że

nestępnie zwykle obliczamy pojemność przewodów nie

otaczającego przewód.
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aa 1 cm. długości, lecz na / hn -iOc. i podaj eray 
w j , F  ; wobec tego będziemy mieli:

r =
U  ^ 

lub, wprowadzając logarytmy dziesiętne, otrzymamy:

r _  0,0241 £ _O,02M Ł /Kf  n i /

¥ W ~  T 1 F ~ f " '

Przykład .

Kabel jednożyłowy obołowiony ma przewód o prze­
kroju 16 średnica przewodu wynosi 5,1 mm, , 
grubość iz o la c j i  papierowej 2 mm, , wobec czego 
średnica kabla pod płaszczem wynosi 9,1 mm: Mamy:

D  __ 31 . i  _/> 9 r A 
d  ~ 51 ’ ty 51 2 ó i'

Stała  diel ,  dla papieru, impregnowanego £=  4,31.

^  Q ,2 S i 9 ićm

§ 3. Pojemność .kabla jednożyłowego opancerzonego.

Kabel opancerzony posiada tr«y metalowe po­
wierzchnie cylindryczne: sam przewód, następnie

• •

płaszcz ołowiany, wreszcie opancerzenie żelazne 
/ry s ,2?/.
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TJB.Ć27,

Taki układ można rozpatrywać jako 
dwa kondensatory połączone w szereg. 
Oznaczając przez pojemność 1-{To 
kondensatora /przewód i płaszcz oło­
wiany/, przez pojemność 2-go 
kondensatora /płaszcz ołowiany i pan

oera/j będziemy mieli dla pojemności kabla:

c Cf£. i

C j+ C ;
Z 7 ict c.2  f *c

Oznaczhjąo przez r ,  fi., R , R4 promienie przewodu, 
pod płaszczem, nad płaszczem i pod pancerzom, otrzy­
mamy na podstawie wzoru /ll/

C ,
O, OM i  Ł , ,J* F

------------' 7 ^ "
r

c 0, ozy  4  jtF •

gdzie -Ą -  s ta l i  dielektryczna izo lac j i  przewodu, 
zad £ stała dielektryczna materjału, znajdującego < v 
się pomiędzy płaszczem ołowianym i pancerzem /zwykło 
nasycona taśma papierowa i warstwa materjału włókni­
stego, nasyconego asfaltem/.

'Tobec tego
O.OIH h Fc



-  141 -

J e ż e l i  £=£=*.£ / np,, papier nasycony i juta maj4
prawie równo stałe dielektryczne 4,33/, wtedy

Porćwnywując wzór / i?J ze wzorem /ll/, możemy

Przykład ,

Ten sam kabel,.00 v? przybłędzie poprzsdrum /str 
139/» posiada jeszcze pąncera żelazny, grubość 
płaszcza ołowianego wynosi 2 a®, , grubość warstwy 
pomiędzy ołowiem, i żelazem wynosi również Z mm. 

Wobec tego

r=-źtSS sntn Ii — £,55 4 %  55 ł/un.,

stwierdzić, że obecność drugiej okładziny metalowe)

YC—h-,55 +£ — 6,55 rum., 
R j =6,S5 +  2  ■= 8 ,S S  mm.,.

£ t - £ t -  t . S t  ,
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gdy tymczasem przy jednym płaszczu ołowianym po­
jemność wyniosła

§ 4. Rozkład napięć na okładzinach metalowych 
kabla opancerzonego.

Na rozpatrzonym kablu z dwiene okładzinami raeta- 
lowemi zbadajmy,jak się rozkłada napięcie pomiędzy 
przewodem i poszczególnemi okładzinami. Oznaczmy 
napięcia /względem ziemi/ przewodu, płaszcza oło­
wianego i pancerza odpowiednio przez 1/1 If̂ , 5  ̂ , 
sas pojemności, jak i poprzednio - przewodu wzglf- 
dem płaszcza ołowianego przez jĈ  oraz płaszcza 
ołowianego względem pancerza przez Cg • Ozaacznjj 
dalej ładunek elektryczny, który mamy na przewo­
dzie i tak samo na każdej z okładzin^przez

" • * ' o r , i ,

skąd

r ~ r ,  ą
Z tego wzoiu widzimy, ie spadki napięć t  roz­

patrywanych częściach kabla są odwrotnie propor-
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cjonalne do pojemności tych c z ę ś c i . -
Je ż e l i  , co bywa przeważnie, pancerz jest połą­

czony z ziemią i ma napięcie =■ 0 , wtedy, zakłada­
jąc w powyższym wzorze Y f O t otrzymamy;

t -1 C  _  C
~ c r 'skąd

r= -A — r
1 4 + 4

Przykład.

Ten sam kabel,co i poprze dni o,o przekroju 
16 sbc jest  pod napięcie® 100 woltów, pancerz
uziem cny: mieliśmy

ą - o , m

CA- & m g x - 0 , s n £ ,
ó ss

wobec tego napięcia na ołowiu będzie,

f j =  <?, H  L ---------. / c o  = 3 1 , 6  w o l t a .

¥& znaczy, te spadek napięcia od przewodu do 
płaszcza ołowianego wynosi 68,4 wolta,- od płaszcza 
do panoeraa * 31,6 wolta.



►

§ 5. Pojemność kabla dwużyłowego -koncentrycz­

- 1 4 4  -

nego,

Przekrój takiego kabla z o&naozeniem promieni

Dwa przewody ze­
wnętrzny i wewnętrzny 
służą do praenosaenia . 
tego samego prądu w 
dwóoh przeciwnych k ie ­
runkach, Wobec tego na­
pięcia na nich mają te 
same wartości i rdiiUa 
się tylko znakiem,

Niech na jednym 
przewodzie napięcie będste V  % zaś l\8 drugim— ,̂ 

Ładunekt przypadający aa i  cm, długości przewo­
du wewnętrznego,określimy za wzoru. /9/

ćuJlźLzŻsL** 4-llz h ljl  _ £ f  .
... f <k f- 2 4  #
.*» o dc c tego pojemność przewodu wewnętrznego bę~ ■ 

dzie w centymetrach.:

- A  <?
~ T ~

albo, po przejściu dc zwykłych 1ogarytmów i do
jednos tek  pra k  tyc%nyoh•

p o li aa afty jest  na ry 9. 28,
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0ŹO4S3 £  jitF . 
la -2Ł ' " S "

Pojemność przewodu zewnętrznego stanowi sumę 
dwóch pojemności, jedną w stosunku do przewodu we­
wnętrznego -  i ta pojemność ma fcę sainą wartość ,Cd , 
druga pojemność - w stosunku do płaszcza ołowiane~ 
go—,ta  druga pojemność według wzoru /IX/' będzie:

Wobeo tego pojemność przewodu zewnętrznego będzie 
przy jednym płaszczu ołowianym

£  =  C t+ £o  =  0 ,O W  -£ j j r ^ - >

zaś przy płaszczu i uziemieniu pancersa

saś w razie istnienia jeszcze pancerza sc-laisnego 
będzie według wzoru /12/
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niejednostajna pojemność obu. przewodów w takim 
kablu powoduje to, że prądy ładowania będą w nich 
różne; oprócz tego straty w iz o la c j i ,  otaczającej 
przewody, na histerezę dielektryczną, zależne od 
pojemności, również będą się różniły. Te okolicz­
ności mogą wywoływać niepożądane zjawiska. Obecnie 
kable koncentryczne ooraz rzadziej są uiywane,

§6, Pojemność kabla dwużyłowego skręconego,

W przekroju /rys.29 / mamy dwa przewody /żyły/ 
At i A-% okrągłe, o jednakowym promieniu ir  , syme­
trycznie położone z obu stron środka kabla 0  . Od-

oba przewody płynie prąd o te j  samej wartości, lecz
0 kierunkach przeciwnych. Ładunki na 1 cm. długości
1 potencjały obu przewodów oznaczmy odpowiednio

ległość osi
tych przewo­
dów od osi

Płaszcz oło­
wiany ma śred­
nicę wewnętrzr



przez — CA ? U .
■ Lord Kelvin wykazał, że układ, zawierający 

szereg naładowanych przewodów, znajdujących się we­
wnątrz cylindrycabej powierzchni metalowej, można 
zastąpić układem równoważnym, w którym zamiast 
cylindrycznej powierzchni będziemy mieli t*zw. 
elektryczne odbicia tych przewodów. Elektrycznem 
odbiciem jes t  przewód umyślony, znajdujący się po­
za powierzchnią cylindryczną; oś takiego przewodu 
leży w płaszczyźnie,przechodzącej przez oś układu 
/kabla/ w takie j odległości, że promień przekroju 
powierzchni cylindrycznej /płaszcza/1' /?„ stanowi 
średnią geometryczną pomiędzy odległościami od 
osi układu rzeczywistego przewodu <1 i elektrycz­
nego odbicia b  -

Dla. ścis łości  trzeba zaznaczyć, że odległości 
powinny być mierzone nie od geometrycznych osi 
przewodów, lecz od ich 03i eliktrycznych, czyli 
od l i n i j ,  w których możemy skupić ładunki; rozło­
żone na powierzchni przewodów, aby otrzymać takie 
same działanie zewnętrzne, Osie elektryczne przy 
niewielkich przekrojach przewodów znajdują się 
bardzo blisko od osi geometrycznych, wobec czego 
hej różnicy przy wyprowadzeniu wzorów praktycznych



- 148 -

nie uwzględniamy.
Na tycli elektrycznych odbiciach musimy mieć 

ładunki i potencjały te same, co i  na odnośnych 
przewodach, lecz o znakach przeciwnych.

Na rys,29 ^stanowi elektryczne odbicie przewo­
du Ai , na nim mamy — Qi i —* r ; £>& stanowi od­
bicie przewodu , na nim mamy •+ i ~t 1/* Po-

*<

zatem musi być spełniony warunek;

Pojemność każdej żyły znajdziemy,dzieląc ładu­
nek praez potencjał te j  żyły. Każdy z przewodów po­
siada potencjał wypadkowy, stanowiący sumę poten­
cjału własnego, powstającego od własnego ładunku 
/w przypuszczeniu, że wszystkie inne przewody są 
połączone z ziemią/, oraz potencjałów, powstających 
od ładunków, anajdująoych się na przewodach, ota­
czających rozpatrywany przewód. Oznaczając poten­
c ja ł  własny każdego z dwóch przewodów przez ^ , 
będziemy mogli określić wartość potencjału na roz­
patrywanym przewodzie* powstającego od innych ła-» 
dunków, stosując wzór /10/:

Rozpatrzmy przewód .
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Jego potencjał własny wynosi + ^
Potencjał od ładunku na odbiciu JBii Ąyh

" n ■' na przewodzie/l£

" ,r " " odbioiu Bg,'-i +

Biorąc sumę tych potencjałów, otrzymamy faktycz­
ny potencjał praewoau:

J & f a  J g — U  ł ± £ ,
C L  * *  r  7 *  r  r

albo
r  £ &  A
 ̂ £ 1# * /  r  (4)+ -<z)J *

Ua podstawie zależności RS^-ćlb, mamy
i wobeo togo;

r =  - f - Ł
stąd otrzymujemy pojemność jednej żyły w centyme­
trach na 1 om, długości

C~ ^ =7^ F W W '
lub

' _  ó , 0 * M  t  j t f
^ ta 1 -6™

l "r (Rl +-alJ



rys. 30..
Można wykazać, że w rozpatrywanym kablu, gdy 

potencjały na obu przewodach różnią się tylko 
znakami, na płaszczu ołowianym potencjał będzie 
równy 0„

li tym celu rozpatrzymy dowolny punkt P  na 
płaszczu /rys.30 /. Oznaczmy odległości tego 
punktu od osi ■/£.*, A  i  ̂ ^odpowiednio przez

f * > .9 e %  1 i V  i r
Dla obliczenia potencjału y_ w punkcie rPi -

mangr:
potencjał od ładunku prae- 2 $ ,

wodu Ąf wynosi ^ ---- S±. >



potencjał od ładunku przewodu
wyrioei : ^

Suma tyoŁ potencjałów daje nam:

Tf =  ź f l a  P t  j)i ^
Oznaczając kąt PO R, przez $  i spostrzega­

ją c ,  że 0P=łi ,  0Hz-^l. OB, =  QBt-&, i
będziemy mieli;

j/ ~ /£ ~h £  ć iR . COS
9 / —R *  -h 'CL1 —-ŹM-R -COS $ ,

R e +  6 l  -t- Z bR  COŚ &, 
f f =  R l + Z bK  m s & ,

Ponieważ ^ — JBĆ , więc:
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albo
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£  9i _  % • -  {

£  £  • 4 *

$obec tego

f  A & L  U l - Q .  -f  £  %  % f t £ ««■ 
ftięc w dowolnym punkcie płaszcza ołowianego po­

tencjał równy jest  0, czyli na płaszczu nieraa na-, 
pięcia.J&snem je s t ,  że wobec tego następne metalowe 
powłoki, znajdujące się nad płaszczem, jak np. pan­
cerz, nie mają juz żadnego' wpływu na pojemności kab­
la,

§ 7. Pojemność kabla tra/aył owego- skręconego.

Yi przekroju po­
przecznym /rys* 31 /
trzy żyły Ai,Al i  A3
są ułożone symetrycz­
nie względem osi 0 . 
Promień każdej żyły 
p 4* , odległość oei 
żyły od osi kabla = o, 
Promień kabla pod 
płaczc zem ołowi anyin 

rys. 31. =  R .  .



1 pro
~  X * ' 0  -

Elektryczne odbicia tych przewodów będą 
osie których od osi k ab łasą  w odległości 'b . Przy 
tern;

< i k = n * :
Oznaczmy ładunki /w pewnej chwili/' na przewodach 

oraz potencjały odpowiednio przez Ą , ć 24i ^3  .. ^  
i r ó ; te wielkości mogą mieć znaki dodatnio lub 
ujemne; wtedy na odbiciach będziemy mieli odpowied- 

ni ot > ' i  ■
Układ, zawierający 3 przewody i płaszcz ołowiany, 

zastępujemy więc układem, zawierającym 3 przewody i
3 elektryczne icli odbicia. Określimy potencjał każ­
dego z przewodów. Potencjał żyły J l £ stanowi sumę 
potenciałów, powstających od własnego ładunku/równy 

% /  oraz od ładunków innych przewodów. Oznaczmy 
dalej potencjały, które powstałyby na i^^od 
własnych ładunków przez 'T̂  i ^  ; na odbiciach 
będziemy mieli własne potencjały ^  .

Określamy poszczególne potencjały ze wzoru

Mamy następująco geometryczne zależności /rys,. 32'?

Ą A =  Ji,0 fź ’ ’ =  'a- fF , 
Ą Ą t  03, — 0At~ b — .cl,



rys ,32.

Dla przewodu A j

- Z - O f^ - O B ^ t ó O ^  

-t-xi b ,

Ą  Ą = j f ^ - b ^ a l ) ' - B J t j

''B tak samo:

Ą i , = B , A - d Ą  =

~ Ą A 3 =  fćL z+ tf-h& b  .

,r )
potencjał własny wynosić jf̂

M od przew. E>j w ]T  +  Jn t
* £  ćfri t

.  .  . a, . : r j - 4 ^ 4 -r

P, -‘— f r +  < &> A U*+Ł, *oJ>‘
" ” " &*- " • ^  ~ ~ £ / c ] n r ---------------’

H l> |J Jo

tt u ii £j

J 3 £  <3* - r

Biorąc eumę, otrzymamy rzeczywisty potencjał prze- 
wodu Ąji \

b=Ł + -*8*K î F T ^ T  .

Z- ó-n V
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z Cl, j . i^ u ¥ 7^T_
ó-tL 'O jfS

Analogicznie:

? - # , 4

-Ą) ~M/ , ff) f) I f l/̂ L -h'$3 -j-sClJj /
+ Ą + ( L 3) U  ^ Jrn r '

U ^ a F
* *  ■ ' y a *  w r  1 ’

skąd

Z + - % +

b-ĆL , 9 L^ - —  + z ^ — ,

Przy prądzie trójfazowym:

^ + ■ ’K  *  %  =
wobec czego w tym wypadku również

d t + 0 . +- Q =  O ,
albo ■ •* 3

&Ł +  Q.} =  -  GLt .

fobeo tego

ź G - s  A  f b - a  & Y 5 _________

r  ' t a t t u ^ r ) ;

%  _  Z-O-i



- 1 5 6

nie b *  , więo 'b-a~-L a *

v i r = ^

ir 2(1, l (R*-*)<x/T -  
* t  %  t / m J T ^ U R 1

-  &  L  3  • * '  =
~ r %  r * ( c ^ a * R e -*.Ji*)

_  ^ 4  i ^ I ^ d 1  •
“ - * ~ X  r * / K s - - a < )

Stąd znajdujemy pojemność j ednaj żyły , 'jako i l o ­
raz ładunku <2 -j przez potencjał centyraetram

albo

e

Jo
r *  '(R s~  a f)

/ i  0 f 04t83  . £  yW*
x  “  4  A d M * - * / ) '  - U  '

J * * 1-

ftobeo aymetrji trzech przewodów oczywiście pojem­
ności żył są jednakowe.

Przy prądzie trójfazowym, gdy spełniony jest  wa­
runek ; ,

T,+ r, + ? =  o,
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rys ,33. 
my /rys,. 33 / 1

^  pi ?

Ą  P = j > , ,

■ 3 ' P - f ] ,

4  f l . 

Ą P - f t ' .
Potencjał od ład /Ł̂  wynosi

na płaszczu ołowianym 
napięcia nie będzie, 
to znaczy, że w dowol­
nym punkcie P  płaąz- 
cza potencjał 1^—0 .

Rzeczywiście, po­
ten c ja ł  fP znajda i. eiry

# jako sumę potencjałów,3
powstających od ładun­
ku przewodów k  B „ A ,  
B . Ą  i B ,  , Oznacz-

!>! &a, A
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Potencjał od ład. Ą  wynosi-— $ł~
*  t  ó*. 'T 9

n  n  tt  Jł3 n  i 'Tj — * la j

t  dn T*

" .  » » ' Ą  « - - T ’ + ^ ^ $ L .

Suma daj e nam

W A  4 f  ^  ^ ^  jt ] .
Znajdziemy wartości -^J. , i ,

*  f t

' 2 4  0 Ą P . .  ^ P < =  OP^+OAf—źOPOĄ.aaflGP >
oayli . i j s

T& -ĥ CL Z —̂ ŹMsTi ,Ce& f l^ P *
z 21 ^4 P :

BiP  = 0Pi-t 0B*-ZOP- OB„jx$ĄDP,
cfcyli

£ *-1 1 *+  ^ - £ h R ^ A t0P;
L _  71*ale wobec ^ — ~-----<a

j  -  -  ^  U v  U y

~  f t
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więc .

analogicznie znajdziemy: 

więc ' ? *  ?> ^

1C  =  4 -  (& * +  ®tt+ &3 ) h „  -Ęt ;y.f  ^  l v~g  ^ 3 J

ponieważ

0-i +  ~+~ 0-j— O j
więc

f r = 0 .
Na te j  podstawie możemy stwierdzić, że przy prą­

dzie trójfazowym pojemność kabla tró j żyłowego nie 
zależy od wsselkich powierzchni metalowych, znajdują 
cyoh s ię  nad płaszczem ołowianym.

§ 8 . Fojemność przewodu napowietrznego pojedyń-
. -Ą ■ — . . . L

czego /drugi przewód ziemia/.-

Układ, zawierający przewód cylindryczny i przewód 
w postaoi powierzchni p łaskie j ,  według teo r j i  Lorda 
Kelwina możemy zastąpić układem, zawierającym dwa 
przewody cylindryczne, z których drugi będzie odbi­
ciem elektryczne di, znajdujące® się po drugiej s tro­
nic płaszczyzny w takiej samej od niej odległości,
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co i dany przewód, czyli stanowiący jakby zwier­
ciadlane odbicie pierwaaegu, -  Oznaczając przez A

cdległedć osi przewodu od 
bierni /ry£. 34 /, przez T

I* • • ' ~h '¥> +/Q| 3ego promień, przez f i TKĄ.
7-----——|----- -—— potencjały i ładunki /na

\A 1 om. długości,/ przewodów,i
rzeczywistego i  jego odbi- 
cia,oraz przez i  ^  poten- 

rys. 34. ojały własne tyoh przewodów,
będziemy mieli na zas&daie wzoru /10/; 
dla danego przewodu; ^
potencjał własny , i f  *

” ' od elek, odbicia ~h -Ąptr'*

a więc suma _ n

Si-ad znajdujemy pojejnnońć przewodu na 1 cm,, dłu­
gości, uwzględniając, że dla powietrza Ł~ /  • 
w centymetrach ^  y

ć ~ y = i m
albo

jC - 0 < 0 2 M  
Z Ł
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§ 9. Pojemność dwóch- równoległych do siebie 
przewodów napowietrznych.

Tutaj możemy rozpatrzyć <W wypadki;
I .  gdy osie obu praewodo* lu .ą, w płaszoayźaie po­

ziomej i I I .  gdy osie te leżą \ płaszczyźnie j u t o ­
wej .

Ul obu wypadkach mamy na myśli dwa przewody, na­
leżące do wspólnego obwodu, i wprowadzimy zamiast 
powierzchni bierni elektryczne odbicia rozpatrywa­
nych przewodów.

I  wypadku I  /rys.35 / oba przewody A l B  są 
w odległości -OL od siebie oraz na jednakowej wysoko­
ści A  nad ziemią. Takie same odległości mamy dla

Potencjał na 
każdym z przewo-

77777 dćw, np.
1 \

dziemy, mająo\

potencjał włas­

ny praewotla

TEORJA PRpOW ZlSI0fHICH.Ca.II.Sr.2O6. kiku&z 11-ty.



potersciai od ładunku J l : ~ ‘~if -b £& la >
J ćî K r

B ’ : f - Z i s l a M E Ł
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<pv sy-

b i o x ąo sumę o t r r.y many :

Zd^L  _  9 - __~Q-
<*& U  >

zk )
ckąd pojemność każdego przewodu w cm,

a  dst_ LA ^  ----------- _ > w . . ------- ---

C ’ T  - *  ^  ^ F W '
Ponieważ odległość między przewodami XI je s t  

zwykle znacznie mniejsza od podwójnej wysokości za- 
w i asaenia z A  , więo najczęściej odrzuca się wyraz 
1 7 * i używa się wzor uproszczony:

„  - i C s -€b
lub </« ^

r  ~  M a±l j*Ł .
^  ą  &

I  wypadku I I  /rys. 36 / oba przewody J t  i ^  są za
wiesz ono na rozmaitych irysokośoiaoh-0.-*-^ i 4 l . Dla 
obliczenia potencjałów w JŁ 'i J$ mamy; 

na przewodzie &  :
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potencjał od ładunku B  ;

II n t« 3 * '

na praearodzia 3  

rą K$ *a

Lę B : l 
k

7777777777̂ 7

v .

rys, 36. 
Wobec tego:

^A~ +  ~V -

- T >+ 2 6 L i ^  # - >  

f ~ z & L  *±śA ,

A ' ; -  / &'ćL~h
'*t r '

potencjał własny — "f 
"od  ładunku /?;

. r ^  & - #  -

otencjał od ładunku .(3

/ - ^ 4 ,

potencjał od ładunku

- f + 2 &  4  - 4

ku

Z-ćl[ 'ĆL-hJt.) 
Yn t-2  -kj

*+$) r*JI

& z h

£6ci&

’£ fh (d 2 'ki
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skąd pojemność każdego przewodu w om.

c = — y . ,
A -- ./O Ti /T̂T

/  -  -X'f, ' Oil 1
lub _

Z7^. #  ^  At-/
:l̂ . -4j&- 'km. 

czyli pojemność 39 st taka sama, jak w wypadku I .
§ 10. Pojemność trzech równoległych, symetrycz­

ni® ułożonych przewodów napowietrznych.

Beapatrujemy układ z 3-ch przewodów I ,  I I  i  I I I  
/ryb’,37 /, przeznaczonych do przenoszenia prądu 

^  trójfazowego.
V  Dla wyprowadzenia wso-
/ fO \ _

J(ń__j _ _ r u  przybliżonego, mając
1  a i na względzie, ze odległość
'Vł| między przewodami XX je s tI
| nieznaczną w stosunku do

/77777‘/y//T//77̂'/7V//‘77y/////// wysokości zawieszenia A
/liczonej od środka koła,

 ̂ przechodzącego przez środ­
ki przekroju przewodów/,i'

"5 ^  p-& będziemy przyjmowali odleg-
'i \ lo1 / *o

ło$ć między każdym przewo-/
»N'X -fi3̂~f/ dem i każdym odbiciem za

rys. 3^



równą ć A  . Oznaczając przez ^  ; ^własne
potencjały przewodów oraz przez <2 Ql i (}  ładun̂J i 2.
ki ich na 1 om. długości, będziemy mieli; 

dla przewodu I; 
potencjał własny t ^

" od ładunku I ' :  — ,
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ii ti " I I  

.i .. n ,

« u

n u u

m .. / ;  -  ^  ^

I I I ' . :

skąd

^  - f .  
Ale dla prądu trójfazowego:

&t -f  ^  ■/— $ 3=  Q } O-z +  0 3 ~ Q ,
więc

XXs
r , - e  4  4

lalogioznie;rt- 4
f*,... r

i analogicznie;

J*V ^
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Wobec tego pojemność każdego przewodu na 1 om, 
długości w om. będzie:

a więc taka sama, jak i w wypadku dwóoh równoleg­
łych przewodów.

5 11. Gpółozynnik indukcji własnej i indukoyj-

Rospatrująo obwód z prądem, ałożoay z dwóch dłu­
gich przewodów, końce których ze sobą są połączone> 
możemy każdy a tych przewodów traktować samodziel­
nie, obliczając strumień magnetyczny, powstający

•■libyśmy apółczynnik indukcji własnej pojedynczego, 
obwodu, Ale dla uwzględnienia całokształtu zjawisk 
indukcyjnych musielibyśmy rozpatrzyć jeszcze wpływ 
drugiego przewodu, przez który przepływa prąd o 
takiem samem natężeniu, lecz o kierunku przeciwny3.',

no $6

tylko od prądu tego przewodu; w ten sposób określi



-  167 -

jako zjawisko indukcji wzajemnej, wprowadzają® 
spółczynnik indukcji wzajemnej. Tego rodzaju u ję­
cie zjawisk doprowadza do wprowadzenia wypadkowe­
go spółczynnika, stanowiącego różnioę spółoaynni- 
ków indukcji własnej i indukcji wzajemnej, który 
można nazwać w skróceniu wypadkową indukcyjnością 
lub wprost indukcyjnością przewodu. Taki sposób 
traktowania l i n i j  elektrycznych jest konieczny, 
gdy się ma kilka obwodćw, działających na siebie 
wzajemnie; natomiast, gdy się ma do czynienia s 
jednym tylko obwodem, dogodniej jest rozpatrywać 
go jako całość i  obliczać całkowity strumień, ob­
ję ty  przes ten obwód. Dzieląc ten strumień przez 
prąd, przepływający w obwodzie,, otrzymamy spći- 
czynnik indukcji własnej obwodu lub indukcyjność 
rozpatrywanej l i n j i  elektrycznej. Jeże l i  w obwo­
dzie płynie prąd 3  i całkowity strumień magnetyoz* 
ny, objęty .przaz ten obwód pod wpływem tego prądu/ 
będzie (j!) f wówczas spółczynnik indukcji własnej 
obwodu będzie:

Liczbowo spółczynnik indukcji własnej równa się 
wartości strumienia, wywołanego prądem o natężeniu 
równem jednostce. W układzie elektromagnetycznym
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spółozynnik indukcji własnej ma wymiar długości 
i  webeo tego soi© być określany w cm= Praktyczną 
jednoatką je s t  henr, oznaczany przez di , przycsem

/ ”  'W  9 sCM ■
Będziemy rozpatrywali przewody z materiałów mag­

netycznie ' ebojętnych, jak miedź lub aluminium, dla 
których przenikalnośd ma,gnetyczna równa je s t  1 .
1 tym wypadku <JL stanowi spółozynnik stały.

♦

5 12. IndukcyjnośĆ l i n j i  dwuprzewodowej.

Dwa długie i jednakowe przewody I  i  I I  / ry s .38 /
o długości -Ł i średnicy^ , znajdują s ię  w odleg­
łości A , /między osiami/. Z Padstaw Elektrotechniki

wiemy, że długi prostolinijny przewód, po którym
przepływa prąd 3  , daje pole magnetyczni, którego
natężenie w odległości JX bąfaU £ xm£ * L . Takie

JC
natężenie pola będeleity mieli we wszystkich punk-



- 1 6 9  -

tachB anajdująoych się poza przewodem czyli dla
■̂r" , Dla określenia natężenia pola magnetycz­

nego wewnątrz przewodu, ożyli dla musimy 
brać pod uwagę nic cały prąd Cf , rozłożony w prze­
kroju poprzecznym przewodu, lecz tylko tę jego 
część, która odpowiada polu przekroju o promieniu 
X  ; oznaczając wartość tego prądu prze* Cfjc » bę­

dziemy mieli:

■Ze -  4 j C *
T ~ J L ' f  A *  ’

skąd g
7  Ź £ i  ~r 
x  d *

Wobec tego natężenie pola wewnątrz przewodu 
w odległości X  będzie:

, ^ x=sjj!t ~x *= jj?  3  ■ n v  -

Obliczmy teraz strumień magnetyczny, przenikają­
cy przes rozpatrywany obwód pod wpływem prądu prze­
wodu I .  Przeprowadźmy płaszczyznę przez osie prze­
wodów i rozpatrzmy na te j  płaszczyźnie w odległości 

X  od przewodu I  nieskończenie wąski pasek szero­
kości -djc o długości -Ł . Natężenie pola w tym 
pasku będzie równe 3E* * zaś Strumień magnetyczny, 
przenikający przes ten pasek, będzie miał wartość



A j )  ^ l l j ę t d o c  .

Dla otrzymania całego strumienia, powstającego 
od przewodu I ,  musimy scałkować ten wyraz oddziel­
nie d l a ^ ^ - ^  i  d la JC ^ ^ - ,  Część strumienia, 
znajdująca się wewnątrz przewodu  ̂ "będzie;
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zaś druga część, znajdująca się zewnątrz prnewodu, 
będzie:

f=J fl<Lx = źM/fyaJlzJł
Ja. *>i

Cały et rumień od przewodu I będzie;

Rozpatrując teraz przewód I I  z takim samym prą­
dem J  , lecz o znaku przeciwnym* otrzymamy zupeł­
nie taki sam strumień,okrążający przewód I I  w k ie ­
runku przeciwnym, a więc mający kierunek jednakowy 
z kierunkiem strumienia przewodu I  w polu, objętem 
przez rozpatrywany obwód, W ten sposób całkowity 
strumień działający na obwód będzie;

!»Q "—y—1 «
fti/ <L

n w

‘Sx
d 1 , /w

o
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SKąd znajdujemy indukcyjnodć całej l i n j i  w jednost­
kach CGrS. r

[ t + *  U
Zakładając w tym wzorze sa 4 0 Su n . i wyra­

żając cJL w 'in i—ić)6/**.) otrzymamy:

-£=/o>* + o,* *£ • /w
Przy wielkiej częstotliwości prądu zmiennego, 

wskutek zjawiska naskórkowości, nie cały przekrój 
przewodu przyjmuje udział w przenoszeniu prądu. J e ­
żeli założymy, że prąd przepływa tylko po powierzch­
ni przewodu, co może miąć miejsce przy bardzo wiel­
k ie j  częstotliwości, będziemy musieli uwzględnić 
tylko strumień magnetyczny dla każdego z prze­
wodów I i I I ;  wtedy całkowity strumień będzie:

t i i -  Ą C f-lJa

t
albo

<*£— 0 ,4  Ł t m Ł  . /17/
on d , K'**'

Zwykle przyjmują do obliczeń wartodć średnią 
ze wzorów /16/ i / ! ? / ,  czyli

U - f a  *  0, t  4 .  g  , m .
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albo, wprowadzając zwykłe logarytmy:

Ten wzór może "być zastosowany zarówno do l i n j i  
napowietrznej, jak i w wypadku l i n j i  kablowej, za­
wierającej dwa jednożyłowe kable obolowi one, lecz 
nie opancerzone.. Również wzór t en nadaje się do 
kabla dwużyłowego kręconego opancerzonego1; żelazo 
panoerza bowiem bardzo nieznacznie mogłoby wpływać 
na indukcyjność l i n j i ,  gdyż w każdej chwili w oby­
dwóch przewodach prądy mają wartości jednakowe, zaś 
kierunki przeciwne, więc nie powinno zachodzić mag­
nesowanie się żelaza pancerza.

% 13, Indukcyjność l i n j i jednoprzewodowej
/drugi przewód ziemia/.

r—*1

i

Układ taki można zastą­
pić za pomocą metody Lor­
da Kelwina przez l in ję
dwuprzewodową / ry s .39 /,

rys. 39.

przytem drugi umyślony 

przewód stanowi zwier­
ciadlane odbicie danego 
przewodu. Oznaczając



przez f l  wysokość zawieszenia przewodu nad z ie ­
mią, zaś przez -ćL jego średnicę, otrzymamy odleg­
łość między przewodami ^  =J?A, Ponieważ w rzeczy- 
wistośoi mamy jeden przewód, który daje połowę 
strumienia całkowitego l i n j i  dwuprzewodowej, prze­
to we wzorze /19/ musimy założyć -O^^A i wszyatko 
pomnożyć przez 1/2 ; wobeo tego dla rozpatrywanej 
l i n j i

-L-(o.as + 0,46  ̂ ■

§ 14. Indukcyjność l i n j i  trzyprzewodowej 
prądu trójfazowego,

J e ż e l i  firmy układ, zawierający trzy przewody 
prądu trójfazowego, symetrycznie ułożone, wtedy 
we wszystkich trzech przewodach w każdej chwili 
będą płynęły prądy, suma których równa jest  zeru.
Z tego wynika, że w każdej chwili prąd w jednym 
z przewodów co do wartości swej równy jest  sumie 
prądów,płynących w dwóch pozostałyoh przewodach. 
Wobec tego w każdej chwili strumień magnetyczny, 
wywołany przez dwa przewody, równy jest strumienio­
wi, wywołanemu przez trzeci przewód. Można więc 
uważać dwa przewody pod względem działania ze-



wnętrznego za równoznaczne z trzecim i zamienić 
dwa przewody przez jeden równoważny /rys.40 /; wte­

dy otrzymamy l i n ję  
dwup rs ewodową, gdy 
na każdy przewód 
przypada połowa c a ł ­
kowitego strumienia 
magnetycznego. Może­
my więc zastosować 
dla indukcyjności 

ton sam wzór /19/, biorąc dla każdego przewodu po­
łowę wartości t . j .

Taki wzór możemy stosować zarówno dla l i n j i  na­
powietrznej, jak i do kabla tró j żyłowego skróconego.

§ 15. Indukcyjność kabla dwużyłowego 
k one ent ry c zne go.

Oznaczmy przez średnicę wewnętrznego przewo­
du, zaś przez i średnice wewnętrzną i ze­
wnętrzną drugiego przewodu koncentrycznego /rys.41/,

1  dowolnym punkoie, znajdującym się  w odległości 
JC ^ JjL, od osi kabla, natężenie pola magnetyczne - 
go będzie zależało wyłącznie od prądu wewn^trznego

-  174 -

rys. 40.
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rys .41.

przewodu, ponieważ 
prąd zewnętrzny pola 
magnetycznego nie daje., 
Dla punktów zaś, znaj­
dujących się poza ze­
wnętrznym przewodem, 
dla których % na­
tężenie pola magnetycz­
nego będzie równe zeru; 
rzeczywiście, natężenie 
to będzie wypadkowem 
d^óch natężen pola, po­

wstających od prądów + J  oraz — CJ , płynących
9 'Y

w obu przewodach; pierwszo będzie równe

drugie ----- bo odległość mierzy się od osi
przawoda, a w tym wypadku osie są wspólne.

Musimy więc rozpatrywać natężenie pola:
1/ dla 0  ( X  i  4 -  ,

2/ dla 

3/ dla
Z v v Z ’ .

śŁ l ',

w pierwszym wypadku,według wzoru /13/,

$  * _  < 2 x 3  
^ <L* *

w drr. "im



II
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'JC
zaś w trzecim, to znaczy w masie przewodu koucen- 
trycanego,działa prąd wewnętrznego praowodu + 3  
oraa część prądu własnego / r y s .  42 /, mianowicie;

* i_  H -d}—4xJ
X -  ~~ Jl cî  SL-ci * _x/jr

1L
"t____...

wypadkowy prąd będzie:

7 -  ~  J  / ~

J  j ' + ^ f c ę v

wobec tego 
Ul

J

2  3 W -  4 x *J
■ i . . ~ .  u ■ 1 WŁ, . , , — . ^

Dla obiiozonia całkowitego 
strumienia magnetycznego, obję­
tego dwoma przewodami kabla 

rys.42. o długości , obliczymy s t r u ­
mienie w oddzielnych częściach kabla, a więc

od o -  ^dla wartości JC do

i j  Z l-Ł c U j

dla wartości od do



i
#  #■

=  t  i ^ x - d x =  i j  Ą ~ -c U = Z JŁ li^
cjk d

'Łi
j  J

wreszcie dl& wartości X  od do ± 3 . :
d, Jt rĄ, £

f r l ,
yA
ź

‘ - : ^ =  i i  ' #
*  ' x  d . - d ?

_  z ź l

: 2 S l 
d ;- d ; 4  ~ I ~ f  -

Dodając do siebie  te trzy strtiouenie , 2najd2iamy 
caikowi ty strmni oń;

_____ - , [ o ,

X -

M  d ^ - 4 ,1 - d j  ’

źL+ -A1 fls, ^ 4  ]_ /za 
L 3(1 d

TBORJA PH4DÓS ZKISfflrrCH.Ce.il Hr 206 M w  TE-n
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Jeżeli  założyć., jaK to czyniliśmy dla innych 
l u i i j  slektiyc&nyGhj że wskutek neskórkowosci 
przepływa, tylk® po powierzchni przewodów, wtedy 

v z 1.11 i; h y s my tylko st r ir.ro i e ń

J M  y 2oraz

X Z34Ł A  dii j  .'O,

f  —  9  P . fi  n "d*1 Ł/ V y  "“-y /2l/

W praktyoG bierzemy zwykle średnią z dwóch, 
wartości /20/ i /21/< czyli

j i = z l l L A + 4 - A L ^ h  A / ,
/ X < £  £  d ? - £ ? “*■ d j

albo dla Ł~  ł oC » ni 'Jl-

■nT
/ S ----a----------

v g / ;
/■-c />.,:C. :i~C , ' V /
|>-.l / t ,
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