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PRZYKYAD. Znalezé pole powierzchni, jakg wytnie ne
pél'kuli walec. Niech réwnaniem kuli quzie:.
= .x‘-e-j‘-*:t"--‘—*/?i . za$ réwneniem
‘walea xi+yi=A.x.

Obliczymy przedewszystkiem poghod-.

ne czaatkowe:

0 _ X _ p:
' ekl
rys, 41, 0% W
.j . ?-y z ?

Szukane ﬁole wyrazi sig przez
R s G et
Powy2ssy ealkg rozwigzujemy, sprowadzajac jg do spdi-

rz¢dny ch biegunowych: Fiss

(25

] wedd _prE -
PR e =M Y e

-ﬁ/ /—.?mmﬁya/ﬁ ——--.3_1?/.;««6’.9/5 +,a,?/ o=

=2ﬁ/wa9/ + TR = 2R TR
Ostatecznie wige bgdziemy mieli: P=/7-2)-R"

CALKI POTBOJNE.
Niech bgdzie dana Jakaé bry¥a 55 wewnatrz ktdre; znaj-

duje sig punkt Ao gpbtrzg¢dnych x,4,%, oraz funkcja trzech
zmiennych niezale znych fﬂd,z} . Mozna uwazaé //t;_y,z/
wprost sa funkejg 'p.in o_znaézaé Praez f/—ff) - Rzutem da-
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nej bryy na paszcz.X0Y jest pole jakiejé figury, ogreni-
czonej krazywa zamknigtyg €. O ile punkt P/"U//l‘mt punktu
Jf/"jﬁ) na pl’aszcz XOY/ lezy wewnatrl obszaru nowmalnego
wewngtrz konturu C, t.zn. o ile dla & < axg# mamy nie-
réwnosé ﬂ/x/ <4 < %/x/ ’ 'gdzie funkcje j{/r/ i f-{/&/
83 zaleZne od ksztaXtu konturu £, to rzgdna p.4 przecina
powierzchnig denej bryty w 2-ch punktach, ktérvech rz¢gdnemi’
9 L =YY 4= lxy. |

Poniewaz zal’ozyllémy. %e p.#M mmajduje s:g wewngtrz bry-
| ty, wige musi byé Yelx,y) < 2 & %/ )

Tak wigc memy 3 nleréwnosci /w t.aw. postaci normalrej/, .
ktére, zachodzgc jednoczesnie, wyrazajg, i% punkt J(/xd,zj"
snajduje sig¢ wewngtrz obszaru przestrsennsgo /bryhl o:

icxgb; V)< y <yl Wﬁd)‘*éy/%v/

UWAGA : Hspdtrzedna X p.Amote prrecinaé powierschniyp,
gramcza;iga. dany obszar, wigeej nii w dwuch punktach;
wowczay ak rozbijamy obszar dany na tekie obesary czg
dciowe, z ktéremi ta wepbirzgdme miaZaby tyl‘m 2 punkty
prsecigcis.

Po okreéleni‘u obszaru przestrzennego przystapimy do
okredlenia catki ﬁotrdjnaj czyli trsjrkrotnej. Podzielmy
wigc obszar D dowolnemi powierzchniami na czgéci — koetki
przestrzenne. Oznaczmy ich objgtofci praez {,; )y %,

e saalarns e

Weimy nastgpnie pod uwage dowolng koet-
k¢ ¢ , 0 objgtosei «; , przypudémy, ze wewngtrz niej
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anajduie gie punkf m/xa,_ya,l.-}i utwérz.
i my iloczyn z funkeji tego pumkiu
przez objgtosdé kbs-tki:/’/m;}-% . J6-

zeli istnieje graunica sumy tego ro-

Al ' B dzaju iloczyndéw, gdy liczba # kostek
/ przestrzennych roénie nieogranicze.
Y /—\-};/x;\ nie, a wezystkie wymiary kazdej
rysde. kostki daza do zera: |
bon  Jfmj-wi

oo

niezuieznie od tege, w jaki sposéb zostaje uskutecaricuy
podzia¥ na kestki, t-o‘t@ grenicg wiasnie nazywamy cadis
trzykrotng i ozmeczany pries /) H(x 9,2)-dE,"

gdzie do7T= dx dy dy. ‘ -/"JZ)/ g

Mozna wdowodnié smalogicznie jak dla ca¥ek dwukrotnych,
%Ze powyzsza granica sumy, t.j. catka trzykrotna, istrieje,
jeteli funkeja f,y4 jest ciagla.

Jest rzecag oczywisty, Ze jeieli %/xj,.-gf jest rdwne
jednoéci,‘_ to caklem trzykrotna daje nam obszar D:

-[‘/4‘0/{= érﬂzzu‘, = &, albo inaczej: /Zé'z/x g’ya& =,

UWAGA: Tu zastosowad moZemy te sama uwagg, co i g;'zgzﬁw

cadkach dwokrotnych. Niektdére kostki podziaim mogly

sciowo wychodzié poza obsgar O. Wiedy £« nie rdwna eig
D, lecz 4dm=Zw=2 . Tskie kostki, wychodz?ce czgsciowo
poze obszar O mie¢ bgdziemy np. pray podziale ohozaru D na
szedciany, jesli obszar » jest ogreniczony Eowierzch iami
krzywemi. Zatwo udowodnié,/zostawiam to caytelnikowi/, Ze

na wartosé granicy okolicznoéé ta nie wpynie,

Udowodnimy teras, %e modma obliczyé catkg traykiotna 22
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vomoeg trzykrotnego ca¥kowsnia wzgledem trzech zmienuych

(x,_y};,) . Postgpujemy tu anulogicznie, jak prazy eatkach

podwdjnych. | |
Objgtosd kostki szedciennsj, na jakie roabimmy obgzar

catkowania, wy‘raza gi¢ przez

o ‘f"_-‘z'. -r"z ~Z 1.
W takim razie ‘ / ! '&/{yﬂ" j//"‘ﬂ 4)

g :
g’;%ﬁ&)@ - J{"?q///wﬁ:.f)'-(‘*T-.ﬁ-z"fn?)'('j 'fh.?"}{'z.-‘ﬁg‘ _yr}j .
gdaie ?'”%nk cznacza p. o spéirzgdnych (X, L%fzé') : <;1
mowanie rozciszgamy na wezystkie trzy wekadniki 2 , 7 1 & .
PowyZeza samg moszna otrzymad, sumujac najpisrw elementy,

ktére majg ten sam wekadnik k

L A = M E b2 1
sznmk W mmanlu awadratowym lest catky dyukrotng
G Ay s)dedy= @)
a wigo dana suma Z//m‘,)a) = Zgﬁ/ (,,~2).
W granicy, gdy / 7 kwpc:x::, otraymamy:

//ﬂ///‘%z/@/x =Byl

Tak wige caYka potréjna jest ca¥kg cuXki. podwdine)
525/{/ . Poniewe? jednak catke podwéjna daje =iz obli-
czvé przez dwukrotne catkowanie, przeto bgdziemy mogil

ona ledé cakke potréjna przez cakkewanie trzvkrobne:

JHesgiessi i) ) Gty g
%y Klvy

Tt P g A O e e e B s

‘:TAGBLE»E& ROZNIG"'K(}FI I CALEOAY,Y1. Avkuez 7-wy
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Porzadek cskkowania roli tutaj, ocszywiscie, nie
odgrywa; jednak pray smisnie porzgdku naleZy przeksztal-
cié nieréwnodci, wyrazajgce cbezer £ . Gieometrycznie
mozna teo interpretowad w ten sposdb, Ze najpierw do-
dajemy kostki w jednym szeregu, réwnolegkym do esi .
naestepnie sumujemy szeregi wzdiuz osi ¢ , wreszcie
dedejeny warstwy wazdduz oei X

Catli trzykrotne majg dosé duze zastosowanie w me-
ckanice, fizyce, termodynamice i t.p.

-Przypuéémy np. %e msmy obliczyé masg¢ pewnej brydy
4 , ktérej gestodé w jakimé punkecie ./yﬁ,;y,z} jest
funkcja f,"ér&z) tego punktu. Wiadome, Ze masa czgstecz-
ki‘ mierzy sig ilocszynem gestodeci f? przez objgtesd
dxdydy

a/m=f/.z;ﬁ,y-afxq§;db5

& zatem masa ca¥ej bryXy wyrazi si¢ przez calke pe-

%ﬁ//[a/mm//ﬁ/f/%ﬂ‘?‘?@@@-

PrazykZXad: Obliczyé cakkg potréjns

)

"///;z, az;ﬁ,,{y, , jezeli obszarem cakkowania ) jest
fi]

6sma czgéé kuli o premienin A , zawarta pomigdzy trze-

trédjna:

18 piaezcayznami wepéirzgdnych. W interpretacji mecha-
nicznej jest to réwneznaczne z obliczeniem masy Gsmej
czgsei kuli, ktérej ggstodd jest proporcjonaina do
edlegtodci od piaszozysny xoy .

Przedewezystkim wyrazimy obsuar & pray pomocy



o T iam
nieréwnodei w postaci normalnej;

21. : O LA < A
0L yg IR*=*

 Catkowaé bedziemy nai-

X plerw wagledem zmienasj = |
nagtepnie ¢ , wresacie X
Tak w1ec

J == g/itikgyaz.h
TYy8.43.

n&...xd- VRZ__‘I

LT
1/;7/ / F g dy y/’”,,m gz;,ye-izjij‘/m J%ﬁ;ﬁ

Padstaw1ajac

X = R.‘HU/ } ;‘0/.2:‘ /?::e:;gfa//,

obtrazymamy
~-¥1T/4;m‘¢z¢¢

Wedtug wzoru redukcyjnsgo mAmYy :

A wiec

TWIERDZENIE GREEN ’a.

Twierdzenie Green’a moze byé uegblnione dla cakek
trazykretnych. Zanim je dowiedziemy wprowadzimy pewne
néwe pejgcis, bgdace niejake uagdlnieniem pojecia cakki

krzywelinjowej, misnowicie pojecie catki powierszchnia.
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WO .

Niech obezar cetkowania & bgdzie ograniczeny po-
wiergehnia S , ktérg moZna wyrazié zapomoca dwuch réw-
naf: _

b= fikes) ;%= filay

Latwo widzied, e element tej powierzchni wyrazi sig

PIrEe%
i =dzdy
CGSX'
0td2 ceXka :

RS g - Ry, polgff e o,

ktéra oznaczad bedziemy przez
Ly Blag 3 sy 48,
nogi nazwe caski powierzchniowej. _
Po tym okreéleniu mozemy wprost przyetapié do wypro-
wadzenia wzoru Gresn’a w zasstorowsniu do catek trzy-

krotnych, Mamy

ﬁap/xj& / //.&Da/.z.__

= ity B, .5) Pl 4, 1) k.

trzymalidmy zatym ca¥ke powierzchniews. A poniewaz
G/é dy = db cos x , Wige

/// QP"& % _// Pl g 4)co50c dE.

&nalogxcznle mamy :

.///-2‘-? axalyal %//.Q/.z{%,,;/cagjﬁa@’ |

oraz

& ddyats //ﬁ/x 4.4/ cos - a8,

JQdaJaG powyisge trzy rdéwnosci stronaml o trzymamy
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N2 ;W IR )l aly s =

‘1447%??%J%ékzﬁof1'4%ﬁ{j5%/aaq/3-fJ?{h{jé%ycaigjzc/V’

WZOR Ni ZAMIANE ZMIENNYCE.

wzlr Green’ a:

I ten wzdér Xstwo moie byé wogdélnieny dls cudek pe-
tréjnych. Niech wige bedzie dans catka

S gb,
przyczem :
(1) a=flynw) ; y=plind)i 2= (42,

Préocz tego niech objgtodci kostki praestirzenne) w;
obszaru & /w uk¥adzie X%, 4,2/ odpowisds cbjgtodé &
kostki obszaru 2 /v ukludzie u, v;w/.

Jek zaraez udowodnlmy

Z “": N
czyli | < Y _ A + A8
[eizie §—=0/; stad
W, =W, + & .
A zatym d@ﬁJZj)f&%:: ﬁ@ﬁ;Z}é1A-agh+'£éwzzkggd-£-a£.

Poniewaz ostatnia granics jest zerem, wige zastgpu-
jac granice sum przez odpowiednis caXki, otrzymamy
zgdeny wzlr:

] fresd de gy m////ﬁ//w% 5558,

amlaww‘a/m/u'a/af

Pozostaje tu jeszeze do udewadnlenla %e granica
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stosunky ;.7%."'5'-. jeet wiaénie wyznacznik funkeyjny, czyli
4 o= A/
gﬁ?m, A;U,F;ud.
fetotnie
i ’ i L e ~r o ['/‘/’*'— .
oy //.." ,-.:" 374' // 3”:5 / Zf/lfé/-
% réwnan ”f; memy ;
P o ﬁ}
= Lt afw.gm . iy,
diy = J/e @/H.zé(ﬁ,w_ww
our
wobec czrege o) da tu; 'pr"’qut&Wld w postaci:
(o = ,/ pmw-g?m/f + R dudir},
.ub na mocy v?om Creen
£
“ =// ;f + 9@ 2R )a/az/m/af
J’;Q! 9‘4" 4;)‘{_?’
TiyraZenie pod znakiem catki potréjneJ jeet, jak Yatwe
spréwdzid, wyznacznikiem funkeyjnym:
| o
9 - v dw
JD fii=g o e "ip
.,._,_L+ R _ A } Qﬁ c)fé = Alu,v,w).
Ju du- u 3:)- dw'
% _, % ?s'

A wiee /wabr na mrtoéé éredma/

4

a)«A/uv';)w

Siad

Wy

|,
L

= Aldrwr);

W —/_//A/u v,w)du dvdwr= A i’ w}///&)éfa/fa/ar'

(m‘j {J} jest punktem wewnatrz obszaru )’
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zed w granicy b o =A(uy; W,
co nalezate uwdowodnid.

WSPORZEDNE BIEGUNOWE /RULISTE/.

PoXoZenie jakiegod punktu 4/ w -przestrzani mo Zna
mcreél:uf analegicznie jek to czynimy na pi:aﬂzczyﬁnie,
przez podama promienia wodzzcego p oraz dwuch kgtdw

51/ i @ , jskie promief vodzacy tworzy z osig &
i jego rzut z emia X ,
2 tozn, praez podanie od-
legtobei OA . dsnege
punktu ed poczatku ukta- -

- du [bieguna/ © oraz
katow Y=204 i §=Plx .

Latwo sig meina prze-

| konad, %e przez te
9 .
rys.44. o tray w1elkoéc‘1/}7 }D,

poXozenie punktu M jest w zupel’noém wyzpnacsons. Zo-
uwasmy tréiket prostokatny AP
0P=)05m Vs .//P=)0my/.
 Stad znajdziemy trgzy wepb¥rzgdne prostokatne punktu .4 :
hivé)vm;}//omﬁ 5

/jm.ﬁsﬁny-sm(é);

b
Odwrotnie, zrajac poXozenie punktu ./’//z:,_g,z,j we wopbl-

rzgdnych prostokatnych, mozemy znaleid wielkedSel, wysne-
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czajace ten punkt we wapbirzgdnych biegunowych:

ﬁ=‘ﬂx2+jz+z»€- s

Y= Srecos e

V.x +y i’
@:- Jﬁ}‘&@—- .
Pwie ogstatzie funkcje s3 wielowartesciows, nalefadoby

gie wige zastanowid nad ich wartosciami ; pozostewismy te
jednek cuzyte lnikowi.

O ile cheeny wyrazié we wepbXrzednych biegunewych funk.-
cjt, etojgog pod znakiem cakki potrdjinej, wéwozas na[e"‘y
panistaé o zastgpieniu réinicgki a/xa/ a/,z pries Ju«'ﬂq G

gy G dpdyds . i

DX 'l

1 5—? 2 sin y cos 8, f sy cts M fmy.sm&’
f'-,-é P '5%5'460}1’@*5‘*”?5@5 fc&s;ﬂm fa‘a{s}pmé’
1-2 /':%2';“ ke | e -fsmy, ‘0/ | g

1§58
II

|

Rozwijajac powyisgzy wyznacznik, majamemy, s
Alp,y,8) = psiny.

dzdyde = plsiny ap dy 48.

Zastosujemy wepb¥rzgdne biegunewe do rozwigzanege jus

przykiadv, mianowicie do znalezienia masy dsmej czgéei

A zetym

kuli, jezeli gestedé kazdege jej punktu jest proporcjonal-
na de odlegtosci od plaszezyzny xoy . 0téz

j://a/.z 0./23’442 -——'//4/6415_}(/-/2&”}&@90/}1/ 8.

Dhszar catkowania Q' wyrate si¢ przez nierdwnodei:



PYFY
T
0<¥<2
00T
czyll jest prostopadiodoionem o wymiarach R, 5‘7‘, %Z . & zo-
tym
s///"‘/ﬂ//ﬁ/ SM cos -——-—— --W .77
W) fsény cos y dp Y5
Ostatecznie X}

.38
A= %

WSPOZRZEDNE POLBIEGUNOWE /WALOOWE/.

Uk¥ad wepbXrazednych pé¥biégunowych cayli walcewych
powstaje z pol@sz'eni% uk¥adu -biegunowege na pXaszczydnie
X0y éa wspdal’x‘ze;dnaflﬁkladu prostekatnege. Wprowadzamy na
plaszezydnie Zoy ukkad biegunewy, ktéry okredla nam po-
Yozenie na tej plaszeczydnie punktu .P/r, 8) - rzutu preste-
katnego punktu #/ ; pomatym pedejemy wepbirzedna 2 punk-
tu #/ . W ten sposéb potezenie punktu N w przestrzeni
etaje aig w zupstnedci wyznaczenym. Wzery na przejscie
od uk¥adu prostoksgtnege de pbéibiegunowege sg nastgpujace:

X=rcesé
fy:rso'né?
=3

fatwo sprawdzid, 2e tutaj Az?’" , Wige

Jak wiedowe, frzy rdéwunania paramatrvozm Z dwoma Do~
e O ¥
rametremi; R i o e ohthnl OIS

{ bfﬁaluaﬁﬁwvrw 1 ﬂj F ey dsdy do 1 __._ yf,/a—vaﬂ; ;:I%&J
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x=fluyv) 5 y=441/; -bﬂﬁ/‘é%
wyznaczaja pewng powierazchmig. Zeobaczmy, ce wysnaczajg
réwnenis, padaja;ce zalesnoéd pomiedzy wepbirzgdnemi pre-

stokatnemi a biegunowemi:

x=RM}PcMzﬂ;
Y=Rsinysinl;
t=Rcosy.

Z Yatwoécia sig przekenamy, iz jest to kula, alb@mem
podnoszac te réwnania do kwadratu i dodajac strenami,
otrzymamy réwnenie kuli:

I‘ xz«fyz—hzz:j?z,

Przypuéémy na chwile, %e kat # posiada wartedé ata-
e, natomiagt ';1/ si§ zmienia ed 0 do 77 ; w takim re-
zie promiefl wodzgcy R opiszs pbétkele. Gdy teraz zsaznie
si¢ zmieniad & [od 0 do 297 /, wéwczas pbikele bgdzie
gi¢ obracake dbkola 08i < ‘zataczajac powierzchnig kuli.

Jezeli kat & bedziemy ustalaé w réinych poesenimch
pemigdzy O a 277 i w kaZdy:ﬁ z tych poXosend bgdziemy
zmieniad ¥ , te otrzymamy szereg ké%, przechedzgcych
przez dwa punkty stake, poXoZene na esi & .

Tego rodzaju koXa na kuli ziemskie] 1 niebieskiej ze-

% . ~ataty naswane pedudnikemi.
Jesli teraz pestapimy edwrot-
~nis, t.zn, bgdziemy w réZnych pe-
= - Yo%eniach ustalali }1/ zad mmie-~

- niali & :Molrzymemy zbiér kék
rye.45,
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¢ réznych promieﬁiach, kiére lezg wazystkie w plogz-

czyznach réwnolegdych do plaszcazyzny 20y . Takis koka
‘na kulach miemskiej i niebieskiej zwa si¢ réwnolesni-
kami. _

Réwnoleniki i potudniki przecinajg sig pod katewi
prosteni /:néwimy, ze dwie krzywe sig prrzecinaja pod
katem prostym, je2eli styczne do tych krzywych w ich
punkcie przeciecia sa do siebie prostopsdde/. Otrzymu-
jemy wige na powierzchni kuli prostokgty kraywolinjows,
& w przypadku szczegd Lnym kvadraty. Sumujge ich.pola,
ot rzymamy catkowitsa povierzchnig kuli.

W podohny sposéb postepujemy, gdy memy dane wepld-
rzgdne péibiegunowe. Tutaj

X=rcost ;
j:?"&f:/r‘?&j
L=l

Podnoszac te réﬁnania do kwadratu i dodajgc je stro-
nemi do siebie, otrzymamy réwnenie powierzchni waldo-
wej:

xi+y? =717

Jegeli zmiennej X begdziemy nadawali wartodei sta-
Yo, zaé @ bgdzie sie zmienis¥o w grenicach od O do
2 J7 , wéwezas otrzymamy na powierzchni walcowej smereg
kéx, réwnolegkych do plaszczyzny XY .

Jeteli zed bgdziemy nadawali rdz-ne. wartodci katowl

# , 8 & bedzie sig zmienied, otrzymamy tworazgce
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poeierzchni walcowe].
Tym wnnsobem powebang ns powierzchni walcowsj proeto-
katly lkrzywolinjowe; suma ich pél daje nam pole powisrzchni

walcowed.

»"’% 2 ; A2
A _ Gdy mamy dane réwranie jakieis
P krzywe j

> ’ ‘ U= l{/’b‘j,

to mozemy te krzyve wykredlié na

powierzehni kuli lub walea, korzy-

stajec z sisci, powstakej w spoedd
%" pys.dé6. wyzej opisaay, tak, jak to czynimy
ne kratkowanym papierze. /S»}:uéznoéié tego wynika z odpowie.
dzialnodel, dajace] sig ustalid pomiedzy_ piaszesyzng a p-r;u'
wierzchnia kuli lub walca/.__Pfos.tym réwnolegtym do osi OX
ne pXaszczyinie, odpowiadaja na kuli réwnolezniki, zaé ne
walen koXa, poXoZone w paszczyznach réwnolegkych do pimez-
cuyzny podstawy walca; prostym révmolegtym do osi O =na
paszezyinie odpowiadaja znown poludniki na kuli i tworzg-

ce na powierzchni walca.

WSPOZRZEDNR KRZYWOLINJOWE /OGOLNE/ WA POWIERZGHNI.

Mo’na wogéle ustalié odpowiednioéd pomigdzy p;‘.’asmézyzna
& dowolng powierzchnig krzywg i to sﬁoeobami najrozmaitese-
i, nv. punstowi denej powierzchni mo2e odpowisdad rzut
jege e plaszczyeng deng; ogbélnic zad zapomocs 2-ch para-

meterédy U 1 v, od ktdérych zaleis X, Y,z na powierzckni,



