- 79 -

—z%/— ,5_ a/xj..-

Obliczymy: T ez

W& - —-ﬁf’- i e
o A/_ Z¢ /a'rzsf# 7 /____. "

bierge t¢ catk¢ w odpowiednich granmach o trz ymamy

tak, 12

V’-—--?/'///—i/ =¥ Tale,

Gy a= f-c- 7, otraymamy wzdr, wyraZajacy objg-
tod6 kuli: V= GBTre .

CAEKI KRZYWOLINJOWE. Przypudémy, Ze ne paszezyZnie
X04 memy dang jakad krzywg ¢ , ktdrg dowo Lna -rdwnol'eg—

ta do oai}/ przecina tylko w jednym punkcise. Niech na

-y . B krzywej bedzie. ruchomy
Mo Y -

R By punkt ,» ktérego odoig.

i 5 | ta X zmienia sig od 4

Y do ! . Mo%na uwazad, ze

punkt A jest funkejg .

0 A - jednej tylko zmienmej Z
rys.23. gdy% zawsze

Y= 1.



o B e

Untke jakiejs funkeji /Af/j/ w granicaech od 4 do 4

b
[ A prfa
bgdziemy oznaczall praez

/A

i nezwiemy cadke krzywolinjowa wazdiuz Ziku € .

Niech np. begdzie dane pdtkole ¢ ¢ promieniv 4 . Tuta)
_y jxw Catka krzywolinjowg Jakl&]é funkeji )//Zﬂ
wzddu? ﬁuku ¢ Jjest '

4 ‘4%%%ﬁ~742%ﬁiﬁf¢

I [gdyz ¢ jest to xuk od 4 do 5 /.
a |\« Okreslimy catke krzywolinjowa bezpo-

A i 2 ‘4rednio:
| rys.2s. /// o)l < ém.s_“ //.z;,///

Stad widaé, ze cakka krzywolinjowa nie jest pojgciem

zasadniczem nowem, lecz daje eig sprowadzié do ceXki pro-
gstolinjowej. Jeet to wXadciwie tylko nowe, a w wielu Ta-
gach wygodne znakowanie.

Krzywg ¢ moiZna wyrezié zapomoog réwned parametryoz-
nych:

z=¢lY ; 4= ¥/4;
L, << T,

[N, pif et

przyczem

Wiwezas
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Pojgcie galki krzgwolinjowsj mozna rozezerzyé dla
konfuru zamiuigtego. Cadka krzywolinijna w tym wypadku
bgdzie sumg pewnej ilosei catek tego rodzaju co poprzed-
nich. Np. /petrs rysunek/ ca¥ka kraywolinjowa Jf beg-
dzie sumg dwu ca¥ek kraywolinjowych wzdiuz Yokéw: L/ AMB
i 2/ wzddus Yuku BAA Prayjmiemy tu pewisn kierunek za
dodatni, mianowicie tami, jak na kole trygonometrycznym,

t.j. przeciwny niz ruch: wokezbwki zsgarowej. Kierunek

y M catkewanis zaznaczamy .
' ﬂ;’fﬂﬂ- }B zwyile przy symbolu cakki
A 4 o e, .
?“u_-%ﬁf/i [wystarcazy, oszywidcie,
I zaznaczaé wylacznie jeden
- i E o Fierunek, mianowicie ujem-~
) .
rys. 23, ay/

[ i ==/ Aoy
Przy ognaczanmiu kierunku moga_;;eraz powsté& trudno-
éci, gdy kontur ssm sig ze sobg przecina. W takich rs-
zach jednak rozbijamy go na czgsei, co do ktdrych juz
sadn watpliwo$é powsfad nie moge.
TWIERDZENIE GREEN’a pozwala nam eprowadzié niektére
catki podwéjne do pojedyfczych catek krzywolinjowych;

— .

RACHUNEK ROZN. 1 CALKOWY. IT. Arkues 6-t5.
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Niech bgdzie dana ca&’ka pod'léjna //—Q o/xJ
Przeksztatciumy jg w sposéb nastqpujgcy /gdzm D obezar

ograniczony konturem ¢/

] & dedy c/o//“‘" H/j/«e/,)/””

M)

% ::::.;;: VIR (WL ﬂ oh~fft s
A A 3
T 4
o bh S / B, 414 /@/ )% {f/: 9.
0 gs.}.’ﬁ. Lecz calka /W'U}
jest réwna /Q/IJ}j i & zat-"’“
]2 iy [0 JE”*/ 91k, 5%,
/ orag / g dan W éume cakky
fﬁﬁfz# -cdd,j

krzywolinjows wzdtui cakego konturu Cs
o i .
S iy = 2o
- Tak wige sprowadzilismy calkeg podwéjn. do pojedyi~
czej cekki kruzywolinjowej.

Przypudény teraz, e mamy calfkq // gpc/xj s Pr“ne—
ksztakcajge podobnie jak poprsednio, otrmy.

S A | //g_‘/x/ g/aé/4ﬁfj=

142
DN L Lecz Z0nowu:

I B ol S / Plzgy) d = | Pl g =~ Pl

rys 27, “ak,z B4, 4
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/P/.zj‘} Q/.I_/P/.x,ﬂ/}{}/.?"

.4’!.8

//%’ = -/ Pla,y)dx -/P/x,y/a’x

. 2 ¢
ezyli 24,4 et B

2P - a
/{@- ox dy = 4P/x,j/.a/x 4/3/::&/ az,
Z podaczenia obu wyprowadzonych wzoréw wynika réwnoéé:

/;,/2/3%? = ".?f c/xé{( =4/D/xfj/a/x +@/xi/0/f?f’

ktéra wiasnie 1ogi nazwg wzoru Green’ad.

A zatenm:

| Gdyby kontur, ograniczajgcy komiur catkowania, prze-
cinat sig¢ z réwnolegka .do osij wigcej niz w dwuch
punktach /np. rys.28/, to podzielilibyémy obwsar na cze-
dei, spedniajgce ten wai‘unek, i dla kazdej z tych czgdeci

9 | ‘ zastosowalibysmy wzér powy2-
qi : szy. Tak wigc jedynem ogreni-
] ;;, i czeniem tego w2oru jest cigg-
- x Yos¢é funkcji.
1ys. 2 8.

Zrobimy w tym miejecu pew-
ni uwagg, dotyesgog réniczek zupotnjch. Niech bgdzie
mianowicie dana funkcia dwach gmiennych: oz -//.é:jy.
Jej rézniczka zupeina ma ksztalt:

ar = _.fa’.z -:r-_zfJ /b/.z: /d’x-f-?’/-t‘ﬂa/
gdzie

f”'ﬁf’ 7"9
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b= —-gi’i-; o X .
¥ e § ox  Qx- :

h ]

Memy nastgpnie:

=}

shed 2.0,
oy

‘Gdy wigc wyraZenie /o/x_wa/x +§*/:rj/f/y oznacza réinicg-

k¢ zupeing, to wéwczas z_achodzi réwnogé

e
oy  x
Udowodnimy teraz twierdzenie nastgpujgce:

Jetoeli wyrastemnie Pdx+@dy
jeest rdéds2niczkg zupeing, albo

jeseli _9.'9 =24, to caltka

1P+ 9 _]j wzdtutz jakiegokol-
wiek konturu zamknigtego,
wewngtrz ktérego fumnkcje
P/xﬁ)i@/xg}oraz ich pierwsze
pochodne c¢czastkowe 8§ ciagg-
Ye, réwna sié ZeTu.

Ze wzoru Green’s meny:

/{pa/x *¢jj //2/9@',. apja/_r

Locz 347 Bf z zatotenia jest zerem, wige i
oy

da
//{ _BP}d’xj Jeat zerem, a zatym
/I/Pa/x-fffa/ =0
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fatwo réwniez moina wykazaé siusznodé twierdzenia
odwrotnego. |

Jeteli catka /[fPh+gd) wazdius
konturu zamknigtego ¢ jesgt
réwna zeru, to wyrastendie

Pdx + §oly jest részniczka zu-
peXng. ‘ |

Istotnie, ze wzoru Green’a wynika, %e jeiZcli
_/{P"/x*@‘i“j jest zerem, to réwniez

/]{36) _ P o/x -0 . Stad zaé muei byé:

9@’ _22_
9 i
Gdyby bowiem __Q =f=+0 » tomielibysmy
j‘
sprzecsnosé.
Koniecznem wige jest; ateby f=p , ozyli:
04 _ op
prial
czyli wreszcie, aby Pox +§dy  byto réiniczky zu-

petng.
Twierdzenia powyisze majg duze zastosowanie w fizy-

ce, termodynamiéa_ it.p.
Niech bgdzie kontur zamknigty € i niech Pz + Gy
bedzie réinicakg zupedng. Wéwozas

J{Pdx +§dy} = 0. .
. Carke wzd¥uz konturu ¢: / moZemy rozbié na dwie
[
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AL ¢ catki: catkg wzddui konturn ¢ .
A .[ oraz catke wzdfuz konturu

£

£y / . Fostatniej Wprowa-

c

.2 . .
B dzimy zmiang kierunku na ujemny,
G

Z A zatym: - /=0 skad
o -3‘9- J

‘Zfﬁ)ﬁ’x‘* 6’_@} ={?/fafx+¢ﬂ/yj !

Widzimy wigc, Ze gdy Pa&-ﬁ?ﬂ_/y- jest réaniczka zupe¥ny,

to catka kraywolinjowa nie zaleiy od drogi calkowania
/o ile migdszy drogaii niema p.osobliwego/; zclezy wige
wyYacznie od punktu poczgtkowego £ i korcowego B .

INTERFRETACJA GEOMETRYCZNA WYZNACZNIKA FUNKCYJNEGO.

Nisch bgdg dane dwie funkcje dwueh zmiennych:

| x=fuv);
N gty

Niech dalej » oznacza pole; ogranigzons krzyws zam.

knigta C , na paszezyinie X0, zad »' pole, ogTAni-
czone krzywy zamknigta 3’ pa pXaszozyinie UOV.

- TYS, 34,



Fiadomo, 26 :
o foty <
lub inaczej ’ }

08/{/{« v) 3L ol + fl, t{)—ﬁfa/ziz

co daje na za-sadme w30TR Grean a:

us-//{gdg g: 9&:31?' 91.?' 3{( g—-L::f} a/ua/v- -
ﬂ-/'./{:?q W Qf.ggjdu-dm

Pod znakiem ostatniej catki pedwdjne] mamy wyznacznik

funkeyjny:
o o
ou dv
Afy,v) =
0 J
7z w
a wige

| ',.-_.'//'A{ayj.afu.a/u','_
Stosn;ec wzlr na wartoéé §rednia, napiszemy:
W= A4y, V) w!,
gdzie (4, u) pmikt wewngtrz obszaru, ‘ograniczonego
krzywg X‘ aka.d wymka, i2 '
—-- = A (u,,7;)

Gdy przypuéczmy teras. e w-0 oraz w'-»0 , zué

U—~u i tr-—o-v' to w granicy

bm 2 = (4]

Weo W'
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Widzimy wigc, 2Ze nyznacznik funkey juy jest crrani.,
3 uto:.unkv pél, podobnie jak pochodna jest gramuq
atf:mku &dcmkdm

Wymaavmxk fuakcyjny pozwala nam réwniez okreslic
zalesnodé pomi¢dny znekeami pél w 1 W' . ‘Jezell mig-
rowicie A0, tuv w i w' s3 tego samego zaaku,
gdy e A <o , to znaki tych pll sa rézne, eczyli ¢
powiedniosé jest wtedy prosta lub odwrotna. Preuta |
- gdy kontury odpowisdajgce sg tego samegb “zwrotu;

y v

dd

x L
o :‘js. 32, 0 TY5 23, bl

-

odwrotna - gdy zwroty s3 przeciwns.

ZMIANA ZMIENNYCH.
Mamy dla caek zwycz:juych wzlr nastgpujgey
[ A = [ AL g1 .

Uzasadpimy ‘evaz ans logiczny wzdr dla catsk podwdj
nych: .
-//./’-/'z:j/a/x '=/Fff/«wjf (4, b’Z]/A{mr)/ du-av,
gdzis’ D' jesi cbszarem, odpowiadajacym obsz .rovi
D, t.j. gdy vomkt (v vl jest w &, b edpo-
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wigdajacy mu na mocy wzordw x://tgzrjur-?//qv} punkt (x,j)
arajduje sig wdD., Iatotnie, z okreslenim catki podwéj-
nej mamy:
jZF/xﬂ} ol diy = e 2 F [, 4:) w0
gdzie (%;,4)-punkt narazie nieoznaczony wewnatrz obsza-
W . Niech x=)f/u,zf} 3 4= !//‘60','}-
W tekim razie :J“f,- = [a (u;, %) o Skad
W, :/A(”a,”z)f' Wi
nad a=flev), 4= plem);
gprzeto. s :
lf/xf_y)o/x'c_fy = lm ZF[)!/U;:,PZ), f/"fs,@]'/‘if’*‘f,%}/‘@é y
ooyl ‘
J[Flagoledy =[] F[#tav], gl of- [l
¢.b.d.d.
Powyzsza catky umiemy juz rozwigzaé przy pomocy
dwach kolejnych cakkowan: |
Jolu [F[ fla,), gpu,vf - (4, 0))- v
Rozchodzi si¢ teraz o to, co staje si¢g z obszarami
D id' podozas ustalania jednej ze zmiennych u 1 v .
- Retwo c:uwazyd, %e gdy 4 ma wartodé staka, za$ v eig
zmienia /na rysunku prosts, réwnolega do qsi.ov7, V1 OW -
usas & 1 g sy funkcjami jednej tylko zmiennej, wyrazaja

wigc pewna krzywa /jeke réwnenia parsmetryczne/, odpo-
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wiadajacg prostej na poprzednim rysunku. Podobmnie. pro-

I’
2 < '

( "do osi ou [/ wv-
< _) sta¥e/ odpowiada

jakag inna krzywa.

stej réwnolegkej

(7 e e

¢ rys. 34 . 0 ry5.35. Nadajge dla «w i v

réine wartodci, t.zn.. prowadzac na pierwszym rysunku
proste réwnolege do ogi ¢4 i 0¥, otrzymemy na drugim
rysunku dwa ukYady krzywych, ktére podziela obszar d?
na sszereg'poletek, ograniczonych rdﬁndle_globokam‘i krzy-
wolinjowemi i odpowiadajgcych prostokgcikom, na jakie
‘podziel.ony zogtal obszar . |
PRZYKXAD. Dana jest calka ‘[/.gya/xf_’y -, ograniogzona -
ns ole tréjkaté réwnoramiennego 408, zbudowanegd na |

y v osiach spédrzgd-
nych:
A . 0.&% & @
a| 9 5 U Ocjs,d-x.'
D a3 X F¥prowad zamy na-
o i atepnié_nowe
362 : $.36%
o ¥ J zmienne 4 i v
- U+v i
.g= ,._.._; 3 j re H‘e V’)
czyli Ze

U=ty v=ax-g,
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Yalwo moZna znalezd nowy obszar catkowania pray nowych
zmiennych. Qbszar ten wyrézi 8i¢ przez nieréwnosei:
bcu<a; -4V U . Oblicazmy nastgpnie wartosdé

wyznacznika funkcyg nego:

ox dx| |4, £
_|oa av|_|R7 2 J
A =] = =ml .l =L,
dy Iy 1.4 1. 4 4 .éﬁ
_ S i g; 2 R
A wige jﬂ/"’ . Wobec tego:
"//.'l-cyt/x __‘//‘4"r .-—- c/ua/irr;-.—-/,g/‘//“zv,/a/v_

Poniewaz )
_/(u ar}c/v' /«‘a’r -_[:f"'aér =/u w-—%‘f oo £

-~y
=— U L 44
3 * g . "z 7
wigo

a a L £ 4
et s g Sk ke d gl =
_ 0d wepbiraednych Kartezjuszowskieh moina prze j8é bez
wielkich trudnoéei do spéirzgdnych fiegunowychq- Podstawimy

& 5

mignowicie

wakutek czego catka poﬂwéjna przyjmie ksztat
Flz,y) decdy = [ F [reos 8, rsin8)rard®,
[ Fles) ey = F a8, rsin )t
. gdy3 wyznacznik funkcyjny
i e

" ’"‘5‘";1 ?_-'!i /%9, -r&im?/ ‘
4= 9 gh T | siné, risin & =

or ’
Nowg oakkg podwdnng obliczymy, calkujac najpierw dla r

staXego, a nmestgpnie dla & staleger =
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//F(’;q,s 8, rsin ﬁ/r or o8 =/:)19\/;"_€/"f/mé’i rﬂh&/r ar,
y q fr)

gdzie r—-s)f/cﬂ jest to réwnanie krzywej C. ogreniczajg-
4 y ) |

A
/ v ) A .
- () - .
S 4. .
i 2
v

7:53-3?‘ riys. 33. rys. 34,

cej obszar calkowania D’ we wspbkrzgdnych biegunowych.
Granice catkowania a i € zalefg od poYozenia konturu
wzg'ledem poczat ku uk¥adu: gdy poczatek le ?y wewnatrz kon-
turu, 4=0, {=297, gly pocsatek ukkadu lezy sewnatrz
a=28,, 4 = b, , a gy poczgtek uk¥adu lezy.na konturze a=
= —-f—-, b = +£.Z:E.

OBLICZANIE POL.
« Niech bedzie dana jaka$ powierzchnia L:///x{yj.

Oblieczymy pole czgsci tej powierzchni, zawartej wewngtirz
walca, ktdérego tworzaca jest féwnolegéka do osi X
Przedewszystkiem okreélimy, co b¢dziemy nazywali sgu-
kanym polem powierzchni krzywej. W tym celu podzielmy da.
ng powierzchnig na poletka, zad dany walec na mate walce.
Obierzmy w kazdym poletku jakis punkt, przez ktéry popro-
wadzimy pdaszczyzng styczng do powierzchni, a wiasciwie
tylko czgsé tej piaszczyzny, jaka eig mieSci wewnatrz 6&«~

powiadajacego makego walca. Granic¢ sumy tych makych czg--
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Sei praszezyzn, gdy wymiary poletek
dg2a do zera, bedziemy nazywali polem

denej powierzchni.

Oznaczmy pochodne czgstkowe funk.-
X

cji 2 =/ﬂ/x.-_9} odpowiednio przez
2& = g 9 o
Iz i @—_z_ =

Réwnanie pXaszczyzny stycznej de

powierzehni w danym punkcie [.x,;f_’g&-’z,‘.l)
bgdzie posiadaio postad:
- +(Vess)-4s — [Z~2) = 0.
Wiadomo z geometrji'_ang_l‘ris_tyeznej, e licsby ps, ¢;, =7
sa proporcjonalne do dostaw kgtéw kierunkowych norma Inej
do powierzchni w tym samym punkcie {x‘;J‘;’z,-). A poniewaz po-
migdzy dostawami zachodzi zwigzek: cosia +cos®p+ wi?}"é Z,

wiec ¥stwo znajdziemy, 2e '
£ . A Z A : 4
COSK = b OSSP =l s COSf = ———eeee
. V‘{*‘P:._’_?z," ﬁ |rz'l'+/gz+7z" X- _ m _

wznaczuy pole jednego z poletek wycigiych walcem na plass
czyinie styczmej do demej powierzchni przes w;, za$ pole
rzutu tego poletka przez 6;. W takim razie, jak wiadomo,
T o b 2,
et B R
Catkowite szukene pole P wyrazi siQ przez

P=lmZ o = lmT &[T g = [[[Tiptegvaxdy.
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PRZYKYAD. Znalezé pole powierzchni, jakg wytnie ne
pél'kuli walec. Niech réwnaniem kuli quzie:.
= .x‘-e-j‘-*:t"--‘—*/?i . za$ réwneniem
‘walea xi+yi=A.x.

Obliczymy przedewszystkiem poghod-.

ne czaatkowe:

0 _ X _ p:
' ekl
rys, 41, 0% W
.j . ?-y z ?

Szukane ﬁole wyrazi sig przez
R s G et
Powy2ssy ealkg rozwigzujemy, sprowadzajac jg do spdi-

rz¢dny ch biegunowych: Fiss

(25

] wedd _prE -
PR e =M Y e

-ﬁ/ /—.?mmﬁya/ﬁ ——--.3_1?/.;««6’.9/5 +,a,?/ o=

=2ﬁ/wa9/ + TR = 2R TR
Ostatecznie wige bgdziemy mieli: P=/7-2)-R"

CALKI POTBOJNE.
Niech bgdzie dana Jakaé bry¥a 55 wewnatrz ktdre; znaj-

duje sig punkt Ao gpbtrzg¢dnych x,4,%, oraz funkcja trzech
zmiennych niezale znych fﬂd,z} . Mozna uwazaé //t;_y,z/
wprost sa funkejg 'p.in o_znaézaé Praez f/—ff) - Rzutem da-



