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Ob Liczymy:

%

\arcs#tay Sff^

biorąc tę całkę w odpowiednich granicach, otrzymamy

tak, iż

-a
Gdy a~ /=• c-r* * otrzymamy wzór, wyrażający

toii kuli; ir~ %7Tr3 .
PAŁKI KBZYffOLIKJOffS. Przypuśdmy, że na płaszaayźnie

xou mamy daną jakaś kraywą C , która dowolna równoleg-
ł a do osi U przeoisa tyLko w jednym punkcie. Mecn na

3

i
rys. 23.

krzywej będzie ruchomy

punkt ,Ji , którego odcię.

ta X zmienia się od ft

do / . Można uważad, że

punkt Ji jest funkcja .

jednej tylko zmiennej X

gdyż zawsze

yr f/ty-
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jakiejś fnnkeji łfaj) * granicach od cl do / :

'będziemy oznaczali prsez

i nazwiemy oałk§ krzywo lin Jowę. wzdłuż łuku ć .

Niech lip. będsie dane półkole C o promieniu # . Tutaj

U=z frtfA--wz
z , Całka krzywolinjową jakiejś funkcji

wzdłuż łuku C jest

J

/gdyż c jest to łuk od Jt do J> f

Określimy całkę krzywolinjową. bezpo-

średnio:

rys. 24.

Stąd widad, te Gałka krzywolinjową nie jest pojęciem

zapadniezem nowem, lecs daje eię sprowadzić" do oałki pro-

stolinjowej. Jes t to właściwie tylko nowe, a ..w" wielu ra-

zach wygodne znakowanie.

Krzywe, c można wyrazić zapotnooą równań parametry02-

nyoh:

przy Gzem
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Pojęcie całki krzywolinjowej można rozszerzyć d la

konturu sanknl§ tego. Całka krzywoLinijna w tym wypadku

będzie suma. pewnej i lości całek tego rodzaju o o poprzed-

nich* Hp. /patrz rysunek/ całka krzywolinjowa f be.-

dzie sumą. d?m całek krzywo Lin j owych wzdłuż łuków: li A U

i 2/ wzdłuż ł u k u i W * Przyjmiemy tu pewien kierunek za

dodatni, mianowicie tak i 9 jak na kole trygonometrycznym,

t . j . przeoiwsy niż raobi wskazówki zegarowej. Kierunek

całkowania naznaczamy .,

zwykle prsy symbolu całki

/wystarczy, oczywiście,

saznaosad wyłącznie jeden

•kierunek, mianowicie u

Prsy osnacsaniu kiei*onkm mog^. ńieras powstać tradno

śois gdy kontur sam się ze sobę, przecina. H takich ra-

zach jednak .rozbijany go na części, co dó kt#rycn już

żadD•> wątpliwość powaiad nie mose.

TWIBRDZBNIB 0HBBN''a. pozwala nam sprowadzid niektóre

całki podwójne do pojedynczyca całek krzywo lin j owy oh*

BiLCHTOK RÓZR, I CAŁKOWI. I I * . Arkuss 6-ty.
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Niech będssi© dana całka podwójna

Przekształcimy ją w sposób następujący /gdzie & obezar

ograniczony konturem ć/;

jest równa

Lecz całka

• A zatem'

i im
oraa daj4 w lunie

wsd^uż całego konturu C;

j
Tak więc sprowadziliśmy całkę podwoją do pojedyn-

czej całki krzywoliniowej.

tera i , że maagr całkę ff ąEołx.du *
kształcajac podobnie jak poprsednio, otraymaay;

\2
£&

%.
CC

lec* aaowu:
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J Pfajt) cl* = J P
* C4Ą£

A zatem:

m/J3) W

czy Li

Z poł^tcz^nia obu wyprowadzonych wzorów wynika równość:

IV4 - §
która właśnie nosi naswę wzoru 6rQen*a«

Gdyby kontur, ograni cisa jacy kontur całkowania, prze-
cinai: się z rÓwnoLegłrą do osi y więcej n i t w dwuch
punktach /np. rys.28J% to podsieliLibyśny obi»«ar na eac-
ści, spełniające ten warunek, i d La każdej s tych części

zastosowalibyśmy wzór powyż-
szy. Tak więc jedyne* ograni-
czeni ea tego wzoru jest ciag-

x łoś<5 funkcji.
'* Zrobimy w tya miej ecu pew-

n v uwag§, dc tycząca różniczek zupełnych. Niech bfdzie

mianowicie dana funkcja dwuch zmiennych;

Jej różniczka zupełna ma kształt :

c/z * jiŁjjt + MĄ -.

zie
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Mamy n a s t a n i e : %-

Gdy więc wyrażenie Pfajj)**- +(jlxÓiy oznacza rożnioz-

kę aupełną, to wówczas zachodzi równość

Udowodnimy teras twierdzenie następujące:

J e ż e l i w y r a ż e n i e

j e s t r ó ż n i c z k ę . z u p e ł n e . , a l b o

j e ż e l i -j j£ « | £ . t o c a * k a

J { P d x , + Ą d y l w z d ł u ż j a k i e g o k o l -

w i e k k o n t u r u z a m k n i ę t e g o ,

w e w n ą t r z k t ó r e g o f u n k c j e

P/x,u) i tjfctf) o r a z i c h p i e r w s z e

p o c h o d n e c z ą s t k o w e s a c i ą g -

ł e , r ó w n a s i ę z e r u .

Z e w s o r a G r e e n ' & m a a y ;

Lecz M. - 2£ s założenia jest zerem, więc i

ff/H ~ Ł£lc/xĄ jes t zerem, a zatya
JJ* i %* tyj ^



Łatwo również można wykazad s ł u s z n o ś ć t w i e r d s e n i a

odwrotnego*

J e ż e l i c a ł k a f{JWx + Ąe/A w z d. ł u ż

k o n t u r u z a m k n i ę t e g o ć j e a t

r ó w n a z e r u , t o w y r a ż e n i e

Pdx -h Ady j e s t r ó ż n i c z k ę . z u ~

p e ł n ą .

Istotnie, ze wzoru Green'a wynika, że jeżoLi

jeet zerem, to również

/f/ii - 2£l olxJjj**.° •
Ji i d* 9jJ 21 22P

Gdyby bowiem M -3£ -J-^o , to mielibyśmy
da: 9 ^

Koniecznem więc j e s t , ażeby jf — o » ożyl i :

czyli wreszcie, aby Pdx+C<{y tyło różniczką zu-

pełną*

Twierdzenia powyższe mają duże zastosowanie w fizy

ce, termodynamice i t . p .

Niech będzie kontur zamknięty C i niech Pe/x. •

będzie różniczką zupełną. Wówczas

Całkę wzdłuż konturu £: / możemy rozbić* na dwi e
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Jf całki: całkę wzdłuż konturu et;

J oraz całkę wzdłuż konturu

cz: J . I ostatniej wprowa-

dzimy zmianę kierunku na ujemny

rjs.
-<* A zatym:

ez

Widzimy w i ę o , że gdy Pelx + QJy- j e s t różniczką zupełne.,

to c a ł k a kraywoLinjowa n i e zaLeży od drog i całkowania

/o i l e międsy drogaiAi niema p.osobliwego/j zależy więc

w y ł ą c z n i e od punktu początkowego J i końcowego jB ,

IBTBRFRBITAOJA GEOMETRYCZNA WYZR&GZNIKA

Niech będą dane dwie funkcje dwuch zmiennych:

Niech dalej to oznacza pole, ograniczone krzywą zam-

knięta c , na płaszczyźnie XOY„ zaś u>' pole, ograni-

czone krzywa zamkniętą, r sa płaszczyźnie UO?

1 O
rys.
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fiadomo, ze

U)

Lub inaczej

co daje na zapada i ewsoru Greea*a:

9* 9ir

Pod znaki«» ostatniej całki podwójnaj mamy wyznacznik

u
It

a więc

Stosując wzćr na wartośd średnie., napiszemy:

gdzie (ut)%) punkt wewnątrz obszaru, ograniczonego

krzywy ,y ' jv skąd wynika, i i

Gdy przypuścimy teraz, że io-*>o or&ss &'-+-£> , zaś

i %-+v' j to w granicy

ŁnJĄ
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Widsiay więc» że wyznacznik funkcyjny j e s t grani-

etosunka po*l» podobnie jak pochodna j e s t granicy

a te sonku od ciBk&T*

ffyanacanik taksy jny pozwala nam również określić

&aU£no£<5 ponic4*y znakami p6l u i w' . ' J e ż e l i mi&-

sowicie A>c? , to o? i w; sę..tega samego snaknj

gdy Łiaiś A <£? , to znaki tych pól s^ różne, czyli Ci'

powiedniośd j e s t wtedy prosta lub odwrotna. Protff©.••

- gdy kontury odpowiadające .są. tego samego'zwrotu;

rus.3& °

odwrotna - gdy zwroty aą. przeciwne,

ZMIANA ZMIBIfflTCH*

dla ca^rek zwyc&rjnych wzór

J J
wzór dla całek podw4;

Jeet obsiarem, odpofdadaj^cym obsz^roni

imnkt ///, H jest w , to odpo-.
* * • / '



mu na mocy wzorów JC« /favJiy-fM punkt
znajduje aię w i), Istotnie, z określenia całki podwój-

nej mamyt

JJF/XMJ ełx dj - £w I Ffatpy <•* ;

gdzie (x>z,jij-ipxaikt naraz i. e nieoznaczony wewnątrz obsza-

ru co: # Riech x~//uv) j

W takim rasie ±£ =

przeto

osy i i

Powyższą. całk§ umiemy jui rozwi^zad przy pomocy

dwaoh kolejnych całkowań:

Fozohodzi eię teraz o to, co staje się z obszarami

$ i 2)" podosas ustalania jednej ze zmiennych w i v .

Łctwo i:i.jMważyd» że gdy u ma wartość st&£§, zaś v si^

smieni.a /na rysunku prosta, równo Legła do osi 0zr/t wdw-

ci;sas ~c i jj 89. funkcjami jednej tyLko zmiennej, wyrażają,

więc pewne, krzywy /jako równania parametryczne/, odpo-



wiadajaca prostej na poprzednim rysunku. Podobnie, pro-

stej równoległej

do os i ou I v -

s tałe/ odpowiada

jakaś inna krzywa.
x

rjs.35. Nadając dla u i ir

*e wartości , t .zn. prowadząc na pierwszym rysunku

proste równoległe do osi W i Ofrt otrzymamy na drugim

rysunku dwa układy krzywych, które podziela obszar Jt>',

na szereg poletek, ograniczonych równoległobokami krzy-

wolinjowemi i odpowiadających prostok$,cikom, na jakie

podzieLony został obsaar 3).

PHZYKJŁAB. Dana jest całka jf&>)<°/*'^y • ograniozona

na w i e trójkąta równoramiennego JÓ£t zbudowanego n a '

osiach

nych;
o <

rjs.

3

36*

Wprowadzamy na-

atępnie nowe

zmienne w i ^

J
czyli że

u »



iaiwo mo£aa znale&d nowy obszar całkowania przy nowyoh
zralennycŁu Obszar ten wyrazi się przez nierówności:
& s& w ^ # ; -</<ir<« . Obliczmy następnie wartość

wyisnacanika funkcyjnego;

A «

więc
du i--i

. Wobec tego;

Ponieważ
f

i3- JdL + u3 -Mi = 4u*
3 J .. T <

- 3Ż
+u

-u

wi §o

Od współrzędnych Kartezjuszowskich można przejść bez
wielkich trudności do spółrzędnyoh iiegunowych. Podstawimy

mianowicie

wskutek csego całka podwójna przyjmie.kształt

gdyż wyznacznik funkcyjny

Nowa całkę podwójna obLiczymy, całkując najpierw dla r

stałego, a następnie dla 8



9t rs^> 6)rolr o/S

3 e s t t o równanie krzywej Cf ograniczają
J

o x

cej obssar całkowania 3)} we współrzędnych biegunowych.

Granice całkowania a i i zaLeżę, od położenia konturu

względem początku układu: gdy początek Leży wewnę-trz kon-

turu, a- o t $*=2VTt gdy początek układu Leży sewa^trz

S& i & gdy poca^t.ek układu Leży na konturze #«

OBLICZANIE FĆŁ.
-f-'-+§•

«.'• Mech będzie dana jakaś powierzchnia Z'~j/

Ob Li czymy pole części tej powierzchni, zawartej wewnątrz

waLca, którego tworząca jest równoległa do osi £.

Przedewssystkiem okres Limy, co będziemy nazywali szu-

kanym poLem powierzchni krzywej. W tym celu podzielmy da

nę. powierzchnię na poLetka, zaś dany waLec na małe walce.

Obierzmy vr każdym poLetku jakiś punkt, przez który popro-

wadzimy płaszczyznę styczna do powierzchni, a właściwie

tylko część* te j płaszczyzny, jaka się mieści wewnątrz od-

powiadającego małego waLca. Granicę sumy tych małych czę-



będzie posiadało postać:

- 9 3 -

ści płaszczyzn, gdy wymiary poletek

dę,ża do zera, będziemy nassywali polem

danej powierzchni.

Oznaczmy pochodne caąstkowe funk-

cji z —/faj/j odpowiednio prsez

Bównanie płaszczyzny stycznej do

powierzchni w danym punkcie

Wiadomo z geometrji analitycznej, że liozby ptj pf•.-/_.

sa proporcjonalne do dostaw k9.tów kierunkowych normalnej

do powierzchni w tym samym punkcie (&£<$*&)• A ponieważ po-

między dostawami zachodzi związek: c^st(x. + co6zf

wife łatwo znajdziemy, że

OOcSiT —

oznaczmy pole jednego z poletek wyciętych walcem na płaat

cayanie stycznej do danej powierzchni przea u>i , zad pole

rzutu tego poletka przez £ . W takim razie, jak wiadomo,

S h , skąd tti = h t

Całkowite szukane poLe P wyrazi się przes

a>
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PBZYKłAD. ZnaLeźd pole powierzchni, jakę- wytnie na

półkuLi waLec. Niech" równaniem kuli będzie:

xŁ-4-uz+zz-F{3 zaś równaniem

walca #l4-jŁ~MC£-i

Oblicsymy przedewssystkiem pochou

ne

Ssukane pole wyrazi s ię prsez

eałke rozwiązujemy, sprowadzając ja do

raędugroŁ M*gunowych:

Ostatecznie więc będziemy mieli;

GAŁKI POTBOJNE,

Kiech będzie dana jakad bryła 20, wewnątrz której znaj-

duje się punkt ^( o spółrzędnych JC,̂ y,x, oraa funkcja trzech

zmiennych niezależnych fl*-^^) . Można, uważać //X,JIA]

wproat sa funkcję p . ^ i oznaczad prsez ffy . Bzutera da-


