— Dl -

y ’ y i ﬁ . Wystawmy w p. P rzead-
/,/.//"’“" ns, ktéra praetnie granice obsza-
//I Tu /ﬂ’ tylko w 2-ch punztach, po-
1 nievad obszar ten jest normelny
Jg\vﬁ [zatakenie/. Wiech M3 M bedy
‘X tenmi dwome punktemi. Osnacway 24
L N B . - -
rys. 10, przez y,, a PA vpraez Y, ;

mamy j;éjgyal- Lecz y, 1 Y4, zaleds od X , ezyli

su funkejemi & 3 niech Juza-:%/’{ Y= Y’;/ﬂ?

punktv obszaru [)) memy wigs jeszeze nieréwnodd:
%{x}gﬂ@ %[x} Odwrotnie, tatwo udowodnid, %e jeéli
jekis punkt A /xy) coyni zadofé nierbwnesciom 1/ i 2/,
te znajduje si¢ w obgzarze /a'U/,.

- CAZKI DWUKROTNE,
Niech bgdzie dany prfemtr:em} uktad spbirzednyech
{42  oraz funkeja ciagke

W ey

gdzie X 'i_/l/ gg zmiennemi niezaleZnemi. Wyobradmy =chip

nastepnie w pl'aszczjrﬁnie X0y pewng krzywa zamknigtie
€ . Gdy punkt //x‘y/ bedzie eig poruszak po tej
krzywej, wéwezas punkt /#/@j,yopiﬁze kraywg przestrzen.
ng, zad spélrzedna punktu » aF réweolegta do osl &
opisze powierzchnig walcowg. Najblizsgym naszym zadani‘em
bedzie obliczenie objgtofei bryly, agrenicaonej plsszesz.
_J‘y , powierzchnig waleows craz dana powierazchnig /1/.



Przedewszystkim, jak to zwykle w podobnych wypadkaeh czy-
nimy, mugimy €cidle okredlié, co bedsiemy nazywsli obje-
todcig tego rodzaju bryly.

W tym celu podzielmy w dowolny sposdb pels, ogranicuz -

ne krzywag C , na ma¥e czapteczki, powisdzmy poletka, i

. - m _ zbudujmy dla kazlego z poletek
"T'i' ja edpowiadajgey mu graniastosdup

lub walee /niekonisennie kodo-

wy/ » prowadzac przewn punkty kon-

ok X turu poletka tworiace réwnolego

do osi 0Z , i przez najwyiesy

Q%I eie% .
P QE ;Eséﬁg punkt tef csmgdei powierschni,
{y X ,{EDC ktéra odpowiada danemu poletku,
rys.Ll. © praszczyzng réwnolegin do X724,

_Beda to graniastoetupy lub walee opisene. Bgdziemy mieli

A ==

graniastostup lub walee, zaleinie od tege, czy kontur

poletka, bedacego podstews, jest ograniczony linjami

‘prostemi, czy tez krzywemi.

Utwérzmy nastepnie zbidr graniastoatupdwrlub walebw
wpisanyeh, biorgc za ich wysoko$ci najmniejszgy rzedng

w obszarze i na konturze odpowiedniego poletka.

Oznaczmy pola naszych poletek przez

Wy , Wy, Wy, oo Wy ?

“pajwieksze raednc w obezerach tych peletek /wras z ieh

konturemi/ przez

M M, M, oo M
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-

za$ nejmniejuze rzedno w obszerach poletek przez

milmz- n -

’ ms J-.Q|.‘IQI m
W takim rszie suma objelodei graniastostupdw opisa-
nych wyrezi si¢ pruez
Sn= w.t"/f/f.{ - w‘a.% e retaicasns = wﬂ../{’ ,
zaé eume objstodei granisstoskupdwipiscnych praez
;;n = wi.Tﬂ.{ + w‘a-m‘a +tn..-ncnu_||+ wﬂ-mﬂ :
Wyobraimy =sobie teraz, ze liczba poletek, na kldre
podzielilidiy nasz obsasr, sig powigksza, przez rozdrob-
nienie, przyczem wezysikie wymiavry katdegoe z peletek

daza ¢o zera. Z atwodcig mozua zauwaiyd, %o suma obje-

zac do pewne] granicy J . #ad eume objetodei graniaslo-

sXxupbw wpissnych d%' bedzie rosta, dazac znowu Go pew-

nej grenicy, ktdérg oznaczymy prose & . .
Udowodnimy , 26 Ji,i 8, posiadajg granicg wepblng,

te J= 0 . Wedmy w tym celu pod uwage réinice

,5:1-' Sﬂ_ = wi /./%-— 'fﬂ‘) - &Jz {‘/{é’—- }Hz) +.\...¢.....1.+(dn(‘ﬂé{;.n 25:,>£y:).}_

Moze cna staé sig dowolnie mata, gdyz z cigglodel .
funkeji jézﬁﬁjwynika; iz rdﬁniua pomigdzy najwigk;aa
i najmniejszy wartodcia rzednsj w jakimkolwiek poletku,
AWENA ascyiacjg,'moﬁé bjd aniejsza od dowolnie malej
Vi czby - B

A-m <?§2_

gdrie 552 jest to pole. zawarte wewnalrz konturu C i
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réwne co do wielkoSci, W)+ &+ eenerriesd W

8§48 <w, 3.%. - “’z}%— PRSP - 78 )

S -5 K £ ftw, +oreeg]
czyli ToA2 / : /
S8 <§.

Stad wynike, i%Z objgtodsi graniastostupéw opisanych
i wpisanych dg23 do wepllnej granicy J=

Granica ta nie zalezy od sposobu podziatu densgo ob-
gszaru na poletka. Gdybydémy bowiem podzielili obszar na
poletka w sposéb inny, niezslezny od pierwszego, to na-
stepnie moglibysdmy uskutecznié podziak, k.térego powsta-
nis daktoby sig¢ wytXomaczydé jako pokaczenie cbu podziakéw
zu pomocg znanego rozumowania /jak pray oarkach pojedys-
ozych, patrz Mat.I/. Otrzymalibyémy wige wéwczae znéw tg
samg granicg. ‘

ZauwaZmy, ze zamiast sum Zw},./% oreaz IZw‘; ™; MmOk
na brad sumg 2 w; // % &/ , zawarta pomigdzy niemi,
gdye 7 & /'/“ S <

Jeéli wepblna grarnica wszyetkich powyzszych sum, nie-
zalezna od sposobu podziesiu danego obezaru na polstka:

éﬂf i @ //C,, ,J‘/g/

oo €31
W-»=g

istnieje, to jeet wlasnie szukang objgtoscig brydy.

HACHUNER ROZNICZKOWY 1 CAIKOWY. II. Arkuez 5-ty.
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Qznacza 21¢ ONA pPries
_4/ ot )l
i awie sig cakks podwdjing. Jej nazwa powstaje stad, Ze
obliczenie takiej cakki sprowadza sig¢ do dwuch kole;nych
caXkowen; dowdd tego jest namtepunaoy:) _

Niech obszaren cakkowania bgdzie prostokatléb , kté-
rego boki ea réwnolege do osi & i ¢ . Jek juz wiemy,
kazdy punkt, leszacy wewngirz tego obszaru i ne jego kon.
turze, musi speXniad nieréwnosei:

a<x <4
 c&yzd

Podzielmy prostokat A na czgéei /prostokaty/, pre-

~wadzge réwoolegle do osi j o odcigiych 2, &,
b (s x”, oraz réwnolegte do osi X o rzgdnych
_jﬁﬁjﬁLJg; ............... ,54 Wéwezas eymbolowi A nadaje -

%) Uwaga. W rozumowaniu poprzedniem prayjmowalid-
my, %6 poletka W e w, podziatu stanowig razem wzigwsazy
caky obezar /ZJ} , ograniczony krzyws £ i nie wigeej.
Giyby peletka w; byky kwadracikami np., to taki po-
dziaX by¥by niemezliwy. Wtedy mielibyémy kwadraciki czg-
dciowo wystajace poza kontur ¢ . Jednak wynik bylby
teki gam, jedynie w rezumowaniu poprzednio przytoczeonem
nalegaXoby wprowadzié pewne drobne zmiany, nie zmienia-
jac 2asednican idei dowodu. Przeprowadzenie dowbdu w

tym praypadku pozostewiamy czytelnikowi.



S

my postad a/x‘@ , Wiec zamiasgt _%./Y.Wa/w be~

3y | dziemy mogli napisad
A O o WAy =Y
.;;___'rr_;_“;_l_%_ﬂ,__ Z okredlenia ceXki
' R
-ii:_“ ":"E“E“"?' i podwéinej memy:
T i : =
EERRERE A s
= i i_x i Ji L r.f =/MZU‘,%5C’3)
e o X¥atwo jednak -zauwa- -
rys. l2. ' tyé, ze pols dowol-

nego prostokacika /pierwszy czynnil/:
W = (X~ 2 ) [ Yo~ e/ -

Drugi czynnik ¢, jest funkcja w dowolnym punkcie
'(gkﬁ’ %8} » le#geym wewngtrz danego poletka. Aby zna-
lezd sumg objgtodei graniastoskupéw Zu;jé , obliczy-
my najpierw sumg objgtodci graniasteskupdw, ktérych pod-
atawy /t.j,. poletka/ leza wazdlus jednecgo pasma, np. réw-
nolegkego do osi 4 , nastgpnic drugiego i t.d. Gdy
nastgpnie dodamy do siebie olrzymene sumy cezgsciowe,

znajdziemny szukanal sumg Z w; /ﬁ,
0té% mamy dla jednege pasma migdzy X 1 % sung

czedciowy:

Uk ye JZ / / g};f 2 Z,gj / '?M_'zé/ '/j!ﬁ ":/.dé/ 1
poniewas jednak /xm-xd jest dla naezego pasua
poletek wielkodcia staky /dle pasme réimolegiego do

rﬂsij [, wige



b= (2= %) S Tl Yors 5]

Punkt (f“J Zg} jest dowolny; obierzemy f g

ule Ma{fé asma

t.j. nadajmy mu te¢ samg wartosé we wszywtklchr %t
w ten sposdb, Zeby

Z//?p?//m ~4%) _////f j/_/

%e jest to mozliwe przekonad si¢.mozemy rozkfadajac tg
cakke:

[/ e f/.,,j/f/

a nastgpnie stosujac do kazdej z otrzymanych cakel wady

na wartodé dredniq:

///é 874 W//f b/ﬂ-/fz A1)
St A s R AR T )

Obrawszy punkt /f' Zu,/ w ien sposdb, mamy:

-__2-“_ .e////ffé /y

Gdy nagt epme oznaczymy

///si,ﬂ/_afwf/f /,
/ Fg,).

Lo wéwezasg

przyczem
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A zatym

[ Aeydledy=bin E P s, ~5)= [ Fpite.

Widzimy wige, ze dana cakka podwéjna jest catka zwy-
ezajna funkeji f%%/ , ktéru z kolei jest zndw oakka 2wy-

czajng. Ostatecznie wige mamy wzdr

S Aeyded ////—//@//ﬂ/

Zmieniajac w qu}Zszym dowodzie miejecemi role osi &

i /y , otraymalibydmy analoglczny wzlr;

Y Aordsds= ) %/ Ay,

'Prz}puédmy teraz, Ze obezar catkowania nie jest pro-
stokatem, lecz obezarcm normalnym, t.j. jest ograniczony
dwiema krzywemi : '
Y=l
=4

4 skl oraz dwiema rzgdnemi. Postg-
A EF“*—-B apujemy tutaj podobnie jak
z poprzednio: catkujemy naj-
¢ e ;,:wﬂa pierw wzdduz jednego pasma,
K] : * g pastepnie znejdujemy grani-
- A é ce sumy takich ca¥ek czgécio-

rys. 3. ' wych. Mamy wigc



570

/////«3’/// f/&z = mf,Z/ »—.Ik//‘//)}//fj/_‘@é
1%

A zatem
(o= [ e [ 51t

Przykdad I . Dena JG«t calka podwéjna

jﬁy&gh

Obszarem ca¥kowania J jest pole tréjkata prostokatne-

go, zbudowanego na osiach X i ¢ ktdrego obie przy-
prostokatne sa rdwne & .
Réwneniem przeciwprostokatnej jest tutaj
a*”“/
czyli

L 1Y =d.
Obazer o) wyrazi si¢ wige przez nieréwnosdei:
:ry..{. d;
xX>0; 4>9;
ktére przedstawimy w t.zw. pb’etaci normalnej:
0 <9< ad-x
0 g U
Przechodzac do-danej cakki,
mamy

e [flzydad /7 g =

(-




q -~z & j,g &~z &
0 a9 o fe] /60
.{ ?’ ' 2z L 7
= :-é- /ﬁsxm.‘zﬂz‘egﬁ-_gfﬂ/ = -éq—- .Z'Mz: —%@'% -+

1’/%- RS SN N i
: J R 4 T ed
W ten sposéb dana catka podwdjna zostade oblizmons.
Jak wiemy, wyraza ona objetodé jakiejd bryky; zmachadzi
wige pytanie, jakiej? Zatwo jeét daé na nis odpowizdd.
+est to mienowicie powierzchnia graniastostupa trdjkat-
nego, ktdrego dolna podstawa spoczywa na‘ptaszczyinia
X04 i glewas sig¢ z tréjkatem JAB , i ktéry jest ogra-
niczony od géry powierzchniz 2 =24 . ‘
" Przyk*ad. 2. Dana jest caka podwdjna

(775 ded

Przytem danym_jest obszer catkowania ) , WyraZony

przez nierdwnosci:
Y= xt-x
Zry<1
Latwo jest zdaé sobie sprawg, jak sig przedstawia
ten obszer pod waglgdem gieomstrycznym. Mianowicie z
nieréwﬁoéci pierwszej wynika, iz jest on ograniczony

parabolg:

}: z4x -1,
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nieréwnosd drugs zaé wekaznje, e obezar ten ogranicza
proste © roéwnsnin
x+y=7,
A wige obszarem catkowania bedzie pole, zawarte po-
miedzy prosta i parabolg. Nieréwnosci, wyraiajgce pOWY P

szy obszar, sprowadzone i pe.

ataci normalunsj, bgda miady

keztadt:
| xP-xed K 4 L 1%

Nierdwnoéé drugg otrzymu-
..... : f,f2;7’ 1J?E/l“jsm ’ znanujac puiity pritcie~

™~y | _‘ . ) .
////// cia arabolilz progta, t.j. roz

% wigzujge uk¥ad dwn réwmad |z
- Tys. 16, dwiema ﬂ?ewia@omami}.

A wigo dang oa¥ks bgdziemy mogli wyrazid w sposGb:
nastepujacy:

’z -2
_//}‘[+.z+j a./:z'3/¢=/a/x /{+x+y _d,é
.'a -VZ X Fear~y
RozwigZewmy najpierw cadk¢ drugg wzgledem ¢ :

il =% Z 2 1~
V//GGZ:EEEETQ{Z’=i//22¥;rf3%/ ?g?:: 3;74é(ﬁ4rt55/£§/2 =
Tex -7 R X : %zt

= 4}-/1% +1~2) % = £ (147 v 2t 2~ ) £ (%),

4 zatem



s e = §o ) e § el =
-&"‘ __’I
LWV —&/__,._/'T.-:_{:f_"
L G4 ey F

PrzykXad 3 5 Obliczyé objetodd wepdlne]
szgdel dwuch prostych walcdw koXowyeh o. réwnych promie..
niach, je%eli osia jednego z nich jest .eé £ , z8d qgic
drugiego 0§ y

z Otrzymana bryda jest:

aymetryczna wzgledem

K | . 8 wiagzesyzn wepbkraed-

i nych, wystarczy wige obi:

/h ’ // czyd objetodd 1V czedan

x bryxy, ktéra jest egrani-
s , czona % trzech stron pra-
| szczyznami spéirzgdnemi.
Wowezes objetosdd catej
y . _ bryty -
rya. 16. /= 8v

2 Ovuzar cakkowania X
| ra plaszezyinie X2y ogra.
niczouy jest przez osie

o A Y oraz priez

éwisrtke koka, o riwna-

¥ L



5 de

./’Z'z'?‘jz-‘f- I?.z:
Beda go wyrazaZy nierdwnodci:
2y T
x>0,
B4 2
.albo tes /w postaci nofmalnej/;'
0 <Y< fri-zt
0L xax?r |
tunkecjg £ oki'eétimy.z réwnania: g%ra’= 7" [réw-
nanie walca, ktérego osig jest of 4 /i mianowicie
| Z=ri-a*.
A wige obj@teéé szukane]j czgfci bryly wyrazi sig

przes

v=:47/r211ﬂ dér“/f-//Qf;/9§;;§?;;vv/é%iaﬁaw’ ‘le

i e G = e = e e

= -._......_,.&r
7=z

7
- Caxkowitg objgtodcia bryly bedzie:
= 4847
(i=Eez

WZOR NA ZMIANE PORZADKU CAZKOWANIA. Niech bgdzie dana
catka poawdjna .//)4’2_;]/%2'4/ » Priyczem obezar cakke-

wania o meoh bgdzie krzywa zamknigtg, taka, Ze. nia-
tylko réwnolegka do osi § , lecz i réwnolegta do osi
Z przecina j§ tylko w 2-ch punktach. W takim razie
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nalezenie p.ﬂ/%f/’ do obezaru o moZna bgdzie wyrazid

¥ nieréwnoéciami znanego typu

d — dwoma. s.posobami'. mianowicie:
/ e 7% 4

, N3 \ a< 256 Gla)< y4 4 (%)

J;\"'%

gdziey:;%/ﬂy i yzr’;/,gf

c S c_)ﬁ"ﬁ/ sa réwnaniani tukéw A28 AL
' S 7% 2/ f-—éys-:-c/,' Ul < x<yly),
i | gdzie x,ﬂ&// i £=ﬂ(y/:.

rys.18. ea réwneniami tukéw DAL
i DAC,
0462 i
Vi s dy = [t | Ty
[ feri=pief s
02t Y dle d -
A wige ///xj/ﬁ'c /a/‘%/&////z'ya(z
tels/
dx ay -
[ Frressf Y g

PrasykXady.
Niach np. obszarem catkowenia bgdzie elipsa

+.=5.’_/

_ G,z Z?

*flff_ < +afi-2& f-

Wéwczas
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Szczegbluy przypadek powyzszego wzoru stanowi i.aw.

wzér Lejeune-Dirichlet’a. Niech obszarem catkowanis bg-

y A

dzie pole réwnoramiennszo
tréjkata prostekainego,

jek na rysunku. ¥ takim ra-

& 416

q X . L @@
[ e[ At~y eyt

Powrdcimy znowu do cbliczania objeteéci bry. Niech

bgdzie dana bryka, ograniczona powierzchnig walcows

‘oraz powierzchniami:
AT
‘%’?/g/ﬁify

Objetodé tego rodzaju brydy wyrazi sig wzorem zupei-
nie zrozumiadym:

o | t’—ké7%;//k:@///ﬁéf')féé%

gdzie ) jest rzutem bryty na
piaszczyzng xoY .
Przypuéémy teraz, ie mamy

ui R jakg$ obrotowg powierachnig
; zamknigta /np. elipsoidg, ku-
& le¢/ o réwnaniu

H. 0. My,=o0.

Weimy w obezarze ) , t.j. rzucie tej powierzchni na
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. pdaszezyany ;zy , dowolny punkt A i wystawmy w nim
prostopadky do tej plasscayzny, t.j. réwnolega do osi 2
2 Przetnie ona dana
powierzchnig przynaj-
mniej w dwuch punk-

| tach A, i A, . Gdy-
x by sig okazaXo, Ze

punktéw przeciscia

<

Y ? z jest wiecej. rozko-
rys.2l. " tylibyémy bryke na
czedei, dla ktérych Q»unktdw przecigeia gig bydoby tylko 2
Ragdne punktéw A, i+, oznaczymy przez |
4= fley
Ly =taly
Gdybysmy punkt M obrali na konturse ¢ obszaru cai-
kowania, wéwczas prosta, pOprowad.zoﬁa z tego punktu rdwno-
legle do ogi £ Dbylaby styczng do powierazchni, czyli
Zy=4%, . Wezystkie punkty na powierzchni, dla ktérych
zachodzi powyzsza réwnosé, leig na pewnej krzywej prze-
atrzennej ¢’/ , ktérej rzutem jest wladnie krzywa ¢ .
Krzywa ¢’ dzieli powierzchnig danej brylj na dwie czg-
gci: 5‘f i A5, . Objgtosdcig bryiy, ograniczonej poﬁierzéh—
nig walcowg o kierownicy ¢ , piaszczyzng Zoy oraz po-
wierzchnig Sz , bedzis -
YA .-.-../Z%/x{y//x_aj.

Gdy powierzchnig Sz zastapimy przez 5‘ ,» otraymamy
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bryte o objgtosdei _
= W/TJ/&_{??
Ré2nica pomigdzy objgtodeiami ¢, i ¢ Wyrazi nam

objgtosd bryly, ograniczonej dang powisrzchnig /’%2; (2f=0

ro [ Ao ded <[ Al 5

Uwagea. Tg samg objgtodé bgdziemy mogli wyrazid

takse pray pomocy catki trz_v,rkrotne;, jake V—’///ﬁ./z'a/g,,/z

/Patrz str. /.

PrzykZXad. Obliczyé obj@toéd elipsoidy
L

L £

.x _
s ==t
Rzutem bryl‘y na plaszczyzng .:t_}/ jedt tutaj elipea:
Z =7
z | - i 6”’ ’

Bdwnolegla do osi %
przechod zgca prazez dowolny
punkt 4/ , wewnatrz tej elip-
sy poXoZony, przecina bryke

w punktach o rzednych:

x( <
':i:ﬂ_ C’/—/— @z “%’E‘
oy 5
| 2%'" (:V? @ac gz
Stosujge wysej wylozong metods, znajdziemy, %e obje-
tosé elipmoidy

v"///"“‘*—-——- dxds +”/////_,'**’__ fc?./zf)}//.-:

—
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—z%/— ,5_ a/xj..-

Obliczymy: T ez

W& - —-ﬁf’- i e
o A/_ Z¢ /a'rzsf# 7 /____. "

bierge t¢ catk¢ w odpowiednich granmach o trz ymamy

tak, 12

V’-—--?/'///—i/ =¥ Tale,

Gy a= f-c- 7, otraymamy wzdr, wyraZajacy objg-
tod6 kuli: V= GBTre .

CAEKI KRZYWOLINJOWE. Przypudémy, Ze ne paszezyZnie
X04 memy dang jakad krzywg ¢ , ktdrg dowo Lna -rdwnol'eg—

ta do oai}/ przecina tylko w jednym punkcise. Niech na

-y . B krzywej bedzie. ruchomy
Mo Y -

R By punkt ,» ktérego odoig.

i 5 | ta X zmienia sig od 4

Y do ! . Mo%na uwazad, ze

punkt A jest funkejg .

0 A - jednej tylko zmienmej Z
rys.23. gdy% zawsze

Y= 1.



