
C A Ł K I H I E i ? n S C I . I I ,

Określiliśmy w poprzednich rozdziałach całkę

ri

j f(x)clx » P^zyczem udowodniliśmy i s t n i e n i a odpo

iej granicy, wyrażonej symbolem całki
przy spełnieniu następujących warunków: 1/ liczby a i o

wyznaczające '"drogę całkowania" są określeńemi liczbami

skończcnemi, 2/ funkcja pod znakiem całki £(&J jes t

ciągłą w przedziale [fljij , t . j . dla G/^-x^S . P o j ę - •

cie całki.rozszerzyliśmy następnie, udowadniając, iź

odpowiednia granica istni©je i w tyra wypadku, gdy funk-

cja $oc/ przestaje być* ciągłą, mianowicie, gdy między

d x S i s tn ie je skoricaona licKba punktów a iec ięgło-

śc i , np. c i d j $'<c C- •< d'<: / / , przyczem w punk-

tach C i Ć/ i s tn ie ją grani-

ce lewostronna i prawostron-

na, lecz te dwie granice

nie równają się sobie, t . j .

istnieje ^(c +oj i ł(c~0) •
i? każdym razie we wsatstkich

"by.

O
i

lecz //t + oJ 7̂  ł(£~°J •
rozpatrywanych'do tych ca aa przypadka ch funfecj a

ł a ograniczona w przedziale ^/y ^ . Teraz po

się rozszerzyć jeszcze bardziej pojęcia c a ł k i , tak,

aby obj^d i te przypadki, gdy będg droga całkowania
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przesta je być skończoną, bada funkcja pod znakiem

całki w przedziale całkowania zrywa ciągłość w ten

sposdb, iż -przestaje byd ograniczona. W/pierwszym

przypadku rozszerzenie pojęcia całki da nam całkę

niewłaściwa /czyLi nieskończona/ pierwszego rodzaju,

a w drugim przypadku będziemy mieLi całkę niewłaściwą

drugiego rodzaju.

OAłKLNIgffłAŚGIWB PIERWSZEGO RODZAJO.

Przypuśćmy, iż funkcja^ 7^/ jest ciągła dla

wszystkich wartości X , spełniających warunek X>ct,

Ki«ch k osnacza dowolny Liczbę > d ; wówczas całka

IjPfcc}u% ma wartość* zupełnie określoną dla każ-r

dego k>tf , gdyż tł/zj jest w przedziale fa kj funk-

cją c iągła , a przedział (djkj jept przedziałem v«koń-

ezonym. Warto^d całki fj/jc)cix jest, oczywiście

funkcję, zmiennej li

dajmy na to F/Ę , Gdy k rośnie nieograniczenie,

wtedy może i s t n i e ć granica &M
k

Granicę t ę , o iLe i s t n i e j e , oznaczymy symboLem:

T a k w i ę c m a m y o k r e ś l e n i e :
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Napisana równość jesfc aapadnicza* Zawiera ona

o k r e ś l e n i e c a ł k i n i e s k o ń -

c % o n e j l--go r o d s a j u . Drog$ całkowa-

nia naawiemy przedział niewłaśoiwy / a} c^ 0 / , czyli

powiemy krótko, ii droga całkowania jest w całkach

niewłaściwych i-go rodzaju - nieskończony.
<^y • • •'.'

Pojęcie całki niewłaściwej jest bardziej zwożone,

aniżeli pojęcie całki właściwej. Mamy tu granicę grani-

cy, czy Li granicę podwójną; w rzecay samej, całka nasza

[J(O:)dx J Q s t *̂P-nicą całek właściwych I jf

ż których każda jes t ze swojej strony granica pewnej

sumy /sumy pdi prostokątów wpisanych lub opisanych

- w interpretac j i geometrycznej/.
©•=>

Jeże l i całka niewłaściwa / J/%]{/% ma sens, t . j .

i i s tn ie je granica £fii fkJ(x) cfx •, to taką całkę

L-go rodaaju nazywamy z b i e ż n a . W przeciwnym

#a£ razie - r o z b i e ż n ą . Kazwy te sa anaLo-

giczne do używanych w teor j i ezeregow. Anaiogję tę. ł a t -

wo uzasadnić? tsm, że oałkę niewłaściwa można rozpatiy-

wad jako sumę pewnego'.szeregu. Wiech będzie ciąg Liczb

rosnących nieograniczenie:
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a <: Oj <a&<a$ <:••••• -<Ą

i niech <Z,-*-c*?'wraz z ?i /'^»~9-o°Jm Powiadam.
- OO

że całka / J?fć£)/x w razie zbieżności jest s

sseregu:

rzeczy samej, kładąc

jeai sumą częściowe, szeregu /{/. Jeś l i

•jest zbieżne., to

czyli ifófl 0^ istnieje, a więc gzereg /l/.JsBt

zbieżny t suma tego paeregu ,r<5vma się ca-

J e ś l i znamy funkcję pierwotne, dla £fg) , to ła t

wo jest roastrzygni^d,- cay całka / J>fa:J(/x J

zbieżna, !cay teś nie, W.rzećzy parnej, ftiech

•7 ^ y / ^ 1 w takim razie /

, ,-^eśLi istnieje graniąa strony
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prawej, to istnieje też i granica strony lewej i

odwrotnie.
J, aa

Stad wniosek, iż oa£ka / Ms)a!x jeest zbież
Jo

na,, o ile wtf/-rj/(J istnieje i mamy wtedy, ozna-

oasywszy tę granicę przez

Odwrotnie, j e ś l i oałka /ĵ f&jaoc jeet

to &m F(tf istnieje.

Kiech będzie dana całka / _ ^ Ł - „ Zbieżnośd

tej eałki możemy łatwo pkasad, ponieważ znarny firnk-

/ .
cjń pierwotne, dla ~7~^x'£ * 3 e* v t nia,.. mian owicie,
funkcja J?rtjj/X.

Tak wi$o

88 &m
1)7/

osy I i całka jeri abieżna i równa /% ,
Zbadajmy jąszoże pod v/sglcdem zbieżności oal'kę

, g-dsie ^>d? . Powytp^a óałka ieet

granioa. całki I-M3L. , gcly /ł rośnie nieogra-
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nicienie. Funkcja pierwotna je?t tu Ffxj

{ /» Tak więo:

ix

W wyrażeniu otrzymanym gmienną jest n . (Jdy

d> 1 i to wykładnik w k jest ujemny i wyrazi

ten d La !<-*• O:f-> s dą.ij do zera. Wdwcaas oałka na-

92a j e s t zbieżna. Możemy rtapisa^:

C-ś*
Gdy jó*^i % wtedy dla i - s . ^ , wyraź k'SH dąży

do nieskoiloisoności. A zatem całka nasaa jest wtedy

. Pray ^/-^ funkcją pierwotna jest
k J

~X~ =* Ś^~"3a J c a ł k a jest również
rozbiega, gdyż ^ Z ' daźy do o& wraas ss

Interpretacja geoiaetrycana otraymanego wynika
nie przedstawia trnćteości. Pod anakiem naszej całki
mamy funkcję

czyli „j

. Pr!5y/>£? funkcji tej odpowiada

pewna kraywa MN, kt«Śra zbLiźa się asymptotycznie
do oei x .

/Gałka / JdM ~ j{^) przedstawia nam pewne po-
X
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3 ie

Okazaliśmy

powyżej % że

istnieje gra-

ni o a

rys. 3. (~j»OQ

•£

'a •"

f
Ja.

wyraża poLe, zawarte mię-

d»y rzednę. A?,!, osie. x ,

rys, 3.

Jest to słuszne tylko dla 4>i * Przy <?<

krzywa będzie miała kształt podobny. Jednak granica

wtedy nie istnieje, Pole zawarte między raędną,

oc i kraywa. jejft w tym wypadku nieskończenie

Z teorji szeregów wiemy, te j e ś l i odrzuci6 kilka

jjierwpaych wyrazów a2.eregu sbieżnego, to szereg po-

zostanie zbiężnjrm, iprzyczym granica ncmego pzeregii

jest równa granicy, dawaego szeregu raniej odrzucone

wyrazy*

Podobnież z łatwością udowodnił '̂-, iż„ j e ś l i cał-

X jest Zbieżna, to i cś

, gdzie jest również abi
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przyczyni

j
Jeżeli wpsystkie wyrazy szeregu zbieżnego pomnożyć

przez tę eama Licsbę, to otrzymamy nowy szereg, rów-

nież zbieżny.

Tak samo z łatwością udowodnimy anaLogiczne twier-

dsenie a teorji całek, mianowicie, jeśLi całka

J ł/x) fa jest zbieżna, to całka'f

gdzie K jest Liczbą etałę,, jest również zbieżna,

przyczyni

Wiemy,! że szereg o .wyrazach dodatnich jest zbież-

ny, jeśLi wszystkie pumy częściowe, odpowiadające

temu szeregowi, sa ogranioscne od góry, t . j . pozosta-

ją mniejsze od pewnej .Licsby s tałe j .

Rzęoz si§ ma podobnie i dLa całek niewłaściwych.

Szeregom o wyrazach dodatnich odpowiada całka,' w-któ-

rej funkcja pod znakiem całki jest stale dodatnia.

Opierając 5=>ię na określeniu całki niewłaściwej t*go

rodzaju, s łatwością udowodnimy, że warunkiem ko-

niecznym i dostatecznym zbieżności całki / J!(%)olx

gdzie f/xj>0 , gdy x>tft jeflt istnienie LiczbyĄ ,

takie j , iż dLa każdego ks*d » spełrńona jest nierdw-
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ność

Twierdzeniu o porównywaniu dwuoh szeregów odpowia-

da twierdzenie o porównywaniu dwuch całek. Przypuśdmy,

iż przy x>a , obie funkcje j^/zj i t/fa) są dodatnie,

i niech prócz tego zachodzi zawRzę nierówność
?/%) <^. K ' i//x) ».gdzie i i - liczba ptała. Wówczas,

/

CK) .

i/fcj.aśc jest zbieżna, to i całka

W rzeczy samej / Jfxjax •^jPf^focja/oo -<• ^

dla każdego k> tf ; czyli całka y /faj%£ jest

zbieżna, na zasadzie twierdzenia poprzedniego*

Zestawiając twierdzenie o porównywaniu dwuch Ga-

łek z tym, co powiedziane było o zbieżności całki

£f- > o t r z y m a m y n a s t ę p u j ą c e KRYTBRJUW

PBAKTYGZNB Z B I E Ż N O Ś C I ; . j e ś l i , p o c z a w -

s z j o d p e w n e j w a r t o ś c i oc ,

M
m a m y \fW\ " ^ " ^ p " » g d s i e i l j e s t

l i c z b ą s t a ł ą , a / > / , tó c a ł k a

'J f/tn d% j e s t zbieżna. Ze zbieżności zaś

c a ł k i / hs(x]u/x łatwo wywnioskować, źe i c a ł k a



j e s t zbieżna..,,

Kryterjmsa to możemy .np. zastosować* wtedy, gdy

ilocssyn Xi-lpxJ dąży do pewnej granicy Jr , dl*

d>i , gd,j • x~*-°° . W rzeczy samej, nieoh.M>A",

wtedy, począwszy od pewnej wartości X , np. dla

X > XQ , mąpiy zawsze ocJ-\//^j-<C ti i

i "O

a więc / J/x)c/x jes t zbieżna. ,

Porównanie z ' tą całkę, aaeadniozę. da nam również

IRYTIBJUMEtóaZKGŚCI. J e ś l i , p o c z ą v/ s a y

o d p ' e w n e g o m i e j p o a , t . j . n p ,

d L a ^ > ^ > ^ , m a r a y z a w r z e n i e -

r 6 w n .0 ś 6 ]//4/ > - ^ , & 6 z i. e ; & * " < . . .
& 1fl> 0 , p r z j G s e i y^/ a a o h o w u j e,

s t a l e t e n a a m z n a k , to ca£ka

/" ł(x)ax jest rozbieżna.

Kryterjim to możemy.np. stosować wtedy, gdy iloceyn

X*'fltf <3_W do pewnej. granicy Jr^O , gdy i^s-oo

przy wykładniku J ^ i • W rzecz-y samej, nieóh W ozna

liczbę, spełniającą nierówności O^cm -^\jfj-^ po_

od pewnego miejsca mmy iffrJl^-^j » przy-

caem /̂ŷ / zachowuje znak sta3^„

Kryterja poprzaduisjs 25awodzc., o i l e d-śs 1 i funk-

oja «%K/ , począwszy od pewnego miejsca, n p . , dla



każdego xy»Xo, nie zachowuje tego samego snaku.
To ma miejsce, jeś l i pod znakiem całki mamy, np„

funkcję ^ p , t . j . jeśli /$*. ^ .

Zbadajmy całkę j JL!$Ż#1% , gdzie P(x)- i
y* Gl[%); '

s$ to wielomiany, przycaeiia f/xj jeat-stopnia n-tego,
Ą Q{xj ~- stopnia m-tego. Jeśl i wielomian Q(x) po-

elada pierwiastki, tak iż dla tych wartości zmiennej x

Ę(x]za*O , to zakładamy, źe cl jest wi§ksae od

największego pierwiastka. Gałka na^sa jest zbieżna

wtedy i tylko wtedy, gdy W^n-fZ , t . j . stopień

mianownika jest przynajmniej o dwie jedności większy

od stopnia licznika.

W rzeczy samej, niech oC-=1fl-1i. Wtedy

Ł-ltkt^jfźo , gdy X-y^ . licsba Jt jest

to stosunek spditcaynnika przy najwyższej potędze

, do takiegoż spdUczynnika w Gfaj ; tutaj

J= o(. ; jeś l i wi§o oc^&% to oa£ka

jest zbieżna, jeś l i oc -< fc

Roapatrzym-j/1 teraz całkę typu / -j£i!§Lc/x,
/ 1/ /O Ar) '

gdii-e P/iJ i #/,*/ są to wielomiany odpowiednio

"ftopnia-^ i ^ . Niech d^ ^ -•». . Iloessyn

do granicy



gdy x-j>-oo ; tak więc tu d^e< % warunek 3> i , daje

nam %L-i}->{ , czyLi 17 < —-:/ • D La -zbieżności

napzej całki warunkiem koniecznym i wystarczającym

Jept, by stopień wielomianu P[oj w l iczniku był wię-

cej niż o jeden mniejszy od. połowy stopnia wielomianu

) p od p i e rwi ast ki em w m% anown i ku.

P r z y k ł a d . Przypuśćmy, że dana jest całka1

funkcja

Całka t a jept zbieżna, gdyż dla każdego X ,

-*tu ^ = ^

Zauważmy, źe tu OC*Jpw do żadnej granicy nie

dą-źy, gdy ĉ r ciśnie nie ograniczeń i 9 /z powodu czyn-
»

nika O04& /•

JeśLi podane przez nan kryterjum zawodzi, ."tarany

się rozstrzygnąć, czy całka jept zbieżna, czy nie,

badajac bezpośrednio całkę [ fyo/x » Ŝ y i rośn

nieogranicaenie. Analogia z pzeregami bywa tu niera-z

pomocne.* Jak wiemy nap&e kry ter jura zawodzi wtedy>

j e ś l i wyj nie posiada stałego znaku, gdy JC-*-OO

a całka / $%]L/x j e.pt rozbieżna. Tak więc, '

dzięki zmianom znaku może rdę zdarzyć, iż całka
CO

jest zbieżna, a całka



rozbieżna. Nastwa się tu anaLogja z szeregami,
ktdre nie pę. bezwzględnie zbieżne.

liech będzie np. Gałka / w£)smx acz , gdzie

Iflty jest funkcją dodatnią, maleję-oę. i &ą.ź$oą.

do i zera, gdy 3C-+-co .Krzywa ij~ (j?{%Jj*nX podobna

je#t do sinuRoidy i w tyoli że saiBych punktach co i

eifiusoida przebija oś x-ó?/, tylko wzniesienia fal

staja się coraz mniejf?ze.

Połóżmy

dn jest polem,jednej l a l i mię$%y krzywą,, osie-

x~ó*w i punktami o odoiętych n-7l i huj-TF * Wprowadź-

my zmianę amiennych :

Wtedy-

' 1 / Ą

Gdy 7̂ rośnie, l/(jtnrf ajaleje, tak da
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Z drugiej rtrony ^ <l %<flv-%J » jak wynika z

m na wartość średnie, dla ea£ki /l/-f tak w

Szereg

je s t zbieżny, jak wynika a teor j i BB^regdw o

przemiennych.

Nieah / osmaoea dowolną. Iic3b§ i niećli -?I

caa Liczbę całkowite., j^pefeiają-ca wammlri

a*

^ oaBBcaa svmą -77 pieTT^psych wyrazów p

g-u /*?/, a o •<&•<£.{ , Gdy / rośnie nieograni

i e , -27 nośnie t«ż ni-aogranicasenie i

f^

gdzie S-^&frr Ąj , jest to rv.jaa «zsregu «l)iea;ti0go
7i

J&xt, •a2i^ypadek p«s«eg6L7iy njech będzie Lf[xJ-A^.,

' J~= i t.d.
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Tak więc całki

Tak samo łatwe dowieśd, że całki

^ ^ « oła>; J*sxzfa ^ zbieżne. W raczy samej:.

•vo

gdsie uskuteczniliśmy podstawienie

CAJKI IHBfUSOIWE DTOI1GO BODSAJU.

zgr

, że funkcja t[9J staje się niG?koń,

ozoną, dla x^ a , lecą w przedziale. [a+£}'śj

a*cś\ £ > O jest dowolnie małe, funkcja

$, Wtedy, jak wiemy, całka

istnieje i ma wartość określona,

Wartość• t«3 oa2^:i zalety, oczywiście, od £ . Jeś
ł •. •

l i eałktt / J^Mo/jt daty do granicy, gdy £ - ^

to granioę tę Tsę^iemy oznaczali; F J^ONC , tak

iż olcre§leniem tego ąy&boLu je.at równośrf


