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Ponieważ p f, « *# , więof, ,.

Lecz t - f v . A więo np. (il-Jf

jest całkę, naszego równania. Utworzona ona jest przez

zbiór wszystkich charakterystyk, wyoŁodząoyoih z punktu

RÓWKANU BÓŹNICZKOWB CZĄSTKOITS Il-^go RZ|DD.

Równania różniczkowe o pochodnych oaaetkowyoh drugie-

go rzędu stanowią trudna, dotychczas zresztą mało zbada-

na, dziedzinę matematyki.

Co do tych równań mogą bytf postawione dwa zagadnienia;

Gauohy*egQ i DiriohLeta; oba mogą dotyoayd jednego i tego

samego równania.

Niech będzie dane równanie:

/L/

gdzie J t i j sa zmiennemi nie żale znemi, x* ich niezna-

na funkcja, zad jam %. <!*&., r * ,



Zagadnienie Cauohy*ego polega na znalezieniu całki

tego równania, spełniającej następujące warunki: dla

JC»sc0 funkcja ifajj) , t.zn. szukana całka ma byd

identyczna z funkcja f/j/J t czyli -Zfa.yJ » f/y) ;
następnie pochodna p= M- , która jest oczywiście sama

jąkać funkcja % zmiennych niezalefagroh x i y , ma

dla tejże wartości x-xc przyjąd wartość i. farf) « \lr/j).

Powiemy krótko, że dla funkcji I dane jeat Zo m i/fal

oraz

Na zasadzie powyższych danych możemy wylioiyd

t . j . warto^ó pochodnej M- dla .x*x9 . Mianowicie

liny więc dla x=x0 wartości funkcji Z i jej pier-

wszych pochodnych cząstkowych.

W,interpretacji gieometryoznej dana jest w płaszczyź-

nie równoległej do joz kreywa Z7 i i każdym jej punk-

cie Jl płaszczyzna styczna. Dowolny puakt powierzchni,

w którym mamy dana płaszczyznę styczna do tej powierzchni

będziemy nazywali e l e m e n t e m p o w i e r z -

c h n i o w y m . Warunki Cauohy'ego przedstawiają więc

zbiór e lementów powierzchniowych wzdłuż knywej / , poło-

żonej w płaszczyźnie równoległej do J0* .

2 elementów powierzchniowych $..fctJI'**f>f) *oże«y

tworzy6 zbiory jednowymiarowe, t . j . takie, że *.j,



* ! A

spełniają warunek

będą funko3 ani jednego

parametru u. , oraz Kb*t

ry dwuwymiarowe,.dla któ-

rych x,j/xJj?Jj będ^

funkcjami dwuch parametrów

w i V , Będziemy roz-

patrywali tylko takie zbio

ry jednowymiarowe, które

C/L = to

i zbiory dwuwymiarowe,, dla których jest jednocześnie

du ' ctu '

cl* •

Innemi słowy wiążemy elementy powierzohnioy/e ze so~

hą. w ten sposób, że punkt elementu sąsiedniego leży na

pła&zozyinie elementu poprzedniego*

Zobaczmyr co przedstawia gieometryoanie zbiór pierw-

szego wymiaru. Mamy pięd zmiennych <x,jjZ.śpj a za le i-

nych od para'metru u . Zmienne xt u,z dają w prze-

s t rzeni pewne, krzywa, zaś Jo i a w każdym punkcie

te j krzywej płaszczyznę,, Warunek pdx+ cjcLf••». clz

j e s t warunkiem pro st opadło ści pros ty on, z których jedna

ma epółozynniki kierunkowe p} at ~£ , druga clxt dy} oli.



Ostatnia z tych prostych jest, jak wiadomo, styczny do

t.rsywej, a z&tma płan^ysna, należąca do elementu «^ ,

prze chód a i przez styczne, w tym

punkcie,

W przypadku szczególnym, gdy

zmienne &,$,& gą wie Ikościani

stałerai, a tylko p i f zale-

żą od parametru t/ , many zamiast

krzywej jedon punkt i w nim wszyst

kie płaszczyzny, styczne do pewnej powierzchni stożkowej.

Jeże Li przejdziemy do zbioru drugiego wymiaru, to tu-

taj te same pi§e* zmienny^ będsie zależało od dwuch para-

metrów; w i V • Będziemy wico mieli nieskońozoną

iioś<5 punktów, mianowicie powierzchnię, utworzona przez

punkty l&,jj,i) » funkcje p i f okresLają w każdym

punkcie JL tej powierzoani - pł&gzazyznę.. Warunek

pdx + <fdy 3+<łx» wyraża, ze ta płaszczyzna jest styczna

do powierzchni.

W przypadku szczególnym, gdy zmienne ^tjj^ zależą

tylko od parametru u • zaś p \ a od w i

rep zamiagt powierzchni krzywa, a w każdym punkcie

krajwej wezjetkift. aoiUwe ^mosjznj , przechodzące

etyczna. 5dy x,j i z nie zaLeta ani od u ani od

ir , %aA p i... f W funkcjami obu tych parametrów,



ję4on punkt i wszystkie płaszczyzny przez niego prze-

Warunki Cauóhy^go w pierwotnej postaci przedstawiają

sbiór pierwszego wymiaru Xg /krzywą płaska/. Zagadnienie

polega na Enalezieniu zbioru drugiego wymiaru &z /po-

wieraobni/, zawierającego w sobie dany zbiór Xt i spełnia-

jącego dane równanie różniczkowe.

Warunek, by zbiór Z>x prsedstawiał krzywa płaską nie

jest u Cauohy'ego istotny, ma tylko na celu pewne uprosz-

czenia rachunkowe urzy dowodach. Można a łatwością warunki

Cauchy'ego uogólnić. Uogólnione zagadnienie Cauchy'ego jest

więc następujące: Dany jest zbiór pierwszego wymiaru

/krzywa jakakolwiek/; znaleatf zbiór drugiego wymiaru

/powierzchnie/, zawierający w sobie zbiór X*t i spełniają-

oy dane równanie różniczkowe.

Powód polega na tem, że to ogólniejsze zagadnienie zapo-*

mooa prostych podstawień da eie. sprowadzić do poprzednie-

go. ' ' .'" , '. . ' ; ; . , • .;

Niech dany zbiór X*Ł przedstawia krzjnyą jakąkolwiek.

Można zawsze wyraz i<5 ją prze a układ równali:

W każdym punkcie tej kraywej macij dane wartośoi pochod-

nych j> i (j » związane zależnością dl •** bel* +aiL .

Zagadnienie będziemy mogli sprowadzić* do dawnego, "podsta-



wiajac
X*.Ut Jj= l/u) +\Tj Z =

Przez to podstawienie znaLezienie funkcji X> zmien-

ny oh X i jj /całki danego równania/ sprowadza się do sina-

iesienią funkcji W(u,vj zmiennych w i v ; przeko

namy s i ę , że znaLezienie te j funkcji stanowi zagadnienie

CsuQhy'ego w postaci pierwotnej, t t j . uproflaczonej.

I s t o t n i e , nowe warunki początkowe wyraża s ię jak nastę-

puje: dla \r**O mamy dane W/UjaJ^o oraz, jak aobaozyny,

Nowe równanie otrzymamy, wyrażając w równaniu

zmienne ^»Jj^i pjft^Jjt przez zmienne u, i r i funkcje tych

zmiennych,

Z rachunku różniczkowego mamy;

Lecz



£ zatym pochodne pierwszego rzędu wyrażę, się przy pomo-

cy nowych zmiennych w spoeób następujący:

9
Równania powyższe dają nam jednocześnie wartości pocho-

dnych 2h£ i 2!^ dla wswstkioh wartoóoi V* , więc i
tu %r

dla T^*=S^ /warunki początkowe/,

IPjrrazimy teraz pochodne rzędu drugiego TtS,t przy pomo

cy zmiennych w i v , Otdż:

Uwzględniając wyżej napisane wartości pochodnych czą-

stkowych zmiennych x i _y względom w i v aamy:

W ten =»po.«6b znaleźliśmy już wszystkie wartości, które

należy podstawie* do danego równania różniczkowego przy

upraszczaniu warunków początkowych.
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Niech będzie dane znowu równanie;
0

1 niech dla krzywej / , wyrażonej przez równania

jjJSffaljZ^tfM b$da dane pochodne cząstkowe f> i •« ,

związane zależnością d*..**• j>oloc + ija/j . Twierdzimy, że

istnieje taka funkcja *>fejf) zmiennych X i j t która

zamienia dane równanie na tożsamoźd, czyli wproat spełnia

dane równanie.

Istotnie, weźmy na krzywej F punkt, dla którego x^gc9.

Na mooy wzoru Taylora możemy funkcję dwuch zmiennych

przedstawi ów sposób następujący:

;-• Szereg powyższy jest zbieżny /dowód zbieżności jest

nietrudny, lecz długi; znaleźó go można we wezystkioh

obf«zernieJBzyoh podręcznikach/* A zatym funkcja z fjCjjJ

istnieje i spełnia dane równanie.

Chodzi teraz o to, w jaki sposób obliozyd kolejne po-

ohodne cząstkowe w punkcie fa ,j0) . Oenaoamy w tym celu

dowo Lna pochodne, cząstkowa przez yfc> z dwoma wskaźnika-

mi; pierwszy z nich będzie wskazywał, i l e razy dana funk-

cja została zróżniczkowana względem X , zaś drugi wzglę
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dea jf ; tak więo

P
r

mJŁ

Poprzednio udowodniliśmy, że pochodna j>Z6 *sr} pu* \

-»t można wyznaczyć z rdwnaó:

oraz z danego równania różniczkowego. Przejdziemy wico do

obliczenia pochodnych cząstkowych traeaiego rzgdu: p3ó)

Ptiifr*} po3 . Musiny tu mied cztery równania. Pierwsze,

z nich otrzymamy, różniczkując dane równanie różnioBkowe

wzgLędem ot \

następne, różniczkując je waględem jj :

f ; ¥r+$< +
JeBicze dwa równania otrzymujemy, różniczkując pozo-

etałe dwa równania względem X i

Z czterech napisanych równań możemy wyznaczyć fipj P

* J e z e l i wyznacznik, utworzony z b
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spółcsynników, równy po rozwinięciu

nie jes t tożeamościowo równy zeru.

W ten sam aposób możemy postępować d a l e j . Różniczkując

powyżsay układ cztereoh równań", otrzymamy nowy układ pięciu

równań, z któjryoh będziemy mogli wyznaczyć pięć pochodnych

rzędu czwartego: fa9, fa t fa, J°n,fa. Okazuje się, że wy- .
znacznik, warunkujący rozwiozą Inośd tego układu j e s t równy

kwadratowi wyznacznika A » czj-Li równa s ię A* . Prze-

chodzą do pochodnych rzędu piątego* otrzymamy wyznacznik,

rdwny sześcianowi A . czyli A 3 . Przy pomocy indukcji

matematycznej motoa udowodnić, ze kolejno otrzymywane

wyznaczniki będ$ kolejnemi potęgami wyznacznika A • JaiaM

zatym A ^ O , to będziemy mogli znaleźó wszystkie po-,

chodne cząstkowe funkcji X.f**j) » a zatem i sama funkcję,

jako sumę szeregu Taylora.

W przypadku, gdy &**0 , otrzymujemy rdwnaaie k s z t a ł t u :

albo inaczej:

w którym X,p, ęti+i/t. wyrażone są odpowiedniemi funkcjami

-^ch niezależnych x i u . . J e s t ono równaniem
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różnioskowem, zwyczajnem, pierwszego raędu i drugiego

ptopnia.

Równanie to daje nam. na powiersohni całkowej krzywe,

zwane c h a r a k t e r y s t y k a m i . Ponieważ

j e s t to równanie kwadratowe, posiadające dwa rozwiązania:"

ciot <A

więc przez każdy punkt powierzchni całkowej przechodzą

dwie krzywe charakterystyczne.

Niech będzie dano równanie różniczkowe o pochodnych

cząstkowych:

71/ J-r + Z£-d+ć-t +F/*
gdzie jf,3 i C • ea funkcjand, jak

tylko zmiennych x x Jj .

Oczywiste, że J*

Bównanie

lek I olać
* .

daje nam dwie rodziny charakterystyk: jedna wyrażona prses

równanie

a druga wyrażona przes równanie:

Każde % tych dwuch równań moftcąy •oałkowaó*. Całką



Z 373 Z.

pierwsze#>nieoh będzie Śfajj]*^ , zaś aałką drugiego

^Mmh . vPrzypuśdaąjrf te £Z-JC 4-0 . W ta-

kim razi© maaiy:

Pray pomocy tych wzorów prze kształć iny dane równanie /l/

przyjmuje J; i w za nowe zmienne. Otóż

AnaLogicznie wyraziny r, &, t przy pomocy zmiennych

. Wówczas równanie /l/ przyjmie kształt:

prsyczem, jak łatwo sprawdzić,

BiOBDHBK RÓŹW1OZKOWT I GAłKOIY. I I . Arkuaa 18-ty.
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Prsy takim podstawieniu many aatsae J4 = <? ora?
tt**0 . Utotnte; jeżeli, jak *&*o*yli*ay,

to $(*#)*
Z równania J/^j/J

I

k
i

Ą=Q'} tak samo 2 f(xrf)sać!i> wynika ^ ^ ^
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Bównanie /2/ sprowadza si§ więc do równania:

73/ -3l^

W przypadku, gdy J 9 -JC<0 t równanie /3/

camy, wprowadzają nowe zmienne; A =* ł + V; Y*
1 o

co po sróiniozkowaniu wsględam tj- dajs;

Ucz

wifo

Fray tej zmianie zmiśnnydh równanie przyjmuje pootarf

Równań i i typu /3/, t . j . $&j 3 -J£ >&j noei naw$

h y p e r b o 1 i a z n e g o ; równanie /4/ zaś t . j . gdy

3 "" ^ ^ <ó ~ * l i p t y c B B e g o « •

PrBypuźdmy teraz, *e ^ — jfC'** O . W tym

ku równanie
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jest zupełnym kwadratom. Istotnie

A. z&tym

?• równości Jf-^C^O Yjynika: £^JL) mamy wi§o
JJ C

nież;

Przyjmijmy za nowe zmienne J , 71 - funkcje zmiennych

Mamy tuta j ;

A więo jfi-0 oraz B^O , Pozostaje nam zatym

równanie kształtu:

zwane p a r a b o l i c z n e m .



Y -

Przystąpimy teraz do badania każdego z tyoh trzech ty-

nów równaó oddzielnie. Zaznaczymy, że raecza bardzo wa*nę

jest rozróżnienie tych typó w. Innemi słowy* gdy mamy dan°

równanie różniczkowe i obszar zmiennych,musimy je do odpo-

wiedniej kategorji zaliczyć. Zauwaźytny, że obBzar amiennyeh

x}_y można będzie podzietid na obszary częściowe, tak ie ,

iż w pierwszym równanie będzie jednego typu, a w drugim -

drugiego* Następnie powinniśmy mied dokładnie sformułowane

warunki p$$satkowe, bądź w znanej ju* postaci Owiohy*ego,

b^dź w postaci D i r i c h l e t a * Warunki poozatkowe

Mrich le ta wyrażają s i§ w sposób następujący. W płaszczyź-

nie xou mamy dana krzywa zamknięte. C . Dla każdego punk-

tu te j krzywej j e s t

określona wartośó funk-

oj i *> , t . s n . szukana

powierzchnia całkowa

przechodzi przez dane.

krzywy przestrzenne, y ,

której rzutem jeft łrr-y

wa G . Mamy dany tuta j

jakgdyby brzeg szukanej

powiersolmi i a tego powodu warunki Dir ichle ta nosa^ nazwę

w a r u n k ó w b r z e g o w y c h .

Warunki Dirichleta wydają pie, proetre.emi od warunków Cau-
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ohy ł3go. Można jednak udawodnid, iż przy pewnych założę-

niaoh natury ogóLnej dla danego róimania różniczkowego wa

runki brzegowe wyznaczają tylko jedno rozwi janie .

Niech będzie dane równanie typu hyperboltosnago w przy-

padku szczególnym:

Zanim je soałkujemy, przyjmują,© warunki Cauchy'ego, ro&~

wiążemy zadanie pomocnicze. Przypugdu^ mianowicie, że dan3

aa wartośoi szukanej funkcji wzdłuż dwuch charaktery styk,.

przecianjacyGh się w punk-

oie ,A i równoległych do >*?••

osi 0X i oy : na charak-

terystyce x^xa funkcja

zfx,j/J staje się równa

a n& chauiktery

funkoj.a X- staje

3

• o

• '

A
-ii,.

J
•V-

, ggdyżrówną f/x) . /Oczywiście^ że

wartość funkcji w punkcis ~Ą / . , v '

W tym ceLu weźmiemy całkę podwójjnęi obu etron teg;o równa-

nia , rozciągnięte, na pole proetolraU JfQJIP /rys. 5 5 / ; \ ' ż

całkowanie podwójne sprowadza się do dwuch kolejnych całek

pojedynczych, więc całkujemy najpierw względem Vt \ następ.

nie względom Jf . Otrzymujemy:



Lecz tfajo) * f/xJj
A zatym funkcję

nasze równanie i warunki początkowe można uwa-

żać* za znana.

Teraz przystąpimy do zagadnienia Gaucny'ego. Przypuśćmy,

że mamy w płaszczyźnie OLOU pewną krzywą, a dla każdego

punktu tej krzywej wartość* funkcji X i jej pierwszych po-

chodnych, t.zn. ź,e dla dowolnego punktu P krzywej J3 mamy

dane x,„ fau) . 2*£ - w/xl oraz ^Z *. -i tif) , łiatwo

widzied, że te trzy funkcje nie sę. dowolne; spełniają one

; równ anie:

'do.

2 Ażeby rozwiązać" zagadnie-
~x

nie Cauchy'ego, bierzemy oa-ł-
kę podwójną obu ntron danego

równania, rozciągnięta na pole trójkąta krzywo linjowego

, ktćry to obszar nazwiemy «? .
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If

+[ hz

fJM
Ten wzór, rozwiązany względem ^ = ^ fojfj , daje nam roz-

wiązanie zagadnienia Oauohy'ego.

Gdybyśmy ohoieli rozwiązać róvmanie ogólne typu hyperbo-

lioznego;

to nie mogLioyśąy tego w tak prosty sposób uskutecznić. Ko-

rzystamy w tym przypadku z metody kolejnych przybliżeń, Bie-

rzemjr mianowicie zamiast szukanej funkcji & jakąkolwiek

funkcję dwuch zmiinnych X^ , która czyniłaby zadość danym

warunkom początkowym, nie spełniając równania /gdybyśmy bo-

wiem znaleź l i funkcję, która czyniłaby zadośd warunkom po-

czątkowym- i równaniu, wówczas zadanie byłoby rozwiązane/, to

znaczy

Oznaczmy wartości pierwszych pochodnych tej nowej funkcji

Jj) przez f>Jxty) i fx(x>jj i całkując powyższe

równ-anie utwórzmy funkcję dwuch zmiennych Z



8p alii la j tytą. tć vvnani <s:

Oznaczy znowu pochodne funkcji &zfa>3) prze a,

i znajdźmy analogicznie jak poprzednio funkcję

» cr.yni§,cę. zadość równaniu:

dalej w ten fjposót, otrzymamy oią,g funkcji:

Można udowodnić, że i s tn ie je granica tego oiągut

iCtn %„ fcjf) . Jent ona funkcja oiag^ra i czyni zadość

warunkom poozc.tkonym. Następnie mofena udowodnić, iż ta gra-

nica om Z faj)) *• ̂ fajjj apełnia dane równanie ró4-

niozkowe. W rzeczy samoj dwa kolejne przybliżenia są związa-

no zależnościami

Przechodssęio do graniey dla U-+-OO , ineuny:

foj

Ponieważ ciąg funkcji fn jest jednostajnie zbieżny,

więc mo&aa symbol granicy i symbol całki.przest^tid:

w f
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Oznaczany granicę &m X>„H przez *>fcj) • W takim ra-

skąd. bezpośrednio sprawdzamy, i« - o Z ^.J/f/^z h//j » c o

ba byio udowodnid. ^

Pole oałkowania jest prostokątom; gdy więcj:=»<? lub

oałka sta ja się równa zeru. A za tym gdy Jj~0 » wówczas

lfrj)=fl*)+C , gdy zaś •*;=<?,
' Funkcja •*AW ozyni wi§o zadośd warunkom początkowym

Spełnia ona t e * dan« równanie. I s t o t n i e , utwórzmy j t j po-

chodną:

B<54niozkująo tę pochodne, wzglądem u , otrzymuj«my:

A 3©tyra funkcja ł/x>,jfj , otrzymana jako gr&nioa oiagu

przybliża ii, j es t właśni© oê fea danego rdwnsnia,

do rdwnarl typu eliptycznego:

one w wi« iu dziedzicach fizyki matematycznej;

spotykamy tam analogiczne równania funkcji treeoh

i amiennych niezależnych:



Oznaczmy lewą aironę równania prg* z Ax w p i e r w s z y ,

AW w drugim przypadku. Równania t© ni oraz przybierają

postad Al- ffajj) .względni© AW «* ffajfj*). , Iu"b jeszoze

prostszy: £\1L.~0 t względni* AU~0 . Równania w o s t a t -

niej postaci nazywaj a się r ó w n a n i a m i l a -

p I a o e f a ; funkcja, spełniająca równanie Łapiąc* r a t

nosi nazwę f u n k c j i h a r m o n i c z n e j

dwuch, względnie trzech zmiennych wewnątrz danego obszaru

J) , j e ś l i oprócz tego jest funkcją ciągfcą zmiennych nie-

^ jako toż i je j pochodne osąstkowo dwuch pierwszyct

f/z) jeat funkcją haraonioMia zmiennej aeapolo

t* funkcje iA i *£ spełniają również równanie Laplaoe*s

t &a ci^<ł«, esy l i są też harmonicznemu.

T̂iy powyższą

h
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l-x-fi'y sjrsajdssieBiy, że i Ł = : / , s
9

~ s* 6

Pomnóżmy pierwsza z tych równań przez t' :

W takim razie, jak wynika z określenia równości licafc

zespolonych, musi byd:

2&-M..
Bóżniczkuj^c pierwsza z tych równości względem j ,

druga względem x , następnie odejmując je stronami,

otrzymamy:

& pi Li %L . oi.
Lecz lewa strona powyższej równości jest właśnie lewg.

strony równania Łapiące'a,

czyli fuitkoja <£ spełnia równania LapLaoe'a* Analogicz-

nie dowiedziemy, że funkcju ć spełnia to równanie.

ay np. funkcję zmiennej aeapolonej i* . Podstawmy
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Stąd srynika, ze fl*x"J o ras ti^^y sJ* to f naboje
hanponicane.

Inny pr «.ykład f umkej i harmoni c«noj:

Stę,d maniy dwie -funkcje harmoniczne

Z obpzaru oią^rości tych funkcji należy wykluczyć

punkt o apćłrzędnych x-0, y^O , tak iż funkcje

jaM hamonicznemi w ci ż i j

płassczyźnie zewnątrz dowolnie małego koła, otaczającego

punkt początkowy.

Bardzo ważnym jest dla nas przykład funkcji harmonicz

nych, które otrzymamy, kładce

Otdz x+^^r-S, gdzie

3tę,d mamy funkcje harmoniczne:

Wie sa one harmoniczne tylko w otoczeniu punktu

kowego /O,0/ gdyż jest to punkt nieciągłości funkcji loga

rytmicznej i ^ t


