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Otrzymana funkcja j e s t szukaną całka danego równania

różniczkowego.

RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE JSDNORODIB.
Jednorodnem nazywa .się równanie, w którem y i X

wchódsę. t y l k o za pośrednictwem stosunku -~r , c z y l i równa

nie keztaitu

; Na to p.p., aby równanie Pl^jyjóf&^CfcuJo/y czyli

juf''=* --^^ML t gdzie P/x,jfJ i ^f^ijf) są wielomianami,

by-1'o jednorodne, funkcje Pfe.Jf) i $/x,J/) musza być

odpGv'-1ednio równe: PfajjJ ~ •&"' f/gj j Cfaj/ = ^"Yl*)*

W interpretacji gieometiycznej warunek jednorodności
równania różniczkowego wyraża się w ten sposób, ie styczne
do krzywych /przedstawiających rozwiązanie danego równa-
nia/ w punktach, leżących na tym samym promieniu w;odzę.cym,
sa do siebie równoległe, fynite to stąd, że stosunek M- = tao

jest dla wszystkich punk-
tów na jednym promieniu
Wodsący* st«^yt a spół-
.czynnik kierunkowy jest
funkcję, tegt> tylko »to-

rudacju krsywo nasywajc.

t y s t €ić2»

!/•
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się j e d n o k ł a d n e m i . Z jednej krzywej moż

na otrzymad inna przez podstawienie X*=kx , Y-ky,

gdzie Xj Y sa współrzędnemi jednej krzywej, &aś x,j

drugiej / k - liczba s t a ł a / .

Rozwiązujemy rówjwBuąie jednorodne , podstawiając •—-~u,

czyli y*w«i skąd _ _ y ' ^ d

A zatym

/x
je a/w » f//i/J - ul

Więc

Zmienne pą. tutaj już oddzielone. Całkując, mamy

gdzie Ąy C jest gtałą całkowania. Gdy oznaczyĄy

/ a/w przez ipfuj , znajdziemy"
Jfl«J-u i

skąd

* -
Jes t to właśnie całka ogólna równania jednorodnego
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TRUEKTCRJ1L

Trajektoriami nazywają się krzywe, przecinaje.ee daną

rodzinę krzywych

pod kątem stałym 9 * G <y w szczególności kąt 9 jest

prosty, mamy trajektorie prostokątne, osyLi ortogonalne.
Ażeby otrzymać równanie t ra jektor j i prostokątnych, znaj

dujemy równanie różniczkowe rodziny / i / :

Oczywiście styczna do krzywych danej rodziny jest nor-
malną do rodziny trajektorji prostokątnych i nawzajem.
Gdy więc zastąpimy w równaniu Jj^ffatj) j/'prze3 - —• • to
otrzymamy rdEaaiiie rdżniozkowe trajektorji:

Je że Li będziemy mieli równanie danej rodziny v7 postaci:.

to trajektorje ortogonaLne będą .czyniły zadość równaniu:

JL-F ZJL ^ ^ a d * ZnaLeźd trajektorje prostokątne ro-
dziny kół, których środki Leżą na osi •# i. które są stycz-
ne do osi u , t .zn. rodziny:

/li X,z +j* - Z ex. =0.

Przedewpzystkiem znajdujemy równanie różniczkowe tej
rodziny: dzielimy równanie /l/ przez x. :
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różniczkujemy względem x :

skąd

Zastępując w tym równaniu j / ' przez -

równanie trajektorji prostokątnych;

73/ >,>(»
lub też

, otrzymamy

rys. 63.

Jes t to równanie jednorodne,

albowiem:

Podstawmy ~ - = ^ , skę/i

A więc:

Stąd ' '

• x.olu -

Oddaielamy zmienne:

Całkujemy:

ćzŁ Ju -h
X

c.

Całkę [}ĆzJ-clt4 znajdujemy prsy pomocy rozkładu aa
J Uf£/ -hj/
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ułamki proste:

Zatym

ożyli

P o d s t awi a i ąc znowu u - Ą- © t r ay m£uił}

A

Lub pp pr&akaztałbeiłiu;

Zastępując ^ przee Ze t napiszemy:

J e s t t© równanie kói, stycznydh do osi jr i maj cyoh
i

środki na osi jj • Obróciwszy więc daną rodzinę ''I7 o ^ ,

otrzymany i La niej trajektorje prostokątne.

ZnaLezienie równania t ra jektor j i , przeoinającyoli daną

rodzinę F(-x,j,C}~0 nie pod kątem prostym, a pod dowol-

nym kątem & , nie przedstawia również trudności. Jeżel i

bowiem oznaczany spółcuynnik kątowy stycznej do krzywej

danej rodziny w jakimś punkcie przes ^ „ z a ś spdłczynnik

kątowy stycznej do tra;, t;ktorji w tym samym pmikc.ie przez
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, to wówczas:

skąd.

A zatoru otrsymamy trajektorje, przecinające krzywe

danej rodziny pod k^tem & , jeżeli zamiast równania róż-

niczkowego tej rodziny y^yJCJ^*^ napiszemy;

/(X}jfi ~~—1&-0 J ~ ^ i to równanie zcałkuje-

my.
' • • \ : . ' ,

„RÓWNANIA LINJ OWE.
i $ 1

Ogólna postacią zwyczajnego równania różniczkowego

linjowego pierwszego rzędu jest

gdzie A/jejt -Ł/*/ s a funkcjami JŁ . Gdy w przypadku

szczególnym Xi/xJ=^ , mamy równanie l i n j owe z r e -

d u k o w a n e :

które łatwo s ię daje rozwiązać*. Mianowicie

skęd

więc



- 138 -

i ostatecznie

W przypadku ogóLnym, gdy mamy równanie różniczkowe

pełne:

podstawiamy j / =-- z-e^*1^*-* /gdzie u * £ W * jest

oałka równania zredukowanego: «/' H-Xfa)-u = ^ / oraz

y s ^ ' + w ' . Otrzymujemy: ,

stąd

Ponieważ wyrażenie w nawiasie kwadratowym jest zerem,

przeto:
u-z! +Xj*.) -O,

czyli

a atąd

Otrzymaliśmy równanie, w którym zmienne są oddzielone,

Całkując je, znajdziemy:

k zatem całką, danego równania linjowego jest:
/ 7
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gdzie ć - s tała dowoLna; występuje ona także w postaci

linjowej, t .zn. w pierwszej potędze. Rozwiązanie równania

jest więc kształ tu : j = i/faJ-C + J/xJ .

Udowodnimy teraz, że jeżeli s tała dowolna C występu-

je w równaniu rodziny krzywych w pierwszej potęclze, to

równanie różniczkowe tej rodziny jes t Linjowe. •

Niech więc będzie dane równanie rodziny krzywych;

Stąd

Różniczkając obie strony te j równości .otrzymamy:

A zatym

y. <f(*) -j. fM - f'M-

Jest to równanie Iinj owe typu j / ' + X(x)-jj -+Xi/xJ ~ O.

Z kształtu całki ogólnej równania Iinjowego:

jj* U/(xj>C + J?(<x) wynika pewien ważny wniosek. Weźmy mia-

nowicie pod uwagę trzy całki szczegóLne, odpowiadające

wartościom Ct , CA , Ca parametru C :
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J

0

Alx>*<\

AM

p

Przez odejmowanie znajdziemy, że

rys.64.
Stąd

ĄA

Zatym mając dwie szczegóLne krzywe całkowe, możemy
otrzjnaad wykres lnie inne, gdyż stosunek podziału /pojedyź
czego/e punktów przecięcia si§ trzech krzywych całkowych
równania Linjowego z prostemi równoiegłeai do osi y~ów
jest stałf, BiezaLeiae od odciętej x •

Analitycznie wyrazimy to w sposób następujący: znając
dwie całki szczególne równania linjowego, możemy otrzymać*
całkę ogdlną bez całkowania. Istotnie, wystarczy rozwią-
zać równanie:

•Jf.-Jj
gdzie C jest stałą dowoLną. Otrzymamy:

f
czyLi całką ogólną jest

•JU -

i-C
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JeżeLi nie znamy żadnej całki szczególnej równania

linjowego, to , aby otrzymad całkę ogólną., musimy wykonać

dwie kwadratury, t . j . dwa procesy całkowania, jak to wy-

nika zresztą z kształtu całki ogólnej*

Przypuśćmy jednak, źe znamy jedną całkę szczególaę..

Okażemy, że w tym przypadku "będziemy mogLi otrzymać całkę

ogólną przy pomocy jednej tylko kwadratury. Otói niech

j/i będzie danc. ca£ka szcBególmą równania
j'+ X(sc) -y + Xt fa) ~ O.

Podstawmy w to równanie J / ^ J

Grupując odpowiednio wyrazy mamy:

l
Wyrażenie w nawiasie kwadratQwym j e s t zerśm, gdyż

jest całk$ danego równania.

czyli

lub też

Stąd
4f* +/X(x)dx

a następnie
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Oałkg. ogólne, danego równania będzie więc

t u t a j i s t o t n i e jedne, tylko kwadraturę.

Do równania linjowego można sprowadźió równanie ogól

niejsze:

różniące s i ę tym od niego, że zamiast zmiennej j wystę-

puje funkcja J!(y) . Podstawiając

otrzymamy równamie limjowa:

którego oałk^ j e s t :

HÓWNANIA BERKOUŁŁrego.

Są, to równania typu

Można je iTatwo sprowadzid do równań typu w}rtej roz

patraonego. Gdy bowiem podzielimy wszystkie wyraay

praea y w :

taw

otrzymany równani e:

a następnie podstawimy . t~7' - ^ z'mJŚlUfcjt!'t to
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aLbo też

którego całkę, jest

P r i y k ł a d L. ZnaLesć krzywe, dla których odci-
nek podstyczaej jest funkcją. /dana/ odciętej.

Jak widzimy /z A

MPT/ odcinek pod-
stycznej PT ** -gr •
Jest on fumkoję. i//xj

odciętej JC ; stęd

aLbo też

P V

rys*65. jest równanie.m r<5i-

niczkowym saukanej rodziny krzywych. OddzieLajątc w nim

amjeane

i całkując

otrzymujemy

Lub

J/



Przypuśćmy, że w przypadku szczególnym i/fxj~x .

Wówczas

czyli

Otrzymaliśmy więc równanie-prostej.

Gdy if/a)s2x. , mamy

Otrzymaliśmy zatym parabolę.

Gdy {f/x)atti'X, otrzymujemy

Krzywe, wyrażone przez to równanie, nazywaję, się wogó-

le parabolarai.
? % » • • «

P r z y k ł a d 2. Dana jes t rodzina krzywych

/i/ *-jT>.£.
trajektorie prostokątne*

Różniozkuj^o równanie /l/ , otrzymamy

skąd



a po Skróceniu

Jest to równanie różnlcskowe dane] rodsluy, Zastępu-

jąc u' przez - "fr , otrayraamy równania róźEicsakowe tra

jektorji:

~

lub

Odclfciejky w TU mi

i je aoałkujemy;

Otrzymamy

skąd

albo

Gdy m^n^i rodainy / I / oraz /4/ wyrażają hyperbole

rdSwnoboczaer,

6 w i o z 6 a i B . Znaleźć trajektorie prostokątne

rodziny kół, przoohodząoyob prasa dwu dane punkty

RA.GHMEK R6iSI0ZKDVnr ICAiKDWI. II-. Atfroga 10-ty


