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S K A LA I Z B A S T k M I A .

O WIELKICH••RÓŹMao HZKDU.

. 1/ J e ś l i mamy. dwie zmienne U i V ,

które P $ tak awi$2ane ze sobą,, że U-**oot gdy D"-*-o=»

to'mówimy, iż zmienne nieskończenie wie lk ie U i V

są. tego samego rsęćtii, o i l e im fx i s t n i e j e i

równa się pewnoj l i c a t i e

U w a g a . imienna U może być ID eap o ś r e d n i o

fualtoji zmiennej V , al"bo t e ż obie ną.

t e j aamej zmiennej n i e z a l e ż n e j , np, <#„

2/ Prayjj^wszy zmienną. V jako zapadnicsą, na-

zwiemy1 ,}$ wielką pierwszego rssędia, i/ - wielką

drugiego rzędu, . . . . . . V'n - wielkę. n-tego rzędu.

St%d wynika, na nasadzie poprzedniego o k r e ś l e n i a .

iż wielka W j e s t reędu 7t , j e ś l i ^ ^ -^r*

i s t n i e j e i j e f t równa pewnej Liossbie <$&& ••

Z okres Leni a wyinika, i ż zmienna U nie moś« .

byd wzglfdam wie lk ie j ir jednocześnie raędu 11 i m

(tl^w).* ośyl.i j e ś l i posiada jakiś rag.d, to jer t

on określony jednoznacznie. /Dowód?/. .

3/ Niech W i iT d$żę. do-nieskończoności, ;̂dy

zmienna niezależna X dąży do liczby a lub rośnie

nie.ogranidzenie. Powiemy, ie-U dę.źy do

ności Fzybciej niż V , jeś l i ptosunek
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rośnie nieogranic sersie. J e ś l i u[x) j e s t rzędu wyż-

szego .• n iż v[x) , t o , oczywiście,' ufej* rośnie do

nieskoiioaoności szybciej , n iż v[ś) . /Dowód?/.

Ć w i c z 1 © n i © . Wprowadzić - na mocy okre-

ś l e n i a - rssędy wzrastania u-1'alkowę.

Pojęcia poprzednio wyłożone ważne są szczególnie

w zastopowaniu do funkcji, które Stale roun^.• Prayj-

i© tak "jegt. '

Masay pr^ed pob î dwa zagadnienia pierwszorzędnej

i» mianowicie;v t / j e ś l i ^ j i ir/rl daża do nie.--

skojScsoności jednocześnie, i j e # l i . V^c/ przyjmiemy

sa małą pierwszego np,, rzędu, czy ^^K/ zawsze pogia-

da .określony rząd, t . j „ ozy dwie nieiskończenie wiel-

Kte &ą. zaw«ze .porównywalne na zasadt-zie poprzednio

wywożonych1 okres Ledf

2/ Osy szybkość wzrastania fuiik:o|l, dę.^acych da

nieekorfcEoiłości, da śi$ wyrazić-liczbami?

Swa te zagadnienia ,są. śc i ś le se sobą związane.

Zanim odpowiemy na tę pytania, zbadamy^ w jaki

spogdb - funkcja wykładnicza śx.' ;i, funkoja I ogary jt-

miozna £a'3C daźa do nieskpjiczoności.

•0 W2HASTANrU FUNKCJI "WYKŁADNICZEJ.

ałni^nna.JC; 5
;kt-4rę. przyjmiemy za wielka

o rzędu, dąiły do nieskończoności, Utworzyay

funkcji
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(i.) *, *\y, x]
z których'każda następna jest raę&a o jeden więk-

szego od poprzedzającej. •

Uiech ufaj-^oo t Wydawałoby się, iż w ci&-

gu powyższym, w którym r/ jest dowolnie wielkie,

można zn&leió funkcji Xn , tak^„ by a.'" rosło

ezyboiej od napzej funkcji dowoLnej u\xj , ; wtecly,

pociẑ wasiy od pewnej wartości smiermej X 5 ma miej-

sce nierówność u[%)-<C X*1 . Otóż tak nie jes t .

Do ..najciekawszych wł&oności funkcji wykładniczej

6X należy spopób, w jaki rośnie ona do nieskojicao

ności. Mianowicie./^,, dla x~>~oo , rośnie do nie-

skołlczoności szybciej, niż cc" , przy dowolnie

wielkim 71 .
* ^

Mianowicie udowodnimy, iż
^ gdy ^r -

Najprościej dowieść można, korzystając % rozwi

nigcia funkcji wykładniczej na szereg, zbieżny

każdej wartości X .

Ponieważ X>0 , wszystkie wyrazy szeregu

dodatnie; &x iest więc większe od każdego wyrazu

sumy. Tak więc: ^ ^
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dowolna,

X*

ale ustalony. Gdy

i

gdi

•x

się

oo

jest

, to

» a wi§c i lewa strona poprzedniej

nierówności rośnie ni eo graniczenie, osy l i -&~-_*. co,

Udowodniśny więc, że ^ rośnie ezybciej od jakiej,
kolwiek TJotęgi /całkowitej/ zaiennej X •# Nie istnie
je więc żadna liczba 77 , k-tdraby v?yraża3:a rząd wiel-
kości funkcji Bx , gdy x jest wielką rzędu pierw-
szego, czyli że 5* nie można nigdzie umieścid w
ciągu / i / .

Z powyższego wynika także, iż ftósunek odwrotny
dąży do zera, t . j . Aw J ^ _ « - ^ , !lub inaczej

ii/m XV'e"x^.O. '

Uożerny to wyrazić, mówiąc, że funkcja 6 /g&y
szybciej do zera, niż -*--. /przy

dowolnym 71 /.

Utwórzmy teraz oię,g funkcji, które przy X—

dą-źa także do nieskończoności, ale coraz to wolniej.
Ciągiem takim je»t ciąg
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/li/ X}{ÓL;
3{X}* JWJ'"" czyli

U w a g a ; Bierzemy wartości arytmetyczne p i e r

wiastka/lSachodzi i tu także pytanie, cgy i s t n i e j e

taka funkcja, która rośnie do nieskończoności wol-

n i e j , niż jakikolwiek wy ras tego sseregu, t * j s wol-

niej niż X*/* • » -przy dowolnie wie lk ie j , lecz up

lonej wartości 71 „

Otóż twierdzimy, iż funkcję, takę, jest

Możemy bowiem udowodnić, iż dla jakiejkolwiek liczby
i

oc =• -jj~ s ł u s z n y m j e s t /

fan

W rzeczy samej, niech &MeX =* u , wtedy

u71

Wiemy, i ż - ^ >.Q , gdy y-*-oo ;

Tak więc il&ZL- -*- O , gdy X

Stąd także:

Otrzymany wynik można uogólnić, mianowicie j e s t
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gdzie oc dowolna liczba > 0.

Łatwo jept teras sba&a<5, jaki jest przebieg ssmien-

ności funkcji b(MfeX , gdy x-*'0>. Przedewszyptkie-m

SortX jest wtedy ujemny, śojf x=* - faf-^r }

(J^JDC-^O ,, to £ -*- o? , a więc / faji Xl .

rośnie nieograniczenie, ale wolniej niż f~-J , a
dę.źy do — o o .

Możemy wytazid.to jeszcze inaczej, mianowicie:

X*- £04X'^O , gdzie oc Liczba > 0. Wyni-

ka to stąd, iż

r~ (i)
a gdy X-*-0 > to y - > o o j a ^ ^ - ^ .do zera.

SKAIA WZRASTANIA.
Na zasadsie poprzednio udowodnionych własności

funkoji wykładniczej, możemy utworzyd następujące,

skalę funkcji ooraz to prędzej rosnących do nie-

skończoności; jest to nieskończony ciąg ciągów;
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nX, X1 „X?

x

• x
• e

n
s

«e~e es

** »*** **** ,ea-
ee , ee ea e

j J J J

~.xMiędsy 6"

i &x możsmy

jesizcgse wats-

wid nieskoń-

czony oi^.g

funkoj i : 6 '}

** ,mt.Tak samo między e i & fukcj e ;
i t .d. .

Postępując w ten sposób, moglibyśmy utworaj^

funkcję 6n(x)x* gdzie liczba potęgowań wynosiłaby do-

wolne, liczbę 7j szczebli.

o? Funkcja taka ros-łaby do nie-

#.«**' skoilczoności bardzo ezybko*

Istnieją jednak funkcje, które

rosną jeszcze szj^bciej od &n(£/

/jakkolwiek wieIkę. byłaby liczba 71 /• Leoz. funkcjami

temi zajmować" się nie będziemy.

Możemy ciąg poprzedni przediutyd w przećiwnym kie-

runku, t . j . utworzyć;skalę, dla funkoji rosnących nie-

ograniczenie, ale ooraz to wolniej.
i. i •*• • 4
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Jednakże i tm is tnie ją funkcje, które rosnę, do

niep&oilcsonośći woLniej od wszelkiej dowolnie pomyśLa-

nej funkcji rozpatrywanej tabLicy /ska l i/ .

WZBASTANIA, A LICZBA.

Z powyższych przykładów wynika już, ze wzrastanie

funkcji nie da się-przedstawić i .objad Liczbami.

f rzeczy'samej, jeśLi X jest wielką -+• oo t rzędu

pierwszego,-to tyLko wielkie wchodzące w pkład pierw-

szego wiereza tabLicy, odpowiadającej naszej skali,

dadzą się wyrazie* Liczbami na zaradzie teorji rzędów,

mianowicie X11 jest rzędu fl , ale gx gx.

i wszystkie następne urciwają fię z pod tego ujęcia.

Jeś l i choemy wyrasid raąd wzraptania Liczbą, to

naturaLnem jest żądanie, by funkcji rosnąoej szybciej,

odpowiadała Liczba większa. Weźmiemy pod uwagę trzy

funkcje —*• <yo i rosnące coraz szybeiej : X j O

; Jeśl i X jest rzędu I, to 'X**$ jest

rzędu 4+-jf , rząd zaś xlcjX oznaczmy przez oC ;

EiieLibyśmy wtedy nierówności 1< °^ <- i*-—-, przy ^

dowoLnie wielkim. Oczywiście, takiej Liczby <x , któ-

raby spełniała zawpze powyipzą nierówność - niemae

Tak wi§c rzędu wzrastania funkcji X&HJX Liczbę, ująć

nie możemy. , •

Mienożnóść ujęcia - wzrastania - Liczbą, jent. 5..
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Przyczyna tego faktu'tkwi głębiej, mianowicie

w tem, iż liczby spełniają pewnik Archimedesą, rzę-

dy wzrastania zaś - nie «pełniaj$ tego pewnika.

PEWNIK ABCHIMEDiSA.

Niech będą dwie liczby d i 6 , przy tem

połóżmy dalej: J' •*

ti suma H składników równych. Cf / .

Pewnik Arcbimed&aa polega na tem, iż i s tnie je

taka suma J^ , kt<$ra jest większą od licaby / ,

czyli cł:+Ąi-aH- '"ha >- /

Ć w i c z e n i e , Z poprzednio podanych prsy-

kładów możemy wywnioakowad, że rzędy wzrastania nie

spełniają pewnika Archimedesa.

RSGUŁI PRAKTYCZNE.

Z poprzedniego wynikają następujące, ważne w

powaniTi wnioeki.

1/ "Rząd wzrastania iloczynu dwuch funkcji, któ-

re - > o o , równa cię sumie rzędów czynników /do-

wód?/.

2/ Rząd wzrastania sumy pewnej /skończonej/ i l o -

ści wyrazów równa się rzędowi wzrastania tflgo skład

nika, który wzrasta najszłybciej; wyraz ten pasywa

joic wyrazem
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UogoInid możemy pojęcie wyrazu głównego /albo wy-

razów głównych/ sumy i.w tym wypadku, gdy rzędy wzra

stania składników nie sa ze sobą porównywalne /np,

ex+X* j ^X + fx~ <~—l, nazywając wyrazem głównym

len wyraz /wyraaami głównymi te wyrazy/, który ro~

anie ssybciej od wszystkich innych. Np. w sumie .

wyrazem głównym jest <2

3/ J e ś l i ahcemy.okres Lid-granicę stosunku dwuch

wyrażęń'ał'óżonych U i V , to "bierzemy pod uwag?

tylko stosunek ioh wyrazów gidwnych, na tej zasa-

diaie, iż

A /v wyraz główny U

ir->ooif wyraz główny ir

Ć w i c z e n i a . 1/ Uporządkować według pkali

wyrastania następujące funkcje;

2/ ZnaLeźd


