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Weźmy pod uwagę punkt Ji obwiedni, o spółrzędnych^| nj.

Leży on na jakiejś krzywej \T rodziny /?.,/ i diet ego można

jego pp&łrszędne przez jxtjj , przyozem

Lecą punkt ./$ jest punktem stycsności obwiedni a krzy

wa f , więc

A aatym pomifdsy i^i7]' zachodzi taki pam związek,

jak pomiędzy ^,jj,^'i

03yli obwiednia sp&łnia dane równanie różniczkowe / l / , cho-

ciaż nie należy do rodziny /2/ t . s n . nie jest objęta prses

całk§ ogólna. Nosi ona n,asw§ oaiki oBobliwej.

-i- UKłADY Ybmń RÓŻNICZKOWICH. . .

Do układu dwu równań jednoczesnych, rsędu t-go doĵ ;<5 rr-o

temy przy różniczkowaniu i rugowaniu stałych dowolnych C£

i C& % 2 równań:

wią OIIQ ukłH v::tóry mole byd rozwię.aany względom

i z , tak, ia J*M*ĄĄk*'m£fr!yifi rzeczy samej, różnioz-
kując wzglądem Jt , mamy:
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Roguję-c K oatereoh. r&raajt / l/ i /2/ paracjetry Ct i C

otrzjmmy układ dwu równań różniczkowych jegnocssanych;

ktdry można eprowadairf do pogtaoi

Y Z
gdzie JT, Y, Z są. trzema funkcjami araiennyah x,jjZ.

$l& rdwnail układu / 3 / , funkcje /{/ naszywany c a ł k a -

m i ) o g <S I i e i i ; zawieraję. one dWe ataiti dowolne.

Zjawia s ię teraz pytanie, czy każdy układ róNrnaii różniczko-

wych, jednoczesnych rzędu pierwszego /to jest kszttitu /3//,

posiada taki© Gałki ogólne- Można udowodnid, źo odpowiedź na

to pytanie jest twierdząca. Dowód ten po&PJT joat w dodatku

do raat.II. .JJadaję.o staZyw. Cx i C£ war to soi' Łioabowe gacse-

gólne» otrzymujemy t.sw. c a ł i i a ? o z ©. g 6 i n e .

Całka ^osególna ^ ^ ^ C $-Ą / / ^ ^ ^ ^ u k ł a d u /3/

praedstawia krzywą w przestrzeni.

C a ł k i p i e r w s z e . Niech b^dsie układ/3/

-— ~~r % dla ktdrego całka ogólny będzie układ / l/



ri "układem, rozwiązanym wzgLęden Cx i ^ w poetaci-

Funkcje -fefcy^) i 'fz!
x'^z) maj $ więc t$ własność, ze

j e ś l i na miejsce j r i ^ podstawia* ich wartości w zależności

od JC , jakie wynikają z układu /3/, ' to funkcje te otrzymują

wartości s t a ł e ; oprócz tego funkcje te muszą "być od siebie

niezależne, t . j . Jakobian

Każda par§ równań fifcjj)**^ i

funkcje yj i -dr£ posiadają dwiic wyżej wymienione własno-

ści > nasywad będziemy c a ł k a m i p i e r w a a o m i

układu równań /"3/. Można udowodnid /patrz dodatek/, że przy-

najmniej jeden układ 2-ch całek pierwszych zawsze i s t n i e j e .

A jeśLi i s tn ie je jeden taki układ 2--ch całek pierwszych, t o ,

jak zobacsysiy, i s tn ie je ich nioskoliosenie"wiele.

Te^as. sajsioiay -się iLiektóreini własnościami oałeł: pierw-

szych.
l/Każda funkcja ^lx>J>z) » która je s t całka pierwnaę,,

t . j . na aasadzie związku międsy x tjf i & , wynikającego

z równań różniczkowych /3/ ma wartośd stałe, / i nie zależy od

iW /• - nnibi cayni^ aadośd pewnemu równaniu różnioikowemu

czaatkowycii'

I rzecay sarcej, w funkcji Y(x'JłZ) uciyóoy _y i -̂

funkcjami zmiennej # , wtedy y-(x,jjtz) stanie s ię funkcja

samej zmiennej ar i pochodna



mech terea y i z będę takiemi funkcjami imiennej -x , ktd-

re wynikają z równań /s/ i & « ^ » ^ - » w t e d y

Y i 4" **•?•• * wskutek"oiego

y
A

I i / Tak wî G micclssy układem danjm /3/ a równaniem o po-

chodnym ozę.stkowyo'h /5/ istnieje blizki swi^zek* Niech

^kl^jtjĄJ i ii(xJ$j<z}. • oaiiaoBaję. jakiekoLwiek dwie od siebie

jiiessaLeźne ca3:k:i rdwn&tiia /5/« Jeśli te S fimkeje przyrówna-

my do ataaryoh dowolnych 4 i *|; ' °̂ c^rz¥mW odwrotni©

akćtrad »ał'ek układu'równań różnicisicowych o pochodnych Kwycaaj-

nyoh /3/ , W rzeosj samej, jeśl i Jjf/cj^»4f i j f / ^ / s ^

2 drugiej strony, ponieważ fiankcje ^/^J.zJ i
eą, cał"kanii równtaiia, /5/, to

Z pierwszej grupy rlirudh r'dwn«ł otrs/rr-^ieraf jeszcae



gdaiie jBŁLjLJkl i t«d. oanaozają Jakobianv, które nie

równają się zeru na mocy sałożenią, iź funkcje -y£ i y% aa
od siebie nies.al.ezne.

Tak same druga grupa dwuoh równać daje

y v v

' Tak więc przea porównanie /6/ i ./?/ jnamo1" -^- = i s . =.i4

czyli że 'xk(xijjA)ss^ i '*% fejjj*) ~ "4 daĵ ą'riam istotnie cał
ki spełniające układ /5/.

I i i / , lajao dwie całki od siebie nieząteŻns równania o po

ohodi^oh oa^etkowych /5/, możemy utworzyć ich dowolna liczbę

na mocy następującego twierdzenia; jeś l i ycfcjf**/ i

ycfa,y,zj 9ą dwoma oałkami równania /5/, to i ^/#f,j£/*»

* 4}{'X'HA} będzie także aa£ka tegoń równania /5/, gdzie F

oanac^a doYrolTia funkcję amiennyeh )% i "% * kt<5re same do-

piero sależą od xt y,z • W raeoay samej, sprawdźmy* że

ovyni aadośd rćwn./5/:

di ~T
Pomnóżmy obie strony tych równań odpowiednio przez funkcje
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X t Y i Z i dodajmy stronami; otrzymamy:

ponieważ

y
niezależnie od ksatałtu funkoji F jest ea£ka równania

/ 5 / , a więc, na mocy uwagi / l i/ ,

stanowi układ całek pierwszych dla układu równań /3/

™-•»-» « J^-, o iLe funkcje /} i /^ 8§, od siebie ai

»aLeżne» esy Ii odpowiadaj. Jakobia« ^t 0 .

Twierdsenie to można dopełnid odwrotnym, które polega

na tera, źe każda całka równania jbf jest kształtu

Niedh iffaj,*) będaie jakaś oałk^ równania

Wtedy *

ri funkcje \f£ i ^-Napełniają na mocy aałożenia to •*-
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BO równanie*, wi§c z tych S-oł? równań linjowych względem

t Y, Z wynika, i i albo Z*Y*Zs#, albo

2/

Ponieważ pierwsza ewentualność jest wykluczona, 'pozostaje
druga. Lecz na mocy podstawowych, własności Jakobiana wiemy,

i i to oznacza, że (/ — Ęl%>ii) * c o traeba było udowodnić.
Ha zasadzie związku między równaniem jbj a układem równań

/3/, moieiąy' powiedzieć, te dwie całki pierwsze

*$iXtJftZ)'** 4i i "^ lx>y>z)~ &z układu /3/ pozwala-

ją utworzyć wszystkie inne, mianowicie każdy układ całek
pierwiiyoh dla układu /3/ musi być postaci:

Wszystkie te wyniki daj^ »i§ bezpośrednio uogólni4

układu równań

gdaj-« * X i funkcjami amiennych

Jeś l i maray dany układ:

TY Z
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i stukamy całek pierwsgyah, to w praktyce caęnto stosujemy

metodę następuj%<s%i sraukany trsech funkcji

, takidh, by

-tur c/z m du^-% oayli

tak iż IA~ JtŁ- v~ £Z>& =• 2£ , 0 i le uda się i*un tak

dobrać te tr«y funkcje u} tr ^ , to attaggr funkoj©

i otrajaamj- oałk§ pierwsi ukiadwi

£
y

ę. w nastigpuj^ey sposoby a równań układu••••- / u l i

a więc

ponieważ Aw+ Yv -hZur — O % lecą c/iJ~O pociąga aa

sob$ f/x,u2j~Ć , ożyli mamy oałkę piorwaz^,. Jeśl i

teraz powtdrzjmj to samo postępowanie drogi ras i J e ś l i ud®

nam się znaleźć inna foiikoje w i j ( ^ ; ^ i y^ , oaynię.Qe at.

doiśd tym fjamym warraikora, co i poprzedni© funkcje utic u% YJ

to otrsymamj drogg, oalkę pienrnzę. - ^'[oc,jj,z)'s4 i zadanie

nasse, będsie, jak wiemy , roawi^zacie. Mianfiwicie w ińt

ej i geomatrycznej rcawiy.aaniem układu nŝ azego będaie

krs-.ywyah. akoźnych w p.rscatrzenii wy rajonych przez



l / R d w n a n i e 1 i j n o n 8 j e d n o r o d n e j

j e s t t o r ó w n a ń i o t y p u :

/o ile mamy dwie samienne nisaaleftno x ijf'/t cayli

gdzie osmacssamy t>=i &L j (a'=s2^ ; j 0 i ^ Ŝ L funkcjami dane-

mi X i &

Nalefty zn&leió tak^ funkcję Ĵ zmiennych x ' i

pochodne oiaastkowe t> i GT t«j funkcji czyaiły tożsamośćio-

wo aadośd równaniu / ! / . 0t<5i, na *asadzie popraedni§got wie

my, żo roswięsanie równania / I / stoi w ¥liiskim zwię.»ku z

rozwi9.3aniom układu pomoanioiego

Mianowicie niech U>{x,}j)**C bcd»i« ca*ka r^mania /2/,

wtedy Z^tffejj) oędRie całka równania / !/ ; ogólnie

będaie caika r<5wnania / !/ , gdzie ijr j ©«t fur.kcja 3upałnia

dowolna, a t/fcjj) jest funkcją w Bnpełnoici określona praea

ukiad /?,/. Odwrotnie, kaftde roawiazanie równania / I / j*»t

ks»ta*tt! / 3 / . Tak więc pray całkowaniu rÓwnaf. typu / ] / ogrfl-

h« rotwiaaanie aawiera funkcję dowolna /tn jest nic. funkoj*

HÓZNIOZKOWY I CAŁKOWI II. Arknsi 15-ty,
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K tfjr n a n i e l i n j o w e U i t j e

n o r o d n ® c e j 1 i g n jp e ł n g r J t s t to rów

nanie

oayl i rjt» * ^ :•*// , gdaie ^ j a i t

/ ^ ' ? , # ar dane,

badanie t©go tjpTi feo^na spW^daid do nadaniat tjpii po-

prtftdnie^ia cssyli jedrn&redne^o. Będziemy aoglis «j»ww,8idai<5

anale^ioni© fonkoj i stukanej Z^jtjJ do snal&ssistoia funk

fTłn^oic ^ , to otr»ymani« ftmkcj i ^ aprowadw* Bic do

rofcwi$«ania r^w^a^ła \fi*sj)'$m& \ ^ a i e ^ jast więc

fnnlfdja A*wikł«raa/ y-iai ennyołt JCyy . Otóż B zależności

^ «nft)duj *my prosa r4*a i o skowanie:

de /A/



J'*Jij*' i &® którego to równania mofcemy sasto

sowad teorjc ogólna, wyłożona w ostępie poprzednim. Tak wiec;

tworzymy układ pomocniesy:

/fi/ d* ~ 4$ ~ di

i saukamy całek pierwszych dla /6/. Wiemy, t e ioh powinno

by<5 dwie linjowo od

* najogćlniejteem rozwiązanie* równa-

nia /5/ będzie funkcja y'*,/^''Ąfc^zt, uJĄH^fi » S^*1® ' ^

j e s t funkcja dowolna. St$& wynika, fee caika ogólna równanie

/4/ bedaie .

gdeie Z Jest funkcja /uwikłana/ amiennyolh x i jy . Kie ao-

*emy tu twierdz id, że opróca tych całek^ ląwartyoh we wao-

rze /6/ f zawierającym funkcję dowolny ńie ma je»«C!!e innych

całek, jftkoft mogą być jeszcze całki osobowe-.

P r z y k ł a d , 1 ^ Niech będzie równanie;' ap+'*'f** ^j.1^

gdzi© <tv$} «a stałeiaijfFówniniem pornocniozem bę>dzle

=5 Sjr- -£•&. , sari oałkami pierwszemi tego ostatni

Zatem całka .ogólna je«t F/£«ĄCJ~&1*&. J e s t to rów-

nanie walca, kt(̂ r*w?o twonaca ma kieranek o katach ^ y ^ j T

• ofliwi, pnycBea * $ * « fi^A•.£*£.

P r a y k ł a d E. Hiecb będain r6wftanie:

ex -«cJV • tftf.- Ae"i gdKie a / <: oa eta-
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; rćwnaria układu pomocniczego
olx__ m __JlL

j
Tu można wziaśd w « ^ ^ * / , u r = c , gdyż j.ak zauważymy,
#*& +{Jt4 f eJl j»at ró*nic»ka jsupełnę, a jednoczeń-

ni« q(b-Cijl+- ł/c#.-4i] + &(tu-/&Jm0 \ tak wî c całka

pierwsza jest tu a * ^ f « ; s ^ . Z drugiej strony

moina wziaśd w « ^c, \r~ i/,

jest caika zupełny, a x
Mamy więc dru£& oałkę pierwsza układu pomocnioBego, «iaoo-

Tak wiec nasze.fdwnanie o pochodnych ciastkowych posiada

całkę ogólna w postaoi ^ ^ V j ; ^ / / ^ ^ f ^ gdzie /*

funkcja dowolna. Jelit to równanie powierzphni obrotowej,

któ*rej oś obrotu tworay z osiami

U w a g a . Całkując równanie r«5ftnicakow« o pochodnych

cięstkowych dochodzimy do całki, zawierającej funkcję dowol-

ne.. Odwrotnie, przes rugowanie funkcji dowolnej moftemy.

otrzymać równanie różnicakowe, któremu czynią zadość* weiy«t-

kie wyrażenia tego typu. Niech będzie np. z s=s I//X+Jf)t

gdzie \f jest funkcją dowolng.. Jakąkolwiek będBie fanko ja

^> X, jako funlwsjft x i y C8|»i zadość* jednemu i t«nmi

Bamerau równańiu różniczkowenu.

Mianowicie



stad | k ~ | ~ oayli f>-f**O.
będssia £ a //kjr/ . Wtedy 2^ ^ ffej

2i j-it. ff^j) i JK & =*jJ&. ożyli wszystlHfi wyra

żenia typu z*s i//zyj , jakakolwiek byłaby funkcja y czy

nią zadośd temu samemu równaniu; ^ ^

P r z y k ł a d y i z a d a n i a .

%rugowa(5 funkcję dowolna y^ w następujących przykła-

daoht

1/ ^a

>/ A ^

4/ z
Zoałkować następujące równania i jmaleźć całkę o

zawierajęca stała dowolną.

3/
V

INTURPBSTACJA GBQM3TEYCZNA. CH4BAKTBRT5TYKI.
Wiech będzie dane równinie:

A/ P/*,jt*)-f>
Jakakolwiek całka z^i/(^,jf tego równania przedstawia

pewna powierzchnię, którą nazywad będziemy powierzchnia


