= b =

CAZK1 NIPYRASCIWE.

PODZIAL NA 2 RODZAJE.
Okredlilidmy w poprzednich rozdziakach catke

/ /x/f/x , przyczem udowodniliémy istrienia odpo-
wiedniej granicy, wyrazonej sﬂmbolam sadki M//x‘

przy speXnieniu nastepujacych warunkéw: 1/ liezby g i 4
wyzlnaczajace rdroge catkovania™ ss okreélenemi licabami
gkoriczoneni, 2/ funkcje pod znskiem cakii //ﬂ/ jest
¢iagta w przedziale /Qj,// ¢ Tode dla d=x<¥ . Poje~
cie cakki.rozezerzylidmy ngsfqpnie, udowadniajac, iz
cdpowiednia Franica istnisje i w t’vm wypadku, gdjr funk-
cga/f/x/ przestaje byé ewg«"’a, misnowicie, gdy miedzy

a4 i 4 istnieje skoncsona liczba punktdw mecl@g&‘o—
éci, np. ¢ 1 4 / d<c<d<d |, prayezem w punk-
tach ¢ i & istnieja grani-
ce lav'ontr':;nna; 1 prawostron.

na lecz te dw:.e gr&mme

a] . 4 nie réwnaga ale ‘aobie,

0. c d DDJ

R}{F TS T T sl //::‘My //c EJ}
lecz //u-/ :,ﬁ//c‘ c/ . W kazdym razie we wszystkich
rozpat rywsnych dotychezas nrz*grpadkaoh funkeja //;Lj by-

Ya ograniczona w przedziale (a, o? . Teraz postaramy
sig rozezerzyé jeszcze bardziej pojgcie catki, tak,

aby objad i te przypadki, gdy badé droga calkowania
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przestaje byé skorczong, bgdi funkcja pod znakiem
cakki w przedziale catkowania zrywa ciggkosé w ten
apogdb, i2 przestaje bydé ograniczona. W/pierwszym
przypadku rozszerzenie pojecia catki da nam carkg
niew¥agciwa /czyli nieskoficzona/ pierwezego rodzaju,
a w druginm przypadku bedziemy mieli cadke niewtadciwg

drugiego rodzaju.

CAEK1 NIEWZASCIWE PIERWSZEGO RODZAJU.
Praypuédmy, i3 funkcja/(ay jest ciagka dla

wezystkich wartoéci X , speiniajacych warunek X >4.

Niech 4 oznacza dowolna liczbe >4 ; wéwczas calks

!

k
L/)‘//@d/f ma wartoéé zupednie okreélona dla kaz-
a
dego K>4 , gdy? //.zj jest w przedziale /d//{’ funk-
cja ciagta, a przedziad /a' /4/ jest przedziatem skod-

czonym. Warseé,é catki //}.zja/.r jest, oczywidcie,

funkcja zmiennej k

dajmy na to F/k/ Gdy roénie nieograniczenie,

If ]
wtedy moze istnieé granica I%)ﬁ/)//-?//xu_—_%ﬂ%}
. iy a g

Granicg te, o ile distnieje, oznaczymy symbolem:

/;;X:r/a/x.

Tak wiec mamy okredlenie:



L6

[Fde = o [t

Nepigana réwnoéé jest zasadnicza. Zawiera ona
okreélenie catki ni‘esk'oﬁ_
czonej l-.'go rodzaju. Droga catkowa-
nia nazwiemy przedziak niewkasoiwy / a, e /[, eayli
pr;;wiemy krétko, iz droga ca¥kowania jest w cadkach
niewkadeiwych iégo red zaju - nieskorczong. |

Pojecie caXki niewkaéciwgﬁ jeét bardziéj zXozone,
anizeli pojecie catki wiadciwej. Mamy tu granic¢ grani-

¢y, czyli granice nodwéina; w rzeczy samej, catka nasza

/ ﬂ@/x jest granica caXek wiadciwych / ///,zjj.{f
4 a

z ktérych kazda jest ze swojej strony granica pewnej
sumy /sumy pél prostokatéw wpisanych lub opisanych

- w interpretacji geometryc::nsj,’.

Jezeli catka niewlaéciwa///xj/g ma ¢gens, t.j.

gdy: istniejs granica ,‘{Z_ﬁ/j}/@ dr ., to taka catke
l-go rodzaju nazywamy z‘;) iezng. Wprzeciwnm
28 razie - rozb iesna . Nazwy te sz analo-
giczne do uzywenych w teorji azeregéw. Analogje te Yat-
WO uzgsadnié tem, %e catke niewXséciwg moZna rozpatry-
wed jako sumg pewnego szeregu. Niech bedzie ciag liczb

‘rosngeyech nieograniczenie:
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A< d <a,<d <<- 40’ <G, < e

i niech @ —=co wres z ¥ /%"'M Powwdam

7 N —p o

oo "
Ze cakka ////zjﬁ./z‘ w razie zbieZnoéci- jest suma

qzeregu

/\/ //ﬂxjﬁ/ﬁ 7//7@)/3% //z/%’f oo

ﬂ'".{

i I'?@uZ}’ qameh k¥adgc 9 /)///ﬁ/x;

-1
J:J".-"gjf‘%-}-%-{- ...... +dﬁ’=///z/ﬁ/x -_
/ S

:fﬁ jeat suma czedciowy szeregu /1/. I.I.'eéli catka
/)///g_/z jesgt zblean., to
dind =i, [Jigde =/ Fate,

ezyli L .7; mt_nle]e, a wige gzereg /1/ jest

ﬁ‘bm

zbiezny i_'suma.tego- szerégu,rdwna'eiq; .oalcma/%
; : 3 a

Jedli znamy funkcie pierwotns dla///:;/ , Yo tat-

WO jest' rozstrzygnad, czy satka /)//1/”/"3 jest
/, .

zbiezne,  czy te2 mie, W rzeczy ramej, @miech

| F//,;Lj ://.J”/ 1 W takim razie /j/faja/x =
. a
e=f //.()':--F/fﬂ . Jesli istnieje granica strony
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prawej, to istnieje tei i granice strony lewej i
ndwrotnie., |
Stad wn1oqek, i%z catka / /uya.,c jeat zbiez-

na, o ile %7//:'//} istnieje 1 mamy wtedy, 028

caywszy t¢ grenicg prizez /'—7“%

[ A5 =119 ~F T4

Odwrotnie, jesdli catka /////a& jest zbieina,

to %’77/'_// istnieje.

*;{ﬁ # Niech bgdzie dana catka / z’fx‘ . Zbieznodé

X o

tej eaki mossmy Zatwo okezad, poniewas znamy funk-

cj¢ pierwotng dla Z—% , jest nia, misnowicie,

funkecja mejy ;

Tak wige
_de . L
b I+E" k-woo /) jf-.;t‘ B e

_ i g
i Atk = T},
czyli catka jeel zbiezna i réwna ‘% ,
7bad ajmy jészcze pod wzgledem zbicsnoéoi cakke

/_?rﬁ.é:_ , gdzie >0 . Powyieza catka jest

a

. .
granicg cokki /_Q.{’?;’_. , v K rofuie nieogra-
X
a

S . T b i S

RACHUN®R ROZNIGZKOWY I GAREOVY. irkuss 2opi,
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oyl §

=3

nicwenie. Funkcja pierwotna jest tu /L_/J:/:-f

[edy == 4 /. Tak wige:

[t <)

W wyrazeniu otrzymenym zmienng jest /‘ . Gdy

= .{
..54-{/ /4 gt -Jﬁ‘“z'

4>14 , to wykfadnik w ﬁ-”i jest ujemny i wyraz
ten dla k— 0~ , dasy do zera. Wéwczas catks na-
aza jest' zbietna, Mozemy uapisad:

i _ /
*{“H "m, e /:f-;1’/ 2q”

Gdy << 7, wtedy dla #— o0, wyraz Ve dazy
do niesgkorczonosci. A zatem catka nasza jest wtedy

rwbiedna Pray J=41 funkcm plerwotna jest é’x

*“éé é‘? ; catka jest réwnies
: wdwczas rozbiesuna, gdyz é’A’ dazy do oo -wraz z
Interpretacja geometrycsna Io__trzymanego wynika
nie przedstawia txl‘;li.tdnoéci. Pod anekiem naszej cadki
mamy funkeje
Y= _
y=x
. Przy >0 funkeji tej odpowiada
pewna kraywa MN, ktﬁ"fa zblids s'ie agymptotycznie

czyvli

do oei x

| Zg/‘ .
Catka // _j!j = R[() przedstawia nam pewne po-

a
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le AMNL.

M Okazaliémy
powy2ej, Ze
prey § >4

4 , istnieje gra-

0 A | o nica

z-m/i"é "I
i =/
/“f.éi

4

Catks

wyraza pole, zawarte mig-

dzy rzedng All, osmia x .

; J
If rys. 3. oreg krzywe MN,

Jest to skuszne tylko dla #>7 . Przy dJ< <7
krzywa bedzie miaZa ez fal‘s podebny. Jednak grenica
wtedy nie _i'stnieje. Pole zawarte migdzy rzedna,
‘opig X i krzywg jest w tym wypadku nieskoriczenie
‘!!;ie Lkie.

% teorji sseregéw wiemy, %e jesli odrzucid Iilks
pierwezych wyrazéw szeregu zbiesnego, to szereg po-
zoetanie zbieZnym, przyczym granica nowego szeregu
jest réwna granicy'_ dawnego szeregu mniej odrzucone
Wyraszy.

Pedobnie% 2z l’atwoéma udowodnmy, iz, jesli ced-

ka ///ﬂ:}p/x Jest ghbiezna, to i catka
/ //ayafx . gdme ¢>a jest rémiet zbiedra,
<1



SO o ey

NTZYCZYMm .
[ A= [ A Bt

JQZGLi wezyetkie wyrazy szeregu zbiesnego pomnozyd
przez te seama liczbg, to otrzymamy nowy ezereg, réw-
niez zbiezny.

Tak samo z Xatwoécia udowodnimy analogiczne twier-

dzenie z teorji cakek, mianowicie, je$li calka

/ﬁj;%yfdér jest zbiezna, to calka;//;%>§@yaééJ

gdzie P( jeet liczba staly, jest réwniez zbieizna,

'&/Y);;aja/x = ffzj};%{x

Wiemy, %e szereg o wyrazach dodatnich jest zbiez-

przycaym

ny, jesli wezyetkie sumy czgdciowe, odpowiadajace
temu szeregowi, sﬁ‘bgraniczone od géry, t.j. pozosta-
ja mniejsze od pewnej liczby statej.

Rzecz sig ma podobnie i dla caXek niewlaé;ciwych°
Szeregom o wyrazach dodatnich odpowiada cakka, w kté-
rej funkcia ﬁod znakiem cadki jest stale dodatnia.
Opierajgc =ig na okredleniu ca¥ki niewkadciwej l.go
rodzaju, z ¥atwodcig udowodnimy, %e warunkiem ko-
niecznym i dostatecznym zbieznoéei ca&kid/szﬁjaét

gdzie //x)>0 , 80y >4, jest istnienie li(,;zbyj"[ :
tekie], iz dla kazdego ksaq , epedniona jest nierdw-
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Zj//.#a/x <

Twierdzeniu o pordwnywaniu dwuch ezerszdw odpowia-
da twierdzenie o pordwnywaniu dwuch cakek., Przypusémy,

iz przy x>a , obie funkcje ///2/ X ?’/.1/ sa dodatnie,
1 niech précz tego zachodzi zewsze nierdmosd

///;r/ é’:K‘f/"‘j , gdzie K - licszba steXa. Wéwonas,
jeéli catka /m?ﬂ/x/ ar jeat zbiezna, to i catke

. _47/@2 a/.ﬂf jeet tekize zbieina. _
W rzecay a@ej /j%/ﬁ(’t éf/?/ﬁyﬂ/fv << M. |

dla kazdego f;> & 3 Czjli cat’ka éa}ﬂ/g/ﬁ/d. jest
zbiesna na zasadzie twierdzenia poprzedniego.
Zestawiajac twierdzemie o poréwnywaniu dwuch cém
ek z tym, co powiedziane byXo o zbieinosei cadki
T
A
PRAKTYCZNE ZBIRZNOSCI: je £ 1i, poczaw-

c2y o0od pewnej wartodci x ,

mam.y )//y/“i_gT,gdzieM jeoat

liczba staktsg, a JI>Z, 6 catke

[///xj/a/z jest zbiesna. Ze zbiesnofci zad
catki /////.2%{./2‘ tatwo wywnioskowaé, Ze i cadka
a

, otrzymamy nastepujace KRYTERJUM



sa ks
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/7%;/;‘/,2‘ jest zbiei’na._‘,
a4

Kryterjum to mozemy np. zast oqox:;ad wte‘d'y' édy
iloczyn X ///// dazy do pewnej granicy A , dla
>4 , gdy x>0 ., W rzecay samej, mechM)—?\\:
wtedy, poczawszy od pewnej wartoéei X , np. dla

x>x, , mgmy zawsze 2’{//44}1 i )//%4% ;
a wige /j//@)a/;?: jeset zbiezna.

Poréwnanie z ta carks zasadniczag da nam réwniesz
KRYTERIUMRBIEZNOSCI., J e 1i, poczawsszy
cd pewnego .miejslca,t.j. nop. '
dla X>X>0, mamy zawsze nie-
rd_wn,o'éél ///fd/>—gg, cdzie g=4 ,

a mM>9, przyczem//z/ zZzachowuije

stale ten sam 2znak, to catka

/%/x jest rozbieZna,
aq

Kryterjum to mozemy np. stosowad wtedy, gdy iloceyn

x’)//y dazy do pewnej.gmﬁicy _J?{={=0 , 8y X =>oo |
pr"zy wykZadniku S=< { . W rzeczy semej, niech 77 ozna.
cza liczbg, speXnisjgca nierdwnodei 047??4/.;7% o=~
czgwszy od pewnego miejsca memy b//:zj/)- ; prz;};_
czem j//.:zj zachowuje znsk staly,

Kryterja poprzednie zawodzg, o ile /= 7 i funk-
aja //(;y , poazawszy od pewnego miejsca, mp., dla



kazdego X >x,, nie zachowuje tego samego znaku.,

To ma misjace, jesSli pod #znakiem cakki mamy, ap.
PR 0 a i
tunkoje ZZE | t.3. jesli A= LE,

Zbadsajmy ca&fké /f/ﬁfl* e gdzie P/;zj i Q/.#
4
sg to wielomiany, prazyczem JD/J:j jest stopnia n-tsgo,

a {(x) — stopnia m-tego. Jesli wielomian §/z) po-
einda pierwiastki, tak 1% dla tych wartofei zmienne} x
{?/.:tj:-b" -, to zak¥adamy, %Ze g jest wigkeuze od
najwigksezego pierwiastka. Catka nasza jest zbieina

wtedy i tylko wtedy, gdy m > w#+2, t.j. stopied
mianownika jest przj;najmniej o dwie jednod$ci wiekezy
od stopnia licznika.

W rzéozy semej, niech o«<=7/-7. Wiedy

é&j%;/ .
jfaﬁ? 3 y x>0 , Licgba S jest
)

to stosunek epé¥czynnike przy najwysezej potedze ¢
w Pla), do takiegoz spéXczynnika w Q/:r/ ; tutaj

J=a& 3 Jedli m@c x= 2, to cekka /_é%&/
Cy

jest zbiesna, jedli ot << y—rozbleina.

Rozpatrzymy teraz cakke typu /——L-a/ac
[ R[x)

gdzie P/:z) i /.g s to wieslomiany odpowiednio
‘etopnia # 1 M . Niech «= %ﬁ -7, 1locsyn

x % [1:;';) ‘!%%}}—;xx_ﬁ_ _dézy do granicy A0,




20y X oo ; tak wige tu =X warunek I>7, daje

nam :?"’?Z_.y;-;.{ , czy]:i N < —?--—{ . Dla zbieznodaci
nasze] caXki warunkiem koniecznym i wystarczajacym
jest, by stopied wielomianu P{gly w liczniku by wig-
cej niz o jeden mmniejszy od ﬁol’owy atopnia wielomiern
Q['.:C} pod pierwiastkiem w mdanowniku.
PrzykXad. Przypusémy, 2e dana jest cakke

s X .3, i 33 x| = LI
/ = g/x , t.j. niech funkeja //[} | T

Catka ta jest zbiezna, gdyz dla kezdego x

///%’/ 1,‘.'%2/&04-’-‘5/41; tu J=2, M=1.
Zeuwazmy, e tu 2% /)i/ﬂi/ do %zadnej granicy nie
dazy, gdy X rodnie nicograniczenis /% powddu CAY T

nike cosx /. | '
Jegli podane przez nas kryterjum zawodzi, staramy

sie rozetrzygnad, czy catks jest zbiezna, c¢zy nie,

: /
badajgc bezpodrednio cakke ////g]jp/x , gdy { rognis
q.

nieograniczenie. Anaiogja z szgregami bywa tu nieraz
pomocng. Jak wiemy nesze kryterjum zawodzi wtedy,
jedli ﬂ.ﬂ:j nie posiada stakepo znaku, pdy & -=oo

8 cakka ///&;’/a/x jest rozbiesne. Tek wigc,
a

dzigki zmianom zpaku mode si¢ zdarzyd, i% catka

Z;;ﬂzzja/x jest zbiesna, a caXka //;;.oifx/dx



rozbiezna. Nasuwa eig tu anslogja z gzeregami,

ktdfre nie. ra bezwzglednie zbiesne.
. m ) ’
Niech bgdzie np. cakka /f//:;/.z‘»ma. de gdzie
a

{//53 jest funkcjg dodatnig, malejaca i dgiesy
do,zera, gdy X +oo . Krzywa jr{//xmw pod chna
jert do einuscidy i w tych ze gamych punktach co i
ginusoida przebija o8 x-6w, hy].ko'wznieﬁienia fal

ataja si¢ coraz mniejsze.
y

A

o

S NN
ANNCAREANN S

rys. 4

FoX6omy | - |
a, = SO X ofx
a=|/ 1 /

d, Jest polem, jednej fali migdzy kraywa, osig
x-6w i punktami o odcigtych n7 i (ﬁf-g/-f‘?' . Wprowadd-
my zmiang zmiennych : X = ¢ + 7.

Wteay.

| T
1/ a = /fy+zWMJé

Gdy # roénie, ﬂjmﬁﬁ maleje, tak is

,z// g+ 7 7 > f&«f-/ﬂff{:fjﬂ



T T
/f/(/ + NI Sy Y >ﬂﬂ+/ﬁ+f}gjﬂj—gj, b 4>q,

Z drugiej etrony 4, << 5’7’(%/,75}7 , jak wyrika z weo-
ru na wartodd Srednig dle carki [1/; tek wige

bim & =

=00
SzZereg
"
3 A aya N A

jegt zbiszny, jak wyniks z teorji eeeregéw o znakach
nrzamiemmycn,
Niech Z o#necza dowolng liczbe i miech # owne-
cza liczbg eatkowita, spelniajaca warunki
1T =< { = (ntgoT
Wtedp

(a3 7 - 520m,

gdzie g;, ozpmcza sumg % pievwezych wyrazdw szere-
gu /2/, a o<P<1 . Gdy / rosnie nisograni-

cgenie, 7 rwosnie te? nisograniczemie i many

N0

/V/.’»’/M.ra/x %ﬂ/;ﬁzjﬂ«x a’xa,,égﬂﬁ g = g

gdzie S =Loe 5,,, , jest to ruma mzeregu ghLieZnego

. N —em oo
/2/.

Jaxc mrwypadek ezczegdiny niech bedzis %ﬂ/ajz- .-%__J,
7 £

vz ‘7= 1t
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Tak wiec caXki
9.2" xﬁ/ :
2 : .
e x /M‘Z g S Eb I 3 .
/ 7 y ﬁeﬁé{, a lezne

Tek samo Yatwe dowiedd, 2e cakli
oy 2 . 2

/Wx a/:z:., _G/Mx o #a zbiesne. W rzeczy ssmej:
o0 £ A

/m.z%: ==J%iw Sinzt d ﬁgém Sy iy =

&0
& VeE
o = - Y sy s . 2 d/ 5%
gdzie nskutecznilismy podstawienis = e 4
. a7

CAZKI NIRWZASCIWE DRUGIZGO RODZAJU.

Przypusdémy, te funkcja )é'/agf staje gig nieskor-
czong dla Xx=a, lecz w przedziale. (a’-f-f} 67
gizis d<4i £>0 jeet dowolnie mate, funkeja
//:c/ jest ciagka. Wiedy, jak wiemy, calke
4
j!ffﬁé’ﬁ/-ﬁ istnieje i ma wartoé® okreélora,
a+s
Wartodé tej ca2ki zaledy, ocezywideie, od § . Jes.

s o i .
i ca¥ka / Ma/ax  daty do grenicy, g6y e—o .

Wg

ot
to granicg te bedziemy oznaczalii //J[;‘r/a{z . lak
% f a

i2 okrefleniem tego symbolu jest réwmodd



