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t o 8$ równania charakterystyk P ; jako parametr zmien-

ny przyjęliśmy tu J» .

Pray s tałych tf,/, £ \ C& , gdy yo s i § zmienia,

punkt (xtj,z) opisuj© krzywy f .

Bdwnania t e , będące równaniem charakterystyk, poaiaJa-

ją 3 s t a ł e niezależne / s t a ł e Ct i Cz gą związane za leż-

nością 1% mogą więc by6 uważane za jedną s t a ł ą / . "Układ

/^"daje nam nieskończony zbiór charaktery styk, gdyż r ó ż -

nym wartościom Ą ś i Ct odpowiadają różne krzywe.

Zbiór tycli krzywych oharakterystycznyeh możemy już uło-

ży<? w ten aposófc, aby tworzyły pewną powierzchnię całkowy

Jałt to zobacayiay p o n i ż e j .

WSTSGI CHARAKTSgySTYCZNB. T1DBZBNIB POffIBRZCMI CAŁKOTfYCH

PRZY POMOCY Wfffib OHARAKTBRYSTYOZHYOB. Przenieśmy s^ę

znowu do wypadku ogólnego.

Otdż zadaniem naszem "będzie odszukać powierzchnię

całkową, mając równania charakterystyk w postac i A8/

Równania owe wyrażają zmienne X,jj, z, f> i 4 w funk-

ojacłj parametru H . Otrzymany zbiór p ięoiu Liczb

punkt *$ i pewną płaszczyznę, praezeń

, o spółozynnikaoh kierunkowych />» c[t "*.

"* / Zbiór powyższego rodaaju



punkt i ptezcsyznę, prsezeń przechodząca,

nazywamy elementem powierzchniowym. Zbidr elementów po-

wierzchniowych, zależnych od jednego parametru / tuta j ^ /,

nazywać* będziemy WSTJGi CHARAKTERYSTYCZNĄ, a to ze wzglę-

du na t o , i ż , gdy tf się zmienia w sposób ciągły, otrzy-

muj ęny szereg elementów powierzchniowych, układających

się wzdłtiż krzywej f* w postaci wstęgi.

Niech wartością pooz^tkow^ parametru będzie U**O „

Wtedy wartości odpowiadające dla x*Hj*>, A f niech "b

Po rozwiązaniu układu /l8/ elementy powierzchniowe będą

byd wyrażone przez układ:

Dla wartości w»^7 przyjmę, one wartości początkowe:

f



Przez każdy punkt Jf przechodzi nieskończenie wiele

wstęg charakterystycznych, gdyż p . Jf określa tylko

^'jjjijło tymos&sem A, posostaje dowolne. Gdy JC„J

Jjo j t* pozostaję, bez zmiany, a f>0 i z nim związane

związkiem F/xOjjttz0jf>.aoj=aa0^rz-j\>\^TB.y4 różne wartości,

za każdym razem'otrzymujemy inną wstęgę charakterystyczny,

wychodząca z punktu Jf . .

Zadanie nasze polega na tom, by przy pomocy wstęg cha-

rakterystycznych utworzyć* powierzchnię oa2fkav$» prząchoda^-

aą. przez krzywa C .

Mając więc jakąś krzywą C , przsz ka&ly je j punkt bę-

dziemy mogLi poprowadzić wstęgę, charakterystyczną* Ale kt<?

rą z pomiędzy nieskończonej i lośc i przechodzących przea

każdy punkt? By to rozstrzygnąć" postąpimy jak następuje;

KaLeży uczyni6 ^jitjĄjfij fo - funkcjami jakiegoś

parametru V tek., by xó - fiMj j , ** fi'/tfj z„-fiM
były równaniem krzywej .0 . Te funkcje zmiennej v po»

winny spe-łniad następujące warunki;

Po podstawieniu w uW'ad I o trzymalibyśmy 3C.tjjjX*j

p, (t w funkcji fu, v) t co określa powierzchnię i Pa-

rametry te muszę, być tak dobrane, aby równanie l-sze "było



spełnione, a prócz tego, by funkcje P i f czyniłj za-

dość równaniu:

Kierunek :-dxteljj,eU powinien

być* prostopadły do kierunku

rys. 80,
Warunek /19/ można prze

kształcitf na dwa, i rzecay samej:

W -

A
jako

gdy

jeśl i
*
ii

/20/

zaś d

, to Trarunek 19-ty może "byd wyrażony

/to;

tu wszędzie należy, że xŁjf,łJb i a sg,

funkcjami, okreslonani układem T, zmiennych tf i n/* /.

Z równania /l8/ wynika:



Przeto:

t . j . warunek 20-ty jest spełniony. By równanie /L/ było

spełnione, wystarciia teraz tak dobrać funkcje ^•oiWa,^»/

Tan warioifak rdwnież łatwo jest sprawdzić.

Foiandżmy odpowiednie ułamki /tiosniki i mianowniki/

równania /L8/ praez:

2L 2L 2Ł 2Ł -2L.
Wówczas- otrzymamy;

„

i-'Licznik.'równy zeru byrf musi, t . j .

Albo:

$F **0 czyli F*

wi§c-bcdsie także równanie



J e ś l i dobierzemy początkowe wartości: x,tjjotz0y aot a

t a k , aby r •

to oczywiście i
Ffaj.ł.fif,)™-0 c.b.d.d.

Iresaeia przekonać się możemy, że i warunek 2l-szy

będzie spełniony, jeś l i tak".dobierzemy xO{y, }ZO , by

bidzie:

?o .odpowiednich różniczkowani ach równania 20-go i odję

ciu od 2U go, otrzjrmauy warunek:

— l
lub:

Ó I l e ty lko warto ś (5 poca&tkowa tjp/b, $"!**0 % t o i nas aa

funkcja $[«tv) =0.

a więc i-warunek, wy rażony równaniem 21-szysi, j e s t spełni o

ny. Tak więc zadanie nasze bidzie rozwiązane, o i l e wyzna-

czymy X0łJOJJi'0j f>o,<f0 jako funkcje parametru OT tak, by



- 253 ::

spełnione warunki następujące:

parametry os nom i krzywej C ;

a 2

3°

są. równaniami

2&M

I n t e r p r e t a c i g e o m e t r y c z n a .

Płaszczyznę styczny w punkcie Ji wybieramy vr ten sposdb,

by przechodziła przez styojano-
w punkoio Ji do krzywej C

i zbyła jednocześnie styczne.
dv stożka SM t odpowiadające-
go punkt owi Ji .

Wyobraźmy sobie, i t mied

będzieusr jakiś element wspól-
ny dla dwuch powierzchni całkowych.

Wtedy,-według twierdzenia
Oauchy 'ego, 'powierzchnie ta-
kie muszę, być* styczne wzdłuż
całej charakt erys tyki.

Żresztf,, po uprzedniem
udowodnieniu, iż element
określa ściśle jedne, oharak-



t e r y s t y k ę , twierdzenie to j e s t już zupełnie zrozumiał*?

/dwie charakterystyki o wspólnym elemencie musza 'hyć iden-

ty c z nie/.

METODA LAGRANGB .̂

Przypuśćmy, że mamy. nieananę- funkcją, dwuch zmienny dh

niezależnych z =//^J . Przedstawia ona w i n t e r p r e t a c j i

gieometrycznej jakaś powierzchnię. Wyobraźmy sobie, że zna-

my arńazek pomiędzy funkcją, zmiennemi niezależnemi i pochód-

nemi czastkowemi t e j funkcji;

a lbo t e ż , gdy oznaczymy 2^. przez p , zaś £Ł przea a

Je»t- to- właśnie równanie różniczkowe cząstkowe I-go r z ę -

du. Funkcja z~ffxtjjjt czyniąca zadość temu równaniu może

zawierać1 w sobie jakaś dowolna funkcję (S zmiennych n i e -

zaLeżnych X ,j/ ; nazywa s ię ona wówczas c a ł k a

o g ó I n ą danego równania.

Obok całek ogólnych sptykamy jeszoze t.zw. c a ł ł i

a u p e ł n e , zawierające skończona Liczbę stałych dowol-

nych, mianowicie tyLe, i l e j e s t zmiennych niezależnych w rdw-

naniu*
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Lagrange udowodnił, że jeże Li istnieje całka ogólna

równania / l/, to musi również istnieć* całka zupełna tego

równania i możemy tę całkę znaleźć; odwrotnie, mając całkę

zupełna, można otrzymać całkę ogólne..

Niech /2/ V/*.Jfr *#«, */*4 gdzie a i / sa to stałe
dowolne, będaie całka zupełną równania /l/.Zróżniczkujmy
tę całkę względem x > uważając _y za wielkość* stała,
a następnie względem j / , uważając x za wielkość atata;

Wartości lt f> i ci wyznaczone z równać /2/, /3/ 1

I Z* I powinny oaynid zadośd równaniu / l/ .

Przypuśdmy teraz, że a i ś są funkcjami zmienny on

Jt i u . W takim razie, różniczkując równanie /2/, mamy:

4+£+%•&•-4.

Pomimo, iż 4* i / nie aa atałemi, Leos funkcjami

zmiennych X i J/^ Vfaj,*,*,*]* 0 będaie w dalszym

gu całką naszego równaiia, jeś l i te funkcje
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spełni ad bę.d<3. równania:

2*. + 2

W rzeczy samej, dla znalezienia P i 4 musimy różnicz-

kowad V(X>J/'ZJM4J » QZ7^ n o w e wartości f i y będą da-

ne praea równania M/ i /5/, Lecss na mocy /6/ i /6*/ te rów

nania /4/ i /5/ zamieniają się na równania /3/ i /3'/« t . j .

na te same, któreśmy mieli przy # i • e stałyoh. Ponieważ

równanie różniczkowe dane wynika z rugowania Q i ś z rów

nań /Z/ , / 3 / , /3'/f ©• te równania nie zmieniły kształtu,

więc yiKiJffŁjifrjlćfcjfjJ bc-dzie również całka tego samego

czyli danego równania różniczkowego,

Układ /6/ i /6 '/ bidzie epełnibny, gdy przyj mierny, że

Gdy z równań /7/ i /2/ wyrugujemy <y i ^ otrzymamy oal'

kształtu i/fatjjzJatO , nie zawierajaoą sta3ycłi dowolnych

i zwana c a ł k a o s o b l i w y . Jest ona gieome

tiycznie obwiednią rcdainy aałok ;rapełnydh, rodziny zależnej

od 2-ch parametrów.

Układowi równań /<$/ i /6 '/ można uczynić również ij

zakładając:



i 8/
21

_ n

O; //

v *., $** c&n&t.) ozyl i dduhod»u^y de. danej oa-i

ki aupełnej /2/.

wroszois wrażać równania /6/ i / 6 ' / sa układ

względem. ĄL i ( fi |- , kttfry nie będzie miał'

identycznie równydi aeru tylko vr<5wosasf gdy

f
Leoss wyznaoanik ten Jest jakotianu:;: ruakoj i tf i #

zmiennych nieaaleiaiyoh dt i y ; wskaauje on, śe

funkcjani ^ i o zaohodai jakaś zale&iośdi

Układ /6/ przyjmie wobeo tego k,«a1

In. !

i

RACHUNEK CSKOWY I CASCOWY I I , Arkusz L 7 - t y .
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Ponieważ założyliśmy, że 2i=?fc^ ^ ^ ^ * w i ?° m°-

fcemy równanie /9/ przez $Ł zaś /9*/ przez

akróaid. Otrzymamy:

teraz, z równai

parametr ot , otrzymamy oał"kę ogólna, zaLeżną od dowolnej

funkoji 1/ . Geometrycznie otrzymamy całkę.*, która jest

obwiednic. rodziny powierzotmi Vfx,jJzJaJ ś) , gdy i^

oayli rodziny, zależnej od jednego parametru.

P r z y k ł a d . ZnaLeźtJ równanie różniczkowe po-

wierzonni, posiadającej tę, własnoćd, że długośd odcinka

*/{Jf normalnej w dowolnym punkoie Ji^^^J powierzani,

zawartego pomiędzy powierzchnią a płaszczyzna spółrzędnycfc

stojj , jest równa odległości punktu Jt „ w którym nor-

malna przebija płaszczyznę xojj » °d pooa^tku układu O ,

czyli J{Jf=- OJ.

Poprowadźmy w punkcie Jł płaszoayzn§ stycana do po™

i,, "Rdwnaniem tej płaszczyzny będzie:

i. a ®§ to pochodne cz^ptkowe JŁ i £Ł
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¥
JT

rys. S3.

Prosta MJf jest to t#j

płaszczyzny prostopadła, wyra>

z i eię więc przez równanie*

JL Z-z
F f H

DLa płaszczyzny spółrzędnych

xoy jest Z **0 % więc

X, a zatem w punkcie./z~ip

ex,

Odległośd punktu od początku układu:

Z łatwością, znajdziemy również długośd odcinka JUt , llia-

nowicie JUf " s
( ^ ^ - • I* 6 0 2 z równania prostej wynika, że

i .r
Możemy zatem napisac$ już -T.

więc

równanie: U u

a po rozwinięciu
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Bównanie pomocnicze jest JM~ - JzŁ. -

"Ola znalezienia całek pierwszych, zaważmy, iż można tu

wziąód ras 4=*^-, tf— / , <***# , gdy*
CC 7

* 7 /

jest różniczką zupełny,, a w^** -f- i/-./2y* =»/? co daje
L^=* wyą- £a*u «B eoMĵ . t ożyli j £ -- ^ . Tak samo moż-

na z danego układu otrzymać dsk = mąjf. —

Całkując, mamy
Możemy wziaśd jako druga oałkę pierwsza naszego układu

albo 'JL±JLŹ£.tĄ albo x +J +z = Cz . Tak więc całka

ogólną będzie -•? +J ~^z ~ \flM\ czyliJ *=. f/—

J*'~'x* ' » gdzie v̂  jest funkcja dowolną.
Jeżel i anany krzywa ć , przez ktdra prżecliodzid ma dana
powierzchnia, to będziemy mogli wyznaczyć* tę funkcję U>

która przez równanie różniczkowe nie jest wyznaczona, ale
może byd wyznaczona przez warunki dodatkowe i tak zw n̂e po

Do tegoż rozwiązania można dojść drogą Lagrangefa» »Za-

se kula, której środek leży w płar?zc;'?tfr• <. XQU i

która przechodzi przez początek apółrzędnych, jest ppwierzoh-

nią całkową nassogo równania różniozkoweg-, gdyż normalna



Ji/f równa si$ w tym przypadku promieniowi kuli, a. odleg-

łość OJf równa się takfte promieniowi. Bównanie tej kul i :

fe-af tljy-śfi-^tT&Ć* zawiera dwie stałe dowolne <7 i 6

jest to więc oałka zupełna Lagrange'a. Według poprzedniego

możemy więc otrzymać z tego równania zupełnego równanie

ogólne. Równanie zupełne można, napis ad w postaci:

/I/ at+ji+JmtiiL+Ąif.

Kładziemy /=ijr/aj i różniczkujemy. Otrzymamy:

•/2/ £ x + 7

ekad f'l^-jf a a~
Z równań / i / i /2/ mamy wyrugowad <? ; wiec

Tak x*+jŁ+i?*2 x fZ&j » gdzie t^ funkcja dowolna.

Jest to to samo rozwiązanie, cośmy znaleźli poprzednio*

P r z y k ł a d . Niech będzie równanie p-tfa?^, gdzie

& jest funkcją zmiennych .z,_y , zaś fM^* f*$

Układ pomocniczy: ak - i ^ a - j k . m Jt=*
$f

Stad, kładąc & <*t, meany równania charakterystyk;.



f,e"

4 m Z0t

Ponieważ p f, « *# , więof, ,.

Lecz t - f v . A więo np. (il-Jf

jest całkę, naszego równania. Utworzona ona jest przez

zbiór wszystkich charakterystyk, wyoŁodząoyoih z punktu

RÓWKANU BÓŹNICZKOWB CZĄSTKOITS Il-^go RZ|DD.

Równania różniczkowe o pochodnych oaaetkowyoh drugie-

go rzędu stanowią trudna, dotychczas zresztą mało zbada-

na, dziedzinę matematyki.

Co do tych równań mogą bytf postawione dwa zagadnienia;

Gauohy*egQ i DiriohLeta; oba mogą dotyoayd jednego i tego

samego równania.

Niech będzie dane równanie:

/L/

gdzie J t i j sa zmiennemi nie żale znemi, x* ich niezna-

na funkcja, zad jam %. <!*&., r * ,


