- 247 -

to 8y réwnmniu chargkterystyk /7 ; jeako paramefr zmieq -
ny preyjelidmy tu P - '

Pray atakych 6!,6’,(; i g , gdy P #ig zmienia,
punkt (xd,,z} opisuje krzyws /[ .

- Réwnenia te, bgdgoe réwnaniem charszkterystyk, posiala-
jo 8 stake niezaleine [stale & i (, sg zwiazane zales-
nofcig /Df moge wige byd uwazane za jedna staks/. Uk¥ad
/B/daje nam nieskohczony zbibr charakt erystyi, gdy% réz2-
nym wartociom 4,6 i £ odpowiadajg réine krzywe.
~ Zbidr tych krzywych charakteryatycmych mo2emy juz uo-
2y$ w_ten sposéb, aby tworzyty pewng powhrzdmiq- catkoms:

j'ai; to zobacaymy ponizej.

WSTEGI CHARAKTERYSTYCZNE. TWORZENIE POSTERZCHND CALKOWICH
PRZY POMOCY WITEO CHARAKTERYSTYCZNYCH. Przeniedmy =%¢
znowu do wypadku ogélnego.

0tdz zadaniem naszem bgdzie odszukaé powierzchnig
catkows, méjac réwnania charakterystyk w post&ci N8l
7éwnania owe wyraZajg zmienne X,4,2,p i 7 w funk-
ojach parametru & . Otrzymany zbiér pigoiu liczb
okredlad bgdzie punkt A i pewng piaszczyzng, praezep
prsechodsgog, o spéiezynnikach kierunkowych P9 -1,

E Zbidr powyiszego rodsaju pisciv liecsb,
rys, F,



Rt e L

wyrezajacyeh punkt i plaszeszyzng, pruezen przechodzgcg,
nazywany elementem powierzchniowym. Zbiér elementéw po-
wisrzchniowych, zalefnoych od jednsgo parametru /tutaj « /,
nazywaé bgdziemy WSTPC4 CHARAKTERYSTICZNA, a to ze wzgle-
du na to, i3, gdy # <eig zmienia w spoasdb ciggly, otrzy-
mujeny ozereg elementdw powierzchniowych, ukadajgcych
sig wzdtuz krzywej [/ w postuci wstggi.
Niech wartoscia poczytkowy porametrn bedzie U=0 .
Wtedy wartosci odpowiadajace dla x, 4,2,p9 niech bLgdg:
emfi A%l A=K PP 7‘74
Po rozm gzaniu uk¥adu /18/ ¢ lementy powisrzchniowe beds
mogdy byé wyrazone przez uklad:
x= fl4,25,9,4,p, 5/
I fol4 g, 20, o)
¢ d= /{/a,x,,_y,,,z,,f.,ﬁ,j
Rl g
9= 410,220, f0 1)
Dla wartodei w=¢ przyjma one wartodei pouszytkawe:
% = //” TorYos s, [o 0 ) = %
Y= fl0 4,2 5, 0] =5,
3'// 21 90 1%, .,jj-wt
Ph% 38
f % Jos ke fo )= 4,



 Praez kaZdy punkt A przechodzi nieskoriczenie wiele
wetgg charakteryetycunych, gdys p. A okredla tylko

%o, Yo, ,;,I tymezusem p, pozostaje dowolne. Gdy =,

Yo 5,4 pozostajy bez zmiany, a Pe i z nim zwigzane
~zwigzkiem F/x,, 0120, B, %o =07,prz-_¢r‘oieraja rézne wartodei,
za kazdym razem otrzymujemy inna wstgge charaktsrystyczng,
wychodzgeg z punktu A ‘

Zadanie nasze polega na tem, by przy pomocy wst¢g cha-
rakteryatycznych utworzyé powierzchnig catkwiy, przechudzy
ca przez kraywa C

Majac wige jakas krzywyg C , przez kadly joj punkt bg-
dziemy mogli poprowadzid wstége, charakterystyczng. Ale ki &
rg z pomigdzy nieskodczonej ilogci przechodzgeych przez
kazdy pukt? By to rozstrzygnadé postgpimy jak nastgpuje:
© " Nalezy uczynié &, it fofo - funkecjeami jakiegoé
parametrq r tek, by =, = ﬁ/V/J o = ﬁ /W} zﬁﬁ/f)
byty réwmaniem krzywej € . To funkcje zmiennej v po-
winny speYniad nastgpujgce warunki:

Fl®, 40, 20, po, 9)=9

948., 8. xe - Q‘)”’o
e P oe TP 5

Po podstawieniu w ulk¥ad T otrzymalidbyimy =,y =,
ps 9. funkeji /_u', ] , co okredla powierzchnigs Pa-

ranetry te muszg byé tak dobrane, aby réwnanie l-828 byto



e ¥

gpe¥nione, u préez tego, by funkeje P i4 czynidy za-

dog¢ réwneniu:

9] di=pdz+ 9%

Kie runek -.t/.t, a_/y,a(& powinien
byé prostopadly do kierunku -

Py =P
- Warunek /19/ mo%na prze -

ksztakXcié na dwa. W rzecuy samej:
= 22 gy + 2 o
. v
= 2% du + 2z 4,
94 v
ay Qr{ o +Q_

r
4 jedli dv=10 , to waruneck 19-ty moze byé wyratony
jako: _
20 U _p 2z 2y .
/20/ Qu Ou * 79:1 &
gdy zad du =0 , to:

/2 / v /bﬂv' +?91r
[Pamigtad tu wezgdzie naledy, Ze X, 2 i 7 CT)

funkcjami, okreélonemi uk¥sdem ¥, zmiennych « i v/,

Z rémania [18/ wynika:



x _ 9F . 9 2L
Gjr Qp 37 9;F /9%ﬂ .7%;_

Przeto:
?,5 9.:!!- 9,5( '
—_— = — o =
u /D du 794(
t.j. warunek 20-ty jest speXniony. By réwnanie /1/ byko
ape¥nione, wystarcza teraz tak dobraé¢ funkcje Ko, Yo, 2o,
Pes Jo s &by - |
= 0.
F/z": l’l'z'off'afd}
Ten warunek réwniez Xatwo jest sprawdzid.
Pommézmy odpowiednie uXamki /liczniki i mianowniki/
réwnania /18/ pruesz:

9 oF er, 9F. _ 9F .
2z %y 9/:- 97
Wowezus otrzymemy:

a/_. _.Ca:_;. T‘&_“_E‘Fo//a’,_g_faé,
. QU =

Stad i.licznik réwny zeru byé musi, G

OF e + 5 4, 4 OF
9-.;—4/ +?g _y 9 2L oy + a//b-f-;fa//?ﬁa._
Albo:

9F =0 czjli F = eonsl.

Brusznym wige bgdzic takse réwnanie:

Flag,pug) = Elange oo 1)



Jeéd 11 dobierzemy poczgtkowe wartodei: Xo, Yo, %0, Po, %,
tek, aby : |
e, by 205 fos o) =05
to oczywideie i

Fle, 2, b 9)= 0 c.b.d.d.

Wrogzciy przokonad sig moZemy, %e 1 warunek Zl-szy

bedme spelnlony, Jeéll tak dob:erzemy o, Yo ,4, + VY

22,
v =/b° +79#

Miech bgdzie:
4 D"—
b /u,v)= 97%
Po odpowiednich rdznmrz.kowamach rémeania 20~go i odjs-

ciu od 21 go, otrzmany warunck:

99’-5 ar
a -§;¢

Plyv = B(0). 's’:/?‘%f"é

0 ile tylko warto$é poczutkowa 525‘./27, #)=0, to i nasza

funkcja é/ﬁl)j:ﬂ |
Blov)e e o 3 - =0

a wige i warunck, wyraZony révmaniem 2l-szym, jest speinio-

Lub:

ny. Tak wige zadenie nasze bgdzie rozwigzane. o ile wyzna-

CIYUY X, , Y, %, P,% jako funkcje parametru V  tak, by
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byty spelnione wurunki nastgpujace:

| 12 Xx=9(v); y=qypy; 2215 sa réwnaniemi
parametryczneni kraywej € ;
2 Flut), .00, 4p), pb, wlo=0;
32 - 2ni g py Qg-ﬂ+ 91" 2l

Interpretacija geometrycz'né.

PYeazczyzng stycznz w punkeie A wybieramy w ten sposéb,
by przechodzite przez styczng
w punkcie S do krzywej C

i byta jednoczegnie styczng
dv stozka '4’5,, odpowiadajgce-
Zo punktowi A .

Vyobrazmy sobie, iz mied

ys. 81 begdzieny jakid clement wspdl-

ny dla dwuch powierzchni cadkowych. '

Wtedy, wedlug twierdzenia
Cauchy’ego, powierzchnie ta-
kie muszg byé styczne wzdlui
catej charakterystyki.

Zresztag, po uprzedniem
udowodnienin, i% element
okresla gcidle jedng cherak-
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terystykg, twierdzenie to jest jui zupetnie zrozumiake
[awie charakterystyki o wspdlnym elemencie muszg byd iden-
tyczne/.

METODA LAGRANGE's.

Przypusémy, 2e mamy niezneng funkcjg dwuch zuiennych
niezaleZnych % =//‘”J/ . Przedstawia ona w interpretacji
gieometrycznej jakgé powierzchnig. Wyobraimy sobie, Ze Zna~
my zvigzek pomigdzy funkcja, zmiennemi niezalefnemi i pochod-

nemi czystkowemi tej funkeji:

Flegn 22,3 )=0
albo te, gdy oznaczymy L przez p zas g&. Przez 7
/\/ F/a:, 2 pg)=0. |
Jest to wasnie réwnanie rézniczkowe czgstkowe I-go rzg-
du. Funkcja z=/j/x,_9'}. czynigea zadosé temu réwnaniu moie
sawierad w sobie jakys dowolng funkcjé ?' zmiennych nie~
zaleZnych x » 4 5 nazywa sig ona wéwczas catka
ogdédlnag danego réwnania.
Obok caXek ogblnych spotykamy jeszcze t.zw. cadki
upeXne , zawierajace skoficzong liczbg stalych dowol-
nych, mianowicie tyle, ile jest zmiemnych niezsle#nych w réw-

naniu.
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Lagrange udowodnik, ze jeZzeli istnieje catka ogélna
Témenia /1/, to musi réwniez istnieé catka zupekna tego
réwnania i moZemy tg¢ catke znaleié; odwrotnie, majgc cakke
zupedng, moina otrzymsd catkg ogélng.

" Niech /2/ V/“a_‘jﬁu 4,€)=0, gizie # 1 & 83 to stake
dowolne, bgdzie ca¥ks zupetng réwnania /1/. Zrdiniozkujmy
tg oakke waglgden 2 , uwazajge 4 za wielkosd stads,
a nustépnie wzgledem y , uwazajge X za wielkoSd staly:

15 2Ly Llp s,

/3"/ %K-F%V-? =0.

Wartodei 2, p i g WYyZNnaczone rdwnyi J2/. 18] L
/8?/ powimny ozynié zado$é réwnanin /1/. ‘
Praypudémy teraz, 26 a i £ ea funkojemi zmiennycﬁ
2 i y . W tekim razie, rétniocskujgc rémanie /2/, mamy:

A H.*azf’*zz v 23 -0,

2a x

9V v 2V ?g__,_?l/ 26 _ =0
/6/ 5 7+% PRET Il
-fomino. id 4 i £ nie sg statemi, lecz funkcjami.
zmiennych X i Y, V/-x, ,&,ﬁ,f/=0 bgdzie w dalszym cig-~
gu catkg naszego réwnaniam, jesli te funkcje ajxy i
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f/‘xiy} speiniaé bedg réwnunia:

// 2 Pz | 94 2x

) V. Da V.9 _p.
6/ %a 9y +9€ 9y

W rzeczy samej, dla znalezienia P i 7 mueiny réinicz-

kowaé V{I, ,2.,/;,7} , czyli nowe wartodei pi 9 ‘bgda da-
ne przez réwnania /4/ i /6/, lecs na mocy /6/ i [6°/ te rém-
nania /4/ i /5/ zemienisja si¢ na réwnenia /3/ i /3’/, t.i.
na te same, ktdéredmy mieli przy a i 4 staXych. Poniewa2
réwnanie résniczkowe dane wynika z rugowania 4 i 4 7z réw-
natt f2/ , /3/, /3’/, = to réwnmie nie zmien ity kesztaktu,
wigo V[x,_y, z,a[%y) é’/x,_g.}] bgdzie réwniez catky tego samego
czyli danego réwnania réiniczkowego,

UkXad /6/ i /6°’/ bedzie speiniony, gdy prayjmiemy, Ze

. /1 M=o, H-o.

Gdy z réwnesr /7/ i [/2/ wyrugujemy @ i &, otraymamy ceXkg
ksz taktu {/.:,_,,;}:0 » nic zawierajgep stalych dowolnych
i zwang catkag o sobliwg. Jeat ona gieome-
trycznie obwiednig redziny catok supedny ch, i'odziny ze.lednej
od 2-ch parametréw. '

UkY¥adowi rémad /6/ i /5?/ nodna uezynié réwnisz zadogé,
zaktadajge:



!"JI ‘?}x ‘9_9(
413
%=§J 2 i
x 2y

Dlet a= m_rf.) b= s&*mf., cay! i ddchodsugy do Quas) ses

ki zupeinej /2/.
Mozemy wroszcie wisdal rémnenia [6/ i /6°/ ze ukiad

wzgl@dem' ,’5)1 i ‘%{ ,  ktdry nie bedzie miad rozwigzud

identycznie réwnych zeru tylko wéwczas, gdy

Da 94
" 2x ‘Bxﬁ
= loa W|T“
Yo%y

Lecz wyznacsnik ten joet jakobtisuc: Tunkeji 4 i 4
zmiennych niezalefnych & i y ; wskazuje on, Ze pomigdz:
funkcjami 4 4 £ zachodszi juked zaleZnogd: gsf/d/

UkYtad /6/ prayjmis wobeu tego kez ztadt:

/sl 2. 20 4 Uyl =g,

9/ da _
(1 e Yyl
gisio ylf=2L.
T 9a

L ACITONER P@?NIC”KO‘?Y I CAZKOWY I1I.  Aviusz L7-ty
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Poniewaz zedozylismy, Ze .&. + 0, gi_.#(j , Wiec mo-
6 /3/ 2% e 137/ u
2emy réwnanie /3/ przez 24 Zas przez
y I ox %
skrécid, Otrzymemy:

/10/ -Q%yz -+ :_)%L/. (f%{/ =/.

Rugujge teraz z réwnaf

N 4 W Sa=0
L e

V[x, o y'fdia?ﬂ

pii'ametr a4 , otrzymemy caa:ké ogdlna.. zalozg@ od dowolnej
funkcji ?/ . Geometrycznis otraymamy oatke,- ktéra jest
obwiednig rodziny powierzchni V/x,_y,z‘ Q, f/ » gdy f.-—.f/d/,
ozyli rodziny, zaletnej od jednego parametru.

Przyk¥ed. Znaleié réwnanie rdzniczkowe po-

wierzchni, posiadajgcej t¢ wiasno$é, Ze d¥ugosé odcinka
AN normalnej w dowolnym punkcie ///:c, ,,z_) powierszchni,
zawartego pomigdzy powierzchnia a pleszczyzna spéirzgdnych
oy , jest réwna odlegkodci punktu A , w ktérym nor-
‘malna przebija plassczyzng X0y, od poczatku uktadu @ ;
cayli f{./f/# .

Poprowadémy w punkcie A/ plaszezyzng stycmzna 4o po-
wiergchni. Réwnaniem tej plaszczyzny bgdzie:

L% =/b/./r—.r/ + /c;f/y-:y/,

girnie p 1 9 sa to pochodne czastkowe b T

phe” ‘9_9-:
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p Proste A jest to teg
ptaszozyzny .prostopadta, wyra.

zi £1¢ wige przez réwnanije-

7 ‘X-x=Y-_V=Z_—z‘
; | P ' =1

/ X Dla praszczyzny spé¥rzgdmych

r xey jBBt Z ’Ob , Wwiec
Vs P ,%z____.z a zatem w punkcie

Feimass

Us.83.
e Y*j-f-f.&.

Od LlegXoéé punktu A od poczgtku uk&adu:
O = VRS & =}//x+/bz}‘ +(4+9%*

Z Yatwodcis znajdziemy rdéwniei dXugodé odcinka AN, Wia-

nowicie AN néﬁdf& . Lecz z réwnenia prostej wynika, Ze

o5 = L. ;06 MP=2z | wise

VTepr

. /1{/= z-l’j""/b‘a""fzc

Mozemy zatem napiead juz ~-mkene réwnamie: ), @

Shepte g =ferby e (sepfs

a po rozwinigeiu - 2 v | '
| Rparr 2gqpu —drateyt=0. 0

Tu /?;I: ,e.zz. ) @:z'j)&, ,-?= 'z"-__c'a_jf ; J - AL
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Réwnanie pomocnicze jest E_i%_- =~_y_£ f‘ﬁ.;‘__y_
Nla znalezienia ca¥ek pierwszych, zawrasmy, iZ moZna tu
wzigsdé raz —-—i v=—j—, w=0 oy} %’-’E f_-;j‘lg-a/;/
jest rézniczka zupe&fna, 6 UdxL + v*-«?jz =0 co daje

7:- @ag _7’= cowsl, , ozyli % .—.-__L'i' . Tek samo mo2-
na z danego ukiadu otrzymaé 2/_“5. - ;}’.‘L = 222

2 — =y
,exa/x -{-2_{(@9—!—2:@/& = o/ (x4 9+ 29 .

TR +z_”+,z ~xtey® Rt ytrd

Catkujac, mamy _47.... 1 = _‘?’_‘/"" g i 5’/”‘*:7"’”7:
- Mosemy wzigsé jako drugs oakkg pierwszg naszego ukadu

albo _-%ﬁ‘zé albo Ez*j'“"-ﬁz = ¢, . Tak wige oakkg

2
ogbélng bedzie 32'%?' +4°_ /__x-‘l) czyli

=z /ﬁ—;yaf.r‘ -, gdzie P/_jest .funkcjz.la :iowolﬁa,;
Jezoeli snemy krzywg ([ , przez ktéra pruechodzid ma ‘dana
powierzchnia, to bedziemy mdgli wyznaczyé te _funkcjé ?/
ktéra przez réwnanie résniczkowe nie jest wjrznaczona ale
mo%e byd wyznaczona przez warunk1 dodatkowe i tak zwome po-
cmtkowe.

Do tego% rozwiazania moZna dojéé drogs Lagrange's..Za-

urasmy, e kule, ktérej érodek lezy w praszcivdric xoy i
ktdra przechodzi przez poczatek spéirzednych, jest powierzch-

nig catkowa naszogo rdwnania réiniczkowesc~, gdyZ mormelna



/'I//f réwna sig w tym przypadku promieniowi kuli, a odleg-
¥os6 04" réwna sig tskie promieniowi. Réwnanie tej kuli:
{x—a}Z -f—/:y-zf}zﬂ‘ a4 é? nawiera dwie stale dowolne @ i & ,
jest to wige catka zupekna Lagrange’a. Wed¥ug poprzedniegc
mozemy wigc otrzymaé z tego réwnania zupelnego réwnamie
ogélne. Réwnanie zuveine moZna napisad w poetaci:
/1/ .:zz+__y""+z‘- Rax+24.
K¥ad zieny f_‘}lr/a/ i rézniczkujemy. Otrzymsmy:
| /2] Rax+2yyla=0,
skad }V'/ﬂ/r_‘ e a=71[% .

7 réwnat /1/ i /2/ mamy wyrugowaé a ; wige
$2+ja+z /exf/ijf i:z-g/——/- =

- syt - - ety

k]:qc.lac‘ f/u/ = R}l - —%—

Tak X +‘_y + 2= xf/i/ gizie ?/ funkcja dowolns.
Jest to to samo mzme.zanie, coémy znalefli poprzednm.

PrzykXYad. Niech bgdzie réwnanie P: =%, gdzw

& jest funkcjg zmiennych x, y , zad P---.__. ?/
UkYad pomocniczy: i_ i’_ _ﬂ__/-&_‘_afgﬂ
Stad, k¥adac " =T, mamy rdwnanla charaktaryatyk



Poniewaz p» 4, = X, , ﬁiﬂﬂ u-jﬂ{x- J =}’afo‘"z
(99 fx-x)=2, [t}

Lecz L= }f%' . A wige np. {.y_y,}(x x. —2- /r-jy
jest calks naszego réwnemnia. Utworzona ona jest przes
zbiér wezystkich charakterystyk, wyochodzgoych 2 imnktn

o spbXrz¢dnych {.x.,_y., 2l s

ROWNANIA ROZNICZKOWE CZASTXOWE II-go RZBDU.

Réwnania rétnioskows © pochodnych cszgetkowych drugie-
go rzgdu stanowig trudng, dotychezas sreszty maXo zbada-
ng, dziedzing matematyki.

. Co do tych réwnaf moge byé postawione dwa zagadmama:
Cauchy’ego i Dirichleta; oba mogs dotyczyd jednego i tego
samego réwnania. _

Niech bedsie d#ne-rdwnania* : :

IV Flayzp gr, st)=0
gdzie x i ¢ s3 zmiennemi mezaleznem. & ich niezna-

ng funkejg, zad FaQ’- 5 7=_§_ r==99; s-% t-—-%‘-‘&_,



