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t e całkę, dojdziemy do równań cykloidy.

Niech k~~i . t takim r a z i e

Otrzymujemy wij o równanie koła, którego środek Leży na

osi JD :

Czyniąc k-2 , otrzymalibyśmy równanie p a r a b o i i .

•* RÓWNANIA LINJOWE.

Hównanie różniczkowe dowolnego rzędu nazywa s i ę l injo-

wym> j e ż e l i funkcja jj i j e j pochodne występują tyLko w

pierwszej potędze. Postacią ogólną równania linjowego

fl —go rzędu j e s t ;

J e ż e l i prawa strona tego równania jest tożsamoźoiowo

równa zeru: X(sc)^O , wówczas równanie naz3rwamy

n i-e p e ł n y m , albo z r e d u k o w a n y m ;

w priaeciwnyni r a z i e mamy równanie p e ł n e .

Badanie równań linjowjch rozpoczniemy od p-jznąnta

w ł a s n o ś c i r ó w n a n i a z r e d u k o w a

n e g o .

5 5 Ó Ź Ó i ~ I CAŁKOWY.II. Arkusz 12-ty.
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. 1/ Jeże l i jakaś funkcja yt(x] jes t całkę, równania

zredukowanego, to funkcja • tjjt {&} / t -wielkość

jos t też całkę, tego równania.

G*dy bowiem-podstawimy- &jj£M do równania \ bfdsiemy

mogli c- ze wszystkich wyraaów wynieść" przed nawias.

Czynnik pozostały w nawiasie będzie równy zeru na mocy

założenia.

2/ Jeże l i funkcje jfjss) oraz JJ2(
X) • »$ całkami równa

n i e zredukowanego, to i funkcja ^J/tM *%J&'fc} •* 6^ 2^ e

ct i &z są. to dowolne wielkości s t a ł e , jest też całką

tego równania.

Oznaczmy imą, stronę równenia zredukowanego

J e ż e l i podstawimy do równania na miejsce j / funkcję

Cijfifjtf+Cgjfafa) , to będziemy mogli lew .̂ stronę równania

przedstawić w postaci c^PjyA + C
2F~J{%) •

oraz FYJ4J **0 Z sałoźenia, wi§o i

A zatym &&/&/+źyjiz) jest i s totnie całką danego równa-

nia .

Możemy powiedzieć" ogólnie, źe jeżel i

są. całkami równania zredukowanego, to kombinacja linjowa:
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jest również całką, równania.

3/ Zbadajmy, jakie powinny byd spełnione warunki,

aby korab inacj a

gdzie Jjtfejj Jfjfajj "JlJx) s a t o cfciki szczególne rów

nania isredukowanego, zaś ct,t2J
 c« stałe dowolne,

była całkę, ogólna danego równania zredukowanego.

Niech dla X-C€o będzie j ~j0 } j'~Jj'o , ^ "

wymaoz.yd n stałyoh: c
£ , c,, ^ naLeży roa

,i układ -n równań z ^ niewiadomymi:

; - ^ > W + ^ y H Ił

To zaś j e s t możliwe, jak wiadomo, tylko wtedy, gdy

następuję.cy wyznacznik, zwany w y z n a c z n i k .

k i e m W r o ń s k i e g o lub w r o rJ- -

s k i a n e m , j e s t różny od zera:
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A H Jf*/*Jj

yrn tmw - • •*- • -

Układ .w całek szczególnych: Jjx ,%,•*""""%

ktćryoh &^O , nazywa się u k ł a d e m z a s a d -

n i c z y m . TT przypadku przeciwnym, gdy Zi =<? .pomię-

dzy niektórymi z funkcji Ji}Ja) "Jn
 m u s i zachodzić

zależność* linjowa i rozwiązania powyższego układu, a zatym

i znalezienie całki ogólnej, jes t rzecze. niemożLiwę,.

Wskażemy w tym miejscu pewne, ciekawy własność* wrońskia-

nu.

Wyznacznik ten jest funkcja zmiennej X ; oznaczymy

go przez W(xJ iub wprost przez W . Łatwo udowodnić,

że j e ż e l i mamy jakikolwiek wyznacznik /niekoniecznie

Wrorfskiego/, którego wyrazy aa funkcjami jakiejś zmiennej,

np

**>

£ i

i
3

to można jego pochodną względem te j zmiennej wyrazić w

sposób następujący:
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Dla udowodnienia tego wystarczy rozwinę,d A na sumę

iloczynów i zróżniczkować. Twierdzenie to dotyczy oczywiś-

cie wyznaczników o dowolnej liczbie wierszy i kohunn.

Zróżniczkujemy według powyższego wzoru wyznacznik Wron-

skiego.

dw
tf» jtfi

j/n

Jl:
y1

to-t) fn-il <«•*)

-X
-X

Wszystkie wyznaczniki składowe, prócz ostatniego, maję. po

dwa wiernze jednakowe; takie wyznaczniki zaś, jak wiadomo,
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równe zeru. A zatym pochodną wrońskiana będzie:

JW
* > 3z * jfs

Jł 3

fni) l«-Z) <*-*)

M M In)

J

Powstaje ona z wyznacznika przez zaptapienie w ostat-

nim wierszu pochodnej (n-ij-go rz^du praez pochodny t?—go

rzędu. ;

Przenieśray w danym rdwnaniu redukowanym wszystkie wyrazy

oprócz pierwszego na prawą. Stronę:

Podstawiając zamiast j / v/artości szczegó".;' /*,

jfn , otrzymamy p zer eg równości:

L*J*

In) '**- X,

Pomnóżmy wyrazy ostatniego wiersza wrońskiana praez
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epółozynnik - J L :

/^ J/i,

Naptgpnie pomnóżmy wyrazy pierwszego wiersza tego wy-

anaoanika przez ~Xn , drugiego wiersza przez ^ - ^ „ ^ ,

trzeciego przez -JC„.a i t . d , , przedostatniego przez

~Xa i dodajmy to odpowiednich wyrazów ostatniego wiersza,

wskutek czego wartość wyznacznika si§ nie zmieni. Uwzględ-

niając wyiej napisane równości, otrzymamy:

Jn 3*> Ja""' -"%

M

^nijcc ten wyznacznik s wyznaaznikiea,

cym poohodnę. wroiiskiana, widziny, że,

Całkując to po uprzedniem oddzieLeniu zmiennych, znaj-

dziemy;

JŚJSL. ~- «>



skąd

Dla wyznaczenia stałej £ uczyiky

A zatym

Przypuśćmy, że dLa wartości •*=•*„ układ jest zasad-

niczy, t.zii. l̂ /̂ ,j ^0 , F takim razie układ ten będzie

zasadniczym przy dowolnej wartoioi zmiennej x , gdyż

funkcja wykładnicza g*.A^«k j e g t ^^og^lc różna pd

zera. Tylko w pewnych punktach osobliwych IXi(
Jt) ^x - °°

eXa *' X**O'} tyfa) ^0 . Punkty te można jednak z pod
naszego rozwalania wykluczyd.

Z równania

łatwo wywnioskować, że dwa wyznaczniki Wrońskiego dauego

równania /utworzone z różnych całek tego równania/ mgą.

różnic; się tyLko stała C .

Udowodnimy teraz, że jeżeli mamy W+i całek równania

różniczkowego n~go rzędu, to pomiędzy temi całkami musi

jiachodzid zawsze związek linjowy.
t -• - • /.••.

Niech b§da dane całki szczególne: Jji)y&)
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Utwórzmy wyznaoznik, mający f)+± -wiarusy i tyleż ko

lumn;

3>
J*>

X*

J •f.

O.

Wyznacznik ten jeet równy zeru, gdyż posiada dwa wier

sze jednakowe. Bosurińmy go według elementów pierwszego i

eza: pierwszy podwyznacznik /minor/ jes t wyznacznikieir;

Wrońskiego; tak samo podwy znaczniki następne. Wy

utworzony l)§dzie więc równy;

all?o

'••• [e$-ctji •hc*j/*- • ~±L»j

Ponieważ pierwszy czynnik tego iLoczynu jest róż^iy od

zera, wi$o

cy - ctjA + cn%"" -JSĄ^WĄ

co dowodzi słuszności twierdzenia.

Dane sa całki gzozegtfLne Jjt, JJZ, 'J^ • Chofctay
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ułożyć równanie różniczkowe redukowane, -posiadające te

właśnie rozwiązania. W tym celu tworzymy wyznacznik

J U* 'J* J

i rozwijamy go według elementów pierwszej kolumny* Otrz

mamy zadsne równanie:

• " * .

J"-t}•ą +y'-P„+fP "O.

Udowodniliśmy poprzednio, że jeżel i wrońskian

to funkcje }ji,HZi' 'Jn 8 * liajowo :n-iezfaleane. Łatwo

udowodnid twierdzenie odwrotne: jeżel i Wm0 , to pomię-

dzy funkcjami temi zachodzi 2Wię.zek |injowy.

Tak wi$c nierownośó W^O jast n&rusikióra koniecznym

i dostatecznym, aby układ całek j / x ,yz , * -jjn

był zasadniczym.

Zapoznamy się teraz a ns.etspnę, z kolei własnością

równania różniczkowego redukowanego:

4/ Znając jedn^. całkę szczególny.równania linjowego

zredukowanego, możemy rząd: równania obniżyd r-

Niech j / x bidzie" znana dałkg. szczególny, rówisnia are~

bukowanego F/yJ^O , czyli nieoh " T/j^-^O „ C&łk;§ ogć'U

danego równania przedstawimy w postaci J/-5* &'•£ »



- 187 -

gdzie & je et nową, niewiadomy. Ko Lejne pochodne j ^ ~ ka

ga równe:

3"

Po podstawieniu tych pochodnych do równania zreduko-

wanego otrzymany:

- * •

gdzie

Dz;eLac otrzymane równanie przez y£ i

~uj x,"~u' i t . d . znajdzioa^: j W ^ ' ^ ; > ' ^ ^T'''

J e s t t o równanie linjowe zredukowane rz^du (w—i) -go.

J e ż e l i do tego vóVnania podstawimy jf**V *

W*« e. , dostaniencr równanie rz§du (?t~&) -go,

lecz już nie linjowe.

Gdybyśmy wprost do równania Fly)**O podstawi Li
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v czyli J/**Ś Jl'v+v*M- m v . czyli J/**Ś } Jl'**v+v* i t . d . , to w otrzyma-

nym równaniu rzędu (ti-i) -go występowałyby już potęgi, wyż-

sze; nie byłoby więc to równanie Linjowe.

Każde więc równanie Linjowe możemy sprowadzić do rzędu

o jedność niższego, przyczem jeżel i znamy oałkę szczegól-

ny, to otrzymane równanie jest także Linjowe, w przeciwnym

zaś razie nie. ' •••, *

~ 1T n i .p g e k . Znaję.c dwie całki równania linjowego,

można raąd jego ©bniżyd ó 2 i t . d .

F r z j k ł a d , Dane jest równanie różniczkowe:

którego znaną całka szczególne, j e s t Jjt(x) ? Podstawi-

Otrzymamy:

Grupujemy wyrazy w sposób następujący

&o
Wyrażenie w o^tatni::i nafdafiie i.ert

epeifnia równanie dane; a zatym

Oznaczmy teraz z'-u, x."^u':
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OddzieLamy następnie zmienne i dzielimy przez j ^ ;

Całkując t o , znajdziemy:

» «• //.-Ol

A więo.

skąd

Całka ogóLnę. danego równania bidzie zatym

PiOZważając własności równania redukowanego,

że jeżel i mamy >t.całek takiego równania, tworzących układ

zasadniczy, to możemy utworzy6 całkę ogólna równania r e -

dukowanego.

Udowodnimy przy pomocy indukcji, że układ taki i s t n i e -

je-
Hiech będzie dane równanie różniczkowe Linjowe reduko-



wane rs^du A :

dla którego uź jest jedne, z całek szczegóLnych. Podstaw-

iaj jj=jt'Z oraz /«w, . Otrzymany równanie rzędu Jr-i ;

'*'" + Ę uA* + • + ? > - *u

Prsypuśómy, że całki szczególne ivx, t/1; «̂  tegp

równania' tt/orzę. układ zasadniczy, t .zn., że .wrońskian dLa

tyoh całek jest różny od zera:

Z powyższych całek ezczegóLnych mamy:

A aa tym dla rozpatrywanego rdrmani a rz^du k b§d$ na

stępujące całki szczególne;

Utwórzmy z tych k całek wyznacznik Wrońskiego:

Wrońskian W(ug/ u£J ww_J jest z założenia różny o^

zera; ró\mież czynnik xk~* nie jest tożpamościowo zerem.

A zatjm rozpatrywany wyznacznik nie równa aię tożsamościowo

zeru, czyli układ k całek s z czego Lny ch danego równania k

rzędu jest zasadniczy.



J » ż e i l r i ę o pcwyżsse twierdzenie j e s t słuszne d l a rów

''r2tcdu,drogiego,., to J e s t słuszne i d la równań rzędu

t r z e c i e g o , a stad i dLa równań s t o p n i a czwartego i $•&•

-v"RÓWNANIA LINJOWI BJ1IXJKOT/ANS O SPÓŁCZBNIKAGH

- STAŁYOH. : r

gdzie ^ , ^ • <«:„ s§. to l iczby s t a ł e . Uczynimy za-

dośd temu równaniu, podstawiając y=*e. i dobiera jąc odpo-

więdnij wartość d la k • Wówczas

dane równanie przyjmie postad:

4 v

Czynnik' e "' j e s t naogół różny od z e r a ; musi więc być

Równanie f[k)~O nazywa ? i§ r ó w n a n i e m

c h a r a k t e r y s t y o z n y m danego równania

linjowegp. Jes t . to zwj^kłc równanie a lgebraiczne -w—go

stopnia. Napisać-je można wprost, zastępując w danym rów

naniu u przez k , zaś rząd pochodnej przez równy je j

wykładnik potęgi .


