Jezeli wige powyieze twierdzenie jest akuszne dla réw-
nai rzgdu irigiego, to jeat stuszne i dla réwnar rzgdu

trzeciego, a #tad i dla réwnad stopnia czwartego i t.d.

v ROWNANIA LINJOWE REDUKOWANE O SPORCZYNNIKACH
STAZYCH. |

.- Dane jest rdwmanic linjowe:

/7- ' /- 3
_y/") o d;_y ?Ix/+ %j””'f‘""""""""f' a"-‘j +a’:j=ﬂ,

g s, PR to liczby state. Uczynimy ze-

¥

gizie &

z)

doéé temu réwnaniu, pedstawizjac jﬂe*’ i dobierajgc odpo-

wiednig wartodé dla k. Wéwezas

D L Ty e 9 2"
dene rcwnenie pray jmie postad:
e (K a b+ P/ S SRR +a, k+ a)=2.
Czynnik L jest peogét réiny od zera; muei wigce byd
//14’/5 A'”.;. a, /r”q.;. ...................... +a”_=k+¢g=[7,

Rémeie //4/=0 nazywe sig réwnanienm
~hareskterystycznym danego réwnania
linjowego. Jest. to zwykic réwnanie algebraiczne # —go
etopnie. Naiaisaé".ja moZna wprest, zastgpujgo w denym réw-
paniu y przez A , zas rzgd pochodnej przez réwmy jej

wyktadnik potggi.
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Z véwnanis charekterystycznego znajdziemy dla k n war-

todai: Kk, } fy oneeees .i(n, ktérym odpowieda 7 ceXek szczegll-
nych réwnenisa danego. .
ek béimy, %+ wesyetkie wartodci /f-‘, .’(“ ---------- k,, a5 rézne
a3 wisbie i zbadajmy, czy otrzymene oadki szczegilne .
! k“‘r ; ..L&x cccccccc *”x
Y= E E’jg_e:j T i..._%:e
tworzg uktad za'sadniczy. W tym celu utwerzymy wroriskian:
Vg feenriunenisid
ke oo k
W= | & & oV [T oW LT IR Pl
"';:,"",;:f““““"',:_; ﬂ) us:) O‘ikiw; L‘;b‘jl d‘n“;'h"\h‘ é‘“]b
A' A’ ----------- - )4 Iﬂ.;-| tel hi=!
: * » "(1 ”<'1 Bl kﬂ,

fivznacznik powyzezy jest réwny iloczynowi
Tk =) = (kb b ) - | L——
/ JT Jjest symbolem iloczynu/. Kazdy z tych czynnikéw jest
réany od zers, wige i Tk -k)+0 orsza W+0 . otrgy-
mene catki szezegllne tworzg zatym uk¥ad za-aadniczy. Catkg
ogdine. danego rdwnenie bgdzie:

kox k2 x
i 3
j_ cx‘e. +(_:!e e ssasesanaag s +C,,8

Jezeli rdéwnanie charukteryetyczne posiada jekis pier-
wisstek zespolony A = g+ 4. , to muei posiédaé réwniez

rierviastek 4, =a - éc . Caxkemi ezczegblnemi =g wéwczas:



e 8 MX R oo (B x+ e dim bX)= 2 EmEX Y1l snsK

J_,,—&

as - v s } ;-
.qi az @ mﬂx & .s,ér:é’w Ty &S E j = ef"“w;sné’_;«; =
it 2 '
H g N
- i@ sum e,
Ay w wyra#suiu dla satki ogdinej usunad licuby

arojone, zenimst vakki sueuegdinej ¢, bisrzeuy kow.

5 u eig: by W, ~+ &f, R / . & 3
biracjy Linjowg =t w g cos b wed namisaty

4y Dbieruemy. 25 .Eﬁz.z; 2 % sim .
Preuyklud. Maw réunenie:

! ". : ‘:'/_”0

Réwnanien charakt er'y“i,;n wom jest tu A '7".{“5%0 #head

é::: e &.V}- 2}’ &ﬁ

o

_ e O ...
P & 32 A
Cekham! czczegdlneni sy
- ) ':—*»8‘4-*‘;_&;) /.sc_ - g/é‘ﬂ_z._,.“ﬂ"jx
Y= € 5 4 SN e -

j& = é}-i-'. — ga/a&b/m-c/‘? 6-..9/"4.?/-;",-',)

& «;ﬁ‘x 2/ M ) T
js @ g4 ..8 . = €2ZI#’$/‘2,"‘“-2/ b..‘»#ﬁ{“é—-aiy
Zemisgt 4, weZmiemy kombinacje:
:%iizﬁi.u‘e§ﬁwﬁ/1g:uﬂ
2 w
saf waninat yg:

IR
- 2¢

B e e ]

 RACHUNTK ROZNICZK. T CAEROWY.II. Arusz 13ty

o
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Catke ogllng dunego r-éwns.;?la bgdzie wiges
”y&:%ﬁ- c&s/‘/—x)-f-%eaw/[af/

Bozp&tmmj teram pra ncjek kwdy pormg-dzy p1 erwia
stkami rdwnenis c‘runrw‘leqqtyczw mamy pwmﬂautk"
wielokrotne. Wisch np. Z Loéxéd annaatrtéw' Aj,
/(“/r”  bgdzis H ﬂf R

Poniewss e%* = g%® , wlac dle denego réwn'nma rdz--
riczkowego mamy 'ﬂaimmv tylko -1 cekek 1',uzs=gt5 ny
Aby Zednak migd n ocakek ﬂzczagéln;ch satorymy, e
ne izie 4,4 oraz he /ra—}h';_ . Chodzi terazo utwo-

K |

rzeniz takie] kombinacji linjowe] z eaiek 2% i e 5
ateby otrzymena kombinscja byte dla A, —= 4 nowg cak-

kg szozegdlog dunego rdwnenia. Tworzymy wyr"azanie:‘
k. x £ x ‘

g €y
| e
Granicg jego dla 4 —»4 joest FeUTs ks Wj(gf),

&m‘ jé é.&x } dét@’a' ,:;g"'i‘k, w M )Mm Lot
T

2 allre IR ¢

= fn o i PG
Pochodna ta jeat nowa uail'kﬂ. suczegllng danego '6wn&
nia. Memy wigo razem & oakek auczegdln,}rch.
| Y= gé’ i j: e ‘x_’ ,_9' ............ ‘,, —
thka.ogdl.na. ¥ y: przypadku jest

‘f /"‘5’ o f;&j‘f *% e" T PP T T e o e‘t"f
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Udowednizy to teraz dla przypadku ogélnego. Nicch k

bgdzie pl‘ rwiast kiem /a__.:-.-krotnym-.-_. Many dowiesé, 2Ze
fllllkuju |

4 4 . 4 fa
e ze "’. S N

sg ceXkami szczegblnemi danego '1‘6"'1’1'3' L&s _
Uca yrimy "j z- e“' . Medy g'= fof +.a,('}e""‘
=R z%+zé/e”“

”aﬁ"” # ﬂ,z”’ ‘%* 1%;4 f"‘i’ff ............
)1 ki
a2k vk ]é’
Po poiataﬁunm tydi funkeji do danzgo réwnsnia
ot rzymamy :

{,z’""+ 2"a, +m’f/+ +zﬁ/f +(n-1)k" g
+/,,.¢},4 ......... ;..{.,g,f 4+ 4, ]+ /,g £=0

/ W LYY {’ ”“’Z,é/ z‘a-z)

m-2)! -
éﬁ.z +L_ "+ X /Aﬁ_//f-’
Stgd .
[11=%) :
i f/ %lingl z’*“’.+..-; ............. ..,.‘.KZ,; 4.,,:%%/ =0,
141 - S

Ponievat zalodylidmy, 4o 4 -j_aat'. p -krotoyn
~ pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, wigce

Wy =0; L1=0; ............/’”"*"’/4/::5’
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% wyse] mapleonego réwnania pozostanie zetem

7 _ﬁw’z/ L. S 1.‘.’;?/ S,

(m~4
Touu zad wdwneniu ucﬁ;;-'ﬁi.:-ﬁy- zadogé, jefeli juko &
obierzeny takg funkcje. i’.e.'by ‘?l‘t- w  , gy tmﬂ«
bardzie] wteq; ‘bgdg gerumi. poohudne rzgdu w_’yznze*o

niz p . Z togo wynika, %e wodeny 4 - prezedstawi

' selt o4 fm,‘ ‘l"a/k--u,, J.t
vopostact /naﬁngdlma;/, R ren /, b
‘zd-éi f"ax+ Cj J:z-;-...,.-. ..... ..;.{;,:ox-““fj

wiwosns .
S . ; : . oy B ] g R
j‘{’c‘ 'f“ cz x._',‘.ll.‘Qb|lI.1_n Qrvc;:x : g »

Poraovk e d, Hany révaenie:
Podetuvisjge jﬂe‘”‘, otrzynesy réwnanie cherektery-
gy ozn |

-a -»/f" +1’ @ O

rkzd znajdziemy:.

g’ =:.:2'f. J:/ ‘31’.' “g« wi =3 7

Ot kami uau@gﬁlneml danegv rdiwnanw fm wigc

W/ "‘é' e _.?’J J
zas gadka ogd lm;a je gt

' it
C‘é' + & :t‘e -r-f.._-"f
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ROWNARIS LI1NJOWE RULERA.

Réwnur ia Bulers sa spokrewnione z réwnanismi o epéi.

vzyrnikach stadych. Postacig ogblng tych réwnaf jest:

L R O R AL Y - "7 S E A .
Yy razs vy B As Wil

gdzie 4@, , 4, .4, 23 to licaby stake, Moinn oczywidaioe

pomnazy ¢ womystkia wyrazy praez 7

- Ned o~

| L Bog 53R iy ey / = 5
/1.3’. Xy A X e TINEE o xij*-gﬂjr._... s

Réwnenie Bulera sprowedz i€ modemy do rdéwnunia o ppdd.
cayﬁnikach atakych, podeiaviajge x = e’ czyli L e c‘%.a:_,
ekod dE= ZE | o = 2dl . Mamy wige |

R4
. 4y L.y
S d ~ X ot
a zatym |

Nastepnis

. T ol P
Modna dowiedé zevomocy induitejr, 2o iloczyn oo’ Pruez

pochodng - j/‘”} bgdzue.péwny pewne] fu:‘ﬁu}ji injowe] zmien.

g R
nych oy , oy sheesbieas a2
at = dF 7
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Podstawiajec, te"@artdéci do réwnania ;’:/,‘ otrz;:-.--z_eﬂiy

réunanie o ppbéXczynnikech staXych:

B et
af g,/tf{ ./'?’ j{,”“ Yo sresransenes ,.,.J};-‘a/t .'.q’"jzla)
ktbrego caxks ogdlng ject |
i . Y= eki

A zatem dene réwnunie /1/ po_ma.-'i aé bgdzie cadkg ogé Loy
‘e
Kolejne poc}odne funkeji _y=.z" 9y réwne:

| j = A'.z*'-‘ 4= #f/,é«-‘z/.z“""-

4

=/r(zf'—f/ ......... /,4 ,,ny‘* -
Fodatawmy te Wﬂl‘tObCl do rdv{nama [l
X2 L lh=t) e /k_,“.{/x “i 4 x 2P f g wolhems2)x"
s enmrsapan "'"‘T-.-,-TA'-r*‘-rd.x =0, '

Poniewas we wezystlkioh réwnaniach wystepule _“.x"

wige mozamy je w&ﬂie’éwprzed nawws |
ALt i ot )+ G G /4-n+,e}+
$ s ik + ] =0.
Plerwszy ozyrmk do. ZLI‘& przﬁéwnywany byé nie mo-
%e. Przyréwnywujgc o zera ozymnik drugi otrzymamy
réwnanie’ n-go stopnia zmiennej A :

/3p )?/f w

Jeat to réwnenie charskt ery.;fg_l‘t-—‘:?czne dlea ,réamaﬁ* typd
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Bulera. Posiads one M pierwiastkdw: 4 , 4, k,.

-oeZeli wegyalkie pierviastki sy réine, wtedy fank-

¢j e .x*‘, x% ) Pavesias ah tyorzy uk¥ud 7 ocstek szemegblovel:
cdunenia /1/. Cakks cgblng jest wéwezas:

j-ct ﬁi.psx sheanasriane .,xg x‘
Jeteli jakis PlGI‘Wl&‘ite}n -k jeet p -krotny, t
przy rozwigzywaniu réwnania o epbezynnikach atakych

/2] otrazymemy cokki:
kt At 2 &t .
# E i te J é & PR t

za$ réwmanie /1/ bgdzie mia¥o cakki
xk}- @I.x"; /@.z/fx ..... /éjdy "1' axt
Jeteli w réwnanin charskterysty cz.ny;q_/ ;5/ pierviastek
k, jest zespolony, czyli k, = a+ 8. , wéwczae musi

byé takie plemrla.ntak A’ =4~- & . Meny wtedy cakki

ezozegéloe réwnania /1/: .
xﬂ»‘e r e/ﬂfo}@x ___ 'ﬂéjx- %{B&: ,:’!y.v -

= e”"-’“[m/ﬁ @ -:t} +'If; Mﬁg@xy
204 . aons[bloga 2" sinf6
.x“i% xaw’j/g @x} —o.zq.sm‘/é’t’fgx}

caylki

orax

Aby wyrugowsé & , przyjmujeny za cukki szcregélne
.ndstgpujace kombinacje }ihjér_{g ;_-fg_-.;:§y29zych catek:



y, = x"sdnr (€ lg ) .

Przyk¥ad: Dine ject véwnanie:

R £
B o ~ XL b m(.’),
| 0l e
Piemomy rdwnanie charakteryatyczne:
klh-2) ~t « £ = 4
czyll
KRk +4=0.
Posiads ono pierwiastek dwakrotny réwny jednodei:
’4}. :"""{J é =i,
& zs by goXhemi ezcezegdloymi donego rémania bidy:
| _t}"f'r._?‘) *’%mx@axj
o andka ogbélne bedzie

Y=t 2+ G bag.

ROWNANIE LINJOWR PRENF.

Dene' jest réwnanie linjowe peine:
/1/ Fiy) = de‘},
gizie F/Jty ounacze wyreienio linjows:
FUg)= oy fe) 40 it K o) '+ X )y
Ni.e;:ﬁ' V' bedzie g ogélng réwnania fedukowanego:'
2l Y=g,

%S ){,_ jukgkolwick caktks gzmozepding réimenia podpeo L



ezyli nieck ‘ ‘
Flfl=o, F(H)=Xlx).
E!um-& tych réurar, poniewas réwmanie linjowe posiads
winsnosei rozdzielnodei, wynosi'
I3 - FIY]+FlY)<FF+Y,) = X/a.

Catka cgélne rémania redukowanego przedetawia sig

jako: C
y::s. - + C +eimanns - B
| 2 92 "'_ff“t w2k, Teuls ’:-_y” e i
Dodujac do tego Zi eny: : ' e et
) >
—{71-_ ""Yﬁ k‘.*cz 2..*. ........ .{-Czyﬂ-‘k}z Y

- Widziny, zc funkeja |y posiada # stakych, oraz
czynd zado$é réwnaniu peknemn /3/. A zatyﬁn Y= Yw"Y;
jest carks ogélng danego rémenia /1/.

Otrzymeany wige coxkg ogélng rémenia pehego, do-
dajee de jakisjkolwiek eafki szozegblnej tego rérmanic.
vakky ogélng réwnenis redukowenego.

Jezeli w rdwnaniu pednym /1/ prawa gtrona ma po-
whasd G
X Y/ = Fla) -+ g“.:r} + R{=f,
wtedy zanisst ﬂﬁukaé cekki ogdine] rétmanial'g_’_l)’ moZ

na zneldid roawigzania azczegblne réwnai:

Flo)=Pla) , F(%)= @/, f-‘/ﬁ/ A

i doaé je do siebie. Suma _y‘ 4-__9;, + 4, bgdme csXka
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ogblng réwnsnia peluego, gdys ne zasadzie rozdzielios..

memy : A ;
| F/J‘z * 1 *Jz}=F/j:}_fF[yz/+F@j=/]’/x}.

Istnieja dwie ogbélne metody rozwigzywania rdwnania
peinago p-rz ez eprowadzenie do kwadratur, gdy dane jest
rozwigzenie réwmsnis rec’iu."-koﬁanegO';““ pierwezg 7 nith
podad Lagrange, druge Cuuchy.. | o

- ¥ niektérych wypedkach wygodniej- ‘jeeﬁ nie uzgywad
netgdrogblnych a stosowad eposoby szczegdlne. Tyczy
gig to g¥bwnie réwned o spéleagynnikach stedych i réw.

- naf Fulera. |
Nlech quzio r]are :Mnamm o Fpélczynnzhch stai:yoh

(74

LA~ j +a‘_/¢/ s 5 reibicay “_y*-djnzr/.t/,

‘gdzw ‘. d =;£0 . PI‘Z}(‘DHb\JﬂJ, 29 ,X/;x/ /.z/
jest pawnym vxlelozmdnm. _ﬂtr-pma «m-nsw Gai’kq. smzegdl-

ng dmego rdwnhmm Jq-u* melomla ﬁy:as?) Kx) tegq geme..

\. } .lt '.,

go etnnma. Posiads on ‘."??;f-i tapélozynmkéw B1€0zZN3c20.-

nych, ktére me*lzna. ubodsumid ze, “pCrfGZ‘ nnikami prey 0:1

pomedmch pot gﬁch melomanu I(a:/ 2 gt
Gdy a, =0 a 2 Dures -a =0, to :#Idg‘nego ré.vw.

D SRR OIS LT IR
nenia pozontaale | o

s oA
B \.' - [
T L ; ™ a4 Aty v

/2/ ' j/“f crosensde .,.c-;;' j""’ /I’/x/

ep.:
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- P
Oznaczajac _q”:m , otreymemy révnaaie typu wyze
rozpat rzonego: .
(= L [ ' '
P n F}+%z/ﬂ .,01-1}'.,_ ........... -+ ql'r-.{ A HX/x},

ktérego rozwigzenicm jest

&=8, lx).
Catlujac to P razy, _zuajd ziemy:

Przypuéémy teraz, %6 wyraZame X{x) Jeﬂt kpztal-
tu € P/ﬂg} ozyh 2& dume Jaﬂt rdwnanle

L Fly =R .

SpTOWadEJ’MyJe do tj’“L poprindmegn przez podetawm

nie _yare s Ozmuz mno przez '/ﬁtj W:Lelommn cha
rwaQt(L\__. f .

.

rakteryetyczny. bedﬂ’"'f‘" niel 'r"ffff
M-z L ¢ ."_ wrge s f
/e .z d x j A,} P /‘H} /d .z f’?f"}+ / .{3(’ » ',:. o Lt NaL,
« gk ; /?7 1)” N P i 5

jurips b /.L"‘}z ,,./ﬂ,g/.j -t _p é’-} (=~
Fo hkrdcamu piges’ 2% otriyningy” rdwnahm lmjoﬁe

poink 5 amfcmnmka{.h starysh, ktére ro*‘“u&!?aé pbt?a,-

£iny.
Eetwo spostrgedz, Ze jedli /A/%O czyli gly «

nie jest pierviestkiem ré wnenis charakterysiycsreze,

to X jest wielomiunam Yego semego stopunis, oo Flg/



czyli stopnin 27

Gay ;g./;gf =0, / ?M_f'r;&f?,. to 2 wielomisnem etopnia
et . Woglble, gly /Z',zf»{/ﬂ.ﬂ} /;//r:(,/:rﬂ; --------- /’/’6’;}4{/5&0}
sezyli gdy ot jest p -krotnym pierviastkiem réwnanis
charakterystycznago, to £ jest wislomianem stopnia
" -+ P, |

Ateby wige roswigzad rdwnanie EXYs nuledy przéantaﬂ
wié¢ vy w postmci ilocaynu e"" proos mielomiem
stopnia znanego o spbiezymnikach niecznaczonych, a
"nastgpnie utworzyé pochodne 1 podstawid do rémanis
d‘rugiego'. Przez prayriwnanie odpowiadnich .apﬁlczyﬁni--
kdw wyznaczemy spbéiezynniki nieznsme, a pri;em to znaj-
dziemy cakkg eczczegdlng réwnunia pé!nego. a nastgpnie
gzukans rozwigzenie ogdine. i

To semo dotyczy rémsar peknyoh typn Rulerae:

Fly) =1 [loga]
z tg rdinicgy, %Ze tam gdzie w podobnym réwnanin 0.-91:-61.-
czynnikar:h stafych byro x , tutaj jest 52_:3.9: Catky
szczegflng joat pewien wiclomismn wazzlodem a%;_-#: 5 e
Yg= fg?m/é:ﬁa-} . ktérogo siopier ckreslié modemy po-
dobnie, jek w réwmaniu o spéezynnikach stakych.



