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powierzchni walcowej.

f?m sposobem powstaną na powierzchni walcowej prosto-

kąty krzywoLinjowe; suma ich pól daje nam poLe powierzchni

walcowej.

GĄy mamy dane rówranie jakiejś

łcraywej
Um ffrj,

to możemy tę krzywe, wykreślić* na

powierzchni ku Li Lub walca, korzy-

s ta j ą.o z s iec i* po?/stałej w sposób

wyżej opieaay, tak, jąk to czynimy

ns. kratkowanym p a p i e r z e . /Słuszność tego wynika z odpowie-

dnia Lnośoi, dającej s ię u s t a l i d pomiędzy płaszczyzna a po-

wierschaię, kul i lub walca/. Prostym równoległym do osi OX

na p ł a s z c z y ź n i e , odpowiadają, na kul i równoleżniki, zaś na

walcu k o ł a , położone w płaszczyznach równoległych do płasz-

czyzny podstawy walca; prostym', równo Ległym do osi 0$ rxa

płassczyanie odpowiadają, znowu południki na kuli i tworzę,-

ce na powierzchni walca.

ry s. 46

/ . WSPÓIHZCDNB KRZYWOLINJOWE /OGÓLNE/ NA POYJIBRZOHNI«

Można wogdle us ta l id odpowiedniośd pomiędzy* płaszczyzną

a dowoLn^ powierzchnią krsywą i to sposobami najrozmaitese-

mir, 'm,t p i ł a t o w i danej powierzchni może o dp owi ad ad rzut

jego im płasao^sac, . ó.an$-j ogólnie za.i s&poaoc^ 3-eh para- •

metrów U i v , od których zależy x u z> aa powierschsi ,
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sa pośrednictwem równali:

Uadaj&e wart oś ot s tałe najpierw parametrowi IĄ , na-

stępnie V , otrsymamy ma powierzchni dwie rodssiny krsy-

wyoh, którym odpowiadają na płaszczyźnie proste równoleg

łe do osi u- i \r . Dwom krzywym /po jednej z każdej ro

dainy/ odpowiadają same osie. Obszarowi Ód na płaaaozyź

II »

i
y y

rys.47.

0

rys.43.

•u

nie odpowiada na powierzchni obszar X' ; krzywej pła-

skiej w obszarze 2) odpowiada krzywa przestrzenna w

ob8żarze 2' *

Weźmy pod uwagę dowolny punkt Jl na powierzchni,

w którym, przecinaj a się dwie krzywe danych rodain, wyra

żające się na tej powierzchni równaniami: 1/"— VQ j u^-U0

Zobaczmy przedewszystkim pod jakim k^tem si§ t s krzywe

przecinają /kąt między stycznemi/. Otóż dla pierwesej

krzywej mamy:



- 1.10 Z

-

Z gieoinetrii analitycanej wiadomo, iż róźniczlci

^ są>- proporajonalno do dostaw fo^t<5w kierunkowych

stycznej do krzywej* Więc

3«

cos p^

du)

ó

Analogicznie dla drugiej stycznej maaay:

, dv

WFWM '
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TT;firny następnie, że jeżeli # będzie ozaaoaad kat mię-
dzy tani atycanemi, to

cos 9 — cosoi- cteoc'•+ casfi- c6s&'+ coóf- cos ]r'.
l 3 5 i a "Gsnacżniy dla s3nr<5eenia:

Wobec tego
ću dv du dv du

a stąd
;

Może si§ adarstyd, że wszystkie kraywe jednej rodziny
przecinają się ae wssystkiemi krzywemi drugiej 'rodsim
katami prostemi. Msray wdwczas na powierzchni układ Tip r o -
fl t b k a t n y czyli o r t o g o n a l n y , bards©
ibliżofiy do układu Kartozjusaa na płaszczyźnie. Warunkiem
koniecznym i dostatecanym takiego układu jest; r —O*.

Zobacamy teras, jak się wyraża element łuku we wspdł-
kraywolinj owych. Otóż wieny, że
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.Poaieważ na powieraotni salatin* •^J6^ 89- funkcjami

sraiemnyah nieaaietnych w i f , prsoto

4j.

+
dv

Wprowadzaję-costacsenia, jak poprzednio, znajdziemy:

Gdy układ jept ortogonalny powyższe wyrażenie się

upraszcza:

disz = E Ju* + & dv\
Z o b a c z m y t e r a z , w j a k i a p o . s o h w y r a z i s i ę p o l e

j a k i e j ś p o w i e r z c h n i w e w s p ó ł

r ^ § d n 7 c łi- k r a y w o l i n j o w y o "h 4. >i a

t e j ż e p o w i e r z c h n i .

Z okres Leni a pola powierzchni krzywej*' jako granicy
F/unsy c-zęści płaszczyzn stycznych wynika wzór:

A
gdzie T oznacza k$t,* jaki tworzy płaszczyzna styczna

do powierzchni danej z płaszczyzny Xoy • /Ten kę.t rów-

ne, się także katowi normalnej s osi^, <?̂  / . Element

o/x c/a można zastę.pid przez A du dv , jeżeli A

osnacza wyznacznik funkcyjny:



Poprowadźmy przea punkt M^LtYtZ) powierzchni g&&&go

stycaną, do n i e j :

IX- Jcjc&sa +ll-yj cos $ + (Z -Ą c&s f= 0.

ir.sc:

tej

znajdę, się styczne do krzy-

wyon, położonych na danei

powierzchni i odpowiadają-

cych osiom ws]

i o u •

r y s . 4 9 ,

r -•- ^

-j. f

ten ukiad trgech równań

Ponieważ Licanik powyższego młamka jept właśnie Y/yzn&

nikiem fiankcyjnym Z^ ,

A zatym T^"

W prsypadfeu szczególnym, gdy

t . z n . gdy mamy powierzchnię. oareiLonę. prze a równanie

BACHONSt RÓŻNICZKOWI I CAŁKOWI. Arkaea



F =

Otrajrfi.an)j za tym znany już nam wzór, wyrażalę-oy pole'

powierachni

yź doi- dx}dv-du« Obsssr <$' jest rautem na p-łasaosyssnę

bc?s.ara całkowania 5) na danej powieradhni.

-Salwo można powyższy ws<5r ogólny dla przypomnienia w .

eposdb nie ubiegający ..o ścisłość wyprowadaid. Można mia:r.o-

wicie uwsśa^ jedno o osko Piaoi krzywej za równo leg-ło"bok

•ncpu3 3mj łuki prsez styczne/; jego polem będzie

y I .z C I Z n IT7 I i
•+

Nieoh V przybierze !?rarto4<! sta-

ia, saś /Y niech się smieniaj

caas

rys.50*

skąd
V

isali teraz w prKjbierae piała wartośd, a i/ się siais-

ni a:

dir . śUn
fET
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tak i a razie pole jednego oczka'wyrazi sif -przez

%&ń całkowite pole powierzchni przez;

Gaj układ ja-st ortogonalny, mamy F~O t wi§c

Przypuśćmy np. , że mamy oblioayd pole obszaru ns po-

wierzchni kuli o promieniu B. » zawartego pomiędzy dwo-

ma południkami i dwoma równoleżnikami. Tiataj maay:

lf-=z

Punlty danego obszaru musza csynid przytym sadośd

nierównościom;

• )

Jeżel i chodzi o pole obszaru jakiegokolwiek, którego

kontur przecina ei§ z dowolnym równoleżnikiem w 2-dh

punktach, to

Układ, utworzony z południków i równoleżników j e s t

ortogonalny. Uwzględniając więc, źe
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u t c/f S =

b§&si@&y mogli napisać:

wi f c/f ~ H /. cłs TJTJ U9.

Bia ostatecznego wyznaczenia P należy sna4 oczywi-

ście f&nkcja Ej&} i fjB) t . j . kształt obszaru na po-

wie rzcłuai b i l i .

I PÓŁBIBGUN0W7CH.

ELoment objętości możemy zawsze obliczyć prssy pomocy

wyzaaoanika itĄdudtf* Można też otrsymaó wartośd elementu

objętości pray pomooy rozważali ge©metrycznych.

Aby wyśnacay^ element objętości we współrzędnych biegu

nonycli, należy tylko s&aś sobie sprawę % tego, ?J jaki spo

sób j ee t w tych współrzędnych położenie jakiegoś pmnktu

Otóż mamy tuta j trzy parametry: f ^ } 9 « uczyńmy kolej.

no każdy z nich sta^rm, zmieniając dwa pozostałe. W
ii

Z

2TB.5L. rys .52. ' rys.53,
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szym przypadku lo^cemst) otrzymamy szereg tal wsp<5ł~

środkowych, w drugim jf^-consf] ssereg powierzchni stoź- '

kowych o osi Z i wspólnym wierzchołku O , gaś w trze-

cia przypadku f$-covsłj pęk płaszczyzn, praech.odg^cycŁt̂ :

przea oe % »

Tak więo punkt dany bidzie leżał na prMoifoiu się

odpowiedniej kuii ? odpowiedniej powierzchni stoakcwej

oraz odpowiedniej płaszczyzny.

SLementem objętości

jest tutaj bryła o sseścin

ścisnach, które stanowią

trzy rodzaje wyżej wymienio-

nych powierzchni; dwie kula

o promieniach j> i f-t-Ap ,

lwie powierzchnie stożkowe

o kętach Y" i "dr-hA^^ dwie

ryn.54. płaszczyzny o katach & i

9. Jak -łatwo widzied tego rodaaju kostka prsestrzen-

na jest ortogonalna.

Jej objętośd c/v = ^£^ ; . „

Lecz Jj'» Ps^n-^ JŚ\ JJ^

J

Podobnie wysnacsamy eLement objętośoi we współrzęd-

nych półbi&gwaowych. Położenie punktu jest tutaj okresLo-

ne przy pomocy trzech współrzędnych; ^ , r i & . pata-



lajłO kolejno Uidą. z nich, a znięnl4j*0 d w i e pozostałe

rys. o

oti*zymany trsy rod siny powierzchni; rcdsin§ walców wspdł-

środkowyoh dla r s tałego; rodzinę płaszczyzn, praecihodzę*-

cych prsea oś Je dla $ stałego; ^resascie rodzinę płasz-

czyzn rówaoleg-łyofc do ^ £ ^ cUa A stałego.

tlełnenteia objętości jest anowii koptka przestrzenna, . '

ograniaKona przez dwa waioe o promieniach r ' i r"-*-4r ,

dwie płassozyznyi praecśfa.ods|.os pr25ez oś Z i tworzę-ce

kę.ty z9 i O+AS oraz przez dwie płaszczyzny równoległe do

i oddalone od niej o X i z-i-AX/.,

Jeżel i zauważymy tutaj,że

I 'A L, "^

/

to "będziemy mogli napisad

odrazu objętośd kostki

strsennej:


