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Peetepujac w ten sam gpoabd dalej mogmbvémy obli-

enyé¢ cakky

¥ o x
~--—€—/@—" i t.d. a2 do dowolnej e
/ {xz_f.a‘-y; I Tafle &% S i €] /xah* g‘z)ﬂ

/Drieki wiez rdfzmtﬁ—*owmu po s:m.kiem catki mo-

zemy % jednej cakki danej Luﬁor?‘fé niesgkoricaenie wie.

lo catek tego smamego typu/.

VIZNAGZNIK FURKCIINY.
Niech bgda dane funkeje u 1 v zmieunyck 2x i Y.
u= fly),
=Yy

Utwérzny wyznacznik:

U, Qu
A= |o9x

v
x| &Z

Wyznacznik ten nazywa gig mykle W7 2ZNn&aos-
nikiem funkeyjnym albo jako-
bianenm danych funkeji od imienia mutsmatyke

niemieckiego  Jacob i ’e go ¥ ktéry sig nin

zajmowad .
TPIERDZENIR., J e 2 e 1 i funkeje u i




$g zwiaczane 276 8o0oba Ppewna

zalesnodcia, to wyaneacznik

o

funkevr jny 3 aet tozsamosciow
rédwny zerxu. |

W f-mcmy gamej, niech np., funkcje ¥ i v bgda awig-
zeng zaleznodcia _Q.(u,v)s-o. Zrézniczkujemy t¢ réwnosé

wzgledem zmi nnnych xi

DS?_ 9(4’ DQ 9 v =0

9.2: =4 x T ovr 22°
D_Q.__ 3_(?_ 90 - 3;2 o el
oy o éy dvr  dy

Gdy oznaczymy dla skrdcenia: |
'24 =A; *—=B- M_ D
ox ’ ) Y (?j )
%Q ~£; Loy
CLrnymany ukdad réwga'ri; v
AE +By =0

hidry, jak wiadomo, jest oznaczony tylke wtedy, gily

'a\,Dw_j)B Y
g&=c 7
Y

/alboviem w pr':zecwnym razie e,pcirl’u::z_w,rnm]:ruJfz B sa pro.

worejocaalne do spS¥czynaikéw £ i D /; pierwiastkami
Tego uktadu sa

0 ‘l"ML{; )_‘, \J il {U_\l\
7 /erv ‘{‘Q\WML "N’eq,./yﬂ.

Q_Q =, 2__(;—#0. ld«kl\n =0
Ju b o -

czyli
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Geysy wige wyznaeznik
A, B
¢,
by% rdéiny od zera, to funkcje l:lﬁgq)by&aby wielkosdcizg
stata /jej pochodne sa zerani/, niszalesng od ¥ i v,
oo jest sprazecene z zadozeniem. Wyznacznik ten, identycz~
ny = poprzednio okreslenym wyznacznikiem funkeyjnym A
muel wige byé rdwny wueru. |
TWIERDZENIE ODWROINE, J e z2e li wy2zna&c 7 -

nik funkcyjny A jest todgea

mofciowo réwn y sern, o0 funk-
cje u g vV g¢g od siebie zaleis-
L e .
Istothie, uiech bsdzie
u=flay)

= f{x )
Z drug1e3 réwnoéui mo2na wyrvgowad przesg pedstawienie
emienng ¢ 5 otraymamy

LV==)((44VJ

¢o da nam po zrézniﬁzkowaniu wzgledem x
Q%?=-J£ZL~QQ“+ Jaz;.aﬁx,

Utwérzmy wyznacznlk funkuygny i pomndmy Jego pierw-

8Zy W1era? przez o%x

-Zraﬁz e 9&:. " ox




Dodajmy do wyrazfw piervszego wiersza odpowiednie wy-
razy drugiege, pomnoune przez dj ; nie zmieni fo, jak
wiadomo, wartogci wyznacznika. W pierwazym szersgu obray-
many .&C 5/.7:4- _Eﬁ Qwa/x " Jif' , czyli du i dv.

%19*

du a/v' |
Adx =), ;1,__@&,..2!_;/1;-32‘%-
Jy " dy %y i

Okres lamy stad r8iniczke d/v" W aalw,noéc: ed U 1 X

A .-.-.-..._-L. o ._.9—- .
N dv 5 du T dx
. @ P,
Lecz z drugicj sirony 2 /J{u-y’ otTzymany ;

/2f c/v"== ,‘?l_a/a +-§£-c/x, Lecx an:y /patrz M&tematyk& 1/
3¢ véaniczka A funkcji 2-ch smiennyeh u i & wyraza
sig w zalesnodci od i i dx w gposdb jedyny, jednoznacu-
ny. Zesta;fviéjac /1) 1 /2/ nemy:

A E

"

Poniewas zaé 3 zatoZenia A=0, wiec mugi byé ‘
:)2‘_5;9.
PE

stad wniosek, ze funkeja /- nie zalesy od zmiennej X ,
a poniewaz nie jest wielkodcig etes, wige musi gzaleseé
od funkejli ¢ , co dowedzi séugznodei twierdzenia.

A zatym rémosé A=0 jeset werunkiem koniecznym i

e e T S ———————

dostat eeznym, aby funkcje y i vV zmiemnych x i Y

. (.
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byty od sjebie galeine.
Oba udowodnione iwierdzenia daja sie Yatwe uogélnié

dla dowolnej liczby # funkeji # amiennysh niezales-

o i)

nych:

9&' L S o
ox Bx | ox

A= JU ; _():1!,'}. Jwr =
9;4 oz - J%

jest komecznym i dostatecznm wamn’klem, azeby pomlg-

e

dmér danemi funkolalnl zachodz ita pewna- zaleznoéé

T TR e o e S oy S P |

L) (U, o wj 0, ’
niczaleina od zmiennych X, 4, ......Z. Dowdd, identyoczny w
zagadzie do poprzednio podanego, zostawiamy czytelnikowi.
| Pomigdzy 'I'Iryznacznik.iem funqujnym funkeji wielu zrﬁien-‘
nych a pochodng funkeji jednej .zmien*_nej zachodzi pewnego
rodsaju analogja. Wykazemy j@ tutaj dla wyznacznika

funkeyjoego dwuch funkeji dwuch zmiennych niezslesnyoch:

; a%ﬂ
=yl -
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Dla lepszego wvidocznienia te¢j analogji bydziemy
oznagzali wyznacznik funkeyjny przea:
Ou 94 ,
Ao _|9% ) _ D D M

e

Gl D R

Otéz mamy dla tunkcj:. jedneil zmiennsj wzlr:

[ﬂ -//z/];—-“c«fy”ﬂ;/;

podobnie, jeteii # i B beda to wielkegei stake,.

wowezas :

/ 1/ (j u:ﬁ v/ Jf M
Iy ),y

Naste¢pnie znany jegt wzdr, wyznzczajacy pochodng

iloczynu dwuch funkeji jednej zmiennej:

Wl _J ey

Analogiceznie, Jeﬁb a,.lg 7 umr.f , glzie U,
P g, 7 $ sg funkejami zmiennych & i ¢ , wamy:

: M_ —ﬂ-{- _ﬂé‘qd ,,.9 S/ g .qdpt
{%} ,5/} /b 3{ /os-at.-@‘f'f -;%yjzf'fs /:lw

Przechodzge do funkeii Mozonyoh, mamny wasry nasteg-

pujace: dla funkcji jednej zmiennej -/IJ . gdzie

Z= f/x/

N C— Y — "



A1y

v O

die funkeji dwoch zmiennych:

H-':g/ﬂf/J Yy = _?-5//71//,
dzie = .7;‘ = . .
glaie p=Tixy, g= ofsy:
13 A o Yur) | Yy
dzy  Upy Uzy
Gdy mamy dana jakad funkcje -M:%’Elj , lo,jak wie-
my, cdwracajac zaleznosé pomiedzy Zmienriemi, otlrzymany
nowy funkeje .—_é//z/ . Pomigdny pochodnemi obu funkeji
zachodzi wiwerag zaleinodd:

ong'a/
di %

Jeteli mamy funkcje dwuch zmienmych:.
u=firy, v= gy,
to, odw;ﬂacaj@rz"{/ tutaj zaleinodé¢ funkcjonalna, otrzymuny:

xde%%w

Mamy prazytem wudr:

/4/ M £

;
ey Wﬁ%

Wynika to ze wzoru /3/. Podstawiajac bowiem X i ¢

_.-_;./. ““““““““““ MO Z T4
Przypuszczamy, Ze odwrdcidé /zaleznodé. fatwo. jeet

udowodnié, ze przy speinieniu pewnych za¥ozZed natury
ogélnej, tyczacych 5i§ naszych funkeji, odwrécone te funk.
cje istniejg. Nieréwnogé zeru wyznecznika o, ma tu

(«v)

wielkie znaczenie.
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'zamiaat'yp i?? orez W i v zamiast X i'_y . otray-
nemy ;
/= Yad . ey
Iy . oyl

Twierdzenia te dowodza si@ za pomosa Zwyczaejnego

sprawdzenia i wykonania cdpowiednich mnogeri i dodawax,

co gostawiamy czytelnikom.

CAZKI WIELOKROTNE.

Niech bedzie dany na plaszczyinie X0y pewien
obszar & , np. prostokst. Punkt .///-l}j/ znajduje 61§
wevmgtrz tego abszaru, gdy jego spéirzgedne czynia za-

dodé pewnym nierdéwnogciom, jak w danym przypadku:

‘; EgS (9 2 aex 2l .
77 -" . Czyd
. ///% gdaie -
' Z=4q , =
‘ ryqs'ﬁ 6 * xﬁ/ j"‘d

sa to rdéwnania bokdw tego prostokata. 0 ile zamiagt nie-
réwnoéci zachodzi jedna z wyzej napisanych rldwnoém,
wéwceas punki- A znajduje sig na konturze prostokata.
Jezeli danym obszaren jest koXo o rdwananiu:

x "J =72
wéwozas nieréwnoéé

Xy < 0N
wyrata, %e punkt M [x,y wnajduje si¢ wewnatrs koka,
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zad niovdwnodé

A x°+y* > ot
- nagewngtre. W przypadku, gdy

punkt M letzy, ocaywifeie, na

okregu.
rys.7. _ Cdy memy jokad krzywe
Hay)=0.
ktéra, biegnac po pkaswczyznie, dzieli ja na pewni ilodd
cz@écil, wéwcaas jedna 7 nievéwnogei: |
Hiy) >,
//.?.; )< 0
wyraza punkty wewngtrzne obszafu, zad druga punkly ze-
wnetrane. Ktére ni-eréwnoéd wyraza punkty wewhgtrzne.
a ktéra zewngtrzne z gbry przeszdzié nie moZna. hatwo
jednak moZemy eig o tem'lp'rzekonad prizez podstawienie.
- Prozypudémy, Ze funkeja //.Z‘{j/ 2-ch zmieﬁnych jest eigg-
¥a 1 niech'w jakim$ punkeie %KZ;Z}/J)'}%%})»@&. W innym p.
4#‘3 -jz/ niech %.Q}ﬁ/g;}ﬂ . Pedzczmy punkty A
i A, jekgkolwiek linja ciagka /:éy . Na katdej takie}
linji (£} musi byS p, (%Y taki, 26 ZEg)=0 fwynik u
ciaglos’ci)/_fxoy//,l tij. musi byé punkt, nalezzey do krzy-
wej j//xd =0 . WoZna wige ogéX p. p?caszcizyzni,r podzielié
na irzy klasy: 1/ punkty, dla ktérych %f.@r{y}>a; 2/ punk-
ty, dla ktérych Sloygl<d i wresscie 8/ punkty, dla ktd-
rych /[xdj=0 ., stanowiace linjs, ktdrej réwianie jest



. 60 -

/4@}’/'—‘;0 . Linja la dzieli punkty nalezace do kl.1
od punktéw naiezacych do kl.1I. .

Jeseli kruywa jest calkewicie poloiona w odlegkodoi
skoriczonej, jest zemknigta i mie przecina same] giebis,
to punkty jedhej z dwuch klas nazywamy wewnetrznemi,
punkty drvgiej klasy zad 1 zewnetrznemi. Zewﬂgtrzna
klgsa jest to ta, kidra zawiera purkty dowolnie odleg-
Ye ied poczatku spddrzednych.

Tiech np. bedzie daﬁa elipea:

% -+ —éi;-.v_e 1/
WeZmy pod uwage nierdwnoéei

2

oragz

lPodstawiajac X=0, y=0, przm'konam}r 818, z§
pierwsza 7 nich wyraza punkty wewngtrene, zag druga
punkty zewngtrzne obszaru. I

Mozna roswadad réwnieZ obszary, ograniczons
wielu réznemi krzywemi. Punkty leZace wewnatrz ta-
kieh obgzaréw muszg
speiniaé wéwezas jed-
nocze$nie kilka nierdw-

nodci, ktorych liczba

¥ Zadnywm rezie nie

mo%e by€ mniejeza 6G

Liczby krzywych, ogra~ .
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nlc"agacych obszar. JeZell ‘wewnglirz danego obszaru
zng jdu ja qlg punkty. ktorych _odleg¥osd od poLn4tku
uiigﬁuUJeut nleﬂkonczana. obgzar nazywa sie niewka~
éclwym, W przeclwnym razie mamy obszar witasciwy.
Czqato Epotykad 9ig bedziemy z wyrazeniem "obszar
norqalny", jeet to mianowicie taki obszar, ktdérego
kontur przecina sig z dowolng prostg, réwnolegka do
ogri _y , najwyzej w dwuch punktach. i
Batwo sig¢ przekonad, se zazwyczaj obgzar wrasciwy
mosna podzielid na skodczona iloéé obazardw normalnybh
-zupomoca Linii poprzecanych. Nﬁ. na rysunku wystarcza

, J
K, przeproweadzié odeinki MA, /K/V by

obgzar dany zostel podzielony ma trazy
obezary normalne: V/ NAN N s

F ’; . g/ V) ?

2/ NHCAHABKE S HAEFDA -

FBlizsze uzasadnienia zostawiamy

- X
0" rys.9. czytelnikowi.

Nierbémodel wyznaczajace obszar normalny. mozemy
zeweze dprowadzié do postaci kanoniczﬁej, sktadajacej
eie z 2-ch nieréwnoéci: 1/ ‘]‘i/-lyéjﬁ}g(fsﬁ 2/ aeax<l -
W rzeczy samej, niech M A M,
ma lnym /,3} . Punkt tego obezaru /wewngtrzuy/ posiada
odciste & . zamerts misdzy OB i OB , oayli
jesli OB =a, é’é’:-/) mamy zawsze W /aZ)) G’ﬁxg[{

Niech teraz x ma wartoéc OP , cuyniacy zadoSc

edzie obszarem nor.-

poprzedniej nierdwnosci. Punkt £ padnie miedzy P,
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y ’ y i ﬁ . Wystawmy w p. P rzead-
/,/.//"’“" ns, ktéra praetnie granice obsza-
//I Tu /ﬂ’ tylko w 2-ch punztach, po-
1 nievad obszar ten jest normelny
Jg\vﬁ [zatakenie/. Wiech M3 M bedy
‘X tenmi dwome punktemi. Osnacway 24
L N B . - -
rys. 10, przez y,, a PA vpraez Y, ;

mamy j;éjgyal- Lecz y, 1 Y4, zaleds od X , ezyli

su funkejemi & 3 niech Juza-:%/’{ Y= Y’;/ﬂ?

punktv obszaru [)) memy wigs jeszeze nieréwnodd:
%{x}gﬂ@ %[x} Odwrotnie, tatwo udowodnid, %e jeéli
jekis punkt A /xy) coyni zadofé nierbwnesciom 1/ i 2/,
te znajduje si¢ w obgzarze /a'U/,.

- CAZKI DWUKROTNE,
Niech bgdzie dany prfemtr:em} uktad spbirzednyech
{42  oraz funkeja ciagke

W ey

gdzie X 'i_/l/ gg zmiennemi niezaleZnemi. Wyobradmy =chip

nastepnie w pl'aszczjrﬁnie X0y pewng krzywa zamknigtie
€ . Gdy punkt //x‘y/ bedzie eig poruszak po tej
krzywej, wéwezas punkt /#/@j,yopiﬁze kraywg przestrzen.
ng, zad spélrzedna punktu » aF réweolegta do osl &
opisze powierzchnig walcowg. Najblizsgym naszym zadani‘em
bedzie obliczenie objgtofei bryly, agrenicaonej plsszesz.
_J‘y , powierzchnig waleows craz dana powierazchnig /1/.



