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? o t o n c j a ł .

sobie, źe nu-uny dany na płaozcsyanie xoy ja-

\\£ punkt Pfojjl i ,iek^ś krsyw^ C , po ktdrej może sA§

porusza6 punkt Ji . Oznaczmy od Ległoś6 punktu *4 od

punktu P przsst T , zaś długośo* łuku krzywej t , zawar-

tego między punktem Ji i ata2ym punktem Jl0 tej

prsez 6 . Funkcję

gdzie f(Jij jest jakakolwiek furikcję. punktu Slf nazywamy

. p o t e n c j a ł e m l o g a r y t m i c z n y m

p u n k t u P . Oczywiści3 punkt Jf oras r saleią

od ^ ; pod iznakiem oałki występują więc tylko f nkcje

Łatwo sprawdzić, te funkoja

yy ĵj// spełnia rdwnania Lapla-

oe 'a, Zastosujmy mianowi ci e rdA-

niczkowanie pod znakiem aałki;

" 2 3
:6K'

Dodajmy do siebie obie równości:

3u'
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Lt oj*, j ak i uż ud owo dn i i i śmy, f unko j a ccw r jest barmo
nieśna, "zatym wyrażenie w nawiapie kwadrat owym iest rdwne

m., A wiec-

csyli funkcja V(*,y) spełnia, rćwnanift Laplace^a.
Kraywa c jeet dowolna; możemy prseto tworzyć bardzo ogól-

ne funkoje ha-rmoniczne.

Z a s t o s o w a n i e w z o r u G r e e n a d o

f u n k c j i h a r m o n i o a n y o h .

Eajc.c dan© dwie funkcje if i ^ utwórsmy prażenia :

dx* oj*

gdaie ^ i y,. 8 * funkcjami zmiennych niezależnych sc i w

pod uijttfeę wyrażenia

Onnaozny różnice w nawiasach przez i3 i Ą i utwórs-

my całkę podwójną;

Na zasadzie wzoru Sreena jest ona równa całce krzywo-
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oprowadźmy jako parametr łuk ^ • Całka powyżsaa

cUie równa:

p% ( j T\Sx oli By ** U

Nazwijmy granicę stosunku różnicy wartości funkoji ffaj)

* ó^,oh punktach, Leżą.Gych n& p r o s t e j , kt6ra tworzy z osia-

mi sp&trzsdnyoi) ĉ i j k^ty ac i ^ , do odległości

'W -tych punktów, gdy t a odległość dę.ży do zera, p o -

c h o d n y f u n k c j i w z g l ę d e m t e -

g o k i o r \i n k u ; oznaczmy ję. przez -3L. . W na-

szyła zagtidnieniw typi kiorunkiem będzie kierunek normalnych

zewnętrznych. Będaiemy więc FióVi<5 o pochodnych wzglądem

normalnej do krzywej ć i

3x dt? 9jf dn dx 9i fy d-6

2*
dti ty J

gdyż kierunki el-6 \ c/u sc. do siotie prostopadłe, wlro.-

tek ozego:

5/7



Dana oałka będaie więc równa oałoe ffy y2

Ostateoanie marny wsór:

JJ tt
Ody if i ^ $ą, fuckojami haraoniossnemi, wówczas

0 , więc obie strony tego wzora sc. zerami*

bidzie funkcja . M * ^ r /rys. H? /. Zauważ-my

odraau* &e wzór powyższy nie może być tutaj zastosowany do

3) a powodu nieoiągłości f^mkoji w punkcie

» Kiedogodnośd t§ omijamy, otaczając ten punkt

krzywy y f Baat§pnie wykluczaję.c ozęźd płassozy^ny

zawarty, wewn^trs tej krzywej z pod naszego rozważania i

stosując całk§ do obseitru 3> • Kontur c zastąpimy wica

prsea dwa kontury: c i f .W takim

/ii/ flkh„vJk\d4 + l{t(l£-r
t

\ jt osłka podwójna anika, *ako r

U w a g a : W •powiy;**,.ej rdwnoBoi maraf prsed. drugą

7,nak plus, przyastem wtedy kierunkiem dodatnim nia normalnej

jwet kierunek Bki«wweaiy wewnątrz obszaru <Ś , czy1 i ae-

wng.tr* koia V" i luoina .praed drugę całkę, postwrld anak

minus, ale wtedy kierunek dodatni normaLnej misimy zmienili

T 0klK0m.ru Arkusz 19-ty.
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&£ przeciwny, t . j . skierować* ku śród-

T*- T ) * o w i k o i a F * Zastosujemy wadr /li/
^ - - ^ „ ^ 4o następnego praypadku;

r3s P' We wzorze / l i / u i tr oznaczaj a

dwie funkcje harmonieane wewnątrz obasaru 2) , Jako

funkcję v wybieramy funkcję V- ^ ^ , gdzie r oanaoia

odległość punktu P o aptfłrzędnjoh /^^/ od dowolnego

punktu o spó-łraędnycłi /oc^j na kontur*e c . I«ntur

e mu^i sn&jdwad się oałkowioie wewnątrz ©ł)»aftru,

gdzie funkcja ufoy) jest narmonioana. Punkt P o

njch l*,4) snajduje się wewnatre krzywej Ć .

/ i / prayjmie postadj

/III/ [tud&L - r4
r

gd-sie normalne, dodatnie, vr pierwp'?c)j całce bieraemy we-

wnątrz koła \[ . Koło f o promieniu j> o taca a tu

punkt P o ppółrzędnych [ati\ , gdyż ten punkt je s t

punktom nieciągłości dla funkcji

.a więc jnusi być zapoao<i% kołp f wykLuozony z obsssaru

2) , gdyi; cs&łka ((•[u&v-vb>u)<ixtlif we waorae / i / ,

a którego otrsyinujemy ?FŁ:dr / l i / rdwna się a e n wtwJy, gdy

H i i>- a§ harmonie z ii 6 wewnątrz obszaru, na ktdry jes t
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gdyż $jr na koi© y ma wartość* stalrc. &) J> , a wi§c

może byd wyprowadzona s pod znaku c a ł k i , zań f-r-d-S —O

dLa każdej funkcji lianaoniaznej, gdyż [-^ol* *••

=iQt giai« 5? jegt obszarem wewnętrznym ko^a

prztohodz^o do apółri§dnydh biegunowych Q i O % gdzie

^ ///? a f!fc: f na koLe
Tak

Tak więc /111/ daje

J
o

strona drąga te j równości nie zależy od

U Q wif>o i pierwsza strona tak*e nie aaleźy od j> . Aby

obliczyć t§ wartośd można wzi^źd pod uwagę, iż
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f
gdyfc &m U df **0 I £ e»ę*y jednostajni* do

3** J
r*, gdy j? uirt/ do »i»/-

tik.wi§a wiór / l i i / prsyjmie postad;

/U/

tiór ten daje nam wartośd funkoji hfttmonioan®3 w

oie wewnętranym P/ąi) ,.gdy mamy waftośd t«j f«nko;:'

i jej pochodnej noraaUej na kraywej <J •

ffzór G a m e a . Aby otrs^aó wzór Qa«afl'«

ze wzoru /IY/ wyatarosjy prssyj^d, iż C jest kołem o pro-

mieniu ft i środku w P . Wtedy ^ r nb. wartość -tta-

ią. Uą R n* kontur as c j tak samo tóź/i « - -̂ «

na tjra konturze* A satym

Ponieważ jednak £JŁ -»0 ., w i co
9

cayli wartoid oałki w środku koła jeat równa średniej

wartoóoi 6a3rki



% powyższego wzoru wynika pewien ważny wniosek, mia-

nowicie : funkcja haraonicssna nie może posiadać* ani raa-

xi»um ani mJAimum, Przypuśćmy bowiem, ze w punkcie P

wartodd funkcji u/P) j e s t wi$ks*a lub mniejsta od

wartości funkcji ujJI) w punkcie Jf wewnątrz pewnego

otoczenia praaktu P • Gdybyś ąy satoczyli z punktu P

jako te środka okr%.g koła» loż^oy oaikowiaie wewnę.tr!3

wspomnianego otocs«ni» punktu P , to na

twierdzenia Gauouła wartosJd całki w punkoie y

rftf ^4 * Czyli jednocześnie mi^Ubyśmy
J

ora* ufPJ wi^ksse Lub mniejeze

od Tf-r I u/A] di , t . j , nierownoźd, kt<5r̂  maiay a
R a , gjly* % nierówności uftjź ^(fj wnika, t«

Z tego wniosku wynika wniouek n&etcjmyi warunki brze-

gowe wyscnacaaj$ tylko jedno roBwi$*imi€. Jeś l iby były

d*?a rozwiązania: 14 i v » to nwglibyśTł^ utworży<5 iob

vó£nice; U~V" «• ur , Funkcja 'ur » Jako różnica dwuch

futokoji hAmonioznych, byłaby t e * fwnkojfj harmoniczną.

Na konturze C mielibyśmy tf»O . W tukim razie we-

iro^tri konturu, o i le I*T nie jes t ntale równe zeru,

musiałoby być raainraum albo minimum, co jes t niemożliwe.

K


