
a/x

7« f =
4*

X ;
Postępując w ten sam sposób dalej mogLibyśngr obl i-

cjsyc

a/x_ a4 a° r
/Dzięki wico rdżnieskowaniu pod znakiem ciapki mo«

aemy z jednej całki danej utworzyd nieekońcsenie wie

Le całek tego ósmego typu/.

^eoli "będą dane •funkcje u i 1T zmiennych JC i w

Utwórzmy wyznacznik:

Wyznacznik ten nazywa się zwykle w j z n a o s -

n i k i e i f u n k c y j n y m albo j a k o

b i a a e K danych funkcji od imienia mat oma tyka

niemieckiego -, J a "a o b i ' s g o j który s ię nira

zajmował.

U J e ż e l i f u n k c j e M i -
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g $ z w i ą z a n e s e s o b ę . p e w n ą
z a l e i n o ś o i ^ t t o w y i s n a o z n i k

f u ii k e y j n j J o.,.a t t o ż & a m o ś o i o w o

r 6 W, B,y s e r u ..•

W rzocay samej, niech np. funkcje U i tf będ§ awią-

za»e aalc?4noiści^ Jtl(utv)^0 . Zróżniczkuj ©my tę równośd

cm sini onnych. i t i y ;

.0,
osnaczymy dla akr "ocenia;

uM'ad równań;

wiadomo, jest oznaczony tylko wtedy, gdy

/albowiem w praccirmym raaie spółozynniki Jt i JB ŜL pro-
yó*rnjDiiaLBe do spó-łcBynników ^ i 2) /; pierwiastkami
tego układu aa

czyli
<k

^10 ui ^ O
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Gdyby vfi§o wyzna eznik

J, 3
c, a

różny od sera, to funkcja £tL(ut\r) byłaby wielkością

gtałą. /jej pochodne są serami/, &ie£&i'ei.h$ od w i i/* »

oo j e s t sprzeczne z założeniem, Wyznacznik t e n , identycz-

ny a poprzednio określonym wyznAcfc-nikiem funkcyjnym A ,

musi więc być rdwiiy •zeru,

TWIERDZEŃI5 ODWROTNE. J e ż e l i w y s n a o z -

n i k f u n k c y j n y A j e s t t o * s a - '

m o ś c i o w o r ; d w n y •z e r u » t o f u n k -

c j e U i V s • ę. o d s i e b i e a a L e -ż—

•JO. e »

I s t o t n i e , uioch b§daie

Z drugiej równości można "nyrugoweuj pr?.es pcdetawienie

zmienną, j/ ; otrsymaray

co da natrt po Er dżuda skowaniu względem

Utwdrzmy wyznacanik funkcyjny i pomnóżmy jego pierw

szy wiersz przez dx t ;

A-Jx «
•k



Dodajmy do wyrazów pierwszego wiertsaa odpowiednie wy-

razy drugiego, pornożcn;e praea dti ; nie zmieni to, jak

wiadomo, wartości wyznacznika. W pierwszym szeregu otrzy-

mamy

Więo

h. br
*

w salp^ności ©d W i JC* .Lariiy stąd różniczkę

/i/

lecz z drugiej strony s &**-v(Lłt<rf otrayniamy:

/ a^s* Ąi-du +J%J£-ajca leos wioąv /patrz Miateraatyka I/ ,

że różniczka ^ r funkcji 3~ch zmiennytóh W, i ^ wyraża

&ic w Rajl,e'źnoś&i od w i (łx w £?pos<5b jedyny, jednoznaca-

ny. Zestawiając /'I./ i /?•/ rnamy:

Ponieważ zaś z sa£oż<mi.a ^=<? f wico musi by6

stąd wniosek, że funkcja % nie zależy od sraiennej X

a ponieważ nie jest wielkością stałą, więc musi aaleieć

od funkcji U , co dowodzi ełussnoóci twierdzenia.

A aatym równość* A —O jest warunkiem koniecznym i

dostóteoznym, aby funkcje u i V srrdenuyoh -X. i U



- 55 -

y od s;ebie palefcna.

Oba udowodnione twierdzenia' daj % się łatwo

dla dowolnej U ex by n funkcji 1\ amiennyah nieaależ

nycn:

I w tym przypadku równośd

"dv
h

j es t konlecanym i dostatecznym warunkiem, ażety pomię-

dzy danemi funkcjami zachodziła pewna *ależnoś<5:

n i G za le*na od zmi enny ch •Xluf Z, Dow ód, i d enty cany w

aagadzie do poprzednio podanego, zostawiamy czytelnikowi,

Pomiędzy 'wyznacznikiem funkcyjnym funkcji wielu zmien-

nych a pocliodnę. funkcji jednej zmiennej aachodsi pewnego
i

roAaaju anaiogja. Wykażemy 3$ tuta j dla wyznacanika

funkcyjnego dwuoli funkcji dwuol̂  zmiennych nieaaleftnydb:



Dla Lepszego' BY Idocenienia te j analog;) i bfdai

osnaoza I i wyznaczn ik funkcyjny przez:

dx

dx
Ot<5ż mamy dla funkcji jednej zmiennej wzdr:

r/

podobniej jeżeli^/ iB będ^ to wielkości jstal'e»

wówczas;

'Następnie snany jept wzdr, wy^nacsaj^cy pochodny

iloczynu dwucłi f imkcj i jednej zmiennej;

/S.nalogicznie, j©jśii U—p-a} 'if^ r-s , gdsis U}

zmi.6rxn.jch & i warny t

Pr a ech o ds^o do funRcii słożonyoh, mamy "w sofy nastę

pujące; dla funkoji jednej zmiennej u-ł/zj „ gdzie



d1 a i\rnkcji dvrach zmiennychi

gdsle

1*1

Gdy mamy daną jakęi funkcję u~$Jc) » to, jak wie

my, odwracając saloźnośtf pomiędzy zmiennemi-, ottayraaray

nowe, funkcję x^^(uj . Powiî day pochodnomi .ob

aaohodzi wó?/0EaB zależnośd;

J e ie i i mamy f rai lic j e dwu eh smi e nny c h: •
U sa p[x u] v=s df(x ul

to, odwracajg,eA/ tutaj zależność funkc^onaiik^, otrzymamy

Mamy przytera wsór

/4/

Wynika to ae wzoru /3/ . Podstawiając bowiem x i

"7 Przypuszczamy, że odwrócid^aaleanośd.i Łatwo, jeat

udowodnid, że przy spełnieniu;pewnych założeń natury-

ogólnej, tycaą,cycb gię nhszyah funkcji, odwrócone te funb

cje i3tnie j$. Śier6?/noiść zena wyznacznika ^fe^L. aa tu

wielkie znaczenie. '



zamiast p i q ores u i V zamiast <X i

memy;

•Twierdsenia te dowodzą się za pomocą zwyczajnego

sprawdzenia i wykonania odpowiednich mnożeń i dodawali,

co eostawiaroy czytelnikom-

CAŁKIJffIEl.OKROTNE.

Niech bidzie dany na piapzetyinie JCoy pewien

obgzar 2) , np. prostokąt. Punkt Ji'fcjtj znajduje si

wewnątrz tego obezaru, gdy jego gpółrzędne cstynia

Łoić pewnym nierównościom, jak v danym przypadku:
J

J
gdaie

et,
rye.6. X =

ga to równania bokóW tego prostokąta. O i le zamiaet nie-

równości zachodzi jedna z wyżej napisanych równości,

wówczas "punkt* Jn znajdnje pię na konturae prostokąta.

Jeże Li danym obszarem jept koło o równaniu;

wówojaas nierówność

y
wyraża, ze punkt jHfx,j) znajdmje się wewnatre- koia,
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saś nierówność

nai?ei*nę,ti'£* W przypadku, gdy

punkt ^ leży, oczywiście, na

okręgu.

Gdy mamy jakę.ś' krzywyrys. 7.,

która, biegnąc po płaszczyźnie, dzieli ją na pewn$. ilośd

części, wówcaas jedna ?> ni

ża punkty wewnętrzne obszaru, saś druga punkty 26-

wnętrznc- Która niisrównoś^ wyraża punkty wew^trane,

a fct&ra ae^mętrane. a gtSryprzesę.dzid nio można. Łatwo

jednaik możemy sdę o tem'prs:ekonad prz&a podstawienie.

Praypuśdmy, że funkcja f/^) 2~ch gmiennyoh jest ciąg-

ł a i niech w jakimś punkcie Ą/^JfJ-y^^^Ą3- w î nym p.

ljJ niech j ^ ^ j ^ P • Poł^aamy punkty ^

^ jakakolwiek linją ciągną / ^ • Na kaMej takiej

Hnji (X). iraisd byś p, / ^ / taki, że ^ĄyJ**#/wynik %

ciąigłośoi/ftj]/> t . j . musi być punkt, nalteż$Gy do krzy-

wej Jfaiij^G * -Uoźna więc ogół p. płar-sdzy^nir podzieLić

na trzy klasy; l/ punkty, dla których. ffoj)>0 ; 2/ pun

ty, dla ktdrych $-*,$)<O i wreszcie 3/ punkty, dla kt<5

tfych £(xtu\=^O , stanowiące linję, której rdwrianie jest

k~
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^O - Lin ja ta <ki.eli punkty należące do k l . l

od punktów należących do k h l l .

J e ż e l i krzywa jept całkowicie położona w odległości

skończonej, j e s t ••zamknięta i nie przecina samej s iebie,

to punkty jednej z dw.uch klap nasywamy wewnętrznemi,

punkty drugiej klasy satf i zewnętrznemi. Zewnętrana!

klasa jes t to t a , która zawiera punkty dowolnie odieg-

!od poca^tku

:Wieoh np* będzie dana ęU.pea;

Weźmy pod uwagę nierówności

oraz
•z

X

Podstawiając jc~Oj u^-Oj przekonamy -się, że

pierwsza z nich wyraża punkty wewnętrzną, sas druga

punkty wewnętrzne obszaru. ,,

Można rosważąć również obszary, ograniczone

wielu reżnemi krzyw emi. Punkty leżące wevj

kich obszarów

jspeiniać' wówczas jed-

nocześnie, kilka nierów-

nojści, których Uczba

w żadnym razie nie ,:

:.:mo.ie. być mniejsza, ó

ry».&. • .. Liczby tajwyob*
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ni czających'obszar • Jeżeli wewnątrz danego obszaru

znajdujią się punkty, których od1 egłośd od początku

^l!?!-:!!!^^ naz,ywa się niewła-

ściwym; w przeciwnym razie mamy obszar właściwy.

Gaęeto ispotykać się będziemy z wyrażeniem "obszar

normalny"; jest to mianowicie taki obszar, którego

kontur przecina się z dowolna prosta, równoległa do

opi U , najwyżej w dwuch punktach.

fiatwo się przekonać, że zazwyczaj obszar właściwy

można podzielić na skończona ilość obszarów normaLnych

zapomooa l in i i poprzecznych. Np. na ryspnku wystarcza

J przeprowadzić odcinki MM, jjf by

obszar dany został podzielony na•tray

obszary normalne; 1/ JfAdfJf \

•Bliższe u zasad n i eni a z o st aw iamy

rys.9. czytelnikowi.

|Kisróvmoaoi wyznaczają.ce obszar normalny; raożeiriy

zawsze'sprowadzić do postaoi kanonicznej, skradającej

pię z 2-oh nierówności: i/ Y^j^Umfji %l a^X^Ś .

W rzeozy aamej, niech ^£^AA3 Maędzie obszarem nor-

malnym fij . Punkt tego obszaru /wewnętrzny/ posiada

odcięty X . sawart?,. mifday fi§ i ^-§ *

jeśli Qj%~ a, D%^ś} mamy aawsa© w j^)J a<

Miech teraz je ma wartość OP , caym^c^ radość

poprzedniej nierówności. Punkt £ padnie między



J

0

Jf3

1

f
5 .if . • ,

Ą
\ . Wystawny v/ ,p,' P rsęd-

ną., która praetnie granioc obsza-

ru (ÓOj tylko w 2-oh piinktaoh, po-

i obasar ten je.«t normalny

śenie/. Niech Ji i A

temł dwoma punktami. Osiiaoray
j i

przez Vg , a r ^ praes J/< j
i

majny tyi^yś-M • Lecz y2 |i ^ saleźę, od X , eayli
.ŝ i funkćje&i X \ niech Jk1* fóM fa^ fafa) * ̂ ^ a

punktu obszaru fjdj tnamy więls jeszcze, niorównośd:
^jijp^^y ^ %lx)' Odwrotni©, łatwo udowodnić, ż© jeśli

jakii punkt Ji(xJyj czyni sado^ć nierdwneśoiom l/ i S/,
to snajduje się w obsaarze

DWtJKĘtOTNK.

Niech będzie dany prsestrssany układ spółraędnyełi

oraz funkcja ciągła

. t tu *-Jhj
gdzie Jt \y sę. zmiennemi. niezaleźnemi. Tfyobraźmy scbiO.

następni© w płaszczyźnie JCOJ/ pewną krzywą zamknięte.

C . Gdy punkt JffJCMi będzie eif poruszał po tej

krssywe j , wówczas punkt jtifKtJ/rfoytisze kraywą. przestrzen-

ną, zaś sp<5łrzędna punktu J1 t równoległa do osi OZs

opisse powierschnię walcową. Kajbliżssym naszym zadaniem

będzie obliczenie objętości bryły, ogranicaonej płasscs.

, powierzchnią walcwąt oraz daną powierscłmią, / l / .


