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Otrzymana funkcja jest szukeng catkg danego réwnania

rézniczkowego.

ROWNANIA ROZNICZKOWE JEDNORODNE.

Jednorodnem nazyws i¢ réwnanie, w ktérem Y 1 X

wchodzg tylko za podrednictwem stosunku 2 | czyli réwna-

.
9= A2
~Na to np., aby réwnamie P/xj M£=§7/gﬂjl}// cayli
Y= @%x_j.)j_ , gdzie Plx,q) i (?/-_t,_y} sg wiélqmianami, 5
byZo jedncrodne, funkeje P/zy) i §/x,y) muezg bys
odpsriednio réwne: P/x,j) = 2" ?//—_%-'}, 53/1&/*’””}#/_%7'

W interpretacji gieometrycznej warunek jednorodnosci

nie kasztaktu

réwnenia réiniczkowego wyraia gig w ten sposéb, e styczne
do krzywych /przedstaviajacych rozwiazanie danego réwna-
'nia/ w punktach, le#acych na""tym gamym promieniu wodzgcym,
se. do miebie réwnelegle. Wynilﬁ to stad, zZe stosunek %#ﬁac

91 jest dla wszystkieh punk-

téw na jednym promieniu
wodzacyw staly, a spbk-
czynnik Kierunkowy jést

|
i
|
|
|
|

funkcje tege tylko sto-

sunku  y'= /@oj} Tego

rodzoju Xrzywe nazywajd
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gig Jednoktadnemi. Z jedne] krzywej moz-
na otrzymaé inng przez podstewienie X=khzx , V=4y,
gdzie X,Y s wspS¥rzgdnemi jednej krzywej, zad x4
drugiej / 4 - liczba stats/.

Rozwiazujemy réiﬁaq-ie'"jednorodne, podstawiajac —f—’-—s “,
| czyll_gsu:r, skad y'= ;-j,‘—’-"— =xa-‘};£‘.+u
A zatym
x gg it = fY;
x ol =/-/70/—4/0/a:_
Wiec :

de _ _du
“xl',?/aj—u

Zmienne sg tutaj jﬁz oddzielone. Catkujac, mamy

/QJL"‘@C _//q/ «

gdzie @C jeat staka ca?fkowanla. de oznaczymy
przez (4} , znajdziemy
i e
@x + @C ._f/z./,

. k
sked ;W

5’x=e

li
czylLl cxse /3/

Jest to wiasnie calka ogblna réwnania jednorodnago;
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TRAJEXTCRIE.

Trajektorjemi nazywajg eig¢ krzywe, przecinejgce dany

rodzing krzywych

. 1/ F/x', 5 6'/:-0
pod katem staXym & . Gy w szczegblnodei kat & jest
prosty, mamy trajektorje srostokatne, czyli ortogonalne.

Azeby otrzyma¢ réwnanie trajektorji prostokatnych, zuaj-
dujemy rdéwnanie résnicakowe rodziny /1/:

Y'=Hay).

Oczywidcie styczma do krzywych dane)j rodziny jest nor-
m#lng do rodziny trajektorji prostokatnych i nawzajem. |
Gdy wiéc zastapimy w rdéwnaniu j’w/?’a:,j/ y'przez -34- o 1O -
otrzymamy réwnsnie réiniczkowe trajektorji:

A |
S/ 2270,

Jezeli begdziemy mieli rdéwnanie danej rodziny v postaci:.
?y/x'jdlj"&l‘
to trajektorje ortogonalne beda czynity zadoéé réwnaniu:
.1 i
..V/.:'I‘.',_f/, -——F;-/ =0,

Przykzad., ZnaleZé trajektorje prostokatne ro-

dziny kéX, ktérych érodki leza na osi x i ktére sa stycs-
ne do oei Y t.zn. rodziny:
[l  x*+ 4% - Rex =0.
Przedewszystkiem znajdujemy réwnenie rézniczkowe tej

rodziny: dzielimy réwnanie /1/ przez x :
X4 20 =0,
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résniczkujemy wigledem x :

A R
!"‘ ‘é.y..y‘z..'y =

; x-& 2
skad
/2/ x'a'-—_y‘?.-f-,ex_yj’:&
Zastgpujgsc w tym réwnaniu y’ przez ‘j’“ , ctrzymamy

réwnanie trajektorji prostckatnych:

/3/

lub te2

jf/x%‘_ff‘y =2 xy,

. Rxy
.-y - .x‘-j‘z

Jest to réwnanie jednorodne,

albowiem:

rys.63.

0Oddzielamy zmienne:

CaXkujemy:

* Podstawmy Z =« , skad

Y=y y'= 2wy

A wige:
v 4 i/‘-"- + U = WA
) x T —u®
Stad
Lo — LA o 0
7-u

.Jca/u -+ uﬁ':iﬁ;! a/.:c.-;é?.

“3__{ P i‘_/qg. =0.
Ulu*+i] ol 4 X

u~4 5 S DA _
CaXkg -/27"’7""?&/“ znajdujemy -przy pomocy rozkladu na



uYamki proste:

Zatym
/é” (144’ /aél /0(2: i
skad
b2~y e
czyli
_/g‘if_/f_ il
Podstawiajac Zoowu U =:r~“i otrzymam_,
%a +1
=gz =¢,
_ 2 |
lub po przeksztaXceniu:
| x4 4? '
= C.
4

Zastepujae ( przex AZc , napiszemy:
; /4/ - X+ 4P -Rey=0.

Jest te réwnamie ki, ﬂtycznych do oei x i magj .cych
§rodki na osi y . Obrdclwslzy wige dena rodzing /! o .%Z ;
otrzymeny @la niej trajoktorje prostokatme.

Znalezie_nie' réwnania trajekterji, _przecinaja.cyéh dang
rodzing F/xd, C/:O nie pod kgtem prostym, a pod dowel-
nym katem & , nie przedstawia réwniez trudnodci. Jezeli
bowiem oznaczamy spbkczynnik katowy stycznej do krzywej
danej rodziny w jakim# purkcie przez 77, , zas spékczynnik

‘katowy stycznej do tra,.ktorji w iym samym punkcie przez
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M., , to wlwezasg:
L Ll ot
Y8 rm =mf1-m 46,
T + %8 .|

1'-@949
A zatym otrzymemy trajektorje, przecinajace krzywe

skad

wigc

dsnej rodziny pod katem & , jezeli zamiast réwnania réz-
niczkowego tej rodziny 4,y /=0 napiszemy:
+ 48
j/ '9 ? ).= o i to réwnanie zcaXkuje-
el L -
my.

ROWNANIA LINJOWE.

Og6lna postacia zwyczajnego réwnania r62n1czkowego

linjowego pierwszego rzgdu.jest
Y+ X(z]-y + X () =0,
gdzie X(x), X;/x) e3 funkcjemi x . Gdy w przypadku

szozegbloym X, /z/=0 , memy réwnenie linjows =z r e -

_y'+X/.ny== 2,

ktére Zatwo sig daje ruzwigzad. Mianowicie

fg—’ +X/x}=0,

[yé% /) dix = 2

dukowane :

akad

wige
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/'fffjj '*'ﬁ/x/a’x =@5,

i oatatecznie

W przypadku ogélnym, gdy mamy réwnanie rdinioczkowe
petne: {
| g+ X(=)y + X, (2] =2,

podstawiamy ¢ = 2" X" 2.y [gdzie u = FHHe 5ot

catkg réwnenia zredukowanege: ¢’ +A/=)}u=0 [ oraz
Y'=2u'+ ur’ . Otrzymujemy:
2t v+ X[2)2u +X, (2) =0;

stad
i +X, () +2)a"+ X[z)-4] =0

Poniewaz wyraZenie w nawiasie kwadratowym jest zerem,

przeto:

u-2' + X, fx) =0
czyli
a atad

dz + /I’;/x/em/‘}“/“ adx =0

Otrzymalimy réwnanie, w ktérym zmienne s oddzielone.
Catkujac je, znajdziemy:
. L=~ [k (+)€ ax-+C .
A zatem carkg danego réwnania linjowego jest:

= A, -/«i: L % ;?/}

Afx)dlx
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gdzie [ ~ stata dowolna; wystgpuje ona takZze w postaci
linjowej, t.zn. w pierwszej potedze. Rozwigzanie réwnania
jeat wige keztaktu: y= ;//x)-c +//:z) "

Udowodnimy teraz, Ze jezeli staXa dowolna C wystgpu-
je w réwnaniu rodziny krzywych w pierwszej potedze, to
réwnanie rézniczkowe tej rodziny jest linjowe.

Niech wi¢c bgdzie dane réwnanie rodziny krzywych:
Y= ?;/.z:}-l’-:—//mj

Lo = //‘9’
}f”/-‘d
Rézniczkojac obie strgny tej réwnosci,otrzymemy:
[Y- 1) %) ~[y-Ha] I _
2
s
A zatym

- plel -5 e = fl- i) + A {1 = G

czyli ,/x/ 0. ) ,
' Jy’/ar/ [ e ==

Stad

Ko
- Jest to réwnanie linjowe typu _y '+ X(x)-y + X, [x) = 0.

Z keztaYtu carki ogélnej réwnania linjowego: _
jz'({/z}°5 +//-r/ ~ wynika pewien wazny wniosek. Weimy mia-
nowicie pod uwagg trzy ceXki szczegélme, odpowiadajace

wartodciom £, , C ¢, parametru (

3 ’
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Y= (LG + Y],
= ‘f/'z/ 2 +//‘Z/J
/ﬁ;zxm |
/ .53=V/x).%+//x}'
e

Y ,/4{, /"aj‘t'

ﬂll{ijJ '
Przez ode jmowanie znajdziemy, ZzZe

.yi*j.z= ://x//(.‘— )
Y= G "4

0 B * Stad

rye.64. A, - ) 4«@_ = Const.
. d*;/ _yj -y" c‘—c’ i

Zatfm majgc dwie ®zczegllne krzywe cakkowe, moZemy

otrzymaé wykreélnie inne, gdyz stesumek pedzialu /pojedyii-
czego/ punktéw przecigcia sig trzech krzywych calkowych
réwnania linjowego z prostemi réwnolegXemi do osi y-6w
jest staly, niezaleine od odcigtej x .

Analitycznie wyrazimy to w sposadb nastepﬁjacy: znaja.lc
dwie catki szczegflne réwnania linjowego, mozemy‘otrzymaé
caXkg ogélng bez catkowania. Istotmie, wystarczy rozwig- '

zaé réwnanie:

__L sl
gizie C jest staXs dowo lng. Otrzymamy:
Y- =Cly-Cy ;
_ Y ~C)i=g=ly}
czyli catky ogblng jest
| e
Y= 5. v g
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Jeseli nie znamy Zadmej catki szczegllnej réwnania
linjowego, to, aby otrzymaé cark¢ ogbélna, musimy wykonad
dwie kwadratury, t.j. dwa procesy catkowania, jak to wy-
nika zreszty z ksataXtu caki ogblnej.

Przypuéémy jednak, %e znamy jedna catkg szczegblna.
Oka%emy, 2e w tym prasypadku bgdziemy mogli otrzymaé carke
ogélng przy pomocy jédnej tylko kwadratury. Otdés niech
Ys bgdzie dang cadky szczegélng réwnania

| #ytkjvﬁj;y4—X;ﬁy==0- '
Podstawmy w to réwnanie y =y +2.

j R +X/.:~*/J; +X{x/,Z+zl’/a=/ =/,

Grupujac odpow1edn10 wyrazy mamy: :
[ +X(x) 4, +X/x!]+z +/r/x},z 0.
Wyrazerie w nawiasie kwadratqwym jest zerém, gdyz Yu

jest calkg danego réwnani a. Zatjm:
d+ X [x)2=0,

c;yli
| o +1Yﬁd-5 2,
lub tez
.%/é + X/_z}c/x wl
Stad

@,&’ '*‘//ﬁ’ﬁrja/x = @f )

a nasigpnie :
ol Al
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Catkg ogélna danego réwnania bgdzie wige
+€oeﬂ{“j°f=

7= 4
Memy tutsj iatotnie jedna tylko kwadraturg.
Do réwnania linjowego mozna sprowadzié rdwnanie ogél..
niejsze:
21y +Xz) Ho) + L f2) = O,
réinigce sig tym od niego, %e zamiast zmiennej y wystg-

puje fumkcja //_@Q . Podstawiejac //y/:-z ./Zq/:y": .
otrzymemy rdwnanie linjowe:

s+ Xfz)2 + X, (%) =G,
ktérego carky jest: .
i A (x)dx )l
. eﬂ/)d C'—/{',/.x/- .e'm} 6/1/3//},/‘

ROWNANIA BERNOULLI ’ego.
Sa to réwnania typu
j’*X/x};ﬂ +4, /x}:}":: J.

Moina je tatwo sprowadzié do réwnad typu wyzej roz- .

patrzonego. Gdy bowiem podzielimy wszystkie wyrazy

przez  y-
Y K
+ =0
L i + X,/ =0,
4

=2, 15{=-(——Mz' "; to

a nastgpnie podstawimy 7

Wil
otrzymamy réwnenie:

7 + X2+ Lfe] =0,
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albo tez

'+ (l-n) Kfa)-2 +[(1-2)-K () =0,
ktérego cakrka jest

é'n-».fﬂf:gfd.t[zn +/ﬁ_-!}/£/z/eff-”jé'/x}a/x a/:z:_/;jt-#

Przyktad L. ZnaleZ¢ krzywe, dla ktérych odeci-
nek podstycznej jest fumkcja /damg/ odcigtej. :

Jek widzimy /z

J 'MPT/ odcinek pod-

styczne) PT"-_y‘gr .

;f":::lhm\uﬂ Jest on fﬁnkcja 7%%7

odcigtej x ; stad

%5V//x/r
~ albo tez
o B o :-!3-?7-;3,

rye.65. jest réwnanieu réz-

niczkowym szﬁkanej rodziny krzywych. Oddzielajac w nim

gmjienne
4y _ da_
Y Y
i catkujac
de d.
// Y = F?%} +-45;C,
otrzymujemy
4%23"'f%%} + g,

lub
u . f{.._}

y=C
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Praypuédmy, 23 w praypedku ezczegé leym zf’/x/z.z: o

Wowczas
‘ ax
g y: (: f = C E
czyli
j -..—..:C.ﬂ:.
Otrzymaliémy wigc réwnanie prostej.
66y  ¢l)=2x ,memy .
. f‘{ f-&g:x. *
j C o C~e’z - CV;) ;
akad.

| Otrzymalismy zatfm parabole.
Gdy z(,/:r)aﬁx, otrzymu;emy
y=1C-¢ /7% =z,
skad
jn= L

krzywe. wyrazone przez to réwnanie, nazywsja si¢ wogl-

le parabolam1 .

Przyk? ad 2. Dana jest rodzina krzywych

/1/ 2" y"=C.
Znalezé trajektorje prostokgine.
Résniczkujgc réwnamie /1/ , otrzymemy
‘ m.x"’l”‘._y” -+ ﬁy"".j‘-.xé=0)
skad

11" "y

I /
y'= -~
7y Ea"
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a po skréceniu
/
72f Y=~
: nz.
Jegt to réwnaniz rdédiniczkowe danej rodziuny. Zasiapu-

; 4 5 . S
]ﬁchy’ przez -;?7 , otrzymamy xdwnanie rézniczkowe tra-
jeklorji:

/
/3/ =
_ 2 my
iub -
ay _ wmx_
de MY

Oddzisliny w nim zmienne-

W_ﬁ? = #z dx

; _/"’;75.‘9 '-5’./?.7:80/2+6-

2
my ezt l
skad 2 R ‘

2. 2

i je zcatkujemy

Ot rzymamy

aibo
ot Y4 W‘a - nzt=C,
Gdy m=n=4 rodziny /1/ oraz /4/ wyrazai, hvperbole
réwnoboczre,

Gwioczenis . Znalesé trajektorje prostokatre

rodz iny k6%, przechodzgoych przez dwe dane punkty

T S i Ve e T o i S Sy - S

RACHUNEK ROZNTCZKOWY T CAXKOWY. 1I.  Arkoss 10-ty



