s -

wige oslatecznie:
| -z :, y? _
f4329} T+ P g - C.
Przypusémy teraz, Ze dane rdéwnanie rézniczkowe
IV Plxg)de + §/x,g)dy =0
jest niezupelne, to znaczy, 2e . .
3P
+ 2
Nieraz mozna znalefé ta.ki ozynnlk N [, 4/ , aby réwna-
nie /1/ pomnoZone przez ten czynnik dato nam réwnanie zupet-
ne:

12 Myg)Play) de + M) gl ) dy - 0

Wéwezas

AT g

czyli - o 2. ."”“
£ (‘M.'-;-,#._Ef ~ 0.4 4 I
: | ?—5& Dy g ox +j§_£’.
albo tez

13 M2 _££ 5147.;‘ S

Z tégo réwnania wtadnie moie bhyé funkoja .///x,y} wyzna-
czona. Nosi ona nazwe czynnika catkuijag-

cego.
ROWNAKTA ROZNICZKOWE RZBDOY WYZSZYCH.
Najprosisze réwnanie rézniczkowe rzqedu 71 -go ma ksztalt:
Ay
Adx”

{%).
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Mozna je rozwigzad przez wielokrotne catkowanie, obni-
zajgo stopniowo o jednosdé rzad rdwna.nia Mianowicis:

ﬂ'—!

‘H-l ///f/"/f //-%

nastapnie

///f e /»ff/ Al 11,

/ %/ a/f/}/f/a’f

Ga]:kujao w ten aposéb W dalanym ciggu, otrzymamy.

dale

Niech znowu bedzie dane rdéwnanie:

LA
e I
Catke og6lna tego réwnania zawiera % statych dowolnych,

mozemy zatym postawié dodatkowy warunek, Zeby dla x=x, funk-

cja oraz 7#—-Z pochodnych przyjmowato odpowiednio z géry za-

dane wartodei o, , v/ ' 4 SR Al

-

Zalbimy, ze 97=2 . HMamy wtedy
FA
_——i
| - dx“ 3%/“/.
Dwie ctale calkowania wyznaczajs sie z warunku, ze dla

X=X, jest Y= .,_y'a-j; ., Zatym catka hedzie:



~ 1Bl =

* E
X P / Y=Y +}'/x—-x,} -f/c/y/ﬁa}a&,

zed po przeksztalceniu oalki podwdfne ;,

| ) | ktére] i)olem catkowania jest A ABC przez
# ‘ o  =mienienie porzadku catkowania:
: | ¢ Y=Y +jof/.x—xo) +.//x-z}/73} dy.
/) g A

rys. 68, Te samg metode moZemy zastosowaé dla

~6wnaf rzedu 3-go i t.d. Tako catke ogélna danego réwnania

7 -go radu otrzyramy:
Y =4 +_%’/x—a:‘) +_%,’
o -z ) L e gl
+ 4, -2 *
el (n-41)) v {n—i)!jxi) /4

Funke ja ta musi gpetniaé cene réunanie. Sprawdzimy fo,

.najdujac jej kolejre pochodne.

! = ja + Yo /.t -.z. .......... o j:”"} /“;?;i;}); (ﬂ ey ‘/(a:-z) /A}J:&
M ir® oy e wevsnenee O] 5
R

Prsy pomooy lnC:.keji znajdzismy

.Fy/n-zj /1: -4/ __-/o/ "/.r J‘m} //x—-&}%/ﬂﬁ
ﬂ(n-z) =j.:{" 1) _r//%/ A

HACHUNSE ROZNTCZKGHEY I CATKOWL. I, Arkusz ll-ly.
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wreszcis, nstatnie rliniczkovanie daje

= A

czyli Yy  jest islotaie calka dapego réwnanie.

Rnzpatrany reraz réwnanis, gdzie pochodna jest funkcjs

%0.80ne j Y Wefmv réwoanie rzgdu 2-g0:

L

iy 9 gkad . =/.‘.‘(—1)z Gtwérzmy réz-
Oznaczm; 5';_,/9 . skat }9 g y

niczke: _ ‘
el pdp=r- . o 294 oly =2
pratpep =i e Lide =254 dy =218

Gdy nazwiemy joz=.& : to

o =£//;)

a styd
Sue /g///pz/,w;-ﬁ 4%/// dy 4C
#obec tego -2
» P‘j=V2ﬂ/j}a_/y+c
&
wreszoie VZ///j/a{y %

a:‘= &, -t/ &
Ve /fig ey +C

W podobny @posol iszwigzuic d9ig rdéwnani= ksztaltu:

zU

(Z]-1,

gdzie ¢ est pewng l.mzhg staig. Csnacaay Lnowl 919'_

=P
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aowezas

Yolpgp=t L P22k g

Pomnézny obie strorv danego réwnania przez ;Zf/j;

Zj: +£:1/ } =-z//j/g/y

d}oz-ﬁ Z,q/azg/y =z/@a_/y

" [ 2 N —_
Gdy podstawimy terasz Pz vtrayuamy réwnanie linjo-

A j 3. j,

Ly 2o - z//;/-a.

Catka tego row: ama ilinjowego, jasni

{54-%/4 q_’}

A zalym
-4 _ [ 2y 2ay
P VT = e e |
Stad
P -
[ ey
wige _
! V e“‘-"{c' +,We‘f’_ajj
Nieraz spotykamy sie z réwnaniexn, “loie poda je zwig.

zek miedzv pochodnemi dwuen holejnych razeddw: 7 1 #-%



4. gl

Oznaczuy .‘i/_.”:i =«A 1 podstawmy te warlo$é do danego

dx!r-i
réwnania;
Stad G/ ﬁ'_l,",_
=k
wigc

J!.'T/_fé_ + 0.
7
Gdy powyzsze grticwaaie 04 Sig valkutecznid, wiwezas
otrzymary x= ?//2, £ , o stad przesz odwréeceais zaleino-
Sei 2= }V/.&f:{r C/ . Dedziemy wige mieli:
=z
e,

&8s to véwnanie Llypn zannugo fs'r /60; r'a?lw, jego jest

=f/x}+/ﬂf£}(/x—3/”-zy/2}£/a,/a1

gdzie

-2

Xl = ! [~ +....... b5 /x"'t
P/ /_Jo +j¢ /x -1'-) "ty 7”_2),L

Jefeli zastoscwane powyze] odwrécenie zaleznssol
uskutecznic sie nie dajz, viywamy innego sposobu, pele-

Cnlgoego pd stopoiowvme cbhaizanin rzedu pechedne; Yiano-
- - . il 4
wicle:

"y 2
0/;]:”2 Q/xnr / f/"'/’
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0Zy1l

')‘qu'

aﬂc7’z 942 _!

Otrzymalifnmy zalywm rdwranie tege sameco Lypu, co dane,
ale rzedu nizszego o jednodé. Pusigpujac w ten sposéb da-
lej, dojdziemy do samej funkoji Y

Przyoudémy teraz, Ze manmy riwnanie, wyragajace zalez-
nodé pomigdzy pochodng rz.tadu # 1 rzedu 71-2

L

Podstawiajac i:i -_-:,z,') ' ntrzymamy.:
dx™ e
: s A0 :
b
. ak
VC +u{/}&dﬂé ;

L= y/,-zy.

Sprowadzilismy wigc dane rdéwnanie do typu znanego:

a/,,.m e

Podobnie rozwigzuje sig réwnaniu.

Stad

x=£f+

czyli

F, g™ i g,
Wystarczy tu oznaoczyd 4 i
o/ *

aby obnlzyé o k jednodci rzad réwnania i sprowadzid je

do postaci



/Z-x 2 2! £ Seeviavasis ,a,ﬁ"*//.--d.

Przy calkowaniu tego véwnania bedziemy mieli n-4 stalych,

zwigzanych zaleznofnia

af.x‘f

Catka og6lna ostatnio napisanego réwnania hgdzie zawiera-
la znowu A stalych dowolayeh, czyli ragem otrzymamy 7 sta.
Tych, co tez byé powinno, edyz dane réwnanie jest rzedu

T -g0.

‘ROWNANT /. BEZ ZMIENNE & .
Rozpatraymy teraz réwnania, w ktérych nie wystepuje

zmienna niezalezna o . Niech bedzie dane rdwnanie rzedu
17

drugiego: | Fd gy s B
| R
// 4/.‘.?5 ) oY ,-//_ : ‘7‘{

Oznaczmy _i‘.{_*’.. =p wéwezas

dy _dp _ ap, aé

da®  ax g@ _/ba/

- Dape véwnanie rprowadzi sie do J’W“&Pld rzqdu pieTwszego:
A/ /b;ﬁ =2

ktére da nam po ascalkowaniu réwnanle 1-go rzedu;
p=y49,
czyli

= 14,9,

dx = _ 5
Yiu.r)

skad



Galiujac Lo, otrzymamy szukang cathkag ogdlia.

Niekiedy trudno jest olrzyrad séwnaaic P= ﬁ/}ey Few-
ozag claramy sig calke riéiuania jﬁ%a/apéﬁ/=67 jr:edstawié
¥ postaci: =

b= e

qyzs}pj/;bcydébf
d = -‘ji/#— = —______.y//fjc/g//b

akad

9 nastepnie

: /
Otrzymujemy wige uktad réwnad parametrycznych:

Jif//tﬁﬁ?g ej.q%.*cz
4= ¥irY

Ta sama metoda daje sie zastosowad do rdwnad dowolnego

rzedu.

-/ ROWNANIA JEDNORCDNE WZILEDEM Y

Tezeli dane réwnanie

/l/ /ﬁt’—y) ji .......... _y{”y':ﬂ

jest jednofodne wzgledem funkei® 4 1 ie] pochodnweh,

czas réwnanie /1/ mozna zasi. - & riwnaniem

ad s /ar} -
/1'/ //{.‘C’ ’.’._.{/f} @j ......... @ ....ﬂ_ )
WprowadZmy nowa funkcje t/ zamiast ¢ , gdzie jf"_ i 4.
Wéwezes

/
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zag po soalkowaniu
@_y = Judx + %L‘,
lub tez
dx
j:: céfw F
Kolejne pochodne wynoszg '
=y
Y= 'H.'-j +U-y ‘= u3+ q‘aj =j/d{f‘dr’7
Wogéle mamy
j’f
S
Z réwnania /17, gdzie C=2 , wynika:

.yf -y.ﬂ j” _
. //‘”}3’13‘*"""""3’/-‘2.
Gdy tu podstawimy wyzej napisane wartosci, otrzymanmy:

' tn~t) |7 _
/x’ “; “: u‘:’ ............... f/&z}yfu':..... 7 d/-—*ﬁ,
co da po uporzadkowaniu wyrazéw réwnanie ﬂ7-z} -go rzedu:
/; /x} “, pjj remsases s {.{rﬂ“y"—‘ﬁ. . |

Przez kolejne calkowanie otrzymamy catky ogélﬁa, dla u
zawiorajaog #-1 stalych, Calka ogélna y hadzie wige po-
‘'siadaXa wraz ze stalag € 7 stalych, co wlasnie byd po-
winno. ‘

Przyktad 1. Dana jest rodzina k6t o promie-

niach réwnych 7 , ktérych Srodki leza na osi X . Znalefé
réwvnanie rodziny krzywych ortogonalnych,

Réwpaniem kola, ozynigcego zadosé zalozeniu, jest

Y/ /-T--C}ztyaﬂ?"_z,
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gdzie ¢ oznacza drugosd

srodka kota od poczgtkn

uktadu. Zrézniczkujny to
m‘ réwnanie wzgledem o :
x . z'/x-c}a/x-r{yi/yzo.
: g f i i / - Dzielac wszystkie wyrazy

przez 2 i uwzgledniajgc,

2NN

Zew x=-c=lri-4* bedziemy

rys.69, - mogli napisaé réwnanie réz-

niczkowe naszej rodziny kék: |
i dx + ydy =0,
Réwnanie rézniczkowe rodziny trajektorji bedzie:
frig” dy~ yaz=o
Calkujemy przez zmiane zmiennych. Polézmy Y= r.eoma
gdzie o« Jjest nowg zmierng. #ledy W”"Wﬂ‘; y-mamé
i réwnanie bedzie

riosiu A - 7T i adx =/,

skad
0/x= GMzac Mt( . by, -
P e QX —7 S & Ao
Vo = 7_‘{&_ ._/.w;:xa/u
: v S K
ozyli ;
X~y =T ML _ rodx
2+ pdd

dotgozajac y = rooud mamy réwnanie parametryczne rodziny

krzywych, Sa to traktrysy, ktére mozna otrzymaé z jedne]



- 1

z nich priez przesunigeie w kierunku osi x .

U waga. RO6wnanie rézniczkowe trajektorji, czyli
Vr2-y* oy —ydz=0 moina przeestawid w postaci 7=/ g2 /4%,
. WOZDA. P J5*(5)
co dowodzi, ze w kaZdym punkcie styczpa /odcinek styczne)

dy osi & / jest stata = 7 ; wlasnos$é charakterystyczna

trakirysy.
Preyktad 2, Dane jest réwnanie:
w_ L2
-g = k:ff'
Gdy nodstaw imy:
J adx
ap _ 4
_q”ﬂla_/.& ua—’ﬁ ./b)
<
otrzymamy:
odp 2
PaTﬁ = /(JJ
lub Y
A
Catkujyc obie sirony tego réwnania znajdziemy:
' 2 2 2
] _ f: =AY +C.
A zatym
@
_ - p= L= kyC
stad :
demn 8y

zad i l{fy‘ + ,
_ /. s
?ﬁ@iﬁ’%‘f%w%ﬂ%ﬂa




-7 _'._

Z tej rémosSci mamy:
@Kgfﬁzﬁ) A'/.a:

k[x~ )

wino

j+ 524-% = £

j }/T s

Dodajac te réwnania strosami i dzielagc strony otrzyma-

Lauwazymy, 26

nego réwnania przez 2, znaidziemy:

‘ Y= .‘{[e‘t/x &%/ e"‘f-‘: ‘-'s/]

Przyktad 3. Znalefé krzywe, dla ktdérych

rzut promienia krszuny na o8 & jest wielkodoig stals.

Dlugesé provienia krzywizny jest réwna:

Yy . 05 A (4 4:; 54
Nastepnie mamy
, H@"‘ =4
= * 'skad

M“—_-' MJB= -----'-i————- =
| 1+cog§&

N

Biorze tees pod uwaga rzut promienia krzywizny M

ra 05 & bedziemy mieli szukane réwnanie rézniczkowe:
(9% v £

jn * I_yr——_—’z +7 = ;" 7

gdzie f— jest daha, wielkodeig stala. Réwnanie Lo mo-

zemy przeksztatcis, sprouadzaja:c je do postaci:




Podstawnmy j’:.—/.z, Y=

Stad

ozyli

Oznaczajac P ‘=2 , mamy

p, ﬁ/ﬂ
dx .
E’£ /(/14-/9}10
.' .
//1*/’7/" ﬁ o He
| [pdp
A’.l:-*c 2/14-}9‘)
s .é_
kx+C = z/x+.;/

Calke powyzsza rozwigzujemy przy pemocy rozklady na

utamii prosie.

- ozyli

lub

Stad .

wigo

A zaliym

Znajdzieny, Ze

hx+ C = A— bog 2 —-‘iéj/zwz;/

Aax
;—.‘E’:—; Ge s
_{.4-,5 Y +/b"
/93: L™y /O‘Ce 4
z,_._ cezkx
f’ L=Ce%="’
= _QQL - a/_y
/b I/[_(‘ezkx dx



— .I. "r'}_"f -

Kk 2 ‘ . .
Oznaczmy znowu Ve . e = ,z)- I/(.‘_-/nfz'f C;{t‘ @ I6wezan

jcdz
/rV_/‘T

j=—EE—’ arcséf,h-ﬁ‘ »

+ &y
skad

" wreszoie : : o
j=_kE arcsn|C-e +
To jest wiasSnie réwnanie cdanej rodziny kruywyeh,

Przyktrad 4 . IZpalefé véunsnie Yodziny krzy-

wych, dla ktérych promied krazywizay jest c:=na furkcjq od-
oigtey. |
Jezeli tf’/x} bedzie eznaczalo dang funkejg, to bedziemy

'mogh ¢drizu napisad réwrame réiniozkows szukanej rodziny.

A+y"9*

27—yt

Podsiawny, jak w przykladzie poprzednim, Wi -../b

[t+y) "< db 2. )

Réwnanie to sczx'?ckugemy, odézieliwszy w nim przedtym zmniey.

. d)
;j dx

ne: .
2 . P _ e
7% JLrpt) %
Aby wykorad calhowanie, canaczymy /”‘-"'9’7' . a//0=w4;%
Wowezas ocatka 0/-" , ktéra dla skricenie nazwiemy ‘y//a:)

bed zie réwna:

i / (1ol %sfﬁés;)% ""/"‘"*"“"/‘=

=stni+C,




- L%t =

p
f1+p

.t+/p [}V/.‘r/ é'/

Lecz smy =

. mgc

akgd
p=(rI[ - q= [y/#-c_fp[y/x)-fj,o,
albo
o [ys-g*
./° 2-[yr-gF
A zatym ‘ “
i _yHC
wige

Przypuéémy, e promier krzywizny jeet odwrotnie pro-
porcjonalny do odcigtej, to znaczy, Ze VV&) j?-

ot Lt o
VQ’} k;/étaﬁ: Y

Réwnaniem rodziny krzywych bedZia wice

22— 24C a/xbéx

X

Przyktad 5. Znaleid réwnanie rodziny krzy-

Wéwczas

~wych, dla ktérych promier krzywizny jest proparcjonalny

do odcinka normalnej, zawartego pomigdzy krzywa a osig X .



/Krzywe, ktérpz spedniajg ten warunek, noszg YA
krzywych Ribauoourt’a.najwaﬁmeJ-
sze krzywe, jek parebola hyperbola, Yarcuchowa i t. d.
naleiy do tej rod21nv/
Jezeli promieniem krzywizny bgdzie MC /rys 71./ odcin-
_ kiem normalnej pomwdzy krzywa a osig & — H¥, to
_Jf/[z k. AL,
y Mamy nastgpnie %« =4/,
A L
,_ LoSX = -
; AN = =% -—-.eVZm

X A zatym r_éwnanlem ré#niczkowym

, Wige

o7

Ty szukanej rodziny bgdzie:

Y
(Ij:z) = hyleey)*

lub po uproszczemu
1+_j{ f'_y_y =0
Oznaczmy Znowu 'y = /o _5 /b
L+pP= by ._,g_ 22 7
P J/"Q,g )
A yesy
A

. T
czyli . :

L fyy= £ lgltep)eby

stad
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albo teiz

4== c.vZ*Vbz.

Rozwigzujgc to réwnenie wzglgdem P otrzymamy:

-4 L7,

skad
6)/.2:=

o
l/‘yl/k _c%

C dy

V% =ct’

+ G, .

. : i .l .
Przypusédémy, Ze epbXczynnik proporcjonalnosci f=d, Wéw-.

czas
X =
IU -C“‘"
albo
Stgd mamy
Y+ = =

oraz

y-lF=c

= ( dogfurl7

V_T}

_cl))ﬂf‘

Dodajac te rdwnania'do giebie i dzielgc powstate réwna-

nie przez 2, otrzymemy réwnanie Xarcuchowej:

< £ o5

+ £

_x-c]!
[

T’rzypuéémy, Ze /{=—,2. (I ym.przypadku
X = %_L

e

+ C,
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Rozwigzujgc te catkg, dojdziemy do réwnasd cykloidy.

Niech k=-7. W takim razie

z= oo + G == FIET 4+ G

Otrzymujemy wigc réwneanie kota, ktdérego érodek leiy na
ogi &

" (—Z"C})z""je-e-gfz‘

Czyniac k=2 , otrzymelibyémy réwmenie paraboli.

+ ROWNANIA LINJOWE.

Réwnanie résniczkowe dowolnego rzgdu nazywa sig Linjo-
wym, jezeli funkcja.j i jej pochodne wystgpuja tylko w
‘pierwszej potedze. Postacig ogélng réwnania Linjowego

N --go rz¢du jest:
- gy L/x}f“) + Xz(x)jfﬂ-zf’+..........'.,...L....4,

+1, (o' + L,y = A o)

Jese li prava strone tego réwnania jeet tozsamogcioweo
réwna zeru: X([z)=0 ., wéwczas réwnenie nezywemy
‘miepeitnym albo zredukowanymnm ;
W przeciwnym razie memy réwnenie peitne.

Badanie réwnen linjowych rozp&czniemy od p.znania
wtYasnoé$ceci rédwnania zredukowsa -
nego. | | '
RACHUNEK ROZNIOZKOWY I CAZKOWY.II.  Arkuez l2-ty.




