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ROTNANT., BULERA.,

Réwonaniari Bulera nazywaja sie rlinania typu:

P/x,ﬁa’x + ?/'ZJ}@ + f?/:zyj»/x@ —-ja’x) =0.

¥iclomiany B¢, R , mozna sprowadzié do postaci naste-

Play) = =" J (¥
§(xy)= 24 (2
Rixy) =" A 12)

Oznacemy nastepnie %su , skad Yy =xeu,
stxdu +udx . Néwezas:

X" dx + Zf (u) (zdu+ udz)+ r“‘;///a’a_
,.;J;,.:..x”{)g/#/ : “/é/{/} c?/.:t +..?.'”H/£/W/W/f o xpu/?//%} d/é('—"t«/;

nactepnie

x™{ /4] *”’,ﬁf /g}} f‘— + qa”*"}f Vo) + 2" A= 0

a’.x A4 ALY P g
,é’/u)wﬂ/zd +;4/a/+u-)é/ﬂ/ &

# ten sposéb réwnania FEulera sprowadzajs sie do réw-

pujacej:

wWreszcie

raf Be mou‘i,\lli 'ego.

ROWNANT.: RICCATI'ego.
Tok postacig ogélng jest:
/1/ 4 '+ X (%)-4* + 1, /x}_y +X/xj =0,

Réwnania teco typu nie daja sie ‘ogblnie rozw;azaé 22~
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pomoca kwadratur w liozbie skoficzonej. Nozna jednak tatwo
znale4é catke og6lng, jezeli znamy chociaz jedny calke
szczegblng.
Istotnie, niech x/ay bgdzie ta znana calka szczegélna,
Podstawmy w réwnaniu /1/ y= y/x} +2 (2], otrzymamy:
72t Vw2 + X,V + 2k e + X 2+ LY+ X2 +X=0

lub grupu Ja,c w odpowiedni sposéb wyrazy:
[+ X+ K0 + X ]+ Y+ X Vv 2 X Ve +X Y =0.
Wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest z zatozZenia toz-
samo$ciowo réwne zeru, a zatym: :
1y Y+ Y +2[X2+k) V=0
Jest to réwnanie Bernoulli'ego., Zakladajaec w nim Yi?{"

otrzymanmy dla u réwname linjows, ktérego calka 0og6blng he-

U = ﬂ/x/&f-ﬂ/.zy

Stad wynika, ze calka og6lna réwnania /1/ jest ksztal-

iy Y/ur)+z//=

duie:

T hm B =
fal)- C tel4 _ il Copl s
/ i~
albo xdy oznaczymy V/.:t} ¢4 /x) = Y’/x} £l f@)ﬁ}£=6/}z}
. j ye YKl
. %) C + 4% )

Mozna wdowodnié odwrotnie: gdy oaltks danego rdwnania

jest wyrazenie linjowe /4/, to réwnanie jest typu Riccati'ego

/1/. T rzeczy samej
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Y A[2)-C 4y )= Yool e )
Vo (%) —~ }1//-4’5/

Y217~ - ;wx}
Rézniczkujaoc, znajdziemy:

Ly et~ paf (e sl - |
“{j}f/zj“}é/xﬂ{}{/x/j'%/"{} =0,

Pc przeksztaXceniu ohrzyeamy réwnanie o postaoi /1/
'e2o 77 moz--_

. stad

2 ksztatta cakki twémaq réwnania Riceatbi

pa wysnué pewisn wnicsek. Nadalmy mianowicie stale] dowol-

v
nej £ catery wartodei: £, , C;, & 1 ¢ . Clrzymomy

cztery oatki szozegélne:
_ WXl V) y/.z/ Yl
o A T T

= % (2 + V(2] . gy Yu/2)- G, + ys/x/;
* el e A AL

Stosunek podwéjnego podzialu /stosunek apharmoniczny,

dwustosunek/ tych czterech calek szczegélnych:

Y=Y Yy =Y _ G —Cc  Cy~,
_ e T Yy Y, CG=C " Cy=G
jest wielkoScig stals, niezalezng od zmiennej x |,

Latwo to sprawdzié przez zwykle podstawienie.
Znajac zatym trzy oalki szozegdlne réwnania Riccati'ego

mozna znalefé catke ogblng hez kwadratury, rozwigzujac mis-—

aowicie wzgledem Y réwnanie:

4 4,
.“J({S':yz “ _y-jz -
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ROUWNANIA STOFNTA # -go.

Jozell /1L/ )é7 ;-4] =0 jest réwnsnian stopnia =

weagloder pochodns _..; , wéwesas rozkladamy iewa sircuns na
pzynniki:
#2.9.9)= alxy) [y~ by~ gl [y~ v 2y ]j -0,
Roswigzanie zZalym danego réwnasia stopnia # --20 sprowadza
sig do rozwigzaria 1 réwnad stopria pierwszago:
Y'=Y.1%Y;
Y'=4, (%,4);

Y= 12,9);
Ytérych catkami ogblnemi beda: .
Al24,6)=0; fleg8)=0; i 4, [2,4,6)=0.
Calka ogbélina réwnania /1/ hedzie wigs ilcoceyn
Fla,9,6) = 4 [2,9,6)- 4 [ g,0)e 0 Al g, ).
¥ praktyoe czesto podobny rozklad wielomlann ne czynoikl
jest niewykonalny. Wéwezas trudnosé te omijamy, roz'uvi.aiujac
ds.se réwnanie 71/ wzgledem Y
12 y=Flzy),
i wprowadzajae nastepnie zmienng pomocnicag }azj' z
- o Fixp) d

A : 7= Clas] l;
13/ ay 2F . IF b i QEPS T A
. d,.. =gy 3y -ﬁax’ P= T T oy 4N

akad

i ﬁ) e /b;rx == }Wx‘/b}'
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-

Girzymujemy Uym sposobem réwnznie rézniczkowe I rzedu,
ktére jest stopnia pierwszego wigledem pochodne] %
Zdﬁ =)1’/x,/b} . Jezeli potrafimy je rozwiazaé, to be-

~dziemy mogli rozwigzaé rdéwnanie /2/, Inaczej méwige, jesli
/5/  Y'=p= ¢

jest calka réwnania- /4/, to -
16/ y=Fle )]

jest catkg réwnania /2/.

Nieraz wygodnie’l bywa otrzymaé catke réwnania /4/ w po-

staei:
r50r Yo Fin g,
Otlrzymang warlosé vodstaniamy w réwaanie /2/:

= Fffs/ﬁ%/y

Po przet=ztalceniu ostatniceo réwnania otrzymamy ukiad:
x=2P/p0),
I F1p s
kidéry bedzie wtasnie ukladenm réwnafd parametrycznych rodzi -
ny krzywyel /27, przy jej wykredlaniu nieraz wygodnie szy
od réwnania /6/.

Zupeinie analogioczng drogg postepujemy wéwezas, jezell
réwnanie /1/ ;[/x, 4, 4')=0 moina rozwigzaé nie wzgledsm
j oy jak wyzej, a wzgledem x

72/ x=Fly,4, _

Aprowadzamy zmienng pomocniczg f:-_y’i rézniczkujemy

réwnanis /7/ wzgledem &
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_OF . ay . . A,
oy e Yy

lub inaczej:

_ IF(4.4) OF(9.p) 2
/3 _%{L.__./u-!- _gj_f’_ ?.yﬁ./o

Rozwigzujac to réwnesi., znajdziemy:

IV Sy N
5 ¥ [4.p)

Otrzymalismy réwnanie stopnia pierwszego warledem

pochocnej /4/. Jezeli okreslimy z niego

84 -I.ﬁ’;‘/’ = f(ﬂ;"‘/)
to calks réwnania /2/ hedzie:

16/ x=Fl4. ¢,
Jezeli zad 2z réwnania /4/ wyznaozymy

5/ y= B(pc),
to otrzymamy znéw ten sam uklad rdéwnaf parametrycznycl,

co w przypadku poprzednim:
x=F[¥(p.0)p],
4= ¢(pe)
Metoda powyzsza byla zastosowana przez matemalykdéw
Lagrange'a i przedtem jeszcze przez Clairaut'a do dwuch
szcéegélnych typéw réwnai ¢ -go stopnia, ktére teraz

TrozZwazymy.
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ROMVANTA LAGRANGH'a.
Postacia ogélng rdéwnaf tego typu jest:

/Y ;x-/f/_ﬂ*/f/jy._

Pedstawiajge _yﬂ:Faﬁ a nastgpnie rézniczkujac réwnanie

/Y/ wagledsm x , otrzymamy:
PRl AR A2
Stad mamy: -
ap_ g,
de “Edl AT

de x4
ap  pPflp p-fln’

jest to réwnanie linjowe; posiada ono qglkq
_!%el' y 21
x= 5 dﬁ{c "7—9—"4 b _ 7 JP"//”} s
) - ¥ /fﬂ

ktdrg ozvaczymy przez:

Na zasadzie réwpnania /1/:

9= A + A

Dwa ostatnio napisane réwnania sa wiadnie réwnaniami

2 zatym:

parametrycznemi rodzin krzywych, odpowiadajgoych danemu

réwmaniu réznioczkowemu /1/.

ROWNANTA CLATRAUT'a.

Réwnania Clairaut'a sy szezegllnym przypadkism réw-
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naft Lagrange'a. Majg one postad:
/Y y= x'-y’-ﬁ- /[yﬂ
Podstawia.j'a‘c, jak wyz':ej,j%/w i rézniczkujge, znajduie~
ny:
- a Y] 4
pprx =+ I
a stad: LI

[=+ /Y] 22 0.

)
% =9 |
skad p=C , ozyli otrzymujemy rodzine prostych, albo

A zatym albo

tez ji:
: J +/j//£y =ﬂ’
skad znowu :

A = -////)
zas

/
y=-AlH-p+Ap.
Otrzynalismy zatym znowu rdéwpania parametryczne rodziny
krzywych /1/. |

Przyktad. Znale4é réwnanie takiei krzywej,

zeby w prostokatnym tréjkacie AR.A{, utworzonym przez

styczng A{ I, normalna .//f’l’.i odeinek @A osi P rzut

grodkowej AC na oé 4 byt wielkogcia ntaly, réwna 4 .
Z rdéwnania stycznej

I-y = o' [X - b 4
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y many 0§ =y - y'(%) | 225
g 7z réwnania normalne ]

P H V-y- ———y‘-{;-/_}f-xj

3 ' otrzymujemy OR =4 + 3@?
0 A zatym -
R

; Yyt X (Lot
rys,66. > I=_y +2-/? _y?

Poniewaz mavy OP=y , wigc
= -— =-"' --._.‘{. i_’=_‘.§-/,—-l—,- -.-:ﬂ'.
cPoP-0C=YY-5(5-y) = (1 5
Doszlidmy wigc .do réwnania rézniczkowego:
/
xj - -;?? =3dJ
lub inacze] ‘
Vo 2y = 2ay - =0,

Podstawmy y'=p . Wiedy: |
1ol | gt

P~1

a stad

dx _ 2a[p=1-2ap-2p Rap*-Ra—4ap*  —24/p*
= . _=Ra(p*w
ap (p*-4* s i ‘#ﬁi
Poniewaz ot '
b e, gy
’
przeto g oo p //, z-_j/:'

: 2 ;_/
Y==2a 7/%_:7./5.@?
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Aby rozwigzad powyisza calke, oznacazymy /bz--{-—--&/
Stad Z/b-a/p=a/zf oraz Ibz+.{= u+2 . Bedziemy wise

mieli:

y=-d u-n?. c/u——a’/‘/“ —,3a/

zatym
Yy= =-g Z ; ‘e
=gkt SR re.
Stad
A
7Y Y =-algp-g) +;——-‘ij +C.
Réwnania /2/ 1 /3/ s réwnaniami parametrycznemi
szukanej rodziny krzywych,

Préecz powyzezej wartodei dla LA majacej sens tylko

dla fa>:{, mamy jeszcze wartosé:
jz a @/j../b7+/-;—§£‘?—+c
gdyz funkeje @/p zjora.z @/l-,bzf majg jednakowe po-
chodne.
Kazda krzywa danej rodziny sklada sie zatym z ‘dwuoh
gatezi, Dla pierwszej gatezi musi bhyé /F/ > 4.

3 Gy p| L» +00
\ te  x)+00 ~ 0
‘ Y Y] +00 a~00
\\X‘W / Dla drugie]j {ra.lem musi hyé
[pl<1 . _
Gdy p| =1 70 & +4
to X ~00 #O # 4+ 00

rys, 67, j( = 00724~ 00
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ROWNANTA BOZNICZKOWE ZUPEENE.

Réwnanie

/Y Plx,y) de + @/zy) dy =
nazywa sig zupe *nym wéwozas, gdy przedstawia rdézniozke
zupelng pewneﬂ funkeji

1% Hlay)=c.

Rézaiczks zupatng funkecji /2/ jest, jak wiadomo,

RES ifg%ﬂa/xf Eﬁzz_gj_a,

a zatym réwnanie /1/ .bedzie zupetnym wtedy, kiedy
/ = Wy _ W/ xy) |
Y Pley)= Yo Gay- _,%W_J

jego ocalka hedazie: //r,_q)-_—c,
Udowodnimy, Ze warupkiem konieoznym i dostatecznym,

aby rdwnanie /1/ byle zupelne, jest:

/5/ _-’ﬂgi /x g .

Istotnie, jedli réwnan;e avs .3est. zupetne, to muszg
byé sluszne xéwnoSci /4/. Tworzac pochodne czgstkowe
f/;r,jj_ wzgledem y oraz  §[zy) wzgledem x| be-

dziemy mieli:

Py Wy Gfry)  Vhey
?_‘j g.z:?j J ox gy 9.’3:

Poniewez zasd
| WWay) oYy
93:-?y = j:j 9z 7
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przeto warankiem konieoznym jest:

75/ AP[x,y) _ _99=xy)
' Y 2x
Nalezy udowodnié teraz, Ze jest to réwniez waruaisk

dostateczny na to, zeby réwnanie /1/ byto zupekne, czyli
aby istnis¥a pewna funkcja f@ﬁigl taka, %e f?ﬁajd==§%§
oraz §[x,y/ = _gff ‘

Zaléiny, Ze tdﬁ warunek jest spleniony. Jezeli

ji/iﬁf_ Py
/6/ //w ’,4) /P/-w de+ 1y,

glzie stala calkowanla qud moze byé pewng, nieznang
fun%cja 'y-—ka Biorac pochodna réwnania /6/ wzgleﬁem 4,

mamy :

Yiog) _ [ o0, dPH,
4, 2 {cf{/ ’
czyli
4?[x£9} Ki 2/ L. Ay
q’y- £
na zasadzie warunku /5/o Stad

Piay)=glz,y) = /%, 4] +

ary
ay

a zatym

dlrly) _ . '
1 - gt

Catkg tego jest:
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11y~ o154

Podstawiajac to wartosé do réwnanis /6/, otrzymujemy:

X
/v //x,j) = /P/x, ) dx + fé/x,j yay=C
5 )
Z powyzszego réwnania wynikaja réwnosei:
Ekééﬁi;zxa : ggf/bif/'z,ﬁp.
Ox % ’
dowodzace stusznosol twierdzenia,

Réwnanie /7/ jest jednoczednie calka ogélng réwnania /1/.
Mamy tylko pozornie trzy state dowolne x, , Y s L 3
w istoocie stanowig one razem jedng statg dowolng; stata cal-
¥kowania, istotnie, jest tylko jedna.

Przyk?tad. Dane jest réwnanie réiniczkows::

ﬁz‘fj/7<£z-+/k:5y-tye-{}_y==
Jest ono zupelne, gdyz =3j ___{ = 2y . Mamy tutaj:
.lf ;8~fjf glf‘“’a%§/f3/4 7.

Calkujac piarwaza 2 napiaanyoh tu podhodnych czystko~

wych, otrzymamy:

£rxy) // ‘fﬂ}‘/‘x-r Vy)= £+ 24% Vy)

stad .
= adlly) 2
% = »3-9'*' T=2y+j-—!.

dYly)

.

A zatym
f_y o] Y/jj=_" j)
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wige oslatecznie:
| -z :, y? _
f4329} T+ P g - C.
Przypusémy teraz, Ze dane rdéwnanie rézniczkowe
IV Plxg)de + §/x,g)dy =0
jest niezupelne, to znaczy, 2e . .
3P
+ 2
Nieraz mozna znalefé ta.ki ozynnlk N [, 4/ , aby réwna-
nie /1/ pomnoZone przez ten czynnik dato nam réwnanie zupet-
ne:

12 Myg)Play) de + M) gl ) dy - 0

Wéwezas

AT g

czyli - o 2. ."”“
£ (‘M.'-;-,#._Ef ~ 0.4 4 I
: | ?—5& Dy g ox +j§_£’.
albo tez

13 M2 _££ 5147.;‘ S

Z tégo réwnania wtadnie moie bhyé funkoja .///x,y} wyzna-
czona. Nosi ona nazwe czynnika catkuijag-

cego.
ROWNAKTA ROZNICZKOWE RZBDOY WYZSZYCH.
Najprosisze réwnanie rézniczkowe rzqedu 71 -go ma ksztalt:
Ay
Adx”

{%).



