
J

0

Jf3

1

f
5 .if . • ,

Ą
\ . Wystawny v/ ,p,' P rsęd-

ną., która praetnie granioc obsza-

ru (ÓOj tylko w 2-oh piinktaoh, po-

i obasar ten je.«t normalny

śenie/. Niech Ji i A

temł dwoma punktami. Osiiaoray
j i

przez Vg , a r ^ praes J/< j
i

majny tyi^yś-M • Lecz y2 |i ^ saleźę, od X , eayli
.ŝ i funkćje&i X \ niech Jk1* fóM fa^ fafa) * ̂ ^ a

punktu obszaru fjdj tnamy więls jeszcze, niorównośd:
^jijp^^y ^ %lx)' Odwrotni©, łatwo udowodnić, ż© jeśli

jakii punkt Ji(xJyj czyni sado^ć nierdwneśoiom l/ i S/,
to snajduje się w obsaarze

DWtJKĘtOTNK.

Niech będzie dany prsestrssany układ spółraędnyełi

oraz funkcja ciągła

. t tu *-Jhj
gdzie Jt \y sę. zmiennemi. niezaleźnemi. Tfyobraźmy scbiO.

następni© w płaszczyźnie JCOJ/ pewną krzywą zamknięte.

C . Gdy punkt JffJCMi będzie eif poruszał po tej

krssywe j , wówczas punkt jtifKtJ/rfoytisze kraywą. przestrzen-

ną, zaś sp<5łrzędna punktu J1 t równoległa do osi OZs

opisse powierschnię walcową. Kajbliżssym naszym zadaniem

będzie obliczenie objętości bryły, ogranicaonej płasscs.

, powierzchnią walcwąt oraz daną powierscłmią, / l / .



Przedewazystkim, jak to zwykle w podobnycli wypadkach czy-

aimy, musimy ściś le określić, co będsiemy nazywali obję-

tością tego rodzaju bryły,

TT tym selu podzielmy w dowolny sposób p©ie, ©granioB**-

ne krzywą C , na małe czap teczki, powiedzmy poletka., i

zbudujmy dla każdego z poletek.

odpowi ad a j ąoy mu grań las t oj-iyp

lub walec /niekonieeiinie koło-

wy/, prowadaao przea puftkty kon-

turu poletka tworzące równo legio

do osi DZ , i przes najwyżsay

punkt tej części powierzchni,

która odpowiada danemu poletku,

płaszczyznę równoległą dorys.II

to graniastosłupy lub walce opisane. Będziemy mieli

graniastesłup lub walec, zależnie od tego* czy kontur

poletka, będącego podstawą, jest ograniczony linjami

proatemi, czy też krzywemi.

Utwórzmy następnie zbiór graniastgsłupów lub walców

wpisanychŁ. biorąc za ich wysokości najmniejszą rzędną

w obszarze i na konturze odpowiedniego poletka.

Oznaczmy pola nąszyoh poletek przez

największe raędne w obszarach tych peletek /wran z ich

konturami/ przez
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zaś najmniejsze rzędao w obszarach poletek przez

W takim razie suma objętości graniaptos-łiipów opisa

ny cli wyraai się pr^

saś euma objętości grani ast o słupów wpisanych praez

Wyobraźmy sobie teraz, że liczba poletek, na które

podziel i liśmy .nasz obeaar, si§ powiększa, 'prze z rozdrob-

nienie., prsyczem wszystkie wymiary każdego 2 poletek

ćążą c?.o zera. Z łatwością- można zauwaźyd, żo suma. obję-

t o ś c i graniagtos-łupów opisanych Sn bgdsi© malała., dą.»

ż^o do pewnej granicy J , aa^ suma objętości graniasto-

s-rapdv/ wpisanych Sn będzie ros-1'a., d;j.2ję.c ,KBOV?U 6,0 pew*1

ne;j granicy, ktdrę. osnaczymy prses , t- .

Udowodnił^» że AS,, i 5M posiadają granicę wspólny,

csy l i że' j ^ I „ tfcźmy w tym celu pod uwagę różnicę

-*« ~Mi [Ą-%

Może ona stad się dowolnie ma£$, gdyż1 a ciągłości

funkcji ffyul Tfynite., iź różnica pomiędzy największą,

i najmniejsz^ •wartością. rzędn«j w jakimkolwiek polttku,

awana oscylacja,-może byd mniejszą, od dowolnie małej

1 i

gdsie J C jest to polo, zawarte wewnątrz konturu O i
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równe co do wieLkości, iO.*u).t •+•<*t ; a satym

czy Li

d wynika, iż objętośji graniastoałtipów opisanych

i wpisanych dą-żę. do wspóLnej granioy Js= c, .

Granica ta nie zależy od sposobu podziału danego ob-

szaru na poletka. Gdybyśmy bowiem podzieliLi obszar na

poletka w sposób inny, niezależny od pierwszego, to na-

Btępnie moglibyśmy uskuteoznid podział, którego pownta-

nio dałoby się wytłoraaczyd jako połączenie obu podaiałów

7,0. pomocy znanego rozumowania /jak pi"8y oałkaoh pojedyó-

ozych, patrz Mat.l/* Otrzymalibyśmy więc wówczas isnów tę

8am§. granicę.

Zauważmy, że zamiast swn Hlu)iJJc oraz lEiĄffli mG^-

na brad sumę £ 4 i / / ^ Vii • z s t a r t * pomiędzy niemi,

gdyż W </MjJ śM >
JftśLi wspólna granica wszystkich powyższych sum, nie-

zależna od sposobu podziału danego obszaru na poletka:

istnieje, to jest właśnie szukana objętością bryły.

BAOHOREK RÓŻNICZKOWY I CAŁKOWY. 1 1 . A r k u e z 5-^
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Oznacza się ona praez

j
i nrie się całką podwójna. Jej nazwa powstaje stąd, £e

cb Liczenie takiej całki sprowadza się do dwuch kolejnych

całkowań; dowód tego jest następujący/

Mech obszarem całkowania będzie prostokąt <2> , któ~

rego boki są równoległe do osi X i J . J a k już wiemy,

każdy punkt, leżący wewnątrz tego obszaru i na jego kon-

t u r s e , musi spełniać nierówności;
ś

c
Podzielmy, prostokąt ^0 na ozaóci /prostokąty/, pro-

wadaąc równo legł© do osi u o odciętych 'X± , &2 }

X* «• *Xh, ora?, równo Ległe do ossi X o rzędnych
' Wówczas symbolowi OlQ nadaje

w a g a . W roziiffiowaniu poprzedniem przyjmowaliś-

® po latka Ut) u^ podziału stanowią razem wziąwszy

obsaar jlftj , ograniczony krzywą C i nic więcej.

Gdyby poletka tOj były kwadracikami n p . , to taki £o-

byłh j niemożliwy. Wtedy mielibyśmy kwadraciki czę-

wystające'po za kontur e . Jednak wynik byłby

taki sam, jedynie w rozumowaniu poprzednio przytoozęnem

rj5.It?.tałoby wprowadzić pewne drobne zmiany, nie zmienia-

jąc a&sstiiijsso idei dowodu. Przeprowadzenie dowodu w

tym praypaiku pozosfeawiaK^ czytelnikowi.



my postać » więc zamiast //*dfec,0/uu} bę-

dziemy mogli napisad

Z okres Lenia oałki

podwójnej mamy:

L2.

łatwo jednak-aauwa

żyd, że po La dowoU

nego prostotacika /pierwszy oaynnik/:

Drugi czynnik /• jest 'funkcja w dowolnym punkcie

n ) , Lezącym wewnątrz danego poLetka. Aby zna-

Leźd aumę. objętości graniastosłup<5w JL k& i£ ^ obliczy-

my najpierw sumę objętości graniastesłupów, których pod-

stawy A»j»-poletka/ Leża wzdłuż jednego pasma, np« rów-

noległego do osi JJ , następnie drugiego i t.&. Gdy

następnie dodamy do ciebie otrzymane sumy częściowe,

r /l

Otóż mamy dLa jednego pasma między Ct i #k su.mę

części o wa:

— - - - i

ponieważ jednak (&iii..i~^k) 3 e s t ty*
poletek wielkością stałą /dla pasma równo Ległego do

-osi ^ /, wif<c
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Punkt [SkPW J e s t dowolny; obierzemy % .- %.

t . j . nadajmy mu tę sarnę, wartość we wszystkich! zań ' tjki

w ten sposób, żeby

te ,iest to mOżLiwe przekonad się.mpżeftiy rozkładaj^o tę

ciałkę:

a następnie stosując do kaisd^j z atrzymmyph całek wzór

Tia warto/śd średnią;

Obrawszy punkt If j f^^l w ten sposób, mamy:

c
Gdy następnie oznaczymy

-tę wówczas
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A z a tym

s>
Widzimy więc, se dana całka podwójna j e s t całk§. zwy~

ezajna funkcji F/tcJ » która z kolei jes t znów qałk§. zwy-

caajną. Oetatecznie wi§c mamy wzór

Zmieniając w powyższym dowodzie miejsGemi role osi

i U , otrayma!ibyśmy analogiczny wzór;

teras , że obszar całkowania nie jes t pro-

Btokatem, lecz obezarcra normalnym, t . j . jes t ograniczony

dwiema krzywemi:

r* i

•A

rys. L3.

oraz dwiema rzędnemi.. Post§-

pujemy tutaj podobnie jak

popi*2Qdnio; całkujemy^ naj~

pioi-w wzdłuż jednego pasma,

a następnie znajdujemy grani

cc sumy takich całek o

wych. Mamy więc



:• ? o :

zatem

r podwójna

Obsaarera całkowania )̂ jest pole trójkąta prostokątne-

go, zbudowanego na osiach X \ y , którego obie prsy

prostoką,tft© sa równe Cf •
Równaniem przeoiwprostokątnej jest tutaj

a ot l '
esy i i

Obaaar Q wyraai się więc przez nie równo śol:

które pnsedgtawimy w t.zw. postaci normalnej:
'O-A

Przeohod zac do dane j całfci,

manrjr;

rys. L4.
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'Xc
'o

-h

W ten sposób dana oałka podwójna aostaira

Jak wiemy, wyraża ona objętość jakiejś bryły;

więo pytanie, jakiej? Łatwo jest dad na ni« odpowiedź.

Jest to iaiano¥/ioie powierzchnia graniastosiupa trójkąt-

nego, którego dolna podstawa spoczywa na pJ&szczyźnie

<XOJ/ i zlewa się z trójkątem Os£J$ , i który jont ogra

niczony od góry powierzchnia Z =* >X*j/ •
? x % j k ł a d ,, 2 > Dana jest całka podwójna

Przytem danym.jest obszar całkowania £) , wyrażony

przez nierówności;

-Łatwo jest żdae* sobie sprawę, jak si§ przedstawia

ten obszar pod względem gieometrycznym. Mianowicie %

nierównośoi pierwssej wynika, iż jest on ograniczony

parabol$:
u=zxz-x-i j



e* że obsaar ten ograniczanierówność druga zaś wtf

proste & równaniu

A więo obszarem całkowania będzie .pole, zawarte po-

między prosty i paraboLa. Nierówności, wyrażające powy*.

śzy obszar, sprowadzone cle pc

staci normaLnej, b§da miały

kształt ;

Nierówność druga otrzymu-

znajdując punkty przecię-

cia pąraboLS, z pmsta , t . j . roz

wiązując ukłą/i dwu \rownao\z

rys# 15. dwiema niewia^omemi/.

A więc dana całkę będziemy mogli wyrazid w sposób'

następujący;

Rozwiążemy najpierf ciałkę druga wzgLedem
£-X

4 satem



y

P r z y k ł a d 'ó * ObLiozyd objętośd wspólnej

oaęści dwuch pro$?tyołi walców "kołowych o równych promie-
niach, jeżeli osią jednsgo z nich jest oś Z » zaś osi?
drugiego oś u

OtrzyiTiana biryła jes t '
symetiyozna ?/agiędem

. 3

nyob» wystarczy wi^c obli

ozyó objętośd V oa§śc.i

x bTy-ly, która jest ograni-

caona z trzech ^tron pła-

szczyznami apdłrsednemi.

Wówczas objętość całej

bryły . . •.

Obszar całkowania 2)

na płaszczyźnie ^c
i£/ ogra

nioaony jest przaa osie

X \ U orag prs© a

ćwiartkę koła, o równa-

niu:
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Będę. go wyrażały nierówności;

albo też /w postaci normalnej/;
o <y <
o <c x > r

Funkcję Z okres Limy a równania; ZZ+JCZ:* rA i rów

nanie walca, którego osie. jest oś y J\ mianowicie

.A więc-obj$toź<5 szukanej oa^ści bryły wyrazi si§
przez

Całkowita objętością bryły będzie;

3 " -
NAZMIAN? POBZADKTJ CAŁKOWASU. Hieoh będzie dano

całka podwójna //jfajJJ'ćfó'dfy » przyozem obszar całko-

wania d5 niech będzie krssywą zamkniętą, taka» ie nie-

tytko równoległa do osi ^j/ , lecz i równoległa do osi

X przeoina j$, tylko w 2~oh pmnktach. W takim razie



należenie

4

Jt
k

do obszaru oO można będzie wyraz id

nierównościami znanego typu

dwo,ma sposobami, mianowicie;

• 1/ cl 4#4$;

CL-,

rys.18.

Ohbi

i więc

sa równaniami -łuków

~ * 2/c,

gdzie x-fjyj i •**

ea r<5vmaniami łuków

P.r s y k 3: a d y .

Niech np. obszarem całkowania będzie elipsa

+r=
, <i)Jx dj= Jc/x
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Szczególny przypadek powyższego wzoru stanowi t.zw.

waór Lejeune-Dirichlefa. Mech obszarem całkowania bę»

J

0

/

A

a

X
Q 3

dgie pole

trójkąta prostokątnego,

jak na ryfranku, W takim ra-

zie

rys. 19.

J
Powrócimy znowu do ebLiczania objętości brył. Kiech

będzie dana bryia, ograniczona powierzchnię, walcową

oraa powierzchniami:

Objętośd tego rodzaju bryły wyrazi się wzorem zupeł-
nie zrozumiałym:

gdzie 2 jest rzutem bryły na
płaszczyznę xou „

Przypuśdmy teraz, że mamy
jakaś obrotowa powierzchnię
zamknięta /np. elipsoidę, ku-
lę/ o równaniu

rys.20.

Weźmy w obszarze CD , t . j . rzucie te j powierzchni na
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XOU , dowolny punfet ^ i wystawmy w nim

prostopadły do tej płaszczyzny, t . j . równo Ległe, do osi Z,

Przetnie ona daną

powierzchnię przy na j

mniej w dwuch punk-

tach Jłi i ,AZ . Ody

by się okazało, że

punktów przecięcia

rys.2l . żylibyśmy b:ryłę na

» dla których punktów przecięcia się byłoby tylko 2

Rzędne p u n k t ó w ^ : i**'Jft oznaczymy przez

Gdybyśmy punkt Ji obraLi na konturae c obssaru oał-

kowoaia, wówczas prosta, poprowadzona z tego punktu równo-

Legle do osi Z byłaby styczna do powierzchni, czy Li

**Z>z
Wszystkie punkty na powierzchni, dLa

zachodzi powyższa równośd, Leża na pewnej krzywej prze-

strzennej C} , której rzutem jest właśnie krzywa C

Kraijrwa C1 dzieLi powierzchnię danej bryĄr na dwie czę-

ś c i : 4 i Ą • Objętością bryły, ograniczonej powierzch-

nią walcowy o kierownicy C , płaszczyzny xoy oraz po-

wierzchnią. £ , będzie

Gdy powierzchnię 5Z zastąpimy przez 5± ,/otrzymaray



bryłę o objętości

Eóżnica pomiędzy objętościami VŁ i t£ wyrazi nam

objętość* bryły, ograniczonej dane. powierzchnią J/x;y,zJ-~O'.

U w a g a . Tę sarnę, objętośd będziemy mogli wyrazić

także przy pomocy całki trzykrotnej, jako ^

/Patrz s t r . /.
P r z y k ł a d . Obliczyć objętość elipsoidy

a* <f* c
Esutem bryły na płaszczyznę xoj jeat tutaj elipsa:

EÓwnoległa do osi Z ,

przechodząca przez dowolny

X piłiikt cJ/ t wewnątrz tej elip-

sy położony, przecina bryłę

w punktach o rzędnych:

rys. 22.

a"
Stosując wyżej wyłożoną metody, znajdziemy, że obję

tość elipsoidy
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+a

Ob Liczymy:

%

\arcs#tay Sff^

biorąc tę całkę w odpowiednich granicach, otrzymamy

tak, iż

-a
Gdy a~ /=• c-r* * otrzymamy wzór, wyrażający

toii kuli; ir~ %7Tr3 .
PAŁKI KBZYffOLIKJOffS. Przypuśdmy, że na płaszaayźnie

xou mamy daną jakaś kraywą C , która dowolna równoleg-
ł a do osi U przeoisa tyLko w jednym punkcie. Mecn na

3

i
rys. 23.

krzywej będzie ruchomy

punkt ,Ji , którego odcię.

ta X zmienia się od ft

do / . Można uważad, że

punkt Ji jest funkcja .

jednej tylko zmiennej X

gdyż zawsze

yr f/ty-


