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rotencijaid.

‘ﬂyl‘;braimy sobie, Ze mamy dayy na ptaszezyinie X0¢ ja-
kié punkt Plr,y) 1 jskad krzywg e, po ktérej mozs sig
poruezad punkt A » Oznaczny odlegYodé punktu A od
punktu P przes r , zad dlugodd tuku krzywej & , zewar-
tego iniedzy punk tem Mo stelym punktem /{, tej krzvwe’
przez - 4§ . Funkcjé

Vi = | fih)-byr-s,

gdzie f“} jest jukgkoiwiek funkcjg punktu Jf, nazywamny
potencjaztenm logarytmic-znym
punktu P . Oczywibeis pux-mktl A orex 7 zaledy
od g 3 pod znakiem cakki wyst¢pujs wige tylko f nkcje
rmienne} 4 _
Mo 4 Tatwo sprawdzid, Ze funikcja
A V[xy) speimia rémania Lapla-
ne’a, Zastosujmy mianowicie réi-

niczkowanie pod znakien caXki.

ral j//#
%j— f//%.jﬁ— 0/6

Jodajmy do siebie obie réwnosci:

B - (2l B

Tys. 8?. |
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Lecz, jak juz udowodnilidmy, funkcja &jr jest barmo

nicene, zatym wyrazenie w pawiacie kwadratowym iest rdwne ae-

%;y\:-r %}Kgﬂ,

¢zyli funkeia V/I,jj apatnis réwnanip Luplsce’a.

. h wice

Krzywa ¢ jest dowolna; mosemy przeto tworzyé bardzo ogdl-

ne funkcje harmoniczne.

&

Zasgstosowanie wWZorau Creena 4o

funkeji harmonicznych.

Ma jeo dane dwie funkcje- f i 1}/ utwéramy wyraZenia:

93 2 2
gdzie ,P i 7", g3 funkcjami zmiennyoh niezaleZnych o i Y
We%my pod uwage wyraienie |

pay ~p-oy= Tt - y Tl p Y-y EL
—a(ri —Z+-2-/‘K—K rdy

Osnaczmy rd?.nlce w nawiasach przez P i & 1 utwérz.

my catkg podwéing:

///cfay y/ny}dx [// %’Q_)#:ﬁ-

Na zasadzie wzoru Greena jest ona réwna catce krzywo-



o«

linjowej.

/P‘i’ﬁ' - Qax -17}/.5_9;:}'_/, %%]é_/y%_ )'l’%fd.x "

[ &~ 2]y (2o - 5Fe]

Wprowadimy jako parametr Xuk d . Calka powyisza be

dais réensa:

g P 7
[HlE - %)y - 2]

Nuzwiimy grenicg stosunku réznicy wartodci funkeji /4’-:{;)
w ¢w.ch punktach, leZa,cych ne prostej, ktéra tworzy z osie-
mi spbirzgdnych x i ¢ katy « 1 B , do odlegloéei
7 -tych punktéw, gdy ta odlegkoéé dgiy do zera, p 0 -
chodmna funkecili wzglgden t e -
g0 kierunku ; oznaczmy ja przez % . W na-
szym zagudnieniu tym ¥ierunkiem bgdzie kierunek normalnych
zewngtrznych. Bedzi.emg,r wiee méwié o pochodnych wzgl dem |

normalnej do krazywej ¢

0 _ ¥ Fx LI 3y __d¥ . 2, 2F. Ix,
55: dx 9n +9ﬁ on 9% 95 O 95

Q¥ _ ¥ 02 1 Y. 3y o ¥ 0y 4 O P=
on dx 9m Iy 3y ox  Jo dy 39

gdy 2z kierunki as i o sa-do siebie prostopadde, wrlu.

tek czego: -
g% = _‘a'i ) .22 =.k...
| J on Oy
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Dena catka bedzie wige réwna calce //féan_}k" 7"'39‘579/5'
H
c

Ostatscznie memy wazdr:
| I — X | /3 — -g-f N
W (ay-yosded +[fp 2 -y )ds =0

Udy ?f’ i 1”/ gy furigojami harmonicznemi, wéwczas A:,’:o_,

A y/ = 0 » Wigc obie atrony tego wzoru sa zerami,

Niech bgdaie funkcje ﬂfﬁr [rys. 87 /. Zauwai nv
odrazu, %e wzdr powyzezy nie mote byé tutaj zastosowany do
obsimaru D %z powodu nieciag¥oseci funkcji w punkcie
P(4,8) . Niedogoinodd tg omijemy, otaczajac ten punkt
natg krzywa Y' , nast épnie wykluezajac czééé piaszczyuny,
gawartyg wewnutrz tej krzywej 2 pod naszego rozwaZania i
stosujyc catkg do oberuru D , Kontur ¢ =zastapimy wige

przex dwa kontury: ¢ i X . W tekim razic;
- /
Il dv _ e ) s '.Q(f._r_ﬁ/iiaég:p
(T //ﬂ“’" i e +?// an dn)
c

73 caYka podwdina woika, lsko réwns doou.

Cweaga: % oowrs.e] rbmodel memy prezed druge cedxs

zneic plus, przycsem wiedy kierunkism dodatnim na nornalnej
ivat kierunek skisrowany Jewngtrz obszsru D , czr'i ze-
wugtrzs koda [ , motne przed druge catka postwwid znek

minus, ale wtedy kierunek dodatni normalnej musimy zmienid

RACHUNEK ROZNICZKONY T CATFORY.II. Arkusz 19-ty. -
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pa przeciwny, t.j. skierowad ku drod-

¢
kowi koda X' . Zastoesujenmy walr /11
do nastgpnego prazypadku:

'35'.‘.93' We wezorze /1I/ uw i v osnaczejg
dwie funkcje harmoniczne wewnatrz obesam D . Jako
funkcjg v wybieramy funkojé V= @?’ , gdzie 7 oznacsa
odlegioéd punktu £ o sprzgdnyoh [4,6) od dowolmsgo
punktu o epéirzgdnyck [x,y) na kenturse ¢ . Kentur

¢ wusl snsjdowad aig catkowicie wewngtrz ebssaru,
gdzie funkcje -u{x,‘gj - jest harmoniczna. Punkt P o
spb¥rzgdnych (4, 8/ znajduje wi¢ wewnatrz krzywej e .
Wzbr /1/ prayimie postad:

an  don)
z

[1, dlar d [/, dbr d
111/ /[y — lgr Mg = | fu G _ 4y A4 |as
/ I / j/ cn *% ) // ol }
’
gdzie normalng dcdatnig w pierwers] cakce bierzemy we-
wngtrz koda | . Koo Jf o promiseniu ¢ otacza tu

punkt P o spbrzednych {a, 6”] v gdy% ten punkt jest
punktem nisciggodei dla funkeji éﬂ" = é Vi =)+ (4,

2 wige musi byé zapomocs koke ﬂ(‘ wyk luczony z obszaru

D v gﬁ.}'ﬁ? sidla .//. /t;;ﬁ-g_ir&u)dx@ we WZOY Ze /I/'
o

2 kibrego atrzymujemy wiér /JI/ réwme eig serw wtedy, gdy
4 1 v s8g hermonicaue wewngtrz obszari, na ktéry jest

ramciggniety eatka ypudwéing,
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Lecxz

oo tm o o

gdy2 ﬁ?” na kole Y‘ ma wartodd stalg é_ﬁ » & wige
moze byé wyprowadzona £ pod snaku caXki, za# ‘?-—a/;( =0

dla kazdej funkcji harmonicsnej, gdy# /;/"—/“*-dé =
: . amn

v
jAua’xaf =0, gisie D jest obszaren wewngtrznym ko¥a f
Laat’ .
/u ﬁ'}é{ - -%{/xgj- L.pdf,
an -rE 5

prsechodage do spéIrsgdnych b1sgunowych g i 6 , gdzie
os = pdb  a agr. -'-H ma kole .
an
Tak wige i
/ A4 ra’é = -—/a'('cwjmﬂ b +rsin §)d8

Tak wigc /III/ daje

2 _ ' :
Litats ol Lo nSled = /£
‘;/nfﬂ'*.f -.mé, ¥ !beji?{t;} -;//5"55-”— —-ffﬁf—r}ﬂfé

Poniewsz strona druga tei réwnofeci nie zaledy od promie-
Mi4 f wige 1 pierwsZe strona takle nie zalezy od  f . 4oy
wige obliczyé tg wartodd mosna wzigdé pod uwagg, i2

em te g

]w{a-f-_fm'@ b+rsinbldf ﬁﬁég Ufa+p st birsinB)d¥d =
[} [
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T é’;,zr /o9 4 /;”;y -
= b futa g +e]as = o] o4 9 Ot e [
T
‘u/qt (J/a@ “‘-’3"“/44‘?)

ay
gdys ﬁ{{? ¢df =0 / £ daty jecnostajnie do ze-
ra, ’ gly ¢ arty do wra/.

Tak wigc wzbr /111/ prayjmie 'poeiad:

N ufad = // re _y 48y

Wzér ten daje nam wartodd funkcji harmonicsmej w punk.
-cie wewngtrsnym P/a g) ,‘gdly znamy wartodé te] funko '
i jej pochednej normslne] na kraywej ¢ . |

Wsdér Gaueesa. Aby otrzypad wadr Genss’s

ze wzoru /1V/ wystarcsy przyjsé, i4 ¢ jest kokem o yro-

mieniu R 4 drodkuw P . Wtedy 497 m. vartodd mis-

¥y 49K e konturzse ¢ ; tsk samo Baﬂf W
n

R
na tym konturze. A zatym

- 2 fulHd u
Cufsd) = m[‘iﬁi—“%{/&‘,‘“-

Poniewaz }ednak 2;‘.( =0 . wige
n

ufa, f’} -— —--—-ﬁ UlA) 4,

czyli wartodé oatki w $rodku koYa jest réwna érednie]

wartosei cakki na . konturza
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B powyiszego wzoru wynike pewien wazny wniosek, mia-
nowicie: funkeja harmonicsna nie moZe poeisdad ani ma-
ximum ani midimum, Przypudémy bowiem, 36 w punkoie P
wartodé funkeji « (P jest wigksza lub mniejsza od
wartodei funkeji w/#] w punkcie ./ wewngirz pewnego
otoczenia punktu P . Gdybysmy zatoozyli z punktu P
jako ze érodka okryg koka, lesacy caltkowicie wewnatrz
wspomnianego otoczenia punktu /7 , to.na zesadzie
twierdzenia Gaume's wartodd oalki w punkoie P , cxyli

M/}’,'- -E;‘T?/HM @ . Czyli jednoczednie ﬁislibyémy
u/P):-—{-—- HM/:I “oraz u(F]  wigksse lub mniejsze

od 3.“, M///d‘s , t.j. nieréwnoéd, ktérp mamy % ze-
Yosenis, av:ﬁ % nierdwnodol Hﬂf/& «(f  wnike, 2e

/“‘/f’/“B %’/“/WJ = “:9’*/ s =2k u/g

Z tego wniodtu wym,h wniopek rastopny: werunki brze-
gowe wyznaczalg tylko jedno roswigsanie. Jedliby byiy
dwa roéniamnia: U 4 v , to moglibysmy ntworzyd ic¢h
végnicy; -V = w ., Punkejan wr . jsko véinica dwuch
furikc i hearuwonipgznych, bytaby tet funkais harmoniczng.
Na konturze ¢ mielibysuy w=0 . W tukim razie we-
tnptrz konturu, o ile wr nie jeat atale rdéwne zeru,

musisdoby byé meximum albo minimum, co jest 'niemotliwe.

Koniec.

: BIELIGTEK A o
l, $0L£ TECH 1| WARS ZAWSKIEJ
1 armewa, Ml ladnos. Kobotnicxej §




