
B&nejest równani© iinjowe pełno*:

Ul .Fti-f+Zrf-o+l-f ••>+
Załó&my, źe oałkg. ogólny równania

>+

73/ .
ś<S wówoaas oałki szcaególn^ równania

układ, tąsbdiiiosy* wico wrońekisn

w Htmaniu/3/ stałe ^ ^ ^

praez i

Zmieime t« ^obieraemy, tak, aby funkcja / i/ prge&sta-
sacaególir?. równania /l/, W tyra eelu utworamy

i postawmy.waranak, aby •,..- ...;.

t *zn . aby

pochodne j

j e warunkom



wówcssas

Mamgr /^7-ij warunków, którym cs^nid musi zadośtS ^

h ^ # ^ ^ 2^. Postawimy wi§c jeszcze

jo(ien warunek, mianowicie laki , ktdrjby osnaaozal', że

funltoja /4/ jest całk^. równania / i/*

y 77~t§! pochodny funkcji

do .równania/l./w?'rto ic i d ia

pooliodnjoh, z

<'•

»J^ s$ to całki szczególne rdimania
o /%/', wi



1 • N

•• Memy zatem układ n równań" Linjcwyofc, z których

wyfcnaczyicy zi m fjxj) 'jgm #/*//•>.....:*... &'„* fjx)j

ponieważ wyznacanik gast.Wr^isfkiatiew i nierdwna sig

O; sigd prze* j.edn^ toadrattirę otraymattiy: . . ;

Gdy podstawimy te waftoltfi.. do równania /4/,

ozas u będzie oałkij. ssoaegdlnę, rdwnafaia / i / . J e ż e l i

dodaiąy do tiiejn';'0ałkę'';;o>g($lzi^"/3/TÓwn«nia redukowanego

, to b§dzieiay raieli aałk^ ogóLut̂ . równanie pełnego

• „:" - METODA CAtlOHT'9go.

^emy anosra

iE redukowanego ff^^fi je et

JKetoda Ceacli^ 'ego p?l,ega na tym, że fttate* \<i

"k<ti .aby d La .«

w to ppcc-db funkojf oznaosam^ prsaz



Twierdaiaoy, ae całka

4 .;. ;
jest. rojSwiązan-ieai sżo!aeg<51nym równania / l / .

H rzeczy samej .kole jno pochodne fimkęji

równe: •.: * . *
są

do -rtfwn&niA /.i/.,^vy|ej niplsMe, warto

i fttńkoj i y i j.ej pochodnych, 'otr«yrae«iy:

Suwie znajdujfraa się pod a

więc

;oSiś«aa, śe fiaafeoja /2/ spełnia równanie fl/
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HUŁBTY.

Zastopujemy te©rj$ równań różniozkowyoh Łinjjwych

do rozwiązywania paraego rodzaju zagadnień z meoh&rdkl

sa i ś ie j mówiąc z cyn esna tyki.

Kieołi będsie dana krsywa t , wyrażona w układzie

Bpółraędnyoh prostokątnych apa^ praea równania

/ i / jr-//*;•
Po kraywej C toczy si§ bea poślizgu krzywa C£ t s,

która jest związany sztywno punkt ^ -

Drogę W » j&kę. zakreśla p u n k t " ^ przy teozeniu s ię

kray^ej CŁ pa krzywej Ĵ nabywamy r u l e t a

tego punktu.

Kraywa Ci wyrażamy w układnie sp^rraf-dnycti tiagu.-

nowyoh, stwiazanyoh % sama krzywa; za pocstatek układu

przyjmiemy punkt Ji , za oś prontą *#,/?. łącsaca punlet

ii dowolnym p u n k t a m i ba krzywej. Rtfwnanisu je j

.spółrifdne punktu ̂  w układzie
praez '•{§>»y) ' Zag&dnienie nasz© poLegad
na znalezieniu aeLeinośoi pomiędzy |" i r, > cayLi
na Snalasieniu równania rulety W;

RACHUNEK RÓŻNICZKOWI I CAŁKOWI II. Arkusz L4-ty.
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Sp&tczynniM em kierunkowym stycznej MT do rulety

Jf

Weamy pod uwagę

ohwi Iowy punkt

styoznośoi B krzy-

wych C i Cj . Ma on

w układzie prosto-

kątnym xoy spói-

ra§dne [xtjj f a w

układzie biegunowym,rys. 5%
uwiązanym niezmiennie i krąyw^ ćŁt »półra|dno /r, ^,

/gdaie ^ ^ « r » a ^JAB^PI» Sauważyngr, 4e

a aatjm

jest normalna, czyli prostopadła

I r ze osy
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.:JV l i ' - • •• , f i " > ' •

oznacza ©lemenf .Stuku krzwei £ , Lecz £Z£.£^~i. !;i

, gdzie 3 oanaosa kę.t• stycznej-„B^ 3 pr©-"
Z drogiej strony, oznaczywszy przez A/̂  /-

kę iuku krzywej ^ , mamy c^B^ojr^ art poniev/aź
» co wyraża toczenie cię "bez ślizgania. Tak wica \

o /5/ zamienia si§ na |

0 \ Ą\/ I

* l

r c/6 r
też

%
c«» jak wiadomo, wyraża prostopadłość dwuch kierunków
« sp«5łoaynnikach kątowych M^L i J & f czy l i prostej

"" •*"! wyż,
i etycznej *^y" , co traeba było dowieśd.

Wyraźmy teraz, że krzywa Cx jest styczna do krzywej C .

więc

La«* ^ ~ j 2 « y , ponieważ 3^* jest styczne, do kraywej

C . Z drugiej zaś strony kąt JŁRUf jest kątem mi§dey pro-

mieniem wodzącym r* a gtyczna Ĵf̂ f do krzywej ^ , co

przy ap(5łr«ędnych biegunowych daje wzdr:
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prąycsym f * J2Q~ J podstawiając; te wartości w równa-

nie / ? / , etreymamyj
r _

Wsory / i / , /2/, /3/ , /4/ i /8/ streszczają cał'$

teorjc rulety, feay tu tray typy «aaań* .

1/ Dana krnywa stała C i ruchoma £j » znaleźć* rulo

t§ 1/ . Snaitij" wi§o funkcje: j / » ^ / ; jj •=*'+[#.)$ f* </!&)',

T''~tfr(B). Z równait /4/ i /8/ otrzymamy prfttiz wyrugowa-

nie r i. $ zaietnMd między ŚULtW i | »,csyli rdw-

nanie różniczkowe mioty iV * Pozoftteje tylko to rów»a-
r

aie 0całkowad •

^/ Dana krzywa sta-ł"a C i ru le ta W \ znaleid

ruchorsig. Ą; * 2rtaidj więc funkoja _j=Hx)) t>/mfHj

w' — ł~ [%) % podstawiając te wartości w równania /4/ i

/ 8 / , po wyrui^owarau ,:r i | , oirajsissy Kwî zek międay

r,®, OKyli równanie1 różnioaksMre krsywei ^ ,

S/ Dana jest kraywa tocs(j.ca ?ie ^ i rul.ata ^/ • Zna

le-"'ć krzywą f?ta2ra C • Zntmij w tym sad ani u funkcje;
r1

podstawiamy te warte^ci w róenania /4/ i /8/ i, ' rugujao

S i | , otrzymany awi^aek laifdsy ^ ;¥.,•« » a w3-9^

równanie rdźniczkdwe irrśywej s tare j ^ . • • "

Ze swi^lrdw /4/' i /8/ wynikają, jako wnioski %ale*Tio-

naetfpujaoe:



4 efc
r.

mr*>
z których pierwsBfe wyraża równość £uków krzywych £ i Cx

s tałe j i tooż§.o©j s i ę , a druga wyraża, że r jeet równe

•odległości punktów J4 i 3 » To sależnośoi można dołącsyć

do pcprsednich, ja^o mogące w niektórych rasach praynieść

pożytek w raoli"unka<3h«

CjLL-ŁJLi. a ^ L_ ZE aleiid ru le t% z ak re ś 1 OH$ prze a
ognisko paraboli Cx , toos^oej s ię po prostej ć *

Bównaniem prostej ć nieoh "będzie _y m ^.

Równaniem paraboli Ąs r * ć ^ 2 X . Eównanis /4/ daje

nam: ff « » ^ C

^ ; czyli v
^ /

Tak wi^n tj.^afi+t}'* i 0 8 * równaniem różniczftcwym

nej na I ety* Całkuj §.c, otrzymamy:

skąd

1 -.



t

dodając stronami

•"' ^ }

n- 4lł~^ + ł&U a Oh

Tak wi§c saukan .̂ rulety jest linja ^aticuoliqwa. Stałe,

iaray a położenia poczet.tkowogo paraTooLi, GO daje nam

punkt ppea^tkowy rulety, •

P r % y k -ł a d 2» Znaleźć krF.y.7ę. ^, , ktdr^, trsw-a

toosyd po elipsie, bj punkt z .pi§ ni• roserwalnie i

zakreślił" linję

Rdwnacciie /8/ daje

"Równanie /4/ daje -J/^T' ' czyli r +Ł\C&_-x*:s!s0\

s równań: Z^^ŚjĘSi x m JU/L^ zmienną ar

otrzymamy ^9=-^.°^, s ¥ ^ " ^ / ^ ^

P r z y k ł a d 3. Zna Leźć krzyw?. ^ » ktćra, iocag.o
się po paraboLi, zakres La jednym ze srolch punktów ©ś paraso
l i .
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Równanie /8/ daje X -=-,}/"&£ , równanie zaś / i / daje

rsss-)S?jći rugując x otraymamy równanie raj;/?; ikad

r * ± &($-Bmj, ciyli szukany krzywe. £ jest spiralna.

przyjmiemy &,*+•£•> wówczas biegun spiralnej t«c»ac«j

się po paraboli opisze oś paraboli.

P r a y k ł a d 4 . Znaleźd krzywa C , po której

trieba ttciytJ kardi»id§, by joj biegun zakreślić pro»t§,«

Rdwnanio kardioidy, jeś l i pocsatek spólrzędnyoh tnajduj«

się w biegunie, przyjmie posta<5 r=ct(i+ca-$&j ; tak wico:

9 - etrcet& £

Bównanie /8/ daje: ~~, «—£7- V równanie zaś A/ daje:
^ 9 czyli -^ =s - X ^ « | / ^ - , - ponieważ. ?'«y , to

rugujeo r otrzymamy rcwnsoie ró&nicskowe krzywej utaJfaj

• dx II J

jest to równanie różnicskowe cjykloldy, utworzonej p r » i to-

czenie się koi:a o promieniu (K po osi odcięty<sh.

Tak więc saukan^ kriyw$ C jeat w tya przypadka cykloid*.
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jOZWIAZAglA.OSOBLIWE R^NAN B

Nieoh Łfdsie dane równanie różnioakowe 1-go raędm

całkę tego równania przedstawia rodziny kr»ywy«łi

Przypuśćmy, że równanie /]./ jest stopnia drugiego waględaa

pochodnej u' * W takim rasie dla każdego pwE&tu płasacssyzny

xou mamy dwie wartości u1 czyLi dwie styczne; anaozy to,

że przez każdy punkt p^asacayany

- — ^ A ź — przechodaa dwie kr2syws rodziny /2/*

y NX Analogicznie sprawa się praedsta-

wia jeżel i równanie / i / j e s t

j« dem pochodnej y y stopnia wyższego

niż drugi: liczbą krzywych, prae-

chcdzę.oych przez dowolny punkt pł'asscByany xqu jest najwyżej

r<5wna stopniowi równania /może się to nieraz ntosowad tylko

do pewnego obszaru na p«taszesjanii/, ;!.

Jeże l i krzywe rodziny /2/ si§ przecinaj^.^ t . sn . j e d l i ,

równanie / l / j e s t stopnia wyższego niż piorwssy» wówczas mo-

on© poaiadad obwiednię. Znajdziei^y równanie te j obwiedn...

dC
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Weźmy pod uwagę punkt Ji obwiedni, o spółrzędnych^| nj.

Leży on na jakiejś krzywej \T rodziny /?.,/ i diet ego można

jego pp&łrszędne przez jxtjj , przyozem

Lecą punkt ./$ jest punktem stycsności obwiedni a krzy

wa f , więc

A aatym pomifdsy i^i7]' zachodzi taki pam związek,

jak pomiędzy ^,jj,^'i

03yli obwiednia sp&łnia dane równanie różniczkowe / l / , cho-

ciaż nie należy do rodziny /2/ t . s n . nie jest objęta prses

całk§ ogólna. Nosi ona n,asw§ oaiki oBobliwej.

-i- UKłADY Ybmń RÓŻNICZKOWICH. . .

Do układu dwu równań jednoczesnych, rsędu t-go doĵ ;<5 rr-o

temy przy różniczkowaniu i rugowaniu stałych dowolnych C£

i C& % 2 równań:

wią OIIQ ukłH v::tóry mole byd rozwię.aany względom

i z , tak, ia J*M*ĄĄk*'m£fr!yifi rzeczy samej, różnioz-
kując wzglądem Jt , mamy:


