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CAŁKOWANIE PRZT-Z CZĘSOI. W ZASTOSOWANIU 1)0

GAŁSK MlfiSKONOZONYOH.

DLa całek nieskończonych l-go i 2~go rodzaju

możemy stopować wzory na całkowanie prześ os<gści>

jednakże należy tu zważać, esy otrzymane wyrażenia

są zbieżne, czyli mające sens.

DLa całek skończonych mieliśmy następujący wzór

na całkowanie przez części:

/

J e ż e l i przejdziemy do c a ł e k Ąieskończonyoh L~g©
rodza ju , t o fc s t a j e p ię zmienna, Uamy t u t r z y wy-
razy zawieraje.ee j a . Wyraz cawarty f(fl)- </(&]

jest ptały.

St$d wynika, że jeś l i maj^ s?en&1 /csyli rj^ zbież
ne/ całki . •

or&z-

>• musi istnieć także

. Wtedy mamy

Zastosujemy teraz całkowanie przez części dla

całek nieskończonych 2-go rodzaju*

Niech będzie dana eałke f JpfelffzjaiK , prz
esym o>tf , oraz dla Ct^a funkcja podcałkowa



staje si§ nieskończenie wielką.

Jeżel i zamiast przedziału /^//weźmiemy prze-

dział / cł+£ j v / , /gdzie £ >-# / , wtedy funkcja

podcałkowa nie zrywa swej ciągłości. Mamy wowe.zafl

awykłą cełkę. Możemy więc napisad:

lamy tu także 3 wyrazy, zawierające zmienną £ ,

Jeżel i zatym. są abieżn.8 czyli posiadają granicę

całki

o r a z

wtedy i wyr as fw+il'• fftf+ź) , musi po siad ad

pewn^ granio§. Całkowanie przez części jes t wtedy

możliwe i wówczas mamy:

J
CAŁKOWANIE OAłJK HIBSKOfic 2ONYOH PBZF.Z PODSTA-.

Dla całek skończonych całkowanie przea podsta-

wienie wyrażało si§ wzorem:

(i) /y/*J^-/jffM}f'/tj e/t, #*t aaffliast

jc podstawiliśmy nową zmienną

przyczym zależnośd między dawnemi i nówemi grani-



eami całkowania wyraża się wzorami:

Mamy całkę nieskończony Ugo rodzaju Max
4

Przypuszczamy, iż frakcja •/£/ jest tego rodzaju,

że gdy /{ daay do nieskończoności zachodzi jeden

2 trzech następujących przypadków:
1/ i - - - oó ( g/ j ~-^.„- ,„x:> s 3/ J - * . e

/Licsba stała/,

W prsypadlm piorwsaym, praechodis^c we wzorze / i/

do granicy, mamy;

W przypadka drugim
4

O d

Wreszcie'przypadek tr^eai daje nam:

Okazuje si$ jednak najczęściej, że w przypadku

tym otrzymujemy pod. całka / funkcję, stająca

się nieskończenie wielką dla 27» c > czyli otrzy-

mujemy całkę nieskończoną, 2-go rodzaju.

Uważając, że dla l-^oo mamy 1 -*-C-£

/gdzie i>0 /, całkę otrzymaną, rozpatrywać możemy

jako granicę:



ROMANIE FUNKCYJNI, KOTW CZYNI ZADOŚĆ

FUNKCJA

Udowodnimy teraK, że funkcja'gamma 1 (#) , któ*r&

określi l iśmy w jednym % poprzednich rozdziałów, speł

nia następujące równanie funkcyjne:

N r[a)~(a-i)-ri«-i) .
f( tym oelii,, młożywszy, te Cl > / » we wzorze

okreśLa fimkcjf gamma, uskutecznijmy oał:kov/aaie

Lecz wyrażenie j : £ przy j f * 0 staje pic zero;

również fam X e~-0\ tak wie o otrzymujemy wzór / l / t

co był'o do okazania,,

Jeże l i amienna ^ ma wartość całkowita U. [n>o}i
f i /

•to funkcja âmma rowu a s ię "iloczynowi ^7/- i) kolejnych
l iczb, lub inaczej h-{j[l

Najpierw aauważymy, że dLa <^=^ funkcja gemma

równa TA% i , t . j . Tli) - { .W rzeczy samej: •
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Dalej, według /l/, ffż)

RÓŻNICZKOWANIB POD

Funkcja pod znakiem całki oprdcz zmiennej całko-

wania, może zawierać jeszcze inne zmienne, tak zwa-

ne parametry. Gałka jest wtedy funkcja tych para-

metrów. Nieoh będzie dana funkcja $(%~Łj dwiioh

zmiennych X i ^ , ciągła w przedziaLe (ff oj

zmiennej X i \t0 tdj zmiennej ~t . Gałka określona

jest funkcja zmiennej ~b w przedziaLe (t0 ~tj .

Granice af i / ' ea Liczbami stałemi. Udowodnimy,

iż ma miejsce wz<5r:

gdzie ^iźj i f,(xJh)-=* -J-- oznaczają pochodne

funkoji ^ / i fójćj według zmfennej
Jest to wzór na różniczkowanie pod znakiem całki

Dowód wzoru /2/ otrzymamy, opierając si§ na okre



śLeniu ^oobodnej t jako granicy stosunku przyrostów

frankcji i zmiennej.

Nadajemy parametrowi f przyrost &"C. :

Tak więc;

obie strony -przez A~k , otrzymamy:

Do różnicy '/fót-f-ńi)-/ferf możeî  zastoso
wać wzór na wartość średnią. Otrzymamy wtedy:

Wtedy:

I £ jest fimkoja ^ * t i .4^ /

Mmy asatem „

Przeohod2ę,c do granicy, maiay:



Stosując wzór na wartość średnia dla całki,

otrzymamy IS ^X ~ h [i "^) , gdzie h jest mniejsze

od kresu górnego, a wifŁze. od kreeu dolnego

wartości 6 ~:f.(x, t+9ń tj-£fajtf. G i l e ' / f o ij

jest funkcją ciągłą zmiennych X i ~i w obszarae

zmienności, określonym nierównościami ^ ' - < r ^ < / ,

, Ą < ^ / 2 J ^ < ; ^ | to f -^ , gdy

, przytem /di%głośd jednostajna/ jaka-

kolwiek rnałg. wartośd ma liczba V~^o % istnieje lica

ba /c>(9 taka, iż nierówność JA^j <. K pociąga

za aobę. nierówność J£j<ifjt niezależnie od tego,

jaka wartośd maja X i £ w obszarze zmienności.

Wobec tego i •HJ<ff"i czyli fzo/źc dąży do ze-

ra , gdy A t~&»0 ,

Tak więco trzymamy:

ffaifó czyli wzór /2/. Wzór
ten wyraża fakt, iż

przestawienie symbolów pochodnej względem t i cał

ki względem X — jest, przy spełnieniu naszych za-

łożeń, słuszne.

Przypuśćmy teraz, że i granice # i / są

funkcjami parametru "t , oo oznaczmy, pisząc

Tak więc:



- 44 -

/

Dajmy parametrowi ^ przyrost J/T ; wtedy.

N

l
/zt+AW
'> JJm

Otrzymamy przyrost ńJ , odejmując /3/ o,d /4//

Podzielmy jednocześnie przyrost ten przez

otrzymamy: . s/a ' •

I

/4 ^
Stosuję,o do 2-ch ostatnich wyrazów wzór na war

tość średnią, otrzymamy:

-+" -

Przechodsimy do granicy, dla Ai-*»0 • Otrzymaj
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m

Zakładając, że funkcja ffatf spełnia warunki
które upoważniają, do różniczkowania pod znakiem
całk i, o t r zymamy.:

Ja//

gdyż granice całkowania aą, tu s t a ł e . Funkcje ś/t)

i Oli) niech będę. również funkcjami, pos'iad.ajg.cemi

pochodne wzgLędem i ; wtedy

pochodne funkcji vl~t) i d(t) waględem t

Ostatecznie otrzymamy:

J e s t to wzór, który mieliśmy otrzymać..

RÓŻNICZKOWANIB POD ZNAKIEM GAŁKI

Tiiw^Ascira.

Przy dowódz\e wzorów /2/ i /&/ zakładaliśmy,

że funkcja pod znakiem c a ł k i j e s t oię.gł$. w grani-



~ 46

cach całkowania i że droga całkowania jest skończo-

na. J e ś l i warunki te nie są spełnione, to wzory /2/

i /&/ mogą ni© być prawdziwe, t . j . liczba po jednej

s t ronie anaku s może nie równać się Liczbie po stro-

r i e drugie j , albo też jedna z tych stron lub obie

mogą być posbawione sensu z powodu rozbieżności od-

nośnych całek. . . ;••:.'..

Przypuśćmy np. , że daną jest całka zbieżna l-go

rodzaju:

W takim razie Jiy* w

do całki j^(XJt)ax sa^tosujemy rozumowanie! po-

przednie; mamy

J

^ fk">



47

gdais ł&_ oznacza JJ, » t » j . pochodną.

CB§.stkow§. dwukrotnie względem £

. • .Prsećhod3a.c do granicy, gdy k-*• ^ m a m y :

• / / / •

M

'a

zbieżne, dla w^zj^tkiołi wartości 27 w obszarze

(t9jłśj dLa ^ ; wzór /?/ daje

/e/

gdzie" f/'/tfjź/ć/jc ' jest zbieżna, i gdzie / ^ Jest

ograniczone od góry, t . j * i s t n i e j e l i c z b a ! P

taka, iż jJffj^M . We wzorze /8/ pr^jdlmy do gra

nicy dla

Otrzymamy

Kry ter j \m dodatkowem jest w tyra wypadku zbieżność

cat t i
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P r • z y K ł a

L/ Dana-je^t całka / ax . Stosując

kryterium- -7-—-, , X%^. n. widzimy, że dla '&*'/&

inaraj - ^ • < / . . A zatem całka ta jest zbieżna* Aby

zn&iśiś ffartośd tej całki nieskodosonej» rozwiążmy

najpierw"eałkę nieokreśI014 / - ^ ,__ . Uczynid
J^X)f

to

2/ Podobnież znaleźć możemy, 20 ca-łka

•Oaifca powyższa jes t zbieżna, ponieważ pfos

wyr,az<5w głównych licznikia i mianownika.wynosi

Woimy iloczyn J / ^ C f < % ^ / - - ^ . « f•*!£/.] . Ma
/^7 / * /



zasadzie skali wzrastania funkcji granicę tego iloczy-

nu dla j r ^ o ^ j s s t aero: &wi(xze ***<&$£&)=* o

Całka dana jest zbieżna, ponieważ jej funkcja podea.3r

kawa dąży szybciej do sera, :iii -^
Funkcja pierwotne, d la &ąJc#$$x jest

u J*/)X <ft-v» ^V^v« -.-— {Sisi/*i ! •»

Pomisważ

wieo

/je i

4/ Podobnież przy ̂ > ^

cf^O » wtedy obie całki powyższe.byłyby

5/ Rozpatrzymy całkę'; / &&

Gdy Ct*ś „ wtedy funkcja, podcałkowa srywa swą

ci^głoed. A zatym oałka dana jeat eałk^ liieakoriessonę.

I^go i Il-go rodaaju.
Dla X-*-oo funkcja podcałkowa , ~ - ^ ~ d^iy ck

*era.

RACHUNEK RÓŹNICZK. ICAŁKOW..II. Arkusz 4-ty



W porównaniu 3 oałkg. Eaeadniczą / r-^- mamy tu

.-—-:==•=* do

ujfjc to z funkcj? podcałkową aaeadnioijej!

aałki nieskońcsoinoj II»go rodzaju /7 ** JT
le w < i . To oznacza» żo całka dana jest zM

f oo

07% JE &+P s?
W K ad ani u tym umaimy ?ałoiy<$, że &+ o"> O *

6/ Przykład różniczkowmia pod znakiem oałki.

Podstawiaj§.o J r = ^ , ćłx*a<Ji> mamy.-4
XJeżeLi mamy fXJ/dc altJ^-Fh) * t o n a nasadzie

niezkowania pod ssnakiera. całki będzie

J e s t to słuszne wtedy, gdy ciągłą jest J? fzfaj .

Ponieważ w rozpatrywanym przypadku

l Q s i Qi$g*$* w i « c w z ó r powyższy

saptoscwad możeiay. Będaie ?dęe:



a/x

7« f =
4*

X ;
Postępując w ten sam sposób dalej mogLibyśngr obl i-

cjsyc

a/x_ a4 a° r
/Dzięki wico rdżnieskowaniu pod znakiem ciapki mo«

aemy z jednej całki danej utworzyd nieekońcsenie wie

Le całek tego ósmego typu/.

^eoli "będą dane •funkcje u i 1T zmiennych JC i w

Utwórzmy wyznacznik:

Wyznacznik ten nazywa się zwykle w j z n a o s -

n i k i e i f u n k c y j n y m albo j a k o

b i a a e K danych funkcji od imienia mat oma tyka

niemieckiego -, J a "a o b i ' s g o j który s ię nira

zajmował.

U J e ż e l i f u n k c j e M i -


