Poniewaz p» 4, = X, , ﬁiﬂﬂ u-jﬂ{x- J =}’afo‘"z
(99 fx-x)=2, [t}

Lecz L= }f%' . A wige np. {.y_y,}(x x. —2- /r-jy
jest calks naszego réwnemnia. Utworzona ona jest przes
zbiér wezystkich charakterystyk, wyochodzgoych 2 imnktn

o spbXrz¢dnych {.x.,_y., 2l s

ROWNANIA ROZNICZKOWE CZASTXOWE II-go RZBDU.

Réwnania rétnioskows © pochodnych cszgetkowych drugie-
go rzgdu stanowig trudng, dotychezas sreszty maXo zbada-
ng, dziedzing matematyki.

. Co do tych réwnaf moge byé postawione dwa zagadmama:
Cauchy’ego i Dirichleta; oba mogs dotyczyd jednego i tego
samego réwnania. _

Niech bedsie d#ne-rdwnania* : :

IV Flayzp gr, st)=0
gdzie x i ¢ s3 zmiennemi mezaleznem. & ich niezna-

ng funkejg, zad FaQ’- 5 7=_§_ r==99; s-% t-—-%‘-‘&_,



degadnienie Cauchy’ego polega na znalezieniu cakki

tego réwnania, speinisjacej nastépuj@co warunki: dla
x=x, funkcja z/x;._g) , t.zn, szukana catka ma byé

identyozna z funkcja f/_sr/ » 0zyli .z/.x,,__y/ = ?I/y/ 3
nastgpnie pochodna p- 2 » ktdra jest oozywidcie sama
jakgé funkcja )( zmiannyo.h niesaletnych =z« i Y » ma
dla tejse wartodei x=x, prayje wartodd X/[x.y)= )lr/_y}
Powiemy krdtko. 86 dla funkeji & dane jeat L= 7/@
oraz p, = Y’/.‘Jﬂ |

Na zasadzie powyZszych danych moZemy wylmzyd 7, ‘
t.j. wartodé pochodnej -?Qj dla .x=x, , Mianowicie
o= 1 ,

Memy wige dla J=x, wartofoi funkeji 2 i jej pier-
wezych pochodnych czgstkowych. |

W.interpretacji gieometrycznej dana jest w plassczyi-
nie réwnoleg¥ej do 4oz kreywa /7 i w katdym jej punk-
cie A plassozyzna styczna., Dowalny punkt Ipowie_r'zohni,'
w ktérym mamy dang pta_szozyznﬁ atyézna, do tej powierszchni
qusiamyhazywali elemen temn Powiers -
chniowymn. Warunki Cauchy’ego praedstawiajg wigc .
zhidr e lementéw powierzchniowych wzduz krsywej i » po¥o-
zonej w ptaszczyinie réwnoleglej do Yoz .

Z eiemen'qdw powierszchniowyoch & __/-‘t, Y% P, 7} moZemy
tworzyé zbiory jednowymiarowe, t.j. takie, e x. 4%, pug



b¢de funkcjeami jednego

. // ' parametru & , ordz zbic

/;,»'ﬂ | ry dwuwymiarows, dls ki 6.-
T3 -~ rych X, Y% pYq bgda

0 x funkcjami dwuch parametréw

U i v ., Bedziemy roi-

putrywali tylko takie zbic

d ; :
rys. 2. ry jednowymisrowe, ktdre

spedniaja warunek
= /bu’ac--;-wff/j
i zbiory dmnrymiarowe,.-dla ktérych jest jednocgzednie
Lrzrid
Lo p oz yglt

Innemi sXowy wigzemy elementy powierzchniowe ze 80-
I'ha w ten sposéb, %e punkt elementu sgsiedniego fezy na
paszezyinie elementu poprzedniego,

Zobaczuy , co przedstawia gieometrycgnie zbidr piorw-
szego wymiaru. Memy pi¢é zmiemnych =, 4,2, 12X zalei-
nych od paremetru « . Zmiemne x,4,2 dajg w prze-
strzeni pewng kraywg, za$§ p i g w kazdym punkcie
tej krzywej plaszczyzng., Warunek: de -+ yq’y = dz
jest warunkiem prostopadtoSci prostych, z ktérych jedna
me spé¥ozynniki kierunkowe p, 4, -/ , druga dx,dy,dz.



Ostatnia z tych prostych jest, jak wiadomo, styczna do
rraywed, o zelsm pionnanyona, naicires do elementu M ;
/N
y \

/

przechodzi przez styczng w tym

punicie .

W praypadke szezegblnym, gdy
N zmienne x, 4y, &  #g wielkoSoiami
\N/ staemi, a tytko p i 4 zale-
23 od parametru 4 , memy zemiast
1ys. 83 . :
krzywej jedsn punkt i w nim wezyst.
kie piaszczyzny, styozne do pewnej powierzchni stoikowej.

Jezeli przejdziemy do zbioru drugiego wymiaru, to ftu-
taj te same pigé zmiemnych bgdzie zalelalo od dwuch para-
metréw: u i v . Bedziemy wigec mieli nieskorczong
ilosé punktiéw, misnowicie powierzehnig, utworzong przez
punkty [z,4,2)  funkeje p i ¢ okreslajs w kaizdym
punkoie A tej powierzchni - piasszczyzng. Warunek

pa”x + f‘y oy wyrasa, %e ta pXaszczyzna jest styczna
do powierzchni. | _

W przypadku szozegéloym, gdy muieme 4,2 saledy
tylko od parsmetru « ,zeé p i g od 4 i v , me
uy zamiaat powierszohni krzywg, a w kazdym punkcic tej
krayve j wezyetkie moiliwe plapzozyzny , prieohodz&.oe przos
‘styosng. 8dy x,y i 2 nie zalesy ani od 4 eni od

v , zad P i g ®8 funkcjami obu tych paramatré‘_lr,



PLTE
mamv jeden punkt i woaystkie pXaszezyzny przez niego prze-
chedZzgce., - |

Warunki Cauchy’ego w pierwotnej postaci przedstawiajg
sbiér pierwszege wymisrn <, /krzywa plasks/. Zagednienie
polega na znalezieniu zbioru drugiego wymiaru A, /po-
wierzohni/, zawierajscego w sobie dany zbiér £, i spelnie-
jacego dane réwnenie réizniczkowse.

ﬁarunek, by zbiér XA, przedstawiaX krzywg plasks nie
jest u Ganuhy’ago-iatotny. ma tylko na celu pewne uprogz-
czenia rachunkowe orzy dowodach. MoZna ¢ Xatwodoig warunki
Cauchy’ego nogélnic., Uogblnione zagadnienie Cauchy’ego jest
wige nastgpujgce: Dany jest zbiér pierwszego wymiaru &
[krzywa jakakolwiek/; znalei zbiér drugiego wymiaru 4,
/powierzchnig/, zawierajacy w sobie zbiér A, i sperniaja-
oy dane réwnanie rdiniczkowe. |

Dowéd polega na tem, %e to ogélniejseze sagﬁdnienio ZRpo-
move prostych . podetawied da #ig¢ sprowadzié do poprzednie-
8o | _ | N

Niech dany zbiér X, przedstawia krzyws jakgkolwiek.,
MoZna zawaze wyrezié ja przez uk¥ad réwnad:

Y=f, = . |

¥ kazdym punkcie tej krzywej mamy dane wartosoi pochod-
nych f) i 7 ' zwiazané zaleznosdcia a’z=,ba’x +f3’5 .

Zagednienie bgdziemy mogli sprovadzié do dawnego, vodsta-



wiajac
x=u, j=//uj +, = f/t{}-;— W/(u,v).

Przez to pbdatélrian_ia znalezienie funkeji X zmien-
nych x i1 y /ca-ﬂ:i danego réwnania/ gprowadza sig do m-
lezienia funkoji W/H,Vj zgmiennych « i v ; przeko
nemy ei@, 2 znaiaiienie tejl funkeji stenowi zagadnienie
Cauchy’ego w postaci pierwotnej, t,j. uproszczonej.

Istotnie, nowe warunki poczatkowe wyra%g sig jak nastg-
puje: dla 'v-no .msmy dane W/u,cy:_o oraz;jak gobaczymy,

N

Nowe réwnanie otrzymamy. wyrazajac w réwneniu

F/, ,z,)o,f,g.s,f} =0
/mienne X, 4,2 p, 9,751 przez zmienne U, v i funkcje tyoh
zmiennych.

Z rachunku rézniczkowego memy :

}’qx"'??
Eaplg
Lecz
2.y 2_: 0; B Jl); E-1;
_fg.li’/uj-;-%;l} ,%’::25-/;
wigc

P+ 2 mp s f10),



A gatym pochodne pierwszego rzedu wyruZ@ sig¢ prazy pomo-

oy nowyoh zmiemnych w sposdéb nastgpujgcy:

Pyl -2 A

= W
7= W
Réwnania powyZeze dajs nam jednoozednie wartosoi pocho-
dnych 2K i gﬁ’ dla wszystkich wartoéoi v, wige i -
dla v-?i-“a /warunki poczatkowe/, :
Wyrazimy teraz pochodne rzgdu druglego r,5,© przy pomo-
cy zmiennych ¥ i v . Otés:

? Pz 2y
ﬁ r?ﬂ +59—’ 911 9:4 t%
% 9

Uwzgledniajae wyt;aj napisane wartodol pocli'odnjoh 028~

gtkowych zmiennych x i y wazglgdem w i-'_v memy:

.;_)“ﬁ=r+ L | -?-Z.—.-d,«t)t’/}
?
3 gy -t

W ten sposéb znaleilidmy juz w,éﬁyatkia wartodci, ktére
naelezy podstawié do danego réwaania rézniczkowego przy

wpraszezaniu warunkéw poczgtkowych.
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Niech bedzie dens znowu réwnenie:
F/x,.y,z,ﬁﬂr.s t)=0

i niech dla krzywei b i , wWyraZonej przez réwnsnia

==}i/m}, _ .-f/x} beda dane pochodne czgstkows p i 7
zwiazane zaleZnoéci& da =Fa’x +7—j Twierdzimy, %e
istnieje taka funkcja 2/x Z, v amiennych x i y , kt6ra
zemienia dane réwnanie na toisamodd, czyli wproat speinia
dane réwnanie.

Istotnie, woZmy na krzywej /" punkt,dla ktérego x=a,.
Na mocy wzoru Taylora mo%emy funkcj¢ dwauch zmiennych

przedstawié w sposéb nastgpujacy:

whes) = o) o= ] +
*z[/“"‘) 8] + 2lefy ) ) +(s-1/3 4)]

_.Sﬁereg powysazy jest zbiesny /dowdd zbieznoéci jest
'niétrudnj'f,'- lecz d¥ugi; znaleZé go moZna we wezystkich
obrzernie jszych podrgeznikach/., A zatym funkcja 2 (.x,_y)
istnieje i1 spelnia dane rdwnanmie.

.Chodzi teraz o to, w jaki sposbb obliczyé kolejne po-
chodne clqiitkowe w punkcie (2, ,j.) « Oznaczmy w tym celu
dowo lng pochodng ozgstkowg przez p =z dwoma wskaZnika-
mi; pierwszy z nich bgdzie wskazywak, ile razy dana funk-

oja zostala zréiniozkowsne wzglgdem o -, zas.drugi wegle-



Sl o o B

dem_y tek w1ec

91’14-?: i o

./?" =?.z_’"- 9_9

Poprzednio udowodniliémy, Ze poohodno Pro = 7 Pa= 3
A p= Z moina wyznaczyé 2 Téwnak:
‘=7 + 341y
f I+T- /7

oraz z danego rdwn&nm ré2niczkowego. Przejdziemy wigo do
obhozenia poohodnych czgstkowych traeciego rzgdu: f’,,, , |

Pets Prz s Pos . Mugimy tu mieé cztery réwnania. Pierwsze B
z nich otrzymanmy, rdﬁnmzkumc dene réwnenie rémmskowo
wzgled em .x '

9 OF F 4. 9F E
9,,/"" r+_92_d+ /@a 94 s 5;;'/?;.

naatepne. rdZniczkuja.o je wzglgdem Y |

Jaalcze dwa réwnama o_trzymujemy, 'rdzr.liczkujbac po%0-
staXe dwa réwnan ia wzglodem 2 |

- ’
£ = P + oy //"‘)
4 _ /
e oot pia f o)
Z czterech napisanych réwnai mozemy wyznaczy ¢ Pro, /éw
Pea s Pos » leteli wyznacznik, utworzony s od powi edaich
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epéXezynnikéw, réwny po rozwinigciu

' 9F/ '/"_.RE. ) + OF

A= o //# Re
nie jest toisamosciowo réwny zeru.

W ten sam sposéb _inozemy postepowad dalej. Rézniczkujac

'- powyiszy uk¥ad czterech réwnad, otrzymamy nowy ukad pigeiu
réwnai, z ktérych bgdziemy mogli wyznaczyé pigé pochodnych

ragdu czwartego: p,,, p,, 1Peas P oy OkBZUJE 81, 2o wy- .

znacznik, warunkujgcy rozwigza lnodd tego ukYadu jest réwny

swadratowi wyznacznika A, czrli rdwna gig A*

. Prze-
chodzac do pochodnych rzgdu piatego, otrzymemy wyznecznik,
réwny szeScisnowi A , czyli A . Przy pomooy indukeji
matematyczne ] motna. udowodnid, 2e kolejno ot rzymywane
wyznaczniki beda kolejnami potggami wyznacznike 4 . Ja?ah
zatym A =0 , to bedziemy mogli znalefd weszystkie po-

- chodne czastkowe funkcji. J-/x,_y) , a zatem i semg funkecje,
jako sumg szeregu Taylora.

¥ przypadku, gy A=0 , oti'zymujenv réwnanie ksztaktu:

ﬁ/dx) 2'8 _42 +l= %
albo inaczej: .
P @z'*'.éﬁya/xﬁ-fa&‘:'@

W Efd‘rym 2 ) P 7,:;6,‘5 wyraZone sg odpowiedniemi funkejami

amieri.gch niezalesnych 2 iy . Jest ono rémaniem
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résniczkowen, zwyczajnem, pierwszego rzgdu i drugiego
rtopnia. | _

Réwaanie to daje nam na powierzchni catkowej krzywe,
Zwane charaktar-ystykami Poniewas

jent to réwnarie kwadratowe, posiadajgce dwa rozwigzania:”

.B“'lr' "fﬁ‘
dx

wige przei kazdy punkt pomerzchni catkowej przechodza

dwie krazywe charakterystyozne.
Niech bgdzip dane réwnanie réiniczkowe o pochodnych
czastkowych:

S Ar+2Bs+0t +Fnyep4 =0,
gizie J#, B i (¢ , sa funkcjemi, jak prsypuszozamy,
tylko zmiennych x 1 Yy .

- Oczywiste, %e = .%_E, ﬁ*%i__, C=g§-
Réwnanie

./ﬁ/.gf.)z_ '33%? + =0

daje nam dwie rodziny charakterystyk: jedng wyraiong przes
réwnanie o -
J;f/f =(B + B 4¢) dx ;
a drugg wyraiong przez réwnanie:
)Fg’y=[3—y 77 dee.

Kaide s tych dwach réwnar motemy soalkowad. CaXks.



- 273 -

pierwszepniech bgdzie £(x.y)=c¢, , saé cakkg drugiego
N(x9)=¢ . Proypudéuy, s8¢ B~ AC £ 0 . ¥ to-
kiz razie mamy: '

: _ b _E
dE ’c):cdx +9¢j

ki M
Przy pomocy tych wzoréw przeksztaXoimy dene réwnenie /1/
przyjmujac £ i 77 ga nowe zmienne. Oté%

de JE ?
P 9.:: ?_g 2 5?‘9—.:%

9 . Qe 9F . b, 01

— e %

179, =% %% T2 o
Analogicznie wyrazimy 7, s, € przy pomocy zmiennych §£
i 7 . Wéwozas réwnanie [\/ prayijmie kemtakt:

ﬁz_ 9 .z 9.&
/2/ s +Zﬁ;9j;7 e +F/;%,: ,9; =

przyczem, jak Yatwo sprawdzié,

.zfz=1f(%—)z+ RB ,25 Ef +C g{)

s vy T ———— ——

RACHUNEK ROZNICZKOWY I CARKONY. I1.  Arkuez 18-ty.
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.= 28 9 % 97, 2% 97) .,
'B‘ j@x ’)-.'-Z +£B/9x "y Qy Dz

cg%%z
./‘?'_Z ,B?f’ QZ-;-C(

Proy takim podstawicniu mamy zawese A,=0 oraz
[,=0 . lstotnie, jeseli, jak ssdosylismy, B°-AC #,

to E[xy) # /ey

Z réwnania j{x,_)}—cxl mamy

dy__ &
dx 2
legy /‘f’/ﬂ%j -ﬁ;ﬁj@.{‘i +Eg=l7, stgd
e %
ﬁ_%iﬁ__g_)? +Z'B...2'l°__ +C =Y,
9_9) ey
oy li :
Jg/?f) +/€,B£f ;f +£/Q_f/
_ 5
Ale _ [:?)
=.;::‘/?i a3t ?f * 5/)’5)

27
wigo Jﬁ-&’ tek samo =z 7[%}) ¢,, wynika -i‘-é‘—a—.--gi_

s G A BB ] e G0
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Réwnenie /2/ sprovadza sig wige do réwnania:-

o 9;.2;7 “/ /f, 7% L, ‘%"‘)

W proypedku, gdy B°—AC <0, réwenie /3/ praekeztaZ-
~amy, wprowadzajgc nowe zmienne: X== _f'* 7; Yar £-7

Otrzymujemy :
2 . 9X L P Y _ 2 9:
% A PE 9V o T ‘I’
Co po zrdzniczkowamn wzgledom /4 daje:

Az N G A V N 8 PR Y

loca
QX_ (i o ?Y ..
5—7 “_{J —9_7 =L,

wigo
02 9% 9‘
oy Ak
Pruzy tej 2mianie zmiennych rdwname przyimuje postad

'_2&_ : !
SO S DA &

Réwnanie typu /3/, t.j. gdy B -./{C >0, nosi nammg
hyperbolicznego ; rémanie /4/ zad t.j. gly
- _Bz"'./fc<0-—oliptydsnlc’go :

Proypusdémy teraz, %o . B _ A =0 . W tym praypsi-
ki réwnanie

Adyt — 2B dydic + et
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jest zupe¥nym kwadratem. Istotnie
Ma/ _Bd’.:uj /za/ Zafﬁja/x + B =

= M oly* - 2Dy +Cdx].

A z_atym

/Jfl&'/y —ja/x)z-—-—c?.
7 rémodci B —~AC=0 wynika: %:—..2'3.} mamy Wigo Tréw-
niez: :
(8 dy - Cdz)'=0.
Przyjmijmy za nowse zmienne €, y - funkcje mzennvch

xi_y:

& _
dx o€
%

Mamy tutaj:

Jf-’ﬂ: ={’Fé%§ +B%—§}£-0
AR =(# 5 +B3NA 3L +B %) =2

Awige J=0 oraz B,=0 . Pozostaje nam zatym

réwnanie ksztaktw

o B 22

ZWene ’par'abolicznem.'
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Przystapimy teraz do badanim kazdego z tych trzech ty-
obw réwnad oddzielnie. Zaznaczymy, %e rzeczg bardzo wa#na
jeet rozréfnienie tych typé w. Innemi sYowy, giy mamy dane
réwnanie réiniqzkowe i obszar zmiennych,musimy je do odpo.--
wiedniej kategorji zaliczyé. Zeuwatymy, e obszar zmiennych

X, 4 moina bgdzie podzielié na obssary cegdciowe, takie,

iz w pierwszym réwnenie bgdzie jednego typu, a w drugim -
drugiego. Nast¢pnie powinniémy mied dokYadnis sformutowane
warunki pessatkowe, bad# - znenej jus postaci Oguchy’ego,
badZ wpostaci Dirichleta. Warunki poozatkowe
Dirichleta wyrazaja aié w sposéb nastgpujgoy. W paszozyi-
nie X0y mamy dang krzywa zamknigta ¢ . Dla kaidego punk.

: tu tej krzywej jest

* | A okredlona wartodé funk-
«E@ H(@B | 6ji % , t.sn. szukena
| inowierzchnia ‘catkowa
przechodzi przez dang
/J i s \|“ X krazywa przestrzenna X’ :
({’" b ktérej rzutem jest kvey.
,J/ "kﬂ_ﬁ_______/{/‘o _ wa ¢ . Mamy dany tuts]

rys. 84. jakgdyby brzeg ezukane]
powierzchni i z tego powodu warunki Dirichleta noszg nazwg

warunko6mw brzegowych.
Warurki Dirichlete wydajg sig proetezemi od warunkdéw Can-
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chy ’ego. Mo2ne jednak udowodnié, iz przy pewnych zakodle-
niach natury ogélnej dla danego rdwnania rézniczkowego wa-
runki breegowe wyz.naczaja tylko jedno rozwigzanie. |

Niech bgdzie dane réwnanie typu hyperbolicrnegs w przy-
padku azczogﬁ_l_nym'

Qx_y _-//x-ﬂ
Zenim je scatkujemy, przyjmujao warunki Cemchy’'ego, roz-
wigdemy zadanie pomocnicze. Praypudémy mianowicie, %e dans

8g wartodai ezukanej funkcji wzdXui dwuch charakterystyk,

Y przecianjacych sig¢ w punk-
q Nees)  oie A i réwnolegkych do ..
oel ox i 0y : na charak-

7 iz terystyce x=x, funkcja

— TE — X .z/x{y} staje eig réwna

y//yj, a na cha:.iterystyae
Y=Y funkeja L steje sig
réwng ,l/:lg) [Oczywidcia, se }’/-‘4} ]k/_y,} gdys jeaf to °

‘wartoéé funkcji w punkcis .// L

rys. 85..

W tym celu wedmiemy catkg podwdfng obu stron tego »4wns..
nia, rozciggni¢ta na pole prostokate /fjp [rye.85 /, a Be
catkowan ie podwdjne sprowadza #i¢ do dwuch kolejnych cakek
'onadyﬁczych, wig2 catkujemy najpierw wzgledem & , nustep.
nie wzgl{xdem Y . Otrzymujemy:



L8004 ~lifs x4 47 R -
’_,/, (%), =,/, %%L/"? =L 2 oy =

=22yl ~2 (%4, —-2(%,, 4 + .z/.x.{ya),
Leoz  2/x,9,) = %5 2/%, 9=V 2/, jJ%’- Pfte)= ;/’/17’-

A zatym funkcjg
Hay)= pl) + YLy +f] flE 7)A€ 4~ phe),

spetniajgacg nasze réwnanie i warunki poczatkowe moina uwa-
%aé zu znana., |

Teraz przystapimy do zegadnienia Cauchy’ego. Przypusémy,
%e memy W plaszozyinie oy pewng kraywg, a dla kaidego
pnktu tej krzywej wartosé funkeji X 1 jej pierwszych po-
chodnych, t.zn. %e¢ Gilu dowclnego punktu P krzywej AB mamy
dane z.P{.a;,_q} . %=W/x} oraz %52 = 7(.(3{) . Tatwo
widzied, %e te trzy funkcje nie sa dowolne; speiniajg one

A # . réwnanis :

g%ﬂw 2o < TEIE 4/l +
A, A8 AB .
' %

B A%zeby rozwigzaé zagadnie-

)
¢ ' nie Cauchy 'ego, bierzemy cad.

TYs. oU.

k¢ podwéjng obu stron danego
réwnania, rozciagniete na pole tréjkata krzywolinjowego
gLP , ktéry to shazar nazwiemy a0
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,/// lit.) "'/é"(7 //,; soaday =

4/7/ a’+/ a/7-

=/ //7} 0/7 Filly =R

Ten wzdr rozwigzany wagledem Z.=2Z /xy/, daje nam roz-

wigzanie zagadnluma Gauchy ego.,
Gdybyémy chcieli rozwigzaé réwnanie ogélne typu hyperbo-

licznego:

2 sy
to nie moglibysmy tego w tak prosty eposéb uskutecznié. Ko-
rzyatemy w tym przypadku z wetody kolejnych prazyblized. Bie-
rzemy mianowicie zamisst szukanej funkcji X jekgkolwiek
funkcj¢ dwuch zmiennych X%, , kidra czynitaby zadosé danym
wanmkomn poczgtkowym, nie speiniajgc réwnaria /gdybyémy bo.--
wien znalesli funkejg, ktéra czynikaby zado$é warunkom po-
czatkowym-i réwnaniu, wéwczas zadanie byYoky rozwigzane/, to

znaczy

¥
e S

Oznaczmy wartodri plerwszyuh pochodnych tej nowej funkeji-
2 /-’ﬁy) przes P‘{x,jj i 4 (%4) 1 ca¥kujac powyzaze
réwnamis utwérzmy funkcj¢ dwuch zmiennych Z, (x9/,



spedniajnen réwnanie:

'ﬁ'az,
;;'--'m/‘f% 200 Pes Bf /a/x 4/

Oznaczmy znowu pochodne funkeji 2, /%y) prazen p, /x4
i ?z/"aﬂ) i znajdZmy analogicznis jak poprzedrio funkcie

2, (%,Y) ' G”yniaca zado$é réwnaniw:
9x J =//x:j.r‘&a,/a‘3,?a —-/e‘h.z I?l/

Postepujac dalej w ten eposib, otraymamy ecigg funkeji:
zx/@j}; z/‘xz_ﬁ% 3 :_y/J
Mozna udowodnié, Ze istnieje granica tego ciagu:

f"j_ﬁwzx /x:f) . Jest ona funkcja ciagte i ozyni zadodd

warunkom poczgtkowym. Nastgpnie moZna udowodnié, iz ta gra-

nica  ém Aoy (%, Y = z/xgj gpe¥nia dane réwnenie Téi-
N~ mo i

niczkowe. W rzeczy samej dwa kolejne przyblizenia sa zwigza-

ne zaleznosciami
4o ly) = (1) * ?”/ﬁ/*// A5 rgee 24*—/04*"'7 e

Przechodzao do graniey dla #-+00 , mamy:

bt = i py v b ] f45 4y v

Poniewas ciazg funkeji g5 Jjest jednostajnie zbieiny ,

wige mofina s-ymbol graniocy i gymbol calki,przest “vid;

"*‘° "” f/x }V/ﬁ/,// o/ ", A el 0/7 ,fc .

(D)
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. Oznacznmy granicg ﬁm L,,ﬂ przez 2./1,]}. W takim ra-
. N+ oo

alsg)= e+ Y1y (] 1 B )l
AR AN fir 19; 9*//?0/7“'

namy, % , co trze.
skad. bwpo&;redmfp sprawd zamy | e 'ax.‘) =/@ﬂ/"‘/ﬁf/
ba byXo udowoednid.

Pole catkowenin jest prostokatem; gy wige x=0 lubj--%
catka staje 8ig réwna zeru. & zatym gdy y=0 , wéwezas
,';/x,j) = lf/ﬁ} +C , gy zaé x =10, véwezasn ,z,&:j}-'-'f/-"/ft
© Munkcje .z(.;gy) czyni wige zadoéé warunkom poczgtkowym.

Syelnia ona tez dane réwnanie. Istotinie, utwérzmy jej po-

02 _ yla) + 4l

Ré2ninzkujge t¢ pochodng wagl¢dem Y otrzymu jemy :

‘gf-@“ Pz p.9)

A zatym funkcja z./x,_y) -, otrzymana jako granica ciagu
przyblized, jest wkadnie cedky {1&11ego réwman ia.

Prze ilimy tersz do rdéwnar typu alivtycznego:

()'z -al»-— f/x,g_,,z /b,?f)

Wv.r:t@puja one W wie lu dziedzirach fizyki matematycznej;

chodng:

..@r;to gspotykamy tszm analogiczne réwnenia funkeji tmaoh
' zmienmych niezalesnych:



Vi Du . Vu _ | U QJu  Ju
* gk Tl e, )

Oznaczmy lewa strqné réwnania przez AX w pi.erwszym,
AU w drugim przypadku. Bdwngnia te nieraz przybieraja
postad Az=//x;_9} ,» Wzglgdnie Au-_--/f’/xty,z} , lub jeszcze
prostszg: Ax=0 , wzglednie Au=0 . Réwnania w ostat-
niej posfaci nazywaj g qié_“ ‘réwneniami La-
plac o. ' a ; funkcja, sperniajace réwnanie Laplace’a, ..
nosinazﬁ funkeji harmoniczne]
dwuch, wzgle¢dnie trzech zmiennych wewngtrz danego obgzaru

) [ jiéli oprécz tego jest funkcjg ciagks zmiemnych nie-
saleinych, jako tet i jej pochodne cmgstkowe dwuch pierwezych
ragddéw,

Jezeli. 7?/1.} jest funkcjg harmoniczng zmiennej zespnlo.-

ne ] .

f) = fjxriy]= sy + g2y |
te funkcje 1 % spe¥nizja réwniet réwnanis Laplace’s
t 5§ ciggle. cayli =3 tez harmonicznemi.

Istotnie, zrésniczkuimy 'pmryZeazg réwnodd wagledem X :
nagtepoie wegleden Y

f%‘/az‘: = ot + A

ax 2
ot _ 4 ;2%
fﬁ}gy —-gj'-!-é »
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Zn nwiazkn L=4X+dy wrajdziemy, Ze %:/ , o
- %
32- =L, wite . '
[ ’.’ "’ — ’9% - 4'1;}:‘;
¢ (2 P A ..
Jx 2x
pia)i=2b i
Ty Ty

Pomnéimy pierwsze z tych réwned przez ¢ :
¢')-i = ngzz gﬁz 39;’+,, .
x x )y dy
W takim rezie, jak wynika z okredlenia rhoéci liczb
zespolonych, musi byt‘i‘ '
. _34.

% 3) rE Y
Rdzniczkuja.o pierwszg z tych réwnodei wzgledem ¢

drugg wzgledem x , nastg¢pnie odejmujac je stronami,

otrzymamy:

gx” _;% ...j -

Lecz lewa strona pmyyzszej rémoéoi jest wkasnie lews

atrona. réwnania Laplace’a, wiag
Ay" =J
czyli f\mkc]a 7{ speXnia réwnanis L&ptace’a Anslogici--

nie dowiedziemy, 2e funkcju ;5’ gpednia to réwnsnie.

Weimy np. funkc)¢ zmienne) zespolome] <* . Pocstawmy
L= +oy:
2 /' ol & 2 2 o
B =Xtey)=x -y +2ixy.
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. . . 2 2 ; SE
Stad wynika, ze )r:sx-’_y OTAZ 7‘{=J_‘4{ ga to fTunkc'e
hargenicane.

Tony preykdad funkeji hahmnicznej:

X x4y 25wy

Stad memy dwie funkeie harmoniczne:
e . T
Aatrar VRN e
Z obszaru ciagkofei tych funkcji nalezy wykluczyé
punkt o spbrze¢dnych x=0, y=0, tak iz funkcje

3-,-‘?'_}-_:9—5, i P%‘I sa funkejami harmonicznemi w cake)
ptagzczyinie zewngtrz dowolnie matego koa, otaczajuycego
punkt poczatkowy. |
" Bardzo waznym jest dla nss przykdad funkeji harmonicz-
nych, ktére otrzymamy, kaduc o ‘
)
Otéz x+iy=r-€, gzie r=Vx*+4?, O=arcy 2, wige |
é;z=§r+ L6 = _!9 Xy + Zarcfy;f--
Stgd memy funkcje harmoniczne:
G=54lcry);  g=arclyg.

Vie sa one hermoniszne tylko w otoczeniu punktu poczgt-

kowego /0.0/gdyz jemt to punkt nieciggkoéci funkcji loge-

rytmicznej i a—'r-'-fjiz'



