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PBZYKłAD. ZnaLeźd pole powierzchni, jakę- wytnie na

półkuLi waLec. Niech" równaniem kuli będzie:

xŁ-4-uz+zz-F{3 zaś równaniem

walca #l4-jŁ~MC£-i

Oblicsymy przedewssystkiem pochou

ne

Ssukane pole wyrazi s ię prsez

eałke rozwiązujemy, sprowadzając ja do

raędugroŁ M*gunowych:

Ostatecznie więc będziemy mieli;

GAŁKI POTBOJNE,

Kiech będzie dana jakad bryła 20, wewnątrz której znaj-

duje się punkt ^( o spółrzędnych JC,̂ y,x, oraa funkcja trzech

zmiennych niezależnych fl*-^^) . Można, uważać //X,JIA]

wproat sa funkcję p . ^ i oznaczad prsez ffy . Bzutera da-
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nej bryły na płas2oz.X0Y jest pole jakiejś figury, ograni-

czonej krzywy zamkniętą. C, 0 iLe *punkt P/^iyJ/xsQ.t punktu

-"fajj1/ na płaszcz. 10J/ Leży wewnątrz obszaru normalnego

wewnątrz konturu C, t.an. o iló dla a 4 JCĄ£ mamy nie-

równość" fi/x/ ^jf ś fffoj f gdzie funkcje fjx) i g(x)

sę. zaLeżne od kształtu konturu Ct to rzędna p . ^ przecina

powierzchnię danej bryły w 2-ch punktach, ktdrycn raędnaai

sa; **-%(*#)}***%/*$. . •
Ponieważ założyliśmy, że p.jV«na3duj« s ię wewag.tr* bry-

ły, więc musi by<5 0Xtf) 4 ź -4 ^A-J^/-

Tak więc mamy .3 nierówności /w t.sw. postaci mormaLŁ

kto*ret zachodząc jednocześnie, wyrażają, iż punkt

majduje się wewnątrz obszaru przestrzennego

UWAGA: Współrzędna Z p.^fmoże priecinać p
ograniczająca dany obszar, więoei n i l w dwuah p
wowczau jednak rozbijamy obszar dany i& taki* ob^sary
śoiowe, z któremi ta współrzędna miałaby tylko 2 pufifc
przecięcia.

Po określeniu obszaru przostrzeamego przystąpimy do

okreśLenia całki potrójnej czyli trzykrotnej. Podzielaj
więc obszar 2) dowolnemi powierzchniami na części.--kostki

przestrzenne. Oznaczmy ich objętości pr?ez

fy, . . . . . . . . cJn . Weźmy następnie pod uwagę dowolny koet-

kę i , 0 objętości ^ ; przypuśćmy, że wewnątrz niej
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K^

znajduje się punkt w^jt/*/i utwórs-

my iioozyn z funkcji tego punktu

prsea objętość kostki://w;J-ty . Je-

że Li istnieje granica sumy tego ro-

dsaju iLocsynćw, gdy liczba n kostek

przestrzenny cli rośnie nieogranioz©-

nie, a wszystkie wymiary każdej

kostki dążę, do zera :rjs.4Z.

od-tego,.w jaki sposób zostaje uskutecaricny

podaiał na kostki*, to t§ granicę właśnie nazywamy o&łka

trzykrotną, i &zm&Q%8$$ prsea JYf <$(&,y,i)-cf£,' ,•

gdzie <r/r= dx-duelx,.

Można udowodnić eaaaiogicssnie jak dLa całek dwukrotnych,

że powyższa graniea sumy, t . j . całka trzykrotna, i s t n i e j e ,

jeże Li funkcja ffajyć) jest ciągła.

Jes t rzeczy oczywistsg., że jeżeLi //^ij/^j j e s t r<5wD.e

jedności, to całka trzykrotna daje nam obszar X>;

JJTcjZ^ &rn'%lu>£> a 5)j albo inaczej: fff dx <dy c/z » ^
USAG-A: Tu aa»tos&wa^ możemy tę samą wtąg§, co i pray

całkach dwukrotnych. Niektóre kostki podziali moęiyby osę-
ściowo wy ch oda id po aa obsstar ©• Wtedy | » i nie równa si§
i>, Leea ^wX^=«a . Takie jtostki, wychodzące częściowo
poaa obszar 5) mie<ś fegdziei^r np. przy podziale obg&arux na
sateściany, J e ś l i obszaru leat ogranicaony powięrzchniałui
krzywemi. Łatwo udowiłdnid»/zostawiam to czytelnikowi/, że
na wartość granicy okolicsnośd ta nie wpłynie,

t e r a s , t e moaue obliczyć* całkę trzyinotr^ J**
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poiioea trzykrotnego całkowania względem trzech zmiennydh
foj)X>) ' dostępujemy tu analogicznie, jak pray sałkacłi

podwójnych.

Objętość kostki eaeściennej, na jakie roabijsmy
całkowania, wyraża się praes

W takim r a z l

gdaie W7 r̂ A o snąca a p . o fip«5łr2§dnyoh (^tyri!CA ; gu-

mowanie r-ozoiagaay na wszystkie t r a y wskaźniki ^ , r i ^ <

Powyższy framę można otrzymać, sumując najpierw ©Lementy,

które maję, ten sarn wskaźnik k •'••.. • :

Caynnik w nawiasie ""kwadrat owym j ć s t całfką dwwkrotnę.

a więc dana' suma ' fe/fajtĄ = %
W granicy, gdy £t r, k-*» o o » otrzyma*/:

Tak więc e&łrka potrójna jest całka całki- podwój

$fj) * Ponieważ jednak całka podwójna daje si§ otU

CKT(5 praeg dwukrotne całkowanie, przeto .będziemy mogki

s n ą ł e ś całkę potrójna przea .0Skowanie trzykrotne;

9A0HUR2S: BDZHIOZKOWT I OAŁKCRnr.TI. Arkusz
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Porsadak całkowania r o l i t u t a j , ocsywiście, nis

odgrywa; jednak przy zmianie porządku należy pr^©kształ-

cić riierówho^oi, wyrażające obszar 3) . Gieometryoznie

można to interpretować w ten sposób, że najpierw do-

dajemy kostki w jednym szeregu, równoległym d© ©si Z< ,

następnie $"amujemy szeregi wsd-łuż osi y , wreszcie

dodajemy ifaratwy wzdłuż osi X .

Całki traykrotno maję. dośd duże sa.^tosowanie w me-

ofcanioe, fizyce, termodynamice i t . p .

Przypuśćmy np. że mamy obliczyd masę pewnej bryły

Z) » której gęstość w jakimś punkcie Jłfz^.z) jes t

funkcją ff%#zJ tego punktu. ?/iadomo, że masa cząstecz-

ki mierzj się iloczynem gęstości P prze* objęt©śd

Jm «
a Katem masa całej bryły wyrazi się prsez całkę p©

trdjną:

j : EJLZ ł c ? J a d ; Obliczyd całkę potrójaą
JJJ'Z'dzjy'd% jeieLi obszarem całkowania 2 jest
dsma csęść kuli o promieniu R » zawarta pomiędzy trze-

ma płaszeayanami współrzędnych. ? interpreiaoji meoha-

nicanej jest to równoznaczne z obliczeniem masy

części kuli, ktdrej gęstość* jest proporcjonalna do

edległećci cd płaszczyzny xoj \

Przedewesystkim wyrazimy obggar <3 przy pomocy



nierfanoóoi w i^ostaoi normalnej;

Z o ^x
o ^ u.

rys.43,

Całkować

pierw"wagl^dem zmieimaj

następnie y , wressicie

Tak więc:

.wV A/

Podstawiaj L̂O

otrzymamy

Według wzoru redukcyjnego mamy:

«•

^

A więo
•i z

TWIERDZSKIE

Twierdzenie Groenła może być uogćLnione dla Gałek

trsykretnych. Zanim je dowiedziemy wprowadzimy pewne

ie, będące niejako uogólnieniem pojęcia całkf

j, mianowicie pojecie całki powierzchni**-*
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wej .
Niech ebjBsar całkowania 5) będzie ©gr&nicaony po-

wierzchnię. *!? 4 ktdrę, można wyrazić sapomocę, dwuch rów.

nań:

Łatwo widzieć, że element tej powierzchni wyrazi się

przez

Otóż całka d

ktdrę. osnaozad będsiemy praez

no si nazw § oałkl powiers óhniowej.

?o tjTa określeniu możemy wprost przystę.pi<S do wypro

wadsenia wzoru Green'a w zastopowaniu do całek tray»

krotnych • Memy

Otrzymaliśmy zatym całkę powierzchniowe.. 1 ponieważ

= c/fc&s oc , wi ęc

mamy:

oraz

po«ry*e«e t rzy równości stronami, ©trzymamy



wzdr Green'a:

&) f} c/f.
M zmum ZMISRNYCE.

I ten wzór i&tw® wożę byó uogólniony d l a całek p©

trójnycłi. Niech więc "będzie dana

przycsem

Prdoz tego niech objętości kostki prsestraennej

obsaaru (0 /w układzie ^.,j^}^! odpowiada objętość

kostki obszaru. 21 ,/w układzie utv,urj.

Jak zaraz udowodnimy

co'c
czyli 7 § «
/gdzie Z~*»O 1% stątd

A zatym

Ponieważ ostatnia granica jept zerem, wi§c santępu

jac granice sum przez odpowiednie ca.irki, otrzymamy

żądany wzór:

Pozostaje tu jeezoaa do udowodnienia, że granicę.
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stosunku M jest właśnie wyznacznik funkcyjny, cayii

Istotnie

Z r&wn&ń. (V mmy:

o u Ptr

wobec czego (Ą; da się praedatawid w postaci;
-t- $£/i/i ~h R c

lul) ~n& mocy wzoni Green*a;

du d v .dur,
Wyrażenie pod znakiem całki potrójnej jest,

funkcyjnym:,

U—.-— I —-yl.»...u» » — • ' ! II II i I

A więc /wzdr aa yrartośd średni^/

punktem wewnątrz obszaru $' .
U

Stąd.
^
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zaś w granicy &m M -

co należał® udowodnid.

WSPÓERZEOT BIEGUNOWE /KULISTE/.

Położenie jakiegoś punktu Jn w przestrzeni można

określid analogicznie j&k to czynimy na pirassoźy^ia.^»

przez podanie promienia wodsę.oego p oras dwucłi kątów

, jakie promień wodzący Worzy z osią ^ ,

i jego rzut z osią JC ,

t t an. praes podanie ed-

ległości ^ ^ . danego

punktu Q& początku' afcła-

du O oraz

się msżna prse

koBa<S, że prze a te
wielkości &rys.44.

położenie punktu Ji jest w zupełności wyznaczone. Za-

uwa&ny.trójkąt prostokątny JIOB. :
OP=z O 6441 f ; • JIP- PMkSf .

3tątd znajdziemy trzy wsp&trzędne prostokątne punktu ^ :

Odwrotnie, znając położenie punktu Jff^jj.z) we'wspdł-

prostokątnych, możemy aaaleśd wielkości, wyana-
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e ten punkt we współrzędnych biegunowych:

Dwie ostatnie funkcje sa'wie low&rt ości owe, a

się więc zastanowić* nad ich MjLttosci&mi \ pozostawiamy te

j ed ba k c sy t e in i kew i•

O i Le chcemy wyrazid we współrzędnych biegunowych funk-

Oj § * etojaoa pod snakiera całki potrójnej, wówczas naLeży

pamiętać o zastąpieniu różniczki axcłjjdz prsefr jft̂ ^W-ał

^<?

1)2

SAM f-00$91 0CÓ6iL>CS5@} -0sittU/$>Zfi.&

/

' I i

Rozwijając powyższy wyznacznik, anajdzieiay, ^'

A P, & &] =* p sm U/.
^^ } i * J i

uz cłu d& ^^£^klJ£L df dt// d& •
współrzędne biegunowe do rozwiązanego już

prsykł&du» mianowicie d© znaLezienia masy ósmej ozejgói

kuli* j eże l i gęstośd każdego jej punktu jest prcporcjonal-

na dc odległości od płaszczyzny xojj . Otóż

M=.l//zascć/aaz —/// PKteip-p&wU/apau/a$,
Sssa *S /;/#>' / -/ f / T

'Obszar' całkowania 50' wyraża się przez nierówności:



- 105 -

j

i j e s t prostopadłasoianens o Trvanaracli ii. 7 , o * « za-

t y m / f "F * "

Ostateczni-e

PÓŁBIEGUflOWE /

Układ współrzędnych pdłbiegunowyoh osy l i wałowych "

powstaje z połą,os'«nia układu -biegunoweg® na płassozyźnie

5t<?y ze wspdłraętfna/układu prostokątnego. TTprowadsfin^ na

płasaczyinie ^^y układ biegunswy, ktdry określa nam po-

łożenie na tej płaszczyźnie punktu Pfrt9) - rzutu preeto-

katnego punktu Jff \ poaatym podajemy współrzędny z punk

tu Ji . ? ten sposób położenie punktu Jl w przestrzeni

etaje aię w zupełności wysnaczcnym. W^̂ ry na przejście

»d układu pro et okąttneg® d© pdłbiegunowego sa
JT- rco-sO

Łatwo sprawdzić, że tutaj A 3 2

dxdfjG/z,=-T£/rd&
Jak wiadome,' trzy równania parametryczne % dwoma pa»

b l " ~*M3/



??yznaczaj$ pewne, powierzchnie. .Zebaoznajr, co wyanacaaję,

równania, podaje.ee s&leżnośd pomiędzy współrgędneini pro-

stokątnemi a biegunowemi:

2 łatwością się prsekenangr, iź jest to kala; alb©wiem

podnosząc te równania do kwadratu i dodając

otrzymamy róimanie kuli;

Przypuśćmy na chwilę, że kąt 9 posiada wartość sta-

natomiast ^ się zmienia ed 0 do Jf \ w takim ra-

sie promień wodaący R opiszs półkole. Gdy teraz zaosnie

się zmianiaó* 9 /od 0 do 2TT /, wówczas półkoLe będzie

się obracało dokoła osi Z, , zataczając powierzchnię kuli.

Jeżeli kąt 0 będziemy ustalać w różnych położeniach

pomiędzy O a ZTT i w każdym z tych położeń będziemy

zmieniać* ^ , t© ©trzymamy szereg kół, przechodzących

przez dwa punkty stałe, położone na ©ŝ  Z .

Tego rodzaju koła rta kuli ziemskiej i niebieskiej z©~

stały nazwane południkami.

Jeśli teraz postąpimy ©dwrot-

nie, t.zn. "będziemy w różnych p©~

łożeniach ustalal i y>. zaś zmi'6'*.

• niali & /.^otrsymsmj zbiór'kół



o różnych promieniach, które.Leżę, wszystkie w płasz-

czyznach równoległych do płaszczyzny xoy . Takie koła

na kulach aismskiej i niebieskiej zwą. się równoleżni-

kami.

Równoleżniki i południki przec ina j się pod latami

pr ostem i /mćwimy, że dwie krzywe &ię przecinają pod

kątem prostym, jeżeli styczne do tych krzywych w ich

punkcie przecięcia są do siebie prostopadłe/. 'Otrzymu-

jemy więc na powierzchni kuli prostokąty kraywo.Linjowe,

a w przypadku szczególnym .kwadraty, Sumując ioh pola,

otrzymamy całkowite,-powierzchnię kuli.

W podoimy sposób postępujemy, gdy mamy dane-współ-

rzędne półbiegunowe. Tutaj
sc ss r OOÓ 9 }

8 -y

Fodnoszac te równania do kwadratu i dodają.o je stro-

nami do siebie* otrzymamy równanie powierzchni walco-

wej:

Jeżeli zmiennej & tidziemy nadawali wartości sta-
ł e , zaś 9 będzie się zmieniało w granicach od O do
2 JT , wówczas otrzymamy na powierzchni walcowej szereg
kdł, równoLegłyoh do płaszczyzny x-ójf:%

Jeżeli zaś będziemy nadasrali różne wartości katowi
, a Z będzie eie zmieniad, otreymamy twora^ce
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powierzchni walcowej.

f?m sposobem powstaną na powierzchni walcowej prosto-

kąty krzywoLinjowe; suma ich pól daje nam poLe powierzchni

walcowej.

GĄy mamy dane rówranie jakiejś

łcraywej
Um ffrj,

to możemy tę krzywe, wykreślić* na

powierzchni ku Li Lub walca, korzy-

s ta j ą.o z s iec i* po?/stałej w sposób

wyżej opieaay, tak, jąk to czynimy

ns. kratkowanym p a p i e r z e . /Słuszność tego wynika z odpowie-

dnia Lnośoi, dającej s ię u s t a l i d pomiędzy płaszczyzna a po-

wierschaię, kul i lub walca/. Prostym równoległym do osi OX

na p ł a s z c z y ź n i e , odpowiadają, na kul i równoleżniki, zaś na

walcu k o ł a , położone w płaszczyznach równoległych do płasz-

czyzny podstawy walca; prostym', równo Ległym do osi 0$ rxa

płassczyanie odpowiadają, znowu południki na kuli i tworzę,-

ce na powierzchni walca.

ry s. 46

/ . WSPÓIHZCDNB KRZYWOLINJOWE /OGÓLNE/ NA POYJIBRZOHNI«

Można wogdle us ta l id odpowiedniośd pomiędzy* płaszczyzną

a dowoLn^ powierzchnią krsywą i to sposobami najrozmaitese-

mir, 'm,t p i ł a t o w i danej powierzchni może o dp owi ad ad rzut

jego im płasao^sac, . ó.an$-j ogólnie za.i s&poaoc^ 3-eh para- •

metrów U i v , od których zależy x u z> aa powierschsi ,


