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Tak więc całki

Tak samo łatwe dowieśd, że całki

^ ^ « oła>; J*sxzfa ^ zbieżne. W raczy samej:.

•vo

gdsie uskuteczniliśmy podstawienie

CAJKI IHBfUSOIWE DTOI1GO BODSAJU.

zgr

, że funkcja t[9J staje się niG?koń,

ozoną, dla x^ a , lecą w przedziale. [a+£}'śj

a*cś\ £ > O jest dowolnie małe, funkcja

$, Wtedy, jak wiemy, całka

istnieje i ma wartość określona,

Wartość• t«3 oa2^:i zalety, oczywiście, od £ . Jeś
ł •. •

l i eałktt / J^Mo/jt daty do granicy, gdy £ - ^

to granioę tę Tsę^iemy oznaczali; F J^ONC , tak

iż olcre§leniem tego ąy&boLu je.at równośrf
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f $
J e s t t o , oczywiście, nowe rozszerzenie pojęcia

c a ł k i , Taka całkę nazywamy c a ł k ?. n i e -

w i' a ś c i w | 2~go r o d z a j u . Gdy wspom-

niana poprzednio granica istnieje,.mówimy, ze całka

j e s t zbieżna. Many t u , w i s toc ie , granicę granicy,

jak i przy cackach niewiaściwjrch L-go rodsaju.

JeśLi znmy funkcję pierwotne, dLa ffa) , to £atwo

rossstrzygnad, czy / f[gjoix jest całką zbieżne., czy

nie. W rzeczy samej, niech

Wtedy

Gałka jest zbieżna, o ile istnieje granica

. Mamy wtedy

J
Ńaj pros teza całkę, niewłaściwe. 2-go rodzaju, nada

jący pię do porównania a innemi całkami, je.«t całka

, gdzie f\ - liczba
'ot

ptała, a



Mamy tu

Gdy W>/ , wyraz -pm=± rośnie nie ograniczenie,

gdy £->0 ; oałka jest wtedy rozbieżna. Gdy m^i, to

" f i wyraz ten dąży do O wraz a £
Tak więc dla.%-<:/ całka jest zbieżna, mianowicie

Jeśli W» -i , to

rozbieżna, gdyż &j £_~— rodnie nisograniczenie,

gdy £ -*•<?<>
4 j

T a k w i ę c c a ł k a / r^^-rr7#ft

j e s t z b i e ż n a w t e d y i t y t k o

w t e d y , g d y m «ś-. i .

Można stęd otrzymać* kryterjum zbieżności c a ł l d

J J^/XJOiX ^ p r z e s porównanie funkcji $(&)s

A
n i e s k o ń c z o n e j d l a X-d; % f-unkcję, ~ T ^ Ę ' m '

J e ś l i i s t n i e j e t a k a l i c z b a

A , i i [x~aT'/fH -^ J i d l a w " s z y -
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s t k i e h W a r t o ś c i X w o t o c z e -

n i u p r a w o s t r o n n e ra p a k t u 4

i J e ś l i 1fl ^L. £ , t o c a ł k a

i e « t z b i e ż n a •

saetot?owa(5 to twierdzenie w przypadku, gdy

pewnej granicy J^iP , gdy

i tn > / , to

jest roabieftna, a więc i całka

J fffl ofx , o iLe y/^/. w dostatecznie małym
/prawostronnem/ otocsenitt pimktu cf aadhofnije znak

Wątpliwym jest jedynie przypadek> gdy , a

funkcja //^/ nie posiada znaku ststłego w jakimkolwiek

dowolnie małym otoczeniu pnnkta Cl , /Iowa o otocze-

niu prawo s*tronnem/»

PRZYKIADY, 1/ Pozpatrsany całkę 2 funkcji wymiernej

licaba ^ jest pierwiastkiem

mianownik. , t . j , (ll®)*30 , praytem &frj 4O

gdy ^ < t ^ o , Wiemy, iż wielomian tyfafy roakładf

się wtedy w pposób naptępnj^oy: ufaj & fa

gdzie Q.t[*)*6 , Jeś l i JY^ i ^ nie maję



ihfa wspólnych, (pc~tfj -&%) <ia£y do granicy

3?-** Cl. Voni ewa a *» 2» ^ całka
fest w tym prsypEdra rosbiesna.

Fiech daną. będsie a&llsa

gdzie lf&) i S.(ct/ ' sę., jak poprzednia, wi

Joś-ti ricrwiastok a :)^st dla &(z)^0 wielokrotne..

t© /i dc granicy różne j od

swra;

jeśli m*z Zj&j'*"

Tak KD. carirka

i aałka jest rozbieżna,

jest

roso i etosu

3/ Zbadajmy 'włJćc j
*4

; ca^ka ta iep

jrbiefcna. Woźna przekonać się o tem albo prsy pomocy

funkcji pierwotnej, która je«t tu jC$?3C-&, aUbo

przy pomocy kryterjiiEi, wsmźysr&zy, ia dla dostatecz-

nie -aaiego ^ >^), lĄ#/*£>Ax* gdstie^/l —s

JAKO W IWPERPR"BTźCJT

J e ś l i wykreślimy krzywą, k t d r e j równanie j e s t

iy praekonamy ? źs
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prosta JC*-& jest aaymptotą tej krzywej /dla li

Pole figury, ograniczeń*-

odcinkiem FO. osi r-dw,

rzędną JIQ. , dLa której

X^ i , łukiem krzywej i

aąymptota raa wartoid akori-

j , czoną lub nie< zależnie od

tego, czy ifl<ci, cssy tei.

tn £* <ł....

g r a n i c y g ó r n e j c r' o g' i c;.a ł -

J L J L I L J L J L A J L ^ • -•

Jeś l i <$($) ptaj© się nieskończoną dla X^ i , to-

określimy 7 Sx)olX upodobnię jak poprjzednio,

kładąc

Gałka istnie.i© Lub nie, zależnie od tego, ozy
granica po stronie drugiej snaku równości' istnieje
Lub nie*

J e ś l i ..przerwa cię-głości me miejsce i d La X^a

i dla x*iti , to

jesi.dowolna Licabę. miedzy cl i ' / , t . j .
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taką, że d<^ t-^.c t a B i £J da&a do sera nieza-
leżnie jedna od drugiej.

Przypuśćmy wreszcie, że J>fej f ta je pig nieskoń-

czona dla jakiejś wartości % - c na drodze całkowa-

nia, t . j . t a k i e j , że a«c ć^ćf „ W tym przypadku

eałk§ .ff/irftfż, określimy jako ?mmf •granic dwuch

całek, t . j

Gałka J J/$aX jeęt zbieżna,jeśli obie granice

powyższe istnieje, gdy •£ i <f dążę- do zera nieza-
leżnie od siebie. Określenie całki

Ja
daje się z łatwością uogdlnio w przypadku., gdy mie

dzy d. \ o m&iny jakakolwiek ilość, np. 71 punktów

nieciągłości typu rozważanego. Mianowicie f f

= sumie granic odpowiedniej i lości całek typu

U w a g a , Łatwo jest usaf?adnidf że wzór zasad-

niczy /yfy//x - Hyn^Jj wyrażający zwi

całk^ yT̂ y •, a funkcja pierwotną., gdriie

Xj — /(żj- , jest ałuBzny i dla ca-łki niewła.-

RACHUNEK RMflICZKOWY f• CAŁKOWY.



ściwej, t . j . gdy rip. f/Xj staje si§ nieskończone.

dla J£«£ na drodze całkowania, o ile funkcja pier-

wotna jest w całym przedziaLe całkowania csią.głą„

W rzeczy samej:
j / • c / -y y*

sa c -r z

Jeś l i f/'X) jest funkcja ciągłe, w punkcie c ,

t o (ktft / '[C - £ V — /i& //'^ M s) ** nćj i ostatecznie

mamy;. j'^j^^. f/Jj'L f/^

• r ^ y ii >t d. a « .

Zwrdoid to trzetoa uwag§ na t o , że funkcja JC • ma

"być >- O, gdy X mienia się 00**»I do +L

GAŁKI 11EWM30IW, ZŁOŻOWK-.

Możemy terasa po^ącsjd razem obie okoliczności,.,

ktdre cechowały oałki niewłaściwe l-ge i 2~go rodza-

ju. •*

Niech i droga całkowania, będzie nieskończona.

i funkcja #(ccj mć anakiea oałki niech także staje

s?iy niepkońcaona &.I.P, ..'.issC t gdzie, o a , . Możemy



~ 30 -

skreśl i 6 symbol:

w sposób
a/ •

gdaie / > c .
Gałka / £/&)a$5 aa'sens, cayŁijest

gdy wszystkie trzy powyższe granicy is tnie ją . Wtedy

mamy +/j}$J</a: , gdzie

pierwsza ea£ka / je.gt niewłaściwe, 2-go rodaaju,

a druga całka / niewłaściwa pierwszego rodzaju.

FUNH5JA. QAMMA ffa).

Funkcją gairnaę. nazywamy funkcjf, „ekręśUaf aapo-

mooa nas tępujące j c a ł k i :

tej całki rozpatrujemy jako funkcję liczby

Cl w wykładniku ti-i> , która tu gra rolę zmiennej

niezależnej. -;

Okażemy, że oaika powyasi&a jest sbieżna dla

W «yni celu sawaśyjny, śe obie całki IX €4
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żą.. do określonych gracie, pierw

&z&% gdy £~*-Q , druga gdy H—>-oo . Oo do i s t n i e n i a

granicy c a ł k i drugiej /xą"eax ;•» to wystarczy

zauważyć, że tu iloczyn J

*s x'X-> £ ^x -e d^y ^ 0 z e r a ł

gdy JC,.-*- -f.-.po , osy I i ^ -£ <d-z d.la ĉ do-

ptatwaśnie, wielkiego i to niezależnie od wartości

liczby ^ . Tak więc J K*'**(faa/x 3 e s ^ całka zbież-
. - • • . • • . . , ,_ 4 ; • ; ••, : ' . = - : •• ; •,

30,$ pierwfigego rodzaju. Przejdźmy teraz do całki:

Ą y

.dąjy do i.; gaj :£-**$ . Stopując kryterjum, widzi-

iny., * a. całka będzie zbieżna, o iLe

o i le a>0 . Wtedy /Xą~Śc/x j e s t całkę, zbież

ną niewłaściwą 2-go rodzaju. Mamy wi§c:

funitója //^/ j e s t eumą. dwuch całek, z których jedna

j e s t pie.rwgaego, a druga 2«go rodzaju. ..,..•;.,,./., •>••


