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Rozwigzujgc te catkg, dojdziemy do réwnasd cykloidy.

Niech k=-7. W takim razie

z= oo + G == FIET 4+ G

Otrzymujemy wigc réwneanie kota, ktdérego érodek leiy na
ogi &

" (—Z"C})z""je-e-gfz‘

Czyniac k=2 , otrzymelibyémy réwmenie paraboli.

+ ROWNANIA LINJOWE.

Réwnanie résniczkowe dowolnego rzgdu nazywa sig Linjo-
wym, jezeli funkcja.j i jej pochodne wystgpuja tylko w
‘pierwszej potedze. Postacig ogélng réwnania Linjowego

N --go rz¢du jest:
- gy L/x}f“) + Xz(x)jfﬂ-zf’+..........'.,...L....4,

+1, (o' + L,y = A o)

Jese li prava strone tego réwnania jeet tozsamogcioweo
réwna zeru: X([z)=0 ., wéwczas réwnenie nezywemy
‘miepeitnym albo zredukowanymnm ;
W przeciwnym razie memy réwnenie peitne.

Badanie réwnen linjowych rozp&czniemy od p.znania
wtYasnoé$ceci rédwnania zredukowsa -
nego. | | '
RACHUNEK ROZNIOZKOWY I CAZKOWY.II.  Arkuez l2-ty.
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l/ Jezeli jaka$ funkcje vy, [(x) jest celks réwnania
zredukowanego, to funkcja ey, [ / e - wielko$é steka’
jest tez catke tego réwnemia.

Gdy bowiem podstewimy cy, (x/ do riwnania, bzdziemy
mogli ¢ ze wezystkich wyrazéw wyniesé przed nawias,
Czynnik pozostaky w newiasie bedzie réwny zeru na mocy
zafozenia.

2/ Jeseli funkcje yfx oraz y,(x) . s culkemi réwne-
nie zredukowenego, to i funkeja ¢ 4 (z/+¢, 4l . pdzie

¢, 1 ¢, ez to dowolne wielkodel etate, jeat tes calka .
tego réwnenie.

Ozneczmy lewg strong réwnsnia zredukowanego przez E {'y}
Jeieli podstw‘:ﬁ: do réwnania na miejsce y  funkeje
6 Yy () +C, gy, to bgdziemy mogli lewg etrong réwnenia
przedstawié w postaci ¢ [y ) + ¢, Fly) . Leez Ty )=0
oraz F/jrz) =({ 1z zskoienias, wige i

Flec 4l + & 5 (o= Fly) + ¢, Flap=0.

A zetym C:j;k{".“f}-f-%jc{xj jest istotnie catky danegc réwne-
nia.

MoZeny powiedzied ogélnie, Ze jeseli

jlfyzflj "lf‘.‘/:‘?}" ............... Y &/5}
8% cedkemi réwnenie zredukowanego, to kombinacja linjowa:

cz__fﬂ.:’f""}, -+ cg 2/x} -4 ..........-..-. ‘....-f-f* ;k/;,c)
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jest réwniez cetky rdéwnania.

3/ Zbadajmy, jekie powinny byé speknione warunki,

aby kombinacja

Y= Yafx) + ¢ Ypfa)Feriennneains +Cn Y [2)
glzie y,[x), Y, [z} /%) eg to cexki szczegdlne riéw-
nania zredukowanego, zas €y I, e ¢, state dowolne,

byte cakksz ogblng danego réwnania zredukowanego.

Niech dla w =%, bgdzie y=y, 6 g'=4; g'=4'

_‘m-y!ﬂ"##j:n--t}' |
E*eby wyznaczyd M stakych: £ ¢, e ¢, mnaleiy ron-

wigz .4 vkdsd 7 réwnai z 7 niewiadomymi:

_yﬂ = c_fj}/‘ra} + CA—% /:zo} AR R R RS - {;:n'j” (.2.4}
-b(‘: == ‘_yd'/'z"} i Cijz’/%)"""""""" +cnﬂf:/-z.} n
. ' "l
.H: = zj;/xoj o Cz.y;'.z;} e ekah wea o+ C}g j: /Iq) )ouw j”“
o fre2) N )
,';f;” 1_ < Y, ‘/-l'o/ %-cz ﬁﬁah z//;r ,j e —— +e, :‘i‘ 4/&_‘ )

To zaé jeet mozliwe, jsk wiadomo, tylko wtedy, gdy
nast¢pujgcy wyznacznik, zweny wyznaczni .
kiemn Wronskiego Lub wrobp -~

ekianem , jest réiny od zera:



_yl /x/J __%/'zj.l .-yn /.2.'}
Y (%), Yyl Yy 1)
A= |4, 4, Yola) | #0

--------------------------------------------------

A A R

Uktad 7 oekek szozegblnych: y, 3 Gy T * Yo dla
ktérych A=#0 , nazywa sig u kX aden z a8 ad-

niozym. Wprzypadku przeciwnym, gy A =0, pomig-
dzy niektdérymi z funkeji 4, 4, ey, muei zac_hc;dz'ié
zaleznos$é linjowa i rozwigzanie powyzszego ukiadu, a zatym
i znalezienie calki ogéluej, jest rzeczg niemosliwg.
nskazemy w tym miejscu pewng ciekawg wrasnosé wrorskia-
nu. '
Wyznacznik ten jeet funkeja mﬁiennej X ; 0znaczymy
go praez W/(x lub wprost przez W . Latwo udowodnié,
ze jezeli mamy jakikolwiek wyznacznik /niekoni_eczn‘ie
‘Nroﬂskiiego/, ktérego wyrazy sz funkcjami jakiejé zmiennej,
np. % N

a.f; g:(; cf
A= aﬂ) 41 c.a
a.h é: ca

to moZna jego pochodng wzgledem tej zmiennej wyrazid'w
sposéb naetgpujacy:



/ t {
qi ’ gﬁ: c;_‘ o/,ga 4:: C_t a,, 1’ ¢y
A i 4 y
f'/— = az ) géf cz s a;* 4' Gl + a, '5.,2! €,
dz / )
! r ’
Y 39 G, ! a.a! g.a’ c.a a.; ' g.;-' &

Dle udowodnienia tégo wystarczy rozwingd A na sumg
iloczynéw i zréznicgzkowad. Twierdzenie to dotyczy oczywis-
cie wyznacznikéw o dowolnej liczbie wierszy i kolumn.

Zrézniczkujeny w_édlug powy%szego Wzoru wyznecznik Wroin-

skiego.

j‘) _j.l! ._jiJ ......... j’f j‘,l _gz, _533 .......... —9'”

- ];; j‘:! j.;l. ’: j" jﬂ jet j‘“ .‘,.I—y’x
_Ld.r ‘x _9:: j‘:: _j:; . :yf;i + ,.%‘; :_%”J _y;;.............j’:' -+

teavtar

) | [n-g) | ineq) ny h: £)  (n-1] {n.‘} - ”L
j jz ! j.; J _ﬁ,., . ) j‘? i ,_ya j..
t
jz ) ’32 ’ ‘y_’ 7 SYEveasseraiaiis ’yﬂ
] / / /
‘yz‘ jz’ jj) "‘---u-uu.--.j ...... :-y”
" " " o
-}- ........... Ry + jli ,.%2; j-’.' t.-...-.............:_y"
7= :) (-2 Iw~zJ ("‘,‘F
Y Sy Yy e Yy
!”) M
_yz P j.i ) treteeesasseanen 4,

Wozyetkie wyznaczniki sktadowe, précz ostatniego, majg po

dwa wiersze jednakowe; takie wyzneczniki zas, jak wiadomo,
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eg réme zeru. A zatym pochodng wrorskiana bgdzie:

Yay Yoy Yy, rererennenees y,
jf;, _32, j.s, ........ _j/,:
diW LUl g, s
D T B e L
Yoy Y gl
.7; ) j;"}, A )

Powstaje ona z wyznacznika przez zertgpienie w ostat-

nim wierszu pochodnej [(#-1)-go rz¢du przez pochodng #-go
rzgdu, 4

Przeniedmy w danym réwnaniu redukowanym wezystkie wyrazy

oprécz pierwszego na prawa ¢trong:

" X u.x)_‘z;yra-z;_xajf"‘ e T L e _f/ —,X;‘y.

Podetawiajgc zamiast 4 wertodei 8202880 11 e, Y,

cerene ee Y, » otrzymamy ezereg réwnoseci:

_ —_X jz —X J{{n_g; X’j:r-a{_ ""“"":“._‘/Yn—x j‘I--_ :rj

[ /n-g)__ n=-2 _ IH—J)_ S . I...
S = Xsz Xr]z X.-a.yz EE D R nes J2 ‘Xn]z

............................................................................................

2 Jn SN

m_ fu-z)_ en N il SOV
AETEY SUACD WD STy (e, )

Pomnétmy wyrazy ostatniego wiersza wroiskiana przez

I {
)() Lﬂfi& J‘b '}A‘Cd’l L é"'f’d"m'. s 3; ?:1 J': ."i\j\,""j"*‘f]-

| 'ﬁW“ﬁ&w SV Kk . '
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spéXazynnik - A "

e s o5 Y, s g

'

_WX4= j; ) _yz ¥ _/ -.,........._yn
I ‘Xx x{”f"ng i .X AR ..._X)Jm-ﬂ

Naetgpnie pomnéémy Wyrazy plerwq.aego mereza tego wy-
znacznika przez -X" , Crugiego wiersza przez -—)(,H ’
trzeciego przez -X,,__a it.d,, przedostatniego przez
-.Xz i dodejmy to odpowiednich wyrazéw ostetniego wiersza,
wekutek czego wertoéé wyznecaike i nie zmieni. Uwzgled-

niajgc wyiej napisene réwnosei, otréymamy:

j" .sz j.?: .......... '....jn )
: /
2 9 3 .-ln-.ﬁulnncovtij”
: - I £
5‘”} jz ] jJ n Aunsnaanaye jﬂﬂ}

Pdréwnywﬁj%c ten wyznaczmik z wyznacznikiem, wyraZajz-

cym pochodng wroiekiana, widzimy, 2e

aw _ oy
1. WX,

Oazl‘kujac to pd uprzednien oddzieleniu zmiennych, znej-

/7,
/ A, e [, ol
czyli @Wﬂ_-- X, dee “"@cﬂ

dziemy:




- lgd -

skad .
W{x) =C e@wdx .

Dla wyznaczenia sta¥ej € wuczyimy X=X.*

W/xo) =
A zatym

Wi = W) 6784
Przypuédmy, ze dla wartoSci = =x, ukied jeet zased-
niczy, t.zn. W/-’r) #0 . W tekim razie ukad ten bgdzi'e
zasadniczym przy dowolneg wartodei zmiennej x , gdyz
funkcje wykdadnicza e*/ e(%)alx jest naosél résna od
zZera. TyLko w pewnych punktach osobliwych //Y/-*) a’xnoo

/3[ 2] -
[ =0; Wfx)=0 . Punkty te mozna jednak z pod

naezego rozwaiania wykluczyé.
Z réwnania

W [] = €.k

tatwo wywnioskowaé, 2e dwa wyznaczniki Wrorskiego dauego
réwrenia /utworzone z réinych cakek tego réwnanis/ mogy
réznié sig¢ tylko staXg ( .

Udowodn imy teraz %e jezeli mamy 7+ calek réwnamn

PRI TR T AT e T e e gt L e T YA AR TR T o it

révrlczkowego ﬂ-go rzgdu, to pomlqdzy tem cal’kami nugi

TP o 5 L it B Wit T W P e R s

chhodzxd ZE8W 876 zma.zek linjowy.

i ]

Niech bgda da.ne catki szczegdln'é jz,je, eorshesasandisi o 5
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Utwdrzmy wyznaoznik, majgoy #+4 wierssy i tylez ke-
lumn:

Yy Yy, Yy, el
Y, 4, J&’“““;m;""mn":h

\ | =0.
’H’ j‘ , jz ;."-““h"”"“._-"";jiﬂ

1[1~g) In-1) HJ
"y .j‘" ) EJ --------------- '-y:,

Wyzneoznik ten jeat rdéwny zeru, gdyz posiade dwa wisi-
gze jednakcwe. Rozwidmy go wedXug elementéw pierwszego wior-
8za: pierwszy podwyznacznik /minor/ jest wyznacznikiem
Wirolskiego; tak samo podwyznaczniki naseig¢pne. Wyznacgnik
utworzony bzdzie wigc réwny:

] X . =
r X o: P -r‘ J t::,};dl
jce*{ e - 4,5 e’£ 6&'*.%" e‘ZX * en e .iij":'if?fJ~" =0
albo

oL, da
84. (;:y_ 1_%! +C£ e s -+ S”Jh)_:,

Poniewas pierwézy czynnik tego iloczynu jest rﬁﬁny od

zera, wige

_(:y o xj'g Y q’ﬁe T /. -.mrj';’:,

co dowodzi siusznoéci twierdzenia.

Dune sg catki ggzezegllue y g ooy Chetiy
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u¥ozyd réwnenie réiniczkowe redukowene, posiadajgce te

wiaénie rozwigzania. W tym celu tworzymy wyznacznik

_j" ji f_f/j} .................... _yﬁ
_y:_yj‘;_];J"' j’: =0’
............... ,.-..____".“._”‘““"-“”“.
j/,f_j‘m:_jj ‘j.' _%!N

i rozmijemy go wedug elementdw pierwszej kolwmny. Otrz;-

mamy %gdene réwnanie:
j/")ji; - u'm“d'}; +-y/~-u_p+ e -!:/L/’J?, "'_‘j(oPﬂ ~0 .

Udowodni lisuy poprzednio, ze jezeli wroiskien W0,
to funkcje 1y, :jz,"““"“""‘jn 83 1ilnjo'wo niezale?ne. Xatwo
udowodnid twierdzenie odwrotne: jezeli W=0 , to pomi g
dzy funkcjami temi zachodzi zwigzek linjowy.

Tak wige nierdwnuds W=t jest saFLnk s koniecznym
i dostatecznym, eby uk¥ad cakek Y, 4, , ey
byX zasadniozym.

Zapoznamy si¢ teraz z nostgpng z'- kolei wiesnodeia
réwnania réiniczkowego redukowarego: |

4/ Znajgc jednz calkg azczegdlnq. réwnamr linjowego

zradukowanei mozemy r,.,gu réwmenia obnizyd ~ *adnodd.

S
A S S i it B mgﬂqmnnmrmM

Niech y, begdzie zneng cadky szczegllng réwrenia zre-
dukowanego F/y=0 , cayli niech F/y)=2 . Cuikg ogbl-
n3 danego rdwnanie proedetewimy w postaci Y= Yo,
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gdzie X jest nowg niewiadomg. Kolejne pochodne y-~ke
gg réwne:
j’:'!z_:’/: +z_y;
" o ./ .
Y=Y +R2 'Y, +.%"
J”"z,z% +n "yl + ZF_LZ"” 2 My Y 24"

Po podstewieniu tych pochodnych do rdéwnania zreduko-

wenego otrzymemy:

F[y) = F/_ﬁ,ii/=jt 2™+ .zh‘#/:yy;’ + ﬁj:} S &

-‘,-D . / ff 0

+ 2 '%/ = 0; Vatn, Jor . Ilde -’42!;4 iz
gdzie ©
// =
Fli g g e teicin s
' &, |
+§?,_,Jq; + 4’”]‘ =l b, 3L |?’71

Dzielge otrzymsne réwnanie przez y, 1 podstawizjge

X'=u; r'=u’ i t.d. znejdziemf: Ui o 2 4%
' - C Ffe, )8
7 g
U s Gty i Gy =0
o Ye

Jest to réwnanis linjowe zredukowsne rzgdu (7 —1)~go.
d: . ; . =
U = ejv * , dostaniemy réwnanie rzgdu [+ i ~go,
lecz ju? nie linjowe.

Gdybyémy wprost do réwnsnia F/y/=0 podstawili
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:f; =v , czyli ’yﬁefﬁf :y-ifg:ri»r‘i t.d., to w otrzyma-
nym réwnemiu rzgdu [#-1) -go wystgpowadyby juz potegi wyz-
eza; nie byYoby wige to réwnanie linjowe.

Kezde wige réwnenie linjowe mozemy sprowadzid do ragdu
0 jedno¢d niiszego, przyczem jezeli znamy oalke szozegél-
ng, to otrzymané rémenie jest takze linjowe, w przeciwnym
z&d razie nie. s

Kuioeek. Znajac dwie oekki réwnania linjowego,

moina rzgd jego ebnizyé o 2 i t.d.

Przyk¥¥ad. Dane jest réwnanie réiniczkowe:

'+ dey'+d,y=0,
ktérego meng catkg szczegblng jest 4 /x/ , Podstawi-
et AT 2
Y=g 2y 3+ g n”
Otrzymamy :

Yy ,H-Z_y,.z + 43" +& 4, ,a:-f-xf'j‘z, +d4, 4 x=0.
—“"_“1
Grupujemy wyra%y w sposdb na‘é’tqpuJ gey:
Y2 2 i+ B g )7+ (5 Kyl A, ) = /,/

SO
“?yraﬁenje w ostatnin nawissie fer’ zevowm

speknia réwnanie dane; & zatym ‘
4% (24, g )i 2

Czraczmy teruz Z'=uw, x'=4’':
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A -“f +Uf2 g +A y) =

L

~Oddzielamy naet¢pnie zmiemme i dzielimy przez y,:
a/u +(X - j‘-ja(:r -
.f

Catkujgc to, znhidziemy:

@"%}Jx +2 &gy, = &gl

albo | o
d ) /4

A wigo
,9

skad

ol
z-é:,/ez" a/x+4'
_ = :
CeXky ogélng danego réwnenia bgdzie zatym

Emur VB y i Y= zj{// aﬁ:+~ 2 Yo -

F N

Rozwazajac wiasno$ci réwnania redukowanego, m&wiliémy.

2e jeseli memy ycakek tskiego rdéwnanis, tworzgcych uklad

zassdniczy, to mosemy utworzyé calke ogilng réwnania re-

dukowanego.

Udowodnimy przy pomocy indukecji, Ze ukad taki istnie-

je.

Niech bedzie dane réwnanie rézniczkowe linjowe reduko-
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wane rzgdu K

_q””wt;j”‘“@----""“"-"'""+Xd-""’,
dle ktérego 4, jest jedng z catek szczegdlnych. Podstaw-
my y=y,4 oraz =4 . Otrzymemy réwnanie rzgdu K- ;

u”"‘) -+ }3 H‘{"z} + .+P’(-x =0
Przypuéémy, e calki szczegblne u, , u, , «eeeeves “_, tego
réwnania tvorszg uk¥ad zasadniczy, t.zn., Ze wronskian dla
tyoh catek jeet réiny od zera:
i W /“ L., Sebnaserssns U );’:(7'

1, 2 ’ LES ¥

Z powyzazych ca¥ek szczegélnych mamy:

X, m/zf‘q/.x_; z, y%d”ﬂ-xﬂ/ff LI

T
A zatym dla rozpatrywenego rémwnania rzgdu 4 bgdg na-

etgpujgce catki szczegélne;

e, Y U dlz, 4 [u,d, e 5f/”k~x"’{“"
Utwérzmy z tych 4 cakek wyznacznik Wrordskiego:
Wy, Yok, gy, e g ) =
-z W/u,, ,,,h...........qﬁ_’) % 0.
Wronskian W(M,, DAREERES w,,_‘) jeet z zaXoZenia rdéiny oA

zera; rémiez czynnik x**

nie jest toieamosciowo zerem,
A zatym rozpatrywany wyznzcznik nie réwna si¢ tozsemo$ciowo
zeru, czyli uk¥ad Kk caYek szozegélnych danégo réwnenia K

rzgdu jeet zasadnicazy.



Jezeli wige powyieze twierdzenie jest akuszne dla réw-
nai rzgdu irigiego, to jeat stuszne i dla réwnar rzgdu

trzeciego, a #tad i dla réwnad stopnia czwartego i t.d.

v ROWNANIA LINJOWE REDUKOWANE O SPORCZYNNIKACH
STAZYCH. |

.- Dane jest rdwmanic linjowe:

/7- ' /- 3
_y/") o d;_y ?Ix/+ %j””'f‘""""""""f' a"-‘j +a’:j=ﬂ,

g s, PR to liczby state. Uczynimy ze-

¥

gizie &

z)

doéé temu réwnaniu, pedstawizjac jﬂe*’ i dobierajgc odpo-

wiednig wartodé dla k. Wéwezas

D L Ty e 9 2"
dene rcwnenie pray jmie postad:
e (K a b+ P/ S SRR +a, k+ a)=2.
Czynnik L jest peogét réiny od zera; muei wigce byd
//14’/5 A'”.;. a, /r”q.;. ...................... +a”_=k+¢g=[7,

Rémeie //4/=0 nazywe sig réwnanienm
~hareskterystycznym danego réwnania
linjowego. Jest. to zwykic réwnanie algebraiczne # —go
etopnie. Naiaisaé".ja moZna wprest, zastgpujgo w denym réw-
paniu y przez A , zas rzgd pochodnej przez réwmy jej

wyktadnik potggi.



