SKALA WZRASTANIL.

0 WIELKICH ROZIMRGO RZEDU.

OKRISLENIE, L/ Jeéli memy dwie zmienne ¢y i 1,

ktére sg tak zwiazane ze mobg, %e U-+>co, gdy V-»>oo,
td méwiny, iz zmienne nieckoficzenie wielkie 4 i V°
sa tego samego ruedu, o ile Hwm %ﬁ istnieje i
réwna sig pewnej liczbie Jf‘#g:*oo

Uwaga. Zmienna 4 moze byé bezposrednio

funkejg zmiennej 1V , albo tez obie sz funkejsmi
tej samej zmiennej niezaleZnej, np. Z.

2/ Prayjawszy zmienna 1 jako zasadnicza, na-
zwiemg ja ﬁie lka pierwszego r_zgdu., v* - wielka
drugiego rzgdu, ...... y” - wislks n-tego rzgdu.
Eita.d wynika, no zacadzie poprzednisgo ckreslenia,
i7 wielka U jest rzgdu 7 , jedli éi”m%;’
istnieje i jest réwna pewnej liczbie S #Z.

Z okreSlenia wyrika, i% zmienna W nie moZe
by¢ wagledem wielkiej v jednoczednie rzgdu 77 1
(ﬂ%fm),, eoyli jesli posiada jakié rzad, teo jest
an okreélony jednoznecznis. /Dowéd?/. .

3/ Niech 4 i 1 dazg do nieskoficzonodci, gdy |
zmienna niezalesna x dagy do liezby @ lub rosnie
nieogreniczenie, Powiemy, 4e -« dgzy do nieskorcze

nodei ezvbeiej niz v , jedli stosunek %g



P

rodnie nieograniczenie. Jedli uﬁd jest rzgdu ﬁyt_
sgego. nis V[t , to, oczywideie, 4/Z' roénie do
niegkorczonodei saybeiej, nig vz . /Dowda?/.

9

fwiezeni1e . Wprowadzi¢ - na mocy okre..

glenia - rzedy wzradtania utamkowe.

Pojgcia poprzednio wyZosene wasne sg szczegdlinie
w zagtosowaninu do funkeji, ktdére gtale rosng. Prayj-
mieny, Ze tak "jest.

Mamy przed sobs dwa zagadnienia pierwezorzgdnej
wagi, misnowicie: 1/ jedli ufy i v%y daza do nie-
gkogczonodei je&naczeénie, i_jeéli_1f@y przyjmiemy
ge madg pierwszego np. rzedu, czy bﬁﬁﬂ Zaweze pogie-
da okredlonv rzad, t.j. ogy dwie nieekodczenie wiel.
ite ga zaweze poréwnywalne na zasadzie poprzednio
wytozonych okredlend?

2/ Guzy saybkedd wrzrastania fuukejt, dgzacych do
niegkorczonodci, da dig wyrézié liczbemi?

Dwa te zagadnienis gg écidle ze sobg zwiazane.

Zenim odpowiemy na te pytenia, zbadamy, w jaki
:sﬁaséb;fﬁpkcja.wykladnicza- éif;i funkeja lbgaryt-
miczna 5&2 daﬁa do nieskﬁﬁcﬂonoéci.

0 WARASTANIU FUNKCJI WYKEADNICZAJ.

‘Niech zmienna X ,fktéf@ przyjmiemy za wielka

pierwszego rzedu. dasy do nieskorezonosei. Utworzymy

crag funkeji



z ktérych ka2da nastepna jest rzed. o jeden wigk-
azego od poprzedzajacej. -

Niech M{x)“*oo . WydawsXoby si¢, i4 w cig-
gu powyzezym, w ktédrym " jestldowolnie wielkie,
mozne znaleié funkcjé x” , taka, bty a7 rosko
gzybeie] od narze] funkeji dowo lne u/x) ; , wtedy,
poczawezy od pewnej wartofei zmiermsj X , ma miej-
gee nierdwnodd. M/:kﬂ<.;rﬂ . 0t6% tak nie jest.

Do najeiekawszych wrasnodcl funkeji wykdadniczej

€* nalezy eposéb, w jaki rodnie ona do nieskorazo-

nodei, Mianowmie__@f dla x> oo , rognie 4o nie.

skoﬁczonoéoi'szybcisj, niz x” przy' dewolnie |

wielkim 7 . .
Miandwicie udowodnimy', 1%

ex

;x‘?.'

Nejprosciej dowieéé modna, korzystajac z rozwi-

—_— (D

? gdy & —~o@.

nigeis funkecji wykXadniczej na szereg, zbiedny przy
kazdej wartofici X .

Poniewa2 x>0 , wezysthkie wyrazy szeregu 52 -
dodatnie; &" jest wige wigksae od kazdego wyrazu

sumy., Tek wige: .
: DA

° > I+l




8tad

AL
Sz ()] gdzie # jest
liczba dowolna, ale ustalons., Gdy IZ—=>o00 , to

.5 : _
[H1+4)! R , awigc i lewa strona poprzedniej

nieréwmodci rodnie nicograniczenie, czyli £— » oo,
.x .

gay Z - co.

Udowodni%%?r wige, 2e e* rodnie gzybeciej od jakiej-
kolwiek potegi /cakkowitej/ zmiennej X . Nie ietnie-
je wige zmdna licgba 77 , ktéraby wyrazata rzad wiel-
kodci funkeji- €° , gdy x jeet wielka rzsdu pierw-
szego, czyli %e €° nie moZna nigdzie umiescié w
ciggu /I/.

Z powyzezego wynika tekze, iz stosunek odml‘otny
dazy do zera, t.j. J55/;77 .2%7__—-_ 0 ., lub inaczej
b 200,

X =00

Mozemy to wyrazid, méwige, 2e funkcja ™" edy

"

X > o0 [ dasy sazybeiej do zera, nig —x{—— [ przy
dowolnym 7 /.

0 WZRASTANIU FUNKCYI LOGARYINICANEI logx .

Utwérzmy teraz ociag funkcji, ktéré przy R N
desa takze do nieskodezonodei, sle coraz to wolniej.

Ciggiem tekim jest ciag
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Uwagea : Bierzemy wartodei arytmetyezne pier-

wiaﬂtlta)/Zachodzi i tu tekze pytanie, cgzy istnieje
taka fﬁnkcja, ktédra rodnie do nieskodczonosci wol.-
niej, niz jskikolwiek wyraz tego ezeregu, t.j. wol-
niej niz x% , prazy dowolnie wi'eLkiej, lecz usta-
lonej wartodci #

0té2 twierdsimy, iz funkejg teky jest /%.2: .
Mozemy bowiem udowodnid, iz dla jakiejkolwiek liczby

X = '%* skueznym jest !
bm L5 _
x+a’ zlﬂf .

W rzeczy samej, niech @!x:j _.' wtedy X =¢”

Wiemy, iz ___2_3.0 , gdy j’-—*—oo s lecz

c
v _ [y
e’ x

7
Tek wiec __/_é‘? -0, gy Xx—+o°.

Stad takze:

g,

1%

] g‘dv x—"‘hboo.

Otrzymany wynik mcZna uogdlnié, mianowicie jest

)
Z ‘%;%f ~ 0 gdy x> oo



- B =

gdzie o dowolna liczba > O.
Fatwo jeet teraz zbadad, jeki jest przebieg zmien-
nosci funkeji /ﬁ?ﬁx , gdy x —> 0.'. Przedewszys tkism

@x jest wtedy ujemny, @x,__. ” @%— 5
[y z|= log £

Gdy z-0 , to .‘z{—“"’ oo, awiee /@x/

rod$nie nieograniczenie, ale wolniej niz /%— , 8
@x dazy do — oo .

Mozemy wyrazié to jeszcze inaczej, mianowicie :

G % @x———-o , gdzie  liczba > 0. Wyni-

X— 00

ka to stad, iz '
: 74

% x _— e --.—-———-——--——q ]
‘_;r! - B (‘_xi_ _}/D‘ .

agdy x—-=0. , to Y oo, 8 fgyj do zera.

SKATA WZRASTANIA.

Na zasadzie poprzednio udowodnionych wXasnosci

funkeji wyk&adniczej, mozemy utworzyé nastepujaca
cskale funkcji coraz to predzej rosnacych do nie-

skoriczonodei; jest to nieskodczony ciag ciagéw:



X, 2%, x,
x  x® ad
e* &¥ ¢
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£ , é , é gt
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e ¢ x
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Tak samo migdzy ¢ i

i t.d;

T g 12 X
o Miedzy ¢
7 e 2
s B s e i 27 mozemy
) :
ac” jeazcze wate.
s @
4 wié nisskori-
x'ﬂ‘ .
e® v ci
g czony ciag
;G 2%
2" funkeji: €7
€
.. e 3x g
J e ’ e 2 e
.o g”‘j ......
- R 2x? Iz ? f'zz nd
2 fukcje : %7, ¢ L€ g

Postepujac w ten sposéb, moglibysmy utworzy® taks

funkej ¢ 5%#%}, gdzie liczbe potegowad wynosiXaby do-

wolng licgbe %

x
e.
L

ee
G,0)=e

szezebli,

Funkcja taka roskaby do nie-

Igtnieja jednak funkcje,

skodczonodei bardze ezybko.

kidre

rosng jeszeze ezybeiej od é;é@f

/jekkolwiek wielka byXaby liczba # /. Lecz funkejemi

temi zajmowad sig nie bgdziemy.

Mozemy ciag poprzedni przedtusyd w przeciwnym kie-

runku, t.j.
ogréniczenze
x, xf x*

baz (lgf* [l
bl i)

ale coraz to wolniej.
xi

.........

Yla® /@%’x/

utworzyé skalg, dla funkeji rosnacych nie- .

""""""""

e
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Jednakze i tu istnieja funkcje, ktére roesna do
nieskodczonodei wolniej od wszelkiej dowolnie pomysle-

nej funkeji rozpatrywanej teblicy /skali/.

RZAD WZRASTANIA, A LICZBA. _
7 powysszych przyk¥addw wynika juz, Ze wzraetanie

funkcji nie da sie przedstawié i objaé liczbami.

W rzeczy samej, jesSli X jest wielkg -+oo | razgdu
pierwszego, to tylko wielkie wchodzace w sk¥ad pierw-
ézegp wiereza tablicy, odpowiadajacej naszej skali,
dadza i@ wyrazid liczbami na zasadzie teorji rzeddw,
nianowicie X7 jest rzedu 7 , ale E.ﬁ exf.,._.ﬂ .....

i wezyetkie nastepne usuwaja =i¢ z pod tego ujecia.
Jedéli chcemy wyrazid rzad wzractania liczba, to
naturalnem jest zadanie, by funkcji rosnacej szybeiej,

odpowiadada liczba wicksza. WeZmiemy pod uwage tfzy
funkcje — c© i rosngce coraz ezybeiej: & x@xj
_x“% s jesli X jest rzedu 1, to x"'% jest
rzedu f+~§- ; rzadlzaé x@x oznacimy przez o ;
mielibyémy wtedy nierdwnosei 7<< X 41‘“—%—, pPray #
dowolnie wielkim, Oczywiscie, takiej liczby &« , kté-
raby epedniaa zaweze powyisza nierdwnodé - niema.
Tak wi¢c rzedu wzrastania funkcji x@x l_ic-zb'a" njad
nie mozemy. | '

Niemoznoéé njgcia ~ warastenia - liczby jest istitns
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. Przyczyna tego faktu tkwi gie¢biej, mianowicie
w tem, iz liczby apelniéja pewnik Archimedesa, rug-

cy wzrastania za$ - nie spe¥niaja tego pewnika.

PEWNIK ARCHIMEDESA.
Niech bgdg dwie lieczby a i 5 - przytem. 7 < / 5
poxdsmy dalej: .)’_8‘:: &f-c{ , G = ara+ra, e
.{"=a+a’+d+-----+d ;
)2 s # skadnikéw réwnych 4 /.
Pevmik Archimedesa polega na tem, i% istnieje
teka sume Jf , ktéra jeet wigksza od licaby 4 |,
czyli d+,ﬂ+a:f+ ------- +a >4

Cwiczenie . Zpoprzednio podanych nrzy..'

k¥adéw mosemy wywnioskowad, ze rzedy wzrastania nie

spednicja pewnika Archimedessa.

REGUEY PRAKTYCZNE.

Z poprzedniego wynikaja nast¢pujgce, wazne w zastc.

eoweniu wnioski.

L/ Rz&d wzrastania iloczynu dwuch funkeji, ktd.
re —~ oo , réwna sie sumie rzedéw czynnhikéw /do-
wéd?/.

.2/ Rzad wzrastania sumy pewnej /sekoriczonej/ ilo-
éci wyrazéw réwne si¢ rzgdowi werastanie tego sk¥ad-
rike, ktory wzraete majszybciej; wyraz len pazywa

sie wyragem g¥déwmym.



= I -

Togé nié moZemy pojgcie wyrezu gkéwnego /albo wy-
razdy gkdwnych/ eumy i.w tym wypadku, gdy rzedy wzra-

stanin sk¥adnikéw nie sa ze sobg poréwnywalne /np.

ex+x’3, @x + [/TT—) ..... J, nazywajsc wyrazem gdéwnym

ven wyraz Jwyrvazami g¥éwnemi te wyrazy/, ktéry ro-

anfe g¢aybeiej od wegyetkich innyeh. Np. w sumie

2
eﬁ‘-%x #* e"‘ix/ézj 3—? # wyrazem giéwnym jest ‘9.%"?’

3/ Jeéli cheemy okre$lié granice stosunku dwuch
wyragen a¥osonveh 1 U7 , to bierzemy pod uwags:

tyiko etosunek ich wyrazéw gkéwnych, na tej zasa-
dzie, iz

/()f?? Y wyraz gdéwny 4
vl wyraz g¥éwny U

Awicsenia. 1/ Uporzadkowad weddug skali

wzragtania naetepujace funkeje:
& g'xe@"j 8’_’@""} -l .m"z} /@x/&“f
x@'x) /@Jf‘”} gféif-’c/’i x—f@'ﬁ) 51@@’21
‘9‘”/@#? (x @«j’x

- x 69, X og.l
2/ Znalesé ; %ﬁ X 4 +z£ &




