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Tak wiec caXki
9.2" xﬁ/ :
2 : .
e x /M‘Z g S Eb I 3 .
/ 7 y ﬁeﬁé{, a lezne

Tek samo Yatwe dowiedd, 2e cakli
oy 2 . 2

/Wx a/:z:., _G/Mx o #a zbiesne. W rzeczy ssmej:
o0 £ A

/m.z%: ==J%iw Sinzt d ﬁgém Sy iy =

&0
& VeE
o = - Y sy s . 2 d/ 5%
gdzie nskutecznilismy podstawienis = e 4
. a7

CAZKI NIRWZASCIWE DRUGIZGO RODZAJU.

Przypusdémy, te funkcja )é'/agf staje gig nieskor-
czong dla Xx=a, lecz w przedziale. (a’-f-f} 67
gizis d<4i £>0 jeet dowolnie mate, funkeja
//:c/ jest ciagka. Wiedy, jak wiemy, calke
4
j!ffﬁé’ﬁ/-ﬁ istnieje i ma wartoé® okreélora,
a+s
Wartodé tej ca2ki zaledy, ocezywideie, od § . Jes.

s o i .
i ca¥ka / Ma/ax  daty do grenicy, g6y e—o .

Wg

ot
to granicg te bedziemy oznaczalii //J[;‘r/a{z . lak
% f a

i2 okrefleniem tego symbolu jest réwmodd
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Jest to, ocﬁywiécie; nowe rozszerzenie pojgcia
catki. Taks catke¢ nazywamy ¢ ad k a n i‘e -
wtadociwa 2-go rodzaiju. Gy wspom-
niana popréednio granice istnieje, méwimy, ze cadka
jest zbiezna. Memy tu, w istocie, granice granicy,
jak i przy catkach niewkadciwych l-go rodzaju.

Jeéli znemy funkcje pierwotna dla )43? , to Fatwo

£/ A

rozstreygnad, cay ////.;515/.1: jest catka zbiezna, czy
(]

nie, W rzeczy samej, niech

 Fl=fd
[P = FlY-Flaes).

+E

Wtedy

Catke jest zbieina, o ile istnieje granica

lm Flavd . Memy wtedy
g0 :
[ Aoz = F(4= by Flaed

Najprootezy cadka niewkadciwa 2-go rodzaju, neda-

jaca eig do poréwnania z innemi ceX¥kemi, jeet cakka

i '
"M ot . 2
d W 3 gdZ].e M - I..l@ﬁbﬂ.

atata, a MM >0,



Mamy tu

¢ . o4
/’44/:5 [ e
eg (X—=9)™ = T [ (4~ ./m b ¢

Gdy m>{Z , wyraz f'm"i roénie nieograniczenie,

gdy £¢->0 ; cakka jest wledy rozbiezna. Gdy <<, to
¢z i~
'géu?t = £ - 1 wyraz ten dazy do O wraz z &
Tak wige dla m<{ catka jeet zbieZna, misnowicie
i Z-m
M odx _ /ff/z‘é/
(x-a)® /-7

Jeé»li m=4

A{D/x —-/‘{é iﬂ ; catka jest

QA+e

rozbiezna, gdyz _é ¢
gdy & —=0.

ro$nie nisograniczenie,

M Az

Tak wigc catka J?C*&’}m

jest zbiezna wtedy i tylko
wtedy, gdy ’H‘l-d_j
Mozna stgd otrzymad kryterjum zbieznosci cadki

¢ ;
l//x//x , przez poréwnenie funkeji //.’E/,
. : 5 o el
nieskodczonej dla X =4, z funkcja Wﬁf

Jesli igtnieje taka liczba

Mo, i (x-)yl%%{ﬂ ila woagy-



i ) =

tkich wartoéci.x w otocze -

I

rin prawostronnenm puktu &
jJesdli M<ys ,t0 calka

f./é;//ﬁ"//w éest ﬂ‘b.ie:?'n-a - NoZme, .
A A

np. sastosowad to twierdzenie w przypadku, gdy
(x-ﬂﬂym'/—//ﬁ/ dasy do pewnej granicy )f#(? , 84y
o ¢ praycsen 77 < Z.

Jesli .'(x:—a’/’.ﬂ'///ﬂ%bﬂ_i M =4, to

y | .
[ﬁ/’d/dx jest _roabietna', a wiec i catka
.[7/“51 0/5*5 , oile //x}.w dostatscznie matym

/pravostronnem/ otoczeniu pumktu & zachownje znak
ctady. | '

Watpliwym jest jedynie przypadek, gdy , 8
funkcja //&lﬂ nie posiada znaku staego w jekimkolwiek

dowolnie maXym otoczenim punktm & . /Mowa o otocze-

e

niu prawostrommem/.

PRZYRPADY. 1/ Rozpatrmmy calke z funkcji wymiernej

/ Pax}'d L- zb Cy - E’t - - tk.
AL 2 1 - g
) Bl , licaba jest pierwiastkiem

mianownik. | t-; @/ﬁ)ﬂa . praytem Q(¢) #0 .
gdy a_.c_cééy . Wiemy, iZ wielomian @LX/ roaktada
sig ';+ edy w sposéb rastepujacy: Q/x} E'{x“ﬁﬁ Z?z’w
gdzie Qi/&'}#ﬂ Jesli Pl 4 (?@ nie majg
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crvmmikiv wepd inych {x—d/fm ,éfij dasy do granicy

#'0, gdy &> g. Ponieway fm::-j catka —Z‘ia/x

Jest w t‘ym przypadku rozbieina, é?{;r/
2/ ®iech teraz dane bedsie czdlhs /$’%f'e_}~ ﬁ/x
/@)

gdzie J/’r) -Q{c?j sz, jok poprzednio, wieleomianami.
Jed&li pierwimstek 4 jest dia é’/z/s.-.ﬂ w1ielokrotno.

) ;
dci m , te /_f,r‘-‘tﬂ /3}/[;# daty do gramicy rdzinej od
wera; etyd, febki =2 | cedka jeei zbiesna, bo'%ﬁl{ij

jesli m= 2,3, %L;?.zf i caXka fest rozbiezna.

. * dr . .
Tak mp. cakka jest zbieina,
~t || {=X?

/ /ﬁxj (1-%% rozbisina,

E'S
3/ Zbedajmy rarie /&xa{z‘ ; catka ta jeet

o

zbiesna. Moina przekonssd sig¢ o tem albo pray rtomocy
funkcji pierwotmej. ktéra jeet tn ;rém: -Z, albo
przy pomocy kryterjum, zwaiywesy, 12 dla dostatecz-

nie as¥ego X >0, /éx/-:.:ﬂxf; gdzie M —stata |

CAZKE JAKO POLE W INTERPRETACJT GEOMETRYCZNWEJ.

Jedli wykredlinmy krzywa, ktérej réwnenie jest

j.-: ("'—"‘m_d)m s to 2 Ztat'qoécia sié pyrzekonamy. ze



=~ 34~

vrosta X=g jest anymptota tej krzywéj Jdla 7 >0/,
Y Pole figury, ograniczone
odcinkiem P& osi x-dv,
rzgdna /’/Q , dla ktérej
| x= g Yukiem krzywej i
agymptots ma wartodé sker-

' /477‘1‘{"{ b czong lub nie; zaleinie oc

R tego, czy m<i, cay tez
m=4.
Przerwa ociagkodci dla

granicy gdérnej 'cr'bg'i calt -«

kowania.

Jeéli//:rj etaje sig niesgkovczong dla X= 4 , teo

4 ;
okredlimy _/j//.zja/:a, , podobnie jak poprzednio,

ktadac
//z}ﬁ/x / /// /:/x .

Catka 1ﬂtnleja lub nie, zaleznie od tego, ozy
granica po stronie drugiej znaku réwnodci istnieje

lub nie.

Je§li przerwa clagtnécl me miejgce i dle 2= 4
idla x4 ,

/ //Wz' f/«’fﬁ/ el + fon ﬁ//aér

g+

gdzie (¢ jest.dowolng liczba miguzy a i / e ds
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teka, % d< /4.:: : B2 i g7 d&dg G0 zera nieza-
leznie jedna od drugiej. , |

Przypudémy wreszcie, e ///.4} etaje rig nieskod-
czong dle jekiejd wartosci X =¢ na d rod ze catkowa.-

nia, t. J. takiej, Ze d< C‘(‘/ . tym przypadku

calkg’///gfg/.z: : okv“eélmy Jm«;o sumg granic dwuch

cakek, t.3. //‘/’/"7{?“ g{%ﬁ /«’/f /.%y % .

c+g

Cekka //./g/g_/z‘ Jeut zbiesna 3%?1 obie grsnice

powyZﬂze istnieja, gdy £ i £ d@ﬁ@ do z&Ya nieza-
1.6'31116 od giebie. Okreéleme calki /.do?(@

daje si¢ z fatwodcig uogélmd W przynadku gdy mig.
dzy 4 i ﬁ/ mamy jakgkolwiek ilodé, np. 7 unkt éw
meuég»}:%c}i typu rozwazenego. Mianowicie ///?’/

= sumie granic odpomednie; ilodci caXek typu

[ ;%@/ﬁ //4’ Z gy £ 1 £

L +E

Uwaga . lhatwo jest uzasadnid, Ze wudr zesad-

niczy /;’/:g/ d/.:r = /C7ﬁ"/'74?/j wyrasajacy zwizack
' @

migdzy ca&fkajé/fy'. & funkcja pierwotna, gdzis

/ :
F/’L‘/ 2/@ , jeoy stuszny i dla cakki niewds-

.——--..._qn‘p--—.—.-‘.‘._n.n——"—-u-

RACHUNEK ROZNCIKOWY § CALKDWY. - _ 3
Arkusg. Dot
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gciwej, t.j. giy np. %’:&j gtaje gie¢ niegkorczong
dlea X=C na drodze catkowania, o ile funkeja pier.
wolna jest w cadym przedziale cadkowsnia clogly.

W rzeczy samej:

£ = PR
// ';7 ﬁ)/“r = ﬁ{»:'/‘// /nyfz’é’ 7 tfé;‘?// /(t"//’fé/ai‘éf =
o el W _

£

- fin fi7- f// /)~ lon Fllovs).

Ewyp

: il
Jedli ,.F/:,'Lj jeet funkecja ciagky w ptmkcie C

to u.//}' /(: g/ é/f//:/cﬂ) fcj i ostatecznie

ﬁ P U

ey / //m.f 4~ F1.

Praykia

.ngrdcm tu trzeba uwage na to, 2e funkeja x% me

byé > O, gdy X zmienia sig _eff*-;-l do +L.

CARYT NITHRASC TWR ZXOZONE.

MoZemy tevaz podaczyé razem obie okolicznoesci,
ktére cechowaty cadki niewladciwe l.ge i 2-go rodza-
ju.

Niech i droga csdlXowsnia bgdzis nieckorczong |
i funk&:ja//:aj po¢ znakiem cadki niech tekze staje

si; nieskorezong dla =74 | gdzis ¢ > g . MeiZsmy
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okreslié symbol:

/(i;%@y';c w spoedb naste¢pujacy:
[ Tl fo S o o S

gdzie ﬁ"f:-:c .

Catka /ﬁ/ﬁ/g{e’ ma sens, czyli jest zbieing,

gdy wezystkie trzy pewyzqza granice mtnw;a. Witedy
mam x ﬁ/.i':' / /..L“ 4’2’6 -+ Pz dme
y Jéf/f%ﬂ/ 12/ //iy%a/ 3

'
pierwsza cakkad// jest niewkaéciwa 2-.go rodzaju,
&

a druga-calka‘/// niewYséciwg pierwszego rodzaju.
_ 4 |

FUNKCI A GnA [ /).

Funkcjy gemms nazywamy funkcje, ekresleng zape-
moca nastepujacej cadki:

e
iy -—-—-/‘Lx""“’e"'a/x
Wartodé tej catki rozopatrujemy jako funkcj¢ Liczby
d wwykiadniku 4~7 . ktéra tu gra volg¢ zmienme]
"~ niezalesnej.
Oxazemy, Ze czika powyisza jest zbieina dla .
a >0 .
W ivm celu zammazymy, %e odie catki //x”"e““‘a/z
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/x“"? o}{fr daza do okreflonych granic, pierw~
! .
/ el T
gza, gdy =0, druga gdy A—oo . Co do istnienis

. Ny —_— # g1 -2 .'
granicy catki drugiej LRy @(z -, to wyetarezy
. | A% 2 '
zouwwazyd, e tu ileczyn ,’E///aj =

] d~7 - 4+L  aae .,
=X € = dazy do zera,

giy E>+00 , cayli X< dla z do-
rtatrcanie wielkiagc. i to niezaleznie bd wartosci
liczby @ . Tak wiec /;l‘oq_‘:éﬂo/x jest ca&-k-’q z’siez-l
ﬂ. p;erwvﬁego rodzaju., Przejdimy t.eraz do cadki:

/‘Z,ﬁ"’f -‘:z/ﬂf, tu .2: . /Sg/=.2' 'x -€ a/x

Aasy do L, gy L@ . Stosujze kryterjum, widzi-
@y, %e cakka bgdzie cbieZna, o ile /-—ﬂsﬁ-/, t.j.

L .
s ile a>0 . Wtedy /.Z"r-?:g/x ‘jest catkg zbiez-
, _
na niewXasgciwg 2-go rdd-zajﬁ. Msmy-wiec:
Z
F/ﬂ/=/$“ xv/x/;r ‘il ;

furni ]7@’/ jest sumg dwuch caXek, z ktérych jedna

jeet pilerwszego, a drugs 2..go rodzaju.



