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CAZKOWANIE PR7ZZ QZEéGI ¥ ZASTOSOWANIU DO
CALEK NIBSKONCZONYCH,

Dla ca&:ek nieskorczonyclt l-go i 2-go rodzain
mozemy stosowad wzory na catkowsnie przéfi cagdel,
jednakze nalezy tu zwazad, czy otrazymane wyraZenis
e3 zbieZne, czyli mejace sens. _

Dla cakek skorcsonych mielidmy mastgpujacy wzdr

na catkowsnie przez czgéci:

[t~ 1 gl 505 F 151

Jezeli przejdziemy do cadek nieskodczonych l-go
rodzaju, to A staje ei¢ zmienna. Wamy tu trzy wy-

razy zawierajgce ja. Wyraz cawarty /?éy f’/&?/
jest etalky.

Stad wynika, ze jeéli majg sene Sfmyli mg zdieci.
ne/ caxki

//Zﬂ/f/%j@/z © orsz //‘;/?Z'///ﬂﬂ%f&
wéwezas muei istnied takie %///////,ﬂ A T

/{—-—p—aa . Wtedy memy

[ g1 = o A 41919 ) i

Zastosujemy teraz catkowsnie przez czefci dla
catek nieskonczonych 2-go rodza;u

Niech bgdzie dena cakke /)//:g/f/.sz}{x przy-

czym />d’ , oraz dla =4 funkcis podcatkows



.

staje aig nieskorczenie wielks.

Jeteli zamiast przedziatu /7, 4/ weimiemy prze-
dziak [ &+¢ , 4 /, /gdzie £ =>p /, wtedy funkcja
podcatkowa nie zrywa ewej ciagkodci. Memy wlwezas
zwykda caike, MoZemy wigc napisad:

"y At : ‘)

. J1s = J13. loj-Hlass) piavs) -/ L) i,

Memy tu tak2e 3 ﬁyrazy, zawierajace zmiemng £ .
Jezelt zatym sg zbiezne czyli posiadaja granice
cakki '

4 4
//%4 f%z/ﬂ% oraz /)//R—’/ f’/ﬁjﬁ/z
v +& Ueg
wtedy i wyraz ///?fg/-f/ﬁﬁgj . mugi posiadad
plewn@ grenicg, Catkowanie przez czgdci jest wtedy'

mozliwe i wéwczas mamy:
4
| Sl 19 19 o i gleve)~/ S

CAPKOWANIE CAZEX NIESKONCZONYCH PRZYZ PODSTA-
WIENIE.

Dla caXek ekoriczaonych catkowenis przez podsta-

wienie wyrazako sig wzorem:

f{f) a/;?iy/xggj/{f/zﬂ] f‘//ﬁ @/z, gd.z_ie.zamiast

2 podstawilismy nowg zmienna (7 [.:rff’/?//,

przyczym zaleznosd migdzy dewnemi i nowemi grani-



cami cadkowanis wyrass sie waorami:

d= //1‘5/ Jr= f/f/
e Tﬁj cadk e@, niegkonczong l-go redzaju /%/ﬁ/z,

Praypuszczamy, i% funkeja f// jest tego rodzaju,
%6 gdy K dasy do nieskoficzonosci zachodzi jeden
z trzech nastgpujacych praypadkéw:

iy N=so0  g) domwiso, 3/ A—e
/liczba stain/.

W przypadku pierwszym, przechodzac we wazorze [1/

de grapnicy, mamy:

[ e = A1 4

W przypadku drugim otr Bymemy :

///@a/,x—ﬂ—- wﬁyﬁ’ff///ﬁ/l“

Wreszcie prazypadek trzeci daje nam:

[ Hade = [Hel8) gl

Okazuje 9ig jednsk najczgéciej, ze w przypadku
&
tym otrzymujemy pod ca&’ka/ funkeje, stajacy
£

gig niegkodezenis wielks dia t=¢ , osyli otray-
muj emy calkg nieskonczona S-go rodzaju.

Uwasajac, %e dla k- 0o mamy ﬂ -t L =&
/gdzie & >0 [, cakkg otrzymeng rozpatrywaé mozemy

jako granicg:



= BT -

c- y 7 Gy / '
[H et Hrfriet
ROWNANIY PUNKCYJNR, KTOREMU CZYNI ZADOSE

puNReIA [ (4).

Udowodnimy teraz, ze funkcja gemma nﬁ’/ , ktéra

okreélilidmy w jednym z poprzednich rozdziakdéw, spel-

nia nastepujace réwnanie funkcyjne:
I e = -9 la4)

W tym celu, zakosywezy, 2e 4 >1, we wzorze
o0 e
=%,
o

ktdry okredla funkeje gamma, uekutecznijmy catkowanie

przez czgsci. Otrzymamy;
oo oo o
| [7/4?: _0 xa’*fo//g“‘yg .*/_x‘wg"'Z +/a’—{//.2" 33‘"5/

T " @~ -‘x ] - ’
lecz wyrazenie I € przy X=0¢ gtaje rig zero;

S)

a-~7_.

révmier o I €20, tek wige otrzymujemy wzér /1/,

x o0
¢o bydo do nrazanis.

Jesell mmienrs, & ma wartodd catkowita .771 //ff:a-g/,
to funkcja gamme réwna sig iloczynowi (’}1-—1/ ‘kolejnyck
liczb, lub inaczej /ﬂ-zy.!.’

Najpierw zeuwasymy, %e dla d=7 funkcja gemma
réwna sig¢ 1, £.]. F/f/ AR rzeczy samej: .
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F/f)=./£3a/¢=-'—/ :.*%ﬁe“ﬁ/ /

Dalej, weddug /1/, )"’/2}:: 1.T1=1 ; ]"/y:=
= 2T10)=2; TH)=3T18)=32=6; ...
Tl = g Thg =429 -2) -
o ‘/ﬁ_j//ﬁ_é//ﬁ.ﬂj%;_jﬁ "'""-"‘-—/’”‘17/77"42/“"3-,2:/?’?1{/{

ROZNICZKOWANIE TOD ZNAKIRM CAEKI.

Funkcja pod znakiem cadki oprécz zmiennej catko-
wanie, moze zawierad jeszcze inne zmienne, tak zZwa-
ne paremetry. Catka jest wtedy funkcjg tych para-
metréw. Niech bgdzie dans funkcjs //37) zi/ dwuch
zmiennyech & i U , ciagka w przedziale /4;{7 |
zmiennej X i /f%é} zmienne ] t . CaXka okreflone

Fli= Aot

jest funkcjg zmiennej 7 w przedmale /Zf /
Granice 4 i 4 83 liczbami statemi. Udowodmmy,

iz ma miejsce wzér:

T feyat
gdzie JT// i //,2‘25/* 9)/ oznaczajg pochodne
funkeji .?7/ /9/ 2;/ wedtug zmienne j 7z .

Jest to wzdér na rézniczkowenie pod znakiem caiki.

- Dowéd wzoru /2/ otrzymemy, opierajac sig na okre-



- By

$lenin spochodnej, jako granicy stosunku prazyrostdw
funkeji i zmiemnej. |
Nedajemy parametrowi 7 prayrost AT

" Sbesg - Yt

Tak W‘i@c;
& 4 : _
fﬂ/szﬂﬂ“f/ﬁfﬂq 2]l zﬂ/aé,

Dzielac obie strony przes AT , otrzymamy:

Flleat)-Ft) iy tead)-H ¥
IR e 7

W

Do réznicy ///‘zj’;’,‘fg[ﬁ/— //ﬁ;zﬂ mozemy zaetofo-
waé wzér na warto$é $rednia. Otrzymamy wiedy:

S, tral)- flat=atfltnt) gosio 0< 0.
Wtedy: |

//w’_tfizi%%é/=/2//% 7+ 8 zf/-,;-/f//z; A+ ¢

/ £ jeet funkcja X , T i 4T /.

Mamy zatem

,.; ¢
.;f/é-mﬂ -7 _, / Aol dx “ ffé

Przechodzac do granicy, mamy:

4.7 "
)=l FLLLJIE o [ 1o e s

At w0 .



Stosujac _wizér na wartogé grednia dla cadki,
otrzymamy /ga/xn,é/f-zy, gizie # jest mniejsze
2 .

od kresu gérnego, a wigisz¢ od kresu dolnego
J / /
wartoéci E:—Vf/x, ff-c%by-zf/@zﬂ_ 0 ile f/.ﬂgf/ :

jest funkcja ciaga zmiennych X i Z w obszarze
zmiennogci, okredlonym nieréwnoSciami 4 < x4 ,
L<t<t, |, 5‘,,<?5“1"AE5<;Z‘:(, to £§—=0 | , gdy
AT >0 przytem /diggkoéé jednostajna/ jaks-
kolwiek mata wartosd ma 1iczba 7::-0 , istniejeliocz-
ba k>0 taka, iz nieréwnosd /mf/< k pociaga
z8 80bg nierdwnodé !E/cfz, niezaleinie od tego,
jakg wartodéé maja x i r w ot}szarze zmiennos$ci.
Wobec tego i //5/47, czyli /za/;z: dazy do ze-
ra, gady AL=0 . !

Tek wige otrzymamy:

ey
.?'//75/ ’“/Zf@ﬁﬂ/x czyli wzér /2/. Wzbr

ten wyraza fakt, iz
przestawienie symboléw 'pochodnej wzgledem Z i cak-
ki wzgledem X - jest, przy speinieniu naszych ze-
Xozen, stuszne. _ |
__?'rzyplt;éémy" teraz, %e i granice # i / 8g
funkojlamilpa'.rematru r , co Qznacszymy, piszac
ol . 4[Y .

Tak wigc:
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/3/ f//”///ﬁ«”t'yﬁ(x

Da jmy parametrowi T prayrost AT ; wtedy:
dftrat/

/4/ ?’/@‘mb / /,,z‘ z‘mﬂﬁ/zu
: ' ﬂ/&rdéj

fﬁn’ affrat)

= /z‘ T trA5/ Z/// //x Frat)ate~ / )«//%tmf%
:

)

Otrzymamy przyrost A.;Z’, odejmujac /3/ od /4.

Podzielmy jednoczesnie przyrost ten przez ar

ot rzymamy:
f/rfut)-ﬂﬁ/ / 2 tmy A9 .,
P f/mf/ | /m Y
At L //x f+Aﬁﬁ/ﬂf / c L‘mya/m |

Stosujace do 2-ch ontatnlch wyrazdw wzdr na war-

toéé Srednia, otrzymamy:

;'/mﬁ F1t) / Wxtﬂﬁ:%‘f"dx +

L Y-l osage ﬁ__l-zﬁﬁ%iﬂ%d‘/ﬂ%%mﬂ

g‘dzle Af’-* j/f*-ﬁf/"//é/ da= a/%f-dﬁ/-d/zy 6’45’4:{

Przcchod? imy do grenicy dla A?f_wg : Otfzym“aa
my: |
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-4/ Hatd]-fied 4y

W_a //D’HSM zf+4# = fim 4 f, Oaa pit)

Qw0 )7
Zsklradajgc, ze funkcja }//3]19 spednia warunki,
kidre upowazniaja do rézniczkowanis pod znakiem

cadki, o t rzymamy ¥

B //m;f/ i ). /“"/“" oy

el
gdys granice catkowania sz tu Ptai’e. Funkcje 774

i ﬁ/f/ ‘niech bgda rédwmie2 funkcjami, posiadajgcemi

pochodne wzgleden z wtedy

b AL a/b’ -4l ; fnte j/_g___.gj/é/,

at»0 AT
pochodne iunkcgl g’/ﬁ) i d/Zf/ wzgledem 7

_ Oetate cznie ot rzymany :

/5/ }r7;///:¢55féﬁii-r&ﬁ%lg@ﬁ%V a9 At/

afy

Jest to wzér, ktéry mlehsmy otrzymaé.

ROZNIC ZKOWANIE POD ZNAKIRM CAEKI
NIEWEASCIWES.

Przy dowodzie wzoréw /2] i /5 zek¥adalismy,

2e funkcja pod znekiem catki jest ciags w grani.
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cach catkowania i %e droge calkowania jest skorczo-
ns. Jo&li warunki te nie sa spe¥nione, to wzory /2/
i /5/ moga nie byé prewdziwe, t.j. liczba po jedne]
stronie znaku = moze nis rdéwnad eig liczbie po stro-
rie drugiej, albo te2 jedna z tych stron lub obie
- moga byd pozbawione sensu 2z powodu rozbieiznosci od-
nosnych caXek.

Przypuéémy np., Ze dema jest cakka zbiesna L-go

rodzaju:
/ol Flo)=/ Amtdt
Tt S S 1
¥ tekim razie Fla ;&M//P/x} ﬁg{z ;
do catki ////54 le#/%‘-" zastosujeny rozumowa.nieﬂf PO~

a

przednie; mamy

f/fﬂjf/?ﬁ/jf%fg z:‘mzya./:z :

Flt+at) ~F14 / ‘A tmtj A
Aﬁ = k=00

/ /z‘ﬁ'-l-.dl{//,/xiffc/x //Ap;/g{l‘-f:/f/ﬂ:édf/&%%

/ﬁ./x/z///z zfmty //zzé/ja;xﬂ-
| 947f///x t+648) i
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o !(I . "yf 5

gizie f, GENECTA _,_;_, , t.j. pochodng
BT g t .

czgevkows dwukrotnie wzgledsm 7

Przechodzac do granicy, gdy /r-ﬂ*-cojmamy:

/:’/ Tt +4t)- .?f'/“/

A%
“w///.ﬂ” Yl + ﬁogdf é/% Z’-'-f-.&’jy(/fx

Przypusdémy , e /// /x "7/4/.23 jest catka

zbiesng dla wezystkich wartosci i’ w obszarze
/ﬁ,) féij dla 7 wzbr [7/ daje

/8/ f/z'hﬂz‘/ F/t //73- 27”{5 + DAL
gd'*w ///g;,jﬁfz jest zbieZna i gclme /}57 Jeut-

ograniczone od géry, t.j. istnieje liczba M stata
taka, i2 /gil//‘:ﬁ . We wzorze /8/ przejdimy do gra-
nicy dla AT 0 .

Otraymamy 7 /¢) = / (f la8)ee ety
bim At = 0 o t.j. waér /2/. |

at»¢

Kryterjum dodatkowem jest w tym wypadku zhiezncsd

-c&ﬁt_i //Z’/.ZJ é//g/x 5
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Przyktady.

1/ Dena jest catka / _dx ‘ Stcmujac
‘ /Jf-x/
- kry terjum X .4/f rndmmy, ze dla I= /3

ATz

| Hamy <7 « K zatem catka ta jest zbieZna. Aby

i | _

znaledé wartodd tej calki nieskodezonej, rozwiasmy

najpierw catke nisokreslong a . Ucgynid
4 ; [{+x) VT .

to mogemy, podstawiajoc: JE =4, Z=2' dx=2sds

Wtedy / SNy é 1
/z’_'_m/ V— /!+57u6’ — Z’*Z'e' =

= ,Zf@fz = /3/7.{?'5;6’ /z.

-mc ,7/ W@m ,2_=-,z.__./2...._-?:'
: A

Stud

2/ Podobnies znalefd mo:&emy, 40 cakka

/72%”’-’-‘ - //ﬂ*l’/‘ - df*g /ﬂ’*-“?ﬁ}

Ca¥ka “)GwquZa. Jeat zbleune, poniewas ntouunak

- wyrazéw 3aféwnyc..h licznika i misnownika wynosi
xE 'Z",j' /d'_'-é}‘ﬂ.

5/ Memy cat / 2 ""”a.%zfz a/x '/a >¢._'.
‘e

Wozmy iloczyn J’/"' //=7£;-}— =/ x%/ . Na
2>




- BT e

zaradzie gkali worastania funkeji granicg tego iloczy-
nu dla x-x-aoyst ZETOo ! éﬂﬂt“’ "% g’x/__
‘CaYka dona jest zbiesns, poniewaz jej funkcja podcak
Z
EIA
Funkcjg pierwqing dla e“qfasfx jest
—qoes Bx + Lsen ba g

LRA L -
Stad a *‘5

Z
/éﬁmgwdtérafx #‘M! d‘cﬁwﬁ: f::ff&r e«a.,r/z
> O o 4"' o

= L — s 88 + bainbt -ox -t

kowa dgsy szybeisj do aera, niz

lroc (? f... é’ s 5}-?-1--5
] d +6
Ponjewas
/ 2o -
Lo o eay L + bsin 88 - “x 5
/_,m . L?'a-# éf?..i—;’ L? y

wiec

(=)

[ s bl = +%.

4/ Pudobniez przy a >o /g-ax o g i Vi -
a g *
Gdyby @< 0, wtedy obie cakki powyzeze bylyby

rozdieine.
(o]
5/ Rozpatrzymy calks : / oz
' | (x+d) =4

Gdy x=€ , wtedy funkcia podcakkowa zryws swg

ciggtobd. A zatym catka dena jegt satky nieskodczong
I-go 1 II-go rodzaju.

Dla X —+co ful‘ku:j& podcadkowa /xﬂw/-— v, dazy do
zers. :

RACHUNEK RDZNICZK. [ CALKOW. II. Arkusz 4-ty



- X} -

g’ .
W poréwnaniu z cakka zaeadnicza/ _Qé«’. mamy fu
e A 0 X .
Z 1

i 4 b, { - A
Dla a2 —¥§ -(Lxmjff? dazy do nieskofczonodei.

PoréwnyWujac to z funkcja podualkbx?a gasadnicke]
Z 2
cadki niesgkoiczanej Il-go rodzaju / W)widm—

my, e < {4 . To oznacza, %e calka dana jeat zbicZna.

/x+j‘f/’——‘ /y’i‘"z e f"gf%/:

oHF bl A -

*ﬁﬁ[g dry
— T 0=,

a' .
W zadaniu tym musimy zal’atyé 26 a+é>0.
6/ Prayktad réinicskowenia pod znskiem cadki.

Dana ]cst /
E2+ g2

Podetawiajge Z=q¢ G/I=ﬂé/z, memy :
b L
-/.z2+ T A = Wcj

Jezeli mamy ///xﬁ/t/x’ /7/ to na zasadzie rfi-

niczkowania pod snekiem cakki bedzie

/A o die=Fly
Jest to sruszne wtedy, gdy ciaggla jest //2‘0/

Poniewaz w rozpatrywanym prizypadku
d. L _~Ra
Ja'_ Z3+4* (x%+ ‘?72 jest eiggks, wige wzlr powyiszy

zastosowad mozemy. Bedzie wige:



x s BT = L =t

Z x, L =X
{xi:?;’;ﬁ dz = ( d?‘o_y""”,g”"_”éa++£;‘ ™
[]

Stad

o~ £ iy W IR
//.r‘-ra/" 203 7y, ,ea ‘Z=a

Peetepujac w ten sam gpoabd dalej mogmbvémy obli-

enyé¢ cakky

¥ o x
~--—€—/@—" i t.d. a2 do dowolnej e
/ {xz_f.a‘-y; I Tafle &% S i €] /xah* g‘z)ﬂ

/Drieki wiez rdfzmtﬁ—*owmu po s:m.kiem catki mo-

zemy % jednej cakki danej Luﬁor?‘fé niesgkoricaenie wie.

lo catek tego smamego typu/.

VIZNAGZNIK FURKCIINY.
Niech bgda dane funkeje u 1 v zmieunyck 2x i Y.
u= fly),
=Yy

Utwérzny wyznacznik:

U, Qu
A= |o9x

v
x| &Z

Wyznacznik ten nazywa gig mykle W7 2ZNn&aos-
nikiem funkeyjnym albo jako-
bianenm danych funkeji od imienia mutsmatyke

niemieckiego  Jacob i ’e go ¥ ktéry sig nin

zajmowad .
TPIERDZENIR., J e 2 e 1 i funkeje u i




