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poeierzchni walcowe].
Tym wnnsobem powebang ns powierzchni walcowsj proeto-
katly lkrzywolinjowe; suma ich pél daje nam pole powisrzchni

walcowed.

»"’% 2 ; A2
A _ Gdy mamy dane réwranie jakieis
P krzywe j

> ’ ‘ U= l{/’b‘j,

to mozemy te krzyve wykredlié na

powierzehni kuli lub walea, korzy-

stajec z sisci, powstakej w spoedd
%" pys.dé6. wyzej opisaay, tak, jak to czynimy
ne kratkowanym papierze. /S»}:uéznoéié tego wynika z odpowie.
dzialnodel, dajace] sig ustalid pomiedzy_ piaszesyzng a p-r;u'
wierzchnia kuli lub walca/.__Pfos.tym réwnolegtym do osi OX
ne pXaszczyinie, odpowiadaja na kuli réwnolezniki, zaé ne
walen koXa, poXoZone w paszczyznach réwnolegkych do pimez-
cuyzny podstawy walca; prostym révmolegtym do osi O =na
paszezyinie odpowiadaja znown poludniki na kuli i tworzg-

ce na powierzchni walca.

WSPOZRZEDNR KRZYWOLINJOWE /OGOLNE/ WA POWIERZGHNI.

Mo’na wogéle ustalié odpowiednioéd pomigdzy p;‘.’asmézyzna
& dowolng powierzchnig krzywg i to sﬁoeobami najrozmaitese-
i, nv. punstowi denej powierzchni mo2e odpowisdad rzut
jege e plaszczyeng deng; ogbélnic zad zapomocs 2-ch para-

meterédy U 1 v, od ktdérych zaleis X, Y,z na powierzckni,
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za pos$rednictwem réwnafi:
-.x"ﬁf /“; ""%'
Y =£ t/“, ¥,
.zs/g [uv].

Wadajac wartodci stale ﬁ&.j_piern parametrowi 4 , na-
stgpnie v , otrzymamy na powierzehni dwie rodzirny krazy- |
wych, ktérym odpowiadaja, na ﬁl&azczyénis proste réwnoleg-
Yo do osi - i v~ . Dwom krzywym /po jodnej z ka#dej vo-

dziny/ odpowiadaja same osie. Obszarowi « ns preszezys.

b2 v & E e
/
of /
o Ve o L Pt
'Va: // 3. F
Val / -:‘-‘] N
£ 0 ‘l' ‘
rys.47. rys.43.

nie odpowiada ne powierzchni obszar D' ; krzywej pXa-
skiej w obszarze D odpowiada krzywva p'rzs strzenna w
obszarze 2’ .

Wezmy pod uwagg dowolny punkt A na powi_erzchni',
w ktérym przecinajg sig dwie krzywe' danych rodzin, wyre-
zajace sig na te] powierzchni réwnaniami: vf”-- Uy 5 U=Uy.
Zobaczmy przedewszyetkim pod jﬁkim katem aig te krzywe
praecinejg /kat migdzy stycznemi/. Otéz dla pierwese]
Kriywe] memy:
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e i MO
Ju ou ’

- 29 D%J/ é’;z{:/’ 4Ny
Jjw o 29:( "
dy = Lj.-:‘ﬂ.q_._. W [, 1) "

du M ’

2 gisometrji amalitycznej wiadomo, i% réinieszkl a’x
dy,ds se proporsjonalne do dostaw katdw kisrunkawych
gtycznej do krzywej. Wige

9x
T
Qg
cos =
[EREEE
&z

C-L?\SX' =

V5™ ) ()

Analogicznie dla drugise] stycznej mamy:

%
cosot= z 3
V('%Jf-:)”/%)e*/-%)z
dV

oosﬁ.— V ) (
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J 31?"

COSY ==~
R
V(Iw M +/9?r
Wiamy nastepnie, Ze jezeli # bedzie oznaczad kat mig-

dzy temi gstycznemi, to

/ ]
c0s8 = cosw- cossc'+ casﬁ ws/Q + cosy c%y. '
Oznaczmy dla skrécenia:

o 3+ (&-E
(Y + (=6

0% 0x , du oy , Or dy _
i or o 9%+3u v <
Wobee tego
' £’

cgs é""—"—*—:_: ’

a stad V_EG
VEG=F*
VEG

Mo%e eig¢ zdarszyd, Ze wszystkie krazywe jednej rodziny

sin b=

przecinaje sig¢ ze wesystkiemi kraywemi druglej rodsivw pod.
kgtami prostemi. Memy wéwczas na powierzchni uk¥ed "p r o -
etokatny oczjli ortogonalny , bardso
gblizony do ukYadu Kartezjussa na pXaszczyZnie. Wearunkiem
koniecznym i dostatecsnym takiego uk¥adu jest: | F—-‘j—‘ a.

Zohacsmy ‘t'eras, jak si¢ wyraza element Xuku we wap&l-
ragdnych kraywolinjowych. 0té% wiemy, Ze

dst= de*.df* + a*
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Poulewaz ne powierzchni zmienne %4, 4  eg funkejemi

gmiennych niezaletnych « i v , przefo.

dx = --—-a/u + a” Y

6@# ?-a' du + 3‘1{ av

ds = 92 gl 4 % dy

ou dvr
Wprowadza jgc mraczenia, jak poprzednio, znajdziemy:
ds*= Edi* + R F dudr + G o
 Gdy uk¥ad jest ortogonalny powyZsze wyralenie sig
upraszcza:

ds’ = Fdi*+ & d?

Zobaczmy teraz, w jaki spoeéb wyrezi eig pol e
we wespbik-

L4

jakiejéd powierzchni
rz8ddaonyoh krzywolinjowych ,aa
tejze powlierzohni. | |

Z okreflenia pola powierzchni krzywej, jako granicy
sumy czgdci plaszczyzn stycznych wynika wzér:

P/ deds
ca»sy'

gdzie J’ oznacza ka.t, Jakl tworzy praszezyzna styczna

do powierzchni danej z plaezcwzna X0y /Ten kat réw-
ne sig takze katowi normaluej z osig 0Z /. Element
9/5'56_7/5 mozna zestapié prrez A dudv jéZeli A

ozZnaczea wyznacznik funkeyjny:

dx E/y = A dr‘.'f'd’if.
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PoprowadZmy przes punkt .#/ Y powierzchni plassesyzng
stycsng do niej:

( .7C)¢:aso(+/}f- :aé(3+ ,zs’cﬁsy'#

y W tej pimszcuyinie

gne jda ei¢ styczne do krzy-

wych, poXozonych na dane]

powierxzchni i cdpowiadaja-

eych osiom wepbkrzednych

gr. 2 %y

2
rys.49. . . % pised 4 S5 2osP e e s e

o ;,! ol
i ~y

s gk !.?. s Ao IS
-r'\_Jv ﬂ] U t r e

a g - -t K
Al e T L sl e

Poniewaz licanik powyZesego uXamks jest wiadénie yunecz.

o4 Y‘;_- Bf»f QU i !:.} W I}:'ﬁf =

nikiem funkeyjnym A , wige
S = o s
s \}z?f ~F*
A zatym ; -_/V—{ bk o A e i

csyli j/ll ,,..pw il
W przypadku szczugdlnym. gdy '
x= g fyvf =
YA (49 = v

= Ly
2 m Jj

J

t.zn. gdy mamy powisrzchnie oireslong przez réwnanic

. GHONRE ROZNICZEOWY 1 CAZKOWE. hrkvsz S-my.
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57 ;-.//x)j} s obrzymu]emy:
E=/+0 +,P£}

G=0+1+ ?‘3
wigc

W V(iﬁb}{h?} /bf =W

Otrzymeny zetym gnany juz nem wzdr, wyraZajacy pols

powierzchni
\ [+ p+g (/x
gAY 7 A= a{-r c/v-.—.jf. Obszar )’ jest rzu’\.em na p4essiRyang
20y cbezern catkovania O na danej powierachni.
Lzlwo weine powyiezy walr ogdlny dle praypomnienie w
eposéb nie nbisgajacy o deiskoéd wyprowadzid. HoiZna miano~

o

wiciz wweted jedno oczko mizel krzywe] za rd‘.'.*n-:)i.{:gifobnk

[zagte pajoemy duki przez ntyczne/, jego po;em bedz

A MB - sinb .

ds* = Ea/uz-f-ﬁfa%m/v + Gadv?

Niech V° prgybierze wartoid sia-

Y2, zaé U niech sig zmieria; wiw-

CZas

rys. 50, Q/.ﬁ: = Eﬁéf‘e
Sk&d ' Q/:'Sr=v£—6/“ ;

Niech teraz u prevbierze alaks wartodd, a v eig smie.

2

nia:
N
s MANE o, HB=\TG dv, Sin
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T takim razie pole jednsgo oczka wyrazi sig prisz

VE d V‘i(r_ dr VEG EG-F* VW i e

na6 catkowite yola powiarzchni PrZez

/ ﬂ’Ef"F 6)/H a/V‘

Gdy uk¥ad J&St ortoganalny, memy F =0 , wige

}jf4zrﬁ§z5:ﬁﬁfaéh_

Przypuéémy np., Ze memy obliczys pole obszarw na po-
wierzchni kuli o promieniu R , zawartego pomiedzy dwo-
ms pofudnikami i dwoma réwnole2nikami. Tutej wouy:

x=Rsinyf cosb;
#yﬁ=f?5&ﬁyﬁaén9;
x=Reosy.

Punkty denego obszaru muszg czynid przytym zadosdé

<Y<t

@é&(

nierdéwnosciom:

Jezeli chodzi o pole obszaru Jakiegokolwiek. ktdrego
kontur przecina sig¢ z dowolnym réwnoleZnikiem w 2--ch
punktach, to

LG <y<£/g
<8<,
Uk¥ad, utworzory z poXudnikéw i réwnolezZnikéw jest

ortogonalny. Uwsglﬂdniajac wige, ze

E=(35) A 5+ =a5
G=(%5) 9) 99) =Rsy ;
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bgdziewy mogli napisaé:

| b g & kW
Pzﬂ?fmydy 48 =ﬁ%’¢wym _*_ﬁf/m /| 4.
@ s % / 4 Gl
Dle cztetecznego wyznaczenia P nalesy znadé oczywi-
dcie funkcie £/ 1 £(8 t.j. keatart obszarn na po-

wierzchol kali.

'ELEMENT OBJETOSCY WE WSPOIRZEIDNYCH BIBGUNOWYCH
I POEBIRGUNOWICH.

Elewent objstofci moZemy zawsze obliczyé przy pomocy
wyznacznika fA’ dudvr. Motna tes otraymad wartodd elementu
objetodci prsy pomooy rozwasar geometrycznych.

Aby wyznécz;vé element objetosci we wepdirzgdnych biegu-
rowych, nalezy tylko zdeé sobie sprawe z tego, w jaki spo-
séb jest w tych wopb¥rzednych poXozenie jakieged punktu
WYy 208 CZOne .

0t48% memy tute] trzy parametry: |52 £ ; uczydmy kolej-

no kaZdy 2z nich stalym, zmieniajac dwa pozostaXe. W pierw-
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szym przypedku (f::msf} otriymamy szereg kal wsp6i-
érodkowych, w drugim fﬁ//mcom)? sgereg powierzchni etos-
kowyeh o ogi & 1 wepbluym wierzchotku O , zad w trze-
cim przypadku [O=const) pgk pYaszozyzn, praechodzacych
przez o8 £ .

Tak wige punkt 'dany bedzie lezaX na przac:';. gciu sig
udpowiédniej kuli, odpowiedniej powierzchmi stogkowej
oraz cdpowiedniej plaszczyzny.

Blementenm objétoéai
jest tutaj bryka o szedcin
4cisnach, kitdre =tancwia
trzy rodzaje wyZej wymisnio-
nych powierzchni: dwie kule

¢ promieniach f 1 f+479,

iwie powierzchnie stoZkowe

o 3 “;; TS
o katach ‘yf i {M+A}#, dwie
rys. 54, ptaszczyzny o kgtach 8 i

B +n0. Jsk Yatwo widzieé tego rodzaju kostka przestrzen-

na jest ortogenalna.

Jej objgtosé dv = A4 AB-AD .
Lecz ﬁf’—-"-'_’p.s&ny d8; AB=pdy; A= céo.
atad

dv = pisin 'y oy dp o8,
Podobnie wyznaczamy element objgtodci we wepdirzed-

nych péibiegunowych. PoYozenie punktu jest tutaj okreslo-
ne przy pomocy $rzech wepbirzgdnych: &£ , 7 1 £ . Uate-
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rys.58.
ctrzymamy trry rodziny powierzchni: redzing waledw wepdz-

Srodkowych dla 7 staXego; rodzing praszczyzn, praechodzge

o

sveh przez oé 2 dls 8 etskego; wreszcie rodzing ﬁlaﬁza
czyzn réwnolegtych do oy dla & etekego.

Elementen objetodei jest znowu kostke przestrzenna,
cgransonone proez dwa walce o promieniach 7 i 7+4r
.dwie DiAsECZYRnY, przechodzace przez o &L i tworzgce
katy £ i 8+al oras przez dwie praszczyzny réwnolegke do

xfy i oddalone od nisj 0 £ i 2+A4AX._,
Jezeli zauwaiymy tutaj,ze

,&’F g

L] JB=di;
5‘,” (/\ jg::dr)-
i

i
] it

2 to bgdziemy mogli napisad

odrezu objgtodé kostki prze-
strzennsj:

rye. 58. )

"



