
J » ż e i l r i ę o pcwyżsse twierdzenie j e s t słuszne d l a rów

''r2tcdu,drogiego,., to J e s t słuszne i d la równań rzędu

t r z e c i e g o , a stad i dLa równań s t o p n i a czwartego i $•&•

-v"RÓWNANIA LINJOWI BJ1IXJKOT/ANS O SPÓŁCZBNIKAGH

- STAŁYOH. : r

gdzie ^ , ^ • <«:„ s§. to l iczby s t a ł e . Uczynimy za-

dośd temu równaniu, podstawiając y=*e. i dobiera jąc odpo-

więdnij wartość d la k • Wówczas

dane równanie przyjmie postad:

4 v

Czynnik' e "' j e s t naogół różny od z e r a ; musi więc być

Równanie f[k)~O nazywa ? i§ r ó w n a n i e m

c h a r a k t e r y s t y o z n y m danego równania

linjowegp. Jes t . to zwj^kłc równanie a lgebraiczne -w—go

stopnia. Napisać-je można wprost, zastępując w danym rów

naniu u przez k , zaś rząd pochodnej przez równy je j

wykładnik potęgi .
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Z równania charakterystycznego znajdziemy dla K n war-

tości : kL kz k, którym odpowiada Ti całek pzczegól-

nj<ih równania danego.
Zuk6fyatft it- irtsajetkie wartości kŁ t kt, «„ na różne

od siebie i zbadajmy, czy otrzymane oałki szczególne .

tworzę układ zasadniczy. W tym celu utw»riyuiy wroćskian:

' i i -i

K {•••• i
l tK i t

f 4" ,k n-i I LPVJ"Z

Wyznacznik powyższy jest równy iLoczynowi

7T(kt - kjj = (k,.-\)l{-Ą li-Ofcą. ••
/ Jl jest sjnaboLem iLoczynu/. Każdy z tych czynników jef?t

rożny od zera, wi§c i Jll^-kj) ^0 . oraz VI^0 , Otrzy

mane całki szczególne tworzą zatym układ sanadniczy. Całka

danego równania będzie:
X*

Jeżeli róymanie charaktery?tyczne posiada jekiś pier-

wiastek zespolony kL m a-hŚC / to musi posiadać również

pierwiastek kz = a - śi . Całkami ezczególnemi pę. wówczas:



* o & Aiti »£& o r a z

.— i* 6 J^T? &£«.

Aby w wyralsmu dla całki ogólnej UFun$<5 liosby

urojono,, aeifiast laicki szezegóinoj ^ liieraemy kcań-

'O

Rówiiaaieiii chi.^aktery^i^cżr^ia. jest tu n •*

k mli'\ li « ^ *. £ ^ • ' L

jk
& /I f

Zamiast j ^ weźmieray kombinację;

••

RÓŻNICZK. T CAŁKOH.II.



ogólny .-danego r ^ n a u l a będzie wi$«4

Boapatrsmy teras przypadek* kisdy pomiędzy pierwia

stkami f&fnEnia charakteryetyoziiego many pierwiastki

wielokrotne. I l e cli-&p. z polród pierwiastków: ^ t

2 f ^ ^

Ponieważ 6'** .» e *x
 t wi§o dla daaego równania rót

nioaVcw6go maay fładoiwi© tylko tf-i oałek ^aazegćlnyah

Aby jedlnak miód ti całek t* zez ogólnych, założymy, że

QB n.sie- kŁi*kz oras że ^ - ^ ^ . Chodzi teraz o utwo-

rżenie takiej "kombinaoji Linjowej z dałek ^ **• i ^ "* >

ażeby otrzymana kombinaoja była-dla kz -*" 4 nowe,

kę. szozególiię. danego równania. Tworzymy wyrażenie:

Granicy jogo d l a . ^ ^ jest

ta je>«t now^ oałk% SBczegdbię- danego r

nia . Memy wi^o razea iy c ^ e k ssczególnyoh:
J„30

tysi prsypadku j e s f '
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Xi a ow$dińv:^ to teras dla p^sgypaąku og<5Lnego. Hicołi n

daia pierwiastkiem p ^krotnym* Muacr dowieśc", te

funkoj e
fo k*. Ć kuc

s.ij. całkami sssczegóLnfcmi danego równ-jula.

i 'j*^e**VWtedy

Po p o d s t a w i t o n i u t y cii f u n k c j i =do S i n e g o

otraymamy: ; ,:..y -: •,,,,. :, A \. .

/z'"'+/"•"/*, +*,*/+--•••!•• TZ[

t

Ponieważ ssałóiyLiśwy, 4e i jes t p krotnyn

pierwiaptkiem r<5wnania charakterystycznego, więc

*
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Z wyżej B&glskbego"- rdwaania pozostanie}

femu saś t^wnaniu uesynkny-• aa&ość, jeżeli jako &>

obiera o acy i.ak& funkcję, żeby £LJL *» & , gdyż tym-

baru-iitój wtedy b^dg..zerami, pochodne rzędu wyższego

alfy P . 21 ti.go wynika, rie możemy ^ • przedstawid

Z*Ą"•+ Ą

?odrtawlaję.c y«ig *̂  <:>trzymamy r t o

f'k^d anajdssiemy:.

Osiłkami &acseg6lri;emi ;d?Mb|̂ j i^tnania" $ąt więc

ogólne, jest



i u 7

'Równania Bniera P$ spokrewnione z równaniami o' spo*.

•oayn.i\,itea.oh sta-fyoh, poelacig. ogólny tych r6wna$ | eg t s

gdsie ^ j ( ^ .» #„ ^ to liczby Rtałe. Można

żyć wtej^tkle wyrazy prze a ^ n :

Bananie Eulera sprowadzić moiemy do równania o

stałych, pobstawiaj^c Jt « e^ , czyli t « ^ J

=*. ^ , Ć/X. * x</t , Mamy więc

a zatym,

Haatępnie

J WW
.Można dowieś zapoaoęją. induko;,]^ -4e ilodayn ^ ^

pochodny, j / ^ bQdZ'#*-r^wny pewnej funkcjji Liniowej

tŁ/L
y -727;



Podstawiając, te wartości do równania /i/, o

równanie o

ktdrego ca£ką. ogdlnę Je&t

A aatem dane równania /%/ pos-iiedad będzie -całkę

KoUjne pochodne funkcji Jf~# SfJ. równe;

Podstawmy ta T/artośoi do róv{natiia / i / ;

Ponieważ we wszjstkioh równaniach występuj o ,

wi§o możeuy | e wjalB^przed nawias: i .

*••• + an_tk

Pierwszy o^nni&.-do. ij&rz prsjH-ównywany byd nie mo-

że. Pr zy równy mi j$a do sera ozynnik drugi

równani & n-go stopnia • zmi ettHb f tę "i

t̂  to równmie o h a r ^
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lu lera . Poniada ono li pier.viaDtk.c5wj KtK*""""^v

• Jeżel i wszystkie' pierwiastki %ą.' rd&na, wtedy fank—

uge x*j xł^t'i»*i\'»-Jf^f 'tworzy układ M oa.łek 9scaogólnych

r dwaania / l / . Gałkg, cgóln^ jept

Jeżel i jakiś pierwiante^f k jes t h -kroti3y» to

rozwi wzywani u równania o sp<5łcBynnikaoh stałych

otrzyrasmy co3rki:

ssaś równanie / l / będzie mia r̂o oałfei

Jeie i i _w równaniu oh srak tery s ty <sąnym,/j/. pierwiastek

^ Jest zespolony»,cz.vii 4 ** ^ ^ ^ . wdwcaae musi

być takso pierwtaptek 'kA =-a-$i . Hamy wtedy oalki

i?ączeg<5ine równanie, /.i/;

wyrugować i » przyjmujew^ za całki . s



: a o o ••

x\ acs-s

P r z y k ł a <J :• Bńne jes

ŝ oiąy rdwn.anie ołiarakterystyossne:

sisd?? OBO pierwiastek dwukrotny t-ówny jedności:

A żt"tyui,;.OŁ3fkafiii ezoa©g<5LnyrAi• ddiiego r^/nania
•

ogólne,

LINJOWIi

j e s t równanie lirijowe pełne:

gdzie r/yj OMI&GZL wyrażenie linjowe:j

Y będzie -Jtókg..ogdLu .̂ równania redukowanego:



V.() i

osy Li niech

Suma tydb rdwnań, ponieważ równani© linjowe .posiada

własności 'rozdzieLnośoi, wynosi;

Całka cgdlnt równania 'redukowanego przedstawia

jako: . . •'••

Dodajś?-0 do tego

- Y+
lriimijy, śo funkoja y posiada -n st.słyoh, oraa

ozyńi SJaćiośt5 rdwnaniu -pełnemu /3/» A zatym y = j;-+K

•jest o-a#kąś og<5bię d>mego r<5vm@Jiia / l / .

Otraijmetmjjr wi|tJ oałkę ogdlnę- równania pełnego, flo-

iio do. jakiejkolwiek -.paliki nzcsogólnej tego równania

^ ogd lu§. rdwn«n ia.' rodukw,an ego.

JeśeLi.w równaniu pełnym /] . / prawa strona m po- -

wtedy zamiast psśukaó• całki • ogólnej równania J,l/

zn&lh&ti rozwiązania szcsegdlne równati:

je Śo s iebie. Suma jt*J,tj3
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i równania polnego, &<Xyż na zanadaie

mamy:

I s tnie j ą dwie ogó im met ody rown §.zywan i a równania
, • . . . . • • . , • • • • * • » • >

pełno go przez sprowadźcie do kwadratur, gdy dane jest

rozwi&.geiue równania redu-Kowanego;' pierWeaą :z;nic&

Lagrange, drugę.

a otosowsó spo,«o1by.(s2O2egdln'e, Tyazy

to głównie równetrV:o :apó^09gm-niIk'aóhw. stótyah i

ieoh bcdisio dane równanie o spÓłcaynniltaoh ^ t a

gdzie ^n^O . Praypaaóny, że A lx) - P~ /xj
U.V.**''. v ; , W :;v ą ••!. .,;•:• ? .=• £ ?n ... -̂ ,•>*• ' -• i•:• ? fi. \ - H } •:. \ J^-\

j e s t pewnym wielomiantrii sto^pnia w-go:» Ca-łka sao
- ? f f '"• •••-^'••>' ••-•'•• f ; ; •"!•••'•:- » ^ . 4

! - ^ h ' i ' / . h > - * J

na danego równania jest wielomian u^QJx) tego
- T - ; - - ''• ''* ••••••• • !i•; V J V: r';.ł5.f..-> i/ Ł• >J:A-.^ \ j . v ^ ; ,

go stopnia. PdBiada on "trt+i spdłazynnikdw nieosiiaczo*
nych, które Wf^aa QjtożB«m4,̂ ,̂ ę,. ^pó^ażynniksmi pr«y od-

powie 4ą i cli j o t |gaęh w. ie I omianu X/W •

Gdy ./y„.apOj ^ ^a^. . . . . . . .^ ^ s ^ ^ to z danego rów-

nania pozostanie
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Oznaczając jj'p ~X> , otrsymGm;jr r67n.aniĆ typu wyżei

rozpatrzonego:

ktdrego. rozwiązaniem jest

,0 ałfcuj ę-o. t o fe razy, znaj.d. fe i et̂ y

- 7 ^. Ł , [
Przypuśćmy tora?M że wyrażenie X(cc) jeVt k ^ t ł

tu 6 • Ź^M ożyli ź.e dane jest r'6vmanie

nie u^e^^Z • Oanaażaj^o przez<"'$*/ wieLońiiaii tóhti-

Po' skr

fetwo Fpoeti^edz, żs j e a l i ^ / ^ Ą o^yli gdy

nie jest pierwiustkiera rd fmania ohara^teryat

to X Jćft v,'ieLomianam togo samego stopnia, 00
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ożyli stopnia T/t „

(My //d] •» 0j. iM'sfi O t to z wie Loinianeni stopnia

w + ł . flocie, gdy /^/«^ ///*)*#^'""ffi
Qzyli gdy «x jest /? -krotny pien/iaatkioią

oliarakteryBtycznsgo, to Z . je??t wi63.omiąnem etopnia

. A&aby vri§o rozwiń zad równanie "/l/, nalafty p

wió _y w postaci ilooj^nu - fi '.praea

stopnia znanego o. spółoaynnikach nieoznaosouyoh, a

następnie utworssyd pochodne i podstawifS. do x6iman1ia

drugiego. Przes-.przyrównanie odpowiedn i cli .sp î̂ ozy uni-

ków wyEaiaozamy sptóozynniki nieanejae, a pri*«!s to znaj

(tziowff oałkę eso»©g6iń§, r f e a n i a pałnego, a następnie

sąukane• rozv/iaaanie ogólne.

To S6mo''dpty.o2jy r^rosń pełny<xh typu Sulora:

z t a różnioa, ź© tam gdzie w podobnym róWB^niu o a|(5ł--

e t a ^ o h było x , _tutaj J.eat ' .^.*_*.. Całktj

jes t pewien wioloffliaa względom &*•« :

J * którego-stopleć, określid noieąjr-po-

dobnie, jak w równaniu o spółozynnikaob stałyoh.


