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Weimy pod uwwagg punkt M obwiedni, o spéiragdnych (%, 7).
Lezy on na jakiej$ krzywej ‘}r rodziny /% 1 dletego mosns
oznaczy€ jego spblrzgdne prazes (X,yf, pruyczem

f=x, S _

I.e'cz‘punkt A jest punktem styceznosdci obwiedni z ¥rzy-
w3 )f‘ , Wisge o
L=

R zatym pomigdzy ¢ ,7,7"
jak pomigdzy ac,_y’j’:

//E, 7], ?fy‘_" ,

cayli obwiednia spetnia dane réwnanie résniczkowe /1/, cho-

zachodzi taki cam zwigzek,

¢iaz nie nalezy do rodziny /2/ t.zn. nie jest objgta pruez

catke ogbélng. Nosi ona mazwg catki oscbliwe]j.

+ URZADY ROWNAN ROZNICZKOWYCH. .

Do uk¥adu dwu réwnai je'dnaczesnych rzgdu l-go dojdd o

2emy przy réiniczkowaniu i rugowsniu stetych dowolnych £
i €, 32 réwnaii:. | '
Llxyz CL,]=0;

1/ C"‘f/’j‘ ’ ’2); )
{ 7 )‘,;(‘Iiﬂ«'z’:g;;“fe)"“e J
stenowiy one ukded 'téry mote byé rozwigmany wzgledem 4
i2 , tak, i3 j=?§";t;£?h%);,z=‘gfﬁé;g}w rzeczy samej, rdéinici-
kujac wzglgdem 2 , mamy: '
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kot b
9;% 9/ 3. ds _% 5’5;1}
Rugujac z czterech ré»man / /i /2/ paramwry & i 6

ourzymamy ukded dwu réwnan rézniozkowych jednoczesnych :
=0;
5(33_% J_d a/x/
E /xj)z —9’, ﬂ/z
ktdry mozna eprowadzié d¢ postacl

/3/ dx _ dy _ o
Yy Y Z

gdzis A, Y, Z 83 trzem funkcjami zmiennych X, ¢,2.

Dla réwnaxi uk¥ndu /3/, funkcje /1/ nazywamy c¢a tka -
miiogélnemi ; zawierajg one dwis state dowolne.
Zjewia sig teraz pytanie, czy kazdy ukkad réwnar résniczko-
wych. jednocgemych rzgdu pierwezego fto je?t ksztaktw /3//,
poeieda takie calki ogdlne. Mozna udowodnié, %o odpowiedZ na
to pytanie jest twierdzgca. Dowdd ten podr:~ juvat w dodatku
do mat.1I. Nadajac steiym C, i L, wartosei liczbowe szcze-
gélne, otrzymujemy t.zw. c a ¥ ¥ & sz2czegbélne.
Qaﬁﬁ:a ezczegd lna ﬁ/x,ﬁ'& ¢’)=0; f/xﬁ.a ¢ ¢ =0 ukkadu [3/
przedstawia krzywa w przestrzem.. _

Ca -1’ ki pierwsze. Niechbzdzie ukkad/3/
2?% ---—- = -é"- » dla ktérego catks ogélng bgdzie ukad v/

/f/x_),,, 2. 2)_ . A4, 6,6)=0- Ukkad ten zastepié motna
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réwnows fnym vkladem, rozwizzanym wazgledem & i ¢, W postaci:
. Yhgd=4 3 Yifgg=6. |
Funkcje y/x, ) i y//x_y,x,) majg wige t¢ wkasnodé, 2e
jedli na miejsce 4 1 2z podstawidé ich warto$ci w zalesnodei
od x , jakie wynikajs z ukkadu /3/, to funkcje te otrzymujs

wartosci staYe; cprdcz tego funkecje te musza byé od siebie

niezalesne, t.j. Jakobien -'Dgfy,}*

Kazda parg réwnai yi/x42)=4 }/f/x Y.Y=6, , gdzie
funkcje Y i 4, oposiadajg dwie wyZej wynieniong wiasno-
dci, nazywad bedziemy c a ¥ kamnmi piervsaszemi
uktsdu réwnan /3/ }Loznri udowodnid ’p’trz dodatek/, 26 przj
a;mnmj jeden ukYad 2 ch catek pierwszych zawseze 1stniego.
A jedli istnieje jeden teki uk¥ad 2-ch calek pierwszych, to,
jek zobaczymy, istnieje ich nicskodcmenie wiele.

Tavag zajmiemy oig niektéremi wXasnodciami cakek pierm-
Szych.

I/ Kazda funklcja ‘)k/-’ri/q,.zj , ktéra jost catka pierwssg,
t.j. na zasadzie zwiyzku migdzy x , ¢ 1 < , wynikajgoego
z réwnan réZniczkowych /3/ ma wartodé statas /i nie zalesy od

v [ - wis esynié uedodd pewnemu réwneniu rézniczkowemu

¢ pocnsinych czastkowyei:

I/ _f \, J-’
= ¢ AXQ _j Z

W rzecszy samwej, w funkcji }V/-‘t_y,z} u_czyﬁmy y i 2
funkcjemi zmiemnej x , wtedy vy-/x,4,2/ satanie sig funkcjg

‘55/-‘5) samej zmiennej 2 1 pochodna



A _ ¥, 0V dy , 0V g

g "~ o PSR
Pt o drf 4/:: or g

miech terzz 4 1 2 bgdg tekiemi Lunm_;fﬂn" zmiennej 2 , ki

S 5 14 /e _ ] :
re wynikaju & réwnagd /8 »fl-/;'-'- oY , wtedy Fly/=0 i
- - > i A fan ] ;
."_!,2 e 1 -»‘_f,/-"‘n ==y . wakutek czmego :@i?_/g& i
dx Y G j 4z

V Ba: 2 } 'ﬁi +Z #fb/x;"‘ g.
11/ Tak wige migdzy ukiadem danym /.3/ a réwnanien 0 po-~
: chodﬁym czza.-stko#yah /5f istnieje blizki zwiszsk. Niech
}Jg/x;_g,z_./ i }g'/x;y,z} ozneoezajy jakiekolwisk dwie od siebie
niezalesne cakki réwna.in /5/. Jeéli te 2 funkcje przyréwna-
my do statych dowolnych & 1 &,
ukdad calelk ukiadu réwnad rounicakowych o pochodnych zwycza)-

nych /3/. W rzeczy mamej, jesli y{/.'r,_y,,c)=4 i %/x,\_ggz}:é‘aJ
to
EKOJ-I + 3)// : Q}Va/z. =

ot
gJ‘éafH 9"@ ¥ 40

% dvugie] strony, poniewaz funkeje /% 4z/ i 5,";.::%5)
83 oa&‘kami réwnenia /5/, to

Ld+ 37+ Bz,

, Lo etraynomy cdwrotnie

QVI"" 9 3*/’2 Y Z 0.
Z pierwszej grupy ‘wuch ré-wnm;. mrzymj‘,my jeszone
75/ alx qy az

B,V - DA - BELH)
(4,2 /2,2 ~ Dfxy)
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gdzie (%, %) i t.d. osneczaja Jakobiany, ktére nie
R(4,2)
réwnajs sig¢ zerw na mocy zadoZenia, 3% funkcje y i ¥ 8%
od siebie nieualeZne.

Tak same druga grupa dwuch réwnazil daje

/ 7 }f X Y. Z
L J

—

XV, %) T BV, k] kA
oY Ay Ry

Tak wige prﬁzéz poréwoenie /6/ i /7/ many dx _ dy _ A

TR A waeees TS e

i w .Y Z
cayli Ze Vg/x4,4=C i '%/x, ) =C, dajs nem istotnie cal

ki spelniajgce uk¥ad /5/.
ni/. Majac dwie caXki od siebie nie_zaleim réwnania o PO~

chodnych czgatkowych /5/, mozemy utworzyé ich Cowolng licazbg

na mooy nastgpujgcego twierdzenis: jedli 14/%4,2) i
%/x.j‘,zf #2 dwoma cakkami réwnenia /5/, to i F/‘}@',%j;—
= Pfx,q.) bedzie takie calky tegos réwnenia /5/, gdzie F

oznacza dowolng funkejg smienmych W i ¥/, ktére mame do-

piero galezg od X, 4,2 . W rieczy samej, sprawdZmy, 2o
&(x,y,2) ouyni zadoés réwn./5/:

3¢ _ oF Y%, 2F Yy
% ") Px T ¥ b=
? u“-:ﬁ‘zif'—?ﬁ-f-ﬁ‘%
Qg VY Y oH 2y
df _ oF 9¥ , oF. 0%
oz 5—}_{4 22 oY, s

Pomnéfmy obie strony tych réwnai odpowiednio przez funkcje
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A s Y i 2 A4 dodajmy stronami; otrzymemy:
28 vIE L 73 _
X?x =7 oy +Z-§§_"

- 2L ¥2% LW 7o) L [f% VI, 7%
3% (455 + Y5z ) o I VI 2 28 <,
poniewa?z _ .
? ) VW _p. YD ¥ P .
X%-PY—B-;E +Z%_0J X%-PY@-‘--J-Z%,_??
Tak wige é/a:,j} =F[}§/xj‘z),}1£/a§,%4] |
niezaleznie od ksstaktu funkeji # jest catkg réwnamia
/5/, a wige, na mocy uwagi /11/,

BLY3Y, Yilay -6 & F[ %), Yilzgaf=6
stanowi uk¥ad calek pierwszych dla uk¥adu réwnad /3/

dj‘_ - %ﬂ = %’ o ile funkcje /': i f; #3 od w®iebie nic-
sale2ne, cszyli odpowiadaj. Jekobian = O .

Twierdzenie to moZna dopednid odwrotnym, ktére poleg;
na tem, e kazda carka réwnania /5/ jest ksztaktu

FlYe, %)= Plz9.4).

Niech tf/x,_y,z) | bedszie jakgé calkg rdéwnania /5/,

Wtedy Q
Xt~ T3f +Z§ =o;
oY 4 A
X—a—itﬁ'y%t-l-zg‘;soj'
v 2 A y) VY
T+ Y o2 oo

ge-2 funkeje % i ‘f; + spedniajg na mocy zatolenia to sa-
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mo réwnenies wige z tych 3-cb réwnaii linjowych wzglgdem
X Y Z wynlka. iz albo X-Y-Zaﬂ albo

of oY 3¢
9x anz

’siey#

PoniewaZ pierwsza ewentualnosé jest wykluczona, posostaje

druga. Lecz na mocy podstawowych wdasnosci Jakobiana wiemy,
it to osnacza, ze (/= F/}@,}f,{/ , co trzeba byXo udowodnid.
Na zasadzie zwigzku mi¢dzy réwnaniem /5/ & ukladem réwnadi
/3/, moZemy powiedzied, Ze dwie catki pierwaze
}l{{&j..&):» &; i Y [xY.2)=C, uk¥adu /3/ pozwala-
j& utworzydé wszystkie inne, misnowicie kazdy ukiad cakek
pierwesych dla ukXadu /3/ musi byé postaci:

5[}?/.1,3,4}, }If/x,j,.z,]——-(.":/"/f ¢/;
Rl (=99, %(x4q=¢=£l6.q).

Wezystkie te wyniki dajg sig bezpoérednm wogélnid dla
uk¥adu réwnagd

dr, _ dx, _ dx ax,
= — e e ol Y TR ?
| X X X, T, |
gdgie X‘ sz,)f . - KX, R danemi funkcjami zmiennyclh:
xi: 2; 3) Lo “zﬁr‘
Jed1li mamy dany ukdad:
dx _ dy

= e S e

5. &
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i syukemy cakek pievwszych, to w prakiyce czgsto stosujewy
metédq nastgpujaca: zsukamy trzech funkeji bf{x,j,Z},
z)'{’::tj 2. w/."cj,'z,/ . takich, by X{x’jﬁ) ""/"aj;‘z/*

4 Y/xj 2/ v/.:rj 2/ -at-z./;acJ ,z} U/.xj,.z/ =0,
a wudx + v-qy +wde = f//t/ - ezyli byYo réiniczks zupek ;,
tak iz y= n_f 1)'——935/“3._"’% . 0 ile uda ®ig wiun tok
dobraé te trﬁ.‘y funkcje .4, v, w» , to anamy funkcje

tf/x, 4,2 i ofraymemy caltkg pierwssg ukiadu

‘ dx _ dY _ de _
z Xatwodcig w nu.st-;grpuj@cyYsposg; z'rdwnax’x uk¥adu- suiie

G/x-—-Xa’i’_; ha/j:-Yde- dr=LdE;

s wige . :
dy"z uaiz + v'dj-r- wa =/.J’u+ Yb*-f—Zw}a’ﬁ': 2,
poniewaz Au+ Vo +Zw=0; leca a/y’::d’ pociggn za
ab'ba ‘rgf/.:z;j,..gj =C, » 2zyli mamy cakkg pierwsza. Jedli
teraz powtdrzymr to samo postepowsnie drugi raz i jedli uda
nam #ig znalez¢ inns funkcje Uy Vg, Wy 1 ‘}V , CEYnigcs &
dog¢ tym eamym wevunkom, co i poprzednie funkcje ¢V W, ¢
to otrsymamy drugg caXkg pierwsszg y/x, ,3/=¢, i zadanie
neseze, o¢dzie, jak wiemy, roszwigzans. Mianawicie w intorpret
cji gecmetrycznej rozwiyzuniem ukdada nauzego bedzie zbidr
krzywysh. ekodnyeh w prrostrzeni, wyraionych praez réwnania

fi<ny=C 3 ylyy=¢
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ROWNAN1 A ROZNICZXOWE CZASTKOWR RZED I-go /linjowe/,

1 R4wnanie lijnowe jednoprodne:

jost to réwnanie typu:
fl.-/ P% ‘#@%“%
/o ile mamy dwis unienne niazaletne x i y /, czyli
P/: +@? =4,
gc.izie ozm‘iczamy p= "?fé g—j. P § sa funkcjam1 lane .
mioo,y iox o, -

Nale2y znalefé taka funkcje < zmiennych x i ¢ , by
pochodne czastkowe 7 i g tej funkcji czynily tot.samotcio.-
wo zad o6 réwnaniu /1/, Otdd, na gasadzie poprzedniego, wie.
my, %4e rozwimsanie réwnania /1/ stoi w bligkim zwigzku z
rozwigzaniem vk¥adn pomocniosego

/2/ i ‘L/!/

Py~ §lay)
Mianowicie niech f/-x ,y)= C bedzie catke réwnania /2/

wtedy ,z--—-f/ar:,_y} bodzie catkg réwnania /1/; ogblnie

/3/ 2= }If[f/x_/j

bedzie catky réwnania /1/, pdzie 'y/ jest furkcja supe¥nie

dowolna, a ?/’/x__j} jest funkcja w svpetnoéci okreflong priez
uk¥ad /2/. Odwrotnis, katde roawigzanie rdwnania /1/ jeat
kastaXtn /3/, Tak wigc przy catkowanin réwnaf typu /1/ ogél-

ne roswigsanie zawiera funkcie dowolng /tu jest niz funkcjs

f e ——————— —

m HUN® Béznmzxowr 1 CALKO!I II. Arkuss 15-ty,



osnaGEona pPrer

[P
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8,’Pdwnan1e linjowe !niejed-

o e e e p——— 4 — B

i 1 —

e P p———

norodne cgyli tupetne . Jeat to réw-
nanie ) _
H Py :;('}f; *§ /“lﬁ’fy%“ﬁ/“fj'%' |
eayl i P}, *y = /{, gdzie ¢ Jest fankcju ssukang,
£ Q, 3 gr dane. | !
Zadanie tego typu moZna sprowadzié do wadania typm po-
prsednisge czyli jednerodneso. Bedy iemy mogli. '3}'!!!0!!&&51& ‘
snalosienie funkoji siukanej 4%,y do znalszisnia funk.
oji Ypby,2/=0 , giyt jedli w wyrstemiu //%y,2)=) snamy
funkaoie ¥ . to otraymanie fankeji & sprowadga sig do
roh_liuar;ia rignania 5//i~“,j,'3/=6‘. , mdzie  jaest wiegc
funkéjg /uwiklang/ miénnyoh Xy . . 0tds = zaletnodci
?/{1' Y. .;) e () snaj dunj emy pnu rumoskowame

() 3 dz, cr
osyli |
27 2
S =x -r’-a-ﬁ “ 9 ?ﬂ -— a!- .
/ Jy J
i L

Todetaviajpe do /4/ snajdmiemy;
/ ! o :’ T
/ 5 ‘P /’t{y, 4 ? i ?/ xf’l""} {Jy{ e gf igjfz/ 2%2' :

o8t to réemeanie linjowe jednorodne 5 trzema smiennem:
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nieraletnemi &« 4,2 | do ktéropgo to réwnania mofemy zastn
sowaé teorje ogdlng, wy¥olona w ustepie poprsednim. Talk wiee
tworzm uktad pomﬂcnlczy

6/ k. L _ 4o
N / / {_; @ 2 h‘.l
i sgukamy catek pierwszych dla /6/. Wiemy, 2e ich powinmo
byé dwie linjowo od siebie niesaledns ir‘ ,".x{_;;}.z/%: &, i

ﬂ/x,j, z} = ¢ o« & naj‘ogdlniajuom rozwigzaniem réwna-
nia /5/ bedzie funkoja f;-"-'L: "..’-13 4205 18 1%, ,~)/ , edsie /7
jest funkcje dowolna. Stad wynika, fe catka ogélna réwmania
/4/ bedsie |

17 ), dalesf <2,
gdeio 2 Jest funkcjs /uwik¥ang/ smiennych x i 4 . Nie mo-
temy tu twierdzid, 2e opréez tych catek, sawartych we wso-
rze /6/, zawierajacym funkcje dowoln@, hie ma mszozo innych
| oatek, jako2 mogg byd jeszoze catki osob,lwa

Prayksad, .1, Nlech quzm rémmlo. ap-f- -'?7"2 <

e g ey

gdgie 2, 3 ‘8 statcmi'(rdlmmum pomocnwzem quma

'{f = ¥ = ué. , sad calkami marwsnm tego omtatniepn
1 . T T L !" o L
wk¥adu sg Y ¢ et
x_ﬁ,z.-zé‘:_, hj-.w-..-:.;

Zatem catka ogélna jest f-/.r-zgj .-!5’2 =.7, Jest to réw-

nanie walea, kt&mqo tworszaca ma. hemnok 0 kgtach A /93"

cesp _ ensy”
¢ o
Praykzad %.__Nioch bedzia réwnanie:

S ———— 7 —— s 1,

{"&-E.j)'p + ex -a.c}‘,,v = Oy~ Bx, gizie a dc sg ste-
i = = -

7z caiami, praycrem %3¢ =
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Yoy réwnaria uk¥adu pomocniczego S&:

ox 4y = oy .
bz —cy — cx—ay ay — bx
Tu mosna wzigdé u =g u-s{: w=c¢ , gyt jek zauwazymy,

adx +Ja/q + edt jest ré#niczka supeing, a jednoczed-
nia q/&-—y}-f- f/c-x-az}-ra/y-fsjad ; tak wigo caltks
pierwnza jest tu cz-z:f;/yf-az.-: ¢ . % drugiej strony

moina weigdd u=2x, U=y, w=zr gdy? x/xfyé +2dy
jest catka zupeing, s x{/&-g/f-_y/cx—-!yr.c/?j-é%/.sr&.-
Mamy wige drugs oakke pierwszg ukiadu pomocnicsego, misno-
wicie x‘-&-j‘e-f-.&‘?:%, -

Tak wigc nasze réwnanie o pochodnych ozgstkowych posiada
catke ogélng w postaoi .zzi_-_yz-f-.z‘-/_/d.zf-f;»;# glzie ~
funkcja dowolna. Je#t to réwnanie powierzghni obrotowse]j,
-kfdroj od obmtﬁ twdrny - osiami X, ¢, 2 katy at.,_ﬁ,)r- , tA-
kie, 26 %:'—c?fﬂ —‘:—:i{ ;

Uwaga . Ca¥lujac rdwnanie ré2nicskows o pochodnych

.csgstkowych dochodzimy do catki, zawierajgcej funkeje dowol-
na. Cdwrotnie, przes fugowanie funkcji dowolnej moZemy. -
otrzymaé réwnanis réénicskowe  ktéremu czynis zadodd wesyst-
kie wyratenia tego typu. Niech bedzis np. 2 = f/x-l-_g),
pizie 5/ jest fonkcja dowolna. Jakgkolwiek bedeuie funkecja

&’, X jako funkeja x i 4 osyni zado§é jedmemm { temm
samemu réwnaniu rétniczkowesmm.

Mianowicia

0 / Dy i i
%z?’/x't}d; @‘ T{{xtz/l
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sted %53—5& ozyli p—g=2C.

) . Sl 2o a) %) Y/
Niech bedzia 2 = (24} . Wtedy L =g 1Y),

. I ¢ 7

%&;_.x. fﬂfj} i .2:%’;_ -.1.-._%2-23. ozyli wszystkie wyra-

2enia typu 2= f/’zﬁ/ , jakakolwiek by¥aby fumkeja ¢ czy-
{

nig zadodd temu samemn réwnaniu: xp —jfgrl?.

PrzykXady i zadania.,

Wyrugowad funkbjfz dowolng f w nastepujacych przykia-
dachs
1/ = }i/xatjf-:y)
2/ 1=y[3)
. 2 2
3/ b2 +.§- = f/&t Qj/
Y a-ax -G ylop)
Zoadkowad nastepujace réwnania i gnaleié catke ogélna,
zawierajacg staty dowolna,
1/ /bj +?.2: =7
- u Xl
o prr gy
3/ ptg =my
4 £ -
/| £+d =i
INTERPRETACJA GEQMETRYCZNA, CHARARTERYSTYRI.
Niech bgdzie dane rdéwnanie:
/1/ P/;I) :z‘)'P o g{xﬁf‘z)? L }?/'x_*sz)
Jakakolwiek catka 2= V/xd) tego réwnania przedstawia
pewng powierzchni¢, ktdéra nazywaé bedziemy powierzchnig




