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więc ostatecznie:

//*.jj-f +*?<+<£-j = c.
Przypuśćmy teraz, że dane równanie różniczkowe

A/ P/*sj)dz +

jest niezupełne, to znaczy, że

ty 2x
Nieraz można znaleźć taki czynnik Ji(pc,^) , aby równa-

nie / ! / pomnożone przez ten ozynnik dało nam równanie zupeł

ne;

Wówczas

albo leż

Z tego równania właśnie może, być funkoja Jijx,^) wyzna-

czona, Kosi ona nazwę c z. y n n i k a o a ł k u j ą -

o e g o . .

ł BÓZNICZKOWB HZgDĆW'WYŻSZYCH,

Najprostsze równanie różniczkowe rzędu t7 .-go raa k s z t a ł t
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Można je rozwiązać przez wielokrotne całkowanie, obni-
żając stopniowo o jedność rząd równania. Mianowicie i

ci" '

następnie

dalej

Całkując w ten sposób w dalszym oiągn, otrzyroamy

*.
Uieoh znowu b^daie dane równanie

olocn

Oatka ogólna tego równania zawiera 11 stałych dowolnych,

możemy aatym postawić dodatkowy warunek, żeby dla mx*xt funk-

cja oraz -fJ—1 pochodnych prssyjmowalo odpowiednio z góry za-

dane wartości jf¥i jl;.j?t - »., jf*
Sałdżmy, że <w^Z« Mamy wtedy

całkowania wyznaczają się z warunku, że dla
~*t jeat J^JPJJ^JÓ * Zatym całką



l b l

•V, —
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1

J

J
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J

/

zaś po przekształceniu oałki podwójne jv
której polem całkowania jest A MC przez
zmienienie porząiku całkowania:

o . 5
rys,68. T^ samą metodę możemy zastosować dla

równań rzędu 3-go i t ,d. Jako całkę ogólną danego równania

n -go rzędu otrayramy:

*
Funkcja ta musi spełniać ćm® równacie. Sprawdzimy to,

jej kolejne pochodne.

f
fn-l.

Pray pomocy in^rikoji anajdziemy

IUCHUNŚK BÓZNK-2KD3I I GAŁKOK. II Arkiisa l i-ty
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wreszcie, ostatnie Xjjżr.iio£kGwaaie daje

azyli j / jest istotnie całką danego równania.

rzuyy ^.raz równania;-, gti&ie poohodng. jeat funkcją

u Wei&ny róraasiie rzgdu 2-go:

Oznaczmy « £ . * ,' skąd p* = 22. . . Utwórzmy róż-

/

Gdy nazwiemy Ja * £ , to

A fi i •

tego

zaś

wresaoie

W podobuy sposób uzwiązuio śią róim.anie ksatałtu:

;dzie c/ j e s t pewną l icabą Stałą, Ganacamy s&nov«u iHz. - fa :
G/X
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jsówosas

.PottirwSżmy obie strony danego równania przez Ze/u :

osy.u

Ody podstawimy ta raz Ł?*=-£ , o t r w a m y równanie l i n j o -

Całką tego równania l i n J owego, jen i

A zat/m •

Stąd

więo

Nieraz spotykamy się z r&raanieaj kt63 9 podaje awią™

aek między poohodn»ni (jf̂ uch ko.le]nyoh ra^ddw- 77 i W-



i podstawmy tę wartość do danogoOznaczmy

równania;

Stąd

więo

Gdj

otrzymamy

30i ^ »

J e s t to ró-.vtići,nie typu m^^ygo /S !T.J60/; oał.ką jegc jes t

oat>ewania <Ja się Oakutecanićj, stóweaaa

lCj „ a st^d prasa odwrócenie aależno

więc miel i :

Jeże l i ZcistoŁjewane powyżej odwrócenie z

i.skutecsii!C się mie dajgi, iî ywamy innego sposobu, pole-

na atopniowytu obaizaniTi rzędu ptchedaej i'iano-
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czyli
/•n-Z

O trzymał i aa j zaijm\ równanie tego samepo typu, co dane,

ale rzędu niższego o jedność. Postępując w ten sposób da-

le j , dojdsieray do samej funkcji u .

Przypuśćmy teraz, &e maray równanie, wyrażające zależ-

ność pomiędzy pochodną raędu 77 i raędu n-z :

Podstawiając " -9

Stąpi
. a/z,

Sprowadźiiiimy więc dane równanie do typu znanego;

Podobnie rozwiązuje się równanie:

Wystarczy tu oznaczyć

oc
aby obniżyć o k jedności rząd równania i sprowadzić je

do postaci
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Przy całkowaniu tago równania będziemy mieli -n-k stałych,

związanych zależnością

Całka ogólna o s t a t n i o napisanego równania będzie zawiera

ł a znowu k s t a ł y c h dowolnych, o&yli razem otrzymamy w s+n~

ł.ycb, co t e ż być powinno, gdyś dane równanie j e s t rzędu

t\ -gO o

. BEZ ZMIENNEJ

Rozpatrzymy teraz równania/ w których nie występuje

zmienna niezależna x , Niech będzie dane równanie rzędu

drugiego: ' ••fVV" '/ '••// " °

Oznacamy d=L » b ; wówczas

równanie oprowadzi się do równania rzędu, pierwszego:'

które da nam po scałkowaniu równanie 1-go rzędu;

ożyli

skąd
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Całkując lo s otrzymam} ssukaną całkę o£<51:ią„

Niekiedy trudno j e s t olrTjjtąi xeknaaie f>~f/jj^J i'6w

oaas staramy s ię oałkę **'ówij.ariia fly,ptp&)**() prze

w p o s t a o i :

skąd

a. następnie

Otrzymujemy więc układ ró^winń paraaatryo&pycfŁi:

Ta sama metoda daje s ię zastosować do t-ów^afi dowolnego

rzędu.

• y BÓWNAKIA. JhlDŃORODMfi WZflLffDIiM J/

Tężeli dane równanie

jest jednorodne względem funkcji* y i pej. poohodnr^h,

oaas równanie / ! / można iaeiiipi'6 równaniem

• ' /i-/ //*,&&, c/j=e.
Wprowadźmy nową funkcję Li aamiast^j ; s gdzie ~--=s

Wówczas

3
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zaś po

lub też

Kolejne pochodne wynoszą

'

Wogóle mamy

M «'*"J
Z równania /~\¥, gdzie Ć~ — , wynika;

f
Gdy tu podstawimy wyżej napisane wartości, otrzymamy:

co da po uporząikowaniu wyrazów równania fn-ij -go rzędu:

fj*.«,"',; •••^••>)-O.
Przez kolejne całkowanie otrzymamy całkę ogólną dla u ,

zawiarająoą 77-i stałych, Całka ogólna u będzie więc po-

siadała wraz ze atałą C v stałych, co właśnie byc po-

winno

P r z y k ł a d 1. Dana jest rodzina kół o promie-

niach równych r , którynb środki leżą na osi & „ Znaleź6

równanie rodziny krzywych ortogonalnych,

Eówraniem koła, ozyniącego zadość aałoźsniu, jest
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Ć

gdzie c oznacza długość

środka koła od początku
układu. Zróżniczkujmy to
równania względem a, :

Dzieląc wszystkie wyrazy
przez 2 i uwzględniając, •
że- ac-c- }[rz-y*t będziemy

mogli napisać równanie róż-ryso69.
niczkowe naszej rodziny kół:

Równanie różniczkowe rodziny trajektorji będzie:

Całkujemy przez zmianę zmiennych. Połóżmy j / «s
gdzie o( jest nową zmienną. Wtedy
i równanie będaie

skąd

o/u *

czyli
J

x-x. = r

dołączając y=.r*****> mamy równanie parametryczne rodziny
krzywych. Są to traktrysy, które można otrzymać z jednej
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z .nich praaz prze sunięcie w kierunku osi x. .

0 w a g a . Równanie różniczkowe trajektorii, csyli

»-̂ * <A -jji/jc=O można przeeatawió w postaci /"̂ i/ŷ ZTZT*-

oo dowodzi* że w każdym punkcie stycana /odcinek stycznej

do 03i ćt / jest stała s r ; własność charakterystyczna

traktrysy.
P r B y k I a d 2, Dane jest równanie:'

Qdy -nodstaw imy;

otraymaaiy;

lub

Całkując obie strony tego równania znajdziemy

A zatym

:
stąd

/
zaś
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Z t6j;rćwaośoi mamy:

Zauważymy, ża

Dodając, te równania stronami i dzieląc strony .otrzyma

nego równania przez 2, znajdziemy;

P r z y k ł a d 3. Znaleźć krzywe, dla któryoli

rzut. proraienia krzywizny na oś x jest rrielkodoią stalą,

Błu^ośó* prorri a ni a krzywizny jest równa:
/ . iS.\3A

M

Następnie mamy

* !skąd

Biorąc t.r*"%5j pod uwagę rzut promienia krzywizny JnL

ra oś X będziemy mieli szukane równanie różnioz&owe:

(i*-**)* y j_

gdzie -L jest daną wielkością stałą. Równanie to rao-

źemy przekształcić, sprowadzając je do postaci:



y-
Podstawmy jj1^ to } vf"9

mamy

Stąd

ożyli

Oanaczająo

Całkę' powyższą rozwiązujemy przy pomocy rozkładu

ułamki- proste . Znajdziemy, że

ożyli

lub

Stąd .

h

więc

A zatym



Oznaczmy znowu vC • e =^Z'VC-Jf6 dX'--azJ

u =s. £,. f di + £

skąd

wreszcie
Lei 2SS f w /Iff*/' 4? J A4 ił /^ . jC "•/• Ł^

To jest właśnie równanie danej rodziny krzywych.

P r z y k ł a d 4 , Znaleźć rćsmaciis fodrioy

wycbP dla kióryoh promień krzywizny JQst ĆH&ą funkcjd!

Jeżel i ŷ /jfj badaie oznaozalo ćaitą funkcja, to będziemy

mogli cdrazu napisać r<5wtat\ie r6inioakow3 szukanej rodziny

Podstawmy, jak w przykładzie poprzedni 19̂  ij'^zpt

Równanie to scałkujemy, oddzieliwszy w ni© przed tym

ne;
v / olx f a/p A

Aby wykonać całkowanie, osnacisymy p^tgZ dp~Zg,

Wówczas oałka / j ^ , , . , którą, dla skrócenie, fiazwtemy

będzie równa:



Lecz = • " więo

albo

A zatym

I

f f M ' • /'••; . Z.

Przypu&dMjy, śe promień krzywizny j e s t odwrotnie pro-

porcjonalny do odcięte j , to znaczy, że

Wówczas

•pt «•#*+-•£,
Równaniem rodziny krzywych będzie więc

j

P r z y k ł a d 5. Znaleźd." równanie rodziny krzy-

wych, dla których promień krzywizny jes t proparcjonalny

do odcinka normalnej, zawartego pomiędzy krzywą a osi$ x



/Krzywe, które" spełniają ten warunek, noszą,

k r z y w y c h B i b a u c o u r t ' a ; najważniej

sze krzywe, jak parabola, hyperbola, łańcuchowa i t .d* ;

należę, do tej rodziny/.

Jeżel i promieniem krzywizny b§dzie J/C /rys.7Jj * odcin

kiera normalnej pomiędzy .krzywą a osią X — J/J^l to

~JjMamy następnie

i

Jf
A zatym równaniem różniczkowym

szukanej rodziny będzie:

lub po uproszczeniu:

Oanaczmy. znowu gfmb, tf'łss b

stąd

czyli



albo tei

Bozwiązująo to równanie względem P , otrzymany:

PmAm 1
? dx C

zaś

1 »• • i

Przypuśdmy, .że spółozyimilt proporcjonalności ti~{» Wdw

albo

oraz

Dodaję.c te równania do siebie i daiel§.c powstałe rówo,a

nie przez 2, otrzymamy równanie łańcuchowej:

że k^ — Z- W: tym przypadku
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t e całkę, dojdziemy do równań cykloidy.

Niech k~~i . t takim r a z i e

Otrzymujemy wij o równanie koła, którego środek Leży na

osi JD :

Czyniąc k-2 , otrzymalibyśmy równanie p a r a b o i i .

•* RÓWNANIA LINJOWE.

Hównanie różniczkowe dowolnego rzędu nazywa s i ę l injo-

wym> j e ż e l i funkcja jj i j e j pochodne występują tyLko w

pierwszej potędze. Postacią ogólną równania linjowego

fl —go rzędu j e s t ;

J e ż e l i prawa strona tego równania jest tożsamoźoiowo

równa zeru: X(sc)^O , wówczas równanie naz3rwamy

n i-e p e ł n y m , albo z r e d u k o w a n y m ;

w priaeciwnyni r a z i e mamy równanie p e ł n e .

Badanie równań linjowjch rozpoczniemy od p-jznąnta

w ł a s n o ś c i r ó w n a n i a z r e d u k o w a

n e g o .

5 5 Ó Ź Ó i ~ I CAŁKOWY.II. Arkusz 12-ty.


