
stad | k ~ | ~ oayli f>-f**O.
będssia £ a //kjr/ . Wtedy 2^ ^ ffej

2i j-it. ff^j) i JK & =*jJ&. ożyli wszystlHfi wyra

żenia typu z*s i//zyj , jakakolwiek byłaby funkcja y czy

nią zadośd temu samemu równaniu; ^ ^

P r z y k ł a d y i z a d a n i a .

%rugowa(5 funkcję dowolna y^ w następujących przykła-

daoht

1/ ^a

>/ A ^

4/ z
Zoałkować następujące równania i jmaleźć całkę o

zawierajęca stała dowolną.

3/
V

INTURPBSTACJA GBQM3TEYCZNA. CH4BAKTBRT5TYKI.
Wiech będzie dane równinie:

A/ P/*,jt*)-f>
Jakakolwiek całka z^i/(^,jf tego równania przedstawia

pewna powierzchnię, którą nazywad będziemy powierzchnia
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całkowa. Niechp\mkt A n mpd&rae.dny.f.ih ;-..,.^*j. będzie

punkt aa te j powierzohni; płaszczyzna styczna w >/ będzie

miała równanie:

gdzie b i 67 sa te sam* co w równa-

niu /l/J j e ś l i A**tffcj} jes t po*.

7^ wiorscłmia całkową.

Tibiór pięoiTi spółrBędnyoh [K^^^G) , wyrażających

g«dmetrycasni« pmakt i p£ as z czy ans, przechodząca przez ten

pnńkt, bedsiamy nazywatf e l a m a n t e m p o -

w i o . r s o h n i o w y m . 2?)i<5r wszystkioh alementdw

poifiarjKjhmiowyoh j e s t to zbiór, w którym pięd spółra^dnyon

!xjjf2>tPf q\ »OCT mied dowolnie wszystkie :io4liwe war-

t o ś c i . Osfioic, togo abioru jost zbiór 1%) , w którym

lx>JI,z-j f>,4) fci® s& 3U* dowolne, ala awiazane %naniom

/ l / . Zbadajmy bliżej ten zbiór [%,) , Powiades a i4 do

każdago punktu A nalsźy nieskończenie wiel« elemmit<5?? po-

wierzchniowfch zbiera (\IJ 9 lecą płaszczyzny tycfe elemen-

tów powiem.-ichniowych przeohodsg, ^^ayatkie praez prosta

A ^ t awiaaanę, ź punktem */f » W rzeczy samej XjM,z

możemy dowolnie u s t a l i ć , t . j . z pomiędzy 5-ciu l iczb

Xijjl x,f p>, # ustalimy 3 pierwsze i niech J'i będzie

punktoa o *półris§dnjch fA.j/^J. Wtedy PfajsZ), QlxtJjA:.

f{ [x,jjjZ/ a^ teś ustalone, Rle b \ a sa związane

zależnością

/



w któraj P, «? .? dlń ro«wfitóaa«g!3 p^aktu ^ aę

sttóeni. Btoaaie /S/ daj© aaa płaszciysnę, kt#ra wraz i.

puaktem ył tworzy element powierflohaiowy. Otd* równanie

/$/ wyraża włalnit, is p«ł»j8acxyxna /2/ prK«obodai przez

prosta o równaniu

p a A /?
którg. to proatę. oanao^yray precs ^ ^ . W t&mmy
oznacitywszy wĵ wSlnę wartośd sto9«mk<5ir A z 5 « JL ^

przez o , Mftiry X-^ ^ Pj^Y-j^^Z-^^A ®âf t« wartości

czynią aadoóć równaniu płasBOzysny

Ppniowai; wadlug rdiraania /3/ prawo strony tych równać

ną. jednakowa, więc 2?*Z-m b(X~x) + f[Y-j) , oayli równanie

/E/ jeat Bpałnione prBaa X>Y1Z prostej /4/. fak więc

pltoszosyzna /&/ przeohodsi przez prosty Ą^ ,

Tak więc Równanie różniczkowe linjowa o pochodnych czę.-

stkowyoh / !/ wyznacza pewien afciór (Z) olomealÓ? pawlt^i-

ohniowyoh w przestrzeni. Praez kaicfy pttnlpt prz»«trza«i Jt

praecshodzi, odpowiadająca temu punktowi A , proata A^ .

Hamenty powierzohniowa ablora (%>) składaj % s ię: i dowolne-

go punktu Jl i s dowolnej płaeaozyany, praechodsaeej praez

proata A^ i odpowiadaję,oe3 temu punktowi .A . Niech bę-

dzie jaka! powierzchnia 2 o równaniu z « t//x,yj» Można

ja uwaiad za sbiór /i^j Alwaentów powierzohniowych, skłp-
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dających s ię z punktów Jf taj powierzchni Z i dla

każdego ptmktn Jt - z płaszczyzny stycznej w tym punkcie

do tej powierzchni X o równaniu

Jeżeli teraz powierzchnia X jest powierzchnię, cał-

kowa, wtedy i tylko wtedy lf»b i 2^=4 gdzie p ;

Cf maja te same wartości co poprzednio, mianowicie

związane równaniem /*•/> -t^-ij^R . A w takim razie kaftdy

element powierzchniowy, naleftacy do scioni /#J należy

jednocześnie do abioru (Z) f a więc jest jego częścią.

Możemy więc powiedzieć, źe powierzchnia całkowa jest to

powierzchnia taka,- że w każdym dowolnym jej punkcie A

płaszczyzna styczna do tej powierzchni całkowej jest ele-

mentem, należącym do [Zj , czyli przechodzi przez ~>rosfc&

A* o równańi-ti Ar:— = - Ł ^ = : Ł Ł . Nasuwa się r fśl
. " w H

rozpatrywania najpierw takich krzywych /naogół s&o&nycn/,
któreby .oyły, w kaftdym swoim punkcie JĄ styczne do pro-

31ej AJH t©ge punktu. fli«ch x = J jt)} j^d>Jtjti~J[tj

"będą równania^' szukanych krzywych. Warunek styczności do

A się równań i tm

/S/ ^^

gdjft • r/je, ^ ^ »a proporcjonalne do spółczynników kie-
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rynkowych stycznej do krzywej. Krzywe takie, okroćlone

przaż równanie /5/, no^sa nazwę c "h a r a k t e r y ,.

s t y c z n y c h lub c h a r a k t e r y s t y k .

Niech bedzi* teras jakaś krzywa dowolna C , nie będą-

ca jednak sama charakterystykę.. Prses dowolny punkt prze-

strzeni przechodzi krzywa, wyznaosona przez równanie / 5 / t

gdyż mamy w całce ogólnej równania /5/ dwie s tałe dowolne.

Z każdego punktu krzywej C przeprowadźmy charakterysty-

kę. Otrzymamy wówczas pewna powierzchnię 21 , utworzoną

przez charakterystyki* Twierdzę, fte j ee t to powierzchnia

całkowa. W tym celu trseba okazad,. ź« p^aezczyzna styczia

do X w dowolnym punkcie Ji przechodzi przsz prosta AJĄ

te^o punktu. Wi»ch Ji będzie

więc dowolnym punktem powierzch-

ni X ; punkt JK leży na cha-

rakterystyóa AB . Płaszczyzna

styczna do Z w punkcie -JA , •

przechodzi„ jak wiadoso, przez

styczna J(C do charakterystyki dj$ } lecz styczna AC

j e s t włsinie prosta AJI *tego punktu. Tak więc płaszczy-

zna, styczna ć'1) E w punkcie Jf , przeclibdai przez pro-

s ta A// tego punktu, co trzeba było dowie^d.

P r z y k ł a d 1. Dane j e s t równanie p + j ^m-&.

Znaleid powierzchnie całkowa tego równania, przechodząca



koło , ^ i ; ^ + ' / W ł to koło jest krzywa C poprzed-

niego ustępu.

Szukamy równania charakterystyk pr*y pono«y

pomocniczych:

i
gdyż tu / W , Q**J, R = mX" Znajdujerąr od razu dwie

ki pierwsze:

nia łę-cznio wyrażają rodaine. krzywych skośnych, charaktery-

styk, rodzinę, zależna <̂d dwuoh parametrów dowolnych, Cx i

Cz . Oałkę. ogólny będzie my - 6ji*s\{(mx-4jzjt gdzie y

j e s t funkoja dowolna. Równanie niy-4z*n//inx.~^£j wyrąi» *

powierzchnię, utworzony z charaktery a tyk, gdył wszyBtkie

punkty charakterystyk*, wyznaczonej przez rdwntnia

wierzchni 21 t ponieważ spółrzędne &tjf,Ż. * flpełainjiŁ-

ce parę równaił rnot-iąz. sxCx i wy— £}•* m ^{\\SSi ^ ;

spełniają równanie iny - tyx ~xf[*!x-ś]i]powiej .Jb.ni %L *

Należy teraz tak wyznaczyć* nieokreślona i a owo Iną, dotych-

czas funkcję </ , by powierzchnia X. przechodaiła

przez tensywa C , t*j> koło Z*»i} *>*"+J* * i * Q\k%

t*~ i • t . j . w przekroju płaagozyzną,powierzchnia

daje krzywa Wj,« (//WosJ ; ohoemy, by to było koło, czyli

aby; iftu « |fw*~ tn*xł i etaA janne,

więc jut kształt funkcji / i tak wifc powierzoh-



ni$ całkowa równania p-h-j^mi , przedhods^o^ praeł koło

jest mj-.^z* fa*-/fax-£tjt osyLi ŵy -fyj*+{tnx~ĄzJz*sw*

oo trzeba było znaleśo*. "V

JP_r z y k łjfc d 2 . j^/> +L/z-q*z x*. Znaieid po-

wierzdhnic aałkcwi, która prseohodzi przea proste,

i . „harakt. ^ . ^ .

Powiertohnifc oałkwa najogólniejsza ~ « A~ « A

oayli 4^^{flxj • *^a każdego * . Kładąc J - * ^
i funkoja / uoetała anaisziona. Otrzżujemy

rozwiaaania 4-m •£- +2%£Ą ożyli Z/ZJC-U) ^oct/.
Z •* .ary? l ^ ZJ

? T g y fc ^ a ^ 3 . £yz-i> -c<cz*f-h<xy=*o* Zna leź d c a ł -

kę, prieoŁodaąoc, przez koło Z^Oj &*+j*mjf . Równania rófc-

nioxkowo oŁar akt ery etyk: ^ÓL „ ^ L » ^ 4 . , stad
;g^& J « * " * /

ania, onaraktery-
posttoi ak©i!o*onej są więc je ^ 4 > ^ £ ; ^

wianqknia c^kowa ^^*+a:^ * ff**1$fl % ' r r E : e b a t e r a z

wy«bim«yd if prsei warmiki poozatH»we, mianowicie, ie
powlorsohtila pra«a(hodai przez koł'o Ć \ z *

Ody i.mOj#Łf * y

Iładeiemy ¥

i więc znaUźLiśray jut f . Powierzchnia sKukeina je»t
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P r a y k ł a d ^{y+zj-p+fr+tj-f^j-** Znaleźć* po~

wierzchnie osikowy, przedhodzaoa przez koło j/*°j •***?*«i .

Równania różni cakowe charakterystyk; J&L.

xolx +zdz . Równania w postaci

skończonej są.: J-JC^-Z^^ % &z +<**~y ** 4

Powierschnia oałkowa będzie k s z t a ł t u ; xz

gdy j*0 i jf+Zz~J , otrzymujemy

kładko Yi-af —x**t} man̂ r ffej~4 ożyl i funkoja tu j e s t s t a

ł a i rozwiązanie przyjmie postać; f ^ f J

f P r z y k ł a d ' 5 ; /we +

P r z y k ł a d 6 :

Jako dwiozenie poleca si$ wybrać dla przykładu jakaż krzy

wa £ i wyznaczyć funkcję nieoznaczona V w ten gposób,

by powierzchnia całkowa przechodziła przez tę krzywy.

KÓHNANIA RĆŹKIC2K0WK CẐ STKOlfB Ugo RẐ DC /nielinjowe/

Rdwnanio takie ma poetad:

/i/ 'Ż/*»jj>*if
gdzie p^S&j f * ^ » %raża ono w każdym punkcie J/ o epół-

rzędnych fayij związek między pochodnymi cząstkowymi t> i

a , które sa też funkcjami punktu Jl , czyli x,j/jX.
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INTERPRETACJA GEOEETHYGZNA. METODA CAUOHY êgo.

Niaoh l^ffay) będzie całka azukana, aayniaoa zadość

równaniu różniczkowemu / l / , I i n t e r p r e t a c j i geometrycznej

j e s t to powierzchnia całkowa T. , k tóra moana rozpatrywać*

jako zbiór (XJ elementów powieracłmiowyoh, itworzonych i

punktów M te j powiersschnł i w każdym punkcie Jt % płaea-

^•yany etyczsnej do powierzcŁni YL . O i la X je«t po-

wierzchnia nie dowolna, a l e oałkowąt^. to elementy powierzch-

niowe /ZrJ t e j powierzchni 21 musza spełniad pewien wa-

runek. Przy równsniaoh linjowych mieliśmy w p r » « t t r z e n i

nieakoiiozony ubiór prostych A/*/ i płaszczymy eltmentów

powierzchniowych w punkcie Jf musiały przechodzić* przez

p r o s t a AA , odpowiadający temu punktowi Jt . Tutaj p r o -

s t * Ą/H zastąpiona j e s t pr«ez pewien s tosek &A , tak i i

każdemu punktowi Ji odpowiada swój stożek &# % w i e n -

ohołkiem właśnie w punkcie Ji . f każdym punkcie A po-

wierzchni całkowej X f płaszczyzna, styczna do 5T, powin-

na być jednocześnie etyczna do s t o ł k a S^ , odpowiadające-

go temu punktowi A . T a k * j e s t i n t e r p r e t a c j a geometrycz-

na równani* / l / . W rzeozy samej, j e ź l i z^fkj) j e« t pow.

całkowa X > to pteszozytBa styczam de ZT * punkcie Jf

o spół. faj,*,) spełnia równanie /8/ Z-z =*JJ[X-X) + f/Y-fJ,

gdzie P~2jkj <f**3£* niaja wartoi^i, ©ptłaiaj&oe równanie

różniczkowe /l/ . Ody oy,,*, o»yli P ^ ^ ^ są ustalone,
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to równanie /l/ wyrafca pewien zwitek micdiy t> i a »

ożyli aięday spó£ozynni karni kierunkowymi płaszczyzny stycz-

nej /2/. Wskutek tego płaszczyzna styozna /2/ nie może byd

dowolny; istnieje dla niej warunek narauoony priei r^wna-

nit / I / . Aby się o tem przekonać-pntprowadfay normalną, *Jo

śoi:

1 y

płasiotysny P w

punkcie „Y /prosta

/ / , której

M b^dsie;

»/

•aa

wynika i dwuoh

i 4-tjs

•J*

/*/ r-y
kąty nenaalnej JUT i osiami

5-t« daje non aoftaość określenia wi«lk»4oi p
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&p<Sło«ynniki j> i 4 nit są dowolna, Uos

laleftnotfcia ^Hj,*, f*,?)***? . Wideo atad, 14 normaU

ne JUf , mussa ieiatf aa pewnej powiersołmi, esynięsaj

zadosd r^rnaniu, ktlrt otr»y!aamy, ragtijąo p i f i 3-oh

oatftt&iah

oeyli na powierzani ttoikwfij.

Otrzymany etożak o^ sowie się s t o ż k i e r a

a o r i i I n j f l h w punkcie Ji .

id tedy nofteny wynik; FJrassoisyena Btyosna P

normalny, Leż̂ og, na poriora«&hai etoftka *% . A je

i e l i tak, to na tatadzie teorji obwicdai łatwo jufi otray-

mad noieogr. *e i *«nj, pław osy sna vexp&tiywati.a i D }ett

•tyosaa do pown«go innego stoika &# * -

atoaek <5̂  o wieri«b«lkvi w punkcie **?' > Awaay

s t o ż k i e m a t y o i o e s c i . Twora^ecmi t«go

«t«4ictt będsie naturalaie «str«g proctych prsscicd &ra ni«

«k4ŚQS«łie blitkich pteeioiyin P . Hdmmie

ttny»aay» pestfpuj&e wedle teorji ^wiedrii. Tąk:
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Z-z =

Z równańtyc&

saś s równania /l/ *najdziemy:

tego wnioskujmy, że;

to wskakuje, £ .̂ sfeoil

vt[*&Ą ae oaa.it kowt

£ ^ - ^ aa proporojanalne do apd£asyi)

kiarunkowyob. tvora^qyofh stoska o,, . Bagujac p i c z rów~

aa A /9/ i równania /"/*%fjfJzAbJ&Jm0 otr^msaaj ntfwnanie stoi-

ka. Ssttkająy, jak p n y równa&iaoh linjowyoh, Arayryoh

kioh, kt<5r« w kaldym pmikaie J4 są. styczne do jednej s j

ra^oycii stożka &# tego ponktu*

Fr&ipuadiByt i© ohoeaj otrgyisad rdwnanis p&

krzywaj /"' ; w takim razis octutx, B§ funkojMii para-

li

Przaprowadźąy etycana do kriywaj-w punkcia Jf , dajss?



na to JĄj , spółczynniki kierunkowe której sa doc,

oljf, c/%, , Styczna ta ma "być jedn^ z twoiłzaoyoli stożka

SJI ; wtedy z równaniu, / o / , otrzyma*

my;

Równania te nie wystarezajc. do wyznaczenia krzywej /"*.

gdy a mamy tu pi^ó niewiadomych: oo,u,ztoi 0 , a równać

t . j . • zaLeżności mi^day nimi tylko 3, mianowicie; 2 równa-

nia /LO/ i równanie / l / , t.. j . F/x,y,^ pa f)=O, Praycsy

n$. tego jes t okoliaanośd, iź w każdyn punkcie *^r niaray

niegkońcaenie wielo twora$.qyali /luianowiaie twor^ę^łs licz-

ka SM I'. Cauolij uzupełnia układ /lO/ przsia awie nowe

równości, 00, jak widaieli śray,, jest już wy $ tara zaj^ae

do wyzną'osera:i pl^.aiu nia^iadoaij o!i xłjffzlt> i ^ » Otizy-

mamy te nowe równania w nastg.pu^^y spoflóu, praez warunek,

by krzywa iiaMatt /^ leżała na rjztlitanej powierzolini oał-

kcwej l~/Ąy).

Jeśli sas tak, to zmiemie x i y i fufikoje Z,

ty ,i:« aiłiivańyifh JC V J/ mus?^ ppaltri.ii*5 ró

BlŚKUiiKP&lCZEOWY I CAŁKOWI. arknei 16- ty.,



Gdybyśmy tu zamiast ł, P i f podstawili funkcje

X i </; otrzymalibyśmy:

takim zaś razie i

^ £ 0 ; albo

/u/ 1£mIŁ,,

Oznaoiają.c zaś dla skrócenia:

04

Łecs, A drugiej strony
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~ i f~2* 7

Oznaczmy wreszcie;

dx dj dz ,

Itedy otrzymamy:

Woteo czego /15/ daje nam:

Albo:

Bównanie zań / i 3 / i /14/ przepisujemy w post,
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;

Z porównania więc równości 1.6 i i? marr :̂

i
I

iy t i

dcc c/u dx,

9z " ty 2* 7

Układ /18/ wystarcza do-wyznaczenia ac, y , z, J> i f

•w należności oói parametru U , Gdy 14 sl§ zmienia, punkt

«^ o spdłrżadnych fajfjtj opisuje krzywa P ; Lecz

P i y £^ także funkcjami parametru u , t . j * znane

w każdym punkcie krzywej /" , Mangr wi^a właściwie zbiór

jednopurametrowy elementów ^ u, JLJ b, a\ Przytem można

dowobiis wziaśiS wartości'-poos$tko;ve oc^jc0t y^y^, ^a^OJ

p ^ b0 i wartośd poos^itkowa ^ nie jest dowolna, gdyż

iiiUtj' .;j;;. , l ) i i a d warunak / / J ^ y^ ^ ^ ^Jjf^, bijd^fly vv"ynikieia

ea^ogo równania różniczkowego.



Te r&z trribba zbadad, w jaki sposób przy pomocy ofaiirJ1

teryrtyk ćaje się ii-liworzyd pawi eraołrnia całkowa. Z aa im

jodnsk dioramy tegp w wypadku ogólnym, rozpatrzmy prssy

k ład nas t § pu j ̂  oy:
/ 12-
i /*-L 1 A*

albo

A/
Możemy wi^c napisarf:

Tworaymy teras r6wnanie' oharakterystyk:

Hf+fj P 1

Ponieważ równarde nasze nie zawiera a i f , prsseto

mamy:

m&•'&!$ dalej, iż dla znalezienia charakterystyk

układ/C/ wlaien hjó scałkowanym. Da się to łatwo uskutecz-

nić*, bowiea tray oetatńie rdwnośoi prowadzą do:



Albo:

Lecz według rómania i/: p+4 xX/

 t wica

Przoto znajdziemy:

Czyli iLooaya

t . j , całki nasze a§. określone.
T̂ celu otrzymania większej ilości oałek weźmy

układ:
ak-A:

Zf f>
Da nam on, oczywiście:

J4 4
Albo OB tatecsńie:

N
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t o 8$ równania charakterystyk P ; jako parametr zmien-

ny przyjęliśmy tu J» .

Pray s tałych tf,/, £ \ C& , gdy yo s i § zmienia,

punkt (xtj,z) opisuj© krzywy f .

Bdwnania t e , będące równaniem charakterystyk, poaiaJa-

ją 3 s t a ł e niezależne / s t a ł e Ct i Cz gą związane za leż-

nością 1% mogą więc by6 uważane za jedną s t a ł ą / . "Układ

/^"daje nam nieskończony zbiór charaktery styk, gdyż r ó ż -

nym wartościom Ą ś i Ct odpowiadają różne krzywe.

Zbiór tycli krzywych oharakterystycznyeh możemy już uło-

ży<? w ten aposófc, aby tworzyły pewną powierzchnię całkowy

Jałt to zobacayiay p o n i ż e j .

WSTSGI CHARAKTSgySTYCZNB. T1DBZBNIB POffIBRZCMI CAŁKOTfYCH

PRZY POMOCY Wfffib OHARAKTBRYSTYOZHYOB. Przenieśmy s^ę

znowu do wypadku ogólnego.

Otdż zadaniem naszem "będzie odszukać powierzchnię

całkową, mając równania charakterystyk w postac i A8/

Równania owe wyrażają zmienne X,jj, z, f> i 4 w funk-

ojacłj parametru H . Otrzymany zbiór p ięoiu Liczb

punkt *$ i pewną płaszczyznę, praezeń

, o spółozynnikaoh kierunkowych />» c[t "*.

"* / Zbiór powyższego rodaaju


