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jest
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Podstawiajae do réwnenia /1/ wertofel dla y orvaz
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| Memy 2atem ukXad . r&wnar lm;,owych 2 ktérych
wyznaczm 2, = Velx) ;- L, - //xJ --------- £, =j4,/x/;
poniewaz wyznacznik jest' Wrgmsﬂua.uem i nierbina oig
05 eted przes jedng muﬁrature, otrzymamy:

2= /}//z/a’x, % V//z/a/x S %//&:/d’x

Gdy podstawimy te wartaéci do réwnania /4/ wéw.
czus 4 bedzie caXke azczegdln@ réwnania /1/. Jezell
dodamy do niej” cakky ogélna /3/ réwnania redukowanego
/2/, to bg dme‘mf mi el.‘L ca?kr‘ ogdlnqt réwname petnego
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T rzeaszy sumej, kolejne wochodne funkeji 8,
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Podsetawia;ac do rdwna* . J1/ wysej napiscne war to-

réwne:

s63 -‘Iunkn.ji y 1 je] pochodnych, otrayumany

F/yﬂ/{,} :U, 3}"7{/ /x&t‘, * ‘fflv?ra /}
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Eume sznajdujeca sig pod znakmm cudki jest 7 zedole.

Fly=f" e -1,

@0 josn¥icza, e fumkejc /3/ epetnia vdwnenie /1/.
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RULETY.

Zaatosujemy teorjy réwnad rézniczkowych linjevyc
do rozwigzyvaniz pewnego rodzaju zegadnierd z mechuii.’,
goidle] méwiac z cynematyki.

Niech bgdzie dana krzywa £ , wyraZona w ukadzis
spbirzgdnych prostokginych X0y prieg rownanis '

/v / “y==j@&J-

Po krzywej £ toczy sie bex poélizgu krzywa £, , &
ktérg jost zwigzany sztywno punkt A .

Droge W, jeka zakreéla punkt ./ pray toczenin sig
krzyvej (, po krzywej £ nasywamy ru le t g
tego punktu.

Krzywg (; wyratamy w ukYadzia spb¥rzgdnych biegn-
noewych, zwiazaﬁych Z samy krzywg: za poczglek ukdadn
przyjmiemy punkt M, ma of proste MA, Yaczgcy punkt

A & dowolnynm punktsm'/? e krzywej. Réwngniem je3
| bed zie
2/ 1= ?/"/Q).

Osnaczmy spdirzgdne punktu A w uktadzie x0Y
Preez Q{é, 47) . Zagadnienie nasze polegad bgdzie
na znelezieniu zaleznedei pomigdzy £ i 7o czyli

na rnalezieniu réwnsnie rulety W:

B

RACHUNEK ROZSTCZKONY I CALKORY II.  Arkusz l4-ty,
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I8/ 1= Flg.

SpéXcezynnikiem kierunkowym stycznej MT do rulety

&mac}:-—y—?;_j—j

Wezmy pod uwage
chwi lowy punkt
styeznogei B krzy-
wych ¢ i C, . Ma on
w uk¥adzie proste-
kgtnym xoy spdX-
rzgdne {:x,_y} , 8 W
uk&adzie bisgunowym,

gwigzanya memlaxmiq 3 kraywy C, spbirsgdne (r, 9))

/gdzie B =, 3 « AMB=8 [, Zauwaiymy, e
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a zatym

,_7___
xér’m

R Ty e S
e T
poniewaz B jest normalng, ozyli prestopadds do
AT

4/

R t

¥ rzecay camej:

(x-8)° +‘(.9-f7/’=r‘,
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N =  as) s’
gdzie 4% oznacza elemen' Yuku krzywej € , Lecz xr_f 0?5—,: o :
o Tt o1

‘ ur? ;j:cadﬂ » gdzie P oznacza kat stycznej BY g pro-“ "’

-3

mieniem 4B . Z drugiej strony, oznaczywszy przez ds, o
réiniceig ruku krzywej ¢ , memy Va@é’— a’r‘ gﬁ‘, poniewas

:{5‘ =g , co wyrada toczenie sig bex bluganla Tek wig \1

réwuenio /5/ zemienia sig na . o }
x-£ off L7 A g A
> ds r  ds i N 1Y A
lub tei e A
i/ O | . ik
x~-§ d% 4 '

ce, jak wiademe, wyraia prostopadkodé dwuch kierunkéw
o spéXozynnikach katewych az%g- i o%éf— , czyli prostej
ME i stycane] ./f.‘f'l , co trzeba byXo dowieéé.

Wyraimy teraz, %e krzywa (, jest styczna do krzywej C .
£ HBL= X MPE +«E3F =(F ~ot) s Y = L —t-yp),

wige

. . w 20l e S| = A Gl Y
&4 9‘”'4‘3{ Dbty |
Leas 97’-— =4/, poniewaz BJ jest stycang do kraywej
g . drugiaj zas strony kat ./‘fBT jest katem migdey pro-
mieniem wodzaeym 77 a styczng BJ do kraywej & , co
pray spdlr;fednych biegunowych daje wzdr: _@-&ﬁﬁ.’{a% ’
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preycuiym v = 55 s podstawiajac te wartedci w rdwio.-
nie [7/, etroypmemy:
1o ALY
/Sf ?.-.f 1;?! _ja'

Waory /L, /2], 13/, {4/ 1 [8/ streszczalqy cala
teorje ruiety. Mamy btu tray typy szacaf.

1/ Dena krzywa ctala £ i ruckema C, , #naleid rule-

Al
te W . Zoany wige funkcje: jz//y;j’af/x}j 7= y’/é%
1"=¢’/9}. % réunail /4/ 1 8/ otrzymamy prrez wyrugowe-
nie ~ 1 & zaletnodé migday %7_,1? i £ ,.czyli réw-
nenie rézniczkowe rulety W . Pozosteje tylko to réwna.
nie seaikowad.

2/ Dans krzywa stata € i ruleta W ; znalefd krzywg"
ru:::hc?mgt L, . UZnany wige funkcje Y= (x);;/;fzt}; ;?zF/s‘)j |
q‘-;.-FJ/_ff} » pedstawiajgc te wartedei w rdwnenia /4/ i
/8/, uve wyrugowaniu x i g " d’c:c'z;mmy zwigzek migdsy

j-g, r, &, ouyli réwnanie rémicokawe kragwei C,

o f

3/ Dana ject kraywa toczges sie & i rulsta W. Cna-
leé krzﬁra statas € . Znamy w tym zodaniu Dunkcje.
reld); =yl q=FlE; 4= FE;
podstawiamy te wartedei w résmania /4/ i /8/ i, rugujge
& 1 £ , otrzymamy zwigzek migdzy -f&'/ﬁ ,_5}_5:- , awige '
réwnanie réiniczkows krzywej stake] e
Zc awignkéw 4/ i /8/ wynikejs jako wnioski zale#ne—

dci nastgpujace:
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n ktrych picrwera wyraZa réwmosé Tukdéw kraywych £ i £,
‘glade] 1 tocz--q.nej 8i¢, & druga wyrasa, 2e » Jjest rdwne
odlegkedei purktéw 4 {1 B . Te zalenodci moZna dokgczyd
do poprzedmich, jako mogace W niektérych razach prayniesé

podytek w rachunkach.

Praoyklad L. Znaleié rulete zekredélong przen
ognisko paraboli £, . toczgoej mig po prostej C .
- Réwneniem prostej £ niech bgdzie yw=0.

Réwneniem pargholi €1 f’=5£"‘ . Réwnanie /4/ dnje

T & daje tqf =y’ kad
nam: :! -—V_;-’-?’z-c;;z—éé ] afa/ aJe —92 7 s 8 &'

,,af,.?.?. ....,:__.._._ ; ezyld ?4'“*—==-'=fg dﬁ+7}7=d{’j+ﬁ’z.
V1 + 52 M1+ J

Tak wige 77-.-;?--¢JV 1+7H jest rdwnaniem réiniczkowym viuks.

nej runlety. Cskujgc, otrzymamy'
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dodajac stronami otrzymeuy:
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Tak wige szokeng rulety jest linja Yadcuchowa. Stakg

Wi

wl)
[

okreflany z no¥olienia poczgtkowegs paraboli, co daje nem
pankt poczutkowy rulsty.

n

Pruykiad 2. Znalaié kruysg €, , ktérg trae a

tocgyd po elipsie, by punkt z niz niercusrwalmnie awigs ny

zakresli¥ linj¢ proetg.

//x)...ﬁmj Flg)=0= 7;
flof=- o s Fg)=0=7".

a falf-oe*
Réwnanie /8/ daje

..“:‘:_ = - e ) TH/; a 44‘.
: e gf!‘;%-' i 6\/?" =

/
Réwnanie /4/ daje -y=7 czyli +.£]/@e =0, skad

. fx m;g"“
Puguiac & réwnad: 9. g_l’:;;—x i x=2)/f% " pmionng x ,
ot rzymamy ;:’9_-2,- 'W%?:' wkyd P gc&s/:f‘/v _,.‘_“/.

Przyk*ad 3. ZnaleZé krzywe £, » ktéra, loczac

si¢ po paraboli, zakresla jednym ze ewoich punkiéw ef parabo—‘
11,



S p=Flg-o

Réwnanie /8/ daje ?—f-: . £ , réwnanie zaé /4/ dajo
v=—)J2ax; rugujac x otrzymamy réwnanie »=tg4; skad
=t ﬁ/ﬂ-&) csyli szukang krzywa C jest spiralna. Jedli
przy3m1emy §, = F % wéwczas biegun spiralnej toc;a.coj
8ig po paraboli opisze of paraboli.

Praykta d 4. Znalesé krzywg € , pe ktérej
trzeba"tocsyé kardieidg, by jej biegun zakreélit prosts.
'_ Réwnanie kardiocidy, jeé[i pocazgtek apdkrzédnych gnajduje
Qie w biegunie, przyjmie postaé ?“-—:a‘/l-v-m.s&'} y tak wigo:

| r=;//éy-4‘z’+mé% : 7=9;

-y"/&y--ﬂ.smﬁ ” 7’==0; b = arcess T4 .

Réwnanie /8/ daje: -?;’-;= ——f,—- s réwnanie za$ /4/ daje:
—~y=r , oczyli j:-—{},{éﬂ/zﬁ?; poniewaz 7=4 , to

rugujgc 7 otrzymamy rcwnsnie rézniczkowe krzywej stakej

e
‘ _@_ —_—.l/:_e__-f“" ;
de- -V 4 _
jest to rdmnanie réZniczkowe cykloidy, utworzonej przes to~
czenie si¢ koka o'promi.aniu # po osi odeigtych.

Tak wigc szukeng krsywgs C jeat w tym przypadku cykloids.
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HOZWI4ZANLA OSOBLIRE ROMNAN ROZNIOZKOWYGH.
Niech tgdzie dane réwnanie ré2niczkowe I-go ragdm
I\ Fley.y’)=0;
catke tego réwnania przedstawia rodzing krsywych
/2;1 }ﬂ{-’i‘x,_y,fj--'ﬂ . o
Przypudémy, %e réwnanic /)/ jest stopnia drugiego wiglgdem
pochodnej j'. W takim razie dia kazdego i.-unktu pXaszczyzny

X0y mamy dwie wartosci _y’ czyli dwie siyezne; znaczy to,
 ze przez kasdy punkt pXaszozyzny

e przechodsy dwie krzyws rodziny /2/.
Analogicznie sprawa si¢ przedsta-
wia jeteli réwnanie /1/ jewt waglg-

- x dem pochodne]j j" stopnia ﬁyzgzego

rys. 73 niz drugi: liczba krazywych, prze-
chedzgeych przez dowolny punkt plaszezyzny xoy jest najwyzes
réwna stopniowi rdwnania /mo%e sig to nieraz stosowad tylke
do pewnego obszaru na paszcezyinis/, .
Jezeli krzywe rodziny /2/ sie¢ przecinaja. *t.zn. jedli.
réwnanie /1/ jest stopnia wy2szego ni% pierwszy, wiwezay mo-
g% one posiadaé obwiednig. Znajdziemy réwnanie tej obwiedn..
/3/ 17=F (%),

rugujac € = réwnad; '
b . -(f/&'l’:jj C}T-‘—ﬁ 3

Wy _,
T
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Weimy pod uwwagg punkt M obwiedni, o spéiragdnych (%, 7).
Lezy on na jakiej$ krzywej ‘}r rodziny /% 1 dletego mosns
oznaczy€ jego spblrzgdne prazes (X,yf, pruyczem

f=x, S _

I.e'cz‘punkt A jest punktem styceznosdci obwiedni z ¥rzy-
w3 )f‘ , Wisge o
L=

R zatym pomigdzy ¢ ,7,7"
jak pomigdzy ac,_y’j’:

//E, 7], ?fy‘_" ,

cayli obwiednia spetnia dane réwnanie résniczkowe /1/, cho-

zachodzi taki cam zwigzek,

¢iaz nie nalezy do rodziny /2/ t.zn. nie jest objgta pruez

catke ogbélng. Nosi ona mazwg catki oscbliwe]j.

+ URZADY ROWNAN ROZNICZKOWYCH. .

Do uk¥adu dwu réwnai je'dnaczesnych rzgdu l-go dojdd o

2emy przy réiniczkowaniu i rugowsniu stetych dowolnych £
i €, 32 réwnaii:. | '
Llxyz CL,]=0;

1/ C"‘f/’j‘ ’ ’2); )
{ 7 )‘,;(‘Iiﬂ«'z’:g;;“fe)"“e J
stenowiy one ukded 'téry mote byé rozwigmany wzgledem 4
i2 , tak, i3 j=?§";t;£?h%);,z=‘gfﬁé;g}w rzeczy samej, rdéinici-
kujac wzglgdem 2 , mamy: '



