
AnaLogicznie do całek niewłaściwych jednokrotnych

określamy całki niewłaściwe wielokrotne, w ssiozegdlnośoi

dwukrotne. I tutaj mariy dwa typy całek niewłaściwych.: gdy

obssar całkowania staje ei§ nieskończonym, mamy o ą ł -

k j n i e w ł a ś c i w e , I-go r o d z a j u ; gdy

funkcja podcałkowa przybiera wartość nieskoiieaon|,s maurf

c a ł k ę n i e w ł a ś c i w y I I-go r o d s a j u .

Należy w tyn: miejeom określ ie, oo będziemy nasywaii

nieskoiicaonym' obszarera. całkowania. Otóś j eże l i dany obsaar

całkowania nie daje się zamkn^d wewnę-trz okręgu koła o pro-

mieniu dowolnie wielkim, tomórrimy, że obssar ten j e s t

nieskończony lub niewłaściwy, Oznaczmy przez, £„ cię^g kray-

wych zamkniętych, otaczających punkt poos^tkowy, taki

/ciąg/j że dla t?>?70 ^r^zyptkit krzywe c, znajduje si§

wewnę-trz koła o dowolnie wiclkin promieniu i krzywa Cn

jest wewnątrz krzywej Cn+i ; np. cł; mogą to być koła.

których promienie rosn§ uieograniosenie wraz ze wskaźnikiem

vi . Będaieiąy mieli następując© o k r e ś l e n i © '

K . a s a d n i c a e c a ł k i n i e w ł a ś c i w e j

I-go r o d s a j i :

Całka je s t rozoiagnicta na obszar punktów wewnętrznych

krsywej cn . Przytyci granica .powinna i s t n i e ć i mieć tę

same. wartośd niezależnie od tego, jakiemi sa krzyw© cia-
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gu cv , byle tylko spełniony "bjł warunek, o którym wspom-

nieliśmy poprzednio. J e ś l i jest Ifcjfj'•> O dla każdego

punktu p&ssosysay, to istnienia granicy dla jakiegoitoU,

wiek ciąga kr żywy oh c„ poaiaga za sobę, is tnienie t«jże ,

granicy dla każdego innego ciągu krzywych £„ . Wystarczy

• ięe wtedy sprawdsi4 i s t a i śnie granicy i obliczyć Ja np.

dla kół wspodśrodkowych o promieniach, rosnących do n ie-

skończoności.

P r s y k Z a d . Prsypmśday, że aamy obliczyd cał"kę

i

gdsi® obs-sar u osnacsa cała płaesczyanę. Zataczamy więc

ko<to Ą, o projsisoum n i obiioaamy caikę:

tym celu wprowadaaiąy współrsędne biegunorre:

fóf = • Z JT
k satym

Hiech tera?, krsywa „̂ będzie kwadratem o bokm

ej ~n e* e* c/xdy / f

Obie całki otrsymanego iloczynu są sobie równe. Jeżel i

c oznacaynrf katia s nich przea J , to wówcaae

zaś w granicy



Ponieważ oznacsyliśmy przez 19 całkę Ie~xc/oc , więc

I ~~ / &
Xn J ̂

Stąd otrzymamy, gdy y

Gałka powyższa ma dmźs zaftosowanie w teor j i prawdo-

podobieństwa.

Przejdziemy teraa do o k r e ś l e n i a c a ł -

k i n i e w ł a ś c i w e j 11-go r o d a a j u .

Jak jiii wyżej powiedzieliśmy, oałka Jj Jfajjjąbdy j e s t

niewłaściwą Il-go rodzaju, j e ż e l i w skończonym

funkcja podcałkowa $fcji>)) prayjmaje wartości n

Aby j a oblicay4. postępujemy w sposób następujący, fmakty

obszaru 2> , dla których f i rnkcja^/^y staje s ię nieskoń-

czona, otaczamy krzywemi C^ takimi, że Cv^ isnajduje s i§

wewnatra cv % a Ą, wewnątrz koła o promieniu -^ i pow-

stałe obszary wykluczamy. Rozpatrujemy. wi§c samiaet p i e r -

wotnego obszaru 3) nowy obszar 3)v , różniący s ię tym od

niego, że punkty nieciągłości zostały usunięte, jakgdyby

wykrojone. „_.» '

Jeże l i przypuścimy teraz, że promienie' -^- dążą do ae-

ra , to w granicy, o i l e ona i s t n i e j e i j e s t niezależna

«d kształtu kriywych c„ otrzymansy nasza całkę niewłaści-

wa II^-go rodzaju:



J e ś l i granica nie istnieje albo zależy od kształtu krzy-

wych c„ , to mówimy, że" całka jest rozbieżna. J e ś l i w oto-

cseciu punktów nieciągłości funkcja zachowaj© smak s tały,

to \yptarcaa prayjać pod uwagę jeden tylko ciąg krzywych 4, •

np,. krzywy cM wtedy może być właśnie koło o promieniu ~ .

B Ó !? N A X I L B Ó Ż N I O Z K O t f E .

Równaniem róMióakosrya nazywa się- związek, zachodzący

pomiędzy funkcja, jej pochodnenii i zmiennemi nieaależnemi.

J e ż e l i do równsriiE^wcliwisi tylko jedna zmienna nienależ-

na , mamy t , aw, r ó w n a n i e r ó ż n i c z k o w e

a w y c £ a j n e ; jeżel i zmiennych niezależnych jest wię-

cej , a do nich są odniesione pochodne cząstkowe, marfy t.zw.

r ó w n a n i e r ó ż n i c z k o w e c z ą s t k o w e .

R z ę d e m równania różniczkowego nazywa się najwyż-

szy z rzędów pochodnych, które w danym równaniu występują.

S t o p i e ń równania różniczkowego określa się jak

stopień równania algebraicznego, t . j . jako najwyższy ze

stopni /wymiarów/ wyrazów tego równania. Równanie stopnia

pierwszego nazywamy zwykle równaniem l i n j o w y m .

Na mocy powyższych określeń równanie w poslaoi ogólnej:

j e s t równaniem różniczkowym zwyczajnym 77-tego rzf&u.

Rozwiązać równanie różniczkowe znacay to zna Leźć taka

fmpccj §, swana c a ł k ą r ó w n a n i a r ó ż -



n i c z k o w e g o , która pc podstawieniu do danego
równania zamieniłaby je na tożsamość. Stad rozwiązanie
równania różniczkowego nosi również nazwę c a 1' k o -
w a n i a .

Najprostsze równanie'' rd|nioskowe zawiera tylko zmienną,

niezależne, ot i pierwsjzigj. pochodne, funkcji tej sraiennej u' ;

ma więc kształt: y'-/jfe) \ Iafewię,STij6 si§ ono przes zwyk-

łe całkowanie- y = flfejchc-t-t \ Dlatego właśnie rozwiąza-

nie każdego równania rdWnioskowego zostało przea uogólnię-

nie nazwane całkowaniem, k f\in."kcj a/czyniąca zadość" terata

równaniu całk^ /podobnie jak praea uogólnienie licsb§ t

spełniająca równanie algiebraicane, na2/Wano pierwiastkiem

równania/.

RÓJINANIE •RÓŻNICZKOWE ZWYO2AJT® I - g o "RZSDU.
i ii.ii.M.imiiiii •• I»II«IIM.HII ••wn-rvrA-n«w

Zastanówmy si§ nad .interpretacją gieometrycznę. tego ro

równania różniczkowego^
Kiech będzie dane równanie różniczkowe

Czyni mu zadpśd jakaś nieznana dotychczas funkcja,.
której odpowiada pewna krzywa. Dane równanie /l/ podaje
zależność pomiędzy odciętą, rzędna oraz współczynnikiem
kierunkowym stycznej w każdym punkcie tej krzywej. Rozwią
zując równanie / i/ względem pochodnej ył otrzymamy
u' == i{(Xjij) , praea co styczna będzie w zupełności w kaa-
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dym punkcie [XM) określona. Jeżeli rdiraasiie dan© Jost l i -

niowe, jak wyżej, etyczna jest określona jednoznacznie.

Niech jakiemuś punktowi Jf odpowiada etyczna Jf .

Obierzmy na tej stycaaej punkt Jfi i poprow&dśiny w nim

i odpowiednią styczna* Z obray pw
/ negb na tej stycznej punktu

?t
4 poprowadźmy znowm stycs-

fcą., jaa której oliiersesij
^3 i t . d . Otrzymangr

w ten -gsposól) linj§ łamane.
:" ry». 59. J^ ĄĄ Gdy odo in-

ki Jjlź 7 ^ ^ y "^-^i ^C** maLed, otrzymywać będaieay

coraz to no?ire iinje iamane. 1 granicy» gdy te odcinki b§~

dą. nieskończenie małe, otrzymamy pewnę, krzywy, ktdra bę-

dzie odpowiadała roswię-safii^. rćwnsaia / i / .

Punkt ^ sostał obrany przez aas najzupełniej dowolnie.

Przez jakiś punkt P przejdzie inna krzywa,;, wogóle praes

każdy punkt na płaszczyźnie przechodzi pewna krzywa.

Ponieważ każda krsgrwa odpowiada roawi^saaim równania

różniczkowe go / i / /stę.d nosi na»w§. krzywej eelkowej/,

Wi§o to równanie "będzie posiadało nieskończenie wieLe

rozwiązań. To samo areszta mie iiśmy przy całkach zwykłych*

Jeżel i mamy dane równanie rdżaioskowe: u'**Jfce/"; 'to

styczne wszystkich punktów, LeŹaoyuh na tej samej rzflnej,

e§. do sisbie rdwmoLegłe, ^dyimają ten sam współczynnik

kierankowy /odcięta z jest dla tych punktów stała/.



Eo2«wię.izsniem tego równania będę. krzywe, wyrażone przes

równanie j / ' -Jffajch + 0 f gdzie C jest stałe, dowolny,

którą można zawsae dobrać tak, ażeby krsywa przeszła

prśea dany pmnkt J/xouj* Wszystkie krzywe isoźeaj otray-.

mad, przesuwając jedną, z nich równolegle względem osi u ,

A Katym roswię-ząniem równania y'~J(x) jest rosi sina krzywych

J e ś l i mamy jakieś równanie, zawierające parametr

ami ©nny C

to wyra&a ©ao} Jak. nam wiadomo, rodzinę kraywych. B^żnics-

kmję-o to równanie względem zmiennej niezależnej x>. , o t rs j-

mamy nowe rdwaanie:

Z'równania / l / i /S/ nożna wyrugowad parametr O *

Otrsymane równanie

f
j i a t r<$WBanie)s rddnicakowym danej rodziny krzywych; wyra-

ża ono saleźnośd poraiędsy odciętą. X » raędmi y oraz

współczynnikiem kierunkowym £/; w dowolnym punkcie.

P n y k ł a d L. Znaleśd równanie rćśnicakowe
rodainy kół, przecihodaaoyoh przes dwa punkty s t a ł e na

osi <x , których środki Lezą ma osi y .

Nieoh daneiai punktami stałem! bfdi^ punkty J i J$ » ma-

ję.ce odcięte -0 i .+ff » Parametrem ZBiisnnjra C j e s t tu-

taj rzędna środka koła O& * Równaniem dowolnego koła
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te j rodziny j e s t :
ji x -+7J-C/ - er + a ,

lub po przekształceniu!
xz -+-J2 - Z OJ - a = O 'f

je w ostatniej

rys.60. postaei.względwa # » otrzymany
wprost szukane równanie różniczkowe;

a U)o t e a

r z y k ł. a d 3 . Dany • j.e a t sb i <3 r pro B ty ch,

przez punkt Ji/ajśJ •• Znaleźć równanie różniczko-

we tej rodziny.
J

Równaniem każdej prostej.

przechodzącej' przez punkt Jf

jest /'

•X Bożnica kuj §.o j e ,

rys.61.
co wyraża, że współczynnik kierunkowy stycznej jest dla
każdej prostej staĄr. Stąd równaniem różniozkowya rodziny
jest :

•P r z y k ł ^ . d ... .3 '• Znale2*4 równanie różniczkowe
wszystkich prostych; na płaszczyźnie.
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Równaniem dowolnej prostej jest: j =*ax+Ś

rodziny "bidzie

71/ j
gdzie ^ i ^ są to dwa parametry zmienne. Dla pozbycia
się ich należ/ równanie /l/ dwa rasy zróżniczkować wzglę
dem JC ;

R(Swnanio 7«V J e s * szukanym równaniem różniczkowyn.
Wyraża ono, że krzywizna, t . j . .odwrotność.promienia kray
wiany, jest w każdym punkcie zerem.

Łatwo udowodnić odwrotnie: jeżeli jakaś funkcja czyni
sadośd równaniu ,/S/, to wyraża proste, /l/» czyli jest
funkcję, linjowę.. Istotnie, (yy=r̂ 7 , wifc j/U ct , a ssa-

_F r g j k ł a d 4 . 2naleźd równanie różniczkowe

wszystkich kół na płaszczyźnie.

ftajogólniejszym równaniem koła na płaszczyźnie jest

xz+j£ + ax-t Śj/ -¥ c ==.0 ;

równaniem rodainy wszystkich kół bidzie:
/l/ XZ+J/Z+CiX-i-Czif+C3^0,

Posiada ono trzy parametry, trzeba je różniczkować'

trzy razy; otrzymamy więc równanie różniczkowe rzędu

trzeciego. Bóżnicakujemy;
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&&£-+y. o,
Haefcępnle

skąd

Jest to szukane równanie różniczkowe rodsiny wszystkich

na płaszczyźnie.

Gdy mamy dane jakieś r<5vnanie różniczkowe, to odraau

nasuwa eię pytanie, oay istnieje całka tego równania,

& o i le istnieje, to esy tylko jedna, czy też więcej.

Na pierwsae pytanie należy dać odpowiedź twierdzące,. Co

si§ tyoay Liesby całek, to jest ioh nieskońcaenie wiele.

Można jednak postawid pewna warunki dodatkowe,

określałyby cal'k§ jednoznacznie. Pod ŝgLędem

nym warunkami takimi laogęt, być punkty, przez które powinna

odpowiednia kraywa całkowa przechodź id; pod względem ana-

Lityoanym będ§k to równości, przedstawiające wartośó oałki

dLa peijmych wartości szczególnych, JeżsLi np. wszystkie

oałki danego równania rdźnicskowego hędą. wyrażone przea

wsór: j / -=s i/faCj, to warunkiem, określającym całkę jedno-

gnaesnie będzie; u0 —if'(xo,C/. Jeżeli wzór, wyrażający

całkę, zawiera n parametrów, co b§daie miało miejnce,

jeżeli dane równanie różnieskowe jest rzędu n , to należy

raied w warunków, aby całka była jsdno-znaosjnio określona.

Dowód tego, garówao jak dowdd twierdzenia o istnieniu
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całki równania różniczkowego, podany po raz pierwszy przez

CauchyJego> przytoczymy w innym miejscu, a na razie przej-

dziemy do całkowania równań" różniczkowych poszczególnych ty-

pów; będzie to oczywiście dowodziło i s tn ien ia całek dla

tych typów'równań.

Całka równania różniczkowego n-tego rzędu zawiera, jak

mówiliśmy, n parametrów; nazywa się ona c a ł k ę .
i

o g ó I n ę . danego równania. Nadaję.0 parametrom poszcze-

gólne wartości.liczkowe, będziemy otrzymywali t.zw. c a ł

k i s z c z e g ó l n e .

Np* całka ogólna równania różniczkowego: j"**O j e s t

y-*Ąjc + 6^ /proste na płaszcayźnie/; jedne.- z całek

szczególnych jes t y-/£& +3.

Wyrażenie całki równania różniczkowego przez funkcje tna-

ne nie'zawsze jes t możliwe i nie może byó mowy o metodzie

ogólnej rozwiązania równań w tym znaczeniu. Możemy ro«r i*-

zywad, t . j . całkować równania tylko w przypadkach szosagól-

nych.. . • •.

Jak wiemy d l a równania j/''*» Jjfo) całka j e s t j ~ Wxj

Dla równania </'~fy mamy- ^k = X , więc X~/ŚL +Ć.

Sdy mamy dane równenie w p o s t a c i :

mówimy, że zmienne sa w nim o d d z i e l o n e .

I CAłKOWY. I I . Arkusz 9- ty .
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tego równania jest

Do tegoż typu sprowadzają się równania o postaci:

gdzie Xj»j oraz X(x) są funkcjami zmiennej x , zaś
Yty) oraz ]f̂ / funkcji J . Dzielimy wszystkie wyrazy

przez iloczyn I/jfJ'Xx/xJ :

Yfj)
Stę,d całką danego równania jest:

Należy zauważyć, te przy dzieleniu przez iloczyn

Iife) stració można pewne rozwiązania szczególne.

Niech np. pierwiastkiem równania XŁ('&)s3C będzie

X~Q . Mamy wówczas G/X~0} Xi(a] ~O ; więc ci jest

rozwiązaniem równania / l/ . Nie jest to jednak rozwiąza-

nie równania /2/. "Rozwiązawszy więc sposobem powyższynj

równanie różniczkowe ,/l/, trzeba do jego rozwiązaa do-

łączy 6 pierwiastki równań XJx\~0 ©raz Y/yJ**O-

U w a g a . Jak wiemy, całka y ** f/

przedstawia w interpretacji gieometr}rcanej pole, zawar-
ta pomiędzy osią X » krzywą, będącą wykresem funkcji

f/osj , i dwiema r^^nemi, odpowiadającemi odciętym ci
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: i . Obliczanie takiego pola nazywa się kwadraturę,,

"Dlatego mówimy wogóle, że rozwiązujemy równanie różniczko-

we przea k r ? d r a t n r § ,,, o i le dc rozwiązania

używamy całki / . Tej kwadratury możemy użyć do snalezie

ni a, nieznanej funkcji y zawsse.. gdy potrafimy najpierw

ffiaierai© oddzielić,

P r z y k ł a d « Dane jept równanie

Ubywaj,c.o znakowania ruśniozkowego,.. napiszemy:

^:yd6: = (x~aJM-Sj c/y

Odda Islamy zmienne, daietfo dwie strony równania pr^es

Stąd

Ponieważ zaś „ •. .'

stad

A zatyni
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Otrzymana funkcja j e s t szukaną całka danego równania

różniczkowego.

RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE JSDNORODIB.
Jednorodnem nazywa .się równanie, w którem y i X

wchódsę. t y l k o za pośrednictwem stosunku -~r , c z y l i równa

nie keztaitu

; Na to p.p., aby równanie Pl^jyjóf&^CfcuJo/y czyli

juf''=* --^^ML t gdzie P/x,jfJ i ^f^ijf) są wielomianami,

by-1'o jednorodne, funkcje Pfe.Jf) i $/x,J/) musza być

odpGv'-1ednio równe: PfajjJ ~ •&"' f/gj j Cfaj/ = ^"Yl*)*

W interpretacji gieometiycznej warunek jednorodności

równania różniczkowego wyraża się w ten sposób, ie styczne

do krzywych /przedstawiających rozwiązanie danego równa-

nia/ w punktach, leżących na tym samym promieniu w;odzę.cym,

sa do siebie równoległe, fynite to stąd, że stosunek M- = tao

jest dla wszystkich punk-

tów na jednym promieniu

Wodsący* st«^yt a spół-

.czynnik kierunkowy jest

funkcję, tegt> tylko »to-

rudacju krsywo nasywajc.

t y s t €ić2»

!/•


