CAEKI WIELOEROTNE  NIEWZASCIWE,

TLEN

dnalogicznie do cadei niewtadciwych jednokrotnych
okraglomy cakki niewladaiwe wielokrotns, w suczegdlnoded
dwukrotzne, I tuta] meamy dwa typy caXsk niewkaéciwych: gdy
ohezer catkowania steje sig nieskodczonym, many ¢ & ¥ -
kg niewkradciweg I-go rodzaijn ; giy
funkeja podcatkowa vrrzybiera wartoddé nieckoilczong, mamy
cadkg niewdasdociwg Ilgo rodzalju.

Nalezy w tym miejecu okredlid, co bedziemy nasywali
niaskoﬁczonymfobszarém.calkowania. Oté% jeisli dany obezar
catkowaria nie daje si¢ zemknad wewngtrz okrggu koXa o pro-
mieniu dowolnie wielkim, to mdwimy, Ze ohzzar ten jeant
nieskoiczony lub niewdasciwy. Qznacazuy przez O, cigg kray-
wych zamknigtych, otaczajgcych puslkt poczatkowy, taki
/oiag/, se dla n>n, wezystzic Lyzywe ¢, znajlajg sig
wewngtrz koa o dowolnie wielkim promieniu i krzywa ¢,
jest wewnatrz krzywej ¢, ; np. ¢, moga to byd koia,
ktérych promienie rosng nicograniczenie wraz ze wekainikiem
7 . Bgdziemy mieli nastgpujgce okred len i e |
zagadnicze catki mniewztadociwe ]

I-go rodszaju :

J[Hs) 4=y = o Ay ey

Ca¥ka jest rozciggnigta na obszar punktdw wewngtraznycn
krzywej ¢, . Przytym granice powinna istnieé i miec tg

' sama wartoéd niezaleznie od tego, jakiemi sz krazywe cig-



~ 120 -

gu ¢, , byls tylko gpekniony by¥ warunek. o kiérym wepom-
rielidny poprzednio. Jeéli jest /4gﬁyj>0 dla kazdego
punktu piaszezysany, to ietnienie grenicy dla jekiegokol-
wisk ciagu krzywich ¢, pociaga za sobz istnienie tejze
»ranicy dla kazdsgo innege ciggu krazywych ¢, . Wystarcsy
vige wiedy sprewdzidé istnienie granicy i obliczyé 5@ np.
dla k6x wepbiércdkowych o promieniach, rosngcych do nie-
akodczonosgei,

Przyk¥ad. Preypusémy, Ze memy obliczyé cadke

Y Jéyrﬁ&fyéﬁxﬁﬂb

gdzie obezar £ oznacza cal@ praemzczysng. Zataczamy wige

koo ¢, © prom1anzu 7 i oblicsamy catkg:

J Jé?ﬂﬂﬁﬂy?aér

W tym celu Wprowadzamy wapélrzsdne biegunowe:

J .Aéé 7&1;449 h//éi//éﬁﬁra4"-— ;9J7(%r-*——‘€ /}

A zatym
' °7"d;ﬁ.7 I7.

Fi - an

Nledh teraa kr?ywa c, bgdzie kwadratem o beku 27 ,

Obie cadki otrzymanego iloczynu qa sobis réwne. Jezeli

wigc oznaczymy kazde % nich przez l; , to wiwcsas

J};:T:J‘ j-u::vI;
bnk, ~Vl] ~Nlmd =7 - 7,

zas W granicy
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| : ]
Poniewaz osnsczylidmy przez I ca&'}'g/e“”?/x , wiec

I/ /x+e oz = :8/"‘4;{;

Stad otrzymamy, gdy #-»oo:

: ) sl ; ‘% ;
Cadka powyzeza ma duZe zastosowenie w teorji prawdo-

podobiedstwa,

P

Przej’_dziemg teragdo okresd lenia o a
ki niewtrasdciwe])j Il-go rodzal]jnu.
Jak jui wyzej powiedzieliémy, cakka /{//xd}.zéf»j jout
niewXasciwg II-go rodzaju, jezeli w skoficzonym obszarze 0
funkcja podcatkowa //n‘/u/ prayjmaje wartogci nisskodiczons.
Aby jo oblicsyd, postgpujemy w spoedb nastgpujaecy. ?unkty
‘obszaru D , dla ktérych :f'unkcja/,ﬂ/x/ ataje sig niegkot-
czong, otaczamy krzywemi (, takimi, %e ¢, znajduje sig
wewngtrz 0,,. , & ¢, wewnatrz kota o promieniw % i pow-
state obszary wykluczemy. Rozpatrujemy wige zamiast pier-
wotnego obszarw 2 mnowy obszar 2, , réiniscy sig tym od
niego, %e punkty nieciggkofei zostady usmnigte, jakgdyby

wykrojone. ey
Jeteli proypuécimy teras, ze promienie —é— daza do ze-

ra, to w granicy, o ile ona. istnieje 1 jest niezaleZna
od ksztaktu krsywych ¢, otrzymamy naszg catkg niewkragci-
wg II-go rodzaju:

[ Ay deds= fon ] sy



Jefli granicza nie istnieje albo zaleZy od keztattu krzy-
wych ¢, , to méwiny, Ze cakka jegt rozbieina. Jesli w oto-
czeniu punktdéw nieciggkosci funkcja zachownje znak staly,

te vystercza prayjeé pod uvage jeden tylko cigg kvaywych ¢, ;

»
e

. krazywg ¢, wtedy moZe byé wXasnie koko o promieniu %— .

O
-

ROWNAY L B(’JQNIGZ}:OWE@

Réwnaniem réinidzkowym nazyw: eip zwigzek, zachodzacy
ponnigdzy funkcjs, je) pochodnemi i zmienneml niezaleZnemi.

Jezeli do rdwnanie wechodzi tylko jedna zmienna niezalef-
na, mamy t.zw. rédwnenie réznicaskowe
zwyctajne; jezeli zmiennych niezaleZnych jest wig-
cej, a do nich sa odnieeicne pochodne czgastkowe, memy t.zw.
réwnanie rédzniczkowe czgatkowe,

Rz ¢ d em réwnania réiniczkewego nazyva eig najwys-
azy z rzgddw pochodnych, ktére w danym réwnaniuw wystgpuja.

Stopied réwnsnia rézniczkowego okredla sié jak
stopiend réwnania algebraiczrego, t.j. jako najwyzezy 20
stopni /wymieréw/ wyrazéw tego réwnania. Réwnanie stopnia
pierwszego nazywamy zwykle rdéwnaniem lin jowym.

Na mocy powyZszych okresled réwnanie w poetasi ogdlnej:

F/'T:}z]’iﬂf PR . jm_fﬂ_—_ﬁ

jest réwnaniem réin.czkowym zwyczajnym 77 -tego rz:idu.

Rozwigzaé réwnenie rézniczkows znaczy to znaledé take

1

ifugkcj%, zwang c¢catka rdédwnania rés-



niczkowego, kiéra pc podetawieniu do danego
réwvnania zamienikaby je na tozsamoéé. Sted rozwigzanie
réwnania réZnicskowego nosi réwniez nazwy ¢ a ¥ k o -
wWania.

Najprostsze réwnani{ ;5"la‘niczk0'=:ee zawiera tyiko zmienng
niezaleina X i pierwézg p&qhodna funkeii tej zmienne] Jy’
ma wigo ksutadt: y ))/;i/ Bozmrmuge z1i¢ ono przez wwyk-
Ye catkowenie: Y ////x/cy.’z('+£ Dlatego wkadnie rozwiaza-
nie kazdego réwnania rézn;c':.kowegc. zostato przez uogbélaie-
nie nazwane catkoveniem, %s\ furmcga czyn_.g zedodé tenwm
réwpaniv catka /podobnie Jak praes uogbluienie licazbg,
gnelniajgcg réwnanie algiebraiczne, nazweno pisrwizsikiem

" réwnania/.

ROUNANIE ROZNICZKOWE ZWYCZAINE I-go RZEDU.

Zastandwmy sig nad ipterpretacjs gieomelryczng tego ro-
dzaju réwnenia rézniczkowego.

Niech bgdzie dane réwmanie rdézniczkowe

Y Flzy, ) =0.

Czyni mu zadoéé jaka nieznana dotychczas funkcja,
ktdrej_odpowiada pewna krzyws. Dane réwnanie /1/ podaje
zaleznoéé pomigdzy odcigty, rzgdng oraz wspéXezynnikiem
kierunkowym stycznej w kazdym punkcie tej krzywej. Rozwig-
zujac réwnanie /1/ waglsdem pochodnej y’ ot{r zymamy
y'= V/.@j , preez co styczna bedzie w zupelnodci w kai-
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dym punkcie {"f{ﬂ) ckredlona. Jesell réwnanie dane jest Li-
njowe, jak wyzej, styczna jest okredlema jednoznaczuis.
Niech jakiemu§ punktowi ./ odpowiade styczma A7 .

Ohierzmy na tej stycaznej punkt jf‘-,\ i poprowadimy w nim

Y 7 e odpojﬁiednigm atycana. Z obra-
Ho A, “." n.eg’o. na ts_j gty cznej punktu
AR M, poprowadfmy znoww stycs-
M _ \ i {1:';;., na kitérej obierzemy
) | i‘-\h__m /éjunkt A, i t.d.  Otrzymamy
’ _ e w ten sposbéb linjg Zamang
" rye. 59, MM, A eesenees . Gdy odcin-
ki A , /g/;;}/g/g’, -------- beda maled, ofrzymywad bedziemy

coraz to nowe linje Yamene. W granicy. gdy tec odeinki bg-
da nieskoficzenie maXe, otrzymamy pewns kraywa, ktéra be-
dsie odpowiadata rogwigzaniw rdwnania /1/.

Punkt ./ zosteX obrany przez nas najzupeiniej dowolnie.
Przez jakié punkt P prazejdzie inna krzywa, wogéle przes
ka%dy punkt na paszczyinie przechodzi pewna h‘zywa.

Poniswa? kaida krgywa odz;oﬁiafda rozwigzaniu réwnenia
rds&;liczkowegc [1/ [stad nosi naswe krzywej cetkowej/,
‘wigoc to réwnanie bgdzie poesiadato nieskoliczenis wiele
rozwigsad. To samo areszty mielidmy pray catkach awykdych.

Jezeli memy deme réwnanie réiniczkowe: y’m//x/", to
styczne wszystkich punktéw, ledacych na tej ssmej rzgdmej,
g9 do sisbie rémmolegle, gdyzmajg ten sam wopbiczynnik
kierunkowy /odcigta 2z jest dla tych punkiéw staka/.



Rozwigzaniem tego réwnania beda krzywe, wyraons przez
réwnanie y = ///7/376& + C , gdzie C jest steks dowolns,
ktéry moZna zawsze dobraé tak, azeby krzywa przesaia
priez dany punkt ,/7/:5,,&). Weaystkie krazywe mozemy otrazy-
maé, przesuwajac jedny z nich réwnolegle wzgledem osi PE
A zatym rozwigzaniem véwnenia j’-,-/,’./x) jest rodzina kraywych
réwnolegdych.
Jeéli mamy jaki.eé révneanie, zawierajace parsmetr

zmienny £

I Ay, 9 =0,
to wyraga ono, jak nem wiadomo, vodzing kraywych. Réznics-
knjac to réwnen ie wzgledem zmienne] niezaleZnej ax., otray-
mamy nowe réwnenie:

2] ¥lzy,4,¢)=0.

% véwnania /1/ i /2/ moina wyrugowaé parsmetr C

Otrzymene réwnanie .

/3/ Flz,y, 4)=0
jest réwnaniem rézniczkowym danej rodziny kraywych; wyra-
2a ono zaleznosd pomigdzy odeigtas x , rzgdnaj oraz
wspdkcaynpikiem kierunkowym j'; w dowolnym punkcie.

Presykiad 1. Znaledd réwnanie rdéiniczkowe

rodsiny kéX, przeahodne.c"yeh przez dwa punkty state na
osi X ktérych Srodki leds ma osi y .

Niech denemi punktami stakemi bgda punkty A 1B, me-
jace odcigte ~« i +& . Parametrem miénnym ¢l jest tu-

taj rzedna érodks kora 04 ., Réwnaniem dowelnego koia
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te} rodziny jeet: 5

x? -f-/j—-c/ = c*+a*,
lub po przeksztlafceniu:

xa+je_ Bff —a"’;.—a;

2 2
2 - a
Réipicikujac je w ostatnie]

postact wagledem x , otraymamy

Ty e.60.

wproat szukane réwmenie rdiniczkowe:
Aay — [x*~ a“}j" '*‘j!"“?
.yz T =
2 1, IR
By < [E= gty =2
Yrayk¥ad 2. Dupyjest zbidr prowtych, prze-

chodzacych przez punkt Jﬁﬁgéy . Znelefé réwnanie réiniczio-

we tel rodziny.

albo %ted

. Réwmenien kazdej prostej.
A przechodzgce] praesz punkt A
jost A
_y—L 4= C/x-;j.
> - Rézniczku;?c je, znajdzismy:
rys.61l. | Y=C;

co wyraZa, %e wspblezynnik kierunkowy stycznej jest dla
ka2dej proste]j stady. Stgd réwneniem rézniczkowym rodziny
jest: :
Frt=gile—g,

Prayk ¥ad. 3. Znaledd réwnanie réZniczkowe

wezystkich prostych na plaszezyénie.
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Réwnaniem dowolnej yprostej jest: _y:-(m:-f—éf. Réwnenivm
rodziny bedzie wisc

| av Y=gz +¢,,
gdzie ¢, 1 ¢ sa to dwa parametry zmienne. Dla pozbycis
eig ich nalezy réwnanie /1/ dwa razmy zrésniczkowad wagle-

dem x :
i

/2/ M=y}
3/ Y"=0.

Réwnenic./5/ jest szukemym réwneniem rézriczkowym.
Fyraza ono, Ze krzywizuna, t.j. odwrotnosé promisnie kray-
vizny, jest w kaZiym punkcie zerem.

Yatwo udowodnié odwrotnie: jezeli jakad funkeja coyni
zedoéé réwneniu /3/, to wyraza prosta /l/, czyli jest
funkcia linjowa. Istotnie,(yﬂ':d , wiec /L/é: ¢ , & za-
W y=cx +c .

Przyk¥ad 4. Insleié réwnanie réZniczkowe

wezyetkich kéX na plaszezyinie.
Najogbélniejezym réwnaniem koXa na paszczyZnie jest
.:rz+j"’+ 2z + by +c=0;
réwneniem rodziny wezystkich kéX bydzie:
[/ xz-i:_yz+ X +Cof + €= 0.

Pogiada ono trzy parametry, trzeba je réZniczkowaé
trzy razy; otrzymamy wigc réwnanie réiniczkowe rzg¢du
trzeciego. Rézniczkujemy:

/2] Rax+ ;3jj/+cz-f- ¢, y'=0;
/3 2+ Ejj”-*'z_y’&-f-czj”za;



18, G g+ G=a0
Nastgpnie _— o G e

Jo) 244 —-y{iw L symv,
gkad |
| Faf 3y = lry)y

Jest to szukane réwnanie réZnicakowe rodziny wezystkich
ké¥ na pieszczyinie. _ ‘

Gdy memy dene jakief rdwnanie rdé4niczkowe, to odrazu
nasuwa sig pytenie, cuy istnieje celka tego réwnanie,
a 0 ile istnisje, to czy tylko jedna, czy tez wigcej.
Na pierwsze pytenie naleiy dad odpowied4 twierdzaca. Co

inet ich nisskoriczenie wiels.

o

gig tyczy liczby cakek, to
HoZna jednak pogtawié pewne werunki dodatkowe, ktére
okreélakyby calke jednoznzcuiie. Pod wrgledem gieomﬁtryci-
nym warunkami takimi mogs byé punkty, pruzez ktére ﬁowinna
odpewiednia krzywa cadkowa przechodzié; pod wzglgdem ana-
litycanym bgds to rdwaodei, przedstawiajace wartosé cadki
dla pewnych wartosci szczegéluych. Jezeli np. wezystkie
ca¥ki danege réwnania rézniczkowego beda wyralone praesz
wzlr: F9'==775347. to warunkiem, ckreslajscym caetk¢ jedno-
Znacznie bedzie: _% = ?ﬁ/z;,éj. Je:»‘se_lli wzdr, wyrazajacy
caXkg, zewiera # peremetréw, co bgizis misdo miejsace,
jezeli dane réwnanie rdéiniczkowe jest ragdu # , to nalesdy
mied¢ # warunkéw, sby caXka byXa jednoznacznie okredlona.

Dowiéd tego, zarbmno jek dowdéd twicrdzenia o istnieniu
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catki réwnenia réiniczkowego, podany po raz pierwszy przez
Ceuchy ’ego, przytoczymy. w innym miej scu,- a na razie przej-
dziemy do cadkowania rdéwnard ré#niczkowych poszczegéinych ty-
pdwr; qugie to oczywiscie dowodzido istnienie cakek dla

tych typéw réwnax. |

Caxka réwnania fm%nimzkoweéu n;tego rzedu zawiera, jak
méwilidmy, n parametréw; nazywa .s’ié ona caZtka
og6élna danepo réwnania. Nadajac para.metroh"poszczo—
gélne wartodci liczlowe ,‘ b;';dziemy otrzymywali t.zw. c¢ca ¥ .
X i szczegdllln‘e.' |

Np. catka ogélng réwnenia -rdtnicnkowegm _9"=0 jest
Y=0x + (.‘; /proste na plaszczy_z’nie/ﬁ hjedna-. z calek
szczegdlnych jest v= .2z +J.

Wyrasenie ca¥ki réwnania réZniczkowego przez funmkcje zna-
ne nie zawsze jest mozliwe i nie moze byé mowy o metodzie
ogé lnej romiazﬁnia réwnan w tym znaczeniu. MoZemy roswig-
zywaé, L.j. catkowad révmaﬁia tylko w przy‘padka(_:h"'azcsiigél-
:nych._ _ |

Jak wiemy dla réwnania -/(r} catks jest _y }&g/a/x-&d'

Dla réWnamaj-}//j} mamy d’-'f' @ , Wige x~/71+6

Gdy mamy dane réwnanie w post aci:

'adwimy, Ze zmienne 8§ W nim oddzielomne. Catka

. pp———— - —

CHUNEK ROZNICZKOWY I CAZKOWY. II. Arkuez 9-ty,
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tego réwnania jest
/P/x/ ol = [{4) dy +C -
Do tegoz typu eprowadzajg si¢ réwnania o postaci:
IV Xfa) Yigde + X, [x)-Lily) dy =0,
gdzie X (#)oraz A(x) cg funkcjami zmiennej x , za$
Y[j) oraz ij’/’ funkcji y . Dzielimy wezystkie wyrazy
przez iloczyn .Y{jj)f;/x/ -
/2/ L= dx + VAT c_/y =(,
. Y (4
Stad cakXka danego réwnania jest:
[
flif /‘%a& +/li/.{(_y./.}-?./cl/y =C,

Nalezy zauwazyé, %e przy dzieleniu przeg iloczyn
Y@}X‘/xj stracié moZna pewne rozwiazania szczegalne. ,
Niech np. pierwiastkiem réwnenia X, /z/=0 bedaie

X =d . Mamy wéwczas 'a/.a:=0, X;/ﬁ/ =0 ; wige 4 jest
rozwiazaniem réwnania /1/. Nie jest to jednak rozwigza-
nie réwnania /2/. Ro~wiazawszy wigc sposobem powyzszym
réwnanie rézniczkowe /1/, trzeba do jego rozwiazaz‘i'do—
faczyd pierwiaetki réwnai X, (z)=0 oraz Viy=0.

Uwaga. Jak wiemy, catka j-‘-i{?/: j‘f@’ el
przedstawia v interpretacji gieometrycznsj pols, zawar-
t2 pomigdzy osig = , krzywa,. bedaca wykresem funkoji

=) i dwiema T~ dnemi, edpowiadajucemi odcigtym a



© 4 . Chliczanie takiego polé nazywa =i¢ kwadratura.
Diatego méwimy wogdéle, Ze rozwiazujemy réwnanie rdéinicrzo.
Y& przez bwadreture, oilede rozwiazania
usywamy cadkl / . Tej xwedratury themy uzyé¢ do znalezie.
uic nieznanej funkeji y  zawsuze. gdy potrafimy najpierw
saierme oddzielid,

Przyk¥ad . Dape jest réwnanie

2y =y %= 4-¢

Ttvwejac znakowania ¥ iniczkowego, napiszemy:

zyde - (z-g)ff-§ &

0ddzielemy zmiemne, dzisluc dwie stroany réwnania prrzesn

Yfx~a):

-

-
ﬁ?aéc: Y 0‘9’

N )

v a? 4

f‘i}}“—/*f——a /

viec
£/ %
/O/.x + q/ 5 .:r-—gf /;.,r / =,

stad

Z ,,m/;g.-@ = g = f@j + bage..
A zatym_ ) o

j. = X+ %ﬁf‘/ﬂ_zya+ ﬁg“"-& zf.-:afc,,
czyli

y 5=/ T4
e’ =8 ,-'-’"3-‘*7_‘_‘?' ]
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Otrzymana funkcja jest szukeng catkg danego réwnania

rézniczkowego.

ROWNANIA ROZNICZKOWE JEDNORODNE.

Jednorodnem nazyws i¢ réwnanie, w ktérem Y 1 X

wchodzg tylko za podrednictwem stosunku 2 | czyli réwna-

.
9= A2
~Na to np., aby réwnamie P/xj M£=§7/gﬂjl}// cayli
Y= @%x_j.)j_ , gdzie Plx,q) i (?/-_t,_y} sg wiélqmianami, 5
byZo jedncrodne, funkeje P/zy) i §/x,y) muezg bys
odpsriednio réwne: P/x,j) = 2" ?//—_%-'}, 53/1&/*’””}#/_%7'

W interpretacji gieometrycznej warunek jednorodnosci

nie kasztaktu

réwnenia réiniczkowego wyraia gig w ten sposéb, e styczne
do krzywych /przedstaviajacych rozwiazanie danego réwna-
'nia/ w punktach, le#acych na""tym gamym promieniu wodzgcym,
se. do miebie réwnelegle. Wynilﬁ to stad, zZe stosunek %#ﬁac

91 jest dla wszystkieh punk-

téw na jednym promieniu
wodzacyw staly, a spbk-
czynnik Kierunkowy jést

|
i
|
|
|
|

funkcje tege tylko sto-

sunku  y'= /@oj} Tego

rodzoju Xrzywe nazywajd




