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Rozważając kowsirwfccje lotnicze Be względu aa ich -wy** 

iray»aa:t>sk̂  wasia^, &e m  'pimmzy plan wy swa. ją się tu 
inne Ra^dnieida, niż w odniesiauiu do c35§£ci sa&ssyn.

Jediią 3 istotnych cech konstrukcji loioicsej jm i  jej 
lekkość; stosujemy ¥/if'5 kratcssnice nitowano lub spawam® 
nawet m  elementy o niewielkich wyniar&oh; n&tossi&gt sstyw- 
ug&ó jest tu 'wyiim̂ ana &vśo aaiejsssa niż w Gssę&doch m&czyn 

/  takich a»p« j-ak wał turbiny parowej/* 
m wagięchi Ła oienkoM ele&eiitóir trzeba swr$ci<5 umgę,

>

cpróoa ^-hrsytóości,tak^c 2m ich 8t&iwm.Q&6* f ap„ pręty 
îgką?i@*prćoK $>\i&seoift ^ra«kroju w»gl$c!d<r «ytrsjm- 

£o£ciroych według w%V£M pr~* rA - —

gftsi© P- silrs ściskająca, & -  vqp&ta*7Bnik ^irsysm*c3ci 
na serws&ie, /"*- przekrój pręta., i&le&y jsaacse sprawdzić 
im wytoczenie w&*ue teoretycznego rsorta Eulera:

o  ^O k r  ~  -  l % ' 7
i)<r, -  siła nylii&caąiąpfi., f  -  BoduiiC sprężystości > «/ -  ?&}- 

usuejssy moment 'besrrł&r3-.naści >>rsekrojtt pr$ta3 /  - długodd 
pr^in, c^~ wp<jię»y2>nife ssie&ny. od sposobu ust^leni^ koń­
ców pręta.
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Podstawiając J = F i 2 Sgdsi© L - ratn i ę b e zmi&duośc i
p ,  . ■

i  r o z w i ą z u j ą c  w s g l f d e m  * „ o i r & y m m j :

i
jeżeli s*  -^osmacKE s m w k ł  o i  ć p r ę t a ,  mś  n

p t s w a o ś ć n a  is/bocse&io ( yi P -  Pkrh
To samo odnosi się do cienkich powiek; rt r̂  metalo­

wego pokrycia skradła, k ito  musi 
byd odpowiednie uss&iywBion© u

tys.l >

B.onn.u i.
UKKCŚÓ KOHSTHOIOJI,

w*«rui>«» w*»*.. -<w *sm >»• ■*>* ̂ g»niM>

i„B0]'3MIE I HJZOIĄjSĄHISL Boap&trsny pręt podlega­
jący prostema ś c i s k a n i u  l u b  r o a c i ą - 
ą ix xi i n. Prsekrój pręta p r  __ ^

P

- i

k.
P  1prayew® k. ©asmesa **apr$toiedonusscaalEM).

Byo.g. ’ ObjętoM /*/7 i oięft&r 
•/ - 1G = /7 / => 7 "̂/
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Ciężar pręta a naterjjału o iimym cię&arfce tóaśei«ym i  ła ­

sej wytrapiałości na zerwaaie:

G ,~  PI \
Stosunek oi$żarów: 

G •■ G, -  P I  ■%: P i  %  =  £  : ■% 

Konstrukcja będsie t »  m iejsay będsie stosu-

nek .liektórsy autorowi© wprowa&sają stosunek -^jr y 

swany długością Kowania, lak łatwo sprawdzić?licaba t& 

wyrate długość pręta^ulegającego. serami u pod wpływom 

własnego ciężaru,/ Wtedy A^s&rmem wytrzyiaałośd doraauą 

de rościąganie /«

2„gG-lHMII„ Ostoacsmy 6"- naprężenie materjału, M  - mo­
ment zginający, *7 - moment betóa&ńośei przekroju; Z-.
«■ odległo id skrajnego puaktu przekroju od osi obojętnej:

M -z . ij/
J" > z. *" i  k‘~ wskaźnik przekroju 

/zwany także " momentem wytraymałości"/.
Dla pr a ©kroju kocowego.-

J - ~ 6 4 ~  1 W ~ 3 2  
Cinacaa^ao dopuśzosal&e naprężenia matorjalu prsez k  5 

otrzyaany: ^
*  .  _  / ,
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Ciiężar pręta na jednostkę długości:
JTdz „ _ ‘Ji__ „ {32 M

7T k
2_
3

Dla fttaierjału o iimyai ciężarse właściwym i ian«j wytrsy*
Zitóośei: r  X  „■'/ 32 M  I?

X  k , J
Pa i «ląc, o t rzymmy:

G ;G, =

Praeliezając to samo dla. innych przekroi s w a r f c y o b  

/  nie drążonych / ,  saaważy&y, ź® ten sam stosunek j®st sia ­

rą lekkości konstrukcji sginanej,

3*SKR|C1NIS. Dla prętów o prsekrojm koźmjm. napręzenie:r- ■  ̂ d  ■ 1 ^  E j t *  
JP 2 ' p 32

Należność ta sama eo i dla gięcia, więc i siommk eięża­
rów 'będsi© taki sajn, tylko k bęasie osnączad wspofejsyimtk 
wytrzymałości na skręcanie,

4..Z0imis mir,jj----- *---~jr̂ i j  /? - fsrobośd płytyA. / - saerokośd płyty
Naprężenie,• 3= S M '
« ■  U 2

Prselicaając grtifrość i ciężar jednostki sserokości i  dfti-



«<A ^  WW

gości dla dwóch p^yt z różnych materiałów otrzymamy

6= ikij-f\/eJjL
G ,~ iK ty  - /

M '

Bzieląe ,otr szparo?:

£;G/ -  - f e  :  4
5.«rBoozmE.

£ o(
/ *

Pr ej usts? -mi. u przegubowca końców ?
-^9K « * -

9,

Pr*y utwie?dsestajcsyli aamoeowaaiti saty
R y s .  t o f f i ,ys/

et «
pr?i ̂ prow&ćtoa»y współczynnik fcezpiecse:&. 

atwanj/7- siłfe działająca na pręt.

n P - P k = « %  i

n P

k r  ^  /-

£7“
ll/ćj2 '

J = F  

.L = s
L

Dla dŵ ch. różnych aaterjałów przekroje"pfan rs  
« Er-

F  -
• <*£,

r  r  nPs* . nPs? __ ~a.p • F s z fr.fr  ~ —r . ^ -g ~  -  S Lr LS,
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Gig&&r$ prętfo :
G -  F łf , G, -  f ; / / ,

Dla prsekrojdw podobsjoh :

f  i !  / * - i !
T = *’,2 7

Ć s? -  A al*  ̂~ Słj £ l
/r

Podstawiając t©sotraymasiy:
„a

Z .
F,

I lJF . JL
E F ' F 2

&L ; £ 7

r ĵ r
FF

G''5' ' ’

S .IS P to O T iK I LEKKOŚCI. Bestwmy w tablicakę współ- 
csyimlki decydujące o lekkości konstrukcji z danego mater­

iału :

Giągaie&ie i ciśnienie 4~

Sginanis i skracani© prętów 
oraz 'belek

Zgiaanio p^ytj

Wybaczenie sprężyste #*
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Potay t* wskaźniki 'dla ró&ayeh m&isrjaldw podając cię­

żar właściwy^  w kg/m3, %%£ saprę&«&io doposscz&lus ^  # 

kg/wd Materji&y będą nflaaregotf&s&e od irajHejszych do 
naJoi^taycJi.

1.Zrywam®: ~Ą̂
Drut bo stali tyglowej 0,42 -  0,79 
Dwa 0̂  54 -  1,11
Stal sprędymowa hartowana 1,05 

,f " aiefeartomaa 1,57 
Stal nikłista 2,32
l)r%mo sosnowe lul? świerk,, 2*70 -  3,80

MgiBimi® i skręcanis :

Daral' 13,5 ~1S,3
Sosna i  ćwierk 11,0 -26,9
Stal sprężynowa 20,5 -26,9
3ł. . niklista 34,B

3„£gin&uie płyt
Drssew© sosnowe i dwiarkow© 25,3 -62*0
DttTfil 51,1 -64,2
Stal sprężynowa #1,0 -111/)

Stal niklista 135



Drawo bojklot© i śsderkows 1,02 - 2,49 
Duirai 3,47
Sial emę&yztrrm. 5,30

Jak widziay,*? wielu i»yiv®dłacl*. drsesr© pod waględoa lek­
kości syswa a%g sm plo© pits*xszy a ćlaisgo tai': clętnie 
bwa * lotnio Nrifc atosoaras&o.

H 0 % p % Xr

-=gr
~ i
_-i__

c::'--.jiosm*J BisosMaros wowoh.
oinf • .i" ■ si ..--> *w« rj* «xn*> ttrt-łłyłu*****!* «&»<** ta* *»■ «?»■ win*** ns*i , * jm*a»"»*..i *ł» ł» i**»' <W»

d&yby “belkę taką traktować jako litą 
eałeód* to napaleni© w dowolriym pauk»

y
_g»Jitf &*»%)»

wynosiłoby;
/V6** -y -  z
Ł/y

Ze wsgl^du iii'- niest?.i.*i3355ą satwnośó połsąpseń, nie dającą się 
ująć ractatasrc* traktuj ©ssy to esapirycsaie jprsyjjr.u.ląe tyl- 
ko przekrój netto kalki /  bess otm rŁw  m  alty/.

Hity pionowe i posioae portony byś nie w tym asiaya prsse* 
kroju, aby śmiej osłabiały przekrój,.

Grubość nita z&leży od grubości ścianek* Tak je dobie- 
rway* aby naoisk na ścianki otworu nie przekroczył wartości



dopuszczalnych.

OJ

OS ob o jeh n

Bys-6.
Hity pośredoiojsą j  przeniesieniu s i l  ^ciaają^ycŁt z 

wp & s ó w" belki /złoconych s nakładek i  kątor&ik&r /  na 
3 o i a ii Iz % <

Z tcorji ©gsSIaegc zgięći& 'belki lit©5 
wiadomo, aaprę&a&t# ścinająp© w do­
wolnym praekroju a - a wynosi ;

OS oh  oj. T* O

a a

1
Rys,7,

i ta
Jy <r

S -  moment siatyoaay przekroju posad a-a /  zakroakowanego/
• tfisględem osi cfcojętej, 7"" -  siła ścinająca,, </*- grabośd ścian-
ki.
Dla- obliosenia siły działającej na jeden ni i  roapatraany na-
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p?ę-śtm£& w mk&g&c® i kątcwnikmk j  xys«6»/ ;
-  M z  / e; -  #  z

^  ' ' y  Jf ' fMoraeat statyosny ns&S&dki Yfcąttfg&ikdw i> -  J z dh 

SdF  -  — / s; c/A"-
Jy Jy

Siła śoinająoa ait:

P = f& d F - A  d-E "  

Ifte J E - -  ^ L { i d F  -  S '

Si-ła ścinaj ąaa:

T - <ŁM
i i  X

co w prsybli&oniu następujemy pje&yrost®n momentu aa jad- aoatkę długości:
r =  M ~ ne

Po&s t swi aj ąc} otraymamy:

?  -  T ^ '
Hit jest dwuoięty, sstąd średid© naprf&e&i® ścinająca ni i

r , / -«  ^  «■ ^  £  Te ę /
2  JLd* ~ x d * x d * Jy 0  

4 r
Stąd obi ios&ay e ,znając dopuszessaJja© t  i zakładając



Ih «*

cl. ~ w zele&nośoi oi grubości blaols,
NAPRĘŻENIA STYCZNE W ŚOIAJJOB. Sprężenia to naj niebem

*

pieczniejsze w prssekroju osłabionym praez ni ty s!:"'a&ają się 
a dwóoh cjs§ś«i: 1/ nap^żenia przeai@3ione pyaes w.t a na* 
kładki i  kątowników Zj prseniogime s górnej części - ścian­
ki /  podwójni© zafereskowanej ki rys«6,/;

J -  grubość ócianki, S - jŁisatut śiatjczny górnej części 
ścianki osi obojętnej.
Przekrój ton jest osłabiony otworami, więo rzeczywiste na* 
prę&enie będzie większe w. stosunku. e :(e -d j } aa-
ło&ysay, otwory potjraefefte do krycia styków bl&ufcy Bianki 
są w przekroju picmcwyn również rossmieszozone w odstępie eQ — O'.*. 5W/  ̂ « „_ZL5-̂-

0 ^ /  V  cTJyfe-dj
Pro os ścinania eleasmty 4cianki są n&ra&one na roaciąganie 
luli ściskani© ig;powodowane . îaaniem* Po sprawdzenia storn je­
my warunek wytrayiwłośeiowy w postaci:

^ ]Tto 2 ->■ 3 vz ^  k

Tutaj oznacza naprężenie normalni uwarunkowane momentem 
zginaj ącya, zaś T-napręienie yem? obliczone powyżej.
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X»Aft> Mn*M9łl>tK>a«VN»#ł'Mli»W*« ;iw Bf.» p»a **•« «r» «>,• iC>*-M» «5«. 4y«u C>W*’| ?»;•» «(-•

W prętach skręcanych o przekroju pełnym aesty du&e nap- 
rf&enia Ba obwodzie, woraątra przekroju małe; aiaierjał tam 
jest niewyzyskany* Dlatego wykonywa się zwykle elementy 
skręcane jako puste weumątrz; ale abyt ciesfcn ścianka sta­
je sie niestateczna,a obliczenie stateczności jest bardzo 
trudne.

Obliczymy naprężania w skracanym przekroju wewnątrz pu-
, /

stym o grubości ścianki zmiennej w sposób ciągły.
teoretyczne rozwalania wska­
zują, że rozkład naprężeń 
jest identyczny z rozkłada 
prędkości przepływ cieczy 
idealnej pray krążeniu yo 
takim przekroju,
Prędkości przepływu są pro­
porcjonalne do napręScd*
Se względu na niewielką gru- 

Bys.S, hoś<5 ścianek aiofteMy napręże­
nia przyjąć za stałe w eałej grubości.
2 powodu nieściśliwości ciee&y? prędkośd jej musi byd od-



... i

wrotui© proporcjonalna do merckofci. praokroja* a więc 
smo <bi$j« się % $&p.r§ Beiueiai:

r/r car •Cr, — consł:

Moment ukręcający%

Ms =* Jrds J r  *  i r j r d s  «  2,oCtj~j~ -  2 fc vd-
. , . - * 

gdsie ę" osoa&za poi® ©grsuaiezo&e linją średaią międay
zwnętrmym a wwn^traoyn konturem przekroju, gdjź —ż 'cz.
Y&srm Bię polu a OAB.
Stąd naprężeni® w śeias.se :

r  _  Ms 
L ~ ££V

Dla przykładu przellasymy to dla kilku, pr&ekroi* 
leDla pierścienia kocowego:

-v. /v ./ X2SW '
r0

2 ra 2Ji‘ cT

R+ r

Ryt.9 . .

Według wsona sswyld© b&ywuago: ' 

r  . M s R  . 7 _t » ■ = /  ̂ 9 9

STATYKA LOTNICZA lir, 218. ^ ^ 7  Ar his s 2-gi
r/R 53M

■rf*
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R

M s R
X R-

{ R *+ r ') (R -r ) (R + r )

R  -  v = <T • R  + r  -  2

Ze względu na ni wielką różnicę między J\ i r możemy prsy jąd-. % 3+ r * ~  2 1 2 . R * r a

Pods t awi a j ąc ̂ ot rsymmy :
2  M* for 2.71 K ( fX  2 r * < f  2 n  

analogiczni® do wyniku z nowego wzoru, 
2* Dla prostokąta i

f = A/s

Rys * 3.0*
3 o.Dla prostokąta f gdy g mb ość ścianek nie romia: 

1
\

(/
'Y/

r Ms

a

2 a a , cT 

«- -  ^
N "  Z a a f

K::ys „ 11



Wzory i© stosują aię tylko do przekroi o jednesa wydrążeniu
bos ścianek wewnątrz, 
H&prsgrkład do przekroju 
wskaaa&ego ma rysunku 12 
stosować ich ni© mo&na*

B 0 % 0 % I A Ł I?8 

IWiWGJE KRiTOWE,
§ 1. B 0 D 2 i  JE E O H S T H U K O J  1 KB A -

? 0 W I  0 H ,

Dzięki temu, źo *7 konstrukcjach tych poszczególna pr^ty 
są tylko ściskane lub rozciągane* mamy matorjał najlepiej wy­
zyskany*

Mogą one być statyczni© wyznaczała© 3ub statycznie ni wy­
znać żalne. Najprc&tsze kratownice statycznie wy znacz aln» składa­
ją się z ss&rsgu trójkątów*
Ilość węzłów - W 
ilość prętów - p 
iYy runkiem koniecznym / luoz
niewystarczającym/ aby kratownica Bys„13*
była statyczni© wyznać żalna jest p -  2 w -3.
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Marsa]a się wypadki wyjątkowo- H.p* kratownica na rys, 14
spełnia w&.runek p=>2.w-3/ lecss oblicza­
jąc siły w prętaoh, o trzynasty w piętach 
1 1 2  a iły nieskoriosseniG wielki® „W rz$~ 
esywistoćci pręty te ugaą się j  wy&łtóą/,, 
prsyjiną położenia 1* i 2 âl© pomiao to si- 
Ąr będą bardzo wielki®* chód akońc2sone«Wy~ 

H j s •M p&dku tafcie go nalefcy mik&<5, 1)0 często
ffio&e os się niepostrseiony wkraśd do konstrukcji,, Kratosmi- 
ce statycanie niewyznaosŁalne mogą by<S: 1/ fit&tyosaie nie-

wy&nacs&laie wewnętrzni®, rys .15, 
gdy a powodu praesatyinienia me
mo&na statycznie wyanacjsytf aiJfc ww- 

Bys.15. '
nętrsnycb lub 2/ statycznie ni©wy­

znać ssalne zewnętrznie 
/  rys .,16 / 5 gdy nxe mota. 
wyznaesy  ̂ reakoy} podporo­
wych /  czyli "odporów**/* 

.Rys. 16* ’ Dl*a kratownic statycznie
wyanaossaląych stosuj© się do obliczenia si£ w prętao&j 

1/ Metoda przecięd Hitlera.
2/»Metoda planu s ił  Orenony*
3/ Metoda, Cttl&an&a,

7: typh metod dobrze znanych ze statyki, przypomnimy tutaj



tylko pokrótce trzecią*

§ Z, I  Y Z NA C Z A I T I  B S J U M E f  OB
0 uL H A S K A *

Osmcmy prze a /? wypadkową si2r sewnętrzayeh /  wrass z od~
per«m B  / , działających na odcię­
tą część kratownicy/ uwydatnioną 
c i eis sami X mj ami/.
Siły wewnętrzne , SQ i  S3 i 
wypadkowa R muszą być w równowa­
dze .Wypadkowa si3t 5 i 52 musi prze- 
cho&sid prze:b ich pcuokt prseci^cia 
się /3 > sa& wypadkowa siły  $3 i 
R prasa pipki o( j  ryz,18 / .> 

fordowi ©Me i© wypadkowo się rów­
noważą, więc idfe linj© działania 
mus&ą na prostej u f i .
Nakreślimy teras wi©lo"bok si£: 
z kańuŁ danej siły R prowadzamy 
ABl/c<fi ; a z początku H 

do pręta ćl„'
I  tan sposób otrzyma j esp trójkąt 
s ił RS W  . Odwróciwszy kieru­

nek W/ kreślimy'̂ frugi trójkąt sił ~V/ S, S2 .

Rys,18«

R

B



§ 3 .  W T S H A C Z A K I S  I f I K HE o L S I S

P B S jJ 3  ̂ i< i .5 Ó WĘ Z Ł Ó W.

Wskutek obciążenia pręty kratownicy odkształcają się, 
wydłużają si$ lub sfciaoają, węały doznają przesunięć* 
jPo obiicsem.it kratownicy nalany te odkształcania znaleśd, 
rówuleź dla lysnaczonia f*ił w kratownicach statyczni© 
niewysnacsalaych potrzebna jest znalezienie odkształceń,, 

Mo&na to wykonać wykreślnic lub r&chuaka»o.RQzpatr»- 
sy d“»va pręty należące do kratownicy» /  rys,SD / .

Wydłużenia sprężyste 4 kra-
° zC alimy swa© w większej skalirŝar \ niż sgrne pręty, aby były wi-

t - '-s';s. Cf ,
/  \ 4 > __ docsne na rysunku, 2naj ąc &a»

prężenia i przekroje w prętach, 
}oo2emy obliczyć ich wydłużenia 
lub skrócenia 4  i A2 .
Klech eta' i hb będą prKeBiL- 
nięoiami węzłów a i b  

2nając je i mając dy i  wyznaczyć .przesunięcie
węzła C , ^

Gdyby skale prętów, wydłużeń i praesuniyd były jedna­
kowe postąpilibyśmy jak na iys*21.

» »



~ 23 ~

a -

Rys,21,

punktów a i b ybędących nowemi podcieniami wózków o i
b , kreślimy odciski aafi h%l 

równe i równolegle do a c  i bc $ 
na ich przedłużeniach odmierzaj­
my odkształcenia a,a2i bh2 i 
zakreślansy łuki promieniami a'ax 
i bb2 | na ich przecięciu znaj­
dziemy punkt c ' 9będący nowe® 
położeniem węzła c ; odcinek 

cc'prz«dstawia przesunięcie węzła c . Ze względu na bar- 
dzo niewielki wymiar przesunięć w stosunku do długości 
prętów, łuki możemy z&st&pió pros topadieni . prost®mi wysta­
wi onemi z a2i b2 , To samo czyńmy na rys *20 kra śląc wydłu­
żenia i przesunięćm w większej skali.

Przerobimy to samo dla kratownicy /  rys.22 / ,
Najpierw jedną z© znanych me-

\

tod obliczamy siły w prętach, 
a znając ich przekroje obli­
czamy wydłużenia A . 
Przypuśćmy, &e węzeł a jest 
ustalony, zaś węzeł może 
się przesunąć wzdłut prostej 
a b .

/ i ^
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Ifakreśliisy plan przesunięć /  rys*$3 /»
Ohimmy dowolny punkt 0  i 
kreślimy & niego odksstał- 
©tale rfandległ® do prę­
ta / ; & jego końca kreśli- 
mj odks2tałfe«&Ł® &3 rów- 
nałogi® do pręta 3 i z pa&~ 
kia i) wystawiamy prosto­
padłą d© 2)4 Z $ kreślimy

2̂. rÓWM'l<8g-ł©
B$s»2 3*

» pręta 5 , i s 
/kmi©& wystawiamy prostopad­
łej as. prśeoięoiu tych dwóch

prfiotojMtóUfcjreh lasy psmkt ct ; wektor Oc, prudatarta praosu- 
ni$©i® punktu c * 1 ,

Z gwsifciu c. kredlŁny odkształćcie A s i  a jego ksaica wy- 
aî wrisEBy' groatepadłą; a punktu $ kre4li»y wydłużeni o  ̂
s jego końca wystawiany prostomdłą* .toki przecięcia się 
prosiopiiły o&”dt , lektor Qdt prgodstaaria prassunięeie aęzła 
ci » jj; wę£$& dalsay od podpór tan ifiękaa* J®»t jog® praa- 

i Satic *ć©&® sdę sdanyti, £* punkty wypatoą poza 
rysunki*^* M.atego ssirykl® poakty sod® ruchom® • ofe iaraagr w środ­
ku kratomiąy, a po wykr®£L®nitt planu prseaonięd, spełnia- 
asy warunki podpareia przez obrót całej kr&to*nioy,
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§ i  Z A S A D A  P E A C P E Z I  GOT OWA  -

1 I G E .

Dis. wysuBosenia naprężeń w kratownicach statycznie nie- 
wysnaGcaliiyah posługujemy się metodami Gastigiiano,& lub 
Mohrł&. Przyjmując maj o&ośó pierwszej mat ody z inoydh wy­
kładów* zajmiaiay się tutaj drugą.
Jest ona zastosowani cm jednej & naj ego lsdej szych aa sad me­
chaniki, zasady prac pr sjygotcwanych /  wirtualnych /.Są to 
prac© jaki® wykonałyby siły wewaftrzm lub sew&ętrane przy 
aożliwych prze stanięciach nieskrócsańie małych.Wmmkim 
równowagi układu jest*,aby suma pras praygotm&^ch s i ł  ze­
wnętrznych i wewnętrznych była równa zeru*

Omacss&y przea S -  si£y wew- 
 ̂ EętrsB.©s Qm -  sił'a zewnętrzna, 

działająca m  węseł/ft- ty. 
c£ -iskładowa przesunięcia 

rzeczywistego w ki smaku siły  
Qm •

Ryg,24, • Baawijmy pr&es Qm s iłę  aew-
nętrzną wyobrażoną /  w rseosywistoćoi nie dsi&ł&jąoą /  i  

obliczone z niej naprężenia i przesunięcia pr&ea S i  <Tm\



Praca przygotowana s ił  w;. ^.§trsnydh jest zawsze ujemna, 
gdyż w pręcie rozciąganym, ^iłu^aj^cym się, siły wemiętra­
nę /  działające, na węzły końcowe /skierowane są ku sobie* 
zaś w ściskanym nao&wrół*

jj Jeśli wydłużeni© wynosi Al to praca 
Oull SX'1‘ — — S a I .
Całkowita praca przygotowana s ił wew~ 
m tanych* ~ 2 S ^ / ,  .

'Vj±owita praca przygotowana s i ł  zew~ 
nę trzaych — 2  Qm ■

Wprowadzając te oznaczenia moSemy nap i sad trzy równania 
równowagi:

Z S ^ 7  -  2  Q m ź  (V

a

Rys*. 25*

-  dla s ił  zewnętnuaydi i wewnętrznych rzeczywistych, 
zaś wydłużeń i przesunięć wyobraża-lnych.

Z Sal -  z cL (2)

~ dla s i ł  zewnętrznych i wewnętrznych wyobrażalnyoh, 
zaś wydłużeń i przesunięć rzeczywistych.

5 S o ?  = 2  2 „  cC f t /

-  dla s ił  zewnętrznych i wewnętrznych rzeczywistych, 
i przesunięć i wydłużeń rzeczywistych.



... 27

Równania te do prsestmięd rzeczywistych zastosował Sobr, 
dla ,aryznaczenia naprężeń i odkształceń w układach kratowych 
Jest to metoda przybliżona* gdyż równania te są dolsie Je­
dynie dla przesunięć nieskończenie małych, Zwykle jednak 
odkształcenia są tak małe, Łe przybliżenia jest zupełnie 
wystarczające. Przy dużych odkształcenia;;!! /  skrzydła sa- 
molotów /  rAogą zajść przypadki, w których rótmań tych gta­
sować nie można,.

W kratownicy / rys. 
26 l  Yiyznaczymy piono­
wą składową przesunię­
cia m-tego węzła cT . 
Najpierw obliczymy na­
prężenia i wydłużenia 
prętów powstałe dzięki

~'rn
Rys.26* działaniu s i ł  zewnętrz­

nych.
Następnie wyobrazimy sobie, że na kratownicę działa tylko 
pionowa siła jednostkowa umieszczona w m -tym węźle i  pod 
tem założeniem obliczymy odpowiednie siły S w prętach.
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Stosujgo równani® . Zj zasady prac prsjgDtofaajckyotray- 
m m y: __

T, ml f m - Z S * l

i  -  - | 4 " = 5 ^ =  5 j

dla. uprbs^c2eni& rprowadżaśgr- • ©znaczenie :

*. , r  o n  '/którego .'wymiar aest  ̂ /  *
Podstawiaj ąc *ot r̂ ymamy s

lc fm -  Z  s s j
s, s i s  mamy obliosene, możemy więc z tego równania 

zn&leśd •• c/̂7 ■
5-e. I I  Z K A 0 Z E H I Ś S I Ł

W P K I f  AGH.

Przypuśćmy, &e w'kr&i&jm&ej wyjęliśmy Jedea pręt * 
Węzły, które on łąeśsył mogą si§ ku sobie zbli&yó, co 
wywoła przesunięcia, wszystkich imtyoh węzłów, 2&iwe do 
obliczenia* Stopując róissni® 1/ ô râ maisy /  pracują 
tylko,siły zewnętrzne / ;  • •:";:"1....

Z Q m cC ’=  5 / i T  /  '5  ■- ' — 7 - - ; ' ̂ / * zw



§ 7 O L I O Z E F I E 3 I £ tf U K i  A I) A G H

u! T i  T I O Z N n  I I  £ # I  2 I  A G 2 A L I  I  O H*

Rys.87*
8i-?j wewnętrzne są S , Za sl&tje-snie nie-wjaimcsml- 

ne przyjmujemy reakcje Xa i A  ̂ . .
Ten układ zastopuj emy pomocniczym. układom statecznie

i '  ’

wyznać żalnym ̂ otrzymanym przes usunięci© podpór i r®~ 
akcyj zbyteczny-cli, a pozostawienie niezbędnych, / rys» 28/,

m I»Zakradając to
camo obciążenie 
cc w układzie da­
nym obliczymy z 

'łatwością odpory
. 4  > B0. i Ca i
si£y wewnętrzne -5.
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II,Zakładając

(sta n aj

obciążenie jak
na rys,29'/siły  
Eemtfir-sae. 
odraucamy / 5 wyzna- 
czyny si£y wera.ę~ 

Rys 29, trsme Ą, •
IIL Zakładaj ąo

t a * " 1
i. przyjmując, &e 
poz&tsai inne 3 iły 
ni© dalalają / rys* 
30./vyzsacssu!ay od­
pory;

4,-0
Bys.3o. B$ = /   ̂^

i siły  wemiętrzne 5  ̂ . C? ~ /
■ i *■ 2

Rzeczywiste siły w prętach będą sumą s ił  wymłanyoh 
przez 1,11 i III obciążenie, tylko obciążenia 5a i S^m- 
leźy mnożyć przez odpowiednie reakcje Xa i , gdyż. Sa i 

l>ŷ y wyznaczone prsy /^= - /  i X,~~/ co nie odpowia­
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da rzecsywistodoi •
S~s0 - x a sa - x i st (D

Siły rzeczywist-j dają się przedstawić jako suma s i ł  
wywołanych przez oTjoie ż̂eim se\snętrzne w układzie sta-

tyczni e wyznać żalnym» 
zwanym układem podstawo-o> *s.

wym, i s i ł  wywołanych 
działaniem. samych reak­
c j i  statycznie niowyzna- 

j i  czalnych.,.
Aby rozważania nasze "byt 

'c>ę ły zupełni© ogólne,przyj.- 
mijmy, &e podpory ni© są 

Rys.; 31* sztywne i ulegają przesu­
nięciom o <Ci <£ > ° C . <£ 1 °c .

1'akie same równania jak dla sił" w prętach mamy dla 
znalezienia rzeczywistych reakcji podporowych:

/} “= 1 ~ J U „ - X i  At /2)

5 - ■ £ ~ X a Ba ~ X k Bk (3)
c - C - 4 C ~ X i Ci k )

Ateby mdc te siły i reakcje vjyzm csjć,nal

Xa i * ( tym celu zastosujci^/ .równania pracy;
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1/ W«iniftJay sil'/ odpowiadając© ©tanowi ja  j  t i prze­
sunięcia odpowiadane stanowi ra@czywistemiifczyli rów­
nani® *

-h1 cQ “T B« d8/  T "  /  o „  T  I 7 „  C7jj ~ T  C ,  o C  J ł  S „  <3 (7
r \  CZ ‘" 'c

\

2/7<7Ar +■* ponieważ kie-tr /
runek sity i przesunie ~ 
cia sq zgodne.

-Znak ~ ' 1 ponieważ 
kierunki sił i prze -  
sunięć sq przeciwne.

,7  J J _  „  C

praycaem według równania / 1/:

s s 0 - ^ x , - s t )(Ł
OaBaczay -Ba<Ts ■— Q  == proca s i ł ,
wywołanych, stanom <ż na przesunięciach raeczywistycu. 

Podstawiając w rómani© /  5 /y oirsymamy:
7c/>Z.a ~ Z S a S f  .

i podstawiając S według równania /  /  /  ;
/cC +■ L  -  2  a  s  *» -X .Z S J (>  +a.

^ i s 3 s , r (SJ-a -'6 r «

Stosując równania pracy dla sił' wywołanych stan es
i  pra©sunięć ra ecs ywistych ̂ ot raymaiay:

W i +  A r f - C t S '  - Z S t * 7 (V
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Stosując analogiem© podstaw lenia jak w poprzednim 
równaniu 9otrzymamy i

1 JI +  L l 5=88 S.SŁ f  ~XaZ 5 aS^ ~XlIS ^ f (8)

Równania. / 6 / i  /  8 /są to dwa równania sprężystościąa 
których możemy wyz&aesyd nieznane wielkości Xa i X̂  9 
poczem znajduj©my łatwo 5 , 4̂ , B , i C z równań /  /  /,
1 2 1 ,  1 3 / i  141 .

Równań sprężystości otrzymamy, w każdym układzie 
statycznie ni©wyznaćżalnym tyle^ile rasy jest on sta­
tyczni© niewyznaesalny, bo dla tylu stanów zastosuje­
my równania praoy.

§ B, Z i  S A D A B S T T I E G O  I P RAWO
l A I I E L I i *

Przekształćmy równania sprężystości przez dokona­
ni# paroych podstawień i

zsa? = zso*4
gdyż Ala ~ Saf

a !c -  wyd£u.£@nie wywołano stanem s i ł  / a / , /rys. 
30/, Siana ta musi być równa pracy si£ zewnętrznych 
stanu jO j  na przesunięciach etami /ar/.

„ JL le k  z ̂  ̂
ŚTATm. TÓTHloil Kr. 2X8 Arkusz 3 -ci
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Reakcje pr&ey tu ni® wykonują?gdyż w stanie /a 
t '

którego odnosimy przesunięcia,podpory uważaj za sztyw­
ne, Aimlogisaaie biorąc siły i pra©sunięcia z innych 
stanów ot wsysany:

cQ~ oznacza pnesu&ięoię punktu zaczepienia siły 
jo  kieru&fcu i zwrocie tej i© siły / odpowiadająco sta­
nowi / ^ / , / t . j . s i l e  X  ~ ” /  /. 
c£ ~ ozaaa'g& przesunięcie punktu zaczepienia siły 

/o  kierankti i wróci© tejże siły/, odpowiadające sta­
nowi ja  j 7j  t .j*  działaniu siły Xa — - /  / ,

Podstawiając i© ryinż@nia w równania sprężystości, otrzymamy:

Równanie? /  1 j wyraża prawo !axwe!Xa:l"Jeśli w vkł'adaie sprężystym pc«na siła działa naj~ 
pi®nr 'mx dowolny węseła, a następnie na dowolny wę~



-  35

zeł i ,  to odpowiadające sobie przeatuuęcia vęs£te ct pod 
działaniem siły w węźle b i węzła h pod działaniem s i- 
ły f  węźle a są jednakowe."
Objaśnienie: przesunięciami odpowiadaj ąo emi sobie nazy­
wamy tutaj składowe przesunięć całkowitych, wzięt® w kie­
runku każdej z rozpatrywanych. 8.12:. Jest to szczególny 
wypadek zasady Bottiegos

Jeżeli na układ gpręiyftty działamy dwoma układami 
s i ł  /j? i Qi i jg ię li przesunięcia węzłów pod działa­
niem s ił Q. oznaczam/ przez g ,a ś  przesunięcia pod 
działaniem s i ł  /? przez p . , to / j^&eli ukłBd podlega, 
prawu Hooke5a i zasadzie tftporpozycji/ zachodzi rów- 
nośó t

=  Z  Qt pi

Z twierdzenia Bettiego można wyprowadzić równania 
sprężystości:

Rozpatrzmy dwa układy s ił:
1/ Stan rzeczywisty.
2/ Stan / a/.

Praca s ił  stanu /<*/ na prz©sunięciaeh rzeczywis­
tych jest równa pracy s i ł  rzeczywistych na przesunię­
ciach wywołanych stanem s ił /a j ■» jei»t to równanie 
spr § fcystośc i /£ / ,

Tak samo,rozpatrując stan rzeoaywieiy i staj* / b  /,
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otrzymamy rówmni® spręŁyuiQ4Q&J8 /.
3)o snalezieaia prlu»0uni$d 9 cTa , cfi i t.p. 

wo&my się posłiigiwsi«S pla&on prsestmięd W illiofa .

R O Z D Z I A Ł  Y®

MFEp£®H I  BBLGS ZGINAPJ I ŚCISKANEJ LUB ROZ-
G irnw *

tu«wj*ru» «|im

ZaStó&ny przekrój belki starty,
P P2

i
/V ■a, -a.

Pod wpływem 
poprzecznych

/

s ił  f? nastą­
pi ugięcie 
belki ̂ powsta-

Rye.,32. nie strzaska ^ ,
V Zastosuj rany ogólno twierdzenie dynamiki: .gdy .układ 

sprężysty jest w równowadze/to energja jego osiiąga ex- 
itmsm ; przy i&ini&ua mamy rów&omgę stałą, przy aa~ xi®a - K̂hffiejną.

Ensrgja zgiętej sprężystej talki wynosi:

TT - U  f f  n>
Kia określenia fcrzywoj ugięcia belki stosujemy przy-



fcliźon© równani®, dostatecssni© dok-ładn© dla niewiel­
kich ugię<5:

Ą -  =  i -  ( 2 !EJ f  dx
' jo -  promień krzywiony ugięcia 'belki.

Stąd:
J f  ~ J jE J (y >')Zd x  (3)

Równani© krzywej ugięcia możemy prze&stawió 'W po­
staci szeregu 5’ouriera; biorąc tylko pierwszy «yma5 
otrzymamy:

. y  =  fscn W

Całkowita ©nergja układu :

U - 7r - H ? y i - N < n  15}
/  I ^

en erg ja  , enerq/a sił en erg ja sit
ugięcia zginających podłużnych



Podstawiając w równanie / J / i  ca łu jąc, otrzynamy:

j i - f - f f 1 : 6>
równania j 0- / ,

y ^ . f s c n ^

(V

Ozaaozmy: c/s - długość elementu pręt t, dx- jego rzut, 
Sl=f(ds~dx)>~ wydłużenie spowodowane zgina-

''o
ni em«

«/* - J x  / T -y  ’1

O

Bozwijająo pierwiastek według dwumianu Newton5a i 
biorąc pierwszy wyraz,otrzymamy*

[ \ f f - y - i j ~ - i + i / * + . ______ - / -  / y ' v . ............

c / 7  =  f j  ^ y >Zd x
o

Podstawiając znanę y # * otrzymamy:
n  i r * n *  f L . t  x x  J r V 2 /o l
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Podstawiając w równanie j'S'j wiolkości oblicsons w 
równaniach / 6 / ,  j ? j  i /  8/  ̂otrzymamy:

w- f  f  f-fzR **  f *  - - ffV  /sy
Różniczkując, znajdziemy minimum tej funkcji:

dU EJ r r p  : /  A /  / ?

5/ '  T  T 7 ^  /  ”  "2"  u

Rozwiązując względem f  , znajdziemy;
r  M L  IR  ̂  ^  (10)
/ # * £ / / - #  —' jc* e j

dla A/- 0

ł. - Uh !  ? ^  <">
Różnica między tym wynikiem przybliżonym a dokładnym, 
otrzymanym przez całkowanie wzoru.-

K  _
£ J

wynosi około fe Wyrażenie :

/* 7 yE
jest identyczne z wartością krytyczną esi3y ściskają­
cej / wzór Eulera j* r f

: / -  T ^ r  / / * ;
1 Ne



gdy /V zbliża się Ao N jto j- rośnie, wzór przestaje
być stosowalnym; jest on wystarczająco dokładny dla:

Rozciąganiu odpowiada znak 11 plus rozcinanie
ssaniejsza strzałkę ugięcia, a wi$c i naprężenia, 
łając strzałkę ugięcia,łatwo jest obliczy<5 naprężania. 
Weźmy dla przykładu belkę* swobodni© podpartą, ściskaną 
i równomiernie obciążoną.

N <  - f -

Dla belki na końcach utwierdzonej /rys,33/:



~ 4:1

D o k ł a d n i e j s z o  r o z w i ą z a n i ©
tego samego zagadnienia otrzymamy^całkując równanie

f i  __ cl*jj_
EJ d x z

Dla pręta swobodnie podpartego i  jednostajnie obcią­
żonego ot rzymaiay,całkuj ąc ;
f - f j .  g £ l  Ź = & + lś 2 -sssjl / « ,
' ~~f3dt  s/'2 a * cos u
j-o -  strzałka ugięcia pręta tylko zgina-

\[Nlr  n0gO>
^  ~ 'y4EJ  “ pomocnica© oznacz oni® *
m  =  ąJ l z p - c o s y L  f U j
''ma* Q u 2 COS U ' ' '

Dla belki utwierdzonej /rys*33/*

>

f ~  L  W  f u  ( 1 ~ c o s  <J)  - - i i i  7  O 5 )
t  l0 u* L sCn u  ■ 2 J  

M = Ę l t f  j  ( j ę j
U > <■2 I  '/3 u l t 9 u /  (

M1 -  £ l M d ± - (i?)
2 T ^

Gdy Etitjm siły podłużnej  ̂ N - 0  , otrzymany z 
tych wzorów wzory dla prostego zginania* znano z 
nauki wy trsymłości.

Gdy siła podłużna jcet rozciągająca, to należy
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w® wzory podstawić /V< 0 ?otrzymamy ^ -  urojone,, 
Funkcje trygonometryczne aamienią się na hyperbo- 

liczne:

Równania te choó dokładni®jsm są jednak roa- 
wiązaniem prsybli&onm.

Z równai tych wicteimy, źe ściskani® pręta aginane- 
go zwięksaa w nim naprężenia, zaś rozciąganie ** wogó- 
le zmniejsza.,

C



B O Z B Z I A Ł  YI.

OBLIOMIE EE|TO® ŚCISKAM*.

§ 1 .  3 W A G I  O G 6 L H B .

Dział im  posiada b&rdso obszerną literaturę ; wzo­
rów mamy barda o wiele, więc prze dews zy s tkiom musimy 
znać zakresy stosowalności tych. w z; o rów*

Jest to typowe zadani® 'badania stałości równowagi : 
czy równowaga pręta ściskanego daną siłą jest 3tał& w 
stanie prostym, czy w stanie wygiętym ? Prócz tego na- 
l*ży jeszcze zbadać, czy pręt nie ulegnie ani szczeni u 
pod działaniem danych sił'. Są to dwa zupełnie odrębne 
zagadnienia, a mieszanie ich z sobą, co często się spo~ 
tyka, prowadzi do wielu błędów*

§ 2*R 6 1» I  A I  I E E U L E R A  I T E T I A J S B A

Teoretyczne rozważani® naprężeń w pręcie proeteoeio- 
wym, jednorodnym i centralną siłą ściskanym, niema w 
praktyce besp© średniego zastosowania, gdyż w rzeczywi­
stości niema ani prętów jednorodnych, ani prostoosio~ 
wych, ani zupełnie centralnych obciążeń* i
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“ 4r4' •“
Prjąr rosoiągsuliu niewielki® odchylenia od tych 

trsech warmnk% prawi® ale ispływają na skutki obciążenia, 
natomiast przy prętach ścisteau-ycrh mogą mieć decydująco 
znaczeni®.

Miiao to>ma rozwiązanie teoretyczne 
przypadku ide«la$go bardzo wato zrsa- 
ocenie pośrednie i dlatego wypada się 
nim zająd przedmrszyBtkiou*

!/ H(5Wnioskowe równani© lin ji ugięci*.:
L  =- JXL

f  '  E J  
Iloczyn E J  - msywMy sztywnością
izginmm.

fo r

(Py
dtxx

dy |2

daje się m&arftd zapomocą fankcyj
eliptycznych

Dla niewielki oh ugięć, możemy pominąć wyraz 
jako niewielki w porównaniu z jednością, trzymamy

__ ~t JM—
d ż % £\J

Po sca^kowantu / k uwzględnieniem warunków krańcowych,dla 
x  ^ O jest i

I X  i

z/e■e źr -  J
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W znaJLezioa&m równaniu lin j i ugięcia figurują ni ©zna-
t

na strzałka wymoczenia f+  Saposóy wydaj© się, fte moina, ją 
wyzm.Gzyć z warunku :

rf/cr 'j s f  i 

Waranek ten. daje jednajcie t $&&&%& i

z którego widoczni® nie da. się obli esy 6 f  .. Ale a ró­
wnania tego można wyprowadzić jeden wniosek %£x;dso do&io~ 
sĄr, Ażeby mogła powstać rte_& od s»ra ,/ a według stało- 
żenią wywodu b a r i  z o m. a -ł a' /  strzałka f  t mu­
si wyrażenie w nawiasach 'być rdv&B 1, esyli :

' I" II MIM I ■■■««■*

COS y \ / jj = 0

Teaai zaś czynią zado$d tylko następująoe wartości ar-
t i . - . * ' * * .  giwaentu funkcji cos :

Ł O I . *  s - f  5 f - ............... (2n+V  f
2\! EJ 1 j 1 j ■* ^

Odpowiadające wartosoi a ł̂y są:

ę> =  jc% ~~~ j ..................(2n + l) X j j  (3)



Te wartości nazwiemy Eulerowskiemi* Skoro jednakże siła 
P  =jz ?t 0 równanie jZ /  spełnia się tylko dla f~  0, 

t*zn»dla ni ©wygiętej postaci równowagi prę ta .T en wniosek 
7i naszej teorji jest sprzeczny z doświadczeniem, które 
wskazuje ,fte równowaga sprę&ysta wygiętej postaci pręta 
zachodzi przy najrozmaitszych skończonych wartościach 
strzałki i odpowiadających wartościach siły ściskającej, 
przekraczających, pewną ściśle określoną wartośd k r y~ 
t y c s n ą  „Okazuje się przeto,że tutaj nie wy­
starcza teorja oparta na, przybliżonem równaniu rtf&nic£ko~ 
wem lin ji ugięcia. Natomiast poprzedza wynik teorji, - do­
tyczący najmniejszej wartości siły ,dla której obok prostej 
postaci równowagi jest możliwa tak&e wygięk-./ o nieskończe­
ni e małej strsa-łee/ pozostaje w mocy* Wynik ten powiada

że: Pk t ~ P B - x *  f i  (31
i daje się sprawdzić rozwiązaniem dokładneau Te rozwiąza­
nie, podane już z końcem 171II wieku przez La$rangeł&, 
przedstawia następujący związek między siłą P , 
a strzałką ugięcia;
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Stąd 3&t*o adcsyt&ć* £e niesko&cacmie małej strzało© 
j' odpowiada P =» PE . Skoro s&ś ^ wzrasta, to war&st&d
Łusi i P  > PE .

Sezwinąwszy oałkę elipty.csną po prawej stronie na sze­
reg jCirsym&iif' s

/ f - M ffi f  / J A f t ł l f  ifr fi-  -  (s>
Nietrudno dowieść, &e szereg ten jeat zbieżny dla 

wszelkich wartości PE <• P  < 1,6 •
wzór prayblita^ dla strzałki f  znajd^iea^za - 

traymując tylko dwa pierwsze wyrazy szeregu, esyli z

/ £  ~  1 t 1 p
t ę  1 16 v  Pc .

Stąd; _________

< *
«)*»s?cze lepszy wzór praybliftorę/ otrzymujemy*zastępu­

jąc faoiccję pod całkową w powyższej całce, przybliżoną 
wartością średnią przez podstawienie % zainiast cos2̂  . 
Wtedy : )p p - ^  i



a stąd po rozwiąz&aiu :

Tak z rosawiązaaia ścisłegos jak i ostatnich prsybli&o* 
Eiyck wid&ó, że isyboczeni® o skońpsonej etrzałoe zajść mo­
że tylko prsy \rartości siJy ściskającej: P > P£ . 
lartośd krytyczna obciątoia jest więc wartością, roggrani- 
es&jącą te wartości P<  Pkr , dla, których jedyną postacią 
równowagi pr<jt& jest posiad proetoosiowa^od tych wartości 
P > f̂ r 5dl®. których zachodzi równowaga sprężysta także 

przy postaci krzywo© siwa j , I  tym drugim przypadku już do­
świadczenie poucza, ie tylko postać zakrzj^iona jest 
s i «  t e o it n ą, a prosta ni©*

Dla prętów,o koac&cK ustalonych imczej,&Mfteli w przy­
padku powyiszym^znajdsieiay wzory analogiczne :
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Analogicznie mc&amy vyprowsdzić wzory dla pręt <5# atwiey
dssoByoh podatnie f  sprężyście /s rife w środfct ew??j dtego^oi

n f lprowuśsosyoh* Wssgrstkie ta w«uxjf mają po stad : ^  -^j- 
praye*e» epółesymik lioslwwy e< założy od sposobw podparcia 
pręta-* Wsuiy ta %;?&ne są tylko dla j*ręt*5w o stałym orz ©kro­
ju Mad wyfc&ostór, lea, prętów, robiono wielo badałi doświndossal- 
:n̂ oh / SeiuAjer * Ooneider©, BanscMnger, Kanaan, Menanler 
Ostsafeld i i im/*

Doświadczenia potwierdslty wsór teoretyczny Kulera w 
granieach jego wa&no£oi,8aleftiipc)i od naterjału pręta.. 

Przekształciłby wsdr Bulera s

€ o< £ J

Pkkr

P1*2*r®

l 2

Fi>
EF

- 6; ,  -
E (8)

l  -  najmniejs?© r̂ - 
mię bezwładności.

5  - snukłoiSd 
pręta .

-  naprężanie krytyczne,

Wywód wzoru oparliśmy na prawią fiooke*a, a więc wz4r 
jest prawdziwy dopóki naprężenie 6  nie przekroczy gra= 
i S S i i  LOTNICZA lir,£18 Arkusz 4~ty
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&icy proporcjonalności: %r <' /  ^js,37 j. 
Powyżej $$r mżnj jest wzór Eulera,

Przyjąwszy np*nomalay praypadek ustalenia przegibnegó 
końców,- msmy dla żelaza,

E  « 2 000000 h /J , e-r -  £0001 *  /  - MO
dlla sta li Sgy jest nieco mniejszej gdyż większe jest & u 

Wzór Eulera jest wafr&y również i dla prętów drewnianych* 
Dla każdego mafcerj&ihi słupa /  t „ j »pr^ta ściskanego po- 

dMni® /  moftaa przeto znaleśd wartośd simkłości S ~ t
aswa&ą s m u k ł  o ś c i ą  g r a n i c z n ą  '£ która 
rozgranicza stapy " krępe " o aomkłości S <  5<̂  od »b?- 
3paw !J smakach w o S >  S r̂ .Tylko do łych ostatnich 
stoma je się wzór Bulwa, esy li inne mi. sŁowy:

H z 6 r  E u l e r a  p o d a j e  d o k ł  a d ii ą 
w a r t o »• d o b c i ą ż e n i  a k r y t y c z n e ­
g o  t y l k o  d l a  s ł  tt p 6 w o s m u k ł  o ś - 
C l S $ gr.

Dl&t8go^ybocEonie takich *hjpd« nazywają taki® wy - 
b o c z e n i e m  s p r ę ż y s t e  ci; aaa wymoczenie 
g£up<5w o smukiościach S < Ŝ r n i  a » p r ę ż y s ti e a.
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Że zjawisko wyboesenia przy osi owsa ściskaniu s<hipa 
pryzmatyesncgo i  jednolit&gą polega na zmianie warunków 
stateczności rómm&gi w zaleii&ttóoi od wielkości si^r o¥- 
ciągającej; dowodzi jasno prosi© do&wi&deczeni© następu­
jące: Prostą sprężynę/rys, 36/ utwierdzany dokia&ni# pio­

nowo w imadle i obciążamy aa 
góraysu końcu przez pray śrubo­
wani* kolejno ciężarków ra­
źnej wielkości.
Przy obciążaniu c ię ż a rk im  

znacznie mniej szyja od warto­

ś c i Pk t sprężyna pozosta je 

p ro s tą a a po w ytrącen iu  je j  

z prostego położenia, rówao- 

wagi wa&a>doś<5 szybko około 

iago po łożen ia  i  po pewnym 

czasie wre ca dcm wskutek n ieunikn ionych oporów ruchu* 

Wahnieoia są tern szybsze,ii* obciążenie je s t  m niejsze*

Gdy ciężarek jest m&Jo cc* mniejszy od Pkr , to  wah- 

n ienia sprężyny b ta ją  się bardzo powolne , ale z czasem 

układ zajmuje po łożn ie  pienaee* Skoro jednakże przy­

tw ie rd z i^  ciężarek nięco wi$ks*y oa Pkr , to  niepodo­

bna nawet przy największej ostrożności, otrzymać trw a łe j

ZZZZA

A \
■ x ' y >  
/

/
/

/

Hys, 36..
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równowagi przy prosisj poataci sprężyny.,Katoniasfc równowa­
ga taka zachodzi przy postaci wygiętej, Potrącani© bomom 
ciężarka powoduje waJmienia około te j&© zakrzywionej postaci 
równowagi , co dowodzi, £e ona jest teras postacią rórnowa- 
gi statecznej* Stateczność ta, Kierzoua częstością wahnień, 
wgrasta teras s® wzrostom P , czyli oddalanie® się od 
wartości P ~  9 podobnie jak przedtem ubywała w miarę 
zbli żania się do tej <w&rtodśoi< A zatem praj obciążeniu 
»i3:ą P -  ssą równowaga charakter r ó w n o w a g  i
o b o j e t n & j „

Prs$’ ©błiczaumi prętów konstrukcyjnych narc.o*qreh 
aa pod£u&n* osiowe ściskani*? musimy oczywiście aape­
wnik statoGzno&S projektcwanej prostej poat&fll pręta, 
Wfmimy pręta, mszą by«5 przeto i akio* aż*»by największa 
«ił& P,&a jaką będtei® nara&eny w czas i o sMby w kon- 
strukcjś^ni® przekraczał?. >1 -  toj csęśoi Pkr i 3®- 
froli ’ H oznacza obrany s i o  p i  e ń b e z p i e - 
e e e ś $ t w at czyli p e w n o ś ć  ze względu na 
stateoińuośd „

T o j ®  s 't  w a r u n e k  g t a t e e a  n o e- 
c i ; :  . '



pro«  ąjaji -av

Albo Izieląc obustronnie prs»z pole przekroju F  2

n 6" «  6;kr

^kres 6^ w K&la&tiości od ©aakłosoi S prsedetmwl.tno 
na 275.38 lin ją grubą. Lim ja ta od punktu A, odpowiada ją-
eê o fijawkłoś Ci ^1"̂ I1XOS5T10 J J ̂  OO5&̂?W!!Ł&&0!8,® li % ̂5 @3̂1bO i  ̂  
■Snlerowsk̂  6^  — , Dla S <  S g?
wrysowano tę linję mniej wSęcej ŵ dirog dolwi&dessfcń Kanal­
ii* a nad wytacsanisur nie&pręftystorn prętów, stalowyeh.

Ale obok warunku statacssnośoi ssusi być spełniony taka© 
w a r u n e k  i j t r s y i a ł o ś e i ,  t 6zn. musi aa- 
chodzić pewno ód 20 wzglądu m osiągnięci® prz@a naprężę- 
ni a wartości niftbaspiecznyoh <%/e6 takich, które

warunkują pojawienie się niedopn asscasalny eh odkształceń 
trwałych, /  plastyessayok /  , albo /  w przypadku materjałów 

kruchych /  pęknięcia*

Warunkowi wytrzymałości odpowiada na wykresie krzywa 
napręż sil niebezpieczayck, czyli krzjtea wytrzymałości. 
£atwo zaważyć, 5e w obszarze wybooanala sprężystego, 
krzywa ta będzie lo&ała nieco wyiśj od krzywej stateczno­
ści, albowiem dopiero po przekroczeniu wartości kryty-

i
cssnej przm oboiąfcsnie aajdsi® ’«ygięcia pręta, co za 
tern idzie zs&oz&n powiększenie naprężeń po stronie



zr

Kys.37,

prostą Tar maj era 
k>‘2fs/5L wytrzymałości 

» stateczności
» wytrzymuMci 

praktyczna

Smukłość prętów sto­
sowanych w praktyce.

rtys»5S.
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wklęsłej* Rachunek wykazuje godnie % doświadczenia*, 

rćftnice .rzędnych o k  krzywych są przy sotj&Łosciach naj~?
częsoisj stoscrazorch w praktyce-^nikomo sale.

Dopiero prsy bardzo wielkich wartościach samkłości wy­
stępują ta ró&ńiea wyraźniej* - ,

1 ohaaarze wybaczenia ni ©spręży s tego / s  <  $?>■/, 
począwszy od w dó£# ©Ma krzywe się zlewają zrazu, 

poczem przy całkiem małych wartościach S krzyw wytrzy- 
aiałofciw/a przebiega niżej od statecznościowej . Tutaj 

jej post ad nie jest dokładni® znana, a l*  praktyczni© ma­

ło  wa&na. Zależy ona zresztą od bliższego określenia na­

prężania ni©bezpiecznegoo

Obie rozpatrywane krzyw® odnoszą się śc iśle  do wyi­
dealizowanego przypadku obciążenia środkowego przy pro­
stej osi siup a. i mat er j ale jednolitym.

Nieuniknione w praktyce zbocz en 5 a od tego przypadku 

powodują pemie odchylenia doświadczalnej krzywej wytrzy­

małościowej od powyższej teoretycznej* Te odchylenia są 
całkiem nieznaczne w obszarze 5 >  S^r , natomiast 
b&rtko wyraźne w obszarze S <  Sgr -

/
Tutaj praktyczna krzywa wytrzymałościowa przebiega 

znacznie niżej od krzywej, otrzymana j pray b«rdzo sta- 
-łjuim centrowaniu w doświadczeniach laboratoryjnych.
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Vf ogrotoy® a®Łt ©r̂ at© doświadczalayw Tstw&jara ©apowia- 
dał& dokładność ę?nt*wrtoi* łwykłej praktyćMej*

W ob Saar 90 po^ya ĵ S^awaay® wybocaani&a apręśiys tetra, 
•punkty otrayass*® % vysarli doświadcza były bardao blioko by- 
psrboli' Bulom; nsiomi&Ft poniżej Syr jtr obssarza wybocse~ 
aia niegpręźystego,punkty byiy rossrzucoiTe, nis układaj 
się w tsńxiĄ 'kr%ywą̂ ;

W obszarae tya kx«yrffc statsossnodci i wytrzymałości są 
ssiłp&jfoie octaiannefc tersyw stateczności dla prętów, których 
atgukłotić ssbliźa się &(> zara^tsoratrcanie daty do nioskoń- 
czoBOćcipatoniAst w praktyce pręt pozostając w stajnio r<5- 
mowagi w .stania prosty# ulega m isaossniu pod działanie.® 
obciąż €dia.

Piatego Tatnajor dla obciążania niebezpiecznego przyjął 
prosty łąosąoą punkt hyperboli Walera ,odpowi ad&j ący 5 r̂ , a 
dĄtb dl a pręta ćciska&agoyidspodlsg&jącego wybocaeimu 

BAranis tej prostej &„ieb =  a -~J)S gdsde ct — 
■mprę&mi® niebezpieczne ze względu na wyirsya&łućć mater- 
jisłu 9 b — współczynnik ustalony empirycanio.»

Jak widsimy % tych rweażań nie można stworzy d jednoli­
tej tórm&y do oblicssnie prętów we wszystkich ob saarach 
m m ktoŚG i»

Prefe&uj-ący do tego damy mór Hiwier - Sobwarfcs; -
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-  Kankina: n ^Hw _  o.
F  ~ ULsi

nie sa żadnej wartości naukowe}* a bardzo małą praJktycE- 
E£&»

§ 3 . 2 A S T 0 S 0 W A M I E  B H B R . & S I I C Z -

I B &O  K U T E R J U H  B Ó W H O W A G I ,

Metoda ta jest iatwiejsaa od całkowania rćwaa&ia r<5&~ 
nieskorego lin ji ugięcia, gdy aianj wypadki bstrdai@j skoą- 
■ tonowana, n«p,. pręt zginaj, w wielu punktach podparty i 
ściskany*

Dla iiezykładu rozpatrzmy pręt obu końcasai prsegibnie 
ustalony /  173,34 / ,  Energja sprężystości /  czyli praca

- b  V  ..

odkształcania / wynosi w nim:
__/__ ęrj; lh I f  -  objętość pręta.

. 2  E “
Jak wiemy,pręt znajduj® się w równowadze,gdy całkowi­

ta energja układu osiąga ©ztr̂ musi; przy minimum - równo­
waga stała ; przy masiraum - równowaga, chwiejna™

W układzie sprężystym mamy energję potencjalną s i ł  
sprężystych i s i ł  zewnętrznycLk

Jeśli, przez wygięcie ściskanego pręta dodatkową si­
łą  boczną, spowodujmy wzrost energji układu, znaczy,
Łb w stanie prostym mieliśmy równowagę .stała * &y nas tą-



Pi 2annieis?.enie energii « rómcmg& w stanie prostym 
była niesthi ecans,,
Granicę między tassi dwoma wypadfoi&i stanowi obciążania 
krytyckiio* Energję s ił  wewnętrznych /  sprężystości /  
oznacayliśąy prz$zJft jej przyrost, spowodowany zgię~- 
ciem pręta,_prasz & 1[  ,

Pray zgięciu pręta koćc« jego zbliżają się, przez co 
energia potencjalna / /  sił' sewmętrsnyeh mało je o a U » 

Gdy zi TT- zi U *= (? mamy krytyczną wartość
obciążenia. Energja Jl i u  zostałi już obliczona przy 
obliczaniu pręta jednocześnie uginanego i ściskanego
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Dla praktycznego zastosowania Lago równania brak msn 
równania krzywej ugięcia (J"  f ( x j  , g&y& ^  na­
leży od tej krzywej .Rzeczywista krzywa będzie ta &3.st któ­
rej lf(y będzie najmniejszej, co zachodzi, gdy niema żad­
nych sil: dodatkowych powodujących wygięcia, a sięc rze­
czywista linja ugięcia od samego śeiskanm.

Dla rozwiązania tego równania zaJr&da&y prawaopodobry 
kształt krzywej opatrzony nieoznaczonemu parametrami.

N.p. dla naszego wypadku weźmiemy szereg Foariera, mogą­

cy przedstawiać dowolną krzywą:

,/ /’*•/„ X *  r  s‘n 3 x x- j -  - t - f c ------- ?—  - h ........

Zwykle wystarczająco dokładne jest wziąć jeden lub dwa 
wyrazy. Możemy też srófcnicękow&d cały szereg, podstawić wr 
równanie / l l /  i ,  różniczkując względem i t . d . ,

obliczyć tak te parametry, aby P  było minimum.Kr
Z rachunku tego wypadnie £  *£=0 zaś reszta f n = O , 

a więc-wrócimy do dawnegp rozwiązania.

Możemy krzywą ugięcia przyjąć za parabolę o równaniu:

y  =  ■ ^ rX l 
/ ”  - j £ - *

, y ' = Ą r  ■

guzi e f -nieoznaczony par&sistr będący strzałką ugięcia.
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Podstawiając w szukane' całki5otrzysuuJiy:

.  -  M lJ f l
.fig
■ĄL r f j x  „  M . M L m M . £f i  AJ a *  -  i/2 . p  /2 ę

~c/x

p  s  M JL Ł JJl J Ł . -L . « jo  ~  (7 2 / 
k r  ■ t *  6 1  f *  ^  i *  ' ^

Rozwiązanie to od rozwiązania dokładnego różni się o 
20$* Gdybyśmy uwzględnili dalsze wyr&zy funkcji wycier- 
nej Hop-, y  w a< Z  ~tp X j  wyraz zawierający
x Jnie potrzebny* gdyś krzywa względem osi tf jest syme­
tryczna /,■ to wynosiłby około !$«,

Metodę tę s&stcsow&ł prof, Tiatoszeako do rozwiąza­
nia wielu zawiłych zagadnień,.

\ _ A

I 4, W % 6 R J C? H ® 3 0 U i  ~ O S I U  F S 1 1) A.

Robiąc doświadczenia nad wytrzymałością ©siwo ścisr 
ksnych -pr$tdw,‘ otrzymuj omy mst ćpające wyniki: najpierw 
pod działaniem siły pręt skraca się j początkowo odkształ­
ceni© jest sprężysta,następni© staj© się trwałem po prze- 
kroczeniu granicy sprężystości* Tu JM obcią&ęais grę ta 

jest niebezpieczne, siła obciążająca j«st grani­
cą do której moź§mj dopuszczać siły działające na ten
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pręt “jako ni*.. ol«aient kossirukcyjny, Przy d&Iszem oTbcio4- 
ż&niu pręt sacsmio się wygi nad, ustępuj* uybocaenie 
n3esgrężystę, Jeżeli &siLbłoś<5 pr^ta jest mniejsza od 
sgonafc&cści gjcaaicznej, obliczonej ze wzoru Eulera :

£
5 , -  /r  u ~'Ĵ  l> 6cj;, »>

Natomiast dla prętów o ssnkłości większej od granicz­
nej 'zachodzi wyboczeme sprężyste, to jest przed, prze­
kroczeniom grmnicy sprężystości . a tylko przy osiągnię­
ciu przez siłę ściskającą wartości krytycznej fj* , ob­
liczonej ze wzoru Plułam,

Po wybocseniu się pręta /spręfty#tea lub nieaprężystem/ 
motoy jesseze- si£ę ściskającą swiększad, aż osiągniemy 
granicę wytrzymałości Pho,jwî ur.** » P° dojściu do któ­
rego,ugięcie pr§ta wzrasta,nawet ze zmniejszeniem siły , 
i następuje słananio.

Ponieważ wzajemne położenie wielkości Ł t  i i
'PmJw ssaleiy od smuKtolci pręta S = — ,inęc i krzy- 

wą naprężeń kreślimy zawsze jako funkcję smukłośoi S
l  rys* 38/, Dla dużych smukło dc i S > $ $ v niebezpieczne 
obciążenie elementu konstrukcyjaego wynosi Fj£r , to 
jest obciążeni e_,przy którem rozpoczyna się wygięcie prę­
ta. Natomiast dla smu&tości 3 c  S$r Już przed osiąg­
nięciem wartości } wyginającej pr̂ V obciążenie sta-



je się niebezpieczne P. , .ho,przekroczywszy' granicę sprę- 
żystoóci, wywłuje odkształcenia plastyczne,

Nad wyhocseniera prętów drewnianych wykonał w ostat­
nich latach wiele doświadczeń prof.Ostenfeld w Kopenha­
dze. Doświadczenia dokonywał' przeważnie .nad awierczyną 
polską i szwedzką* Znalazł, fce dla świerczyny polskiej 
spółczynnik sprężystości E waha się w granicach od 
105000 do 205000 Hen? , średnio 156000 tym  > a
więc znacznie więcej, niż zwykło podręczniki podają. 

Wytrzymałość doraźna na ściskanie wynosiła od 400 
do 790 )̂cmt f średnio 580 ^/ctni<

Dla prętów ściskanych o smukło ści S < S?, prof*0s~ 
tenfeld podał następujący wzór empiryczny, zgodny z je­
go doświadczeniami:

&nU = 2A7(l-0,ooooQ8 sxJ  f/3 j

/ważny dla siuukłości od 4C do S9r przyczem ^ = 75 do 80/, 
Wzór empiryczny Tetmajera linjowy:

- <Z*t -
daje w tych granicach S wartości nieco mniejsze*
Dla sraukłości S >S9r jest stosowalny wzór Eulera ze 
spółczynnikiem Tetmajera, odpowie dającym pozornie wartoś­
ci £  «  100000 h/cm* i ~ _  927000

°ni<>L S*

■** £><2 *■



Wsór Osteafelda, chociaż paraboliczny, w casiosowa- 

niu jest wygodniejszy od linjowego wzoru Tetmajera.Zo­

baczymy to na przykładnie, W praktyce zwykle namy dano

przekroju i w podręczniku szukamy pomocniczej lrielkoś-
(~ci if) — ~ jt stałej dla danego przekroju.

Dla kala ~ f  «  $JT 
Dla kwadratu '(£> -  12 
Dla prostokąta-^? = 12 4/£

Następnie musimy przaprowa&zid dwa obliczenia :

1 /  wzoru Eulera i

obciążenie pręta P  , jago długość l  , aiaterj&ł * & 
wiec spdłcaynaik sprężystości E  i granicę wytrzymałoś­
ci kc i spółczyrmik pewności f?

n̂/ei ' [ 2 ( z </>(/>/

jcE F
r



Teras -obliosuay dla znalezionego .przekroju &iuk£o£d 
S : Jeżeli wypadnie 5 >  to waór Eulera był 

tu słUsKHi'3 isastosowaniy. Natomiast w. przeciwnym wypad- 
.ku musimy przeprow&dsid dragi® obliczc-aiw*.

2/ Ze tooiu. Oste&felda :

gdzie k  V  są’ spóło8yimilcB!ai waletom od i£&t«rja~

^  * n P  l  '3, -
Podstawiając 6* »  — i  «S2 «  otrzymaj­
my:

F  “ • ^

n P  r
?oniew%& —^ ^

jest to przekrój obliczony sio względu na sarao ściskanie, 
nie uwzględniając isyboc zenia, możemy napisać:

H r -  (,s j
Dla drzewa jest

Jj~ i=r Oj 000,0 £>/ &j f~- /f* ■+• O ooo oś/S ̂ >/

przyczem
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$ 5 .  P H E K S O  J B  D R a O U K .

Dla. p rzekro i drążonych,op*4ca .ob licaaata  całemu prę­

ta  m . ścis-fomi  e, musinry &ię jeszcze upam id* im x»x« na~ 

8 tą £ i «y1yec*etii® samych delaftók w postac i 9£&Z4.pnr*ni6

s ię ' ic h .

'Dla p rzekro ju  ru ro w e j i  ARprf&esr n i*  praefera- 

f!*a^ą.cyob granicy sprężystości miary n&afop ija c y  

o lrrea la jący naprężenie, prsy luórem uąoliodzi wymocze­

n i e ścianelt: A  ^ 4 ' +  4
. Po/s$&nq_' /+* *4

&kr~ E 7 “  y==~~~ (16) cf~ grubość ścian/rt
* '  r -  prom/er i  m ry

Wzóx ten -jea-fc wafcny d la  dMtgpśAi /  a isśb^ft PŁitłycb w po­

równaniu do r  ,Z<9 wtóru B u lom  n ie l i& ty  

*rJ r^L_L!'
V  ~  “ ^

w&or ten. n ie  g tra o i m ^ n a lo i w mssjfiR pr&yp&dfeu,. i$ ż * l i  

eta wartość mniejszą od pcprsota icgą' o a j l i  gdy:

jr »£ -/‘  < f :cr. : J _

po podstawieniu wartość,! ltcftbowycfo i  prselicso^H
ifATEkX  IÓtSi S a " ”^ , 216 ArSttjsa 5 - ty



/  dla m ij ~y  / ,  otrąbmy:

r albo . £  >  
/ ' 8(

'  r I3 Oh

munmak w&toości srsona Bałam dla citBkoćaian&aga prę* 
ta. r&$:ow@g©.,

6* P B 0 Z K 1 B I  I  T
KR 0 JU o •

P R Z 8 -

Dla lekkości osęato'robiay pręt/ w środku grubsa©, 
gdsd® aachdd&i największa aiabaapiaozoiatiio vyboeza&ia, 
aaś ku kmicm oiańsse. Prę tani takimi zajmował się 
j iii Ealtr* lila cblicza&ift takiego pręta/rys * 39/atas imy 
sotd pmwc, vad£ttg którego 9ai«&ia się moment fe«3wł&d- 
aoiei przakroja J « Oś Y prowadzimy przas pomyślany

punkt 0 , sr ktdijm 
mazani l>asw33ato.o<S- 
ei przakrosu. lTj«ł- 
t>y siaro, gdjb.y po- 
wy&aj końca pręta 
aaiaaial’ się w©4-
&.g satoftmgo pra­
wa., Oś X prewadai- 
my przez ugięty ke~r«. 39,
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niee pręta. Z n M M j kwadratową mementu:

i ' " L r \  c - j r ( f f - / f
J “  c i 1 

Bdft&ioskaró rtom i®  li& ji ugięcia :

E J  -7 ^ = “ ^
podstawiając nałożoną sanieimośd J  :

E c ^ + P y - 0
Całkowani* możliwe tylko dla

p >  'E c  4
&»firo*tós& do wyniku:
y  -  /x[c, sin (fi (oy f j  -+- ca c o s f t  to9 f J J  f?$J

gdzie f i  -  ~ł~ j/ ^P  /
E c 4

P  s 1ja ł m&zmj dla -=.—  <  —
L c  H-

Yfjpad* ją  w artośc i urojoae.

S ta ła  c i  C2 wyznaz& pą z warunków krańcowych. Z v&» 

ruakn X -a ; y = 0  wynika C ^O  , S ta łą  C, oblieayray s 

iftn&bi: j r * a + / ;  ~r; ~O  • , •
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e a e r g o t y e £ » s  k r$t© r;ja .E ! ró w n o w a g i pręta- d o j -  

dzięjtiy &o tfarayik-n

f  t/l (o9  f - )  -2 / ł  =■0  0 $

Wyliczywszy atąd f i  , i  podstawiając w róm m ir okreś­

la jąc o znacie ni&e /?  , t̂r&ymwny ,

£ J ' /&?/

$

P =■ cxfKr
Jog$?J.v U  saleiy od s-to^uste y  i  ęd młozonego pra^aaoiiennokci J , Poni&Sza tabliczka podaje przeliczona >*:

dla rdżnycłi wi$lka&si 
tmiiia prpia i  <Ua dw&cfc praw amiąny *J :

j
~'y' y dla dwóab ŵypadków zamoco-

. V
I

7o 0 0,1 0,2
t

0,3 otii 0,5

;
f  ' rTO 1,000 5 400 6,372 7,053. v 7,616 8,092,

| U
w?v?

0t250 1,350
ł

1,593 1,763 1,90*1 2,023

<*-*
% fl-oi 

3L *
0,000 
------ —

3,121 •MU 5,406 6j 242 6,979



~ 69 ~

l
J,

0,6 OJ 0,8 0,9 1,0

«4
H

li,iW/1 f/ 8,512 ‘ 6,892 9,244 9*5S8
i

9 ,8^

a

! '■/ / fy r

2,IZB 8,223 2,311 Z 467
•

V
11
o

? ,a s 8,258 8,828 9,363 9,870

V>\%, ta"k obci^oa©g« pręta jr$ 3,40/  
ćl)a. wymoczeni®. spy^Łystego nawy w ór:

(P *  Ri, ( 2 J)7, kr

J,
g&s&i® j 3  w a ł ę t y  c 4  a tc jro n k u

i oH Ić,

P+ R
T ' ,

%#.4:Q.
P o n iż e j ta b lic z k a  podaj *  ***fc«ćc i sy5 łca jn m ii»  ,$



<5żxłych k  i
----—---

X 4\
J, V

l  ,00 i ,  25 1,50 1,75

O 
!

o 
;

51 
1 

ca

1,00 1,00 0,95 0,91 0,89 0,87

1 v 25 1,05 1,005 0,37 0,94 0,915

1,50 1,12 1,06 i . 08 0,99 0,98

1,75 1,16 1,11 1,07 1,04 i 1,006

Z ,00 1,84 1,16 1,12 1,08 1,05

8. W X fi 0.0 Z B R I S Hf I M 0 Ś H 0 -
D O W £ ,

■ e ■ *> » j. 
ł *

Dla ^ciskania mimosrodowage wart-Q$4
krytyoam c&c.ią&tmia /^r A&e i#t- 

g&yż nawet TO ŝnaisjisa siła 
powoduj® pewa@ ®gi§ci® pręta. lamy 
więc m zadani® smala^ Pnf-ê  ,
Li»ję ugięcia /  rys ,41 ,/ ®obmy ana- 
l«i<3 jak dla pręta zginattfgo i ści-
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skuMgot przy ozcm nomeni zginający*.

M - P ( f  + <T)
Przekrój niebezpieczny znajduj® się w środka pręta 

i tm. w skr&j&ftm. wWknu po stroni© wklęsł©j zachodzi 
mjwifksz® mprężenie;

P He  
*" F ~ł " J

POznaczając średni© naprę£enie & »  ~ r

* * £i naprężenie krytyczne ze wzoru Eulera 6̂  -  ~~ęir~

i ' ,vprovaLdzająe r&niaaie krzyrej ugięcia pręta, do j-dsie- 
ay do wsoru: . •

%,/eś *  6  ( l  +  'TT Sec ~2 \f~óę)

i L1gdai® k ~ ~x- - preai«fi rdzenia przekroju w płass-w
osjinit, w której zachodzi Y/boczenie.

Wzór ten do bezpośredniego użytku dla obliczenia, 
pola przekroju jasi imn&ny * raolrankaeh, ale w n £r»«- 
gląjdffiie Technicznym5'1 /  r,lS £8. Artykuł praf.łLT. Kubara 
wQblica#nie wytrsgpwŁJfośoiar® prętów psdłrr',ni® ściska­
nych’*/ , memy podptąe wykresy, które hiezaitniie nr.v93*- 

nsua mulanic. <**ł



~ n
obie a ir^a y  ram m ż& przez i  oznaczając:

JL* ~ u ■ — -  • z • — ® x ; 
f , - * >  6e Z < *

otrzŷ a-î ŷ

y  *• t( f .+ 'x s e c - y - f z )  (?3)

♦iSpo»wji?aii6 wyfcrery pt*s*datawi ig $ si®3 prostych j j  ~ f(x / 

d la  tózwyck Z=conŁst.. p rę t .«io$ęv©bliezyć naxi~

m a l^ r  dopuszczalni »bcią£<»ft-i». N ajp ierw  zakładam m i- 

mo^rołWóMć obciążenie (7 »jaka. nioie zajść w Tconstrak**' 

c j i '. stań iL iabtisp iM s^s w jn rfje tŁ ie  d la  danego fo&terja~

ła  <r„J>4 i ow ić**  fff  i k  ■
% tych ciernych obliczam y  i  X  i na icb prze­

cięciu r, ujrkra&u r.ndujlę 2

7 «• _. n f
2 ~ ^  ą

Skąd obliczam dopuszczalna obciążenie:

p  =• - Ł ?
• h.

g&zi-e Pg jest "krytyczneoi obciąieniain ze w tom Bulera 

•S9ś'rt wspótoaynnikiem pewności,

lfc^iai3o&«n.i* Ostenfelda wykazały, źe powyiej pray- 
"toca^t wSBór *o&n,& stonować, i  przy naprężeniach pr2.fr-
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kradnących granicę sprężystości; należy tylko wprowa­
dzić pewną paprawltę j? postaci współczynnika znalowi on e- 
go empiryczoie dla. dano&a przekroju i materjslu,

Wzór przy inne post&ćj

-  omacssi im 6o5»i«-5caainy współczyimikf «ya©s$ą~

cjch granicę sprężystości.
Analog iasn io  możoaby 742®!®ś<5 w ip ć łc ^ ra a lk i d la  ijm yoa 

matjerjałdw i  p irzekro i, «jls »jwag». to  a ^s ism ^n ia  o lb rs-y- 

xde] iłośfci. danych do& i& do ftilttych , WÓr& to praca n ie  

aosta ła  jeśzcze dokooaa*.

Wzór -powyżssy ułoŹt?,a znacznie upro£oi<5 prfcea Aokcas- 
■nie pewnych przybliżonych pod sta^iwl.

Oznaczmy:

cy 31̂  rożnych pv7.©kicojó«/ dr2sva ,



$ec<>(. ' C Q S 4  ^  cos *  ^

„  / lz£2§s£ *.1+ A*!ILI-
’ cos ot * 1-2 sin f

W prśybli&esiiu mźemy przyjąć:
eA d

‘ T  " T
4  o< J

/ - f * 2

«S ,

£*

•otrajmimy: se c  »< =  / - / - j?r2 6̂

£~Z&atąp&y teras nr liczalku --- przez --- saś w mia-O /
&©tó.ku przez 7, FopełAioay przytka błąd biłoś i si$ 
częściowo sb "błędna popełmionym prasy zastąpieniu sinu­
sa kąta przez 8 asa kąt#

Oirz,jmmy ;
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Podstawiając do waom /  24/, otrssgnugf :

^  * *[/+H (*■'-?-£*$ w
Jak jest dokład&ośó tego prsybli&enis, zobttesjr- 

my prseliesająjo dla róteyeh siostmków mrtośd &o~
E

kradną i przyfclitaą v jn z u Sec cJ» 

fp d k i podaj® następująca tafeliosk*:

O

O
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H 0 Z D 2 I H  VII , 

m wi VIBLOmiSŁOIVB ZGItOTS gIŁAMI K^ECSHMI
"  ' " i “55i€® ir^JsK j5S" ............

taki o grają ^aśną rol$ a1 bucowi# płafcowców ,

$ l*& sposób obciążona aą podisfini««e w dwupłatach i, jed­
nopłatach z ^astrtó^ii., Posfeaisj* ta taj sposób obliczacie 
ich najdokładni<»jasy «# stosowanych w praktyce,

$ 1, B E L K. i  J B P S O P S Z  J S 1  0 W A „

Rys.. 42
Rozpatrzmy belkę /rys.4?*/, zginaną jećinostaj nero

obciążen iem  ; momentami podpojcowewi i  Ms 

i ściskany jgiJTa osiową hj,
*

Moment zginający w przekroju X wynoefi i

M  = M* - j J~  + 2 ^ - + - % -



~ M Ą-t(Ms - N j j — f f ( - x U  + ffj

Wyakodząo z przybli&megn równania, lin ji ugięcia
\ ,

r  7 d k  -  ~ M  i/e J l '
c/xŁ * / i  0fi3iaesywway f /V~ ~ * 

otrjzyniwy z równania / /  /  Hftaidttarce równanie Inaji
ugj ęcia:

/,* c/f# . ., _  _  J _J m  + /M ~ M ) Tk hp % ~ k L 4 '* 4 ^
3r(i -x)x1 (2 )

Całkowanie 'tego równania 'prowadzi do wyniku;

3  - f; ros " r  *  c* sin %  + Z Ą ?  *
±  / i ,  /a.< ^  i *
N ^(^8. T  ~ ~Zr̂ ~  r- ^

Spr&ydzlnj t-vx wyoik pr$®z dwukrotne róanic-slfoyame
goi " K ,

^)L  «  -  7- ,5vW ~  ~f — CoS-r- \i- 
k  f< h «



p _ „ - ^ c o s - f -  %  s in -? - -  4 r
d x l  k % k  k ‘  k  N

j  3.Mnożąc oM@ strony równania przes k i dodając (f 
ot r żywmy:

a więc równanie różnicakwe j  2 j  z którego wytóiśay* 
Dla wyznaczenia stałych całkowania cf i c& posłu­

żymy się'tt&raskicn n%iymiości podpór:
dla X . » O . y  »  O 

i dla. x =  /  . t f 0 
Podstawiając pierwszy warunek w równanie /  3 /  otrzjn *  
say:

n %
0  ~  C' 2  /V ~  N

c - -  M Ma ~ l k )

3
N

Z drugiego warunku otrsynany:
Me. r  s/r? -t-  7~ iv -- -

k

v "  A/
£ i i ł

oanaczmy AfA~ = D f ; wtedy C =*

Lgiego warunku otraym&my:
/ I  J<2 MlO *  ^  1  . C2s i r ? T ^ Z 7 : r ~ ~
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Podstawiając obliczone C , otrŝ BUiuay

i _  J ł*
'a A/ nT//7 oć .£

o< -  ~p- ~ /  sasś ])a -  Ms -

podstawiając znaleziono stałe w równanie /  J* / ,  
otrsjmamys r

y ~ Y j[D /cos j r  ~ sin t  cofy *J + 4  l*r=r~

Znaleziona y  podstawiamy w równani® /  /  /  ; 
otrzynwimy:

M =lp ,(c<)s x  ~~S/V? r  coty^Ji- 4 ^  ^

Z równania /  /  /  lin ji ugięcia możemy oblicsyd ką­
ty między styeznsmi do tej lin ji w punktach podparcia 
a nie ugiętą osią belki:

„ / r D,./-i n , + ££ĘJkj + JL . JL +
4  ~ 'W L ~  T <  af,ct/  *  r9 «
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Analogie ano r^narua otrayma^ dla if 
jąc odpowiedni« rajeni & aamia t̂ Ą  i 
Tcszfcałcając równania, otrzymamy:

-  g/ l(^ T  tg  J - ~  y ) ]

- - t ^ a ^ f  - V ]

om&CRwy: — ^ 7 /?—' — **
5?£_ -  /' sin <i - - - /V/ n

N i  r

Oirsymamy;

ł - K f + w - i / y *

] }  ■* MK y ‘ ' + Me f ‘ - Q ł ’y  ’"

. Podgt&wia- 
Ą  prze-

ł

(7)

h) +
(8)

19/

(10/



f  dalszym ciągu zadaniem nas zera ‘będąi# znaleziona,* 
największego momentu i przekroju,w którym on zachodzi. 

Dla znalezienia maximm funkcji M *'f(x )  zróżn^cs- 
kujemy ją i przyrównamy pochodną do s<

3 7  "  H ccs f ( £ t ~  a f y i J - Ą  sin f j ~  O

Rozwiązując to równanie względem -X 9 otrzynamy:

ta  i  ~  A  _ L _  _ ( n )
i  k 1] sin u * Ą  s e n *

Ruminie /  *5*/, przez wyciągnięci® przed nawias 
JCCos '~ę i pogrupowanie wyrazów, możemy przedstawić w 

postaci:

/V = cos y [D, +- tq-jr(m *-D , cĄ°<)]-h

- ł-  au*
l (W

/  z A -i? COŜ i 
obixceyliśmy: ]~(j ~£~ *” 7}'s/hZ~

x 1
stąd usyliczjTHy: COS ^  ; /jf  ̂ 2 x

STATYKA LOTNICZA ?~Tr,.218 Arkuaz 6-ty



C-9w* 0&? *•*
R sin u

i  2Ą D ł cos*  +j}?cosK(
_f, D , sin  oC

/b*+-l\ ~ 2[J~Da coso(
Podstawiając w równania / IZ / ,  /»© względu sa snak 

wyrażenia dla ^  nal^ay mt:raym&ć tutaj amk minus

n

K , t , ~ 1 / f f M ’^ U ^  M
Podstawiająe odpowledai * war£ garnie at D, , .Ą 

i otrayasuay:

m  =  „ / y j i  *
' U t ^ 1

/ j r F u ~ ~ T ~ L y M e „ L l c M + f t k - ~ l *
' l f ( f  ~ or7~J/p v / . ^  '£'* ^  *

Gdy momenty podporowe nie istnieją 
to równani® upraszcza się ;

#«& f 2 ( 1 - c o s  j ] -

-  (  1 ~  s e c  l t )  . iJS)
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£ F« L K A O X A C Ł l

Postarsaay się teras wyprowadzić równanie dlsi belki 
ciągłej, analogiczna do an&aegc równania traecłi iso- 
msntów, tylko b&rdsiaj ogólne, "bo uwzględniające siły 
osiowa /rys,.43 /•

Gdy podpory 
są na j edne j wyso- 
kości,wtedy ciąg­
łość belki wyraża 
się równani mi

&+£.-o& n m~ilys*43.
Jeżeli uwzględnimy ugięci® podpór lub umieszczeni© 

ioli nie- na jednej prostej * wtedy odcinki łącząc© punk­
ty podparcia zawierają między sobą kąt zy(? /  rysu-

^  kąty o</ i  U a 
* jako niewielki® 

zastąpimy przez 
ich tangensy;

/t*/

Hys.44,
.  4 „ y s f z y n -  iłn ry *  (IGj

n i  /Ł/ł+/ 4n
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Gdy podpory l«żą m  uyaokośoi
U «  (/ ----- (/ ; ' Ą/Z, «  £?^ 'ih J \S j>% ^ /  i —/ /  /  ^

W przeć iwąyia irypneOru raaisy jr&mo&ift:

i ^ Ł - * A  w
Ponieważ każde z przęseł 'belki podlega analogio z» 
mmi obciążaniu do 'belki j^oprsęs&nrej, m  któn* 
działają momenty? podporowe, vięc kąty źż i 
wożony obliosyd & rówoaiS /  i? /  i /  #?/, saoęatro- 
jąo wszelkie wielkości odpcmednieai indeksami:

^  fń .’  + ̂ n fn  - g C  fn  (18J

C  - ̂  f-  +/V-  < ' “ Zr ̂
Podstawiając w równanie /1 7  /  i  grupując wyrazy,

o imps.mj:

*Pn + %n C fn  ”’+  i « „  i  ,, f Z  “=

-  y l  +  Mn f i ,

tt to równanie zupełni® analogiczne do równa­
nia trzach. momentów / Bertoi - Olapeyron /  przyby­
wają tylko współczynniki y  , zależące od' podłuż­
nej s iły  N  , i od długowi i sztywności belki. 
Posługuj ©my się • tym równaaai-aa analogicznie do rów-
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mmi a trzech momentów dla c-bl klenia mmniim podxJoro- 
wych»

Gdy siła ściskająca osiągnie wartoćd krytyczną Eul©~ 
rowską, wtedy momenty wypadają nieskodesenie wielki®, 
co oosywi^cie w rsecsywistości ni© sachodsi, ho siły 
skończone mogą wywołać tylko skończone naprężenia; po­
wodem tego jeat s&st os cwanie pray wyprowadzaniu powyż­
szego wzoru. przyblifroneg® równania lia ji  ugięcia

W praktyce aiern to dla nas znaczenia ho prsy tych 
oh ciążeniach belko, ulega słanianiu*

Dla praktycznego zastosowania wyprowadzonego równa­
nia należy dokonad pewnych przekształceń, Otraymaliś- 
my równanie 1^ 1*

gdzie współczynniki mają następujące znaczenie :

§ T 0 3 0 W AK I £ F RAK T I O O E .



» «-

f~ fc ( ś s -9 i

Dla kąta pochylenia Wiki m  podpora© otraymliśźftf 
/  7 j  j

^ t£//_ #ćM ~;J +
„ /*  1 / - L  fa s 1 _ J  )
V  I n  ( oi 9  2 2 /

Gdj f? iiy  podłużnej A /  t irtedy rów*i&ida p rzy j-
kuje postać**

(4 ’j  , & L  +  t k Ł -  M L  / » , )
'  JC J CEJ M £ J  ''

Możemy w analogi osnej forai© nap i sad rdwy>4Uii® /  7  /  fi} * f *' 
kąt i/> f mołąo i dsialąc każden wyraz odpowiadało

prss©s 3 E J  5 GŁ^J lub 2 $ t s j  i stosu]q,e owa- 
■‘ITT

na

csseni©i® ©< :



Jak widsimy siła podestu wproaadaiła do każdego wy­
ra an rfarania irep&teayftnlk będący tylko iuakcją oi . 
Wprowadźmy p«vno osmacsajila na t«s tokc j ®:

Wspóteynnik pierws^ mura&a NAohyleni® belki w FOak- 
cic dsiałards MoEifattt - B&swrijtty go; aaprca /©< /.

tfcp&łezgfjmik drugi wyraża Michałem* belki od Kaso­
wego MoBtoE-tu - narwijmy go:n£toa /  oć /.

ffspó$czy&Kiik. treeoi #yraia lAclijleait belki od 0B- 
cią&azua - nasmjiay go i aaob /  c< j

Wproaadaająo i® oanaćsenia do r&roaida trzech, mo­
mentów i aakładając sta2fc EJ ioi dla wesystkich prsfsoł, 
otraymaagr:

~ ~  ~  nakom(«J->-2~-(j- napumfę + Aa napumftjJ- 

+  Ą p A "  > n a k o s i =
J 3

=  - h t r  nooi* > +

+. £  „ o o i t y  -h A f]n (23J



"** @6 •**

Haotąc: rówmaie prm z € t .J  , ot ja m y .

M„., /„ nakomty + 2 JY„ (lb*lUl)napum(et)+  i„fl na/, om fuj=
ł<3

•™ 4rQ  i ta o tw4- 7. h * 1»h

+ G E J & j3n M

Gdy a iły ściskające, śtóaenty b ezradności, lub wspdł- 
osynnik sprężystości są róźm lia rożnych prsęeeł, wte­
dy wjgc&ai®j jest obliosyć kąty nachylania. halki as. da­
nej pssdpore®, prsyróiraad j© do siebie i % tego 16ima­
nie. obileajd ateneni aa danej padporse.

Dla oblicsm ia kątdw nachylenia mamy u as tę pijące 

wffio zy:

4  «  nopumU) ■-/- -peL mkom&j r>Qol(<xj [2SJ

fj »  m kom (^ i- nap um (Uj — nool/UJ
o E.J u i~. Jf £J

funkcje mpim /  ^  / ,  mkom /  o? / i a*ob /W  /' 
nosia^y oblicsone i uło&on© w t&bliee, mieescsO'- 
nts m,_końcu książki, 

i P r z y k ł a d  1 i c ss b © i  y /  zacaerpnię- 
iy  z wykładów pr©£,I&dcl\mg*. w Berlinie /



Bys,4o,
Dane J rys*45/ :

l f -  400 cm e ~ 5  cm 

L  ~500 cm

'A

'A

&2 ~ -12  cm

0/ 0 2 5

% = °  
yQ = 10 cm 

i/c = 2 9  cm

Przekroje;
CM

Mai erj a ł: duralmia 

sĘ  = 8 cm r2 = s
X -  SOO cm" Js = 500 c m ' E =  7 .1 0  k f /c m

10 cm 3 - 50 cm3

^ = Sfo kg)m  Za “ f*  h icm 
ty  -  17000 ky K  = ^

la  podporze /4 mamy woment tylJio od ja tao środkowego 
ściskania: / /  = / V  <? “  S ~000Ą q ctn./4 / .!■•■• -77



W& podpora* C d&&y asK&e&t od zffisająoaj częś­
ci skriydl*: n rn rs ) f

M r ” y o O O O  kpom -

la  podporze .i? # prócz szwka&ego momentu,spo*rodom» 
aego cią&tośeią b«lki, dsiafe, jesscss© acsaont od mimo- 
środowej sihj Nr l \  , Siłę t# policsyjś^ jako dala dają­
cą m pieswssw praęsSrô  leos rówuiei możsaby ją / % od­
wrotnym samkiem /  saliosyć do przę&ła drugi ago; na wy­
nik r&oŁnmktt. niema feo ipl'pu

T.m dodatkowy momesii wynosi- (N,- M jet -  -  m oooćj,™
Ofeliooray współczynniki<* dla obu pr&c&ał:

"  r R ^  "  ^  £* /  °"V”  l t  ~2' 102 ( " /26^

4  -  ^  <*, - 1  ^  ^  /■?/>

Z tablicy znajdziemy. 
Bakom /  ô i j  ™ •<?. 
jmkoa / «**/•- ̂  63/$

aapuir /< * // 
napmn /  o(zj

/  c^ / -  /^ 7 6 ‘
naołi /  c/J >= £  3S9o

/  67//" /
£ / w

Obliczymy wadiiig równać i i^ j* -
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l/l = nakom U)+[Hb + (^ rNJ e^ J E j  nopumty 

l  3
-  J4%X noo^ ^ ‘j  + AA

-h

0 /

i a

J£.ł1-2— naoL (o(J +  A fi\
24 EJ*

war-Z warunku ciągłości belki V^J2t po podstawieniu 
tośoi liosiłowych, otrayaajny równania:

iS o o o .4 -00 .im  M  (4 00.1.6ns  _ . f g g - i i 7£P—  i y- 
jrfó ó ó co T m ~  B ( T ^ m ^ ó o  +  3. jooooo*scoj

96000* SW  * &?/■? _  
r£7 joooóo * SOO 700000 X <^0

5;  #70 ̂  19476 ^ ^  O O M -O .d r
~  ’qa7 w ć O07s00 24^00000^00

Z tego równania obliczymy mcuaesit gnący na podpo­
rze 5  •



RoaTO&ając wytrzyxa&2;oś<5 cienkich płyt, ©oźeiaj sraryk- 
la pominąó naprężenia normalne w przekrojach podfci&~ 
nycli, równoległych do pł&sacaysay płyty i składów® sty­
czno v' pras kr oj ach poprs«osnych, posiadając® kierunek 
prostopadły 'do płasseayzny płyty.

Przyjmujemy zatem, fte w ka&dej warstewce płyty pe*- 
mije dwuwymiarowy stan napięcia.

Przyjmiemy, £e materjał<51
------

ł

|r

t|
1- -  

| i
i

i

1

0, nie jest izotropowy,l®cs 
w dtróeh prostopadłych do 
siebie ki minkach wpptfł- 
esynnik sprężystości osią­
ga Baziom i minima. Te­
go rodzaju materj&ły zo~ 

Własność tę posiada-
Rys* *46*

wiemy krótko " ort ot ropowymi H 
ją np. materjały włókniste jak drsewo.

W hiaterjaiftch tych obciążenia normalae,dsiałające 
w tych dwóch głównych kierunkach,nie wywołują naprę-



żeń stycznych j natomiast g u j obciążfc&iasłi w ianyoh 
kierunkach naprężaaia sliyczne powstają*

W dwuwymiarowym stanie napięcia wazystkie naprężeni® „ 
działające na wycięty elaaeat płyty /  'rys*46 /  o gni­
li ości h i bokach Ĝr i dy można sproradsić do nastę­
pujących. /  rys.46 /i  naprężenia normalne w kif runku 
dwóch. głównych osi sprężystości i (Ty j naprężenia 
styczne r  jednakowe dla obu kisranków / własnosó dwu­
wymiarowego stanu napięcia /*

Oznaczmy przez ^  spdłozynsdk sprężystości;. a prses 
/7?y liczbę Poi3son’ a w kicrucku osi .£ ? zaś piafcs £* i. 
/??£ -  w kierunku osi y  •

Stąd odkształcenia £x i £ wywołano naprężeniami 
nomalnesi i. ,v» ynos zą:

0)
8'* -  ą  m , ą  J

w y c / I u z e n t e
" skrócenie

Prócz t«go naprężenia ścina; #«* -wywołają odkształ-
cmi& postaciowe /  rys*47 / ■/** ę~

Poaî dssy wspćłcaynzdkn^i sprg- , ,
r*- an^.. 1

żystości ciuła izotropowej !?>v- 
chodzi związek: •ivs,47.



Równic i  istnieją- pewno świątki między ispótayjmiltu- 
mi sprężystości ciała ortotrepofflągp, któr® postaramy 
się wyprowadzić,

Eaargja odkształcania slm atu płyty wynosi:

c/U -  U h cis: da (2 )
gdsi®

U ' ? / J  ty.
j»bt nasrają odtat&łcfcńia jednostki objętości*

Gdy odfcs sta^eenia, 'bess sni&ay naprę tta ? oiTsymają 
nicskończenie mąłt wirtealne prsyrosty, to energja 
'wzrośnie o

s v f = ^ Ą, ^  <ę ^  ^ r  ^  ^

Różniczkując U~f(Sx>6y>// otraynuaiy;

M .  Ą  * .  Ą  ^  2 ^ ' x  ^

i

Z równań / ^ /  i  j ^ j  otraymany:



?onievaft arciąsks. między ns-prężeniam a urydłuionintal 
są funkcjami łinjowmi i jednorodąawi, więc rugując z 
r<5mia»i& /^  /  s&prę&ezda ę ,  ^  i r  przy pomocy *ydło~ 
£e:& 4 ? {y * / '  otrzymamy on^rgjf odkształcania &  jako 
jednorodną kwadmtotią fimkĉ ę wydłużeń* Funkcja taka 
ma ogólną post ad:

U ’~ i  an £x* -  ^  f* €j +  <*„ ex /

+  J  aii -J + c(xz y  /

+ Ś a*s /

gdzie lic  aby o  ozaaezają stało B«i9rjft&i*
Przez różniczkowanie tego równania wsględsm £ ,  

i  j f  za&jdzie&y naprężenia ę  , ^  4. T «fed£ag r<5wnad j  €  J

®x ~  7̂7 ł~ atz J

6}  =  « , ,  Sx + a-» S}  ■+■ a „ f  V ( ? )

r  “  a3t £*■ + aSz £y +  a„ f  J

Poni&waż przyjmujemy ortogonalną ani zo t r o;p owo 4 ć ma­
teriału. i nakładamy kio ranki osi -2' i f  zgodne a kie­
runkami głównych, osi sprężystości, więc naprężenia 
styoane V mogą powodować tylko odkształcenia posta­
ciowe, a wi$e; ^  „ o l <x23 « ć*Jst -  <7
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'Z rómań j 7 / oblioajmy odkBatałowoia :

c  —  - .... j*££___-  S ' -------------- ^--------------~ (̂ ' I
f *  -r  J  /

f  „  ------ £k--- r  o - ---------2 s _ J  6^ /
■* « / / « «  -  3 a„ a3! -  a,l

V
/  (*33

Oznmzjm^j kaźdj wspćfesyimik jedną, lit#rą,otrsyjas»fty:

o„au - a,*

*y

/

_4Ł
£* E*~3

& x

r>, S> 
1 I i

£ ,

r

<?0

f , -

£  -

■2 2

<?** -  <7
2

/a
<77/

*̂ 22 “ dfZ

J
afi

G  -  <ySjt

Porównując róimaaia /  9 j a równaniami / / /  zauważymy
toisaiiośd; ^  r~ r~ / .

E 2 w , ( t y£
J@st to s&uksuay swiązek między wapófczynnikaBd sprę­

żystości olała ort ot ropowego*
Podstawiając otrzymane równania / £ 7  na odkaatałcenia



w rómmm / 2  j i j  3/ na gracę ocOcastałbonia el&aentti
i całkując na oałą powierachnię płyty, ot;rxyiaajyij 

całkowitą pracę odkształceni* płytj«

Fy»ejdsi«ffij teras do ms&«gp głównego sadania; ob- 
licsjd jmprętoia w płycie, mając, dane siły ztTOiętra&e, 
wymiary płyty i stale n&terjałto.

Wprowadsir&y prane cs&aoaefiiA /  rys .48 /  ; 
y  ftieeb. Ti f  "będą mpćłrBęćte*-

mi jakiegoś punktu płyty

_  * odksgtfi&ee&ia.
Rj®«48* . l@4ij drugi pimkt aieskadese- 

nie bliski o współrzędnych x+ d x  i  y^<Ą/ ; po o&ks^iał-

pr»©d odkształcaniem spręży- 
stsm, saś -£V U i  ty-/ łJ" po 
odksstałeeniu; cc i ^ są to 
ak&dow* prsemasięd skutki©®

eeniu jego WBpółrsęd&e będą x-ł-u+clx:*~clŁt %>$+?/+■ afy + d v .
STARKA m m Z A  Kr#218 Arkusz 7~mj
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Posługując się teoi ozn&cseuiami modemy napisać sto- 
fimnki przyrostu elementu długości do jego długości

da , dv-
doc t y

co jak wiadomo jje»t wydłużeniem jednostkowym,,
Otrzymamy trzy równania:

r Ga
9t

£ = cy
du­
dy

łf da

' I

/ dy
/

(12)

Rys. 49

Traacie i ów mmi® wynika z rys • 49:
/-- _ dts / /  6̂ /

• ą r Jy - - Ą ‘ -LcjU -  ■ - y  —

Zy y? ~  /?  =  dar / dar ~ 'dv
~dzr

Y JS = c( -hji Da I r*r- ~r -Tr­ety dc

Podstawiając otrzymane £ rćmasd /  £2/ wielkości

■ js y £<f y  w równania, / ^ / ,  różniczkując pierwsze 

równanie dwukrotnie względem y  , drugie dwukrotnie 

wzglęste® -T j trzecie ras względem oc i  -raz względem^



i odejmując od sumy dwóch pitjnwByah trseoi@y otr&fsm-
mj:

J _
£ ,

z

1 T e *

E .
¥  
%  

i

<£ rh X
E%

r
9 x

a . •f*

S r 1 Q  S r dj/
0 f i?3 )

Warunkiem równowagi aleaenln pŜ rty są równania?

Z f f -7i~ 9 r
dy

d r
djc

-  - o
(14-)

z równań tych, widzimy, £« mprę&enia ^  i ^  

modemy traktować jako drugie pochodne pewnej funkcji 
<j/> dwóch smiennych x  i y  , Funkcję tę wprowadsiS: do 

nauki sprężystości Airy.



Wstawiając t@ wartości w równani® / {$ [ } oirayiaajay 
rdmanie ródziicskoiro z jedtią niewiadomą tp :

E d ^ + Ł k * k . + f & , - 0  M
t 'd x. tóf: Kltf $ v J~

gdzie asnacseroi

^ -  £ £ , t ę  -  ę v

!Po równali e określa postad ftuakcj} i napręż.®! /AiryJ 
Gdy ciał© j®rot isotropote, wtedy:

w /OT
f  " as f  «r /*  / '  “  ni E. - G ~ 6? ^ T “T ~//S  ^ i> *- /  .? '  ° 2 cm+łJ

Bdwnani® upirodei J

^ P rą ^ _pi. . o frsj
cj x -< dx’ Jy ty

Jest to tak zwane rómmd® Mhamoniczno. 
Zagadnienie anal#ai®nia naprężeń w płycie zostało 

wprowadzań* do całkowania równania bihannonioancgo w 
przypadku ciała igotropcrcragc), mś w przypadku ciała 
ortotropoerego rtfwnanie jest nieco zawilsze, al« całka- 
j€ się analogicsam, jak Mh&rmoniczne,

3* U G 1 | G I B P £ I  T I  .

W lot&ietvi« stosujemy ni©ras płyty bardzo cienkio 
n*p*icioki drateowyoh i t.p* Stąd powstają tu
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zagadiiienia stateczności ; ścianka belki przed %£m&~ 
niem może ulec pofałdowania*

Zagadnienia związane s wytrzjE&łodcią płyt są snacE-
ni@ więcej skomplikowane nil sagadnienia, odnoszące się(
do belek. Dlatego wprowadstey parę sa£ofteń npsiassesa- 
jących sadanis.

Zak3fcd&ay,£e po ugięciu się płyty msay pewną warst-
r

wę obojętną, w której ni«& napręfteii. Założeni® to 
jest przyblitdkejg&yż powiersohnia ugiętej płyty jest 
wogóie powierzchnią nierozeijalną* a wię® w tej pomyś­
lanej warstwie obojętnej musiały j M 'pewne wydłuża­
nia. To przybliżone założeni© nie odbiega wiele od 
rzeczywistości, jeśli ugięcie płyty jest małe sarówno 
w stosunku do jej wymiarów poprseosnych jak i  do je j 
grubością Pray ugięciach niewielkich sapręfte&ia w ob­
ciążonej płycie zależą od kwmdr&tu jej 'grubości* mto~ 
miast jarej dużych ugięciach powstają siły rozciągają­
ce, podobnie jak w belco o końcach msoaowaBych w spo­
sób nie dozwalający na zbli&eni® się ich ku sobi© ;tm 
naprężenia bęią s&lożaiy od pierwszej potęgi grubości 
płyty.

Zajmować się będziemy płytami, których grubość jest 
niewielka w porównaniu z wymiarami poprzeosnerai,

W rozwaft&niach pominiemy naprężania normalne & p̂ro-



-  102 -

a-topadłe do pł&saessysriy płyty / jest to duży błąd, g&y 
miMj siły  8ko»0entromuB0 /  i  naprężeni*: styczne Txz i 
r ;, w płaszcsy&mch prostopadłych do powieracbai-pły­

ty* Inaoatfj mówiąc sa'k&daay,fte cginana płyta smjduje 
si§ w dmiwym arowym stanie napięcia, istaieją tylko na~

j pręi«aia; ę  , <5J
i r  .
Teraz bę&sioay 
poszukiwali ugię­
cia p£yty w za-

'4
leżno?$ci od poło­
żenia danego 

Rys. 50„ punktu, czyli, rów­
nania powieradmi ugięcia / rys,50 /  ; W** f  (z , </)•

B

C'
Rys,51.

i
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Zak&dasiy,/ rys<,51 / pwnktj znajdujące się aa jjed- 
asj prostej prostopadłej do płasaosysay obojętnej, ao- 
staną na tej prostej po ugięciu gię pSyiy i 4e punkty 
powitrachni obojętnej przy odkształceniu poruszają się 

po prostych prostopadłych do płaszczymy płyty.
Przy tych założeniach. je ś li  współrzędne punktu A 

na powierzchni obojętnej były przed ugięci®® x  i  0 
to po ugięciu będą X , (f 1 W .

N&toasiast punkt nie leżący na płaszczyźnie obojętnej 
posiadał przed ugięciem współrzędne x , y  i  >£ zaś po 

ugięciu , y ^ ^ i  -
Z tych założeń i oznaczeń wynikają równania:

Podstawiając równania /  t6 / w równania /  ^ , otrgy- 
masy i

u — — z ,• v* = -  Z

“dif ~ //77
7  3/ '  Z
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Podstawiają© zÓrnasiU j  17 f w rfóna&la j  f  j i roa- 
wiąsują© wsglfd©® fi&prę£s£l, oix«$um$ z

erx  -

( t JŁS*

rns r  j  £_
.u c ^  f  ;  /  * JL

/??, /??i;
/??y •"/ ^

'l.Z0 w ■A 
, / Tw j.

3r *
*7"'* w '  —  

* * * dfzJ ‘

hi < ? V  /

3p* sn, r  a  /
£7«Ł. /

/ /

<? tv0 f'"'
* -  &r  ̂

fo )

Jeśli im jdaisaj W ^ f f x l y j  fto s tjcfe. rorad 
oblicsyć mpr§£«l& -w la&dym pmtei© płytyj na~ 

prętoia  rnjdą w «3:Ciąocfc. skr&jayefc /  aaj^ięk-
san? Z  /  „
Jak a pow/ż- assycfc. róm ifS  

widfAąf3 m~ 
prę£onia ro­
sną 1 Im Joto 
w aiarę odda- 
lania od 
pcnriorsołmi 
obojętnej 
Ry»,52 obr&~%s«SS(



ssij© roafciiad naprężeń w wyciętym ele&ftocie p ł j t j .

Naprf&e&ia ścinając© powodują skręcacie ftctyty, m i 
normalne -  dają moment sgina jąey.

laswi]mj praes Mt m®lkoś($ Hłcss©»tu działającego w 

danym postaci* i odniesionego do jednostki przekroju 

wadłta4 o$i y  « prs#2! M2 -  wadłtiź; osi ^r.

Otrzymamy równani# :
r  Z  = -*~ k/a .

/^ =  &, z Jy  afz

Podstawiając aa miejsce 4r wartość według równań 
/  / /  / i całkuj ąo, otrzymamy :

n ~ ■#; /  ■ ^  

gtó*  rs
t-, m, mr r~ nR  -  r* m. tri. -  / / /2/  X-

Wartość ^  dla p£yty i soi ropowej wynosi £  ^  9 csy- 
Xi jest to sstywnol<5 zginania jednostki szerokości pły­
ty w kierunku osi •£ .

OftLiczs®y analogicani® dla drugiej ściany:
/  t ? V ' . ?  3  W  )  ,;. / r\ A i



d  _  w,™i  r  k'
z mj m z. ~ 1 2 &

D  cl z  ™ j ' t

Dis, Baprężtó styeanyoh, oanacsjając prze a JJ BKSmant 
©kr§oająoj odniesiony &> j edjiostki sasrokodci, Kamy r6w- 
simi© :

r  X d x  dz 

- f i
Prsoliezając amlogicaai® ■ jak dla momeEtu H, , otrzy­

mamy .:

b ~ 2 ' Ą  m

gdEie 3

c - gA

mtyvm&ó skręcania płytyu
Ogólny 2̂<5r na e&ergj § poteaoj al&ą odksat&łcomej 

płyty m  poat&ć :

<y = j i j f f i 0* * * '* -13* * ! " '-r j')d x jj/

€>/? ery/ cr o J r?/ es/ o »a
c/c jedncsfki o6/ę/‘vdćf
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Wstawimy na mitjso* &x s 6J t r  , ex t €y ± y  odpo­
wiedni® wartości % rdwsaai /  ty  j  i / tś j  i dokonując 
oałkowaoie .1 praeks st ałocai&9 otrejBsuay;

Ten ssm wymik można oirsy&ad prostssą drogą: 

Iaprę£@&ia normalna zastąpimy momentami zginająeemi, 

zaś naprężania stycza* momentami skręcaj ącemi,

O&tatałceaia projjlore j ©n&l&e do naprężeń rosną w spo­
sób l i  aj owy od sera aa powierschni obojętnej do maximum 
we włóknie skraja®! ,

Bnergja odkształcenia p̂owodowanego gięci en. będzie 
wynosiła:

Do tego »al«ży dodać jeszcze •aargję odkształcenia 

spowodowa.R«go skręcaniem ; równa się ona momentowi skrę­

cającemu pomnoźanamn prsas kąt skręcenia*

Wynosi om :



Podstawiając o&posrie&aie wielkości saa mm&sńy wed~ 
ług równań / # / ,  [20j i  /  ^  j  i starcząc, ofcrByiaęHgr aa 
energję odkształcania rtana&io /  22 j  n

Postaramy się tsrft* wj|ł3:\midsid różniczkowe r6v&*.~ 
nie powriorsch&i ugięcia płyty*

Pierwszy indeks /  rys „53/ 
prsy aepręisaiu ścinają- 
om ottaosBa oś, do której 
jm t prostopadła płasz- 
esysma, w której lc&y m - 
pi^iSŁie. saś drugi -  o&, 
do‘któr*j n&yrężmie jest 
r<ta&olegj£e»
II *f, aaprężeaie fx leży 
m, ścianie prostopadłej 

Rys? *53* do osi -£ i saa kierunek
osiy  * Kaprężeaia rdwaoleg ŝ do osi dadsą sił§ tną­
cą, jak to ad&£o aisjeoe w belce sagioa&sj» Oanacsaiy 
przez Łf siłę tnącą y płasscayźaH prostopadłej do osir * * .
#  .* a prze$- ££ - ¥ płasjfc^y&ai* piostopadłej do osiy
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Przaswając się TO&łtii osi xf o ©leaeml <łz 9s it*  taą« 
ca mieni sio s J: aa U; + 2&</x.»

J ■ (/X v

Analogicznie jprzj prsMstt&ięciu wsdłttó osi tj siła ££ 
caiani się na cA-y-5 JK <7̂ 7̂ «

Podobnie dzieje się s momentami sgimjącemi j

M • /W-*- Jxr >/ mieni aię Ba / .̂ ^
i

/V4  mieni się be Mz -A

Im. skręcający. ;

:2? Emi®ni się na JJ <2̂
H&pissmy w&nm®k rómowagi momentów ^©gjstkieh na­

prężeń wj&ględeai osi _/ ^przochodsąoej' prsez środ«k 
rospatrywasago ©Imentu płyty /  rys053 / :

A/ dtj -  (M, +■ ^  i-Dd* - (D+jf^ y ) ̂ + 

+ i f  Ą  #  *■ V+- !f-  «V -# ^ y  -
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Odrsuc&jąc wyrazy Eisskończsnie małe trzeciego raę* 
*łu, otiT2syjB«iffly:

ibuf -  ~  +  _

Siły poprzeczne aaleftą zatem w bardzo prosty sposób
i

od cząstkowych pochodnych Momentów goąoych i skręcają­
cych. Podobnie biorąc momenty naprężeń względem osi Z  , 
otrzymamy: ^

^ " 'Sy 2r

Podstawiając odpowiednie wyrażania na momenty gnące
i skręcając@,w@&hig równań j  19 j  > / 20 j  i /  -2//, otrzy­
mamy :

B,
yy' P-

PjZT'

/ Baf- + 2 c J ć)3iV 
ć?Z Tĉ '

(2 3 )

Z imrunku rtoowagi waględoar osi /  rys ,54 /  otrzy­
mamy :

Y —ttf-

n*y

Z ra

Byse54r*
Rautując wszyjjtkio siły aa. oś Z  i zakładając ob-



cią&enic* płyty w danym punkcie p  Ŝ/Cn̂  , o\--rzymay
S

jako warunek równowagi :

p d rd y -  u; dx ■+fu; 4~-dy)dx -  ądy-~f\T dx)dy -  C

-  XIX -

Po podstawieniu na V; t \ mslkości według rówmd 
/2 5 /  i prze rachowaniu , otrzymamy i

D l i* -  i-(M l +  JŁ  ^4 J  2̂ k-_ -f-£  ~ ~  -  p
■M 9 X 4 i  m z  n i '  J Ć X L  e ty  2  a y  /

. -M l  — Ł  -t~ 4 c  «  2  Hoznaczając ,
X

otrsya&J&y w następującej postaci ró&niczkowe równanie 
powierzchni ugięcia płyty.;

Zadanie zostało sprowadzone do zagadnienia poszu­

kiwania takiej fimkcji W , któraby cayniła sadośd te~ 

mu równaniu przj dane® obciążeniu p * funkcje nieozna­

czone otrzyman© przy całkowaniu znajdziemy z waruEu 

ków taegowyah.



112

G-dj płyta, j*st ortotroposnt, to ittpółcsyn&iki ffi&ją 
następujące ssacsaiie :

!s

/ “  mt ~1 u'/ 7 2
L %

-&2, ”  /«y m2~1 z Iż

A*
- ę  *

Dla płyty izotropowej :

rn , ~ r n i . “  m  ;  E ^ E ^ ^ E

G. -  G  -  zc^ T / E

B, * B , - » & - . e £ ‘ B
r' __ m r  . ^

* // /2
p  Li ^  J L  v  JL , J t o ?  /:■■ „ A "  _  A z Ć jL  r  J l  .

"  m m ^  m+i L 12 ~  m V  m £ n
^ J f L r . A s. ^ o R  

**l+? U 12 C 
W przypadku płyty izotropowej róm&nie się uprości:

P  JLl*l +  9 D , n  _  n
-& i jc\  & dxx & 'dy4 r

2 V  , O Z> /*r i
- (25J



Za®t osrajmy e&srg«tycsap krytcrjttm róTOow&gi.
. Dana. jsat płyta podparta i  obciąSoim ; onergja poian- 

cjalah obciążenia wynosi / .r ( wn  mń o&ergja weranętrKoa 
sił spr#£ystoćci -■ U  „ Warunkiem rdwaowagi jest :

f ( ( / - £ / ? « .) -  O

Z warniku t@§p dosslibyćmy do poprzednie ^prowadzo­
nego równania ró&nicskowogo powierzchni ugięcia .

Prsej dśmj do w&rmków brzegowych j praktycssaie ssoź® 
istnieć kilka sposobów podparcia płyty: 1/ zawiasa idą­
ca krawędzi, Zj swobodne podparci® dozwalając® 
na przesuwani® się płytys 3/ podparcie w kilku punktach, 
4/ sztywne utwierdzenie brzegu p^yiy*

Gdy podpora jest sztywna mamy warunek brzegowy 0 * 
Przy owobodnem podparciu momenty zginające na brzegu 

płyty istnied nie mogą M= 0  .
Hatoniast nie jest koniecznem dla cienkich jJłyt aby 

moment skręcający na brzegu, był zerem /  rys,55 /  •
Moment skręcający wynosi Dds , momenty te mogą bjd 

rozpatrywane jako pary sił* każda siła wynosi
3<ts _ n 
ds ~ 1J

n JW sąsiednim elemencie będzie moment U  ̂ a s  
~St1S£A_L0TNIGZA*Nrlsi8 Arkusz 8-ay
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\\\A

/
/

•c
il 1li/*.■■"V<?5

ds ■ ii
G 'i?

Kjas. 55.
otrswnsffiw 2 D  /

? r ~ d s

Układ t®n jest rówaon&są z układem sił:

R " J S -  M - d a .os j P " - Z)D

^?~3esi to r As iiow&fom r eako j a a
Płfriy pros tekątxt© / zyc, 56/ posiadają ;

i r t w ją  tan momenty na ściankach, sad m  ®i»r*eUał- 
ku siłfe 2.D , Odtaoei się to do każdej płjrty,- ki

r6g ma kąt
o< <  1 &0 *

Ka kaftdgtt ost­
rym Yittsohoł* 
ku płyty,**©*,, 

Hys, DC „ bod î * Aokełfc
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podpartej Mnuisą powetad skupione reakcje *
llmmMj nie 'sawsze są jednakowe na obu ścianach, ao 

gą h$6 U, i U2 wtedy siła stopiona wynosi Z] + Ą  ■
W prsypadka doskonałego utwiwrdsenia płyty,na bnc-

O mus*ą ugięcia anikaitySs styosne do poWLersćhiu ng"i.
cis, są pray ugimmii się piyty w tych punktach nieruch-- 
me« Momenty skręcając® i sginające wtedy na >r*>gu p^ytj 
istnieją. Ha swobodiym brzegu płyty moment j  &g£.uająv« 
ssą r<5ia» se:raa

§ 3, S H I S O Z S O Ś i  ? Ł ! T  ,

RoapatrByśay pragypadek płyty wis&łuż czterech krawędsi 
podpartej./rys.57 /• O&eią&enis. krytycznego, prsy któ­

re® E&czyna byd w 
rsfmaowaciae stałej w eta­
nie wygiętym, nożem? *:&.■ ■ 
kad dwoma r^s olsami 
Albo saajdsiemy równanie 
powieradiiii ugięcia praes 
całkonrame różniczkowego 

Eys-57. róiftcaia tej powierzchni; 
jest to metoda uciążliwa, całkowanie csęsto trzeba ąsk&~ 
tecssniać prz©a rozwijanie funkcji w ssereg ; albo możemy



zastosować metodę energetyczną.
J@rłeii przes u  z i  u w  oznaczymy m wrg]ę wewr t̂rz­

ną i zewaętraaą układa śeiśniętej płyty, lecz nie *jybo~
^  "-N “ /  %ozonej, zaś przss i uw -  płyty wygiętej ni o skoń­

czenie ssało, to warunkiem stanu krytycznego, analogie**, 
ais jak. dla prętów ćeisk&aych, będzie warunek rówaomgi
'ob o ję tn e j; ^

U T_ + Uw =  ć/»

d snoSna to wyrazić:'

n. -  u l  »  £7 -  ć/, = ^
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’ jy “ W/
Przyrost enorgj i wewnętrznej równa się pracy sił 

sownętrmycli :
■ & u w * - a L x

Równanie powierzchni ugięcia możemy ogólnie? przed- 
ert&wid. jako podwójną stanę dsseregu trygonometrycznego :

IV ~ l ' l  Ą „  sin - § - *  Sin ± p  (2gJy i>

gdsii Mps -są to nieznane współczynniki, zaś x i $
%aacrogi l-lozb naturalnych •

Rdwacaic to ró&nios&ajeiny i podstawiamy w równani© 
/  2 2 /:9 ■ wyrażając© energję wyboozoroj płyty. 

Otrzymany 3 asręg



- m

J j\s Ą's, si>7 sin sin r,irt^Sdx dtj

są one równe teru dla r' ^  r  i  s '^  $

Dsięki tern wjrażenie na easrgję smolnie się uprości
i po przeliczeniu otrzjpMiaj ;

& U  -  —  a i ,/J  4 * / / 4J i  ~hpy\.*JL y-g a b f f  Hrs( a * *-y z> a*6z

T$r&z oHicsyniy piacę s ił ssewiłętrzijyeh.
Zbliżeni© się końcótf płyty cfcz z powodu ugifdia 

sif jej przeliczamj analogi canie jak dla pręta i ot rasy- 
« 4i A

^  -  r y / i / ^
o

Prafia sił zewnętrznych /  obciążenie na metr bieżący 
'wynosi p *  I  wynosi :

4 L i-fp 'd y< &  =
c o *
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Różniczkująs funkcję ugięcia płyty i podstawiając, 
otrzymany po acałkowaniu :

.a „ i . a ̂ /  V V __L_
/ ab  £ i  <2'a / . *  -  - f -  p'at> 1 I  T^r (2$J

Przyrównując do siebi® pracę s ił  a«*aętrznyoh 
i prsyroat ©norgji wewnętrznej ^ 4{. /" równania /  /  
i  j Z $ f j t otrzymamy równanie,z którego obliczymy kry­
tyczne obciąż©nie płyty:

i

...; X * Z % A U B , ir< + 2 H ifk '-  + Ą  ifcj- f 0Q)
V  - --------— *— y T ^ - y r p

"̂-s' iCłif ̂  ^

Waloły joszcz© obliczyć nieznane wpółczyimifci /1r5 
Oczywiści® ml«fcą m.& tylko od kształtu paviorsehai 
ugięcia płyty j dla nas na j niebezpieczniej szm  będzie 
taki© ucięci© płyty, ppaj którta oboiąieiki* krytyce 
a® jest naj nalej oso, rozumie się, &<§ zachodzi to,gdy 
płytą nie jest pośrodku wcale podparta.

Dla dobrania tak Ą r$ 9 aby / j 7 było minimum , 
zróteioalmjwy rtefnifl aa p ‘ względem każdego bt

pochodne to przyrównamy do zera*.

| f  = <?
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21 TÓWk&ń tych aresztą wszystkich analogieasych. wy­
nika warunek

Widzimy,£e cała prasra strona tego róm&nia 'sjystępa- 
jo we wssorat /  $9 /  na obciążenie krytyczne, więc może­
my ją tam Kastąpid lewą stroną tego równania, mi# zawie­
rającą ni esnanych współczynników 4rs ,

Pode t &wi aj ąc y otrzymamy ;

Kie w im y jeszcze ja k ie  wziąd w spó łes jftn ik i r  i  ^  , 

będące liczbam i naturalnem i.

Z równania widzimy bespośrednio* że p kr je « t m in i­

mum przy S -  }  :



i wprowadzimy pfcraą bezwyaiaroifą fuakcj$ oboiąk&ma 
krytyra&ego:

f r  , > h'x '
r .  == Ą. “5 “/O' i *?*> 14 — 5

Podstawiając to w ró̂ p&ani©, otrapijaay s

I T / f *  ■ / 2 n ; /-V
4 / > C </

Wielkośd /  , przy którea sachod&i tej
funkcji ssaleźy od wiei 

Dla niewielkich £
»

Pi ĵoKnio f  usnacza 
się płyta /  rys.58 / .

By# .58.

:ości <5” *
siasj / - - /  .

ilość pó'i‘f&1 i «*& jtct«5r* iigni©

r « / Dla wypadku skraj -
i 12 ©go. prsjr którera

r ** 2 iniaiMuai tej nmk~

/” = 3 oj i ss&oliodzi prsy
aemem ^ . mus i
eaohodzić równość:



121

Po roETLąsaaia, otrr̂ jraamy i 

<f9, = f r ( r  + l)

Stąd po podstawianiu wartości licsljowyoh y~f-Ż; 3...\ 
y -  > gdy E < l/2~

y ~ ćL n \f2. ^ 8  \/(S

r - 3  „ {'£'<.£€!■'/£' i u
Rozpatrzmy jak a&ienia się ton wsór s® ptianą sto- 

sualcu długości "boków p^yty.
Dla pĄrt "bardzo krótkich , dla £ 4  $2 aamy r ~ f  

i wsstfr ma post ad ;

C  ~ x I C b , (e + e * *  2  V

Podstawiając aa ^  i f  odpowiednie wyrażenia, 
po przelicz eniu otrzymamy:

/ — JL ' ^  ̂/ - // -—JŁ _-

pL
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x * fB ,B l/ a * //& , M  ^ o a 1 j
-  *  —& - ( v r a  +/~ę

-  #  b  I  T ’ + S f  Ź t f j  fa)
r

Jak widzimy dla o wyraz w nawiasie* dąży do
j«ftfU>£ol, «ł Sfyr&fcem,® m. staj© się aa&logicz-
ss d© wzoru Eulera,

Gdy płyta staj® się d&i&sza /  cy. -  rośnie /  wte-
y

dy jest coraz większy.wg£;?w podparcia “brzegów i p kr
a

ronini®.

Gdy tak wzrośnie, i® otrzyraattj ^2  *
wtwly wzór się aanieni, bo musimy podstawić r - i 3

By 8 59«

6
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By«,59 prse&stawia zal*$ftzioś<$ posni§dsy p*k a £ j 
widzimy tam »aorc£ krzywych, dla róaayab. r  ; miaro- 

Ób@ są te gałęzie '-r/^wjcłi, które* dla danego 6
?

dają aajmj ojsse pkp j  lin ja oiągła / .
Kosp&tra&y yybooaenie płyty “bardzo długiej 6-«s.‘^ a 

Jak î iesay długo sS<5 jednej p&łfali .4 - a
*

»» ‘  -  r /' .s

r
-£ 7 _ A■ Wielkość £** ■■/“'// mw$ %

fc -jjT <  f  Y f  <

Dzieląc. łusrównoś&i prsv»ź /  otr^psaasy:

T  <  M - f  < f ' + r
/

Gdy 6? rośni® i dąży do aieafctiticsoaoćci, wisdy 
f  dąSy do uioskodcsono^oi i obi®'granice vyr*fte~ 

ula ^  dążą do jedności, a więc i $®mo myyafcenis 
musi dą£yó do jedności : ^ ,r _ .

~&r ł  T t  ”  f

stąd
a V ^ yi

3!

Długi pac«k ściskany podparty na c*t*r*6h brzegach



L24 '-

przy uyfeobseniu spręźyatera -.rygaie się w postaci sze~
v A - l  / ?Z~j8 {■regui niecek o ottigogoi a  ** o y TT •

a «•

■Nalepy joasosw rozpatrzyć przypadek wymoczenia ni«- 
sp: }źystago; przy ^liosaalu- prętów opieraliśmy się 
na oliszsr&ya atafcerjale do&yiadczalny*a ; dla płyt ta­
kiego materJałto ale posiadamy, "bo do&riadcaenia są 
trudne do przeprowadzenia i kosztom®* Dlatego Musimy 
się tu sądowo)id pe\me*e przybliżenisas przenosząc de.™ 
ne doświadczalne dla prębói? do wytrayiaałości płyt*Po­
siadamy dla prętów tablice, które podają ilekroć trze­
ba sranie js?,y<$ naprężenie dopuszczalne as, ściskani© 
dla danego mterjału v mierności od saufcłości prę­
ta. Współczynniki te wprowadziray również do wzorów 
na wytrzymałość płyt.„

Se wzorów na wybaczenie płyt widzimy, &e kształt 
powierzchni ugięcia płyty wyhaosanej nie zaleśy od 
własności imterjałit* “będzie on taki sam dla płyty z 
materjałsi izotropowego, jak i anizotropowego ; jak 
również i dla kraty lub siatki.

Inaczej rzecz się przedstawia przy zginaniu, T£ia 
dla płyty izotropowej /  posiania 7? - 7 /  cała płyta ug­
nie się w jedną stronę / rys„60 j\

Natomiast płyta anizotropowa J >? < /  /  boso się po*-
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fałdować » w pewnych punktach, nastąpi ugięćis w Iri&run-
ka przeciwnym do działania si- 

"^ 7 \  i:y /  rys* 61*/*'.
Wzór j  32 j  na \ry!)Olsenie dla 
płyty izotropowej da się zna- 
czai© uprościć* Mianowicie 5 
oasracsywszi? grubość płyty

Hja,60

Rys*61a Przes A 1 /£_/— - /??* a£Z

otrzymamy

f  “ /5
12 ś

Ky kr łz’fl3
TC (7* ~P

jf/ /  <2‘ , ,2 '2 .) =»<2"
a /ć? . . & I*

-  H r  Z  *  '  C7

Oznaczając

ot rzymmji
_  „ i  Ł k* (  a  , b
Gk, “  n  1FZ7 i  TT ' CC

/
Znając n.p0dla stali E~2*JO  możemy ten

wzór przedstawić w postaci:

k/ £ ( ^ - J (3£J



n  gt gdsl« ^  auleźy tylko od stosunku ~t~-

ttsmy tablic© w kaiąioe $rof ,M*T»Kubera "Studja sąd
belkami iTOwwi'5"5 podając© dLeikośd Se? dla różnych sio  
sank&r *

ii
Próes rosspairsomgo tu przypadku ioiskaaia płyty, 

mogą zajśd wypadki ©baią£e»ia wiale 'bardziej łożone­
go, jak n.p* śoi sfcaaie płyty v obu kierunkach, ścis­
kanie w jecbaya kiaru&ku, ®> rósciąganle ¥ drugim, zgi­
nanie p3:yty w jej płaszczyźnie i t„g.

Wszystkie te aypadfci nie przedstawiają wisi© ffięk- 
mjck tradości niż- tu roswaJway i ną rowiązaa® w wy­
żej mymi ani onoa d sioła*

Tablice tamże podane są ułożone dla stali, jednakże 
można j® atoaomad i do innych materjałów, mnożąc
wszystkie liczSg' pAes; atosunak modułów sprężystości £/— O

c .

~ ~ ■wcwfi-" — *4rt&--

Byge

Chudnie jssse j@st do roz- 
wiązania zagadnienie , gdy y 
płyta jest w «nraj p2fe8&~ 
oaji-nie ćoin&ma, ; wtedy pow­
stają pofałdowania ukośne 
/" ‘rya.62/ .
Gdy zdołamy ustalić kształt

ptsdfieraobai pofałdowania„to wnioskujemy'z mego w ja-
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kich miejscach i w jakim kierunku d&ó należy &©hra 
usztywniające; dla płyt agiaanyoh najlepiej dawać 'żeb­
ra, ukośne, ho występują w aich a&pręfid&ia. ścinające, 
(idy żebra są rożnieszcfta&e gęsto, to jest wssyatko 
.jedno w jakin je damy kierunku-

Przy rozważaniu wytrzymałości c leskiej "blachy f&» 
lic te j, m&mj ją trakt emu! aoftlogios&ią do płyty or- 
totropowej o bardzo znacznej mtpmoioi zginania w 
jednym kierunku, zaś niewielkiej w drugim.

o

o



f  A B l  I O A F 1J I  Z O Y J ,

i * ™ / *  l = i r ( £ i - l )

&qn» /  <* /  = ^ ( 1 - j ^ )  

- *  / * / -

oL

rad j sumcli
c>̂ 

w siopn.
Bakom
/ * /

n&pum

/ * /

naob
/ * / -

0 0 1,0000 1,0000 1 ,0C'0o
0*03491 2 1.0001 o o S—

J 1,0001
Q.06981 A 1.0006 1.0003 1*0005
0,10472 6 1.0013 1.0007 1.0011
0,13963 8 1*0023 1.0013 1*0019
0.17453 10 1,0036 1,0020 ‘ 1.0030

0*20944 1 ?. i . 0051 1*0029 1.0044
0.24435 14 1.0070 1.0040 1,0060
0.27985 16 1.0092 1,0052 1.0076



;» v*(i t**' **“ ■*"* ** <“> • '»■ *«« w.

Ć?C
v  r&djts&ch 
' *'*' *** **** s*’*‘ *lt '£** '"**

-* Tr>«*/Mu u* o*- »»• łtn

ćtC° 
w stopa,
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1>«m <om-ŵautitfP̂o mu> Ok, w.

mJeon 
j o c j

*K“ n»MW>|fkx iar« (Yłyfn *5*3 «H*

«» >UV<a> m &£» IH.IU 1«» »>■ ♦». fćr .. „uu UW *,

rnpO T 

/  cC /
Ŵ yKTf-*!*■* Pjw*» *%<**

sftob 
/ ot /
W*, « trw» tfji*" 4»«> -W* tlv* \

0 . 31416
w®" «>** Vł.M***5W. ęffyji— 

18 1 .0U 6
® i} 

1,0066 1,0099
U, ,34907 20 1.0144 1,0082 1 V,jfc, vł \rf

0*38397 22 IM fB 1,0100 1,0,150
0,41888 24 1.0309 l.oiao 1.0170
0.45379 26 1.0246 1*0140 1.0310
O; 46869 28 1*0266 1»0103 1,0245
0.52360 30 1,0329 1,0188 1.0283

0,55851 33 1*0376 1.0214 1.03S3
0,59341 34 1.04S7 ,1,0343 1,0335
0.6S83& 36 1.0431 1.0SS© 1,0411
0.. 66323 38 1.0538 1,0306 1.0460
0,69813 40 1*0599 1.0341 1.0513

1 0.73304t 42 1,0664 1,0377 1*0668
0,76794 44 1,0734 1.0416 1.0628
0,80285 46 1*0807 1.0458 1.0890
o, m m 48 1,0884 1.0SC2. 1.0756
O.09B66 §Q 1.0368 l a0©48 1.0835

0,90757 52 I.lOfifc 1.0096 1.0898
S E a T i S S i o ^ r .  21® Arkusz Si - ty
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A
-ł . fi- • *- »- 

o t

md $ M ich

B-. au W** »-•-* MU* ł C 4A» f

*C#
w ctoglU

i?t»a*ww> «tr>«“■' sh»* w- *»«■ <Y

m&m

j c C j

M f l l  

/  i
raob

i  o ^ l
I *** Mta> IM* K* •*•*» or» Qpj> AgM «Ł‘.

0.94348

t*r* Jtt’1 iłW li-> <*•■•

■ u

iWfjUłwił*■ł‘v* **• «• ł**K!*ffl9tt9

1.1143 1*0647 lo 0976

0.97738 56 1.1239 1.0701 1*1058

1,01839 §0 1.1840 1.0753 1.1144

1,04720 60 1,1446 1.0817 1.1234

1,06210 a 1,1558 1.0879 1 . 1 3 2 9

1,13701 64 1.1676 1.10945 1,ME8

1*15192 66 1.1799 1,1013 1*1533
1,18633 SB 1.19-88 1.1086 1.1643
1.23173 TO 1,2065 1.1161 1.1759

1.35664 n 1.38D8 1.1241 1.1880
1.39 154 n 1.2369 1.1324 1,200?
1,38645 m 1.351? 1.1412 1.2140
1,35136 T$ 1,3683 1.1503 1.8381
*j m 1.S858 1.1600 1.2439

1,43117 m 1.3042 1.1701 1.2584
1.46808 84 1,3336 1.1807 1 . 3 7 4 7

1,50098 86 1,3440 1.1918 1,2918
1,53583 as 1*3654' 1.2035 1*3099
1.67080 90 1.3880 1,2118 1„S®89
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0C (7C° mkm mpma mx®h
ra&j&mek n stopa. i  oc l / oc/ l &  i \

•«• rai mc i»m» <̂«
1.60570 92 1.4118 rS.« jĜSCSO 1*348$
1,64061 94 1.4370 i a m 1,3700
1*67552 96 1*4635 1.2568 1.9922
fef!043 98 1.4915 1.2720 .1*4157
JL. 74533 100 1.5211 1,2879 X.4405

1.78024 102 1.5524 1* $048 1o4666
1.81514 104 1-., 5856 1.3826 1.4944
1.85005 106 1.6208 1.3415 1,5237
1.86496 108 1.6562 1.3615 1,5549
1.91986 110 1.6979 1„3827 1.5880

1., 95477 112 1.7403 1.4052 1.6232
1.98^68 114 1.7858 1.4291 1.6607
2„0M-58 116 1.8335 10 4546 1,7007
3.05949 110 1>8850 1*4818 1.7434
2.09440 ISO 1.9401 1.5109 1.7891

2*12930 m ' 1.9994 1.5421 1.8381
2.16421 124 2.0631 1.5755 1,89^8
2.19911 126 2*1318 1.6115 l-„ 947S



ot ci, Bakom napum naob
-fidj tuaach W Stopa, JoC/ /< x / i  OCj
t aou «•••»» aen «— (U  «*■> i|> <

2,23402
.* »  •*•<■ «»> «w« »»l 

128
■ v ŷ. wio aui **• *»»*■«

2*2060 1.6503 2.0089
2.26893 130 2.2865 1.6922 2.0753

2<30383 138 2,3741 1,7377 2.1474
2.33874 134- 2.4695 1*7872 2.2260
2.37365 136 2*5739 1.8412 2,3119
2,40855 138 2,6886 1*9005 2,4061
2*44346 140 2.8152 1,9657 2.5100

3*44695 140 *  2 2.8286 1,9725 2.5210
2.45044 140*4 2.6421 1,9795 2,5321
2.45393 140.6 2.8557 1.9865 2.5433
2*45742 140., 8 2„8695 1 . 9936 2 -.5546

46091 141,0 2.0835 2 „ 0008 2,5660

2,46440 141«, 2,8976 2.0080 2,5776
2.45789 £ 141 „4 2» 9118 2,0153 2„5893
2., 47138 141.6 2.9262 2.0227 2.6011
2, 474.87 141.8 2*9407 2.0302 2,63.30
3V47B39 143. „0 2.9554 2*0378 2.6250

2.48186 142 „2 2„9703 2,0454 2,6372



oC oC° aakom
w radjanaeb. w stopa, j oi. j

aapusi 
i gc /

n&ob 
/  06 /

8.48&3S 
.2*46884 
2.49233 
2,,49582

ZA9S21
2*50260
2.50629 
2,50958 
eU 51327

2,516%
2,52025
2*52374
2.52723
2*S&>73
'. i '■ ■

2.53771 
2*54120 
Z, 54469

'142„4 2,9853
142.6 .3,0005

* 142.8 3.0159
143,0 3,0314

143.2 '3,'0471
143.4 3.0630
143*6 3.o m

' 143.8 3,.0853
144,0 3;1117

144.2 3*1883
144.4 3,1451
144,6 3.1621
144* B 3,1792
145.0 3*1966

145.3 3,2142
145*4 3.2330
145*6 3.3600
145,8 3.E683

2„0531 2,6495
2„0609 2., 6620
2,0688 2,6746
2.0767 2.6873

2,0848 2.7001
2*0929 2.7131
2,1011 2,7263
2,1095 2,7396
2.1179;  ̂•*: 2.7530

2.1264 2,7666
2.1350 2,7804-
.2,143.7 2.7943
2.1534 ,3.6064
2.1614 2,8226

a. 1704 2,8370
2,1795 2„a516
2,1687 2.8663
2.1980 2*8812
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ot
rad 3 amok

« (USD «t* M> »-»• ■**- ■*-•» «B» IMS >£H«ł UJJ' $»»

ot  
w stopa.

m k «
/* W

«*> A~ I*- *- «p««rt «>» «> M*

napim
/ gC/

n&ofe 
/  00 i

3,54818 146..0 3.2867 2.2074 , 9 oomnj , CVW«J

2.55167 146.2 3.30549 3,2170 2,9116
2.55518 ' 146,4 3*3343 2.2266 2,9270
2.55865 146.6 3.3434 2,23.64 2.9427
2,56214 146.8 3.3627 2.2463 2.9585
S.S6563 147.0 3.3923 2.2563 2,9746

2.56512 147.2 3,4022 2„2664 B.99O0
2.57261 U7.4 3,4323 2.276? 3.0072

m m 147,6 3,4426 2,2871 3.0238
z*m s$ 147.8 3.4632 2.2976 3,0407
g*58309 . 148.4 3,4-84-1 2.3082 ‘ 3.0577

8,58658 . 148.2 3,50352 2,3190 3*0750
?*59007 148.4 3.5266 2,3293 3,0925
2*09355 148.6 3,5483 2*3410 3.1102
2.59706 148.8 3.5702 2,3532 3*1282
S.SOGSi m ,o 3,5925 2*3635 3,1464

2 60403 14 9.2 3*6150 2.3750 3„1648
"Ts 60751 149.4 3,6379 2.3686 3.1834
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f c l*“  W* «H» rgi mm tUR* ««•>*.w ans « t»  to* «c*  u y  n >

C/L

K i»a «H M M  u . M t K a J i  « .

iak® mpiM aaolł
radjuwch w stopa* /CSC / /  c c / / o c /

2.61101 149.6 3.,6610 2.3984 3,2023
2*61450 149,8 3*6845 2.4104 3/2315
2,61799 w

> CTs O * O 3*7083 2,4225 3.2409

2.62143 150.2 3.7323 2*4348 3,2606
Z,$2m 7 150.4 3.7568 2.4472 3.2,806
2.63846 150.6 3.7815 2.4598 3.3008
2.63195 ' 150.8 3.8066 8.4726 3.3213
2.63545 1P.»0 3,8321 2.4655 3.3421

2.63894 151.2 3.8579 2.4967 3,3631
E.64243 151.4 3.8S41 2.5i20 3,3845
2.64692 151.6 3*9107 2.5255 3.4062
2.61(941 151.8 3.93fS 3.5382 3.4288
E.65290 152.0 3.9650 fc.5631 3.4505

8.65639 162.2 3.9937 2.5672 3.4731
8.65988 152,4 4,0$08 £.58X4 3,.4961
2.66337 152.6 4.0494 2.5959 3.5194
2.66S8S 152.8 4.0784 3.6107 3.5431
3,67035 153.0 i m £.6256 3*5671



o t
•adjanaoh

■r 0oC 
w stopa.

Mikos
/ OC/

napum

l e c i

&&olb 
/  cjC/

2.67384 153*2 4.1376 2,6408 3.5914
2:&r?h3 153.4 4*1680 2•6561 3,6162

68082 153,6 4,1987 2*6718 3.6412
£*68431 153,8 4,2300 2., 6876 3,6667
2. 68781 154*0 4,2617 2*7037 3.6926

2=C9130 164.2 4.2940 2.7201 3.7189
2„69479 154,4 4,3267 2,7367 3,7456
S,69828 154.6 4*3600 2.7535 3.7727
2.70177 164,8 4,3933 2,7707 3.8003
•3.70526. 155.0 4,4281 2 7881 3.8283

70075 155.2 404631 2*8058 3.8668
&7I224 155.4 4«49.86 2.8237 3.8857
3.71573 155,6 4,5346 2.8420 3.9151

im , a 4.5731 2.8606 3,9450
i? V99*?lfc* # (J>rfW f A> 156.0 ' 4.6086 2,8795 3.9754

2&%ĆS0 156,2 4* 6465 2,8987 4.0063
*72969 156.4 4*6857' 2*9182 4,0377

■Srxm 156.6 4.724-3 £.9380 4.0697



cC <3C° nakom ElSUpUZBL naolb
w radJanach

* gt°Pn‘
/  oC / /oc/ /oc/

2.73667 158,8 4* 7643 2.9562 4„1022
2,74017 157*0 4 „8049 2.9788 4.1353

2,74368 157,2 4,8462 ■2*9997 4,1690
2*74715 157,4 4*8883 3.0210 4,2032
2,75064 167,6 4 ,.9311 3,0426 4*2381
2»75413 157,8 4.9748 3,0647 4.2737
2,75762 168.0 5,0192 3.0871 4.3098

2.76111 158,2 5*0644 3.1100 4,3467
2.76460 158*4 5.1105 3.1333 4.3842
2,76809 158.6 5.1575 3.1570 4.4224
2,77353 158,8 5.2053 3J.81P 4,4613
2.77507 159 „0 5,2541 3.2058 4>5010

2.77856 159.2 5.3038 3.2309 4.5415
2,78205 159.4 5.3545 3.2565 4.5828
2,78554 169 * 6 5*4062 3,2826 4,6248.
2.78903 159*8 5*4589 3*3092 4,6677
2.79253 160 „0 5,5127 3.3363 4*7115

2,,79802 160, a ,5.5675 3.3640 4.7561
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o t

■ et*-4su wutn ’

mkara
------------ v -

napiM n&ob
radjautch ¥ Stopu ! o c ! jo C j i  o c !

2,79951 160.4
>. MW K,W pił wkKj l*“ ■><• lf\t» «*• »"» WM

6. ®  5 3.3922 4.8017
2.80300 160.6 5,6807 3.4811 4.M82
2*80649 ISO. a 5,7390 3.4506 4.8957
2,8099B 161.0 5^986 3.4805 4.9440

2.81347 161*3 5.8695 3.6112 4.9937
8.61696 “0.9217 3,5426 5.0442
2.82045 161*6 6,9353 3*5746 5.0959
2.82394 lei* a 8,0502 3.6073 Si. 1488
2.82743 168*0 6,1166 3.6408 5.2028

2,83092 3 £12 2 6*1646 3,6750 5.2580
2,83441 162,4 6.2540 3.7100 5.3145
2.83790 163,6 6.S2B1 3*7|58 S 3722
2,84139 162, 6-3978 3 Jem li 9 43X4
2084489 ' 163*0 6.4728 3®8199 5.4919

2.84836 163.2 6«S485 3,8582 5*51538
2.85187 163*4 6.6265 «3* 3 7̂5 5.6173
2.85S3S 163*6 6.7065 3,9378 D" tf Qo ̂ ‘*5
2,85885 163.8 6,7685 3»9790 5.7489
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ć̂ *9 m&om aapim moTb
w ra&Jmaofi v stopsÓL, j  OC [  j  oC /  /  oC /

WJlMi wlt (*• aerwcłrt *,* ** au> ■

2.86S34 164,0 6,8726 4.0213 5.8172

2.86583 164.2 6,9587 4.0646 5*8873
^esrm 164,4 7.0471 4/1091 5.9591
2.87081 164,6 7/1378 4.1547 6.03&8
2.87630 164,8 7.2309 • 4,2015 6.1084
2,87979 165 „0 7.3265 42,496 6.1861

2.88328 165.2 7.4246 4.2989 6,2658
2.86676 166.4 7,5255 4.3496 6.3478
2.8^036 165.6 ?,'6293 4.4017 $,4320
2.89375 , 165.8 7.7359 4.4553 6.5186
2,89725 16Se0 7.8456 4.5104 6.6077

2.90074 166.2 7.9584 4.5671 6.6994
2.90423 . 166.4 8.0746 4.6255 6/7938
2.90772 166 o 6 8,1943 4.6856 6.8910
2.91121 166.8 8.3176 4.7475 6.9911
2,91470
iT

167,0 8,4447 4.8114 7.09,44

2.91819 167.2 8.5759 4.8772 7,2008
2,92168 167.4 8.7112 4.9451 7,3107



~ 140 -

- r

oc CC° matom sapum Baob
■ rad j anaeh w stopa. /  G& j / cCj j o c j

2.92517 167.6 £„8508 5,0152 ■ 7.4241
2,93866 167*8 8.9951 5,0876 7*5412
2.93215 168.0 o im ? 5.1624 7.6622

2.93564 168.2 9.2983 5,2398 7.7874
2.93913 168*4 904578 5.3X98 7.93.68
2.94262 168,6 9.6229 5.4026 8# 0GG8.
2.94611 168.6 9„7939 5*4884 8,,18%
2.94961 •-169,0 9,9711 . 5*5773 8.3335

2,95310 .,169.2 10.1548 5*6694 3,4627
2,95659

. ... . » 169.4 10,3457 5*7651 8.6375
2,96008 ,169,6 10.5438 5.9644 S.79C®.
2.96367 169,a 10.7497 5,9677 8,9653
2,96706 ■mfo 10*9628 6.0750 9.1391

2.97058 170.2■' • i , < 11.1867 6,1867 9.3200
2.97404 170,4

; fl JJ,' .
11,4189i 6,3031 9*5064

2.97753 170.6 11.6610 6,4245 9®7049
2.98102 170.8 11,9137 6 „5511 9,9098
2.98451 171.0' 12/1776 6 6833 *!A' •’XU 10 i jUłd’***

~v



oC° nakoś napom 
w rad Janach w stopn. j oC / / oc /

2.98000 
2,99149 
2,99498 
2,99847 
3„0019?

3*00546
3,00895
3.01244
3.01593
3.01942

3*02891 
3.02640 
3 a 02989 
3.03336 
3.0368?

3.04036
3.04385
3,04734

171.2
171.4
171.6
171.8
172.0

172.2
172.4
172.6
172.8
173.0

173.2
173.4
173.6
m ,s
174.0

in »z
174.4
174.6

12,4535 
IB*7433 
13.0446 
13*3621 
13.6954

14,0457
14.414&
14.6032.
15,2136

16.1067 
16.5939 
17,1116 
17,6637 
18.2506

18.8791
19 M m  
20,2758

S.8315 
6„9662 
7.1176 
7.2767 
7.4436

7,6190
7.8037
7-9984
0.2038
8.4210

8.6510 
8.8949 
.9.1541 
9.4299 
9,7241

10.0387
10,3757
10*7375

Baoł)
/ óc/

10,3478
10.5821
10,8275
11.0849
11.3552

11.6394
11.9384 
12*2537
12.5865
12.9384

13.3109
13.7060
14.1259
14,5727
15.0495

15.5592
16.1052
16.631.
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<x 0<7t Mke®. rmpua mob
“adjajaach stopa, /  cC / •

1

l  o c:i
*

jo c  /

3« 05083 174,8 81.0540 11,1273 17.3S33
3.0^433 176,0 21,8961 11,5483 16.0054

3,05782 175*2 32.8076 12,0043 18,7444
3*06131 175.4 83.7983 18,6000 39.5478
3.06480 175.6 2&.879fc i®.. 0408 20*4840
3aOS829 175,8 36.0631 13.6330 81,3839
3.07178 176.0 27 •'3653 14,2944 3$, 4396

3.07527 176.2 28,7947 15.0100 B̂ tf̂ sOSl,
3,07975 176,4 30.3944 15,8100 84.898C
3.08225 176,6 32.1883 16,7041 16,3402
3.08574 176,6 34.1937 17,7100 87*9787
3,08923 177.0 . 36,4733 18*8500 29.8266

3,09272 177,8 39*0785 g0,1526 31,9385
3^09681 m .4 42.0846 21,6563 34.3753
$.09970 177.6 45,5916 23,4100 37.2183
3.10319 177,8 49,7363 25.4827 40.5781 '
3.10669 178.0 54.7100 27,9700 44.6100

3,1X018 178.2 60,7888 31,0X00 49.6100
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mcr »ft o*v •»»*» ttm nur i'»

oC° aakt® mpam
• Mg mm- «■«* •» w» mtmtfttm

a&ob
rskdjamołi «r #top». /  ^  / / « : - / j  a c f

3,11367 W8A ea.3075
f

34*8100 55.6975
3.11716 m .s 78.1571 39.6957 63.6201
3.12065 178,8 91.1833 46.2100 74.1933
3,12414 ł179.0 109,41500 55.3300 88.9600

3.12763 179,2 135.7750 69.0100 ‘ 111.1350
3.13112 179.4 182*3666 91.8100 146.1350
3,13461 179.6 273.5500 137.4100 222.0100
3.13810 179.8 547.1000 274.2100 443,7600
3.14159 180*0

3.14503 180.2 -545.6810 ~273.0 -443.2
3.14357 180,4 -272.8423 -136.2 r221.5
3,15201 180.6 -162.8598 -  90,57 -147„6
3„15550 160.8 -137,3982 - 67.79A - 110,6
3*15899 181*0 -109.1363 ~ 54,10 -  83*5

3.16248 181.2 -  91.3779 -  44.98 - 73.6
3.16697 181.4 -  78.£632 -  38.47 - 63.1
3.16946 181.6 -  68.44-89 -  33.58 -  55.18
3.17296 181® 8 -  60,8176 -  29.73 -  49.02



oC
■a&janaeb w

<?c°
stopu. /< * /

<̂;isu ci. ■*» w «•«» «n* *rw 0— a— «

aapun
/ cc i

mol)
/OC/

301764-5 182*0 -54.7184 -26.76 -44*09

3.17994 182,,2 --49.7294 ~ŹA'2& -40*06
3*18343 182*4 -45*5747 -22.19 -36.70
3.18693 182.6 -42.0594 -20,45 -33*86
3*19041 182,8 -39.1371 -18;94 -31,42
3.19390 183.0 -36,5080 -17.61 -29 .'31

3*19739 183 a 2 -34*2170 -16.49 -27.46
3.20008 183,4 -32*1954 -15.29 -25.03
3.,20437 183.6 -30.4000 -14,60
3*20786 183 „8 -28.7939 -13*79 -23.08
3.21135 184,0 -27«. 3496 -13,07 -21,92

3.21484 184,2 -26.0771 -12*42 -20.85
3.21833 184.4 -24.8858 -11*83 -19,90
3*22182 184,6 -23.7984 -11.89 ~19u02
3*22531 184.8 -22.8026 -10*79 -18,22
3;22881 185.0 -21,8857 "10,33 -17*48

3.23230 185,2 -21.0630 - 9„913 -16* 81
3.23573 185.4 -30.2779 -  9,523 -16.17
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r »*»• <*»• »wt cv>.u»«.*ltttswłiw. rj»-m en M' î.u n»wns>•"• iMt».,u<iłMî >«n ***• *

<76 ✓ n Bakom
v radjsi^ich 1 stopa. /  c?C /

napum

07. *’*■» sł 0 *•'»» VI- «» ł* ' I* «»■•' «BW «n «t« t*“" <-.,'• li-' «». 1 »•• fc.— if» r

3.SA39128 

3,24277 
3*24686

186,6 
X35 ® 3 
186,0

-18.8726
.38,2566

-9*254
-8*7755
-8.5080

ss.ol)
/  06 /

■15.58
■>15«03
.14,52

3,24875 186,2 -17.663? -8,2147 — 14o 04
3.25334 - 186,4 -17-1081 -7,9249 -13*61
3.2S673 J  ̂w -16,. G0C2 ■-7*6799 -13.18
3-26022 186»3 -16*1081 -7.4360 -12,58
O *>£ o'*vit,/, »'***./*.’ > X 187 .,0 -15. .6444 -7 ,2046 -12,41

0 cytzrpir. u j KA) i & AJ 187,2 -15,2182 -6.9877 -12.06
3*27060 187,4 -14,8040 -6.7839 -11,73
0 "S17/S '? •:'!fce<J 0 5 Uł?»A V* 187* 6 -14.4109 -6.4047 -11.42
3,1; rm 187,8 -14,0481 -6.4-029 -11*12
3 ,zm e 183.0 -13,6940 -6,2270 -30.84

3.2S465 188.2 -13.3662 -6#0604 - 10.es
3-28315 l£-d*»4 -13.0444 -5,9016 -10. iO
3.29164 188.6 -12 7465 -5.7500 -10,06
3.23513 188,8 -12.C358 -5,6051 * 9.83
£•29862 139 0 -12 1818 ■-5.4665 -  ̂,60
4JBK ■"* *nt n
oiAfif4 immnA  r'v,2iB Arkues 10-ty.



oC
ra&j&n&oh

 ̂oOC 
w stopa.

nakosi

/< * /

mpuffi
/ <70/

mob
i o c j

3*30211 189.2 -11.9138 -5.3346 -9.39
3,30560 189 o 4 -U . 6643 -5.2089 -9/18
3.30909 189 a 6 -11.4184 -5.0866 -8.98
3,31258 189.8 -U . 1806 -4.9700 -8.80
3.31607 190.0 -10.9623 -4.>8579 -8.614

3.3X356 190,2 -10„7501 -4.750? -8.442
3,32305 190,4 -10,5469 -4.6476 -8.275,
3,32655 ISO„6• -.10.3447 -4.5481 -8.113
3,33004 190,8 -10.1558 -4*4523 -7.959
3.33353 191,0 -  9,9733 -4.3598 -7.808

OŁ/■■» ĄJfyJ ( 191*2 -9.7974 -4.2710 -7.666
3 .34051 191.4 -9.6231 -4.1853 -7*526
3.34400 .191.6 -9,4587 -4.1024 -“7.3591
3*34749 191,8 -9.3001 -4,0223 -7.3616
3.35098 192 „0 -9.1467 -3.9447 -7,1371

3,35447 192.2 -8.9982 -3*8693 -7.0171
3.35796 192.4 -8.8545 -3,7975 -8.8996
•A 192.6 -8.7152 -3.7373 -6,7861



o t
:m'l aimch

oC 
w stopa,

nak«m 
/  ot/

aapum 
i CC/

a&ob
/ot/

3.36494 192,8 -8*5763 -3,6592 -6,6702
3*36843 193.0 -8.4454 -3.5933 -6.5891

3.37192 193,2 O OOpl «,Oj 0&&JL -3.5295 -6.4667
3.37542 193*4 -8,1953 -3.4675 -6*3681
3.37391 193.6 -8.0786 -3.4073 -6,2693
3.38240 193.8 -7*9624 -3.3489 .-6,1747
3.38589 ■ 194.0 -7„8488 -3.2920 -6.0883

3,38938 194,2 ~7«7388 -3*2370 -5.9938
3,39287 19 4,4 -7.6319 -3.1833 -5.9070
3 39636 194,6 -7>5276 —3«i 3X1A -5,8227
3.39985 ‘ 194,8 -7,4289 -3„0803 -5.7409
3,40334 195,0 “ 7,3302 “340308 -5.6606

3,40683 195,2 -7,2339 -2.9827 -5*5834
3*41032' ' 195.4 -7,1401 -2,9359 -5,5075
3 -41381 195*6 -7,0511 *•2*8902 -5.4358
3,41730 195,8 -6.9617 -Bo8456 -5., 3621
3.42709 196*0 -6,8769 -2,8031 -5*2916

3,42429 196,2 -6.7988 ■2.7565 -5,2237



o t Ć?C° mkm a&pum mob
■ radja^aofe  ̂ stapa* i OC / i &- ■' i i <& i

3,43778
*■ e-u ift en" m- r»» miu acn ł»>

196*4
llw Wm »yv |t» acp **». w  ps. owu*®* JP» r w **» « -  w— w -  W- —— -

-6*7110 -8.7184 -5.1568
o / c * or? 196*6 -6*6302 -2*6781 -5,0916
3.4-3476 196*8 -6.5520 -3,6387 -5,02S]R4
3.43625 197*0 -6.4759 -2,6003 -4,9660

3,44174 ■ser? ??<■ rfc# -6,4021 -2 o5636 -4.9059
3.445533 .197,4 -6.3302 -2.5260 -4.8465
3,44872 197.6 -6.2578 -2.4900 -4.7888
3JS2B1 197 >8 -6.1889 -2,4550 -4^7323
3.45570 198.0 -6,1214 ~2a4£QS -f}.,6768.

o -££913 198.2 -6.0555 -2,3872 -4,6227
*3 * £,rs- /* O r> ̂ Ô Dw 198.4 -5,9908 -2.3543 -4,5700
3.46617 198,6 -5,9257' -2.3221 .•4.5183
3*46966 198,8 -5,8638 -2*2907 -4o4578
3u47316 199 „0 -5*8031 -2*2599 -4*4180

3,47665 199.2 -5*7434 -2.2297 -4*3697
3,48014 199.4 -*5*6850 -2„2002 -4,3221
3,48363 199* 6 -5,6383 -2.1713 -4,, 2756
O fi .tj~JO> ■> lU f ’. f.J 199«6 -6,5736 -3*1429 —4«<sJ301
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o i ,y°<7L aałoM siapim nao'b
•adj asach. w stopa* /  / /  ^  / / e t /
i m»*o« (»»«»<*ta. ».»ŷv i.<m r.nk»«ni«- IM «■«.» K*.. •»* w* «w»

3.49061 200,0 -5.5185 »-2,!134 —4* 18t)2

3«49410 200.2 -5,4645 -2.0879 -4*1416
3,49759 '200*4 -5.4114 -2,0611 -4#0986
3,50106 200 „6 -5,3609 -2.0350 -4*0565
3,50457 300*8 -5*3097 -2„0093 -4.0152
3,50806 201,0 -5,2599 -1.9840 -3.9745

3,51155 ; 201,2 -5,2118 -1,9593 -3.9350
3251504 201,4 -5*1635 -1.9350 -3®8960
3.51853 201,6 -5.1173 -1,9113 -3.8677
3*52203 201*8 -5,0705 -1.8878 . -3.8202
3*52552 202*0 -5„0260 -1*8648 -3,7832

3,52901 202,2 -4.9821 -1.8422 -3*7471
3,53250 202,4 -4,9378 -1.8201 -3.7115
3*53559 202*6 -4.8919 1 9Q£ft*5- tv f v w -3.6765
3*53948 202* 8 -4*8535 -1,7769 -3,6422

3.54297 203.0 -4.8127 -1.7558 -3,6084.

3.54646 203,2 -4,7722 -1.7351 -3,5754

3,54995 203.4 -4,7325 -1.7148 -3,5428



. ,jt* otm «n> <*<• &»

oC  

:adj anacłi
tf,° 

v stop*.
Bako®.
/c fc /

B&pUE
/ c X /

Mo'b
/ 'O C /

;nj> 4*** 4̂ łxrv
3,55344 303,6 -4,6923 « -1,6949 -3,5108
3,55693 203, S -4,6547 -1,6753 -3,4794
*3,56042 204.0 -4,6138 -1,6558 -3*4463

3.56393, 204.2 -4a 5796 -1,6368 *3,4180
3,56740 £044- -4,54559 -1,6182 -3.3880
3.57089 204, 6 "4\, 5056 -1,5998 -3,3586
3,574-39 264 .,8 -4,4712 -1.5816 -3,3296
3,57788 205*0 -4,4371 -1*5638 -3,3010

3.58137i 305.2 -4*4033 —1,5462 -3,2731
3,584B6 205,4 -4,3693 ' -1.5289 -3,8455
3*53835 205,6 -4,3358 -1,5119 -3,2183
3*59184• * 205,8 -4.. 3035 -1,4958 -3*1916
3*59533 ' 206,0 -4,3708 -1,4788 -3,1652

3,59883 . 306,8 -4,2396 *1.4625 -3,1393
ą.scąai 206.4 -4„3087 --1,4-465 -3,1138
3,60:580 EOS* 6 -4,1607 -1,4308 -3*0886
3,50929 206.8 -4*1475 • -1.41EK -3,0639
3 6.IS78 207,0 -4.1178 -1.3999 -3;0394
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iłm <jt» **— muu u. ijt»i Mra «

Bskora
«»» au iv *«• wnaisruiłn wap *

mptń a&ob
•adjamofe w stopa. /  <?€•/ /  o c ! joc<j

3.61627 207*2 -4,0886 -1.3848 -3,0155
3„61976 20 7,4 -4,0599 -1*3899 -2,9917
3.62326 £07,6 ~4aQ3I4 -1.3553 -2.9683
3*62675 207»8 -4,0033 -1.3392 -2*9454
3* 63024 208.0 -3.9756 -1.3265 $226

3.63373 208.2 -3.9484 -1.3125 '**2*9003
3 W M 208,4 -3.9221 -1,8988 -2.8783
3*64071 208 „6 -3„8955 -1.2850 -2,8565
3.64420 208* B -3« 8692 -1.2716 -2,8351
3*64:769 209.0 -3.8440 -1.2588 -2.8139

3♦65118 209.2 -3,8182 -1.2451 -2,7332
3,65467 209.4 -3.7936 -1.2333 -2.7725
3,65816 209.6 -3.7693 -1.2195 -2.7523
3:66165 209.8 -3,7446 -1.2068 -2,7323
3.66514 210.0 -3*7207 -1.1945 -2,7126

3,66863 210.2 -3.6974 -1.1821 -2,6952
3.67213 £10*4 -3.6741 -1,1701 -2,6739
3,67562 ■ 210.6 -3.8511 -1*1580 -2,6549

-sr
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(pC cK? Mkoai nApm mol)
tt rad Janach w stopa, j oCj f CC / ( oCj

<d» «r>- m uauu oj:> ow>> u»u*» 4»u IX-i u» Mn w><Mn ul-» mu. «>ł» w* o*.i.oo). *»"■ HU .«• «Hl W/< ■»*> o- • *»“ «il>~ MTinu łł4» OK Ki

3»679X1 n o  ,8 -3.6284 -1,1462 -2„6362
3,68260 211,0 -3.. 6062 -1/1346 -2.6177

3-68609 211, 2 -3.5840 -1.1231 -2.S996
3 68958 211.4 - -3.5620 -1.1117 -2*5815
3,69307 S il , 6 -3*5405 -1 -1005 1Tn W* *(, T„̂ w a

3,69656 211,8 -3.5190 -1.0894 9 & 4 f vP. w'»4'0 i,,otv̂
3*70005 212 v0 -3.4985 -1,0784 Ocn* (f4 r>

3*70354 212.?. -3*4775 -1.0767 -2.5118
3.70703 212.4 -3*4576 -1*0569 -2.4931
3.71052 212-6 -3*4370 -1*0464 -2.4782.
3.71401 212.8 -3*4170 -1,0359. -2,46.17
3,71750 213,0 -3, .3970 -1.0256 *2,4454

3*72099 213.2 -3.3782 -1*0154 -2,4294
3,72449 213.4 -3.3588 -1.0053 -2.4134
3-72798 213,6 -3*3399 -0.9954 -2.3977
3,73148 £13*8 -3.3214 -0.9855 -2.3822
3.73496 214,0 -3.3029 -0,9756 -2,3669
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