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STOCHASTYCZNA STABILNOŚĆ RUCHU

KAZIMIERZ S O B C Z Y K (WARSZAWA)

1. Wstęp

Jednym z podstawowych zagadnień analizy układów dynamicznych jest badanie sta-
bilności ruchu. W teorii deterministycznej, opisującej ruch układu za pomocą aparatu
analizy matematycznej, badania stabilności są daleko zaawansowane i można powiedzieć,
że w chwili obecnej dla układów dynamicznych dyskretnych istnieje teoria stabilności
ruchu (por. np. [1, 2]). W tej teorii, podstawy której związane są głównie z nazwiskiem
Lapunowa, pojęcia stabilności i cała analiza oparte są na deterministycznym charakterze
ruchu i jego zaburzeń.

W analizie stochastycznego ruchu układów dynamicznych zagadnienie stabilności
jest również bardzo istotne. W tym przypadku jednak, ze względu na stochastyczny cha-
rakter ruchu, pojęcia stabilności muszą być oparte na probabilistycznych charakterysty-
kach odpowiednich zdarzeń i sprecyzowane w języku teorii prawdopodobieństwa. Ponie-
waż w określeniach stabilności zasadniczą rolę odgrywa pojęcie granicy oraz takie po-
jęcia, jak male zaburzenie ruchu itp., które mogą mieć różny probabilistyczny sens, to
należy się spodziewać, że ilość różnych definicji stabilności stochastycznej będzie znacznie
większa niż w przypadku stabilności klasycznej. Tak jest istotnie, na przykład zwykłe
pojęcie stabilności (według Lapunowa) czy stabilności asymptotycznej może być w przy-
padku ruchu stochastycznego zdefiniowane co najmniej w trzech różnych sensach — według
prawdopodobieństwa, w sensie średniokwadratowym i w sensie prawie na pewno.

W ostatnich latach zagadnienia stochastycznej stabilności ruchu (podobnie jak inne
zagadnienia dotyczące stochastycznych równań różniczkowych) są intensywnie badane
i w chwili obecnej istnieje w tej dziedzinie bogata literatura. Sprecyzowano podstawowe
pojęcia stabilności stochastycznej oraz podano wiele ważnych twierdzeń i metod dla róż-
nych klas układów dynamicznych i przy różnych założeniach odnośnie własności wymu-
szeń losowych i stochastycznych parametrów układów.

Pierwsze uwagi na temat probabilistycznego traktowania stabilności ruchu pochodzą
już z lat trzydziestych [5, 6, 7], natomiast w roku 1955 ukazała się praca [8], w której za-
warte jest pewne kryterium stabilności stochastycznej (wyrażone przez wartość gęstości
widmowej rozwiązania) dla równania różniczkowego rzędu pierwszego, którego współ-
czynnik jest procesem stochastycznym gaussowskim i stacjonarnym. Pewne uwagi zwią-
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zane ze stabilnością układów z losowym wymuszeniem zawiera też praca [9]; wbrew
tytułowi dotyczy ona jednak innych jakościowych kwestii dla równań nieliniowych z lo-
sowym wymuszeniem (np. istnienie rozwiązań stacjonarnych).

Pierwsze ważniejsze i ogólniejsze rezultaty dotyczące stochastycznej stabilności ruchu
zawierają prace [10, 11] oraz [12, 13] rozpoczynające jednocześnie okres intensywnych
badań przypadający w tej dziedzinie na ostatnie dziesięciolecie. W pracach tych autorzy
podali podstawowe pojęcia stabilności stochastycznej oraz wprowadzili ważne kryteria
dotyczące stabilności według prawdopodobieństwa i w sensie średniokwadratowym.
Należy podkreślić, że w pracach [10, 12], które powstały niezależnie i zawierają rezultaty
podobne, po raz pierwszy zastosowano aparat funkcji Lapunowa do badania stabilności
stochastycznej. W latach sześćdziesiątych otrzymano szereg bardzo interesujących i ogól-
nych rezultatów dotyczących różnych typów stabilności stochastycznej i innych pokrew-
nych zagadnień (np. ograniczoność i stacjonarność rozwiązań równań stochastycznych,
stochastyczna stabilizacja niestabilnych układów deterministycznych itp.), rezultaty te
związane są przede wszystkim z takimi nazwiskami, jak CAUGHEY, GICHMAN, HASMIN-
SKIJ, KOZIN i in.

W chwili obecnej, najważniejsze rezultaty otrzymane w badaniach stabilności stochas-
tycznej dotyczą układów dynamicznych, których wymuszenia są procesami stochastycz-
nymi o charakterze białego szumu, gdyż wtedy można zastosować teorię procesów Marko-
wa, a dokładniej aparat stochastyczny równań Ito (por. np. [14, 15, 16, 17, 18]). Badanie
stabilności przy wymuszeniach innych typów jest trudniejsze, dlatego szereg autorów
ograniczało się do badania stabilności tylko układów liniowych (por. np. [19, 20, 21])
lub układów nieliniowych specjalnej postaci (np. [21]); jednakże dla Szerszej klasy układów
nieliniowych otrzymano również interesujące rezultaty (por. np. [22, 23, 24]).

Mimo że istniejące obecnie badania nie są wystarczające i wiele zagadnień nie ma jesz-
cze rozwiązania, to jednak są one na tyle zaawansowane, że bez wątpienia stanowią pod-
stawę dla przyszłej teorii stochastycznej stabilności ruchu.

Celem tego artykułu jest uporządkowanie i syntetyczne omówienie podstawowych
pojęć oraz najważniejszych istniejących obecnie rezultatów dotyczących stochastycznej
stabilności ruchu układów dynamicznych dyskretnych. Na zakończenie podamy pewne
uwagi na temat innych stochastycznych zagadnień jakościowej analizy układów dyskret-
nych.

2. Stabilność ruchu. Zagadnienia deterministyczne

Zanim przystąpimy do omawiania zagadnień stabilności stochastycznej, przytoczymy
kilka podstawowych faktów dotyczących klasycznej (tj. deterministycznej) stabilności
ruchu. Z przytoczonych tutaj pojęć i oznaczeń będziemy korzystali w dalszych rozważa-
niach.

Niech ruch układu dynamicznego będzie opisany przez układ równań (w postaci wek-
torowej)
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gdzie t oznacza czas (t0 K t < +00), zaś y(t) = [y^t), ...,yn(t)], F(t,y) = [Fx(f, j / ) , . . . ,
F„(t, y)]; y(t) jest funkcją niewiadomą. Funkcja wektorowa F(t,y) jest określona na ilo-
czynie kartezjańskim przedziału czasu T i pewnego obszaru Dy e R". Przestrzeń ii" nazywa
się przestrzenią fazową układu (2.1).

Warunki początkowe dla układu (2.1) mają postać

(2.2) y{to) = y°, y° = (yoi,-,y°n).

Zakładamy, że funkcja F spełnia założenia twierdzenia o istnieniu i jednoznaczności
rozwiązania zagadnienia początkowego (2.1)-(2.2) — por. np. [4].

Rozwiązanie zagadnienia początkowego (2.1), (2.2) ma postać

(2.3) y - <p(t) = <p(t; to,y°), <p(t) = [cPl(t), ... <p„(tj\,

Funkcja (2.3) określa w dowolnej chwili t położenie poruszającego się punktu, który
w chwili początkowej t = t0 znajdował się w punkcie y° e Dy. Mówi się, że rozwiąza-
nie (2.3) określa ruch układu dynamicznego (2.1) w przestrzeni fazowej. Krzywa przed-
stawiona równaniem (2.3) opisująca ruch nazywa się trajektorią ruchu. Wektor zerowy
dla odróżnienia od liczby zero będziemy oznaczali: 0 = (0, ..., 0).

Określenie 2.1. Rozwiązanie (lub ruch niezaburzony) <p{t) układu (2.1) nazywa się
stabilnym (według Lapunowa), jeżeli dla dowolnego t0 eT i dowolnego e > 0 istnieje
takie <5 = d(t0, e) > 0, że jeżeli dla dowolnego rozwiązania y(t) układu (2.1)

(2.4) \\y(to)-<p(to)\\<d,

to dla wszystkich t > t0

(2.5) lb(*)-9»(0ll<8.
gdzie | | [ [ oznacza normę w przestrzeni R".

Innymi słowy, rozwiązanie <p{t) jest stabilne, jeżeli rozwiązania, które leżą dostatecznie
blisko niego w chwili t pozostają dowolnie blisko niego również dla t > t0.

Jeżeli warunki powyższego określenia nie są spełnione, to ruch nazywa się niestabil-
nym. Jeżeli liczbę d można wybrać niezależnie od t0, tj. <5 = d(s), to mówimy, że stabil-
ność jest jednostajna.

W szczególnym przypadku, gdy F(t, 0) = 0 rozwiązanie trywialne (położenie równo-
wagi) (p(t) = 0 jest stabilne, jeżeli dla dowolnego e > 0 1 dowolnego t0 e T istnieje takie
ó = d(s, t0) > 0, że z nierówności

(2-6) • \\y(to)\\ < d

wynika nierówność

(2.7) \\y(t)\\<8 dla t>t0.

Przez odpowiednią zamianę zmiennych zagadnienie o stabilności dowolnego rozwiązania
zawsze można sprowadzić do badania stabilności rozwiązania trywialnego (por. np. [2]).

Określenie 2.2. Rozwiązanie (ruch niezaburzony) cp(t) układu (2.1) nazywa się asymp-
totycznie stabilnym, jeżeli jest ono stabilne (według Lapunowa) oraz

(2.8) lim I |^(0-fl»(0l 1 = 0 .
t-
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Jeżeli rozwiązania y(t) dążą do <p(t) przy ł -> co jednostajnie względem t, to mówimy,
że asymptotyczna stabilność jest jednostajna względem t. W szczególności, rozwiązanie
trywialne <p{i)sł 0 jest asymptotycznie stabilne, jeżeli jest stabilne oraz przy ||j>(?o)ll < <5

(2.9)

Powyższe określenia nic nie mówią o wielkości zaburzeń początkowych (czyli o wielko-
ści liczby <5). Obszar G zaburzeń początkowych, tj. przy ustalonym t obszar |\y(to)\\ < M,
(gdzie M dana liczba), dla którego zachodzi relacja stabilności asymptotycznej (2.9), na-
zywa się obszarem stabilności asymptotycznej (lub obszarem przyciągania położenia rów-
nowagi <p(t) s 0). Ważny jest przypadek, kiedy obszar asymptotycznej stabilności G jest
całą przestrzenią fazową.

Określenie 2.3. Jeżeli c?(0 jest stabilne (według Lapunowa) i relacja (2.8) jest prawdzi-
wa dla wszystkich rozwiązań y(t) niezależnie od ich wartości początkowych (tj. G = Rk),
to mówimy, że rozwiązanie (ruch) <p{t) jest asymptotycznie stabilne globalnie.

Oprócz pojęć określonych wyżej, w badaniach stabilności zostały wprowadzone jesz-
cze inne ważne pojęcia, np. stabilność eksponencjalna, stabilność warunkowa, stabilność
ze względu na zaburzenia działające w sposób ciągły, stabilność techniczna i inne (por.
np. [3]).

Badanie stabilności jest najprostsze w przypadkach, kiedy równania różniczkowe opi-
sujące ruch układu dynamicznego można rozwiązać explicite. Podstawową klasą takich
równań są równania liniowe o stałych współczynnikach. W zagadnieniach praktycznych
spotykamy jednak układy nieliniowe, dla których nie można znaleźć rozwiązania dokład-
nego; analiza stabilności takich układów jest trudniejsza i wymaga specyficznych metod.

Najprostsza i historycznie pierwsza metoda badania stabilności układów nieliniowych
opisanych równaniami postaci (2.1) polega na tym, że dane równania nieliniowe
linearyzuje się i o stabilności (względnie niestabilności) orzeka się na podstawie równań
liniowych — tzw. równań pierwszego przybliżenia^ tj. równań postaci

(2.10) •^-2V0*/. *-1,2.
a i /-i

gdzie zwykle zakłada się, że ay(/) = a(j = const. Mimo że metoda ta nie jest ogólna,
istnieje jednak pewna klasa układów nieliniowych, dla których kwestie stabilności można
rozstrzygać w oparciu o pierwsze (liniowe) przybliżenie. Jak zobaczymy w dalszych roz-
ważaniach, procedura ta może być również stosowana w badaniach stabilności stochas-
tycznej.

Podstawową metodą badania stabilności jest tzw. druga metoda Lapunowa. Jej istota
polega na tym, że (nie rozwiązując równań ruchu) kryteria stabilności i niestabilności
formułuje się w oparciu o własności pewnych funkcji związanych z danym układem rów-
n a ń — zwanych funkcjami Lapunowa. Wprowadzenie funkcji Lapunowa okazało się
bardzo trafne i dało podstawę dla wielu ogólnych metod analizy jakościowej układów
dynamicznych. Obecnie w oparciu o funkcje Lapunowa można rozstrzygać kwestie sta-
bilności, badać problemy optymalnej stabilizacji układów dynamicznych oraz analizować
inne zagadnienia jakościowe równań różniczkowych (por. np. [2, 3]). Pojęcie funkcji



STOCHASTYCZNA STABILNOŚĆ RUCHU . 379

Lapunowa okazało się również bardzo istotne w badaniach stochastycznej stabilności
ruchu.

Niech V(t,y) = V(t, yu ..., yn) będzie funkcją określoną i ciągłą w zbiorze Z o =
= {a<t< co, ||j>|| <h).

Rzeczywista, skalarna i ciągła funkcja V(t, y) nazywa się funkcją stałego znaku (znaku
dodatniego lub znaku ujemnego) w Z o , jeżeli V(t, y)^0 lub V(t, y)^0 dla (t,y) eZ0.

Funkcja V(t,y) nazywa się funkcją określoną dodatnio (w sensie Lapunowa) w Z o ,
jeżeli istnieje ciągła funkcja skalarna W{y) określona dla ||j>|| < h taka, że

V(t,y)>W(y)>0 dla \\y\\*0,

(2AV> V(t,0)= fF(O) = O.

Analogicznie, funkcja V(t,y) nazywa się funkcją określoną ujemnie w Z o , jeżeli istnieje
W(y) taka, że

V(i,y)**-W(y)<0 dla Ib|| # 0,
( 2 1 2 )

Funkcja określona dodatnio lub ujemnie nazywa się funkcją określonego znaku.
W szczególności jeżeli V nie zależy od t, tj. V = V(y), to jest ona określonego znaku,

jeżeli (—iyv(y) > 0 dla ||_y|| =£ 0 i F(0) = 0, przy czym dla funkcji określonej dodatnio
/? = 0, a dla funkcji określonej ujemnie /S = 1.

Mówi się, że funkcja V{t, y) posiada nieskończenie małą granicę przy y ~* 0, jeżeli dla
dowolnego s > 0 istnieje liczba d > 0 taka, że

\V(t,y)\<s d l a \\y\\<d, te(t0, co).

Zauważymy, że jeżeli V = V(y) jest funkcją ciągłą (niezależną- od /) i taką, że F(0) = 0,
to V(y) posiada nieskończenie małą granicę przy y -> 0. Analiza stabilności przy pomocy
drugiej metody Lapunowa oparta jest na badaniu zachowania się funkcji V(t, y) wzdłuż
trajektorii rozważanego układu równań różniczkowych.

Niech funkcja V = V(t, y) będzie określona i ciągła wraz z pochodnymi cząstko-
wymi pierwszego rzędu w zbiorze Z o .

Określenie 2.4. Funkcja

nazywa się pochodną funkcji V(t,y) ze względu na układ (2.1). Operacja przyporządko-
wująca funkcji Fjej pochodną Kze względu na układ (2.1) jest niekiedy nazywana opera-
torem Lapunowa.

A oto trzy podstawowe twierdzenia Lapunowa por. [2, 3].
T w i e r d z e n i e 2.1. (pierwsze twierdzenie Lapunowa). Jeżeli dla układu (2.1)istnieje do-

datnio" określona funkcja skalarna V(t, y) posiadająca pochodną V(t, y) ze względu na
układ (2.1) znaku ujemnego, to rozwiązanie, trywialne ę = 0 danego układu jest stabilne
według Lapunowa.

T w i e r d z e n i e 2.2. (drugie twierdzenie Lapunowa). Jeżeli dla układu (2.1) istnieje do-
datnio określona funkcja skalarna V(t, y) posiadająca nieskończenie małą granicę przy
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y -+ 0 oraz mająca ujemnie określoną pochodną V(t, y) ze względu na układ (2.1), to roz-
wiązanie trywialne danego układu jest asymptotycznie stabilne.

Twierdzenie 2.3. (trzecie twierdzenie Lapunowa). Niech dla układu (2.1) istnieje funk-
cja V(t, y) posiadająca nieskończenie małą granicę przy y -> 0 oraz mająca pochodną
V(t, y) ze względu na układ (2.1) określonego znaku. Jeżeli dla pewnego t' > av/ dowol-
nym otoczeniu |]j; | | < A (A < li) znajdzie się punkt (t',y'), dla którego znak funkcji
jest taki sam jak znak pochodnej V, tj. taki, że

V{t',y')V(t',y')>Q,

to rozwiązanie trywialne cp == 0 układu (2.1) jest niestabilne według Lapunowa.
Określenie 2.5. Funkcje V(t,y) czyniące zadość warunkom twierdzeń 2.1, 2.2, 2.3 na-

zywają się funkcjami Lapunowa (odpowiednio I, II i III rodzaju).

3. Podstawowe pojęcia stabilności stochastycznej

Pojęcia stabilności przytoczone w poprzednim paragrafie przestają być użyteczne, je-
żeli rozważamy stochastyczny ruch układów fizycznych. Koncepcje stabilności takiego
ruchu (koncepcje stabilności stochastycznej) muszą uwzględniać jego probabilistyczny
opis i wyrażać pojęcia stabilności w terminach charakterystyk odpowiednich zdarzeń
losowych. W literaturze istnieje szereg różnych pojęć stochastycznej stabilności ruchu;
tutaj przytoczymy najważniejsze z nich.

Niech ruch układu dynamicznego będzie opisany przez układ równań stochastycznych
(w postaci wektorowej)

(3-1) ^ = F[Y(t),t,X(t)],

gdzie i 7 jest funkcją wektorową, zaś X(t) i Y(t) oznaczają procesy stochastyczne wektoro-
we. Nie ograniczając ogólności można przyjąć, że F(Q, t, X(t)) = 0 i badać stabilność
rozwiązania trywialnego Y(t) = q>(t) s 0.

Określenie3.1. Rozwiązanie trywialne (ruch niezaburzony) układu (3.1) nazywa się:
a) stabilne według prawdopodobieństwa, jeżeli dla dowolnych (dowolnie małych) liczb

e > 0 i 6 > 0 istnieje taka liczba r > 0, że dla dowolnego rozwiązania 7(0 układu (3.1),
które w chwili t = t0 spełnia warunek

jest dla wszystkich / > t0 spełniona jedna z nierówności

(3.2) Pt{\\Y(y°,t0,t)\\<e}>l-d,

(3.2') P ( { | | r (>>V 0 ) 0 l l>e}<<5,
lub nierówność silniejsza (por. [15, 17])

(3.2") lim i>{supim/, t0, 011 > e} = 0;

w relacjach (3.2) i (3.2') P t { | | Y i | ^ e} oznacza prawdopodobieństwo tego, że w chwili
t > t0 jest spełniona nierówność | | F ( j ° , tQ, t)\\ sg e;
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b) asymptotycznie stabilne według prawdopodobieństwa, jeżeli jest ono stabilne według
prawdopodobieństwa i oprócz tego dla dowolnego e > 0 i dla wszystkich rozwiązań,
dla których ||j>°|| < M, spełniona jest nierówność

(3.3) limPt{||FG>°,.W)1l<fi} = l>
t—>00

gdzie Mjest stałą określającą obszar stabilności asymptotycznej;
c) asymptotycznie stabilne globalnie według prawdopodobieństwa, jeżeli relacja (3.3)

jest prawdziwa dla dowolnego y° e R", tj, M = oo,
W pracy [12] zostało podane nieco inne określenie asymptotycznej stabilności global-

nej według prawdopodobieństwa.
Określenie 3.2. Rozwiązanie trywialne układu (3.1) nazywa się:
a) stabilne średnio z potęgą p (krótko p - stabilne), jeżeli dla dowolnego e > 0 istnieje

takie r > 0, że dla wszystkich rozwiązań Y{t) układu (3.1), dla których

spełniona jest dla t > t0 nierówność

(3.4) £{ | | rG>V 0 ,0ll p }<e, P>°
(JE oznacza wartość przeciętną);

b) asymptotycznie stabilne średnio z potęgą p (krótko asymptotycznie p - stabilne),
jeżeli jest ono p - stabilne i poza tym, dla t -> oo

(3.5) E{\\Y(yo,to,t)\\"}^0;

jeżeli powyższa relacja zachodzi dla dowolnego y° e R", to mówimy, że asymptotyczna
p - stabilność jest globalna;

c) eksponencjalnie stabilne średnio z potęgą p (krótko: eksponencjalnie p - stabilne),
jeżeli istnieją takie stałe liczby dodatnie N i a, że dla wszystkich t > t0 zachodzi nierówność

(3.6) E{\\r<yo,tQ,t)\\>}<N\\yo\\'mp[-<t-tQ)].

Stabilność średnia z potęgą p (również asymptotyczna, eksponencjalna), jak wynika z ok-
reślenia, charakteryzuje stabilność momentów rozwiązania i jest również nazywana sta-
bilnością momentów. Dokładniej, jeżeli spełniony jest warunek (3.4) [odpowiednio (3.5)
i (3.6)], to często mówi się, że moment rzędu p rozwiązania jest stabilny (odpowiednio —
asymptotycznie stabilny, eksponencjalnie stabilny) w otoczeniu rozwiązania trywialnego
(por. [18, 26]).

Jeżeli p = 2, to mówimy, że rozwiązanie trywialne jest stabilne (asymptotycznie sta-
bilne, eksponencjalnie stabilne) średnio z kwadratem.

Określenie 3.3. Rozwiązanie trywialne układu (3.1) nazywa się stabilne prawie na pew-
no ([22, 27]) lub z prawdopodobieństwem jeden, jeżeli dla dowolnego rozwiązania Y(t)
układu (3.1) takiego, że ||Y(fo)ll < '"> wszystkie realizacje procesu Y(t) oprócz co najwy-
żej ich zbioru o prawdopodobieństwie zero są stabilne.

Analogicznie określamy stabilność asymptotyczna i stabilność eksponencjalna prawie
na pewno.

W pracach [19, 21] przyjęte jest następujące określenie: rozwiązanie trywialne układu
(3.1) jest asymptotycznie stabilne prawie na pewno (lub) z prawdopodobieństwem jeden ze
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względu na obszar D c R", jeżeli dla każdego rozwiązania Y(y° ,to,t) układu (3.1) takiego
że y° e D mamy
(3.7) l i n / . 'OJ Oil ^ 0 prawie na pewno,

tj. dla dowolnego e > 0 istnieje takie T, że

(3.8) l i m P { s u p | | F ( / , t0, 011 > e} = 0.
r->co r>r

Dla autonomicznych układów liniowych i stacjonarnego procesu X(t) powyższe okreś-
lenie jest równoważne określeniu 3.3.

Niech &{t) = 0[Y(-),t] będzie pewnym nielosowym funkcjonałem (skalarnym, wek-
torowym itp.) określonym na rozwiązaniach Y(y°, t0, t) układu (3.1) zależnym od /e[0,oo)
jak od parametru i spełniającym warunek ^[fl,/] = 0.

Określenie 3.4. Mówimy (por. [28]), że funkcjonał & jest stabilny, jeżeli dla dowolnego
£ > 0 istnieje takie r > 0, że dla każdego rozwiązania Y(t) układu (3.1) takiego, że 11y° 11 =
= l|y(*o)ll < r J e s t ^ ' a t > ô spełniona nierówność

<3.9)

funkcjonał 0 nazywa się asymptotycznle stabilny, jeżeli istnieje takie M > 0, że jeżeli
\\Y(to)\\<M, to

(3.10) \im&[Y(-),t] = 0.

Najprostszymi funkcjonałami $|Y(-), t], których stabilność jest ważna w zastosowa-
niach, są momenty rozwiązań układu równań (3.1), np. momenty pierwszego i drugiego
rzędu
(3.11)

W pierwszym przypadku 0 jest funkcjonałem wektorowym, w drugim — macierzowym.
Tak więc, w przypadku szczególnym kiedy funkcjonał 0 jest momentem dowolnego

rzędu p > 0 rozwiązania, stabilność funkcjonału 0 oznacza stabilność momentów (okreś-
lenie 3.2).

Podane wyżej określenia dotyczą stabilności stochastycznej ze względu na zaburzenia
warunków początkowych. Można również wprowadzić odpowiednie pojęcia stabilności
stochastycznej ze względu na ciągle działające zaburzenia.

Niech będzie dany układ

(3.12) dJt

•oraz układ zaburzony

gdzie R(t) jest procesem stochastycznym.
Określenie 3.5. Rozwiązanie trywialne (ruch niezaburzony) układu (3.12) nazywa się

stabilne według prawdopodobieństwa ze względu na ciągle działające zaburzenia male w sen-
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sie średnim, jeżeli dla dowolnego procesu R(t) i y° e R" dowolne rozwiązanie Y(t) =
= Y(y°, t0, i) układu (3.13) dąży do zera według prawdopodobieństwa, gdy

(3.14) • | b / ° | | + s u p £ | | . R ( 0 l | - > 0 ,

tj. dla dowolnego £ > 0 i <S > 0 istnieje takie y > 0, że z nierówności

\\y°\\+BapE\\R(f)\\<y
t>t0

wynika, że dla t^t0

P{\\Y(y°,tQ,t)\\>e}<d.

Określenie 3.6. Rozwiązanie trywialne układu (3.12) nazywa się stabilne średnio z wykład-
nikiem p ze względu na ciągle działające zaburzenia male w sensie średnim z wykładnikiem r,
jeżeli dla dowolnego procesu R(t), y° e R" i dla dowolnego rozwiązania Y(t) = Y(y°, t0, t)
układu (3.13) takiego, że

(3.15) | |/>lH-sup£{P(0ll r)-+0, r > 0 ,

mamy dla t~^ t0

(3.16) sup£{||r0/Vo,0ll'}->0, p>0.

Zamiast układu (3.13) można rozpatrywać układ ogólniejszy

(3.17) ^

Wtedy w określeniach 3.5 i 3.6 warunki (3.14), (3.15) należy zamienić warunkiem

(3.18) \\yO\\+supE{mp\\R[Y,t,X(t)]\\r} ^ 0 -

Przytoczone określenia nie wyczerpują wszystkich możliwych koncepcji stabilności
stochastycznej; w literaturze można spotkać jeszcze inne użyteczne pojęcia (por. np. [30,
31, 32, 33, 34, 57]). Na przykład w pracach [33, 34] zostały wprowadzone pojęcia stabil-
ności entropijnej oraz zupełnej stabilności statystycznej interesujące przede wszystkim
w analizie układów z losowymi warunkami początkowymi.

Określenie 3.7. Układ charakteryzuje się ogólną stabilnością entropijną, jeżeli jego
entropia (jednowymiarowa) H(t) przy t -> +oo dąży do — oo. Jeżeli entropia H(t) mono-
tonicznie maleje przy wzroście Z, to mówimy, że układ charakteryzuje się ogólną mono-
toniczną stabilnością entropijną.

Niech ruch niezaburzony układu odpowiada rozwiązaniu trywialnemu. Niech w chwili
początkowej ruch zaburzony układu będzie scharakteryzowany przez zmienną losową
o funkcji gęstości

" / O i . ^ a , •••>y„; to) =/QO>I,y%> •••«?».)•

Określenie 3.8. Ruch niezaburzony jest statystycznie stabilny przy rozkładzie początko-
wym- J"o, jeżeli przy tym rozkładzie gęstość prawdopodobieństwa f(y1,y2, •••,y«f\t) roz-
wiązania, przy t -»• oo dąży do delty Diraca, tj.

(3.19)
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Jeżeli warunek (3.19) zachodzi dla dowolnego rozkładu początkowego f0, to ruch nieza-
burzony charakteryzuje się zupełną stabilnością statystyczną.

Łatwo zauważyć, że jeżeli ma miejsce stabilność statystyczna zdefiniowana w okreś-
leniu 3.8, to wszystkie momenty rozwiązania dążą do zera przy t -> oo i odwrotnie.

W następnych paragrafach omówimy najważniejsze rezultaty otrzymane w analizie
stabilności stochastycznej według przytoczonych tutaj definicji.

4. Stabilność według prawdopodobieństwa

4.1. Układy opisane przez równania stochastyczne Ito. W tym paragrafie omówimy naj-
ważniejsze kryteria stabilności stochastycznej scharakteryzowane przez określenie 3.1,
tj. stabilności według prawdopodobieństwa. Najpierw scharakteryzujemy rezultaty doty-
czące układów, na które działają wymuszenia o charakterze białego szumu, tj. układy
opisane przez stochastyczne równania różniczkowe Ito. Analiza stabilności takich ukła-
dów została rozpoczęta przez HASMINSKIEGO [15] i do niego należą najważniejsze rezul-
taty (por. [15, 17]).

Niech ruch układu dynamicznego będzie opisany przez równanie (w postaci wekto-
rowej)

(4.1) ^ = F[Y(t),t]+a[Y(t),t]X(.t),

gdzie X(t) jest wektorowym procesem białego szumu, F(y,t) = [F^y,^, ..., Fn(y, t)],
zaś a(y, t) = {a-^iy, t)} oznacza macierz o wymiarach nXn.

Pochodna w powyższym równaniu nie może być rozumiana w zwykłym sensie, gdyż
X(t) jest dystrybucją losową. Ścisła interpretacja równania (4.1) bez korzystania z aparatu
dystrybucji losowych oparta jest na teorii stochastycznych równań Ito. W tej interpretacji
równanie (4.1) jest symbolicznym zapisem następującego równania dla różniczek

(4.2) dY(t) = F[Y(t), t]dt+o[Y(t), t]dZ(t),

gdzie Z{t) jest procesem Wienera (procesem ruchu brownowskiego); biały szum jest uogól-

nioną pochodną procesu Z(t), tj. X(t) =—-—-. Równanie (4.2) nazywa się stochastycz-

nym równaniem Ito i posiada rozwiniętą teorię (por. [18]).
Przy dość ogólnych założeniach odnośnie funkcji wektorowej F(y, t) i funkcji macie-

rzowej a{y, t) istnieje jednoznaczne rozwiązanie Y(t) = Y(y°, t0, t) równania (4.2) speł-
niające warunek początkowy Y(t0) — J° i jest ono dyfuzyjnym procesem Markowa.
Będziemy zakładali, że ^ ( 0 , t) & 0, o\7(0, t) s 0; wtedy równanie (4.2) posiada try-
wialne rozwiązanie Y(t) = 0 odpowiadające warunkowi y° — 0.

Z równaniem (4.2), dokładniej z procesem, dyfuzyjnym Y{t), jest związany operator
(por. [18])

j
(-1gdzie Ai(y, t) = Ft(y, t), {BtJ} — B = a-a*; er* — macierz transponowana względem o-.

Obszar określoności operatora L jest zbiorem funkcji dwukrotnie w sposób ciągły róż-
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niczkowalnych względem X i w sposób ciągły różniczkowalnych względem t, oprócz co
najwyżej punktu y = 0. Oczywiście, dla atj(y, t) s 0 (układ deterministyczny) operator L
jest operatorem Lapunowa.

Załóżmy, że współczynniki układu (4.2) są niezależne od czasu [proces jednorodny
w czasie; wtedy L(y, t) — L(y)] oraz że drugi składnik operatora Lx jest niezwyrodnia-
łym operatorem eliptycznym, tj. istnieje funkcja ciągła m(y) dodatnia dla y ^ 0 taka,
że dla wszystkich rzeczywistych X spełniona jest nierówność

(4.4) ^
U - l ''=1

Stosując teorię procesów Markowa oraz pewne własności eliptycznych operatorów
różniczkowych, HASMINSKIJ [15] wykazał następujące twierdzenie.

Twierdzenie 4.1. Rozwiązanie trywialne układu (4.2) o współczynnikach niezależ-
nych od czasu i macierzy a(y) takiej, że spełniony jest warunek (4.4), jest stabilne według
prawdopodobieństwa [w sensie (3.2")] wtedy i tylko wtedy, jeżeli istnieje ciągła nieujemna
funkcja V[y) znikająca tylko dla y = 0, dla której

(4.5)
Dla procesu niejednorodnego w czasie odpowiadającemu operatorowi L(t, y) prawdziwy
jest następujący warunek wystarczający [15, 28].

Twierdzenie 4.2. Na to, aby rozwiązanie trywialne układu (4.2) było stabilne według
prawdopodobieństwa [w sensie (3.2")] wystarcza, aby istniała dodatnio określona funkcja
skalarna V(t, y), dla której
(4.6) LV(t,y)<0.

Powyższe twierdzenie jest uogólnieniem twierdzenia Lapunowa 2.1 i redukuje się do
niego jeżeli a = 0. Widzimy, że operator L charakteryzujący proces Markowa odgrywa
tę samą rolę, co operator Lapunowa w analizie stabilności układów deterministycznych.

Następujące twierdzenie daje kryterium niestabilności.
Twierdzenie 4.3. Na to, aby rozwiązanie trywialne układu (4.2) o współczynnikach

niezależnych od czasu i macierzy a(y) czyniącej zadość warunkowi (4.4) było niestabilne
według prawdopodobieństwa (w sensie (3.2")) wystarcza, aby istniała w pewnym otocze-
niu punktu y == 0 funkcja W(y) taka, że

(4.7) JFGO->oo, gdy y-*0, L.W^O,

w dowolnym punkcie tego otoczenia oprócz samego punktu y = 0.
Z powyższymi zagadnieniami związane są też rozważania BUCY [36], który rozpatruje

równania Ito dla dyskretnych procesów Markowa oraz prace KUSHNERA [23, 37, 38].
Kushner otrzymuje szereg istotnych rezultatów! Między innymi jego analiza pozwala
rozszerzyć zakres wyników Hasminskiego na przypadki, kiedy L nie jest operatorem
eliptycznym, poza tym praca [23] zawiera konstrukcję stochastycznej funkcji Lapunowa.

Na zakończenie tego punktu rozważymy dwa przykłady ilustrujące zastosowanie po-
wyższych twierdzeń. Otrzymamy również pewne wnioski dotyczące stabilności rozwią-
zania trywialnego równania Ito według pierwszego (liniowego) przybliżenia. Interesujące
i ważne są jednak bardziej ogólne relacje między stabilnością stochastyczną układów
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nieliniowych i stabilnością ich przybliżeń liniowych. Kwestie te rozważali NEWELSON
i HASMINSKIJ [17] oraz GICHMAN [28]. Podstawowy rezultat dotyczący stabilności stochas-
tycznej według pierwszego przybliżenia zawiera następujące twierdzenie [17], które można
uważać za rozszerzenie twierdzenia Lapunowa o stabilności według pierwszego przybli-
żenia na przypadek procesów Markowa.

Twierdzenie 4.4. Na to, aby trywialne rozwiązanie układu

Jh(t, Ylt..., Y„)]dZj

(4.8) dY, = 2 J IF/CO Yj+¥?(.t, 7U ..., y„)]^-|-

i;
było asymptotycznie stabilne według prawdopodobieństwa przy ? > t0, wystarczy, aby
były spełnione warunki:

1) rozwiązanie trywialne układu liniowego

(4.9) dY? - 2* FIV> Y°dt+ S °W Y° dZl

było eksponencjalnie stabilne średnio z pewną potęgąp > 0, t^ t0',
2) funkcje F{(t) i af(t) były ograniczone przy t^t0, a funkcje W? i Wik spełniały

w pewnym otoczeniu punktu y = 0 warunek w postaci

(4-10) \W(t,yi,...,yn)\\^V\\y\\
z dostatecznie małą stałą y > 0.

Warunki na to, aby rozwiązanie trywialne układu liniowego (4.9) było eksponencjal-
nie stabilne średnio z potęgą p podamy w paragrafie następnym. Obecnie rozważmy dwa
przykłady.

1. Rozważmy układ pierwszego rzędu w postaci (jednowymiarowy proces dyfuzyjny)
(a) dY=F(X)dt+a( Y) dZ;
wtedy operator L1 wyraża się następująco:

Załóżmy, że

= Fo\y\+o(\y\),
Boy

2+o(y2), (B0>0),
dla y -> 0.

Korzystając z twierdzenia 4.1 oraz z twierdzenia 4.3 łatwo otrzymujemy następujący
w n i o s e k — t w i e r d z e n i e : rozwiązanie trywialne równania (a) jest stabilne według

prawdopodobieństwa dla Fo < -~-Boi niestabilne dla Fo > -^Bo.

Istotnie, 1) niech Fo <—BQ; weźmy funkcję V(y) — \y\y, gdzie y jest pewną liczbą

IF
dodatnią mniejszą niż 1 —.

•On
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Wtedy

= F0W-y+~

= y\y\y[Fo+'\Bo(y-l)]+o(\yn < 0

w dostatecznie małym otoczeniu punktu 7 = 0. Warunki twierdzenia 4.1 są spełnione'
i rozwiązanie jest stabilne.

2) Niech Fo > l/2B0; można wtedy łatwo sprawdzić, że funkcja V(y) = —ln|^ | czyni
zadość twierdzeniu 4.3.

Z powyższego twierdzenia — wniosku można otrzymać pewne dodatkowe informacje.
Niech np. B(y) = o(y2), tj. Bo = 0. Wtedy stabilność asymptotyczna według pierwszego
przybliżenia rozwiązania trywialnego układu deterministycznego

(b) lft

gwarantuje stabilność według prawdopodobieństwa procesu Markowa Y(t) opisanego
równaniem

(c) dY = F(Y)dt+ ]/'Blj)dZ(t).

W przypadku niestabilności przybliżenia liniowego dla procesu (b), rozwiązanie trywialne
układu (c) jest również niestabilne.

Zauważmy, że niestabilne położenie równowagi układu liniowego (b) przechodzi w po-
łożenie stabilne według prawdopodobieństwa, jeżeli wprowadzimy losowość postaci
~)/~B{y)X, tak aby tylko Bo >2F0. Tak więc przytoczone twierdzenie — wniosek daje
metodę stabilizacji położenia równowagi pewnej klasy układów pierwszego rzędu przez
wprowadzenie białego szumu. Dla układów rzędu wyższego tak nie jest, wskazuje na to
następujący przykład.

2. Rozważmy układ

dYx

dt

dY,
dt ~ J

gdzie Xx(t) i X2(t) są niezależnymi białymi szumami.
Łatwo sprawdzić, że położenie równowagi j t = y2 = 0 tego układu w nieobecności

składników losowych [a{yx, y2) = 0] jest stabilne ale nie asymptotycznie.
Operator Lx dla naszego układu ma postać (Fx = Y2, F2 — — Yt; BX1 = B22 =

L1=y2~s--yi-i- + ll2o2(yx,y1) \JL JL\
Oczywiście, jeżeli W=ln(yl+yl), to LiW=0 i spełnia warunki twierdzenia 4.2,
jeśli tylko a{y) i= 0 przy y ^ 0, y = {yx, y2). Rozwiązanie trywialne naszego układu jest
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więc niestabilne według prawdopodobieństwa. Przykład ten pokazuje, że nieasymptotyczna
stabilność «bez losowości» może przejść w niestabilność według prawdopodobieństwa.

4.2. Inne układy nieliniowe. W analizie stabilności stochastycznej otrzymano również waż-
ne rezultaty dla szerokiej klasy układów, które opisane są równaniami innymi niż równa-
nia Ito. Odnośnie stabilności według prawdopodobieństwa są to przede wszystkim kry-
teria otrzymane przez KACA i KRASOWSKIEGO [12] oraz HASMINSKIEGO [22].

W pracy [12] autorzy rozważają układ (w postaci wektorowej)

(4.11) ^• = F[Y{t),X(t),t],

gdzie X{t) jest jednorodnym procesem stochastycznym Markowa o skończonej liczbie
stanów {xi,x2, • ••,*,•}, przy czym prawdopodobieństwo ptj(At) przejścia ze stanu xt

do Xj w czasie At spełnia warunek

(4.12) piJ(iAt) = oitJAt+o(At), (i •£ j) atJ = const.

Niech funkcja wektorowa F = [F1,F2, ..., Fn] będzie ciągła względem wszystkich zmien-
nych i spełnia warunek Lipschitza względem zmiennych yt, tj.

(4.13) \Fi{y2>x{t),t)-Fi{yl,x{t),t)\^M\\y2~yl\\, i = 1, 2, ..., n,

w obszarze {||^|| <H,t^ t0}; \\y\\ = m a x d j j , .... \yn\). Poza tym niech

(4.14) Ft[0,x(t),t] = 0.

Rozwiązanie układu (4.11) autorzy określają jako (n+l)-wymiarowy proces stochastycz-
ny {Y(t), X(t)}, którego realizacje czynią zadość równaniu (4.11).

W celu rozszerzenia drugiej metody Lapunowa na układy stochastyczne o postaci (4.11)
wprowadza się funkcje skalarne v(y, x, t) określone i ciągłe w obszarze \\y\\ < Hi przyj-
mujące wartość zero dla y — 0. Uogólniając określenie podane w p. 2 mówimy, że funkcja
v(y, x, t) jest określona dodatnio (określona ujemnie), jeżeli istnieje dodatnio określona
w sensie Lapunowa funkcja w(y) taka, że w{y, x, t) > v(y) [odpowiednio w(y,x, t)^
^ś —w(y)] dla wszystkich y ^ 0 i t ^ /0.

Oznaczając przez E[v\rj,C,T] warunkową wartość przeciętną funkcji v[Y(t),X(t), t]
przy warunku: 7(0 = rj,X{t)= f dla t = % i określając pochodną tej wartości prze-
ciętnej ze względu na układ (4.11) w punkcie t = T, 1 = £, Y — r\ jako granicę

(4.15) ^ 1 = lim ~L-(E{[v(Y(t), X(t), t)-v(V, f, r)]| Y(r) = V, W = I}),

po skorzystaniu z własności procesów Markowa i relacji (4.12) otrzymujemy następujące
wyrażenie [12]:

(4.16) Wfrxj.t] -*+2*LF&,xit 0+ £ «,[,(,, xk, t)-v(y, x3, t)]2
i-l

dla pochodnej ^ J w punkcie (y, x, = xJt t).
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A zatem, podobnie jak w przypadku równań deterministycznych, dla wyznaczenia
pochodnej (wartości przeciętnej) ze względu na układ nie potrzeba rozwiązywać równań
ruchu, wystarczy znać ich prawe strony i charakterystyki probabilistyczne procesu X{t).

Możemy teraz sformułować kryterium stabilności według prawdopodobieństwa roz-
wiązania trywialnego iikładu (4.11) przy wprowadzonych wyżej założeniach stanowiące
analogon pierwszego twierdzenia Lapunowa.

T w i e r d z e n i e 4.5. Jeżeli dla układu (4.11) istnieje dodatnio określona funkcja v(y,x,t),

której pochodna—==-=• ze względu na ten układ równań jest funkcją znaku ujemnego,

to rozwiązanie trywialne układu (4.11) jest stabilne według prawdopodobieństwa [w sensie
(3.2) lub (3.2')]-

Na zakończenie tego punktu podamy przykład ilustrujący powyższe kryterium.
W pracy [12] zostało też wykazane twierdzenie podające kryterium asymptotycznej

stabilności według prawdopodobieństwa układu (4.11) i stanowiące analogon drugiego
twierdzenia Lapunowa. Natomiast w pracy [25] badana jest globalna stabilność asympto-
tyczna według prawdopodbieństwa rozwiązania trywialnego układu (4.11) przy wyko-
rzystaniu idei dwóch funkcji Lapunowa. Interesujące rozważania dotyczące asymptotycz-
nej stabilności według prawdopodobieństwa układów liniowych, których współczynniki
są funkcjami procesu Markowa zawiera praca [39]. Rezultatów tych nie będziemy tutaj
przytaczali (do pracy [12] wrócimy jeszcze w paragrafie następnym). Nieco inne podej-
ście dotyczące rozszerzenia drugiej metody Lapunowa na układy stochastyczne dość
ogólnej postaci spotykamy w pracy HASMINSKIEGO [22]. Warunki stabilności formułuje
autor w terminach funkcji Lapunowa dla układu, deterministycznego i zakłada, że dla
występującego w równaniach procesu stochastycznego prawdziwe jest twierdzenie ergo-
dyczne.

Niech będzie dany układ opisany równaniami (w postaci wektorowej)

(4.17) ^ = F(Y,t)+a{Y,t)X{t),

gdzie a jest macierzą o wymiarach kxl, F<=[Fif ..., Fj], Y(t) = [Yt, (t),..., 7,(0]. X(t)
oznacza proces stochastyczny /c-wymiarowy. Zakładamy, że F(0, t) = 0, d y ( 0 , ( ) s 0,
Razem z układem (4.17) rozpatrujemy układ

(4.18) C = F(7,0

i związane z nim funkcje Lapunowa V(y, t). Zakładamy, że rozpatrywane funkcje V(y, t)
spełniają warunek Lipschitza względem y

(4.19) \V(y2, t)~V(yut)\ < M\\y2-yi\\

w każdym obszarze ograniczonym. Jeżeli stała M nie zależy od obszaru, tj.

2 Mechanika teoretyczna
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to będziemy oznaczali V e C(M). Przyjmiemy również oznaczenie

.1/3

T w i e r d z e n i e 4.6. Jeżeli spełnione są następujące warunki:
1) dla układu (4.18) istnieje funkcja Lapunowa VeC(M) spełniająca warunki

i c2 — są stałymi dodatnimi)

(4.20) inf V(y, t)=Vr>0, przy r > 0,
/>o

\W>r

dV
(4.21) -JL^-Clv, \\a(y,t)\\^c2V,

d°V
gdzie —j— oznacza pochodną Kze względu na układ (4.18);

2) proces stochastyczny X(t) spełnia nierówność

(4.22) ^
r>0 wic2

oraz | \X(t) 11 = tj(t) czyni zadość twierdzeniu ergodycznemu (prawu wielkich liczb) w nas-
tępującej słabej postaci: dla dowolnego s > 0 i <5 > 0 istnieje T > 0 takie, że dla t > T

(4.23) P
ó o

to rozwiązanie trywialne układu (4.17) jest globalnie stabilne asymptotycznie według praw-
dopodobieństwa.

W oparciu o powyższe twierdzenie można łatwo wyprowadzić (por. [22]) stosunkowo
proste kryterium dla układów liniowych w postaci

(4.24) Ę- = [A(ł)+B (01F,
at

gdzie elementy macierzy kwadratowej B(t) są procesami stochastycznymi, a układ de-
terministyczny

(4.25) <!L = A(t)Y

jest eksponencjalnie stabilny.
T w i e r d z e n i e 4.7. Niech układ (4.25) będzie eksponencjalnie stabilny. Wtedy układ

(4.24) (jego rozwiązanie trywialne) jest asymptotycznie stabilny według prawdopodobień-
stwa dla dowolnego (macierzowego) procesu stochastycznego B(t) takiego, że proces
| |5(f) | | spełnia twierdzenie ergodyczne (4.23) oraz £{||.B(ź)||} < c, gdzie c jest dostatecz-
nie małą stałą dodatnią.

Na zakończenie tego punktu przytoczymy twierdzenie podające warunki wystarczające
do stabilności według prawdopodobieństwa ze względu na ciągle działające zaburze-
nia [29].
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Twierdzenie 4.8. Niech dla y e R" i t^ t0 istnieje ciągła i różniczkowalna wszędzie,
za wyjątkiem co najwyżej punktu y = 0, funkcja V(y, t) o własnościach:

l ) F ( 0 , ( ) s 0 ; inf V(y, t) = Vr > 0 przy r > 0;
t>'o,\\y\\>r

2 ) | | g r a d ^ ( y , Ó | | < c , (y * 0);
3) w obszarze t > to,\\y\\ > r dla dowolnego r spełniona jest przy pewnej stałej c, > 0

nierówność
d°V

Wtedy rozwiązanie trywialne układu (3.12) jest stabilne według prawdopodobieństwa
ze względu na ciągle działające zaburzenia R(t) małe w sensie średnim (por. określenie 3.5).

Rozważmy następujący przykład.
Niech będzie dany układ opisany równaniem

które jest równoważne układowi

( ) i. = = Y2, j = A2(X)Y± Ai\Xi)Y2,

Funkcje AX(X) i A2(X) są znanymi ograniczonymi funkcjami zmiennej X, a proces sto-
chastyczny X(t) jest jednorodnym procesem Markowa o skończonej liczbie stanów {xx,
x2, ..., xr}, przy czym elementy macierzy przejścia py są określone wzorami (4.12).

Wiadomo, że w przypadku deterministycznym warunkiem koniecznym i dostatecznym
stabilności układu (*) przy A i = const i A2 = const jest spełnienie nierówności Ax > 0,
A2>0.

Załóżmy tutaj, że A2(x) > 0 i wprowadźmy oznaczenie A^x,) = ak, A2(xk) = bk>0,
przy k = 1, 2,..., r, Weźmy funkcję dodatnio określoną

2 1 2
1 bk 2

Na podstawie (4.16) mamy

rf£[©] dv dv

Po przekształceniach mamy

dE[v] _

A zatem, aby spełnione były warunki twierdzenia 4.5 potrzeba, żeby

2*
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Tak więc, jeżeli dla układu (*) spełniony jest warunek (**) oraz A2(xk) > 0 (k — 1, 2, ...,
r), to rozwiązanie trywialne jest stabilne według prawdopodobieństwa. Zauważmy, że
(w odróżnieniu od przypadku deterministycznego) stabilność według prawdopodobień-
stwa może mieć miejsce również wtedy, gdy niektóre z ak są ujemne lub równe zeru.

5. Stabilność średnia z p-tsi potęgą

5.1. Układy opisane przez równania stochastyczne Ito. Zagadnienia dotyczące różnych ty-
pów stabilności średniej z p-tą potęgą rozwiązań równań Ito były przedmiotem badań
wielu autorów (por. np. [42, 40, 16, 17, 41, 18], przy czym oprócz poszukiwania warunków
(kryteriów) stabilności stochastycznej wiele uwagi poświęcono również zagadnieniu sta-
bilizacji niestabilnych układów deterministycznych przez wprowadzenie do układu czło-
nów losowych.

Do najwcześniejszych badań w tej dziedzinie należą prace SAMUELSA [11, 42]. Badał on
asymptotyczne własności momentów rzędu drugiego rozwiązań układów postaci

dY1 = Y2dt, dY2 = Y3dł,..., dY„.i = Y„dt,
(5.1)

2l
1=1

gdzie di i av są stałymi.
Należy podkreślić, że Samuels nie korzystał z faktu, że proces \Yx{t), •••, Y„(t)] jest

procesem Markowa, a więc również z teorii stochastycznych równań Ito. Układ (5.1)
analizował metodą kolejnych przybliżeń startując z rozwiązania układu deterministycz-
nego odpowiadającego równaniom (5.1). Otrzymał on warunki wystarczające dla asymp-
totycznej ograniczoności momentów rzędu drugiego; asymptotyczną ograniczoność mo-
mentów rzędu drugiego nazywa on stabilnością średniokwadratową.

W pracy [42] SAMUELS rozważa zagadnienie stabilizacji liniowego niestabilnego układu
deterministycznego przez wprowadzenie białego szumu do współczynników układu, przy
czym przez stabilizację rozumie on, że momenty drugiego rzędu układu stochastycznego
powinny być asymptotycznie ograniczone. Otrzymał on jako wniosek, że układ postaci

dY1 = Y2dt,
2 ) dY2 = lfiY2-XlY1]dt-aY2dZ, /S > 0

posiada stabilne (tj. ograniczone) momenty rzędu drugiego, mimo że układ detefminis-
tyczny (otrzymany przez odrzucenie drugiego członu w drugim równaniu) jest niestabilny.
Rezultat ten, na skutek istnienia pewnych błędów rachunkowych okazał się jednak fał-
szywy [40]. CAUGHEY pokazał, że jeśli dany układ jest opisany przez równanie różniczkowe
rzędu drugiego o stałych współczynnikach posiadające nieograniczone (przy t -*• oo)
rozwiązanie, to dodając do jednego ze współczynników gaussowski biały szum otrzymuje
się również nieograniczone w sensie średniokwadratowym rozwiązanie (przy tych samych
warunkach początkowych). Czyli stabilizacja w powyższym sensie (przy pomocy gaussow-
skiego białego szumu) jest niemożliwa.
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Zagadnienia dotyczące stabilizacji momentów były także rozważane w pracach [43,
16, 44], zaś ogólny problem ograniczoności momentów rozwiązań równań Ito jest rozwa-
żany w pracach [18, 55]. Definitywne rozstrzygnięcie kwestii stabilizacji momentów za
pomocą białych szumów zawiera praca NEWELSONA i HASMINSKIEGO [17]. Jako wniosek
jednego z twierdzeń autorzy otrzymują następujący bardzo ważny rezultat.

T w i e r d z e n i e 5.1. Jeżeli deterministyczny układ liniowy

(5.3)

nie jest asymptotycznie stabilny, to układ

(5.4) dYi 2 Ż
J-l kj-l

nie będzie asymptotycznie stabilny średnio z wykładnikiem p [w sensie określenia 3.2 —
relacja (3.5)] przy p ^ 1 niezależnie od własności o{k(t).

W pracy [17] zostały również podane kryteria stabilności średniej z potęgą p rozwiązań
równań Ito w terminach funkcji Lapunowa. A oto kryterium będące uogólnieniem zna-
nego twierdzenia o stabilności eksponencjalnej dla równań deterministycznych (por. [2])
na przypadek dowolnego układu stochastycznych równań różniczkowych Ito.

T w i e r d z e n i e 5.2. Jeżeli istnieje funkcja V(y, t), dla której przy t > t0 i y ¥= 0 speł-
nione są warunki ( c l s 02,0^,0^. — stałe dodatnie): v

(5.5) <

(5.6)

(5-7) f J t 1 , • • • , / / ,

to rozwiązanie trywialne układu (4.2) jest dla t ^ t 0 eksponencjalnie stabilne średnio
z potęgą p.

Jeżeli układ jest liniowy postaci (5.4), to warunki (5.5)—(5.7) są konieczne i wystarcza-
jące dla eksponencjalnej stabilności średniej z potęgą p (por. twierdzenie 4.4 o stabilności
równań Ito według pierwszego przybliżenia).

Na podstawie powyższych rezultatów oraz faktu, że dla układów liniowych o stałych
współczynnikach z asymptotycznej stabilności średniej z potęgą p wynika eksponencjalna
stabilność średnia z potęgą p, łatwo otrzymuje się następujące kryterium.

T w i e r d z e n i e 5.3. Na to, aby rozwiązanie trywialne układu liniowego o stałych współ-
czynnikach

(5-8) dYt = £F\Yjdt+ J£ ai«(t)YkdZj
Jmt k,jml

było asymptotycznie stabilne średnio z potęgą p potrzeba i wystarcza, aby dla dowolnej
dodatnio określonej i jednorodnej rzędu p funkcji W(y) istniała dodatnio określona i jed-
norodna rzędu p funkcja V(y) taka, że

(5.9) L1V(y)=~W(y).
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W zastosowaniach najczęściej używana jest stabilność średnia z kwadratem (p = 2).
Istotne jest więc otrzymanie kryteriów algebraicznych zapewniających stabilność w sensie
średniokwadratowym.

W pracy [43] została wskazana metoda otrzymania takich algebraicznych kryteriów
stabilności średniej z kwadratem dla dowolnego układu liniowego z białymi szumami,
jednak otrzymane według tej metody warunki są bardzo niewygodne w zastosowaniach,
gdyż dla ich weryfikacji należy obliczyć n2 wyznaczników, przy czym najwyższy stopień
wyznacznika jest n2. Dlatego też należy podkreślić znaczenie warunków, jakie dla układów
liniowych postaci (5.1) zostały otrzymane w pracy [41]. Korzystając z rezultatów pracy
[17] autorzy wykazują, że dla asymptotycznej stabilności średniej z kwadratem układu
(5.1) potrzeba i wystarcza, aby były spełnione warunki Rautha-Hurwitza dla determinis-
tycznej części układu (5.1), tj.

A2 =
" i

1
a-i a*

di a3 a5 ... O

1 a2 a4...O
O ax a3...O
O 1 a2...O

O O O...a„

oraz warunek
A„> A,

gdzie A jest wyznacznikiem, który otrzymujemy z Zl„ przez zamianę pierwszego wiersza
wierszem, którego elementy są funkcjami liniowymi stałych a^ = ataj. Jeżeli w układzie
(5.1) procesy Zt(t) są niezależnymi białymi szumami, to wyznacznik A powstaje z wyznacz-
nika A„ przez zamianę pierwszego wiersza wierszem

1 1 1 ) 2 2 ' 3 3 J * * * ? \ "^/ ^/wJ •

Analizę stabilności momentów rozwiązań równań stochastycznych Ito spotykamy również
w pracach GICHMANA (por. [18, 28]) oraz w pracy [45]. Dla układów liniowych autorzy
wprowadzają równania różniczkowe dla momentów rozwiązań i sprowadzają w ten spo-
sób badanie stabilności momentów do analizy stabilności rozwiązań deterministycznych
liniowych równań różniczkowych. Należy również podkreślić, że w badaniach stabilności
momentów rozwiązań równań nieliniowych, których współczynniki zawierają białe szumy,
wiele autorów stosuje metody przybliżone. Na przykład praca [46] zawiera zastosowanie
metody linearyzacji statystycznej do badania stabilności momentów.

Na zakończenie rozpatrzymy przykład.
Rozważmy układ opisany przez równania (5.2). Na podstawie procedury zawartej

w pracy [16] pokażemy, że momenty rzędu drugiego rozwiązania nie są asymptotycznie
stabilne.
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Równanie Fokkera-Plancka-Kołmogorowa dla funkcji gęstości prawdopodobień-
stwa przejścia procesu [Y1} Y2] ma postać

Na podstawie tego równania można formalnie otrzymać równania dla momentów rzędu
drugiego przez pomnożenie jego obu stron odpowiednio przez y\, yxy2, y\ i scałko-
wanie po płaszczyźnie R2. Otrzymujemy następujące równania:

(a) mx,t =
w 0 | 2 = -

gdzie
(b) mu = E{y[y{}, i, j = 0 , 1 , 2 ,

Stabilność momentów jest określona przez części rzeczywiste pierwiastków równania
charakterystycznego

£3-(?p+o2)£2+P(20+o2)t+2%(2p+o2) = 0.
Aby rozwiązania (tj. m l f l , m0t2, m20) równań (a) dążyły asymptotycznie do zera, współ-
czynniki równania muszą być dodatnie. Tak jednak nie jest, gdyż 3/3+a2 > 0. A zatem
momenty rzędu drugiego nie mogą być asymptotycznie stabilne.

5.2. Inne układy nieliniowe. W analizie stabilności średniej z j?-tą potęgą układów opi-
sanych równaniami innymi niż równania Ito otrzymano również szereg ważnych rezul-
tatów. Przede wszystkim należy wymienić prace BERTRAMA i SARACHIKA [10] oraz KACA
i KRASOWSKTEGO [12], w których po raz pierwszy zastosowany został aparat funkcji La-
punowa do badania stabilności stochastycznej.

Rozważmy układ opisany równaniem w postaci wektorowej

(5.10) ~=F[Y(t),X(t),t].

BERTRAM i SARACHIK: zakładają, że Fjest funkcją ciągłą i spełnia warunek Lipschitza ze
względu na y, F[0,X(t), t] = 0, zaś proces X(t) jest taki, że jego realizacje zachowują
się na tyle regularnie, aby równanie (5.10) mogło być rozumiane jako równanie dla reali-
zacji.

T w i e r d z e n i e 5.4. Jeżeli istnieje funkcja Lapunowa V(y,t) określona na przestrzeni
fazowej, która spełnia warunki:

a) F(0, 0 = 0,
b) V(y, t) jest ciągła względem y i t oraz istnieją jej pierwsze pochodne względem y i t,
c ) V(y, t) > a||j>|| dla pewnej stałej a > 0,
d)E{dtV(y(t),t)}<0,

to rozwiązanie trywialne układu (5.10) jest stabilne średnio z potęgą;? = 1.
BERTRAM i SARACHIK zastosowali swoje rezultaty do układów takiej postaci, jakie

w przypadku jednowymiarowym rozpatrywał ROSENBLOOM [8], tj. dla układów

(5-11) ^
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gdzie A{i) jest macierzą diagonalną: A(t) = {a,j(t)}, atJ(t) = a^f) d l a j = i, atJ(ł) = 0
dla i # y. Dobierając odpowiednią funkcję Lapunowa V pokazali oni, że warunki

t

(5.12) £(a,(/)exp J ^ ( T ) ^ } < 0, f > r0, i = 1, 2, .,.,«,
' o

zapewniają asymptotyczną stabilność średnią z potęgą^ = 1. Rozważali oni także warunki
stabilności dla układu (5.11), w którym współczynniki są odcinkami stałe.

Wiele ważnych kryteriów dla układów postaci (5.10) otrzymali KAC i KRASOWSKI [12],
przy czym o procesie X(t) zakładają oni, że jest to jednorodny proces Markowa o skoń-
czonej liczbie stanów {x1,x2, • ••, xr} (por. założenia wyszczególnione w p. 4.2).
A oto ich twierdzenie dotyczące eksponencjalnej stabilności średniej z kwadratem.

Twierdzenie 5.5. Rozwiązanie trywialne układu (5.10) jest eksponencjalnie stabilne
średnio z kwadratem wtedy i tylko wtedy, jeżeli istnieje funkcja v(y, x, t) (por. p. 4.2)
spełniająca warunki (c^, c2, c3 — stałe dodatnie)

(5.13)

(5.14) ^

gdzie lb>|| = O>?+...Hk)>» 2 ) 1 / 2 .
Dla układu liniowego postaci

(5.15) C - A[X(t)]Y

otrzymali oni kryterium dla asymptotycznej stabilności średniej z kwadratem w postaci

N-r nierówności algebraicznych, gdzie N = -^«(n+l) .

Interesujące rozważania dotyczące asymptotycznej stabilności średniej z p-tą potęgą
zawiera też praca [56]. Autor rozważa układy liniowe postaci (5.11) o współczynnikach
odcinkami stałych przy następujących założeniach:

a) A(t) = Ak dla tk_1^t<tk, k = 1, 2, ...;
A(ł) jest macierzą o wymiarach nxn,

b) {fe—h-i)Au} jest ciągiem niezależnych macierzy losowych o jednakowych rozkła-
dach,

c ) {i.h—h-i)^k} jest łańcuchem Markowa macierzy losowych.
W swoich rozważaniach BHARUCHA korzysta w sposób istotny z pojęcia kroneckerow-
skiego iloczynu macierzy (wprowadzonego po raz pierwszy przez BELLMANA), wobec czego
weryfikacja otrzymanych przez niego warunków stabilności średniej wymaga wyznacze-
nia wartości własnych macierzy o stosunkowo dużych wymiarach; np. dla równania
M-tego raędu i procesu Markowa (charakteryzującego strukturę układu) o m stanach
należy obliczyć wartości własne macierzy o wymiarach mn X mn.

Ciekawe rezultaty dotyczące asymptotycznego zachowania się momentów rozwiązań
stochastycznych układów liniowych zawiera praca [20].
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6. Stabilność prawie na pewno

Należy się spodziewać, że w analizie rzeczywistych układów dynamicznych największe
znaczenie będzie miał taki rodzaj stabilności stochastycznej, którego istota jest najbardziej
zbliżona do stabilności deterministycznej. Takim rodzajem stabilności stochastycznej
jest stabilność prawie na pewno, bowiem wymaga ona, aby stabilność miała miejsce z praw-
dopodobieństwem jeden, lub inaczej — aby prawie wszystkie realizacje procesu stochas-
tycznego opisujące ruch były stabilne (w sensie deterministycznym). Mimo że analiza
tego typu stabilności (dotycząca szerszej klasy układów) została zapoczątkowana nieco
później niż analiza innych rodzajów stabilności stochastycznej, to jednak otrzymano
również wiele cennych rezultatów. Rezultaty te związane są przede wszystkim z takimi
nazwiskami, jak KOZIN, CAUGHEY i GRAY, MOROZAN oraz HASMINSKIJ. Istotnym faktem,
dla analizy stabilności prawie na pewno było wskazanie przez KOZINA [19] możliwości
wykorzystania twierdzeń ergodycznych w formułowaniu warunków tego typu stabilności.

Rozważmy liniowy układ stochastyczny opisany przez równania (w postaci wektoro-
wej)

(6.1) ~^[A+B{f)]Y,

gdzie A = {fly} jest stałą macierzą stabilną (wartości własne mają części rzeczywiste
ujemne) o wymiarach nxn, zaś B(t) jest macierzą o wymiarach nXn, której elementy

(6.2) {bu{t), te[to = 0,<x>)}

są procesami stochastycznymi spełniającymi warunki:
1) posiadają ciągłe prawie wszystkie realizacje,
2) są stacjonarne w węższym sensie,
3) są ergodyczne z prawdopodobieństwem 1, tj. z prawdopodobieństwem 1 zachodzi

równość

i

(6.3) lim i - f btJ(r)dr = JE[iy(O] = E[bu(0)].

Korzystając z powyższych założeń oraz z lematu Gronwalla-Bellmana (por. [1]) łatwo
otrzymuje się następujące twierdzenie [19]:

T w i e r d z e n i e 6.1. Niech będą spełnione przytoczone wyżej warunki i niech istnieje
n

wartość przeciętna £ { | | 5 ( 0 l l } , gdzie | |JB(OII = ]C \bij(t)\. Wtedy istnieje stała Czależ-
',yvi

na od macierzy A taka, że nierówność

11} <c
implikuje stabilność prawie na pewno trywialnego rozwiązania układu (6.1) [w sensie wa-
runku (3.7)].

Założenie 1) dotyczące procesów fty(0 zapewnia istnienie, jednoznaczność i ciągłość
rozwiązania układu (6.1) z prawdopodobieństwem 1 dla dowolnego 7(0) = y°. Warunki
2) i 3) są wprowadzone w celu otrzymania kryterium stabilności. Należy podkreślić, że
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istnieją dwie ważne klasy procesów stacjonarnych w węższym sensie czyniące zadość
warunkowi 3). Pierwszą klasą są tzw.' procesy liniowe, tj. procesy o postaci

t

(6.4) J p(t-r)dY(j),
— 00

gdzie Y(t) są procesami o przyrostach niezależnych i jednorodnych. Proces Y(t) może być
na przykład procesem Wienera, a więc procesy postaci (6.4) obejmują ważną klasę proce-
sów otrzymanych przez przepuszczenie gaussowskiego białego szumu przez filtr liniowy.
Drugą ważną klasą stacjonarnych procesów ergodycznych (posiadających własność me-
trycznej tranzytywności) są procesy gaussowskie o ciągłej funkcji korelacyjnej i gęstości
widmowej.

Ostrzejsze warunki zapewniające stabilność prawie na pewno rozwiązań układu (6.1)
podali CAUGHEY i GRAY W pracy [21] używając aparatu funkcji Lapunowa. Otrzymane
twierdzenia dla układu (6.1) rozszerzyli oni następnie na równania nieliniowe rzędu dru-
giego postaci

(6-5)

gdzie b(t) jest procesem stochastycznym o własnościach takich, jak procesy by(t) w twier-
dzeniu 6.1, zaś g jest funkcją nieliniową o własnościach: 1) g(y)— ciągła, 2) \g(y)\ —
monotonicznie zanikająca, 3) yg{y) ^ 0, 4) g(y) = — g(—y).

Należy tutaj wymienić również prace MOROZANA [47, 48, 49]. Autor bada stabilność
prawie na pewno układów liniowych postaci (6.1) z losową macierzą A, nieliniowych
układów równań stochastycznych Ito oraz inne ogólne zagadnienia związane ze stabil-
nością stochastyczną.

Ważne twierdzenie dotyczące asymptotycznej stabilności globalnej prawie na pewno
dla układów nieliniowych postaci (4.17) otrzymał HASMINSKIJ [22]. Wykazał on, że jeżeli
w twierdzeniu 4.6 sformułowanym w p. 4.2 warunek (4.23) zamienić warunkiem silniej-
szym (ergodyczność z prawdopodobieństwem 1)

(6.6) p\±f Hs)ds~-i f E[i(s)]ds -> o} = 1,

to rozwiązanie trywialne układu (4.17) jest globalnie asymptotycznie stabilne prawie na
pewno (w sensie określenia 3.3).

Omówione wyżej kryteria stabilności prawie na pewno są z praktycznego punktu wi-
dzenia dość skomplikowane. Z drugiej zaś strony wiadomo, że wygodną w zastosowaniach
charakterystyką badanych procesów są ich momenty. Interesujące są więc relacje między
własnościami momentów procesu stochastycznego opisującego ruch i stabilnością prawie
na pewno. Badanie takich relacji dla liniowych układów stochastycznych jest przedmiotem
pracy KOZINA [27]. Otrzymał on wystarczający warunek stabilności prawie na pewno
wyrażony przez stosunkowo proste własności momentów. Poświęcimy chwilę uwagi tym
interesującym i ważnym rezultatom.
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Rozważmy liniowy układ stochastyczny postaci (6.1), gdzie A jest macierzą stałą o wy-
miarach nxn, zaś B{t) jest macierzą, której niezerowe elementy są procesami stochastycz-
nymi {bij(t),te[0,co)}, których prawie wszystkie realizacje są ciągłe i ograniczone
na [0, oo); z ciągłości prawie wszystkich realizacji wynika micrzalność procesów btJ(t).
Te warunki zapewniają istnienie, jednoznaczność i ciągłość prawie wszystkich realizacji
rozwiązania

(6.7) Y(y°,to;t), te[t0!za), y° e R"

n

układu (6.1) dla dowolnego t0 > 0 i dowolnego y° eR". Niech | | j | | = j£ \yt\.

Korzystając z własności mierzalnych procesów stochastycznych i opierając się na twier-
dzeniu o całkowalności realizacji takich procesów oraz uwzględniając liniowość układu
(6.1) i ograniczoność realizacji macierzy B(i), KOZIN wykazał prawdziwość następującego
twierdzenia:

T w i e r d z e n i e 6.2. Jeżeli dla y° e R", t > 0, rozwiązanie (6.7) układu (6.1) przy
wyszczególnionych wyżej założeniach o współczynnikach btJ(t) spełnia warunek

(6.8)

to rozwiązanie trywialne układu (6.1) jest prawie na pewno asymptotycznie stabilne glo-
balnie (w sensie określenia 3.3).

Zauważmy, że dla otrzymania powyższej tezy nie zakładaliśmy stabilności średniej,
niemniej warunek (6.8) sugeruje, że te dwa rodzaje stabilności stochastycznej nie są nie-
zależne od siebie.

Istotnie, załóżmy na przykład, że rozwiązanie trywialne układu (6.1) jest eksponen-
cjalnie stabilne średnio z potęgą p = 1, tj. zachodzi relacja (3.6) dla p — 1. Z relacji tej
wynika bezpośrednio, że E{\\Y(y°, to;t)\\] ma skończoną całkę, czyli spełniony jest wa-
runek (6.8) powyższego twierdzenia. Możemy więc sformułować t w i e r d z e n i e -
w n i o s e k :

Jeżeli rozwiązanie trywialne układu (6.1), którego macierz współczynników B(t) spełnia
założenie podane wyżej, jest eksponencjalnie stabilne średnio z potęgą p = 1, wtedy jest ono
również stabilne prawie na pewno.

Praca KOZINA, poza przytoczonym tutaj podstawowym twierdzeniem, zawiera jeszcze
inne ciekawe rozważania, spośród których należy podkreślić przykłady wskazujące, że
rozwiązanie, które jest asymptotycznie stabilne prawie na pewno, nie musi być stabilne
średnio.

Poruszone tutaj zagadnienia dotyczące związku stabilności prawie na pewno z własnoś-
ciami (w szczególności ze stabilnością) momentów są dla zastosowań bardzo istotne,
jednakże w chwili obecnej są one jeszcze bardzo mało rozpracowane.

Podobnie, jak w przypadku innych typów stabilności stochastycznej, interesującym
zagadnieniem są kwestie stabilizacji w sensie prawie na pewno niestabilnych układów
deterministycznych przez wprowadzenie do układu członów losowych.
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W pracach [50, 51] BOGDANOFF bada teoretycznie i eksperymentalnie problem stabili-
zacji w sensie prawie na pewno przez wprowadzenie losowego wymuszenia parametrycz-
nego w postaci

+ N

(6.9)

gdzie fk są niezależnymi zmiennymi losowymi o rozkładzie równomiernym na [0,2TT].
Proces stochastyczny (6.9) jest sumą drgań harmonicznych o losowych fazach i ma widmo
dyskretne. BOGDANOFF pokazał, że jeżeli 77 jest dostatecznie małe, a |Af c+^U,t; są wystar-
czająco duże i E{[B(t)]2} > gl, to położenie równowagi układu

— =Y2

jest stabilne prawie na pewno, mimo że położenie równowagi układu deterministycznego,
otrzymanego po odrzuceniu członu zawierającego szum losowy, nie jest stabilne.

Zachodzi pytanie, czy można stabilizować układ w sensie prawie na pewno przez wpro-
wadzenie losowego wymuszenia parametrycznego o widmie ciągłym i ewentualnie jak
szeroka jest klasa takich procesów i układów. Odpowiedź na to pytanie pozostaje jeszcze
problemem otwartym.

7. Stabilność entropijna

Entropia układu dynamicznego będąca pewną całkową cceną rozkładu prawdopodo-
bieństwa jego stanu jest charakterystyką bardzo ogólną, toteż również pojęcie stabilności
entropijnej jest bardzo słabym pojęciem stabilności stochastycznej. Niemniej okazuje się
(por. np. [33]), że w pewnych zagadnieniach jest ono również istotne. Poświęcimy mu
więc chwilę uwagi.

Rozważmy układ opisany równaniami

(7.1) -C-fllFiCO,..., 7.(01. i = l , 2 , ...,n.

Pochodna entropii tego układu spowodowanej losowymi warunkami początkowymi wy-
raża się wzorem [33]

A zatem, jeżeli

to układ (7.1) charakteryzuje się ogólną monotoniczną stabilnością entropijna.



STOCHASTYCZNA STABILNOŚĆ RUCHU 401

W przypadku układów liniowych

(7.4) Tr
fc-i

równanie opisujące zmianę entropii ma postać

(=1

i warunki stabilności entropijnej przyjmują postać prostą. W sposób bezpośredni otrzy-
mujemy następujące twierdzenia:

a) warunkiem koniecznym i dostatecznym ogólnej monotonicznej stabilności entro-
pijnej układu (7.4) jest

n

(7.6) £att(t)>0;

b) warunkiem koniecznym i dostatecznym ogólnej entropijnej stabilności układu (7.4)
jest

n t

(7.7) £ lim J an(t)dt = oo.
,-=i t—<o h

Dla układów o stałych współczynnikach warunki ogólnej monotonicznej stabilności
entropijnej i ogólnej stabilności entropijnej pokrywają się i przyjmują postać

n

(7.8) »i(>0.
r=i

W tym przypadku wielkość s = — £ an jest równa sumie pierwiastków równania charak-
( - 1

t e r y s t y c z n e g o u k ł a d u . A z a t e m o t r z y m u j e m y t w i e r d z e n i e :
Na to, aby dla układu liniowego (7.4) miała miejsce ogółna stabilność entropijna potrzeba

i wystarcza, aby suma pierwiastków równania charakterystycznego tego układu była ujemna
{s < 0).

Zauważmy że układ liniowy, dla którego ma miejsce ogólna stabilność entropijna,
może być niestabilny w zwykłym sensie. Jednakże układ liniowy niestabilny entropijnie
jest również niestabilny w zwykłym sensie (tj. w sensie Lapunowa); wynika to (dla stałych
współczynników) z powyższego twierdzenia oraz (dla zmiennych współczynników) ze
znanego wzoru dla wyznacznika fundamentalnego układu rozwiązań układu (7.4). Jak
wiemy, bardziej szczegółową charakterystyką stanu układu jest entropia dowolnej jego
części, np. entropia jednej współrzędnej uogólnionej Hiif). Żądając, aby entropia każdej
współrzędnej uogólnionej malała ze wzrostem t otrzymujemy silniejsze pojęcie cząstkowej
stabilności entropijnej układu (7.1) — dokładniej charakteryzujące jego ruch.

Można oczywiście poszukiwać, również warunków stabilności entropijnej dla układów,
których entropia spowodowana jest nie tylko losowymi warunkami początkowymi, lecz
także losowymi wymuszeniami zewnętrznymi. Jest to jednak zagadnienie trudniejsze,
gdyż równanie opisujące zmianę w czasie entropii jest w tym przypadku skomplikowane.



402

Rozważmy przykład. Dla

mamy zgodnie z równaniem

czyli

układu

dY2

dt l

(7.5)

K. SOBCZYK

w postaci

dYx

dt

( ' .
\t

dH
dt

-lW ar

= 1 ,

gdzie //0 jest entropią warunków początkowych. Przy bjt > 1 entropia początkowo ma-
leje ze wzrostem t, a następnie rośnie. Przy b/t < 1 entropia monotonicznie wzrasta.
W obu przypadkach układ jest entropijnie niestabilny.

8. Inne zagadnienia

Na zakończenie chcemy zwrócić uwagę na inne jakościowe problemy stochastycznych
równań różniczkowych, przede wszystkim na takie kwestie, jak stacjonarność, okreso-
wość oraz dysypatywność rozwiązań równań stochastycznych. Znajomość warunków
gwarantujących wymienione własności rozwiązań jest w szeregu zastosowań bardzo
istotna. Zagadnienia stacjonarności, periodyczności oraz ograniczoności rozwiązań rów-
nań stochastycznych są przedmiotem wielu prac (por. [52, 9, 53, 54, 29, 18]). Nie będziemy
tutaj omawiać szerzej tych kwestii; dla ilustracji tej problematyki przytoczymy jedynie
rezultaty otrzymane przez HASMINSKIEGO [29],

HASMINSKU wprowadził następujące pojęcie dysypatywności procesu stochastycznego
i dysypatywności układu.

Określenie 8.1. Proces Y(t) = Y(t, co) nazywa się procesem dysypatywnym, jeżeli zmienne
losowe 11 Y(t, co) 11 są jednostajnie względem t ograniczone według prawdopodobieństwa,
tj. jednostajnie względem t > t0 prawdopodobieństwo P{\\Y(t,co)\\ > c}-> 0 przy
c -> oo.

Określenie 8.2. Układ

(8.1) ~ = G[Y(t),t,X(t)]

nazywa się układem dysypatywnym, jeżeli zmienne losowe |\Y(t, m)|| są ograniczone
według prawdopodobieństwa jednostajnie względem t > ' t Q i jednostajnie względem zmien-
nych losowych Y0(<M)= Y{to, co) czyniącym zadość przy pewnym k < co warunkowi

P{\\Y0(m)\\<k} = l.
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Niech będzie dany układ (w postaci wektorowej)

(8.2) ~j - F(Y, t)+X(t, co)

i niech funkcja F(y, t) spełnia warunek Lipschitza względem zmiennej y. Niech -r- będzie
dt

pochodną funkcji V(j>, t) ze względu na układ

(8.3) **-F(Ytt).

Następujące twierdzenie podaje warunki dysypatywności układu (8.2) w terminach
własności układu deterministycznego (8.3).

T w i e r d z e n i e 8.1. Niech dla y e R" i t > t0 istnieje nieujemna funkcja V(y, t) o włas-
nościach:

1) supK(0, t) < oo; infPt j , t) -> oo przy \\y\\ -»• oo;

2) funkcja ||gradj,F|| jest ograniczona;

y

przy stałej c1>Q nierówność

dV
3) —=- < c, przy czym na zewnątrz pewnego obszaru ograniczonego spełniona jest

at

dV < -c V

Wtedy układ (8.2) jest dysypatywny dla dowolnego procesu stochastycznego X(t, co),
dla którego

Rozpatrując różne węższe klasy procesów X(t, co) można otrzymać warunki dysypatyw-
ności przy słabszych warunkach odnośnie układu (8.3).

Załóżmy, że funkcja F w układzie (8.2) i (8.3) zależy tylko od y, tj. F{y, t) = F(y).
Prawdziwe jest następujące twierdzenie: *

T w i e r d z e n i e 8.2. Jeżeli dla układu (8.3), w którym F = F(y), istnieje różniczko-
walna w sposób ciągły funkcja V(y) taka, że:

1) infF(y) = V(y^) dla pewnego yxtR
n;

dV
2) funkcja— -* —oo przy \\y\\ -* oo;
3) funkcja | | g radF | | jest ograniczona w R",

to układ (8.2) posiada rozwiązanie stacjonarne dla dowolnego procesu stacjonarnego
X(t, co) o skończonej wartości przeciętnej.

Interesujące rezultaty dotyczące stacjonarności rozwiązań stochastycznych równań
różniczkowych znajdują się również w pracach [53, 9]; jednakże w pracy [9] pojęcie sta-
cjonarności jest rozumiane nieco inaczej niż zwykle.
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P e 3 io M e

CTOXACTIMECKAJI

B pa6oTe paccMaipHBaioTCH npoGjieiww cToxacTiraecKoii YCTOMHBOCTH flBioKeiuM flHCKpeTHbix flH-
CHCreiw. B Heft npeflCTaBJieH o63op OCHOBHBIX IIOHJITHH H Ba>KHeiłiunx pe3yjiBTaxoB noJiy-

B TeqeHHe nocneflHHX jieT.
Pa6oTa coflep>KHT onpeflenemra ycT0JranB0CTH no BepoHTHociHj ycTOjhiHBocTH B cpeflHeM3 ycToii-

MHBOCTH noiTH HaBepHoe a TaiOKe onpeflejieHHH 3HTponnHHOii ycToitoHBOCTH H nojiHoii CTaTHCTHieci<oH
ycTOiiiHBOCTH. ^anee npeflcTaBjieHbi ocHOBHtie KpHTepan cioxacTH^ecKOH ycToiraimocTH ppuxittmsi
(B cooTBeTcxByiomeM cMbicne) cHCTeia onHCbiBaeMwx c noMomtio cToxacTH^ecKHX ypaBHeroiH H T O
H Hpyrnx cioxacTH^ecKHx HejiHHeHHbix cHCTeM.

PaSoTa HMeeT o6ra,w xapaicrep; paccyw<p;eHHH npoBOflHTcn c TOHKH 3peHHH KaqecTBeimbix MeTOfloB
CTOxacTH êcKHX flHcJuJjepeimHanbHbix ypaBHeHnii. B CBH3H C HeM npeflcjaBJieHHEie pe3yjiBTaTH iworyT
6bITb npHMeHEHbl flJIH CHCTeM pa3JlfMH0H <J3H3H êcKOH npHpOflbl (nanpHMep MexaHH êCKHXj

H flp.)-

S u m m a r y

STOCHASTIC STABILITY OF MOTION

The paper is concerned with the problems of stochastic stability of motion of discrete dynamical
systems. It contains a systematic survey of the fundamental concepts and the most important results which
have been obtained recently.

The definitions of stochastic stability in probability, stability in the mean, almost sure stability, entropy
stability and total statistical stability are presented. Basing on these definitions, the fundamental conditions
for stochastic stability of motion are discussed. The systems described by stochastic Ito equations and
other nonlinear systems are considered.

The considerations are general. They are presented from the point of view of qualitative methods of
stochastic, differential equations, and the presented results may be applied to the systems of various phy-
sical nature (e.g. mechanical, electrical etc.).

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMÓW TECHNIKI PAN

Praca została złożona w Redakcji dnia 1 kwietnia 1970 r.
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PROBLEMY OPTYMIZACYJNE W SYNTEZIE UKŁADÓW MECHANICZNYCH

ROBERT S T A N I S Z E W S K I (WARSZAWA)

1. Założenia ogólne

Do rozważań przyjmuje się układ mechaniczny w sensie ogólnym. Cechy ogólności
dotyczą przede wszystkim struktury układu, obciążeń statycznych i dynamicznych oraz
wymiarów i przeznaczenia układu. Zakładamy, że rozpatrywany układ mechaniczny
jest opisany zbiorem wielkości Wj = W^, W2, ••-, W„. Spośród zbioru Wj wyodrębnia
się grupę wielkości stałych — tak zwanych parametrów (podzbiór A) oraz grupę wielkości
zmiennych zależnych od charakteru obciążenia, warunków otoczenia i sposobu eksploa-
tacji układu (podzbiór B). Podzbiór parametrów mieści się w zakresie 1 ̂  j ^ k, a więc
obejmuje wielkości Wj = Wls W2, ••-, Wk. Na etapie syntezy i projektowania układu
wielkości Wj mogą występować jako zmienne, lub też mogą być funkcjami Wj (Xi) innych
wielkości Xt = Xlt X2, ...,Xtl. W czasie eksploatacji układu wielkości Wj i funkcje
Wj (X{) mają wartości stałe i przyjmują nazwę parametrów. Mogą co najwyżej ulegać
niewielkim zmianom ze względu na starzenie się układu.

Do drugiej grupy zaliczamy podzbiór wielkości, któiych numery mieszczą się w za-
kresie k-\-l ^j<n. W czasie eksploatacji układu ulegają one zmianie w sposób regulo-
wany według określonego programu, lub w sposób przypadkowy uwarunkowany warun-
kami użytkowania. Wielkości należące do podzbioru B mogą występować jako zmienne
niezależne lub jako funkcje czasu Wj(r) = Wk+1(r), Wk+2(r),..., W„(r). Wielkości te
i ich funkcje odpowiednio ze sobą powiązane występują jako charakterystyki układu
H±, H2, •••, H,„. W zależności od postaci matematycznej Wj, mogą występować jako
funkcje lub funkcjonały. Można je rozpisać następująco:

Dla podzbioru A:

U W2,..., JVk) = Ht(W1<k)
(1.1) H2 = H2(WX, W2, ..., Wk) = H2(Wj<k)

H,=Hl(W1,W2, ..., Wk) =
lub

( 1 2 ) H2 = HJLWM, WM Wk(Xt)] = H2[WJ<k(Xd]

H} = HJLWi&d, W2(Xt), ...,Wk(Xd] =

3"
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Dla podzbioru B:

/I j \ " ( + 2 — -"I+2V." ft+l> '?k+2 rr n) — -"J+2V." j>k)

Hm = 1

lub

(1.4)

) , Wk+2(r), . . . . PF„(T)] -
- ^ + 2 W , .... Wn(r)] =

= Hm[Wk+1(r), Wk+2(r), ...,Wn(?)] = Hm[WJ>k(rJ\

gdzie wskaźnik i występujący przy wielkościach X; przyjmuje wartości 1,2, ••-,,"* a więc
mieści się w zakresie 1 < i < t̂.

Charakterystyki dla podzbioru ,4, a więc dla zakresu 1 < i < /, będące na etapie syn-
tezy funkcjami Hi(WJ<k) lub funkcjonałami fli[W^<t(^i)] w układzie eksploatowanym
występują jako wskaźniki Qj = Qlt Q2) ••-, Qv.Charakterystyki dla podzbioru B w zakre-
sie /+1 < i < m, występujące jako funkcje jHr

l+1(Ffj>Ł), lub funkcjonały i
są użytkowymi charakterystykami układu mechanicznego.

2. Zagadnienie kryterium optymizacyjnego i wielkości optymizowanych

Proces optymizacyjny poprzedza się przyjęciem odpowiedniego kryterium E, zba-
daniem wpływu wielkości Wj i wyborem wielkości optymizowanych Ut spośród Wj.
W zależności od postaci matematycznej charakterystyk, kryterium optymizacyjne może
być funkcją lub funkcjonałem, a więc:

Dla podzbioru A

(2.1) EA = £U(C/t) = ekstr ^ ( ^ j ^ )

lub

(2.2) EA = £X[£/,(Z,)] = ekstr

Dla podzbioru B

(2.3) Ą, = EB(Ui) = e k s t r Ą ( ^ > * )

lub

(2.4) EB = £„(17,) = ekstr

Występujące w związkach kryterialnych i przy wielkościach optymizowanych U ma
inne znaczenie niż i występujące przy charakterystykach. Dla wielkości optymizowanych
w podzbiorze A mieści się ono w granicach 1 < i < k, natomiast w podzbiorze B w zak-
resie k-\-\ ^ i ŝ  n. Dla charakterystyk / przybiera wartości w zakresie 1 < i ^ m.
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3. Warunki ograniczające

Wartości wielkości optymizowanych wyznaczone matematycznie nie zawsze mogą
być przyjęte ze względu na ograniczenia geometryczne, ciężarowe, ekonomiczne, fizyczne
lub inne. W związku z tym, w zagadnieniach optymizacyjnych muszą być uwzględnione
warunki ograniczające. Realizuje się przez nałożenie ograniczeń, zarówno na wielkości
optymizowane jak i na kryteria optymiztacyjne. Zakładamy przedziały zawarte pomiędzy
wartościami górnymi g i dolnymi d.

Zgodnie z tym mamy:

(3.1) (Wj)d <Wt*

(3.2) [WjOCdlś < W ) <

(3.3) [Wj(r)]d < Wj(r) <

(3.4) . [E(Ut)]d < E(Ut) <

(3.5) {E[U,(Xd)h < E[Ut{Xd] <

(3.6) {ElUMIh < E[Ui(Xt)] <

W zależności od konkretnych zadań optymizacyjnych, warunki ograniczające mogą
być nałożone również na pochodne funkcji [Wj(Xi)], E(U^) lub funkcjonały
i Et[U(r)].

4. Budowa charakterystyk uogólnionych

Zamiast klasycznych charakterystyk układu mechanicznego H1,H2, •••, Hm, wpro-
wadza się charakterystyki uogólnione. Są nimi: efekt techniczny F, funkcja wysiłku K
oraz efekt ogólny A będący ilorazem F oraz K. Efekt techniczny układu mechanicznego
jest definiowany jako charakterystyka uogólniona określająca właściwości techniczne
układu z punktu widzenia realizacji celu. W związku z tym jest ona funkcją zależną bez-
pośrednio od charakterystyk H±, H2, ••-, Hm, a pośrednio od wielkości Wx, W2, •••, Wn.
Jeśli zbiór wielkości częściowo lub całkowicie występuje w postaci funkcji, wówczas efekt
techniczny jest funkcjonałem. Możemy więc zapisać:

(4.1) F= F(HUH2I ...,Hm) = F(WU W2, ..., W„) - F(Wj)

lub

F^FiH^Wj^), H2(Wj<k), ..., Hm(Wj<k),

(4.2) E.iWj^MziWj^), ..., Hm(WJ>k)] = F[W1(Xd,W2(Xd>.... WJ

Wk+1(r), Wk+2(r), »., WJix)\ - F[Wj(Xtl T)]. .

Niech wielkości Wj występujące jako elementy zbioru A mają właściwości techniczne
opisane przez P(pj) i właściwości ekonomiczne określone przez Kw(Wj,ai). Natomiast
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wielkości Wj występujące jako elementy zbioru B niech mają właściwości techniczne
Z(zj) i ekonomiczne Kc(Wj, a;). Wtedy oba zbiory możemy rozpisać w postaci:

-u m

Związki pomiędzy zbiorami A i fi zapiszemy następująco:

(4.5) A U 5 = V = {Wj(j= 1,2, ...,«)} =

l,2,...,fc} U

(4.6) [Wj(j=l,2,...,n)e(A u 5)] =

= [PF}(; = 1,2, ...,k)eA] V [ ^ ( ; = fc+1, fc+2, ...,n)eB].

(4.7) /t n 5 = {Wj(j= 1,2, ...,k} n { W O C / - f c + l , * + 2 , . . . , ł ł } » 0 .

Należy przy tym zauważyć, że pewne typy układów mechanicznych posiadają kilka
zakresowości pracy. Niech funkcja R(rj) przyjmująca wartości dyskretne:

. . _ fl dla jednozakresowego układu
J' ~~ \C dla wielózakresowego układu

opisuje stan zakresowości układu. Efekt techniczny układu F(Wj) może być określony
jako iloczyn funkcji opisujących właściwości techniczne w zbiorach A i B oraz funkcji
zakresowości R{r}).

Ustalając, że:

1) P(pj) — określa właściwość elementów zbioru A, przy czym pj są wybierane spośród
Wj w zakresie 1 ^.j^k,

2) R(rj) i Z(zj) — określają właściwości elementów zbioru B, przy czym Tj są wybierane
spośród Wj w zakresie k-\-l ^j ^ g, natomiast Zj są wybierane
spośród Wj w zakresie g+1 ^ j ^ «,

Związki na efekt techniczny (4.1), (4.2) będą miały postać:

(4.8) F(Wj) = P(Pi,p2, '•'ip^R(rk+lir^2, ...,rg)Z(zg+l! zh+2, ..., z„) =

= P(pj)R(rj)Z(2j)

lub

(4.9) FlWjih, T)] = P&i(2T0,/»a(X0. ••..Ad'Ol^wi

X Z [ % i W , zff+2(T). ..., Z„(T)] -
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W ogólnym przypadku wyrażenie (4.9) może mieć jeszcze inne postacie, mianowicie:

(4.10) F[Wj(Xu T)] = P(Pj)R(rj)Z(zj),

(4.11) FiWjiXt, T)] = P(pdRirjOQ]Z[zj(x)],

(4.12) F[ Wj(Xt, r)] = P[pj(Xt)] R[r/Z,)]Zfy),

(4.13) F[Wj(Xi} z)] = P[Pj(Xt)]R(rj)Z(zj),

(4.14) W / * , T)] = P(j>j)R[rj(Xt)]Z(Zj),

(4.15) ^ ^ ł , T)] = P[pj(Xd]R(rj)Z[zj(T)].

Funkcja wskaźników układu jest zależna od Q1} Q2, •••, Q„. Można ją przedstawić jako
iloczyn tych wskaźników podniesionych do odpowiednich wykładników wag coi, ft>2, •••,
co,; z tym, że wprowadzenie c«j m a regulować różny stopień wpływu Q( na efekt technicz-
ny. W związku z tym, m a m y :

J = V

(4.16)

lub

Funkcja zakresowości R(rj) przyjmuje określone wartości dyskretne zależne od rodza-
ju i przeznaczenia układu.

Funkcja stanu procesu Z(zj) opisuje dynamikę układu i jest równoważna całce z cha-
rakterystyki głównej H(r) w okresie czasu pracy układu Tj—H(-V Dla jednego włączenia
układu, funkcja Z(zj) ma postać:

H

(4-18) Z(zg+i, zg+2,..., z„) - / H(r) dr

lub

(4.19) Z[zj(r)] - J H[Zj(r)]dr.
• H-i

Dla d włączeń:

(4.20) Zd(Zj) =
f - l

lub

(4.21) Z,[ Z J .(T)]

Po uwzględnieniu związków na P{pj), P[pj{Xi)], Z(zj) i Z[ZJ-(T)] we wzorach (4.8)
i (4.9), otrzymamy wyrażenia na efekt techniczny, kolejno dla jednego włączenia oraz
dla Ć/włączeń:

(4.22) Fx(Wj) = P(pj)R(rj)Z(zj) = J | (eda'R(rj) f
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t=d

(4.23) FAWj) = R(rj) J J (Qi)°" £ J St{x)dx

lub

(4.24) FAWjiXd]^ U^XdT'RUXd] f H{x)dx,

(4.25) Ą[»OW1 = I I iQttfdF'RMX,)] £ J H[Zj(r)]dr.

Właściwości techniczno-ekonomiczne wielkości Wj jako elementów zbiorów A i B,
są opisane przez funkcje wysiłku budowy Kw(Wj, at) i eksploatacji układu Ke(Wj, a^.
Cały wysiłek związany z wykonaniem i użytkowaniem układu mechanicznego można
wyrazić przy pomocy ogólnej funkcji, a więc:

(4.26) K(Wj, a,) =
t-d H

- Kw(Wj, ad+K.(Wj, a,) = Ks(WJt ad+Kd(Ws, ad+Kp(Wj, at)+ £ J KJ&tt,
'-i Ti-i

przy czym:

*w(J^, «0 = Ks{Wj, ad+Kd(Wj, ai)+Kp(Wj, at),

Ks(Wj,dt) — funkcja wysiłku związana z syntezą i projektowaniem układu mecha-
nicznego ;

Kd(Wj, at) — funkcja wysiłku związana z wdrażaniem projektu układu do produkcji;
Kp(Wj, ad — funkcja wysiłku związana z produkcją układu mechanicznego;
Ke(Wj,ad—jednostkowa funkcja wysiłku eksploatacyjnego układu mechanicznego.
Iloraz efektu technicznego i funkcji wysiłku będziemy nazywać efektem ogólnym

układu mechanicznego X. W zależności od postaci matematycznej efektu technicznego,
efekt ogólny przyjmuje formę funkcji X{Wj,ad lub funkcjonału A[Wj(Xi), aj\. Wyko-
rzystując związki na. F i K, otrzymamy podstawowe wzory ogólne na efekt ogólny. Ko-
lejno mamy:

= X(WU W2,..., Wn, a u a l t ...,am) =

i, W2, •-, W„) _

j , ad+Kp(Wj, a,)+Ke(Wj, O

fVj, ad

hy<R(rj) J H(v)dr

j Ke(x)dv
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j , ad

(4.28) '=»

al)+Kd{Wj, ad+Kp(Wj, ad+ ! / Kel(x)dx

(4 .29) «-" • r« _
UWdrRMm J H[Zj{r)dx

, ad+Kp(Wj, ad+Ke(Wj,

(4.30) fiWiT'RWXdllt f
t-d xi _

j , ad+K,,(Wj, at)+ 2 J Kei{x)dx

We wzorach (4.28)-(4.30) podano jedynie dwa podstawowe przypadki. Pierwszy za-
wiera efekt techniczny w formie funkcji, a drugi w formie funkcjonału. Odwrotność efektu
ogólnego stanowi tak zwany efekt wysiłu 51.

5. Modele optymizacyjne

Zgodnie z założeniami, przyjmuje się charakterystyki uogólnione jako kryteria opty-
mizacyjne. W myśl postulatów wynikających z problemu celu, efekt ogólny winien przyj-
mować największą wartość, natomiast efekt wysiłku najmniejszą wartość. W związku
z tym, podstawowy model optymizacyjny możemy rozpisać kolejno dla funkcji i funkcjo-
nału, uwzględniając związki dla Xi S:

, ad = max

(5.1) t-v H _
l i (eiT'Hrj) J H{r)dx
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(5.2)

<5.3)

(5.5)

<5.6)

= E'ff X(Wj, at) = max Xd(Wj, ad = max

= max
Kei(r)dr

= min Sl(WJ, ad,

= m a x

= min

= max h

_

flj = m a x ^ ^ ( J T O , a j -

S
at)

= m a X

»-l V i

<5.7) Ą i E ^ W l - ftilOTi)] = j B f f ^ I ^ a O . flJ = minSAWjiX,), a,],
U,eWj

(5.8) ^[Ł/iCĄ] - EsM(Xt)] = ^ ^ [ ^ ( Z O , aj = mmSdlWj(Xd, a,],

przy czym:

<5.9)

(5.10)

(5.11)

,««) = m a x

, «,) = min •

, fld - max

= min

Spośród wielu przypadków zadań optymizacyjnych można wyróżnić trzy charakterys-
tyczne. Pierwszy z nich obejmuje maksymalizacje efektu ogólnego lub minimalizacje
efektu wysiłku ze względu na maksymalizacje efektu technicznego. Drugi przypadek
•optymizacyjny zawiera maksymalizacje X lub minimalizacje >S ze względu na minimalT-
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zacje funkcji wysiłku. Wreszcie trzeci przypadek obejmuje maksymalizowanie efektu
ogólnego lub minimalizowanie efektu wysiłku drogą maksymalizowania F i minimalizo-
wania K. Kolejno podano opis matematyczny trzech charakterystycznych przypadków,
dla których podstawowe związki mają postać:

P r z y p a d e k 1.

(5.12)

(5.13)

przy

EZfX(Wj, flO = max Xd(Wj, a,),
UWU,eWj

, ad = min S(Wj, a,),
UW

(5.14) F(Wj) = P(PJ)RQ-J)Z(ZJ) = Yl (Qi)a'R(rj) £ f Ht(r)dr - maxF,

(5.15)
lub
(5.16)

(5.17)

przy

K(Wj, a,) = constK

F[Wj(Xt)] =

J Ht(x)dt = maxP,
(.1 r,_1

f-rf
(5.19)

P r z y p a d e k 2.
(5.20)

j, fl()+

(5.21) Ą

przy

(5.22) F(Wj) = P(pj)R(rj)Z(zj) = J J fe,

, a,) - min S( Wj, a,),

tmd

(5.23)

lub

(5.24)

(5.25)

2? A[ J W d , aj = max

E$2S[Wj(Xt), a,] - , oj,
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przy

(5.26) F[Wj(Xd) -

- n
(5.27)

P r z y p a d e k 3.

(5.28)

(5.29)

przy

( = 1 T.

Kel(r)dr = minJ5T.

£A7 W , flO - max Xd(Wj, ad,
UW

E§SS{Wj, ad = m i n S ( ^ ; o,),
U,eWj

(5.30) F(Wj) = P(pj)R(rj)Z(.Zj) = \ \ (Qda>R(rj) £ / Ht{r)dt = maxf,

(5.31)

(5.35)

t-d

= Kw(Wj, at
Kei{x)dx = mmK

lub

(5.32)

(5.33)

przy

(5.34)

BE

F[Wj(Xd] = P[pj(X

S[W,(Xt),ai] = x

r,)]R[rj(.Xd\Z[zjC

maxld[W

ainSd[WjC

Sf,)] —

i=d

( = 1

f Kei(r)dr =
i=l r i-i

6. Przedział celowości zmian wielkości

W pracy [2] rozważono zagadnienie przedziału zmian wielkości Wj układu mechanicz-
nego z punktu widzenia ich celowości i opłacalności. Ustalono zakres, w którym zmiany
Wj prowadzą do zwiększenia efektu ogólnego; ograniczeniem przedziału jest związek
wynikający z równania ekstremalizacyjnego funkcji l(Wj,ai) względem Wj. Rozpatrzo-
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no cztery charakterystyczne przypadki zmian parametrów silnika spalinowego. Podsta-
wowe założenia dla nich, przy n wytwarzanych silnikach, są następujące:

1) Założone są stałe wydatki na budowę i eksploatację n silników. Zadanie polega
na wprowadzeniu pewnych zmian parametrów prowadzących do wzrostu efektu technicz-
nego od Ft(Wj) do F2(Wj), drogą zwiększenia złożoności konstrukcji

Ki(Wj, ad = K2(Wj, ad = const,
F1(Wj)<F2(WJ).

2) Założone są stałe wydatki na budowę i eksploatacje n silników. Zadanie polega na
wprowadzeniu pewnych zmian parametrów prowadzących do wzrostu efektu technicz-
nego od Fa(Wj) do Fb(Wj), drogą uproszczenia konstrukcji

Ka(Wj, ad = Kb(Wj, as) = const,

Fa(Wj)<F„(Wj).

3) Założony jest stały efekt techniczny wytwarzanych silników. Zadanie sprowadza się
do obniżenia ogólnych kosztów wytwarzania i eksploatacji od K^Wj, at) do K2{W}, at),
drogą zmian konstrukcji

= F2(Wj),

4) Założony jest stały efekt techniczny wytwarzanych silników. Zadanie sprowadza się
do obniżenia ogólnych kosztów wytwarzania i eksploatacji od Ka(Wj, ad do Kb(Wj, ad,
drogą uproszczenia konstrukcji

Ka(Wj,ad>Kb(Wj,ad.

Wyniki rozważań wszystkich przypadków dla przedziału (Wj\ ^.Wj^. (Wj)u prowa-
dzą do nierówności

(6.i) Kp\wydF(Wj) > dK{Wj>ad-

Badania na innych układach prowadzą również do nierówności (6.1). Dalsza zmiana
wielkości charakterystycznych, a więc dla przedziału Wj > (Wj)u, dla wszystkich omó-
wionych przypadków daje już nierówność przeciwną. W związku z tym, mamy dla prze-
działu (W), <Wj^ (Wj)u

(6.2)

oraz dla przedziału (Wj)n < Wj

(6.3) SdF[(Wj)n <Wj^ (Wj)m] < dK[(Wj)u < W} < (Wj)m, aft,

przy czym
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W przedziale {W^ < W3 < (Wj)n, każdej zmianie wielkości Wj odpowiada większy
przyrost efektu technicznego w porównaniu do przyrostu funkcji wysiłku, reprezentują-
cej dodatkowe nakłady finansowe wynikłe z modyfikacji konstrukcji układu mechanicznego.
W tym przypadku, zmiany są celowe i opłacalne. W przedziale (Wj)a < Wt < (Wj)lu,
każdej zmianie w sensie zwiększenia wielkości Wj (rys. 1) odpowiada mniejszy przyrost

efektu technicznego w porównaniu do przyrostu funkcji wysiłku. A więc zmiany są nie-
opłacalne, chociaż mogą być celowe. Z tych rozważali wynika wniosek, że każde zamie-
rzenie optymizacyjne związane ze zmianami konstrukcyjnymi powinno być poprzedzón!e
zbadaniem wpływu zmian Wj na efekt ogólny układu mechanicznego.

Granica Wj = (Wj)u stanowi ograniczenie od góry dla związku (6.2), ważnego dla
pierwszego przedziału oraz jest ograniczeniem od dołu dla związku (6.3), ważnego dla
drugiego przedziału (W,-)n < W} < (Wj)nv Granica dla Wj = (Wj)u jest kresem gór-
nym przewagi wzrostu efektu technicznego nad przyrostem kosztów ogólnych. Można
ją wyznaczyć z rozwiązania równania ekstremalizacyjnego efektu ogólnego jako ilorazu
efektu technicznego i funkcji wysiłku.

Dla F = F(Wj), K = K(WJ} at) i A = X{Wj, cfi mamy

(6.4)
Wx = 8F(Wj =W, = Ut)

8(Wj = Ud K(Wj, a,) 8{Wj =

1
d{Wj = Ud

P(pj=U

d[P(Pj = ~ U,)
i> ad S(Wj = U±)

= UjZjzj = UJ 8K(Wj, at)
[K(Wj, at)]2 8(Wj= UJ K{Wj,
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m

Gdy efekt ogólny lub efekt wysiłku występują w formie funkcjonału, wówczas dla
wyznaczenia wielkości optymizowanych stosuje się metody wariacyjne. Zadanie opty-
mizacyjne polega na określeniu takich funkcji U^fJC^, U2(Xd, •••, Um(X{)— wybranych
spośród Wi(Xi),W2(Xi),---,Wn(Xi), dla których X[Wj(Xd] lub S[Wj(X,)] przyjmują
wartości ekstremalne. Dla jednej funkcji optymizowanej mamy

(6.5) E[UtO®\- max k[Wj(Xi). «tl =

= G0+ J M{W,W',W: ...,

(6.6) E[Ui(Xi)] = min5'[J;F,(X(), a;] =

/= mm-

W wyrażeniach (6.5) i (6.6) przez Go i Go oznaczono wielkości funkcjonałów dla wa-
runków początkowych. Funkcje M{W, W", W", .... W™, X() i M(W, PF', W", ...,WW,
Xt) spełniają równanie Eulera i w tej postaci są podstawą do określenia funkcji optymi-
zowanych.

7. Matematyczne własności funkcji [funkcjonałów] P, S, Z, F, K, X i S

Funkcja wskaźników P(j?j). Zmiennymi niezależnymi pj na etapie syntezy i konstruowa-
nia są wskaźniki konstrukcji Q±, Q2, ••-, Qv związane ograniczeniami fizycznymi, geome-
trycznymi i technologicznymi. W określonych granicach, każdemu zbiorowi Qi jest pod-
porządkowana i ustalana wartość P(j>j). Wskaźniki przyjmują tylko dodatnie wartości,
natomiast wykładniki mieszczą się w zakresie 0 < co; < e, gdzie e — liczba dodatnia
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i rzeczywista. Funkcja wskaźników jest funkcją określoną ciągłą i różniczkowalną w ob-
szarze C-wymiarowym. Przy braku wpływu wskaźników Qi na efekt techniczny, mamy

j & i - O , co2 = 0, ...,©„ = 0; P(pj)=l.

Przy liniowym wpływie, mamy

COi = 1, 0)2 = 1, ...,£Uv = 0; P(pj) = Ql,Q2, —,Qv

Funkcja zdkresowości R(rj). Przyjmuje wartości dyskretne R(rj) = 1 dla układu jed-
. nozakresowego, R(rj) —fi,f%,... dla układów wielozakresowych, przy czym/; — są

liczbami dodatnimi.
Funkcja stanu procesu Z(zj). Własności matematyczne tej funkcji zależą od funkcji

podcałkowej H(Zj). W badaniach syntezy i konstruowania układu, H(zj) jest funkcją
określoną, ciągłą i różniczkowalną. Każdemu uporządkowanemu zbiorowi Zj jest pod-
porządkowana określona wartość charakterystyki H{zj). W czasie eksploatacji układu,
przy założeniu stabilnej pracy, rozpatrywana funkcja podcałkowa jest również określona,
ciągła i różniczkowalną. W obu przypadkach funkcja Z(zj) jest równoważna całce typu
Cauchy'ego. W pewnych klasach układów operacje optymizacyjne wymagają rozważania
całki z funkcji Hfa) jako całki Lebesgue'a. Z rozważań na kilku układach [2] wynika, że
funkcje podcałkowe są złożone i dlatego całka jest w większości przypadków nierozwią-
zywalna zwykłymi metodami. Dzieląc jednak przedział jednego włączenia na etapy, można
zastępować funkcje podcałkową przez wielomiany.

Funkcja efektu technicznego F(Wj). Matematyczne własności funkcji opisującej efekt
techniczny F(Wj) zależą od własności P(pj), R(rj) i Z(zj).

Funkcja wysiłku K{Wj,a^). Przy założeniu ustabilizowanych warunków ekonomicz-
nych (a; — const), funkcja K(Wj, a;) zależy od wybranych technicznych wielkości Wj.
Każdemu' uporządkowanemu zbiorowi Wj jest podporządkowana określona wartość
funkcji wysiłku. W pewnych przypadkach, przy skokach at funkcja K(Wj, at) może być
nieciągła.

Funkcja efektu ogólnego X(Wj, #;). Dla przypadku at = const, funkcja h(Wj, at) jest
dodatnią, określoną, ciągłą i różniczkowalną. Tylko w nielicznych przypadkach może
wystąpić osobliwość, dla pewnych punktów przy av ^ 0.

Funkcja efektu wysiłku S(Wj, a,). Występuje jako funkcja dodatnia, określona, ciągła
i różniczkowalną. Uwagi o własnościach matematycznych są również słuszne wtedy, gdy
omówione funkcje występują jako funkcjonały.

Przykład. Podstawowym problemem w dynamice układów mechanicznych jest optymi-
zacja parametrów. Rozpatrzmy zagadnienie wyznaczenia wielkości optymalnych para-
metrów układu w oparciu o charakterystyki uogólnione [3]. Przy założeniu

(7.1) K(wWj, a,)+ / Ke(Wj, at)dr - const = Cx,
o

(7.2) Kw{Wj, aO+ £ J Kei{Wj, ad'dz - const = C2
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zadanie sprowadza się do określenia wartości parametrów masy i tłumienia, przy których
zachodzi związek
(7.3) E( U,) = max Fd(Wj) = max [P(Pj) R(rj) Z(zj)] =

t-d Ti rj.

= maxP(pj)R(rj)£ f Ht(Wj, r)dr = P(Pj)R(rj) [max J H^Wj, r)dr+
'=1 *j_i 0

+max J H2(Wj, r)dx-\- ... +max J Hd(W}, Ądr].
T l ri-i

Przy
P(Pj)R(rj) = const = C 3 ,

zagadnienie sprowadza się do badania
T

(7.4) / = max / H{ W}, r) dr
o

lub, po wydzieleniu funkcji rozwiązującej określającej rzeczywisty przebieg stanu nieusta-
lonego yr(Wj, r) i po wprowadzeniu funkcji programowej yp(r), mamy

T

(7.5) / = maxD f lyp(T)-Ay(Wj, r)]dr,
o

przy czym

(7.6) yr(Wj, r) = -lyp(r)~yr(Wj, r))+yp(r) = -Ay(x)+yp(r),

D — charakterystyka stała.
Zamiast szukać maksimum wyrażenia (7.5), wystarczy, przy ustalonym ^ ( T ) , określić

parametry przy których
T

(7.7) 7 = min J Ay{W}, r)dr.
o

Niech równanie dla yr(r) ma postać

(7.8)

przy czym

(7.9) -
T->-0

(7.10)
r—*-oo

Rozwiązanie równania (7.8) po wykorzystaniu przyjętych warunków początkowych,
kolejno dla a < 1, a = 1 i « > 1, [przy czym a = a(Wj)], ma postać

(7.11) yr(r) = e-Ąi^-
L ]/l-a2

(7.12) yr(r) = L2-(L2-L1)(l+r)e~\

7.13) yr(T) = G1e*

4 Mechanika teoretyczna
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gdzie

(7.14) kt = -

(7.15) k2 = - a - f / a ^ T .

Wstawiając do wyrażenia (7.7) kolejno rozwiązania (7.11), (7.12) i (7.13) jako funkcje
yr(a) otrzymamy Ąa), której przebieg pokazany jest na rys. 2. W zależności od ilości

Rys. 2

pulsacji (fj, = 1,2, 3), ao p t przemieszcza się w kierunku większych wartości. Dla fj, = 3,
minimum funkcji Ąa, = aopt) wynosi 1,52, przy czym wartość wielkości optymizowanej
wynosi 0,62. Wstawiając wartość ao p t do całki (7.7) oraz wracając do wyrażenia (7.3),
poprzez związki (7.4) i (7.5), otrzymamy wyrażenie na max F{W}).

8. Związki pomiędzy charakterystykami uogólnionymi i klasycznymi charakterystykami układów mecha-
nicznych

Zarówno efekt techniczny, jak i efekt ogólny układu mechanicznego można sprowadzić
do charakterystyk używanych przy opisie układów mechanicznych. Dla przykładu, dla
układów jednozakresowych, przy a>1 = 0, a>2 — 0, ..., mv = 0 oraz przy założeniu, że
charakterystyka główna układu jest znaną funkcją czasu
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mamy

P(pj) = 1, Rfrj) - 1, F(Wj) = H(r) [Tj-Tj

przy czym T 2 — T X — czas pracy iikładu dla jednego włączenia.
Jeśli charakterystyką główną jest moc układu, wtedy efekt techniczny redukuje się do

funkcji określającej pracę układu mechanicznego. W rozpatrywanym przykładzie funkcja
efektu ogólnego będzie określona jako iloraz pracy układu dla jednego włączenia oraz
kosztów związanych z jego eksploatacją.

9. Względne postacie charakterystyk uogólnionych

W niektórych zagadnieniach optymizacyjnych układów mechanicznych wygodniej
jest używać wielkości względnych F, K, A i Ś. Przypadki takie występują w badaniach
nad modyfikacją i poprawą charakterystyk układów oraz w badaniach eksploatacyjnych.
Wprowadzając pojęcia uogólnionych charakterystyk rzeczywistych (rz) i teoretycznych
(J), w odniesieniu do efektu technicznego, funkcji wysiłku, efektu ogólnego i efektu wy-
siłku, otrzymamy:

(9.1) F(W W W ) -
u W2, ...,

(92) K(W W W a a a) - ^V.z) A ^ 1 S w2,..., yvm, aua2> ...,an) K(t

(9 3) UW W W a(9.3) MWu W2,..., Wm, au

( 9 4 ) Ś ( W W W a a g ) -

Przy pełnym eksploatacyjnym wykorzystaniu układu mechanicznego, a więc przy
zgodności wartości teoretycznych i rzeczywistych efektów i funkcji wysiłku, mamy:

(9.5) lim X{Wj,ad= lim

l=v i=d *j

Ti (ed^z'KzO'j) S I Hrz{Wj,addt • •

= Hm _ _ ~ 7 ^ = l i m p

Przy niepełnym wykorzystaniu układu mechanicznego, mamy:

(9.6) lim HWj, at) < 1

lub

(9,7) lim X(Wj, a,) < 1
F(rz)<p(.t)
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10. Wnioski

Wprowadzenie charakterystyk uogólnionych i wykorzystanie ich jako kryteriów opty-

mizacyjnych pozwala na rozszerzenie wpływu wielkości układu na £(t/;) w procesie

optymizacyjnym. Zastosowanie X(Wj,ai) i S{Wj,a^ lub X[Wj(Xd, a,] i S[Wj(Xi), at]

do określania wartości i funkcji optymizowanych, uogólnia zadania ekstremalizacyjne

występujące w syntezie i konstruowaniu. Należy przy tym nadmienić, że wprowadzenie

takich charakterystyk do problematyki określania wartości optymalnych wielkości układu

w pewnych przypadkach może rozszerzyć aparat matematyczny. Jednak wykorzystanie

maszyn matematycznych do rozwiązywania konkretnych technicznych zadań optymiza-

cyjnych pozwoli na złagodzenie tej wady.
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P e 3 io M e

BOITPOCfcl 0IITHMH3AIT,HH IIPH CHHTE3E MEXAHH^ECKHX CHCTEM

B paSoTe npHBo^HTca TeopHH nocTpoemiH o6o6meHHtix xapaKTepHCTHK HcnoJiB3yeMbix B
ineM B KaqedBe onTHMH3ai(H0HHbix KpHTepaeB npn onpefleneHHH onTHMantHMX 3HaMeHiiił napaiweipoB.
B Ka^ecTBe npefliweia paccMOTpeHHH npHHHTa MexamroecKasi CHCieiwa B oSiqeiw CMticne — B OTHomeHHH

H, Beca MpyKTypbi H npoHcxoflnmax 4>H3HiecKHX HBttem™, BhiBe/(eHH 33BHCHMOCTH Ha Tex-
3(Ji(|ieKT H 4>yHKi?HH 3aTpaT. 06mHft actxJieKT onpe/i;eneH Kan oTHOiueHHe TexHmecKoro 3<p-

Ku;HH 3aTpaT. BejiHiHHa oSpaTHaH o6mei«y 3<J)(J)eKTy HBjmeTCfl TH. o6o6meHHOH scpiJ'eK'1'1113-
HOCTIO 3aTpaT. BblBefleilŁI OCHOBHbie ypaBHCHHH 0niHMH3aąHH H npHBOflHTCH 06mHe BBIBOflbl
oiHOCHTenbHO npHBefleioioro BHfla o6o6meHHŁix xapaKTepHCTHK. IlpHBOflHTCH npniwep HJijnocipHpy-
IOUIHH npHiweHeHHe o6o6meHHbix xapaKTepHCTHK flna onTHMH3aL(HH napajweTpoB B Bonpocax OTHOCHIIIHX-
CH K flHHaMHKe MexaHiraecKHX CHCTem. IIpHBOHHTCfi TaKHce npHMep HcnojiB30BaHH$i o6o6meHHbix xa-
paKTepnciHK AJIH HccJieflOBaHira r[ejiecoo6pa3HOCTH H3MeHeHHH 3iia^eHHfi OTfleJiLHBix napaiweTpoB.

S u m m a r y

OPTIMIZATION PROBLEMS IN SYNTHESIS OF MECHANICAL SYSTEMS

The theories of construction of generalized characteristics are described in the paper, and their utili-
zation as optimizing criterions is demonstrated. The object of investigations is assumed to be a mechanical
system in a general sense — with respect to geometric, structural and loading properties and physical



PROBLEMY OPTYMIZACYJNE 425

phenomena occurring in the systems. The relations concerning the technological effect and effort functions
are derived. The general effect is defined as the ratio of the technological effect to the effort function. The
reciprocal of the general effect is the so-called effort effect. The fundamental optimization equations are
derived and general conclusions concerning the forms of generalized characteristics are drawn. An example
illustrating the application of generalized characteristics to the optimization of parameters in dynamical
problems of mechanical systems is given. Another example of the application of generalized characteristics
to the investigation of the purposefullness of the parameter changes concludes the paper.
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O STATECZNOŚCI NASYPÓW I SKARP W STANIE RÓWNOWAGI GRANICZNEJ1)

. RYSZARD JERZY I Z B I C K I (WROCŁAW)

1. Wprowadzenie

W pracy rozważa się symetryczne, ciężkie masywy gruntowe o skończonej wysokości,
obciążone na górnej poziomej powierzchni stałym naprężeniem normalnym (rys. 1 i 2).
Przyjęto, że ośrodek znajduje się w stanie równowagi granicznej, której naruszenie spowo-
duje zsuwanie się ośrodka w dół. Zadanie polega na wyznaczeniu stanu naprężenia wew-
nątrz masywu i określeniu profilu zbocza wolnego od obciążeń zewnętrznych. W szcze-
gólnym przypadku, gdy profil zbocza ma w punkcie O pionową styczną, ciśnienie wzdłuż
górnej krawędzi można rozpatrywać jako oddziaływanie pewnej warstwy ośrodka, w któ-
rej występuje stan sprężysty (por. [1]).

SOKOŁOWSKI [2] rozpatrywał symetryczne, ciężkie masywy gruntowe, w których górne
części ograniczone prostymi lub łukami parabol znajdują się w stanie sprężystym, a dolne
o nieznanym profilu zbocza znajdują się w stanie granicznym. Pole naprężeń w części
sprężystej dane jest w postaci prostych wzorów analitycznych. W części plastycznej pole
naprężeń i profil brzegu swobodnego znajdujemy rozwiązując numerycznie odpowiednie
różniczkowe równania charakterystyk.

Grunt traktuje się jako ciało sztywno-idealnie plastyczne, jednorodne i izotropowe.
Zgodnie z przyjętym modelem gruntu parametry hipotezy Coulomba-Mohra, kąt tarcia
wewnętrznego <p i kohezja k są stałe w całym rozpatrywanym obszarze. Przyjęto płaski
stan odkształcenia. Układ równań równowagi granicznej otrzymany z równań równowagi
wewnętrznej i warunku plastyczności Coulomba-Mohra jest typu hiperbolicznego (por.
np. [1]) i rozwiązuje się go metodą charakterystyk. W większości przypadków podanie
ścisłego rozwiązania analitycznego jest jednakże niemożliwe. Dlatego najczęściej trzeba
się uciekać do metod przybliżonych: numerycznej metody różnic skończonych [1] lub
metody graficznej [3]. Metody te dają przybliżoną wartość szukanej funkcji dla przyję-
tych jednych wartości parametrów występujących w równaniach stanu granicznego.

W pracy [4] SPENCER zaproponował metodę perturbacji po aproksymowanych (wyj-
ściowych) charakterystykach, pozwalającą otrzymać przybliżone wyrażenie analityczne

ł) Pracę wykonano podczas stażu naukowego odbywanego przez autora w Instytucie Podstawowych
Problemów Techniki PAN w Warszawie w roku 1968/69, pod kierunkiem doc. dra Z. Mroza.
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dla szukanej- funkcji, przy założeniu, że jako dostatecznie mały można potraktować pa-
rametr ayjk, gdzie y jest ciężarem objętościowym ośrodka, a jest liniowym wymiarem
deformowanego obszaru. Metodę perturbacji dla ośrodka Treski i płaskiego stanu od-
kształcenia stosowano w pracach [5, 6 i 7], a w pracy [8] dla stanu osiowej symetrii. W pra-
cy [9] metodę perturbacji dostosowano do ośrodka typu Coulomba w stanie osiowej
symetrii.

W niniejszej pracy zastosowano metodę Spencera do wyznaczenia stanu naprężenia
w górnych obszarach deformacji skarpy i określenia przybliżonego kształtu zbocza. .

2. Równania płaskiego stanu odkształcenia

Równania równowagi wewnętrznej mają postać

to \\ Sa* i dTsj, . drxy doy

(2.1) —5 — 5 \-X = U, —5 — \-l = U,
J 8x 3y dx 8y

gdzie <Tx,oy, xyx są składowymi naprężeniami 7są składowymi siły ciężkości na jednostkę
objętości odpowiednio wzdłuż osi układu współrzędnych x, y. Poszukiwany stan naprę-
żenia musi spełniać, oprócz równań (2.1), warunek plastyczności Coulomba-Mohra

1 T 1 V / a

fe+^iH
1 T 1 V

(2.2) ' y f e + ^ s i n f H - ^ f o - a ^ + T i J = kcos<p,

gdzie k jest kohezją, tzn. wytrzymałością materiału na ścinanie przy naprężeniu normal-
nym o = 0, <p jest kątem tarcia wewnętrznego.

Składowe granicznego stanu naprężenia można wyrazić związkami

(2.3) ax = —p+qcosli], ay = —p—qcos2rj, rxy =

gdzie

1 1 F 1 V'2

( + O ( + ) 1
1 1 F 1

. P = - -j ( * * + O = - -j (ff 1+o2), 9 = 1-4- (f f*~

tg2»? = 2TX,I(OX-O,), 0 < 7] < n.

Graniczny stan naprężenia reprezentowany jest przez dwa niezależne parametry p i y\<
Podstawiając (2.3) do (2.1), otrzymamy układ równań typu hiperbolicznego, którego

charakterystyki a i /9 są określone odpowiednio przez równania

gdzie 0 = -n --.
• 4 2
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Jeżeli d/dsa i d/dsp oznacza różniczkowanie wzdłuż oc i /? — linii, wtedy związki wzdłuż,
charakterystyk mają postać

dp 80
coscp-~~+2q-^. Xcos(0+(p)-Y sin(®+(p) = 0,

(2.6)
^--2q~~+Xsin&-Ycos® = 0.

Z warunków plastyczności (2.2) po podstawieniu (2.4) otrzymamy

(2.7) q= psmyA-kcosq).

3. Schemat zadania

N a rys. 1 przedstawiono schematycznie układ obszarów plastycznych w przypadku
nasypu o małych wymiarach korony w porównaniu z wysokością. Wychodząc z brzegu
OA wyznaczamy stan naprężenia kolejno w obszarach OAB i OBC, a następnie znając

const

Rys. 1

przebieg linii OC określamy kształt brzegu swobodnego OD i stan naprężenia w OCD-
Łatwo jest przedłużyć siatkę charakterystyk do obszaru ograniczonego linią EFG. Dalej
postępujemy w sposób podobny do podanego przez BISHOPA [10]. Przedłużenie siatki cha-
rakterystyk, ograniczonej skrajną linią EFG rozpoczynamy od rozwiązania zagadnienia
mieszanego, określonego znanymi wielkościami wzdłuż linii EFG i warunkiem symetrii
na osi HA. Sformułowane zagadnienie mieszane określa jednoznacznie stan naprężenia
w obszarze EFGKIH. Następnie należy rozwiązać zagadnienie odwrotne do zagadnienia
brzegowego Cauchy'ego. Znając mianowicie przebieg linii GK wyznaczamy kształt brzegu
swobodnego GM. Obszar na zewnątrz linii HIKM jest sztywny. Przedstawiona siatka
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charakterystyk ma charakter podobny do układu podanego przez EWINGA i HILLA [11]
dla rozciąganego pręta z karbami.

W dalszych częściach pracy ograniczono się do podania przybliżonego rozwiązania
zagadnienia w obszarze OABCD. Problem przedłużenia rozwiązania do linii HIKM może
stanowić treść oddzielnej pracy. Wydaje się, że problem ten może być rozwiązany w spo-
sób podobny do podanego przez EWINGA W pracy [12].

g-const

Rys. 2

W przypadku nasypów o szerokiej koronie (rys. 2) lub skarp, kiedy ośrodek w jednym
kierunku poziomym rozciąga się nieograniczenie, rozwiązanie budujemy w obszarze
OABCD. Przedłużenie siatki charakterystyk jest możliwe do wykonania w sposób po-
dobny do opisanego powyżej, w przypadku, kiedy materiał podłoża nie jest słabszy od
materiału z którego zbudowany jest nasyp.

4. Warunki brzegowe

Dalsze rozważania ograniczamy do rozpatrzenia problemu przedstawionego schema-
tycznie na rys. 3. Poszukujemy kształtu zbocza ograniczonego poziomą półosią x ^ 0
i obciążonego naprężeniem normalnym ay = —g = const wzdłuż tej półosi. Profil zbocza
x < 0 jest wolny od obciążeń zewnętrznych.

Jeżeli normalną i styczną składową naprężenia na zboczu oznaczymy przez a„ i r,„,
a przez A oznaczymy kąt między styczną do zbocza w danym punkcie i osią x, wtedy
można podać następujące wzory

(4.1) <rH = -p+qSm[2(0-X) + <p], rnt = qcos[2(0-X)+<p].

Z warunku a„ = r„t = 0, na zboczu otrzymamy

(4.2) ! ) M OD'.

(4.3)

1—sinc5'

Warunek ay = —g i rxy — O wzdłuż półosi x ^ 0 prowadzi do

_ g—/ccosę? _ gsincj+fccos^
1+sin95 ' l+sinę? 0 = — x — T n a



O STATECZNOŚCI NASYPÓW I SKARP 431

Jeżeli pominiemy wpływ sił ciężkości, wtedy wzory (4.3) będą także rozwiązaniem rów-
nań stanu granicznego w całym obszarze OAB.

Rys. 3

Stan naprężenia w obszarze OAB jest niezależny od współrzędnej x i daje się opisać
następującymi równaniami:

(4.4)
dy dy

gdzie y jest ciężarem objętościowym ośrodka. Po scałkowaniu (4.4) i wyznaczeniu stałych
z warunków brzegowych (4.3), w obszarze OAB otrzymamy

P l+sin<p
(g-yjsiny+fccosy

q=q°+sq'+e2q"+...,

1 5. Równania metody perturbacji

Rozwiązania równań (2.6) i (2.7) poszukujemy w postaci szeregów potęgowych wzglę-
dem parametru e: - .

(5.1)

gdzie e jest wielkością rzędu ay/k (a jest liniowym wymiarem deformowanego obszaru),
a układ p°, q° i 0° jest rozwiązaniem analitycznym odpowiedniego problemu, kiedy
wpływ sił ciężkości pomija się (rozwiązanie wyjściowe). Wyrazy p', q', 0' i rzędów wyż-
szych są rozwiązaniem liniowych równań perturbacyjnych odpowiedniej klasy.

Zmiennymi niezależnymi są długości łuku dwóch krzywych

(5.2)
-

dx
dx
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przyjętych jako układ współrzędnych, które są także a° i /S° — charakterystyką rozwią-
zania wyjściowego. Jeżeli d/ds° i d/dsj oznacza różniczkowanie wzdłuż wyjściowych a*
i yS° — linii, to

C O S p _ £ — O O B f o - ^ '
(5.3)

A+cos^+^^-A.

Po podstawieniu (5.1) do (2.6) i (2.7) i mając na uwadze (5.3), otrzymamy te związki
w postaci szeregów potęgowych względem e. Przyrównując do zera wyrazy niezależne
od e, otrzymamy równania zerowej perturbacji

(54)
q° =

Rozwiązanie (5.4) z (5.2) prowadzi do wartości wyjściowych.
Przyrównując do zera wyrazy rzędu e, otrzymamy równania pierwszej perturbacji

_

W rozwiązaniu ograniczonym do pierwszej perturbacji, równanie profilu zbocza we
współrzędnych fj, £ (rys. 3) ma postać

(5-6) | = ^ ' ,

a z (4.2), (4.3), (4.5) i (5.1), jako warunki brzegowe dla zerowej i pierwszej perturbacji
otrzymamy

6. Rozwiązanie równań perturbacyjnych

6.1. Rozwiązanie wyjściowe. Układ charakterystyk rozwiązania wyjściowego przedsta-
wiają linie przerywane na rys. 3. Zerowe pole naprężeń określają formuły:
w OAB

gsm<p+kcos(p = _n___<p_.
* l+i ' 4 2'
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w obszarze OBC

( 6 2 )

0° = 0-y,

obszarze OCD

(6.3) Po = «°= 1 * C ° . B y , <P° = /?-
K 1—sin cp
gdzie g, 0 jest układem współrzędnych biegunowych ze środkiem w punkcie O, a kąt /?
określony jest wzorem

Profil zbocza stanowi prosta OD nachylona do osi x pod kątem (-- +/?).

Ciągłe pole naprężeń powinno spełniać warunek /S ^ 0, wtedy z (6.4) otrzymamy,
że obciążenie zewnętrzne g musi spełniać nierówność

(6.5)
•

nakładającą znane ograniczenie na rozwiązanie zagadnienia równowagi granicznej [1],
Zanotujmy jeszcze, że w obszarze OBC charakterystyki /3° są spiralami logarytmicznymi;
równanie linii >ST ma postać

(6-6)

gdzie OS = Q0 oraz Q0 = ^expGStgy), Qj. = OT.
6.2. Rozwiązanie równań pierwszej perturbacji. W obszarze O CD' zmiennymi niezależny-

mi jest układ współrzędnych s°, 5$ oparty na charakterystykach wyjściowych z osiami
skierowanymi zgodnie z kierunkami a° i /?° — linii. Mamy następujące związki między
układami współrzędnych

(6 7) j° - - J 1 L *

W obszarze OBC zmiennymi niezależnymi jest układ współrzędnych biegunowych g, 6.
Wtedy mamy

(6.8) 4o=-ir> inr = C0S(?>-4r w 0BC-
ds° 3Q dsjj Qd6
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Równania pierwszej perturbacji (5.5), dla poszczególnych obszarów są następujące:
wOBC

(6.9)
cos(P-lf-+2q0—+-q°&'-e-1ycos(d+?) = 0,

80'
- 0;

w obszarze OCD'

(6.10)

¥ , ,-o 80'

sin0
—

l-Z + ?r - 0 .

gdzie ^° dane są odpowiednio przez wzory (6.2)2 i (6.3)t.
Po scalkowaniu kolejno równań (6.9)2 i (6.9)i i po wyznaczeniu nieznanych funkcji

całkowania z warunków (5.7), w obszarze OBC otrzymamy

3tg95sin0+cos0 coś(0+c?)l
1+8 sin2 cp 3 cos 9?

s | - 4 + l

nl4r-j
71 n 9?

J~~2

(6.11)
1+8 sin2 93

3tg(/3sin(5+cos6)
1+8 sin2 99 cos cp

In
C O S I T +

COS (p

W obszarze OCD' po scalkowaniu (6.10), mamy

(6.12)

stąd, wobec/)' = 0, dla s° = — sfi otrzymujemy

(6.13)



O STATECZNOŚCI NASYPÓW I SKARP 435

oraz

(6-14)

sin ^ - 1 + |

Funkcję G wyznaczamy z warunku ciągłości p°+sp' i 0 ° + e $ ' na linii OC, której równa-
nie rzędu e ma postać

(6.15) = 60',

gdzie O' jest określone przez (6.11)2. Biorąc pod uwagę, że 6 = P+-r~^- dla @i = 0,

z (6.15) otrzymamy

(6.10 4 2 l+8sin2c?

"»(? + *
cos 95

n

l+8sin2c)

Na linii OC, w klasie s, mamy także s° — QV Wykorzystując teraz (6.2), (6.3), (6.11),
(6.14) i (6.16), z warunku ciągłości p i 0 na OC znajdujemy

(6.17) G ( s ° ) = -

s i n ( ( 9 - J« cos95

a[/3+f - f +cos lfi+»-

cos 95 cos 95

3tg?>sm(T—|
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Wobec (6.17), w obszarze OC'D' ostatecznie otrzymujemy

/»+£ ~ f +008 U+J -

+ • cos 93

( TT 05

4+f
c o s 93

3 tg psin I T — | +cos U - ^

(6.18)

C0SC3

Xexp(3/?tgc>)

n n tp\ In
^r-^)+cos(T--|

coscj
X

gdzie g° = fccos 95/(1—si
Wzór na 0' dla punktów położonych na zboczu OD' można otrzymać całkując bez-

pośrednio równania (6.9)2 i (6.10)2 wzdłuż wyjściowej linii STU. Mianowicie, po scał-
kowaniu otrzymamy

(6.19)

ofaz

c o s 93



O STATECZNOŚCI NASYPÓW I SKARP 437

Eliminując z.(6.19) i (6.20) wyrażenie [p'T ^0'T I i wykorzystując brzegowe wartości

(5.7) na p' i 0', dla zbocza otrzymamy

(o n ą3tg99sin | 8 + - j — - i

(6.21)

l+8sin2c>

COS C>

cos

COSC>

3 tg ę sin

1+8 sin2 C

7. Przybliżony wzór na kształt zbocza

W rozwiązaniu ograniczonym do pierwszej perturbacji, na zboczu OD' mamy s° = — sj?
oraz ?7 = 0. Po podstawieniu (6.18)2 lub (6.21) do (5.6) i po scałkowaniu otrzymamy
następujący wzór na kształt zbocza

(7.1)

gdzie

1—sin <p

~

3 tg cp sin

(7.2)

cos 95

3 t g 9 P s m | T - Z - l + c o s U -

cos

COS C5

O charakterze funkcji N(<p, /9) informuje rys. 4, na którym przedstawiono wykresy
zależności N od /? dla <p = 0°, 5°, 10°, 20°. Można stwierdzić, że przy wzroście obciążenia
zewnętrznego g (kąt p maleje) wpływ ciężaru własnego ośrodka na kształt zbocza maleje.

Dla —f}^-— — 93(95 «$ 20°), N = 0 i profil zbocza stanowi prosta nachylona do osi x pod

kątem równym w przybliżeniu kątowi tarcia wewnętrznego <p. Kształt zbocza jest więc
w tym przypadku taki sam, jak w rozwiązaniu wyjściowym, kiedy pomija się wpływ sił
ciężkości. .

5 Mechanika teoretyczna
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-10 -20 -30

Rys. 4

x*/k -6,0 -1,0

- - 2 , 0

-4,0

Rys. 5

W przypadku, gdy kąt /? = 0, tzn. gdy profil zbocza ma w punkcie O pionową styczną,
obciążenie zewnętrzne g jest wtedy równe wartości 2łcos 99/(1—siny) i można rozpatry-
wać je jako oddziaływanie warstwy ośrodka o wysokości H — 2fccos <p/y(l—sin cp), w któ-
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rej występuje stan sprężysty (por. [1]). Z (7.1) otrzymamy następujący wzór na kształt
zbocza

(7.3) n = ~Y^n v

Na rys. 5, w układzie osi zmiennych bezwymiarowych x' = -—- i y' = -~, wykreślono

kształt zbocza dla cp = 20° i 30° oraz 0 = 0, a także dla przypadku cp = 30° i /? = -40°41';
linie przerywane odpowiadają rozwiązaniu perturbacyjnemu, linie ciągłe rozwiązaniom
numerycznym podanym w pracach [1] i [13]. Dokładność otrzymanego rozwiązania per-
turbacyjnego (7.1) maleje ze wzrostem wysokości zbocza oraz wartości kąta tarcia <p,
rośnie ze wzrostem obciążenia g.

8. Wnioski

Porównanie wyników rozwiązania perturbacyjnego i numerycznego pozwala stwierdzić,
że wyprowadzony wzór na kształt zbocza może być zastosowany w inżynierskich oblicze-
niach stateczności skarp.

Podana przez SPENCERA metoda perturbacji powinna znaleźć szersze zastosowanie
przy obliczaniu zadań nośności granicznej. Pozwala ona w sposób stosunkowo nieskom-
plikowany matematycznie znaleźć przybliżone rozwiązanie w postaci wzoru analitycznego,
a uzyskiwana dokładność rozwiązania jest wystarczająca z inżynierskiego punktu widze-
nia (por. [4, 5, 6, 7]).

Pracę należy traktować jako etap wstępny na drodze uzyskania kompletnych rozwią-
zań masywów gruntowych w stanie równowagi granicznej.
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P e 3 K> M e

OB yCTOEraHBOCTH HACŁinEfł H OTKOCOB B COCTOSHHH
PABHOBECELSI

«

B paSoTe paccmaTpHBaioTCH CHMiweTpirqHbie MaccHBHbie rpytrroBbie coopyweHHH Harpy>i<eHHbie Ha
BepXHeH ropH3OHTaJILHOH nOBepXHOCTH nOCTOHHHblM HOpMaJIbHbIM HanpHWeHHeM. IIpHHHMaeTCHj "tTO
cpe^a iiaxoflHTca B COCTOHHHH npeflejitHoro paBHOBecHH.

3afla^a 06 onpeflejieHHH nanpa>KeHHoro COCTOHHHH BHyTpH coopyweHHa H $opMbi ci<aTa CBoSoflHoro
OT BiieuiHHx HanpH>i<eHHH peineHa flua BepxHHX o6nacTeft Ae4>°PMauHH coopyH<eiraH c noiwomHO npefl-
JioweHHoro A. M. CnEHCEPOiw MeTOfla BO3iwymeHHH.

Ha ocHOBe cpaBiieHHH peineHEra nonyqeHHoro c noMombio MeTOfla BO3MymeHHH c ^HCJieHHbiM pe-
yraaHOBJieHO, ^TO BbiBefleHHan npHÓ^HHteHHaa (J)opiwyira Ha (bopiwy CKaTa MoweT npHMeHHTCH

HHJKeHepirwx pacciexoB ycToft̂ HBOCTH OTKOCOB.

S u m m a r y

ON THE STABILITY OF THE EMBANKMENTS AND SLOPES IN THE STATE OF LIMIT
EQUILIBRIUM

A symmetric heavy soil mass loaded on its upper horizontal surface by a uniform normal load (Figs. 1
and 2) is considered in the paper. The medium is assumed to be in the state of limit equilibrium.

The problem of determination of the stress state within the mass and of the shape of the stress-free
slope was solved for the upper region of the mass with the aid of the perturbation method proposed by
SPENCER [4].

Comparison of the presented solution and the numerical solution yields the conclusion that the derived
approximate formula for the form of the slope can be used in engineering calculations concerning the
stability of slopes.

INSTYTUT GEOTECHNIKI
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O PEWNEJ MOŻLIWOŚCI DOWODU TWIERDZEŃ O STABILNOŚCI
I NIESTABILNOŚCI RUCHU OKRESOWEGO

WŁODZIMIERZ G A W R O Ń S K I (GDAŃSK)

Ważniejsze oznaczenia

Q funkcja następstwa,
[ta> h] przedział domknięty,

c o l o n (xlt x2. •••, x„) = macierz kolumnowa,

E„ M-wymiarowa przestrzeń euklidesowa,
e symbol przynależności elementu do zbioru,

Q(X) norma wektora x„
Q(X', X") = Q(X'—X") wzajemna odległość punktów x' i x",

K[x0, r] kula domknięta o środku x0 i promieniu r
L hiperpowierzchnia bez styku w przestrzeni E„ (podprzestrzeń E„).

W pracy podano nową metodę dowodu twierdzeń dotyczących stabilności i niestabil-
ności ruchu okresowego. Dowód przeprowadzono wykorzystując twierdzenie o odwzoro-
waniu zwężającym Banacha.

Celem pracy jest wskazanie nowych możliwości wynikających z zastosowania metod
analizy funkcjonalnej w teorii układów dynamicznych. Niektóre możliwości-wykorzysta-
nia twierdzenia ó odwzorowaniu zwężającym Banacha w tym dziale mechaniki wskazał
HOLTZMAN [1].

Do badania układów nieliniowych, w szczególności o charakterystykach odcinkowo
liniowych, stosowana jest metoda odwzorowań punktowych Poincare-Andronowa [2].

Przeanalizujmy układ, którego stan dynamiczny opisany jest współrzędnymi x l 5

x2, . . . ,x„. Współrzędne te określają wektor x, nazywany wektorem fazowym układu.
Przyjmujemy następujące określenie ([3], s. 19): wektorem fazowym układu nazywamy

każdy wektor x = {xt}, i = 1,2, ...,n o następujących własnościach:
1) składowe xt(t) charakteryzują stan dynamiczny układu w chwili t,
2) dla danego wymuszenia u(t) każdy stan początkowy x(t0) = x0 w sposób jednoznacz-

ny wyznacza wartości x(t) = x(t, t0, x0) dla wszystkich t, przy czym spełnione są rów-
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ności: x(t, z, xz) = x(t, t0, x0) jeżeli xt = x(r, t0, x0) dla wszystkich t, r i t0 z przedzia-
łu [ta, th] (rys. 1).

Równania różniczkowe określone w tym przedziale spełniają warunki istnienia i jedno-
znaczności rozwiązań. Współrzędne xh i = 1,2, ...,«, nazywamy współrzędnymi fa-

0 ta t0 T tb t

Rys. 1

zowymi układu. W przypadku n = 2 współrzędne x1 i x2 wyznaczają płaszczyznę fazową
(rys. 2).

Niech dany będzie na płaszczyźnie fazowej łuk bez styku [4]. Pod pojęciem luk bez
styku rozumiemy gładką krzywą /, gdy:

1. Na krzywej / nie ma ani jednego punktu osobliwego.
2. Ani w jednym punkcie krzywa nie ma styku.

Rys. 2

Sformułowanie łuk nie ma styku w punkcie M oznacza, że trajektoria przechodząca
przez punkt M nie jest styczna do łuku /.

Trajektoria wychodząca z punktu M łuku bez styku / (rys. 2) przecina łuk / w punkcie
M (w przypadku gdy nie przecina łuku /, mówimy, że punkt M nie ma następnego na
tym łuku). Położenie punktu M na łuku / możemy jednoznacznie określić za pomocą jed-
nej zmiennej niezależnej s (zmienną tą może być np. odległość M od końca łuku A),
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Trajektoria fazowa wyznacza wzajemną zależność między punktami M i M łuku bez
styku, gdyż przez każdy punkt nieosobliwy płaszczyzny fazowej przechodzi tylko jedna
trajektoria. Zależność tę zapiszemy w postaci

(1) M=TM,

przy czym T jest odwzorowaniem punktu M w M.
Jeżeli istnieje punkt M* na łuku / taki, że

M* = TM*,

to ruch opisywany przez trajektorię przechodzącą przez punkt M* jest okresowy (punkty
M i M pokrywają się).

W postaci analitycznej zależność (1) zapisujemy następująco

s = Q(s).

Funkcję Q(s) nazywamy funkcją następstwa ([4], s. 90, [5], s. 641).
W przypadku ruchu okresowego mamy

Jest to warunek konieczny i dostateczny okresowości ruchu.
Można wykazać [6], że warunkiem koniecznym i dostatecznym stabilności ruchu okre-

sowego jest

da,
Odwrotnie, gdy

\lAO\
>1,. Js

cykl jest niestabilny.
Zakładamy, że stan dynamiczny układu całkowicie i jednoznacznie opisuje n współ-

rzędnych stanu. Współrzędne te wyznaczają przestrzeń fazową w-wymiarową E„. Analo-
gicznie do pojęcia łuku bez styku na płaszczyźnie fazowej przyjmujemy określenie hiper-
powierzchni bez styku L w przestrzeni fazowej En. Jest to gładka powierzchnia, n—l
wymiarowa, na której nie ma ani jednego punktu osobliwego i w żadnym punkcie po-
wierzchnia ta nie ma styku.

Niech dany będzie na hiperpowierzchni bez styku L, w przestrzeni E„ punkt Mo.
Współrzędne tego punktu wyznaczają wektor fazowy x° = {x°, x%, ..., x°}. Niech tra-
jektoria fazowa wychodząca z tego punktu «przebija» hiperpowierzchnię bez styku L
w punkcie następnym Mt, następnie w punkcie M2 itd. Otrzymujemy ciąg punktów

(2) M0,M1,M2,...,M„,...,

przy czym każdy następny punkt ciągu (2) wyznaczony jest poprzez poprzedzający go
zależnością

M = TM.
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Kreską u góry oznaczono punkt następny po M, Tjest symbolem odwzorowania punktu
Mw punkt M.

Zależność między współrzędnymi punktów M i M określa relacja

(3) s = Q(s),

Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby ruch wyżej zdefiniowanego układu był
okresowy, jest istnienie takiego punktu s*, że

(4) s* = Q(s*), s* = {s$, at, .», Jf-i}.

Dla określenia stabilności punktu stałego odwzorowania M* o współrzędnych s* —
= {Ą, s%, ..., s*_t] rozpatrzmy ciągi punktów M w obszarze bliskim punktowi stałego
odwzorowania M*. W ciągu (2) każdy punkt następny wyznaczony jest poprzez poprzedza-
jący za pomocą funkcji następstwa (3).

Definicja 1. Punkt stałego odwzorowania M* jest stabilny, jeżeli istnieje takie otoczenie
tego punktu

(5) Q(s,s*)<eu £ l > 0 ,

że wszystkie ciągi (2) z wyrazem początkowym MQ należącym do otoczenia (5) są zbieżne
do granicy M*.

Definicja 2. Punkt stałego odwzorowania M* jest niestabilny, jeżeli w dowolnie małym
otoczeniu tego punktu

(6) Q (s, s*) ^ s2, s2 > 0

znajdzie się choćby jeden ciąg (2) z wyrazem początkowym należącym do obszaru (6),
który nie jest zbieżny do granicy M*.

Przy założeniu, że istnieją pochodne funkcji następstwa w otoczeniu punktu M*t

zbudujmy macierz A

(7) A = [oj,

Izie

(8)

a więc mamy

8Q
i, k= 1,2, ..., n—l;

A =

8Qi

8Q2

8Qn-2

8s2

8Q2

ds2

8s2

8Qt

8Q2

' di*.,.

8Qn-2

8s2 '
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Twierdzenie 1 [2]. Punkt.?* spełniający równość (4) jest stabilny w sensie Def. 1
jeżeli moduły pierwiastków wielomianu charakterystycznego Aj macierzy A są mniejsze
od jedności
(9) U i l < i , | A 2 ] < i , . . . , U „ _ 1 | < i .

Dowód. Konieczność. Weźmy jako otoczenie punktu s kulę domkniętą Kt

K, = K[a*, e j .

W myśl podanej definicji punkt s* jest stabilny, jeżeli odwzorowanie (3) na obszarze K±

jest odwzorowaniem zwężającym ([7], s. 54), przy czym na mocy twierdzenia Banacha
([7], s. 54) w obszarze tym znajduje się tylko jeden punkt stałego odwzorowania.

Odwzorowanie (3) określone na obszarze metrycznym Kt nazywamy zaś zwężającym,
jeżeli są spełnione warunki
(10) s = Q(s); seKx

i dla dowolnych s', s" należących do obszaru jffj spełniona jest nierówność

(ii) e(s',s")<ae(s',s"),

gdzie

0 < a.< 1.

Przyjmując w związku (11) s" — s* oraz oznaczając s' = s, otrzymujemy

S(s, s*)< aS(s,s*),

lecz
Q(S, S*) = e(s-s*) = e(As),

Q(S, S*) == Q(JS-S*) = Q(AS),

a więc mamy

(12) g(di)« OLQ(AS),

gdzie
Aś = s—s*, As = s—s*, 0 < a < l .

Założyliśmy, że na obszarze K^ funkcja (3) jest ciągła i różniczkowalna, rozwijamy
więc ją w punkcie s* w szereg Taylora. Otrzymujemy

(13) s = s*+A(s-s*)+r.

Zgodnie z wyżej przyjętymi oznaczeniami związek (13) przyjmie postać

Aś= AAs+r,

gdzie As = colon (Aśi, As2, ..., Asn_^), As = colon (Aslt As2, ..., As„_i), A — ma-
cierz kwadratowa rzędu n—\ liniowych współczynników, r — składowe rzędu drugiego
i wyższych rzędów rozkładu (3) w szereg Taylora. Jeżeli otoczenie Kx jest dostatecznie
małe, wówczas r x 0 i wobec tego mamy

(14) As = A As,

gdzie macierz A zdefiniowana jest związkami (7) i (8).
Z (12) i (14) otrzymujemy

(15) e(AAs)<ae(As).
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Przyjmując za bazę podprzestrzeni L n—l niezależnych wektorów własnych
wektor As przedstawimy w postaci

gdzie b-t są składowymi wektora As.
Mamy stąd

n—l / I — I n — l

K - l

gdzie A| — /-ta wartość własna macierzy 4̂, czyli

(16)

Z porównania (15) i (16) otrzymujemy, że warunek stabilności (16) jest spełniony,
jeżeli wartości bezwzględne wszystkich pierwiastków wielomianu charakterystycznego
macierzy A są mniejsze od jedności.

Dostateczność. Załóżmy wbrew tezie, że jest spełniona zależność (9) i układ jest nie-
stabilny. Ponieważ zachodzi (9), więc nierówność (16) słuszną dla każdego odwzorowania
ciągłego zapiszemy w postaci

(17) Q(AAS)<PQ{AS); 0 < /? < 1.

Związek (17) oznacza, że odwzorowanie (3) na obszarze Kt jest odwzorowaniem
zwężającym, a punkt s* jest stabilnym punktem tego odwzorowania.

T w i e r d z e n i e 2 [2]. Punkt s* spełniający równość (4) jest niestabilny w sensie
Def. 2, jeżeli moduł któregoś z pierwiastków wielomianu charakterystycznego macierzy A
jest większy od jedności

(18) | * i l > l lub | A 2 | > 1 , . . . , lub \l„.1\>\.

Dowód. Konieczność. W myśl Def. 2 punkt s* jest niestabilny, jeżeli odwzorowanie (3)
nie jest odwzorowaniem zwężającym, tj. jeżeli w zależności (15) a > 1.

Dla odwzorowania (3) słuszny jest związek (16), dla dostatecznie małego otoczenia
punktu s*. Z porównania (15) i (16) wnioskujemy, że aby odwzorowanie nie było zwęża-
jące, to max [A; | > 1.

i

Dostateczność. Załóżmy wbrew tezie, że zachodzi (18) i układ jest stabilny. Z (18) wy-
nika jednakże, że zależność (16) jest spełniona i dla takich As, że

(19) Q(AS)<Q(AAS).

Z (15) i (19) otrzymujemy, że

Q(AS) < Q(AAS)^ ag (AS),

a więc a > 1.
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Istnieje więc takie otoczenie punktu s*

K2 = K[s*, e2],

że odwzorowanie (3) na obszarze K2 nie jest odwzorowaniem zwężającym [nie spełnione

są warunki (10) i (11)], a więc punkt s* jest niestabilny.

W przypadku występowania pierwiastków równania charakterystycznego, moduł

których jest równy jedności. Twierdzenia 1 i 2 nie określają stabilności i niestabilności

ruchu okresowego. Jest to przypadek krytyczny.
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OB OflHOH BO3MO2KHOCTH flOKA3ATEJILCTBA TEOPEM OB yCTOH^HBOCTH
H HEYCTOH^HBOCTH nEPHOflH^ECKHX flBHMCEHHH

B paBoTe flaHO HOBOe H0i<a3aTejibCTB0 leopeM 06 YCTOH^HBOCTH H neycTOHHHBOcTH
flBHweiffiii i-iejiHiiefii-ibix cHCTeiw. PaccMaipHBaeTCH nocjieflOBaTejitnocTb rcraeK Ha rHnepnoBepxHOMH
6e3 KOHTaKTa B n-MepiIOM (pa30B0M npOCTpailCTBC CxOflHMOCTt H paCXOflHMOCTB 3TOH
CTH HccjieflOBana c noMoiqwo npHHt(Hna cwaTtix oTo6pa>KeiiHH BaHaxa.

S u m m a r y

ON A CERTAIN POSSIBILITY OF PROVING THE PERIODIC MOTION
STABILITY AND INSTABILITY THEOREMS

A new proof of stability and instability of the periodic motion of a non-linear system is given in the
paper. A sequence of points lying on the hypersurface in the w-dimensional phase space is considered.
Convergence and divergence of the sequence is analyzed, the Banach contraction operator theorem being
used.
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WYRAŹNA GRANICA PLASTYCZNOŚCI METALI
W UJĘCIU TEORII ATMOSFER COTTRELLA

LUDOMIR K A L I N O W S K I , JERZY L I N K O W S K I (WARSZAWA)

W artykule podane są podstawowe zagadnienia z zakresu teorii atmosfer Cottrella
TV zastosowaniu do wyraźnej granicy plastyczności w metalach. Artykuł ma na celu wpro-
wadzenie czytelnika w podstawy teorii granicy plastyczności ujętej z punktu widzenia
klasycznej teorii dyslokacji.

1. Wyraźna granica plastyczności w świetle faktów doświadczalnych

Jedną z najczęściej stosowanych mechanicznych prób badania materiałów jest próba
rozciągania, której wynik charakteryzuje wykres przedstawiający naprężenie umowne a
"W funkcji wydłużenia względnego e. Jak wiadomo, naprężenie umowne określa się wzorem
•a = FjS0, gdzie F jest aktualną siłą, So zaś początkowym przekrojem próbki, natomiast

Rys. 1. Wykres rozciągania metalu plastycznego nie wykazującego wyraźnej granicy plastyczności

•E = Al/l0, gdzie Al jest przyrostem długości, a Jo początkową długością pomiarową
próbki. Dla większości metali wykres taki wygląda, jak na rys. 1, gdzie zaznaczone są pewne
charakterystyczne wielkości, mianowicie Rm = Fm/S0 oznacza wytrzymałość na rozcią-
ganie odpowiadającą największej sile obciążającej Fm uzyskanej w czasie przeprowadzania
próby i podzielonej przez przekrój początkowy, JR„ jest naprężeniem rozrywającym równym
stosunkowi odpowiedniej siły Fu do So. W przypadku metali wyraźnie kruchych R,„ = Ru

(patrz rys. 2). Wielkość Rx (rys. 1) oznacza tzw. naprężenie graniczne przy określonym
umownym wydłużeniu trwałym, które przyjmuje się zależnie od okoliczności w granicach
0,001—0,5% początkowej długości pomiarowej. Jest ono podstawą do określenia
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tzw. umownej granicy plastyczności -Ro,2> która odpowiada umownemu wydłużeniu trwa-
łemu 0,2%. W przypadku większości materiałów granica plastyczności może być określona
tylko w sposób umowny.

W niektórych metalach i stopach występuje znane od dawna zjawisko wyraźnej lub
inaczej naturalnej granicy plastyczności. Mimo iż zjawisko to jest bardzo często obserwo-

Rys. 2. Wykres rozciągania materiału kruchego

wane w praktyce, jego mechanizm nie jest dotychczas jednoznacznie wyjaśniony i do dzisiaj.
stanowi temat wielu rozważań teoretycznych.

Schemat wykresu rozciągania materiału wykazującego wyraźną granicę plastyczności
podany jest na rys. 3. Widzimy tu wyraźnie zaznaczające się naprężenia Ral i Reg> które
nazywamy odpowiednio dolną oraz górną granicą plastyczności. Ich stosunek i wielkość
zależy nie tylko od rodzaju i stanu badanego materiału, ale również od takich czynników,

Rys. 3. Wykres rozciągania metalu wykazującego wyraźną granicę plastyczności

jak prędkość rozciągania, temperatura czy sztywność maszyny zastosowanej do próby.
W krańcowym przypadku wartości obu naprężeń mogą się zrównać. Poziomy fragment
wykresu odpowiada równomiernemu wydłużaniu się próbki bez wzrostu naprężeń i okreś-
lany jest czasem jako płynięcie materiału.

Wymienione zjawisko wyraźnej granicy plastyczności występuje w niektórych metalach
często stosowanych w technice. Należy tu wymienić przede wszystkim żelazo techniczne
oraz miękką stal i jest —jak się wydaje — związane w tym przypadku z obecnością ato-
mów azotu i węgla w międzywęzłowych pozycjach struktury krystalicznej. Zostało ono
również stwierdzone w polikrystalicznym molibdenie zawierającym domieszkę azotu,
monokrystalicznym kadinie (również zawierającym azot), w pewnych przypadkach w mono-
krystalicznym cynku, następnie zaś w pojedynczych kryształach mosiądzu /?. Wyraźną
granicę plastyczności stwierdzono również w niektórych stopach aluminium [1, 2], było
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ono też obserwowane w mosiądzu a [3]. Okazało się wreszcie, że wyraźna granica plastycz-
ności może występować w bardzo czystym krzemie [4].

W najbardziej charakterystyczny sposób granica plastyczności ujawnia się w stalach
niskowęglowych i w żelazie technicznym. Po osiągnięciu naprężenia odpowiadającego
granicy plastyczności, na powierzchni próbki pojawiają się delikatne pasma przebiegające
zwykle pod kątem 45° do kierunku działania siły. W miarę wzrostu wydłużenia przy na-
prężeniu Red (poziomy zakres krzywej) zwiększa się ilość pasm, które w końcu, gdy na-
prężenie zacznie już wzrastać, pokrywają całą powierzchnię próbki siatką krzyżujących
się linii.

Linie te po raz pierwszy opisane przez francuskiego uczonego PIOBERTA1), obserwowali
następnie Polak RZESZOTARSKI2), niemiecki uczony LIJDERS i znany metalurg rosyjski
CZERNOW3). Pasma te znane są w literaturze pod nazwą pasm Liidersa, a ostatnio coraz
częściej określane są jako pasma Pioberta—Liidersa.

Do prób rozciągania stosowane są maszyny różnych typów [5]. Zakładając określoną
szybkość odkształcenia można stwierdzić, że zależnie od typu maszyny, a przede wszystkim
jej sztywności, otrzymuje się dla danego materiału różne wartości górnej i dolnej granicy
plastyczności, jak też różne wartości wydłużenia odpowiadającego wyraźnej granicy
plastyczności. Im większa sztywność maszyny, tym w zasadzie wyższa będzie górna gra-
nica plastyczności danego materiału, a zarazem niższa jego dolna granica plastyczności,
przy czym ze wzrostem sztywności maleje wielkość wydłużenia odpowiadającego wyraźnej
granicy plastyczności. Istotną rolę odgrywa w tym przypadku również kształt i wielkość
próbki- Wymienione efekty zależą oczywiście od szybkości odkształcenia, którą zresztą
w maszynach nowego typu można regulować w szerokim zakresie. Wpływ sztywności
maszyny (według MIKLOWITZA [6]) przedstawiony jest na rys. 4.

A
I N K2

Rys. 4. Fragment wykresu rozciągania charakteryzujący wpływ sztywności maszyny K na granicę plas-
tyczności (KL > K2> K3)

Na podstawie licznych doświadczeń zostało stwierdzone, że granica plastyczności
stali zależy w dużym stopniu od temperatury i wzrasta znacznie w niskich temperaturach.
Dla przykładu można podać, że według YOKOBORI'EGO [7] granica plastyczności stali
w temperaturze ciekłego powietrza wzrasta prawie czterokrotnie w stosunku do wartości
w temperaturze pokojowej.

*) Guillaume Piobert (1793-1871) matematyk francuski, od r. 1840 członek Akademii Francuskiej.
2) Alfons Rzeszotarski (1847-1904), polski uczony metalurg działający w Petersburgu.
3 ) D. K. Czernow (1839-1921), metalurg rosyjski zajmujący się przemianami fazowymi i teorią ob-

róbki cieplnej.
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Jak wspomniano, również szybkość odkształcania ma duży wpływ na wartość granicy
plastyczności. Okazało się, że zarówno górna jak i dolna granica plastyczności wzrasta
wyraźnie wraz z szybkością odkształcania i na przykład według WINLOCKA [8] przy
wzroście szybkości odkształcania od 0,002 do 4,4 min"1 granica plastyczności stali wzrasta
mniej więcej dwukrotnie.

Charakter wykresu przedstawiającego naturalną granicę plastyczności zmienia się więc
z szybkością odkształcania. Zależność ta dla stali zawierającej 1% Si, według MIKLOWITZA,
podana jest na rys. 5.

W zjawisku naturalnej granicy plastyczności bardzo istotne jest to, że występujące
płynięcie materiału pojawia się przy danym naprężeniu dopiero po pewnym czasie, który

Rys. 5. Fragment wykresu rozciągania charakteryzujący wpływ prędkości przeprowadzanej próby na
granicę plastyczności (Vi > V2 > V3)

można uważać za czas zarodkowania pasm Pioberta—Liidersa. Jeżeli więc wstrzyma się
rozciąganie przy odpowiednim naprężeniu, kiedy jeszcze nie wystąpiła wyraźna granica
plastyczności, to po upływie pewnego czasu, jeśli próbka pozostaje pod działaniem
stałego obciążenia, pojawia się charakterystyczne płynięcie. Ten czas zarodkowania zależy,

Rys. 6. Nietypowe przypadki wykresów rozciągania metali a) o charakterze zębatym, b) o charakterze
schodkowym

dla danego materiału, od wartości naprężenia i temperatury. Oczywiście wymienione zja-
wisko można zauważyć jedynie po przekroczeniu odpowiedniego naprężenia, zależnego
zresztą również od temperatury.

W pewnych warunkach niektóre materiały dają krzywe rozciągania odznaczające się
początkowo gładkim przebiegiem, po którym pojawia się przebieg zębaty, jak na rys. 6a.
Ten rodzaj krzywych występuje w określonym zakresie szybkości odkształcania i tempera-
tury. Obserwowany był już przez LE CHATELIERA W miękkiej stali w zakresie 80—250°C
i w stopie Al + 4,8% Cu w temperaturze pokojowej, lecz później MANJOINE [9] stwierdził,
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że np. w miękkiej stali w temperaturze 200°C zębaty charakter krzywej rozciągania wystę-
puje jedynie przy szybkości odkształcania zawierającej się między 8,5 • 10~4 a 2 • 10~2 sek"1.
Wymienione zjawisko było obserwowane również w takich materiałach, jak duraluminium,
mosiądz jednofazowy czy nikiel. W niektórych przypadkach otrzymano również krzywe
rozciągania o charakterze schodkowym (rys. 6b). Przypuszcza się, że krzywe tego typu
mają ścisły związek ze zjawiskiem wyraźnej granicy plastyczności, chociaż w pewnych
przypadkach kształt krzywych może w dużym stopniu zależeć od rodzaju i sztywności
maszyny.

Przedstawione tu w dużym skrócie zjawiska związane z występowaniem w niektórych
materiałach wyraźnej granicy plastyczności stanowiły od dawna przedmiot badań doświad-
czalnych oraz były bodźcem do tworzenia odpowiednich hipotez i teorii, dzięki którym
możliwe byłoby powiązanie w logiczną całość zebranego materiału doświadczalnego.

2. Dawniejsze teorie wyraźnej granicy plastyczności

Na podstawie obserwacji wykresu rozciągania nasuwa się myśl, że wyraźna granica
plastyczności jest wynikiem istnienia pewnych barier (przeszkód) w strukturze materiału,
które w pierwszym okresie przeciwdziałają plastycznym odkształceniom materiału. Dopiero
po przekroczeniu pewnej krytycznej wartości naprężeń następuje przełamanie barier
i materiał wykazuje wyraźne odkształcenia plastyczne. Bariery te mogą być różnie rozu-
miane, zależnie od pojęć jakie wprowadzono w różnych teoriach. Zatem mogą to być

Rys. 7. Wykres rozciągania kryształu Cu w temperaturze 4,2°K, podczas którego wystąpiło bliźniakowanie
(fragment AE)

dosłownie pojęte bariery w postaci wydzieleń fazowych otaczających, np. krystality ma-
teriału, wydzieleń drobnodyspersyjnych, np. w płaszczyznach poślizgu, czy wreszcie
bariery w sensie energetycznym, których pokonanie prowadzi np. do wyzwolenia się
dyslokacji z atmosfery obcych atomów lub też powoduje odkształcenia wywołane two-
rzeniem się kryształów bliźniaczych.

Potwierdzeniem tej ogólnej zasady może być wykres rozciągania monokryształu miedzi
w niskiej temperaturze przedstawiony na rys. 7, na podstawie pracy [10]. W tym przy-
padku przy pewnym krytycznym naprężeniu następuje odkształcenie drogą tworzenia się
bliźniaków deformacyjnych, stąd też wykres rozciągania jest podobny do wykresów
rozciągania takich materiałów wykazujących naturalną granicę plastyczności, jak
np. miękka stal (rys. 3).

6 Mechanika teoretyczna
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Jedną z pierwszych teorii wyraźnej granicy plastyczności jest teoria błonek (membran),
którą opracowali KOSTER i DAWIDENKOW. Według tej teorii granice ziarn w materiale
polikrystalicznym, jakim jest żelazo czy miękka stal, są otoczone cienkimi błonkami
cementytu. Podczas odkształcenia próbki, gdy naprężenie osiągnie górną granicę plas-
tyczności, błonki takie pękają i naprężenie spada do poziomu dolnej granicy plastyczności.
Błonka cementytu jest więc zgodnie z tą teorią elementem umacniającym materiał. Po-
twierdzeniem tej teorii jest brak granicy plastyczności w próbce powtórnie rozciąganej.
Trzeba jednak dodać, że po pewnym czasie, zależnym od temperatury, wyraźna granica
plastyczności może się znów pojawić, co znowu, według wielu autorów, świadczy przeciw
teorii membran, gdyż regeneracja błonek cementytu w stali uważana jest za zjawisko
mało prawdopodobne lub wręcz niemożliwe.

Inną teorią dawniej sformułowaną jest teoria wydzieleń, która została wprowadzona
w 1943 roku przez EDWARDSA, PHILLIPSA i Liu przyjmujących, że wyraźna granica plas-
tyczności jest spowodowana występowaniem submikroskopowych wydzieleń w płasz-
czyznach poślizgu. Wydzielenia takie działając jako przeszkody mogą hamować ruch
dyslokacji, natomiast gwałtowne przejście dyslokacji przez przeszkody, przy pewnym
krytycznym naprężeniu, byłoby powodem pojawienia się wyraźnej granicy plastyczności.

Tworzenie się wydzieleń w płaszczyznach poślizgu jest zgodne również ze zjawiskiem
występowania wyraźnej granicy plastyczności w niektórych materiałach poddanych
starzeniu.

Teoria wydzieleń nie została jednak dotychczas szczegółowo opracowana.

3. Teoria atmosfer Cottrella-Bilby'ego

Według COTTRELLA, atomy niektórych pierwiastków występujących w metalach
np. jako zanieczyszczenia, mogą gromadzić się przy dyslokacjach tworząc tzw. atmosfery.
Atmosfery takie mogą być w pewnych przypadkach utworzone z defektów punktowych,
takich jak wakanse.

Przypuśćmy, że średnie stężenie obcych atomów mogących utworzyć atmosferę przy
dyslokacji wynosi c 0 . W takim razie stężenie tych atomów w atmosferze według COTTRELLA
wynosi

(3.1) c = coe
v'kT,

gdzie U jest energią oddziaływania obcego atomu z dyslokacją.
Poruszająca się dyslokacja może oderwać się od atmosfery pod warunkiem, że jej

prędkość będzie większa od pewnej prędkości krytycznej wyrażonej następującym wzorem

(3.2) „-i*,

gdzie D jest współczynnikiem dyfuzji obcego atomu w danym środowisku, / — średnim
promieniem atmosfery. Wzory te dotyczą tzw. atmosfer maxwell o wskich.

Przechodząc do przykładu żelaza zanieczyszczonego nieznaczną domieszką węgla,
można obliczyć minimalną temperaturę, od której możemy uważać atmosferę obcych
atomów jako atmosferę maxwellowska. Dla oceny tej temperatury potrzebna jest znajo-
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mość zarówno energii aktywacji U, jak i stężeń c oraz c0. W pierwszym przybliżeniu
energię U można przyjąć jako równą energii aktywacji dyfuzji, która według [11] dla atomów
węgla w żelazie a wynosi 84 200 J/mol oraz według [12] dla atomów azotu w żelazie a
78 000 J/mol. Jeżeli średnie względne stężenie atomowe atomów węgla w żelazie a wynosi

C o = 1O~4 oraz maksymalne jakie możemy w tym przypadku założyć c = 1, to ze wzoru (3.1)
otrzymujemy wartość temperatury dla atomów węgla T = 1100°K oraz dla atomów azotu
T— 1010°K. Poniżej tych temperatur odpowiednie atmosfery nie są już atmosferami
maxwellowskimi. Niektórzy autorzy [13] przyjmują wartość U — 47 000 J/mol dla atomów
węgla w żelazie a, co daje wartość krytycznej temperatury istnienia atmosfer maxwellow-
skich równą 700°K. Wobec tego atmosfery atomów węgla (ewentualnie azotu) blokujące

0

Rys. 8, Schemat do wyjaśnienia oddziaływania dyslokacji krawędziowej na obcy atom znajdujący się
w punkcie Q

dyslokacje w żelazie nie są atmosferami maxwellowskimi i dlatego nie mogą być stosowane
do nich wzory (3.1) i (3.2). Należy więc przyjąć, że atmosfery tworzące się przy dyslokac-
jach w żelazie a są innego typu i składają się z atomów (węgla lub azotu) tworzących
rodzaj łańcuchów. Atmosfery takie noszą nazwę atmosfer skondensowanych.

Rozważmy obecnie oddziaływanie dyslokacji krawędziowej (patrz rys. 8) znajdującej
się w punkcie 0 na obcy atom w punkcie Q.

Jak wiadomo z teorii sprężystości, wokół dyslokacji krawędziowej występuje pole
naprężeń, które można opisać następująco

Bsinft

(3.3)

o\ = r
gdzie a,., 0$ i az oznaczają odpowiednie naprężenia normalne (oś % jest prostopadła do
płaszczyzny rysunku), Tr9 i T9I. — odpowiednie naprężenia styczne oraz B współczynnik
określany jako

Gb
2n{\—vY

przy czym v oznacza stałą Poissona, a b moduł wektora Burgersa [14].
Naprężenie hydrostatyczne pola naprężeń wyraża się ogólnie wzorem

rt A\ 1 /• , ^ l t
(3.4) p = (<7_+crv+cr,) = — -r- (

' F 3 v * y ' 3 v

6*
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co w przypadku rozważanej dyslokacji krawędziowej daje

,„ , Gb l + v sin#
(3-5) P~l^T=t~-

Przypuśćmy, że obcy atom znajdujący się w punkcie Q ma symetrię kulistą. Jeżeli pod
wpływem działających naprężeń umowny promień atomowy Q tego atomu uległ zmianie
i wynosi Q', to względny przyrost promienia atomowego można określić jako e = (Q'—Q)/().

Wobec tego można przyjąć, że zmiana objętości tego atomu jest równa AV'= 3Ve. Jeżeli
4

nastąpiło zmniejszenie objętości, to AV = —^-TZQ33S — —4TIQ3€. Energia związana ze

zmianą objętości wynosi U= —pAV, co daje w rozpatrywanym przypadku
4 1 + y Gbę^smft

v 3 l—v r

We wzorze tym uwzględniona jest tylko energia sprężysta środowiska otaczającego dany
obcy atom.

BIŁBY podał dokładniejszą ocenę energii oddziaływania pola dyslokacji na obcy atom,
uwzględniając dodatkowo energię sprężystą samego atomu przy założeniu, że jego włas-
ności sprężyste nie różnią się od własności środowiska. Otrzymał on wzór

(3.7) e

Na podstawie tej zależności można zgodnie z ogólnymi zasadami wyrazić siłę radialną Fr

i styczną (prostopadłą do radialnej) Ą jako F,= —dUfdr oraz F& = (— l/r)(d£//##).
Stąd po uwzględnieniu wzoru (3.7) mamy

(3.8) Fr=jj ^

gdzie A = 4GbQ3e.
Jak łatwo sprawdzić, siła wypadkowa wynosi F = A/r2, trzeba jednak wyraźnie pod-

kreślić, że dane pole nie jest polem centralnym i kierunek siły wypadkowej Fnie przechodzi
przez punkt 0.

Rys. 9. Oddziaływanie obcego atomu znajdującego się w punkcie Q na dyslokację krawędziową porusza-
jącą się zgodnie z osią x

Przypuśćmy, że dana dyslokacja krawędziowa może przemieszczać się w określonej
płaszczyźnie (rys. 9). Niech oś x oznacza krawędź przecięcia się tej płaszczyzny z płasz-
czyzną rysunku, punkt Q zaś jeden z atomów tworzących atmosferę skondensowaną roz-
ciągającą się w kierunku prostopadłym do płaszczyzny rysunku.
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Atom atmosfery znajdujący się w punkcie Q działa na dyslokację P zgodnie z wzorami
(3.8). Przyjmując dane, jak na rys. 9, można wyrazić rzut siły wymienionego oddziaływania
na oś x w sposób następujący

(3.9) F , r2 (x2+y2)2'

maksimum tej siły występuje dla x = y/\/3i wynosi F x m a x = {3A)j{4y\). Wymieniona siła
dotyczy oddziaływania jednego atomu znajdującego się w atmosferze z dyslokacją o jednost-
kowej długości. Przyjmując, że w atmosferze skondensowanej na jeden parametr sieciowy a
przypada jeden atom atmosfery, mamy na jednostkę długości l/a atomów. Stąd siła
oddziaływania atmosfery na dyslokację może być przyjęta jako F'xmi3L — (3A)/(4yjb).
Płaszczyzna poślizgu jest położona pod kątem 45° w stosunku do siły Fxm!LX rozciągającej
próbkę, więc FxmaK = (3j/2 A)l(4y2b), stąd naprężenie odpowiadające górnej granicy plas-
tyczności powinno wynosić

(3.10) Re --

W przypadku żelaza a wartość A wynosi 3 • 10"1 1 Nm2. Przyjmując, że wektor Bur-
gersa b jest równy najmniejszej odległości międzyatomowej otrzymuje się wartość RB =
= 1,2- 1O10 N/m2. Ekstrapolując wartości doświadczalne do 0°K otrzymuje się wartość
równą około 1,2- 109 N/m2. Wartość ta jest więc dziesięciokrotnie mniejsza od otrzy-
manej teoretycznie. Co prawda wartość A, przy dokładniejszym oszacowaniu, jest
nieco niższa niż poprzednio podana, pozostaje jednak dalej wyraźna niezgodność
między wartością teoretyczną i doświadczalną. Należy więc przypuszczać, że deformacja
materiału związana z istnieniem wyraźnej granicy plastyczności jest zapoczątkowana
w pewnych tylko miejscach dzięki występowaniu spiętrzenia naprężeń, przy czym, jak
wynika z podanych wartości liczbowych, współczynnik spiętrzenia nie przekracza w tym
przypadku wartości 10.

Powyżej temperatury 0°K ucieczka dyslokacji od atmosfer jest ułatwiona wskutek
fluktuacji cieplnych i pojawienie się wyraźnej granicy plastyczności jest wówczas możliwe
pod wpływem działania naprężenia niższego od Re. Można to wyjaśnić na podstawie
następującego schematu. Wróćmy do wyrażenia (3.9) i przedstawmy tę zależność na
wykresie (rys. 10a). Maksimum siły Fx odpowiada w tym przypadku granicy plastyczności,
oczywiście po przejściu do naprężeń tnących, jak to było podane poprzednio. Przypuśćmy,
że dyslokacja jest przesunięta o wielkość xlf której odpowiada siła FXy. Aby pod działa-
niem tej siły dyslokacja mogła oddalić się od atmosfery, musiałaby zajmować położenie xz

będące położeniem nietrwałym. Energia potrzebna do przejścia dyslokacji z położenia xt

w położenie x2 może być dostarczona przez fluktuacje cieplne występujące w czasie w spo-
sób chaotyczny. Jednak nie cały odcinek linii dyslokacji musi przejść z położenia xl w po-
łożenie x2, aby dyslokacja mogła oderwać się od atmosfery. Wystarczy, że tylko fragment
linii dyslokacji znajdzie się poza punktem x2 (jak to pokazano na rys. 10b). Jeśli fragment
linii dyslokacji znajdujący się poza punktem x2 jest odpowiednio duży, wówczas dyslokacja
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będzie przy następnych fluktuacjach cieplnych stopniowo przesuwała się w tym kierunku,
aż wreszcie działające naprężenie wystarczy do odsunięcia jej od atmosfery.

Zgodnie z obliczeniem Cottrella i Bilby'ego wartość wyraźnej granicy plastyczności
znacznie spada ze wzrostem temperatury i przy przejściu od 0°K do 273°K obniża się
mniej więcej dziesięciokrotnie, co zresztą zostało potwierdzone doświadczalnie. Fakt ten
można wyjaśnić łatwo istnieniem wąskiej bariery potencjału w pobliżu atmosfery skon-
densowanej.

Jak powiedziano poprzednio, wyraźna granica plastyczności pojawia się przy niewielkiej
zawartości obcych atomów w metalu. Na przykład w żelazie a, występuje ona najwyraźniej
przy stosunkowo niewielkiej zawartości węgla i azotu. Przy większej zawartości węgla

X2

\

7

b

><2 X

Rys. 10. Schemat wyjaśniający zjawisko oderwania się dyslokacji od atmosfery: a) bariera potencjału,
b) położenie fragmentu linii dyslokacji. Oś F prostopadła do płaszczyzny rysunku

w stalach, granica plastyczności staje się mniej ostra i może zaniknąć zupełnie. Zanikanie
wyraźnej granicy plastyczności spowodowane jest przez przeszkody takie, jak cementyt
czy węgliki utrudniające ruch dyslokacji, który w takich przypadkach może się zwykle od-
bywać dopiero pod działaniem naprężenia przewyższającego naprężenie potrzebne do
oderwania dyslokacji od atmosfery.

Dotychczas rozważany był problem oddziaływania na obcy atom dyslokacji krawę-
dziowej. Oczywiście należy również uwzględnić oddziaływanie dyslokacji śrubowych.
Ponieważ jednak w przypadku dyslokacji śrubowej ar, <rs i az równe są zeru, więc naprę-
żenie hydrostatyczne pola naprężeń jest w tym przypadku też równe zeru i — z grubsza
rzecz oceniając — nie powinno być oddziaływania między dyslokacją śrubową i obcym
atomem. Rozumowanie takie jest słuszne jednak tylko w tym przypadku, kiedy odkształ-
cenie struktury spowodowane obecnością obcego atomu ma charakter symetryczny,
jak np. w przypadku obcego atomu zajmującego geometryczny środek komórki elementar-
nej struktury Al (regularnej ściennie centrowanej). Jednak atomy międzywęzłowe w struk-
turze A2 (regularnej przestrzennie centrowanej) zajmują pozycje w środkach ścian lub —
co jest równoważne — w środkach krawędzi komórki elementarnej (rys. 11). Powoduje to
niesymetryczną deformację struktury i wobec tego możliwe jest oddziaływanie obcych
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atomów ze składową styczną pola naprężeń. Sytuacja taka ma miejsce w przypadku
atomów węgla i azotu w żelazie a. Co więcej, jakwykazali ARDLEY i COTTRELL [3], również
i w ostatnim przypadku jest możliwe oddziaływanie dyslokacji śrubowej z obcym atomem
wywołującym symetryczne pole naprężeń, jeżeli dyslokacja rozpada się na dwie dyslokacje
częściowe według mechanizmu podanego przez HEIDENREICHA i SHOKLEYA [15]. Wynika
stąd wniosek, że wyraźna granica plastyczności może istnieć w metalach o strukturze Al
nawet wtedy, gdyby zawierały one tylko dyslokacje śrubowe.

Rys. 11. Komórka elementarna struktury A2. Krzyżyki oznaczają możliwe położenia międzywęzłowe
obcych atomów

Poza tym na podstawie teorii COTTRELLA można wyjaśnić występowanie wyraźnej
granicy plastyczności w stopach Cu-Zn przy pewnej zawartości cynku wynoszącej około
1%. Ponieważ w tym przypadku mamy roztwór stały różnowęzłowy (substytucyjny), to
w utworzeniu pola naprężeń przez obcy atom (w tym przypadku atom Zn) istotną rolę
odgrywa różnica promieni atomowych atomu osnowy i atomu rozpuszczonego (w tym
przypadku Cu i Zn).

Przedstawiony w niniejszym artykule zarys teorii atmosfer COTTRELLA oparty na pod-
stawowych prawach teorii dyslokacji wyjaśnia nie tylko ogólny przebieg krzywej naprę-
żenie-odkształcenie materiałów wykazujących wyraźną granicę plastyczności, lecz może
stanowić punkt wyjścia do dalszych rozważań, np. na temat zależności granicy plastycz-
ności od temperatury itp. Zagadnienia te wykraczają jednak poza ramy niniejszego arty-
kułu.
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P e 3 lo iw e

TEKY^ECTH METAJIJIOB B TEOPHH ATMOC*EP KOTTPEJIJIA

TeopHfl aTMOC(J)ep KoiTpemia npHHa,ryie>KHT K Teiw KnacciraecKHM tiacraiw TeopHH
KOTopbie HrpaiOT BaH<Hyio ponB BO MHOI-HX HayiiHbix paccywfleHHJix KacaiomHXCH CBOHCTB
B STOH c r a n e onncano KBJieHHe npeflwia iei<y^ecTH Ha ocHOBe TeopHH anwoccpep.

B ncpBOH ^acTH paSoTW Ha ocHOBe 3KcnepHMeHTaji&Hbix flaHHtix pacciwaTpHBaeTCH MCTKO Bbipa>KeH-
HbiH npeRen TeKVMecTH, o6cy>KRaioTcsi ycnoBHft noHBJKHHH Tai<oro npeflena, a TaioKe BJIHHHHC TSKHX
(JiaKTOB Kai< TeMnepaTypa5 CKopocTt fledpopMai;HH H jKecTKOCTB HcnbiTaTejiBHoft yciaHOBKH. flanbi TaKH<e
cxeMti KpuBbix HanpH}KeHHe-#ec}>opMauHJi pa3Jinqnoro xapamepa.

Bo BTopoń MaciH roBopHTCH o 6oJiee paHHHX TeopHHX npeflena TeKyqecTH:, I<3K TeopHH iweMBpan
H TeopHfl BblfleneHHH.

TpeTBH qacTB nocBnmeHa OCHOBHŁIM Bonpocaiw dpopMHpoBaiiHH aTMocdpep npHMecBHbix aioMOB
B6JIH3H flHCJioKaqnii. J^aji&uie onncaHO o6pa3OBanHe auvioccpep MaKCBemia H ycnoBHH HX nepexofla
B KOHfleHCHpoBamibie auwocijiepbi. HaKonen, iia ocHOBe TeopHH ynpyrocTH o6cyH<flaeTc>i BbiBOfl dj>o-

onpefleJiHiomnx 3Ha-«eHHe npeflejia TeKyuecTH H BJIHHHHC TennoBbix

S u m m a r y

YIELD POINT PHENOMENON IN THE LIGHT OF COTTRELL ATMOSPHERES THEORY

The Cottrell atmospheres theory belongs to the classical chapters in the theory of dislocations and
plays a significant part in many considerations concerned with the properties of metals. The present paper
deals with the sharp yield point described on the ground of the atmospheres theory.

The first part of this paper outlines the yield point phenomenon from the experimental point of view.
The conditions of its appearance and the influence of such factors as temperature, deformation rate and
testing machine rigidity are described. Several types of the stress-strain curves are given.

The former yield point theories, namely the theory of membranes and precipitations theory are dis-
cussed in the second part of paper.

The third part contains the basic problems concerned with the atmospheres of foreign atoms assem-
bled near the dislocations. Subsequently, the formation of Maxwell's atmospheres and their transition
into condensed atmospheres is described. Finally, both the derivation of the principal formulae expressing
the yield point value and the influence of thermal fluctuations are discussed.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca została złożona w Redakcji dnia 9 lutego 1970 r.
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ZASTOSOWANIE MODELOWYCH MATERIAŁÓW CZUŁYCH OPTYCZNIE
DO ANALIZY STANU NAPRĘŻENIA W OŚRODKACH SYPKICH

ANDRZEJ D R E S C H E R (WARSZAWA)

1. Wstęp

Wzrastające w ostatnich latach zainteresowanie mechaniką ośrodków sypkich spowo-
dowane jest niedostatecznym poznaniem ich cech mechanicznych przy równoczesnej
potrzebie dokładniejszego projektowania konstrukcji magazynujących, transportujących
i urabiających te materiały, jak i projektowania konstrukcji z nich wykonanych. Pod po-
jęciem ośrodków sypkich1) będziemy rozumieć wszystkie materiały, które w odróżnieniu
od ośrodków ciągłych charakteryzują się, rozumianym makroskopowo, nieciągłym roz-
łożeniem masy. Nieistotne jest przy tym, czy pomiędzy poszczególnymi ziarnami ośrodka
występują lub nie, w stanie nieobciążonym, wzajemne oddziaływania zarówno bezpośred-
nie, jak i przy udziale ośrodka wypełniającego wolne przestrzenie — pory. W tym ujęciu
ośrodkami sypkimi będą zarówno grunty piaszczyste, jak i gliniaste, ziarno, sproszkowane
rudy, cukier czy stosowane w różnych technologiach proszki.

Pomimo znacznego rozwoju prac teoretycznych i doświadczalnych poprawny opis
czy też ścisłe przewidywanie zachowania się tych materiałów nie zostały dotychczas sfor-
mułowane. Spośród zaproponowanych koncepcji opisu dają się wyróżnić dwie grupy.
W pierwszej przyjmuje się założenie, że do ciał tych można zastosować podejście kon-
tynualne. Uzyskane rezultaty mają więc charakter fenomenologiczny. W drugiej rozpo-
czyna się od analizy wzajemnych oddziaływań poszczególnych elementów (ziaren) ośrod-
ka. Jest to podejście dyskretne. Niezadowalające rezultaty obu koncepcji wynikają częś-
ciowo z niedostatecznej ilości danych doświadczalnych informujących o wzajemnej za-
leżności pomiędzy wielkościami dynamicznymi (np. naprężeniami, siłami) i kinematycz-
nymi (np. odkształceniami, przemieszczeniami). Większość doświadczeń, podobnie jak
dla ośrodków ciągłych, daje informacje jedynie o stanie deformacji ciała. W przypadku
podejścia kontynualnego naprężenia określane są zazwyczaj z przesłanek logicznych, jak
to ma miejsce w badaniach na próbkach walcowych czy rurkowych, lub też obliczane na
podstawie założeń o własnościach ciała, np. rozwiązania teorii sprężystości dla skupio-
nych lub ciągłych obciążeń zewnętrznych, czy też rozwiązania teorii plastyczności dla pła-
skiego stanu odkształcenia.

2) Termin ten używany jest powszechnie w polskiej literaturze, choć bardziej uzasadniony wydawałby
się «ośrodki rozdrobnione».
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Trudności eksperymentalnego określania stanu naprężenia w przypadku ośrodków
ciągłych zostały częściowo pokonane przez zastosowanie modelowych materiałów op-
tycznie czułych (fotosprężystość, fotoplastyczność). W odniesieniu do ośrodków sypkich
podstawową metodą doświadczalnego wyznaczania stanu naprężenia jest zastosowanie
specjalnie skonstruowanych elementów pomiarowych — dynamometrów —umieszczo-
nych w pewnych punktach ośrodka. Metoda ta, dając zdaniem wielu autorów zadowala-
jące wyniki, budzi jednakże szereg zastrzeżeń z uwagi na wprowadzone zaburzenie w ba-
danym ośrodku przez element pomiarowy, jak i jedynie lokalne lub częściowe informacje.
Pomimo postępującej miniaturyzacji czujników i prób pomiaru wszystkich składowych
stanu naprężenia, jej stosowalność do ośrodków o małych ziarnach lub silnych wew-
nętrznych wiązaniach wydaje się ograniczona. Klasyfikację, zasady działania i opis czuj-
ników dynamometrycznych można znaleźć np. w pracy [14]. W pewnych badaniach zastę-
puje się czasem rzeczywisty ośrodek sypki modelem ośrodka ciągłego wykonanym z ma-
teriału optycznie czułego. Stosowane jest to np. przy analizie współpracy zapór wodnych
2 podłożem [9]. Metoda ta nie może jednakże mieć zastosowania w analizie rzeczywistych
własności materiałów sypkich.

Na podstawie powyższych rozważań wydaje się być celowe zwrócenie uwagi na inną
możliwość wyznaczania wielkości dynamicznych w ośrodkach sypkich, opartą na zasto-
sowaniu optycznie czułych modelowych materiałów sypkich. Opracowanie niniejsze ma
na celu przedstawienie dotychczas zaproponowanych optycznie czułych materiałów mo-
delowych i uzyskanych wyników oraz pewne uwagi o dalszych możliwościach rozwoju
tej metody.

Idea zastosowania modelowych materiałów optycznie czułych do analizy wielkości dy-
namicznych w ośrodkach sypkich należy do DANTU [2] i niezależnie do WAKABAYASHI
{17]. W swej pierwszej pracy [2] DANTU zaproponował użycie dwóch różnych modeli
ośrodka: a) ośrodka utworzonego ze szklanych wałeczków lub krążków, b) potłuczonego
szkła (piasku szklanego). WAKABAYASHI zajmował się głównie modelem z piasku szkla-
nego. Pomimo wykorzystania tego samego zjawiska fizycznego — dwójłomność wymu-
szona na skutek działania obciążeń zewnętrznych — i identycznej w przypadku szkła
wielkości tego efektu, zarówno własności mechaniczne, jak i uzyskiwane informacje róż-
nią zasadniczo oba te modele. Wynikają one przede wszystkim z różnic w kształtach
i wielkościach ziaren. Różnice te pogłębiły się jeszcze w trakcie rozwoju badań na modelu
utworzonym z wałeczków. Z tego też względu oba modele zostaną omówione osobno,
choć wielu autorów analizowało je wspólnie.

2. Model utworzony z wałeczków lub krążków

Model ośrodka sypkiego w postaci stosu wałeczków lub krążków wykonanych z me-
talu lub szkła znalazł szerokie zastosowanie w badaniach doświadczalnych nad statecz-
nością i nośnością podłoża gruntowego. Model ten w literaturze mechaniki gruntów
nosi nazwę modelu Taylora-Schneebeli. Zasadniczą jego cechą jest dwuwymiarowość
możliwego ruchu elementów. Wałeczki lub krążki ułożone jeden na drugim, w jednej
płaszczyźnie zawierającej przekroje poprzeczne, mogą ulegać deformacji jedynie w tej
płaszczyźnie. Model ten stanowi zatem idealne odwzorowanie płaskiego stanu odkształ-



ZASTOSOWANIE MODELOWYCH MATERIAŁÓW 463

cenią. Cecha ta jest tym. istotna, że większość efektywnie rozwiązanych zagadnień noś-
ności granicznej ośrodka sypkiego, opartych o równania teorii piastyczności, dotyczy
właśnie przypadku płaskiego stanu odkształcenia. Użycie rzeczywistego ośrodka sypkiego,
np. piasku,, umieszczonego w płaskim szklanym pojemniku, wprowadza pewne błędy
w obserwowanej kinematyce ruchu spowodowane tarciem pomiędzy piaskiem a czołowymi
szklanymi płytami. Wadą modelu w postaci stosu wałeczków jest idealizacja kształtu
ziaren i wynikająca z niej struktura ośrodka. Stosowane kształty, najczęściej kołowe lub
sześciokątne, odbiegają dość znacznie od rzeczywistych kształtów np. ziaren piasku.
Wymiary wałeczków są także znacznie większe od wymiarów drobnoziarnistych materia-
łów sypkich. Zastrzeżenia te nie dyskwalifikują jednakże stosowalności tego typu modeli,
czego dowodem jest szereg otrzymanych interesujących wyników.

Model Taylora-Schneebeli stosuje się do obserwacji kinematyki ośrodka sypkiego
w strefach plastycznego płynięcia. Bezpośrednie określenie stanu naprężenia jest nie-
możliwe. Obserwowana kinematyka może być porównana z rozwiązaniami teoretyczny-
mi pola naprężeń lub stanowić podstawę do jego teoretycznego wyznaczenia.

DANTU, W cytowanej pracy [2], zaproponował obserwację modelu utworzonego ze
szklanych wałeczków w świetle kołowo spolaryzowanym. Źródło światła znajduje się
poza modelem, skąd promienie światła spolaryzowane kołowo przez analizator i ćwierć-
falówkę przechodzą przez wałeczki prostopadle do ich kołowych płaszczyzn czołowych

p

Rys. 1

(rys. 1). W przypadku obciążenia stosu siłami zewnętrznymi w kontaktujących się ze
sobą wałeczkach powstają naprężenia (odkształcenia) wywołujące zjawisko dwójłomności
wymuszonej. Po przejściu światła przez drugą ćwierćfalówkę i polaryzator obserwuje się,
na skutek interferencji promienia zwyczajnego i nadzwyczajnego, różną intensywność
światła w pewnych obszarach poszczególnych wałeczków. W przypadku monochroma-
tycznego źródła światła różna intensywność zaznacza się jako rozjaśnienie (ciemnego)
lub zaciemnienie (jasnego) obrazu. Białe źródło światła powoduje powstanie obrazu
barwnego złożonego z barw dopełniających do wygaszonych przez polaryzator. Wielkość
tego efektu zależna jest od czułości optycznej materiału, wartości przyłożonego obciąże-
nia i długości wałeczków.

Schemat doświadczenia wykonanego przez DANTU przedstawiono na rys. 2a. Schemat
ten odpowiada w przybliżeniu zagadnieniu wciskania sztywnego stempla w półprzestrzeń
sprężystą. Przylegające do stempla dwie płytki uniemożliwiające plastyczny wpływ materia-
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hi zostały użyte celem wywołania znacznych nacisków pomiędzy wałeczkami. Użyty
przez DANTU materiał wałeczków, których średnice wahały się od 2 do 6 mm, a długość
wynosiła 20 mm, stanowiło szkło PYREX1)- Na rys. 2 zaznaczono schematycznie uzys-

Rys. 2

kany obraz w świetle monochromatycznym, przy ustawieniu elementów układu optycz-
nego dających ciemne pole w stanie nieobciążonym i rozproszonym źródle światła. Obraz
ten składa się z łańcuchów rozświetlonych wałeczków układających się podobnie do sys-
temu «korzeni» (na rys. 2 rozświetlone wałeczki zaciemniono). Zarówno niewielka śred-
nica wałeczków, jak i niewielka czułość optyczna użytego materiału (K= 156 Kg/cm
rz. iz.) nie pozwalają na wyróżnienie w poszczególnych wałeczkach obszarów o różnej
intensywności światła. W efekcie zarejestrowany obraz daje jedynie jakościową informację
o rozmieszczeniu przenoszących obciążenia elementów modelu. Obrazy jasne na rysunku
odpowiadają wałeczkom słabo lub w ogóle nieobciążonym.

Rys. 3

Drugi ze schematów obciążenia stosu wałeczków był podobny do warunków panują-
cych w aparacie bezpośredniego ścinania (rys. 2b).

*) PYREX jest angielską marką szkła laboratoryjnego, charakteryzującego się dużą jednorodnością
własności fizycznych, a zwłaszcza współczynnika rozszerzalności termicznej.
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W następnej pracy [3] DANTU zastosował płaski model ośrodka do zobrazowania
rozkładu oddziaływań wałeczków umieszczonych pomiędzy dwiema wysokimi pionowymi
ścianami, zamkniętymi od dołu, podczas cyklicznych zmian obciążenia pionowego (rys. 3).
Zaobserwował on, że ze wzrostem obciążenia pionowego wzrasta rozjaśnienie łańcuchów,
przy czym ich geometryczna struktura nie ulega zmianom. Gęstość łańcuchów maleje
wraz z oddalaniem się od górnej, obciążonej płaszczyzny stosu. Przy odciążeniu struktura
łańcuchów nieznacznie zmienia się dążąc do bardziej jednorodnej.

Praca [2] wskazała na możliwość zaobserwowania sposobu przekazywania zewnętrz-
nych obciążeń w modelowym ośrodku sypkim przy małych deformacjach, ograniczonych
zastosowanymi schematami obciążeń. Uzyskane rezultaty, aczkolwiek mające charakter
jakościowy, stały się bodźcem do dalszych prac.

Tematykę tę podjął de JOSSELIN de JONG [6]. Zastosował on inny optycznie czuły ma-
ter iał— perspex (polimetakrylan metylu), z którego wycięto płaskie krążki. Większa
czułość optyczna perspexu (K = 120 Kg/cm rz. iz.) i większe średnice w stosunku do wa-
łeczków użytych przez DANTU pozwoliły zaobserwować w poszczególnych krążkach,
poddanych ściskaniu w prostokątnym pudełku, kształty obszarów o różnej intensywności
przechodzącego światła. Schematycznie przedstawia je rys. 4. Obrazy ciemne przylegają

Rys. 4

do miejsc wzajemnego kontaktu krążków (układ optyczny dawał jasne pole w stanie
nieobciążonym). De JOSSELIN de JONG podjął także próbę ilościowego określenia stanu
naprężenia w krążkach wykorzystując do tego celu kompensator w postaci prostokątnej
belki poddanej czystemu zginaniu, umieszczony przed badanym modelem. Zaobserwował
przesunięcie poziomych izochrom w kompensatorze, jednakże nie przytoczył konkretnych
wyników liczbowych. Rozważył też możliwość określenia siły kontaktu dwóch krążków
przez pomiar intensywności światła wewnątrz kołowego wycinka o środku w punkcie
kontaktu. Nie uzyskał jednakże zadowalających rezultatów.

Istotny krok naprzód w ilościowej ocenie zaobserwowanych efektów należy przypisać
zastosowaniu przez de JOSSELINA de JONGA i VERRUIJTA [7] znacznie czulszego optycznie
od szkła i perspexu materiału — żywicy CR-39 (K = 14 Kg/cm rz. iz.). Autorzy ci wyko-
nali doświadczenia na zbiorze płaskich krążków o średnicach od 10 mm do 40 mm i gru-
bości 10 mm. Około 200 krążków zostało umieszczonych w prostokątnym pojemniku,
którego boczne i górna ściany były ruchome i połączone z układem obciążającym. Układ
obciążający pozwalał przykładać niezależnie różne obciążenia pionowe i poziome. Na
skutek wysokiej czułości optycznej żywicy CR-39 istniejący w obciążonych krążkach stan
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Rys. 5

Rys. 6

naprężenia (odkształcenia) był wystarczający do wywołania opóźnienia względnego pro-
mieni zwyczajnego i nadzwyczajnego o wartości kilkakrotnej długości fali użytego światła
monochromatycznego. W efekcie zaobserwowano w poszczególnych krążkach wyraźne
izochromy. Na rys. 5 przedstawiono fotografię izochrom jakościowo podobnych do uzys-
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kanych w pracy [7]. Układ łańcuchów obciążonych krążków z izochromami, dla pewnego
obszaru modelu, był podobny do rys. 6. Obie fotografie wykonano przy jasnym polu
widzenia.

Możliwość wyraźnego zaobserwowania izochrom pozwoliła autorom na wyznaczenie
sił kontaktowych pomiędzy krążkami. W tym celu skorzystali oni z rozwiązań teorii
sprężystości stosowanych w elastooptyce. Zagadnienie stanu naprężenia w płaskim krąż-
ku poddanym działaniu dwóch przeciwnie skierowanych sił jest klasycznym zagadnieniem
teorii sprężystości, którego rozwiązanie bardzo dobrze potwierdzają badania elastoop-
tyczne. Stąd też płaski krążek stosowany jest wielokrotnie jako dynamometr elastoop-
tyczny. W przypadku dwóch, przeciwnie skierowanych, skupionych sił działających
wzdłuż średnicy krążka izochromy, odpowiadające liniom maksymalnych naprężeń stycz-
nych, mają kształt symetrycznych owali [12]. Dla sił działających wzdłuż cięciwy izochro-
my mają bardziej złożony kształt. Rozwiązania te są statycznie wyznaczalne i nie uwzględ-
niają sztywności materiału. De JOSSELIN de JONG i VERRUIJT założyli, że sztywność bada-
nego materiału jest tak duża, że można pominąć nie punktowe w rzeczywistości przeno-
szenie się oddziaływań z krążka na krążek. Przyjęli ponadto, że kształt izochrom w są-
siedztwie kontaktu jest wystarczająco zbliżony do kół, by zadanie traktować jako działa-
nie siły skupionej na półpłaszczyźnie (zadanie Flamanta). W tym przypadku zależność
pomiędzy przyłożoną siłą a maksymalnym naprężeniem stycznym wyraża się następująco:

2P
(2.1) 2T m a x = (T1-ff2

gdzie t jest grubością półpłaszczyzny, a d średnicą koła, stycznego do punktu przyłożenia
siły, na którego obwodzie wzór (2.1) określa poszukiwane naprężenie styczne. Wykorzys-
tując podstawowy związek elastooptyki

(2.2) ( T l _ ( r £

gdzie n jest rzędem izochromy, A długością światła, C stałą elastooptyczną materiału,
zależność pomiędzy siłą a izochromą wyraża się przez

(2.3) J P - n * ^ .

Z zależności (2.3) można wyznaczyć poszukiwaną siłę kontaktu, gdy znany jest rząd
i średnica danej izochromy. Autorzy [7] przyjęli, że związek (2.3) ważny jest dla dowolnej
liczby i dowolnego nachylenia sił pod warunkiem, że korzysta się z izochrom położonych
w sąsiedztwie kontaktu krążków. Kierunek działania siły można przyjąć z wystarczającą
dokładnością za pokrywający się z symetryczną izochrom w tym obszarze. Poprawność
określonych w ten sposób sił kontaktowych zaproponowali sprawdzić korzystając z rów-
nań równowagi całego krążka. Równania równowagi sił żądają, by wielobok sił działają-
cych na dany krążek był zamknięty. Równanie równowagi momentów wymaga, by dla
przypadku dwóch sił ich zwroty były przeciwne, a dla trzech sił, by kierunki przecinały
się w jednym punkcie. Dla m > 3 sił kierunek wypadkowej m—2 sił musi również prze-
cinać się z kierunkiem pozostałych dwóch sił w jednym punkcie (rys. 7). Warunki te wy-
godnie jest sprawdzać graficznie. W rezultacie otrzymuje się dla pewnego obszaru modelu
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układ zamkniętych, łączących się wieloboków tworzących plan Cremony. Na rys. 8 przed-
stawiono przykładowo uzyskany w [7] plan Cremony dla wszystkich krążków umieszczo-
nych w pojemniku, przy obciążeniu pionowym większym od poziomego. Poszczególne
odcinki pomiędzy punktami A i B oraz C i D przedstawiają siły działające pomiędzy
krążkami a dolną i górną ścianą pojemnika. B i C oraz A i D odpowiadają ścianom bocz-
nym. Porównując wypadkowe AB, BC, CD i DA z przyłożonymi do ścian obciążeniami
autorzy uzyskali dobrą zgodność.

Rys. 7

Praca [7] pokazała możliwość dokładnego, ilościowego określenia dyskretnego roz-
kładu sił kontaktowych w modelowym ośrodku sypkim2). W pracy tej nie analizowano
pola deformacji.

B C

Rys. 8
2) Liczbowe wartości sił kontaktowych w modelu utworzonym z wałeczków z perspexu podał także

Weber [22]. W pracy tej nie wyjaśniono jednakże, w jaki sposób określono te siły.
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3. Model % piasku szklanego

Jako drugi modelowy ośrodek sypki DANTU [2] i WAKABAYASHI [17] zaproponowali
potłuczone szkło (piasek szklany). W pracy [2] DANTU zastosował szkło PYREX, podob-
nego materiału użył WAKABAYASHI. Potłuczone szkło jest materiałem o własnościach
mechanicznych prawie identycznych z rzeczywistym piaskiem. Kształt ziaren i struktura
odpowiadają kwarcowym piaskom kopalnym, a jego uziarnienie może być dowolnie
dobrane.

Materiał ten, choć utworzony z ziaren przezroczystych, stanowi w masie ośrodek zu-
pełnie nieprzezroczysty, na skutek odbić i rozproszenia światła na ścianach ziaren. Jeżeli
jednak pory pomiędzy ziarnami zostaną całkowicie wypełnione cieczą o identycznym

Rys. 9

ze szkłem współczynniku załamania światła (cieczą imersyjną) ośrodek ten staje się przez-
roczysty. Zjawisko to, zachodzące ściśle dla światła monochromatycznego i w określonej
temperaturze, wykorzystywane jest w badaniach przepływu cieczy przez ośrodki porowate,
badaniach prędkości dyfuzji cieczy itp. (np. [5]). Użycie cieczy irnersyjnych znane jest
także w badaniach elastooptycznych na modelach trójwymiarowych dla uniknięcia efektu
załamania światła (np. [8]). Jako ciecze imersyjne dla szkła mogą być użyte, np. roztwór

7 Mechanika teoretyczna
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jodku amonu w ilości 150 G na 100 cm3 wody, mieszanina benzenu i heptanu w stosunku
około 100:28 części objętościowych.

DANTU i WAKABAYASHI zaobserwowali, że jeżeli piasek szklany z wypełniającą pory
cieczą imersyjną, umieszczony w płaskim szklanym pojemniku poddany jest obciążeniom
zewnętrznym, to w świetle spolaryzowanym widoczne są, dla ciemnego pola widzenia,
krótkie jasne linie układające się w delikatne pasma. Zjawisko to występuje zarówno
w liniowo, jak i kołowo spolaryzowanym świetle, przy czym układ linii jest w obu przy-
padkach różny. Otrzymany obraz jest analogiczny do przedstawionego na rys. 9, uzyska-
nego w świetle kołowym dla podobnego schematu obciążenia, jak na rys. 2a. W świetle
liniowo spolaryzowanym oprócz jasnych krótkich linii widoczne są szerokie, ciemne
pasma przechodzące przez cały obszar. Położenie tych ciemnych pasm, jak i jasnych
linii, zależne jest od nachylenia płaszczyzny polaryzacji. Autorzy [2] i [17] wykazali, że
ciemne pasma są izoklinami. Porównując przebieg jasnych krótkich linii w świetle kołowym
z trajektoriami naprężeń głównych, skonstruowanymi z izoklin, otrzymuje się pokrywanie
tych pierwszych z jedną rodziną trajektorii. Zatem krótkie jasne linie w świetle kołowym
odpowiadają kierunkom jednego z naprężeń głównych w danym punkcie ośrodka. W pra-
cy [19] WAKABAYASHI podał fizykalną interpretację i zależności ilościowe obserwowanego
efektu. Założył on, że w rozpatrywanym ośrodku tworzą się pod działaniem obciążeń,
przypadkowo ukierunkowane łańcuchy ziaren. Łańcuchy te przenoszą osiowo różne
obciążenia w zależności od położenia w modelu oraz geometrii i warunków brzegowych
doświadczenia. Sumaryczny efekt dwójłomności dla każdego łańcucha, traktowanego
jako jednoosiowo ściskany pręt, widoczny jako rozjaśnienie, jest tym większy—jaśniej-
szy łańcuch — im większe jest obciążenie. W świetle kołowo spolaryzowanym widoczne
są głównie łańcuchy najsilniej obciążone. W świetle liniowym widoczne są, w zależności
od nachylenia płaszczyzny polaryzacji, pozostałe łańcuchy. Koncepcję istnienia obciążo-
nych łańcuchów ziaren potwierdzają wyniki uzyskane na modelu z wałeczków czy krąż-
ków omówione w p. 2 (rys. 6).

Wykonując pomiar intensywności światła w pewnych obszarach modelu z pomocą
kompensatora Babinetta, WAKABAYASHI stwierdził proporcjonalność średniego efektu
optycznego do wielkości obciążeń. Ilościowo jest on dwa razy mniejszy niż w monolitycz-
nym szkle. Dla zastosowanych przez DANTU i WAKABAYASHI obciążeń średnie rozjaśnie-
nie linii odpowiada około 0,2 rzędu izochromy.

Oprócz wspomnianej jednej rodziny jasnych linii de JOSSELIN de JONG [6] zaobserwował
drugą rodzinę, mniej wyraźnych, linii prostopadłych. Wykonując zdjęcia stereoskopowe
wykazał przestrzenne ułożenie linii w modelu. Obraz uzyskiwany na normalnych zdję-
ciach odpowiada zatem zsumowaniu się linii występujących na różnych odległościach
od powierzchni czołowych płaskiego modelu.

Pokrywanie się jasnych linii uzyskiwanych w świetle kołowo spolaryzowanym z kie-
runkami naprężeń głównych pozwoliło DANTU, WAKABAYASHI i NGUYEN CHANH na okreś-
lenie trajektorii głównych w szeregu inżynierskich zagadnień brzegowych. DANTU [2, 3]
wykonał badania na identycznych modelach, jak na rys. 2 i 3, uzyskując podobny układ
linii, jak dla wałeczków. NGUYEN CHANH [15] wykorzystał opisywany efekt do wyznacze-
nia trajektorii naprężeń głównych w zagadnieniu parcia i odporu na pionowy mur oporo-
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wy (rys. 10). Wyniki porównał z rozwiązaniem teoretycznym nośności granicznej zadania,
uzyskując jakościową zgodność kierunków naprężeń określonych teoretycznie i doświad-
czalnie. Obszerne badania przy najróżniejszych schematach obciążeń wykonał WAKA-
BAYASHI [17, 18, 19, 20, 21] (rys. 11) porównując otrzymane wyniki z rozwiązaniami przy-

Rys. 10

bliżonymi. Zbadał on wciskanie stempla, klina i dwóch zagłębionych klinów oraz określił
kierunki naprężeń w lejach o różnym kształcie i w prostokątnym polu zawierającym
sztywny cylinder (model obudowy chodnika). Dla szeregu schematów określił ilościowo
z pomocą kompensatora Babi netta średni efekt optyczny w pewnych obszarach, uzys-

Rys. 11

kując w ten sposób pewne informacje o wartości naprężeń. Wspólną cechą tych doświad-
czeń jest ograniczenie się do analizy stanu naprężenia przy bardzo małych lub zlokalizo-
wanych deformacjach ośrodka. W doświadczeniach ośrodek doznawał jedynie zagęsz-
czenia. Stąd też nie analizowano przeważnie pola deformacji. Podobnie NGUYEN CHANH
badał pierwszy moment powstania odporu lub parcia nie określając kształtu i cech pola
deformacji.

4. Analiza uzyskiwanych informacji

Omówione w p. 2 i 3 modelowe ośrodki sypkie różnią się nie tylko własnościami me-
chanicznymi, ale i uzyskiwanymi informacjami o wielkościach dynamicznych.

Ośrodek utworzony z wałeczków lub krążków stanowi dość dalekie odwzorowanie
rzeczywistego ośrodka sypkiego, przede wszystkim z uwagi na kształt i wielkość ziaren.
Z drugiej jednakże strony rozmiary wałeczków pozwalają na określenie rozkładu i wielko-
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ści kontaktowych sił ich wzajemnego oddziaływania. Śledząc wzrost sił i ich konfigurację
w funkcji obciążenia zewnętrznego czy deformacji uzyskuje się informacje, które mogą
znaleźć bezpośrednie zastosowanie przy dyskretnym podejściu do opisu cech mechanicz-
nych materiałów sypkich. Możliwe jest przy tym wprowadzenie określonej struktury
ośrodka poprzez dobór wielkości i kształtów elementów.

Powyższe zalety tego modelu powodują jednakże trudności przy próbie wykorzystania
rezultatów do porównania czy też stworzenia opisu kontynualnego. Należy przy tym
wspomnieć, że model Taylora-Schneebeli jest stosowany głównie do weryfikacji doświad-
czalnej właśnie tego rodzaju opisu. Stąd też powstaje pytanie, jak przejść z wielkości
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Rys. 12

dla ośrodka dyskretnego — sił do wielkości dla ośrodka ciągłego — naprężeń. W podej-
ściu kontynualnym przyjmuje się, że w każdym punkcie ciała istnieje jednoznacznie
określony tensor naprężenia. W przypadku zbioru wałeczków można mówić jedynie
o tensorze naprężenia dla pewnego obszaru, przy czym stan naprężenia w poszczególnych
wałeczkach jest nieinteresujący.

Pierwszą propozycję określenia tensora naprężenia dla skończonego obszaru z wielkości
sił kontaktowych podał WEBER [22]. Rozpatrzył on udział każdej siły kontaktowej Rpq,
gdzie p i q oznaczają ziarna, działającej na długościach apą, rozumianych jako odległość
pomiędzy dwoma dowolnymi punktami w dwóch ziarnach (rys. 12), w sumowaniu wszyst-
kich sił działających w obszarze zawierającym wiele ziaren. W efekcie otrzymał następu-
jące wyrażenie na średni tensor naprężenia

M Mp

(4-1) fy-^JSJ
gdzie i,j określają układ współrzędnych, (RM)i i (ctm)j są składowymi wektorów RPi

i odcinków am, V objętością obszaru, a sumowanie należy wykonać po M ziarnach prze-
noszących siły na Mp ziaren. Wyznaczenie składowych ffy wymaga bardzo pracochłonne-
go sumowania sił i odległości wewnątrz całego obszaru.



ZASTOSOWANIE MODELOWYCH MATERIAŁÓW 473

W pracy [11] autorzy zdefiniowali średni tensor naprężenia au analogicznie do definicji
użytej przez H I L I A [13], omijając skomplikowaną procedurę Webera. Średni tensor na-
prężenia atJ) będący całką po objętości V z naprężeń at] w każdym punkcie, podzieloną
przez objętość ciała, można przedstawić w następującej postaci, wykorzystując twierdzenie
Greena i przeprowadzając symetryzację

(4.2)
1 f \ r

iJ = T J aijdY = 2V J
gdzie Tt, Tj są składowymi sił działających na powierzchnię S objętości V, a * j , Xj od-
ległościami punktu działania siły od układu współrzędnych (/,/) (rys. 13a). Wyrażenie

Rys. 13

(4.2) oznacza, że do określenia składowych ~au wystarczające jest zsumowanie sił działa-
jących na powierzchni obszaru, a w przypadku ośrodka płaskiego na obwodzie, co jest
znacznie prostsze niż w przypadku (4.1). Przeprowadzając pewne sumowanie sił i odleg-
łości w związku (4.1) można wykazać jego równoważność ze związkiem (4.2), który otrzy-
mano na znacznie prostszej dfodze.

Powyżej zdefiniowany średni tensor naprężenia można wyznaczyć dla dowolnego
kształtu i wielkości obszaru i dowolnego rozkładu sił wewnątrz, czy też na obwodzie.
Do jego wyznaczenia wystarczający jest plan Cremony (rys. 8) i znajomość punktów
przyłożenia sił, co daje bezpośrednio fotografia zbioru (rys. 6). W przypadku konkretnego
rozkładu sił kontaktowych w zbiorze wybór wielkości i położenia obszaru jest rzeczą
subiektywną. Dla uchwycenia tego wpływu, zwłaszcza przy niejednorodnym rozkładzie
sił, należy przeprowadzić obliczenia dla różnych wymiarów i położenia obszaru. Tą drogą
można określić najwłaściwszą reprezentację ośrodka dyskretnego przez model ciągły.

W pracy [11] rozpatrzono także inny, graficzny sposób wyznaczania stanu naprężenia.
Wycinając w modelu obszar kołowy można wykazać, że dla jednorodnego wewnątrz
stanu naprężenia wiełobok sił działających na jego obwodzie powinien mieć kształt elipsy,
której długości półosi głównych, podzielone przez średnicę koła, określają wartości na-
prężeń głównych, a położenie osi kierunki główne (rys. 14). Wykreślając kolejne wieloboki
dla kół o różnej średnicy i różnym położeniu środka można graficznie uchwycić odstępstwo
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od jednorodności stanu naprężenia, a tym samym przybliżenie jakie dokonuje się przyjmując
średni tensor naprężenia.

W pracy [22] WEBER wykonał obliczenie składowych tensora oy według (4.1) dla zbioru
wałeczków poddanych hydrostatycznemu ciśnieniu. Otrzymał dobrą zgodność z wartością
przyłożonego ciśnienia (por. uwagę w p. 2). Autorzy [10] przeprowadzili obliczenia ana-
lityczne według (4.2) i graficzne dla schematu obciążenia zbioru wałeczków przedstawio-

Ptaszczyzna Fizyczna

Rys. 14

nego na rys. 15 uzyskując informacje o stanie naprężenia podczas deformacji ośrodka.
W schemacie tym jedno z ramion klina było nieruchome, podczas gdy drugie doznawało
obrotu zgodnie i przeciwnie do ruchu wskazówek zegara. Spoczywająca na stosie płyta Q,
użyta dla zwiększenia wzajemnych oddziaływań krążków z żywicy CR-39, mogła dozna-
wać dowolnych przemieszczeń i obrotów wynikających z deformacji zbioru. Z porównania

Rys. 15

kierunków głównych obliczonych tensorów naprężenia z przebiegiem łańcuchów obcią-
żonych krążków (rys. 6) wynika ich przybliżone pokrywanie się. Wniosek ten potwierdza,
że w modelu z piasku szklanego obserwowane jasne linie wyznaczają kierunki naprężeń
głównych.

Przedstawione powyżej rozważania wskazują, że modelowy ośrodek sypki utworzony
z wałeczków czy krążków może być również wykorzystany w fenomenologicznym opisie
zjawisk.

Model z piasku szklanego, z uwagi na obserwowanie efektów sumarycznych dla wielu
ziaren, nie nadaje się do podejścia dyskretnego. Z uzyskiwanych dotychczas z tego modelu
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informacji za najistotniejszą należy uznać możliwość wyznaczenia trajektorii naprężeń
głównych. Same wartości naprężeń są nieznane, a zastosowanie kompensatorów daje
tylko pewne informacje jakościowe. Znajomość trajektorii naprężeń głównych może
jednakże dostarczyć istotnych danych przy porównaniu rozwiązań teoretycznych z doś-
wiadczeniem. Należy także zaznaczyć, że w pewnych przypadkach istnieje możliwość
analitycznego wyznaczenia stanu naprężenia na podstawie znajomości jedynie przebiegu
trajektorii naprężeń głównych. Równania równowagi płaskiego stanu naprężenia odnie-
sione do ortogonalnej siatki trajektorii naprężeń głównych, zwane równaniami Lame'go
Maxwella mają następującą postać

(4.3) - ^ 1 + ^ 1 = 0; ^ 1 + ^ Z ^ = O,

gdzie st i sz są długościami elementów wzdłuż trajektorii a Ę1} Q2 promieniami krzywizn.
Równania (4.3), z których każde przedstawia różniczkowanie względem jednej zmiennej,
mają analogiczną postać do równania wzdłuż charakterystyk teorii plastyczności. W tym
przypadku charakterystykami są trajektorie naprężeń głównych. Można zatem znaleźć
rozwiązanie układu (4.3) podobnie, ja to się czyni w zadanich teorii plastyczności, tzn.
rozwiązać zagadnienie Cauchy'ego, charakterystyczne i mieszane. Powyższa możliwość
została wykorzystana w zagadnieniach optymalizacji konstrukcji [1]. W elastooptyce nie
jest dotychczas stosowana, choć koncepcja całkowania wzdłuż odpowiednich charakterys-
tyk została podana w pracy [16] dla wielkości uzyskiwanych z izochrom.

Jak zaznaczono w p. 2 i 3, wspólną cechą dotychczas opublikowanych rezultatów na
obu modelach jest ograniczenie się do rejestracji sił czy naprężeń przy bardzo małych
deformacjach, na ogół pomijanych w analizie. Za zasadniczą tego przyczynę należy uznać
trudności eksperymentalne: Dla wywołania efektu dwójłomności wymuszonej w modelu
z wałeczków, a zwłaszcza w piasku szklanym, konieczne są duże naciski ziaren. Stąd też
w wykonanych doświadczeniach przykładano obciążenie ze wszystkich stron modelu,
lub też ograniczano jego ruch przez sztywne ściany. Doświadczenia przy istnieniu wolnej
powierzchni, wobec małego ciężaru własnego modelu, nie pozwalają na zaobserwowanie
efektów optycznych. Również obecność cieczy w modelu z piasku szklanego utrudnia
realizację znacznych odkształceń.

Pewną próbę pomiaru naprężeń w trakcie deformacji modelu podjęli autorzy pracy
[11] (rys. 15). Obrót ramienia pozwolił uzyskać względnie jednorodne pole deformacji
przy wielkości odkształceń postaciowych około 1,5%. Z pomiaru względnego położenia
krążków określono średni tensor odkształcenia e y dla analogicznych obszarów kołowych
jak dla naprężeń. Średni tensor odkształcenia zdefiniowano za HILLEM [13] jako całkę
po obszarze z odkształceń w punktach, co prowadzi przy wykorzystaniu twierdzenia
Greena do następującej postaci

(4.4) i y = I - J sydV - jy-/ (UtVj+Ujv0ds,
V S

gdzie U i i Uj są składowymi wektora przemieszczenia Una brzegu ciała S; vu Vj są skła-
dowymi jednostkowego wektora normalnego do powierzchni S (cosinusami kierunkowymi)
w punktach o danych przemieszczeniach (rys. 13b). Dla wyznaczenia e y wystarczająca
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jest zatem znajomość przemieszczeń brzegu. W definicji e;j-, podobnie jak w aiJt przyj-
muje się założenie o ciągłości ośrodka. Dokładna analiza uzyskanych wyników zostanie
opublikowana.

Zależność (4.4) można również zastosować do określenia stanu odkształcenia w modelu
z piasku szklanego. Z uwagi jednakże na niewielkie wymiary ziaren w stosunku do całej
objętości modelu można do wyznaczenia stanu odkształcenia skorzystać z ogólnie stoso-
wanych metod obliczania deformacji w ośrodkach ciągłych np. metody siatek, gdzie
odkształcenia określa się z pomiaru przemieszczeń węzłów prostokątnej siatki (por.
np. [10]).

5. Uwagi końcowe

Z przedstawionej powyżej charakterystyki modelowych materiałów sypkich czułych
optycznie oraz analizy uzyskiwanych z badań informacji wynika niewątpliwa wartość
omówionych metod doświadczalnego określenia stanu naprężenia w ośrodkach sypkich.
Metody te stanowić mogą istotne uzupełnienie innych, tradycyjnych metod. Pomimo
uzyskanych interesujących rezultatów, szereg zagadnień pozostaje jednakże nadal otwar-
tych i wymagających dalszych opracowań.

Jako pierwsze zagadnienie można tu wymienić ograniczenie omawianych metod do
materiałów idealnie sypkich tzn. pozbawionych spójności. Otwartym problemem pozostaje
także określenie stanu naprężenia w przypadkach trójwymiarowej deformacji. Pewne
rezultaty uzyskał DANTU [4] w badaniach na trójwymiarowym zbiorze kuł wykonanych
z żywicy Catalin. Po przyłożeniu obciążeń do zbioru kul poddano cały model wygrzewaniu
uzyskując w ten sposób zamrożenie stanu deformacji. Ze stanu deformacji kul określono
wartości sił kontaktowych z pomocą wzorów Hertza, wiążących wielkość powierzchni
kontaktu dwóch kul z siłą nacisku. Dla wizualnego przedstawienia zamrożonego stanu
naprężenia w kulach wypełniono wolne przestrzenie aralditem i wycięte z całego modelu
płaskie płytki obserwowano w świetle spolaryzowanym. Otrzymano podobne do rys. 6
układy izochrom będące jednakże efektem obciążeń w różnych płaszczyznach.

Pewne zastrzeżenia może także budzić przyjęta przez de JOSSELINA de JONGA i VER*
RUIJTA [7] aproksymacja rzeczywistego kształtu izochrom przez koła i wynikający stąd
związek (2.3). Dla uniknięcia tego błędu w pracy [11] zrezygnowano z korzystania z wy-
rażenia analitycznego wykonując skalowanie użytych krążków dla różnych sił i różnego
stosunku średnic. Uzyskano w ten sposób krzywe podające wprost zależność siły kontaktu
od oddalenia izochromy od punktu kontaktu.

Jako pożądane dalsze kierunki badań można na pierwszym miejscu wymienić obser-
wację wielkości dynamicznych (sił, naprężeń) przy znacznych deformacjach ośrodka.
Zagadnienie to jest ważne przy poszukiwaniu praw rządzących przepływem materiałów
sypkich przez kanały, leje zsypowe itp. Doświadczenia takie pozwoliłyby także na weryfi-
kację praw fizycznych opisujących stan plastycznego płynięcia materiału. Celowe byłyby
także próby zastąpienia piasku szklanego materiałem czulszym optycznie co pozwoliłoby
na zmniejszenie przykładanych obciążeń.
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P e 3 K> M e

riPHMEHEI-IHE MOflEJIBHBIX OnTH^ECKH WBCTBHTEJILHBIX MATEPHAJIOB
RJIX HCCJIEflOBAHH^ HAHWDKEHHOrO COCTOflHJDI CLfflytfflX

B paSoTe pacciviaTpHBaeTcfl BO3MO>KHOCTB npHMeHemra MOflejibHwx ormraeciai tjyBCTBHTenbHtix Ma-
TepaaJioB fljra onpeflejierora Hanp®i<eHHoro COCTOHHHJI B CBiny^nx cpe#ax. O6cy>i<flaeTCH noflpoSno Asa
BH,n;a MOflejibHHX cfeinyrax cpe/r: a) cpe.ua cociaBjieimaH H3 BajiHKOB JIH6O Kpy«KOB ii3 orrorqecKH
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*ryBCTBHTejibHoro MaTepnaJia, 6) CTeKJlHHHbiH necoK c nopaMH 3anoJiHeHHbiMH HMiwepcHOHHOH MCH^KOCIŁIO.
Ha ocHOBe jiwrepaTypHbix Haimbix H co6cTBeHHbix HccjieAoaaHHii npoaHajuranpoBaHti MexamraecKHe
u orrrmiecKHe oco6eHHOCTH O6OHX MOflejieH a laione BHflw HHdjopMamro nojiyqaeMBix H3 onHTOB. YKa3W-
BaeTCH, *ITO npH HCn0JIb30BaHHH 3aKOHOB 9JiaCTOOnTHKH MOfleHb nOCTpOCHHaH H3 BajlHKOB CHa6>KaeT
HenocpeflCTBeHHO HudpopMamieii flKCKpeTHoro xapaKTepa (o KOHTaKTHtix CHJiax), KOTopaa MOH<eT
Hcnojib3OBaTŁCH H flHH KOHTHHyaJiHoro no,qxofla nyTeiw BBefleHHH cpeflHero Teii30pa HanpH>i<eHHH.
IIpHBoflHTCH MeTOfl onpefle^eHHH KOMnoHeiiT sioro Teiraopa. Mo^enb B BHfle CTeKUHHHoro necKa
coo6maeT flamibie o TpaeKTopHHx raaBHtix HanpHM<eHHH Ha ocHOBe KOTOPLIX MO>KHO B HeKOTOpwx

onpeflejiara aHajiHTimecKHM nyTeM 3HatieHHH HanpaweHHH. PaccMOTpeHH Taioi<e Bonpocbi

B pa6oTe paccMOTpeHbi flocTurnyTbie pe3yjibiaTbi H flajibHeftinne BO3MO>KHOCTH pa3BHTHH
KOTOpblH flOJDKeH HaHTH IIIHpOKOe npHMelieHHC B Hay^HblX

S u m m a r y

APPLICATION OF OPTICALLY SENSIBLE MODEL MATERIALS IN STRESS ANALYSIS
OF GRANULAR MEDIA

Discussed is the problem of application of photoelastic materials as model media for experimental
stress analysis in granular masses. Distinguished are two kinds of model media: a) medium composed
of rollers or discs of a photoelastic material, b) crushed glass sand with pores filled by an immersion fluid.
The mechanical and optical properties of both types of models are discussed on the basis of published
data and author's results. The rollers model furnishes direct information of the discrete character (contact
forces). These information may be, however, used also if the continual approach is employed by introducing
the concept of a mean stress tensor. Proposed is the procedure allowing to estimate the components of
this mean tensor. The glass sand model furnishes data on the principal stresses trajectories. In some cases,
the values of stresses may be calculated if use is made of the stress trajectories. The problem of description
of the deformation of media is discussed.

The paper contains a review of recent results and discussion on farther possible development of the
method, which seems to be very promising for research works in mechanics of granular media.
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O PROFILACH PRĘDKOŚCI PRZY LAMINARNYCH PRZEPŁYWACH POLIMERÓW

STEFAN Z A H O R S K I (WARSZAWA)

1. Wstęp

Znajomość możliwie dokładnych profili prędkości dla roztworów i stopionych poli-
merów przepływających przez fury i kanały o przekroju prostokątnym posiada istotne
znaczenie nie tylko dla analizy procesów technologicznych, lecz również dla badania
i wyjaśnienia różnych «anomalii» towarzyszących przepływom (wpływ naprężeń normal-
nych, redukcja oporów przepływu, poślizgi na ściankach itp.). Metody doświadczalnego
wyznaczania krzywych płynięcia (konsystencji) dla cieczy nienewtonowskich, za jakie
uważa się większość roztworów i stopionych polimerów, znane są dobrze z literatury
podstawowej (por. np. [1, 2, 3, 4, 5]). Krzywe płynięcia pozwalają na analityczne okreś-
lanie profili prędkości w oparciu o przyjęty idealny model cieczy (równania konstytutyw-
ne), co z kolei nie zawsze prowadzi do zadowalającej zgodności z profilami obserwowa-
nymi w rzeczywistości.

Ostatnio podjęto liczne próby bezpośredniego mierzenia profili prędkości, stosując
różne urządzenia elektryczne, optyczne itp., zarówno dla roztworów polimerów (por.
[6, 7, 8, 9]), jak i dla stopionych polimerów (por. [10, 11, 12]) przepływających z różnymi
szybkościami. Niezależnie od różnego stopnia trudności technicznych i niedokładności
pomiarów (różne wymiary ziaren znaczących, zaburzenia wywołane obecnością elektrod
i innych elementów pomiarowych), wymienieni autorzy różnili się nieraz znacznie w ocenie
pewnych zjawisk towarzyszących przepływom. I tak np. w pracy [11] stwierdzono przy
przepływach stopionych polietylenów poślizg na ściankach i uznano go za istotną przyczynę
rozrywania stopu {melt fracture), podczas gdy przy dokładniejszych pomiarach przedsta-
wionych w [12] zjawiska poślizgu w ogóle nie obserwowano.

Korzyść ze znajomości analitycznych wyrażeń opisujących dokładnie rzeczywiste profile
prędkości w cieczach nienewtonowskich jest ogromna, zwłaszcza przy badaniach teore-
tycznych. Na przykład w zagadnieniu stateczności przepływu i przejścia do przepływu
zaburzonego, kształt profilu prędkości odgrywa rolę pierwszoplanową i niejednokrotnie
decyduje o samym zjawisku (por. np. [13, 14]).

W niniejszych rozważaniach zwrócono uwagę na możliwość opisu przepływów sto-
pionych polimerów przy małych szybkościach ścinania, za pomocą równań konstytu-
tywnych nieściśliwej cieczy lepkosprężystej stopnia trzeciego (por. [15]). Odpowiednie
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analityczne profile prędkości porównano z doświadczalnymi wynikami pracy [12]. Właści-
wą część rozważań poprzedzono krótkim omówieniem innych równań o charakterze
empirycznym, jak prawo potęgowe Ostwalda—de Waele'a (por. [1, 2, 4]), zwracając
szczególną uwagę na wady i zalety różnych sposobów podejścia.

2. Krzywe płynięcia i prawo potęgowe

Doświadczalne wyznaczanie krzywych płynięcia cieczy nienewtonowskich przepływa-
jących przez cylindryczne kapilary (przepływ Poiseuille'a) bazuje na następujących zależ-
nościach Rabinowitscha—Mooneya (por. [4, 16]):

4g AP R
c ~ R*' T w ~ / 2 '

gdzie qw jest gradientem szybkości ścinania na ściance przewodu, rw — odpowiadającym
mu naprężeniem ścinającym, Q — wydatkiem cieczy, AP— spadkiem ciśnienia na dłu-
gości / przepływu ustalonego, zaś R — promieniem wewnętrznym kapilary. Wielkości
Dc i r,„, z których pierwsza nazywana jest często pozorną szybkością ścinania, są zgodne
ze zmiennymi konsystentnymi REINERA [1], Zupełnie analogiczny wzór dla płaskich prze-
pływów w kanałach (płaski przepływ Poiseuille'a) o grubości a = 2/z i szerokości b przy-
biera postać (por. [12, 4])

D=J r-AŁh
s 2h2b' w~ I

Zależności (2.1) i (2.2) dają jednoznaczny związek między T,„ i Dc lub Ds — opisujący
własności cieczy w określonej temperaturze. W przypadku przeprowadzenia obliczeń dla
ustalonych wartości Dc lub Ds wystarczy dokonać pomiaru w jednym doświadczeniu.
Nie wchodząc w techniczne szczegóły samych doświadczeń, wspomnimy tylko, że korzys-
tając z zależności (2.1) lub (2.2) należy uwzględniać odpowiednie poprawki na «efekty
wejściowe» warunkujące rozwinięcie profilu prędkości w przepływie ustalonym (por.
np. [4, 17]).

Doświadczalnie zaobserwowany fakt, że przy różnych zakresach szybkości ścinania
zależności rw—Dc lub xw—Ds przybierają, w podwójnie logarytmicznej skali, postać
bardzo zbliżoną do liniowej, był bezpośrednim powodem szerokiej kariery prawa potęgo-
wego (Ostwalda—de Waele'a) w postaci następującej:

(2.3) T = k\q\\ k >0, n> 1 lub »*£ 1,
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Prawo powyższe wiąże naprężenie ścinające T Z odpowiednim gradientem ścinania q za
pośrednictwem dwóch stałych: miary konsystencji cieczy k (np. charakteryzującej lepkość
przy q = 1 sek~Ł), wykładnika zachowania się cieczy n.

Zależności typu (2.3) i inne zostały obszernie omówione w literaturze (por. [1, 2, 4]),
toteż obecnie ograniczymy się do przypomnienia, że prowadzą one do profili prędkości
w postaci

n+1

R

dla przepływu przez kapilarę i

(2.5)

dla płaskiego przepływu w szczelinie.
W stosunku do prawa potęgowego (2.3) wysuwano cały szereg zastrzeżeń różnej natury

(por. REINER [1]). Niektóre z nich, jak zależność wymiaru stałej materiałowej k od wy-
kładnika potęgi n oraz nieobiektywność, mogą być usunięte poprzez wprowadzenie bez-
wymiarowego gradientu ścinania oraz zapisanie (2.3) w innej postaci, w której pozorna
lepkość 7] = r/q jest funkcją drugiego niezmiennika szybkości deformacji. Inne, jak
np. własność, że dla q = 0 pozorna lepkość staje się nieskończoną lub zerową w zależności
od tego czy n < 1, czy też n > 1, nie mogą być ominięte bez zmiany charakteru prawa
(2.3). Ostatni fakt posiada istotne znaczenie, gdyż wprowadza zmiany w centralnej części
profilu prędkości niezależnie od realnych własności lepkich cieczy przy małych gradientach
ścinania.

Z punktu widzenia teoretycznej poprawności i ogólności wzoru (2.3) lista zasadniczych
zastrzeżeń może być znacznie dłuższa. I tak np., nie pozwala on na ujmowanie bardziej
złożonych przepływów wiskozymetrycznych, nie opisuje własności lepkosprężystych cieczy
nienewtonowskich, efektów naprężeń normalnych itp. W czasie gdy dysponujemy ogólną
teorią cieczy prostych i teorią przepływów wiskozymetrycznych (por. [3, 15]), należy
traktować prawo (2.3) jako zależność empiryczną, ułatwiającą obliczenia w określonym
zakresie parametrów fizycznych, lecz nie mogącą stanowić podstawy nowoczesnej wiskozy-
metrii i bardziej zaawansowanych studiów nad przepływami polimerów.

Gwoli sprawiedliwości należy dodać, że o popularności praw potęgowych w reologii
zadecydowała stosunkowa prostota obliczeń, łatwość doświadczalnego wyznaczania sta-
łych k i n oraz możliwość opisu krzywych płynięcia w różnych zakresach szybkości ści-
nania poprzez właściwy dobór stałych.

3. Profile prędkości przy przepływach cieczy lepkosprężystych stopnia trzeciego

Jako kontrpropozycję w stosunku do prawa potęgowego, rozważymy obecnie możli-
wość zastosowania równań konstytutywnych nieściśliwej cieczy lepkosprężystej stopnia
trzeciego do wyznaczania profili prędkości w powolnych przepływach stopionych polime-
rów przez kapilary i szczeliny. Równania stopnia trzeciego pozwalają na odpowiednią
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aproksymację funkcji wiskozymetrycznych dla ustalonych przepływów nieściśliwych
cieczy prostych (por. [3, 15]). Należy nadmienić, że teoria funkcji wiskozymetrycznych
daje zgodny z rzeczywistością opis licznych rozcieńczonych i skoncentrowanych roztworów
polimerów; są to przede wszystkim prace MARKOVITZA i współpracowników [3, 18].

Dla wystarczająco powolnych przepływów nieściśliwych cieczy prostych równania
konstytutywne mogą być zapisane w postaci następującej |(por. [15]):

(3.1) o = - p l + » j o ( l + y t r A 2 ) A 1 + a 1 A 2 + a 2 A ? + i 8 ( A i A 2 + A 2 A 1 ) , trAj = 0,

ponieważ dla ustalonych przepływów wiskozymetrycznych A„ = 0 dla n > 3. W równaniu
powyższym rj0 oznacza lepkość przy zerowym gradiencie ścinania, a l s a2 i /? — współ-
czynniki odpowiedzialne za lepkosprężyste własności cieczy, y — współczynnik charakte-
ryzujący zmianę lepkości, p — dowolną funkcję skalarną. Kinematyczne tensory Rivlina—
Ericksena są zdefiniowane następująco (por. [15]):

(3.2) d
Aj = - ^ -

gdzie V» jest gradientem prędkości, zaś wskaźnik T oznacza operację transponowania.
Można łatwo pokazać (por. [15, 18]), że stałe materiałowe w (3.1) wiążą się z funkcjami

wiskozymetrycznymi w sposób następujący:

= Vo(l+2yq2)+2Pq2+o(q),
(3.3) ff1(q)

przy czym r\ oznacza funkcję lepkości, zaś aL i a2 — odpowiednie funkcje naprężeń nor-
malnych. W ogólnym przypadku cieczy prostej obowiązują związki

rjo = Hm rj(q),
«->-0

(3-4) a2 = Iim[a2(q)/q2],

3.1. Piaskie przepływy Poiseuille'a. Dla płaskiego przepływu w kanale lub szczelinie równania
(3.1; upraszczają się do postaci (por. [15])

(3.1.1.) c = - ^ l + ?7o(l + ł?itrA2)Ał + a 1 A 2 , trAj = 0,

a ponieważ w kartezjańskim układzie współrzędnych jedyną niezerową składową pręd-
kości jest prędkość w kierunku przepływu v(y), mamy

(3.1.2) 8 v

oraz
(3.1.3) au = —p, a22 = -p+2a2q

2, <r33 =
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Podstawiając (3.1.3) do równań równowagi w postaci

( p. \

/
otrzymamy

gdzie p r z e z / = AP/l oznaczyliśmy gradient ciśnienia w kierunku przepływu.
Ostatnie z równań (3.1.5) zapisane w postaci

(3.1.6) |

można całkować bezpośrednio; wygodniej jest jednak przedstawić wynik całkowania
w postaci następującego szeregu (por. [13])

gdzie M = 2r)1(fli)2lr}l jest parametrem charakteryzującym zmianę lepkości ze wzrostem
gradientu ścinania. Szereg (3.1.7) jest bezwzględnie zbieżny dla małych \M\ ( | M | ^ 0,3).
W praktycznych obliczeniach można z wystarczającym stopniem dokładności ograniczyć
się do trzech pierwszych wyrazów szeregu (3.1.7) nawet dla \M\ *£ 0,5.

Warto nadmienić, że dla ustalonych wartości /, h i rjQ profil prędkości będzie bardziej
-wydłużony, niż odpowiedni profil paraboliczny, gdy M < 0 i spłaszczony, gdy M > 0
(por. [13]). Nieco inaczej ma się sprawa, gdy porównujemy profile prędkości dla ustalo-
nego wydatku Q. Mamy wówczas

h

(3.1.8) O = 2 j v(y)bdy = —r—
o 3Vo

oraz

(3.1.9) v(y).- 2Q

a zatem dla małych M < 0 profil będzie bardziej spłaszczony, niż w przypadku cieczy
newtonowskiej (M = 0).

Warto jeszcze dodać, że profil prędkości (3.1.7) lub (3.1.9) nie zależy od parametru ax

charakteryzującego lepkosprężyste własności cieczy, oraz że M < 0 (ł?i < 0) odpowiada
zmniejszającej się, wraz z gradientem ścinania, pozornej lepkości cieczy. Ostatni fakt jest
najczęściej obserwowany przy ustalonych przepływach roztworów i stopów polimerów
(por. [2, 3, 4]).

Wprowadzając pojęcie gradientu (szybkości) ścinania na ściance kanału qw — \8vjdy\y=h,
można, na podstawie (3.1.8) i (3.1.9), stwierdzić, że

n 1 im ^ 2 uu% 1-0,6 M+1,29 M 2

(3-1-10) fl-jfrW - i l ^

(3-1-11) « » „ = «(0) 2 -
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3.2. Przepływy Poiseuille'a. Rozumując analogicznie i uwzględniając równania konstytu-
tywne w pełnej postaci (3.1) dochodzimy, dla przepływu przez cylindryczne kapilary, dô
zależności następujących:

"0
0

.1

0
0
0

q
0
0

, [A2] =

-2q*
0
0

0
0
0

0"
0
0

dv

a22 = —p,

(3.2.1)

(3.2.2)

uzyskanych w założeniu, że w walcowym układzie współrzędnych kierunek przepływu
pokrywa się z osią z, a jedyną niezerową składową prędkości jest v{r). Podstawiając (3.2.2)
do równań równowagi (3.1.4) otrzymamy

(3.2.3) q-

a po scałkowaniu i uwzględnieniu, że v(R) = 0 ,

-in- N2

1 —

gdzie

(3.2.5)

Ponieważ

(3.2.6)

mamy

(3.2.7) v(r)=-

a także

(3.2.8)

(3.2.9) 8 + 16
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Należy zwrócić uwagę, że nawet dla jednakowych wartości rj0, y i /? parametry M\ N
nie są identyczne; zależą one od gradientu ciśnienia / oraz grubości 2h i promienia R.
Dopiero dla tych samych cieczy przepływających przy tym samym gradiencie ciśnienia
przez kapilarę i szczelinę, której grubość równa jest średnicy wewnętrznej kapilary, mamy

3.3. Płaskie przepływy z warstwą przyścienną. Rozważmy obecnie płaski przepływ przez kanał,
w którym obserwuje się zjawisko efektywnego poślizgu na ściankach. Jeśli warstwa przy-
ścienna cieczy posiada, np. na skutek wpływu dużego gradientu ścinania w pobliżu ścianki,
lepkość mniejszą niż reszta cieczy, znaczna część ścinania realizuje się w warstwie przy-
ściennej. Zjawisko takie obserwowane w przepływach zawiesin (np. [8]), roztworów
(np. [6]) i stopionych polimerów (np. [10, 11]) ma istotny wpływ na kształt profilu pręd-
kości.

Zakładając, że ciecz opisana jest równaniem (3.1.1), a bardzo cienka warstwa przy-
ścienna podobnym równaniem ze stałą lepkością r}02, otrzymamy (por. [19])

(3.3.1)

gdzie

(3.3.2) m — 2 2 L
»?

zaś wskaźnikami 1 i 2 oznaczono wielkości odnoszące się odpowiednio do rdzenia i warstwy
przyściennej.

Biorąc pod uwagę, że

/li h

(3.3.3) 2 = 2 / ^OOrfy+2 [ bv2(y)dy =

mamy

(3.3.4) Q'*=jł

(3.3.5) vmax =

gdzie qw tak jak poprzednio oznacza gradient ścinania na ściance
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Jeśli założyć, że warstwa przyścienna jest bardzo cienka (<5 « 1, <52 « 1, itp.) i mniej
lepka przy małych gradientach ścinania (m < 1) ,to zależności (3.3.4) i (3.3.5) upraszczają
się do postaci

(3.3.6) Q = ~qwbh2rn(l-0,6M+l,29M2),

<3.3.7) vmiS=*±qvhm(l-0,5M+M2).

3.4. Zmiana lepkości a krzywe płynięcia. Dotychczasowe rozważania dotyczyły zależności poz-
walających opisać profile prędkości w powolnych przepływach przez kanały i kapilary.
Niezależnym zagadnieniem jest określenie parametrów M i N na podstawie znajomości
doświadczalnych krzywych płynięcia (konsystencji) rw—Ds lub rw—Dc.

Wykorzystując, na przykład, zależności (3.1.9) i (3.2.7) oraz przyrównując odpowiednie
.gradienty ścinania na ściankach do wartości wynikających z wzorów Rabinowitscha-
Mooneya (2.1)2, (2.2)2, otrzymamy

(34 11 1 L J0o$D,)] 1-M+1M'

Jeżeli w zakresie małych gradientów ścinania krzywe płynięcia uzyskane w podwójnie
logarytmicznej skali są zbliżone do linii prostych (por. [1, 4]), to wyrażenia z lewej strony
(3.4.1) i (3.4.2) przybierają wartości stałe — związane ze współczynnikami nachylenia
prostych logDs—logrw lub logDc—logrw. Wystarczy teraz rozwiązać odpowiednie rów-
nania drugiego stopnia na M lub N.

Oczywiście możliwe są inne sposoby określania parametrów M, N, np. na podsta-
wie doświadczalnie uzyskanego przebiegu funkcji wiskozymetrycznych rj(q), cr^q), a2{q)
<por. [3])-

4. Porównanie z wynikami doświadczeń dla stopionych polimerów

Niedawno den OTTER, WALES i SCHUF, [12], przeprowadzili bardzo dokładne próby
bezpośredniego pomiaru profili prędkości dla stopionych polimerów przepływających
z małymi szybkościami ścinania przez szczelinę o głębokości 2h = 0,83 mm i szerokości
b = 10 mm (stosunek głębokości do szerokości 1:12). Badaniom poddano: dwa poli-
etyleny o dużej gęstości Marlex 6002 i Marlex 6050, jeden polietylen o małej gęstości
Stamylan 1700 oraz polidwumetyl siloxan Siloprene RS, z tym, że dla dwu ostatnich po-
limerów badania przeprowadzono również dla szybkości przepływu przewyższających
wartości charakterystyczne dla zjawiska rozrywania stopu. Pomiary prędkości prze-
prowadzano metodami optycznymi wykorzystując naturalne zanieczyszczenia polime-
rów dostępnych w handlu; odpowiedni opis aparatury i metod pomiaru podano w cy-
towanej już pracy [12].
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Zmierzone profile prędkości porównywano z profilami obliczonymi na podstawie
krzywych płynięcia, stosując prawo potęgowe [wzory (2.3) i (2.4)]. Gradient ścinania na
ściance qw obliczano w myśl (2.1), zaś wykładnik potęgi n określano na podstawie po-
miarów przeprowadzonych dla przepływów w kapilarach. Już poprzednio w innej pracy
[20] stwierdzono dobrą zgodność krzywych płynięcia wyznaczonych z przepływów przez
kapilary i szczeliny.

Niektóre wyniki badań autorów pracy [12] przedstawiono na rys. 1, 2 i 3, a potrzebne
dane liczbowe zebrano w tablicy 1. Na rysunkach powyższych krzywe ciągłe opisują
profile prędkości dla prawa potęgowego (2.3).

Tablica 1

Polimer

SILOPRENE RS

MARLEX 6002

MARLEX 6050

Temperatura
przepływu

°C

20

190

170

Indeks
stopu

—

0,25

5,0

Wykładnik
potęgi

n

0,62

0,455

0,62

Doświad-
czalna

wartość
r/„, sek"1

6,2

7,1

6,2

Obliczone
wmas

mm/sek

0,98

0,92*)

0,98

Obliczone

Q
mm3/sek

5,9

5,8

5,9

*) W przeciwieństwie do pozostałych wyników, wartość powyższa jest nieco mniejsza niż wartość (0,96) wynikająca z wyk.

resu w pracy [12],

Przy dokładnym, porównaniu profili prędkości z profilami wynikającymi z naszych po-
przednich rozważań, istotną trudność stanowi brak wszystkich danych pozwalających
odtworzyć odpowiednie krzywe płynięcia. W związku z tym zastosowano procedurę
następującą:

Na podstawie (2.5) otrzymano zależność

Q 2n+l
(4.1) ItfJ 2h2b

z której, znając wartości qw podane w pracy [12] oraz wykładnik potęgi n, można obliczyć
wydatek Q równy w przybliżeniu wartości zmierzonej. Następnie rozwiązano równanie
(3.1.10) wyznaczając odpowiednie (ujemne) wartości M. Znajomość przybliżonego para-
metru M pozwoliła obliczyć wmnx w myśl (3.1.11) oraz wyznaczyć cały profil prędkości
(3.1.8).

Powyższy sposób podejścia zostosowano do przypadków przedstawionych na rys. 1 i 2,
uzyskując: Q = 5,9 mm3/sek, M x —0,29 i wmax = 1,035 mm/sek dla Siloprenu RS oraz
Q = 5,8 mm3/sek, Mx —0,5 i vmiiX = 0,995 mm/sek dla Marlexu 6002. Profile prędkości
przedstawiono na rys. 1 i 2 liniami przerywanymi.

Identyczna procedura zawodzi dla przypadku przepływu Marlexu 6050, dla którego,
jak widać z rys. 3, profil prędkości obliczony na podstawie prawa potęgowego (linia
ciągła) leży znacznie powyżej profilu utworzonego z punktów pomiarowych. Nawet
ewentualne przyjęcie M > 0, co jest sprzeczne z doświadczalnie stwierdzonym zmniej-
szaniem się lepkości wraz ze wzrostem gradientu ścinania, niewiele pomaga. W celu
uzyskania profilu prędkości możliwie zgodnego z przebiegiem pomiarów, należy przyjąć



0 , 2 -

0,2 mmOf

dla Siloprenu

i, V mrn/sek

Rys. 1. Profile prędkości
RS przy 20°C. Kółkami oznaczono pręd-

kości zmierzone w pracy [12]

Ofl mm

Rys. 2. Profile prędkości dla Marlexu
6002 przy 190°C. Kółkami oznaczono

prędkości zmierzone w pracy [12]

Rys. 3. Profile prędkości dla Marlexu
6050 przy 170°C. Kółkami oznaczono

prędkości zmierzone w pracy [12]
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albo występowanie efektywnego poślizgu w cienkiej warstwie przyściennej, albo też założyć,
że obliczony w myśl (4.1) wydatek cieczy jest zbyt duży w porównaniu z wydatkiem rzeczy-
wistym.

Chociaż możliwość występowania efektywnego poślizgu na ściankach nie została
jednoznacznie udowodniona (por. Wstęp), zjawisko to wydaje się bardziej prawdopodobne
dla Marlexu 6050 niż dla Marlexu 6002, jeśli przyjąć, że większy indeks stopu odpowiada
mniejszym bocznym rozgałęzieniom polimeru, co z kolei sprzyjałoby większemu wpływowi
ścianki na orientację struktury. Stwierdzono także w pracy [20], że dla Marlexu 6050
odpowiedni współczynnik charakteryzujący poprawkę na «efekty wejściowe» (por. [17])
w kapilarach jest dla małych naprężeń ścinających wyraźnie mniejszy niż dla Marlexu 6002
i bardziej zbliżony do stałej Couette'a dla przepływów cieczy newtonowskich. Oznacza to,
że dla Marlexu 6050 ustalony profil przepływu jest osiągany na krótszej części przewodu,
czemu sprzyjałoby niewątpliwie istnienie efektywnego poślizgu na ściankach.

Wykorzystując (3.3.6) i (3.3.7) oraz obliczone Q — 5,9 mm3/sek i wzięte z pomiarów
B m l x = 0,9 mm/sek (por. rys. 3), otrzymamy m ss 0,28 i M « — 1, Chociaż ostatnia wartość
wychodzi znacznie poza dopuszczalny zakres \M\, przy którym można korzystać z rozwi-
nięcia w szereg (3.1.7), odpowiedni profil prędkości dla porównania zaznaczono na rys. 3
linią przerywaną.

Założenie mniejszego, niż obliczony na podstawie (4.1), wydatku cieczy, np. Q =
= 5,5 mm3/sek, daje w myśl (3.1.9) i (3.1.10) wartości następujące: M » —0,4, vmax =
= 0,93 mm/sek. Odpowiadający im profil prędkości, oznaczony na rys. 3 linią kropka-
kreska, dość dobrze opisuje układ punktów doświadczalnych. Warto również dodać,
że dla jeszcze mniejszych wartości Q = 5,1 mm3/sek z jednoczesnym uwzględnieniem
zjawiska poślizgu otrzymamy dla vmB,x = 0,92 mm/sek wartości M « 0,71 i M « 0(!),
również właściwie opisujące rzeczywisty profil prędkości. Rozważania powyższe dobrze
ilustrują znaczenie znajomości możliwie dokładnego wydatku cieczy; mając dane dla
przepływu Q i wmax, jesteśmy w stanie jednoznacznie określić wszystkie pozostałe para-
metry cieczy.

Zaznaczmy jeszcze, że znajomość parametru cieczy M określonego na podstawie
przepływu przez szczelinę pozwala porównać gradienty ścinania na ściance qw i maksy-
malne prędkości wmax obliczone na podstawie prawa potęgowego (2.3) i równań konsty-
tutywnych (3.1) dla przepływów przez cylindryczne kapilary. I tak dla Siloprenu RS,
przy ustalonym wydatku oraz tak dobranych wymiarach szczeliny i kapilary, żeby M — N
(por. p. 3.2), qw wynikające z prawa potęgowego będzie o 11% większe, niż ta sama wiel-
kość wynikająca z równań cieczy stopnia trzeciego, zaś wnmx odpowiednio mniejsze o 10%. <
Odchylenia powyższych wielkości dla Marlexu 6002 wyniosą 18-19%.

5. Krótkie wnioski

Reasumując dotychczasowe rozważania można stwierdzić, że:
1) równania konstytutywne nieściśliwej cieczy lepkosprężystej stopnia trzeciego poz-

walają na opis profili prędkości i krzywych płynięcia dla stopionych polimerów (Silo-
prene RS, Marlex 6002) przepływających z małymi szybkościami przez kanały lub ka-
pilary;

8 Mechanika teoretyczna
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2) równania powyższe dają na ogół mniejsze spłaszczenie profili prędkości na osi
przepływu niż prawa potęgowe; fakt ten wynika przede wszystkim z istnienia skończonej
lepkości przy zerowym gradiencie ścinania;

3) proponowane równania konstytutywne mogą być stosowane do opisu bardziej zło-
żonych przepływów wiskozymetrycznych umożliwiając uwzględnianie własności lepko-
sprężystycti, efektów naprężeń normalnych itp.;

4) parametry odpowiedzialne za zmiany pozornej lepkości cieczy wraz ze wzrostem
gradientu ścinania zależą istotnie od doświadczalnych parametrów krzywych płynięcia,
a zwłaszcza od wydatku cieczy;

5) niewielka modyfikacja rozważanych zależności umożliwia uwzględnienie zjawiska
efektywnego poślizgu na ściankach przewodu; występowanie tego zjawiska ma istotny
wpływ na kształt obliczonego profilu prędkości.
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P e 3 10 M e

O nPO<f>HJIJTX CKOPOCTH IIPH JIflMHHAPHLIX TE^EHHflX nOJIHMEPOB

no BO3MOJKHOCTH CBeflemin o npocpiuiHx CKOPOCTH JIJIH paciBopoB H pacnjiaaoB nojniMepoB

irpoTeKaiomnx no Tpy6aM H KaHanaiw BecbMa cymecTBeHHbi c TO^KH 3peHHH TexHOjionwecKiix npoijeccoB
poBHO KaK H3 TO^KH speniw anajnraa Sonee CJIOH<HWX Hajieimii (aHOManbHoe TeqeHHe, HeycTofraiBOCTb
H ffl?.). CymeciByeT MHoro sKcnepHiweHTajibHbix Mexoflos onpefleneHHH KPHBMX Te^eHHJij Ha ocHOBe
KOTopbix nonyyaiOTCH aHajiHTiraecKHe npocJjHnn CKopocm fljia pa3JiiraHbix ypaBHeHBH COCTOHHHH . OflHoii
H3 HawSoJiee niHpoKO npHiweHHeMBix MOfleneii nsjmeTCH MOflejib M<Hfli<ocTH co CTeneaHLiM 3aK0H0M
BH3KOCTH, IipOTHB KOTOpoii M0>KH0 OflHaKO BblflBHHyTb MHOrO ROBOflOB (cp. [1]). B IIOCJieflHee BpeMfl
npeflnpHHHTBi nonbiTKH onpeAeneHHH npocpmicii CKOPOCTH c noMomtio npHMbix H3MepeHBii (cp. [9,
11,12]).

B nacTOHmeii pa6oie npeAJioH<eiibi ypaBHenHH COCTOJIHHH B«3Ko-ynpyroH >KHAKOCIH Tperaero no-
pnflKa flJM onncaHHH MeflneHUBiXj jiaMHHapHwx Te^eHHH pacnnasoB nojiHiviepoB xiepes menH H IJHJIHH-
HPH^ecKHe KannitJiHpbi. 3 T H ypaBHeHHH He TOJibKo Sonee o6mH no cBoeii npapofle HO H BbiTeitaiomne
H3 HHX 3aBHCHM0CTH MOryT.JierKO MOflH(J)Hl(HpOBaTbCH flJIH CJiyqaH „3Cj)lJ)eKTHBH0r0 CKOJIb>KeHHH"

CTBHOK. flnH HJiJiiocTpaLtHH3 nony^eHHbie nyieM TeopenraecKHX paccyH<,n;eHHH npocjiHUH, cpaBHH-
c 9KcnepHMeHTaiwH flpyrux aBTopoB npoBeflemibiMH flJiH Te^eHHH CKB03b mejin (cp. [123 20]).

S u m m a r y

ON VELOCITY PROFILES IN LAMINAR FLOWS OF POLYMERS

A knowledge of possibly exact velocity profiles for polymer solutions and melts in pipe and channel
flows is of great importance for technological processes as well as for more advanced analysis of flows
(anomalous effects, instability etc.). There exist numerous methods of experimental determination of flow
curves, on the basis of which analytical velocity profiles are obtained for various constitutive equations.
One of the most widely used models is that of so-called power law fluid against which, however, many
objections can.be formulated (cf. [1]). More recently, attempts have been made to determine velocity
profiles by means of direct measurements (cf. [9, 11, 12]).

In the present paper the constitutive equations of a visco-elastic fluid of third grade are proposed for
description of slow laminar flows of molten polymers in slits and cylindrical capilaries. These equations
are not only of more general nature (an approximation for simple fluids) but also the resultant relations
can be easily modified for the case of effective slip at the walls. For further illustration, the velocity pro-
files resulting from our theoretical considerations have been compared with the slit flow experiments of
other authors (cf. [12, 20]).

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMÓW TECHNIKI PAN
i

Praca została złożona w Redakcji dnia 16 marca 1970 r.





B I U L E T Y N I N F O R M A C Y J N Y

K O M U N I K A T

OBEJMUJĄCY SPRAWOZDANIE Z DZIAŁALNOŚCI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHA-
NIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ ZA I KWARTAŁ 1970 ROKU

I. ROZWIJANIE DZIAŁALNOŚCI W DZIEDZINIE MECHANIKI TEORETYCZNEJ
I STOSOWANEJ

1. Organizowanie regularnych zebrań naukowych w Oddziałach ilustruje poniżej zamiesz-

% czona tabela:

L.p.

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

Oddział

Bydgoszcz
Częstochowa
Gdańsk
Gliwice
Kraków
Łódź
Poznań
Szczecin
Warszawa
Wrocław

zebrań

1
3

—
—
—

1
2
2
1
2

L i c z b a

referatów uczestników

1
3

—
—
—

1
2
2
1
2

20
45
—
—
—

9
20
51
40
23

dyskutantów

6
10
—
—
—

4
5

12
4

11

Razem 12 12 208 52

Tematyka referatów wygłaszanych na zebraniach naukowych była następująca:

L.p. Data Prelegent T e m a t
Liczba

uczest-
ników

dysku-
tantów

Oddział w Bydgoszczy
1 12.01.70 E. KARAŚKIE- Drgania własne pewnego układu wibrouderze-

Wicz niowego o dwóch stopniach swobody 20 6
Oddział w Częstochowie

2 29.01.70 J. STOJANOWSKI Podstawy reologii fenomenologicznej 22 4
3 25.02.70 T. KROTKOWSKI Nieliniowe własności cieczy dipolowych 13 3
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Liczba
L. p. Data Prelegent T e m a t uczest-

ników

10

9

12

8

17

dysku-
tantów

3

4

2

3

5

4 25.03.70 R. PARKITNY

5 19.03.70 W. BARAŃSKI

• 6 29.01.70 S. PRZYGÓ-
RZEWSKI

7 20.02.70 A. ŚLIWIŃSKI

O naprężeniach własnych ciał stygnących
Oddział w Łodzi

Oddziaływanie wewnętrzne w ośrodku ciągłym
Oddział w Poznaniu

Zastosowanie techniki wibracyjnej na stanowis-
kach do przyspieszonych badań maszyn
Badania struktury ciał stałych za pomocą ultra-
dźwięków o wysokiej częstości

Oddział w Szczecinie
Stateczność miejscowa kratowych masztów i wież8 21.01.70 J. DOROB-

CZYŃSKI

9 04.03.70 K. GRUDZIŃSKI Wytrzymałość walcowych klejonych połączeń me-
i J. LORKIEWICZ tali

Oddział W Warszawie
10 06.04.70 M. ALEKSANDER Plastyczne odkształcenia metali przy wysokich

(Londyn) ciśnieniach
(organizowane
wspólnie z IPPT)

Oddział we Wrocławiu
11 02.02.70 E. GAWRYCH- Automatyzacja obliczeń układów prętowych przy

ŻUKOWSKI użyciu elektronicznych maszyn cyfrowych
12 02.03.70 K. RYKALUK Stan naprężeń w dźwigarze powierzchniowym

szczególnego rodzaju

34

38

11

12

Razem 206 52

2. Organizowanie sympozjów i konferencji naukowych dotyczących wybranych działów
specjalnych

1) Oddział w Gliwicach zorganizował w dniach 17—23 lutego 1970 r. Sympozjon na temat «Metody
statystyczne w mechanice*, poświęcony aktualnym problemom zastosowania różnych metod statystycz-
nych w mechanice. Sympozjon zgromadził 79 uczestników, przedstawicieli uczelni i instytutów krajowych
zainteresowanych tematyką. Na sympozjon zgłoszono 33 referaty, których obszerne streszczenia wydano
drukiem. Tytuły referatów były następujące:

1 K. BIERNATOWSKI Rachunek prawdopodobieństwa w mechanice gruntów
Stateczność techniczna układów stochastycznych
Związek między funkcją Lapunowa a gęstością prawdopodobieństwa
Badania wpływu przypadkowych podmuchów wiatru na ruch śmigłowca z auto-
stabilizatorem

2 Wł. Boousz
3 Wł. Boousz
4 St. BRAMSKI

M . CZERKAS

K . WlKLIK

5 E. CZOGAŁA

T. CHMIELNIAK

6 T. CHMIELNIAK

E. CZOGAŁA

7 T. CHMIELEWSKI

8 W. CHMIELEWSKI

E. KAMIŃSKI

Wpływ skończonej prędkości rozchodzenia się ciepła na losowe charakterystyki
rozkładu temperatur przy stochastycznych źródłach ciepła
Rozkład temperatury w pręcie przy przypadkowych'pofozeniach źródeł ciepła

Eksperymentalne badania drgań stochastycznego odpowiednika współczynnika
dynamicznego
Wielokanałowe analizatory cyfrowe do badań statystycznych
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9

10

11

12

13
14
15

16
17

18

19
20
21
22

23

24

25
26

27
28

J.

M.
T.
Wł.
J.
H.
St.

Z.
J.
T.
J.
L.
J.
A.
T.
S.
M.
Zb.
P.
B.
B.
E.
A.
W.
B.

J.
A.
T.
A.
A.

CZUBASZEK

DIETRICH

KOPYT
OZIMOWSKI

JAŹWIŃSKI

TOMASZEK

KAWULOK

KOLENDA

KUBIK

LAMBER
WOJNAROWSKI

MULLER
MURZEWSKI

WlNIARZ
OPOLSKI

LEWANDOWSKI
GOŁĘBIOWSKA

OSIŃSKI

RUSEK
SKALMIERSKI
SKALMIERSKI

CZOGAŁA

STRUFCZEWSKI
ŻYSZKOWSKI

SZARANIEC

SZARGUT
TYLIKOWSKI

CHMIELNIAK

TYLIKOWSKI

TYLIKOWSKI

Zdarzenia losowe w pomiarach wartości wytrzymałości doraźnej oraz granicznego
odkształcenia ścinanych ośrodków sypkich
O statystycznym ujęciu obciążenia dynamicznego zębów kół zębatych

O pewnej metodzie przybliżonej oceny niezawodności elementów mechanicznych

Zastosowanie metody korelacyjnej do analizy wyników badań obciążenia zbrojenia
szybowego
Uzgadnianie bilansów energii w procesach wymiany ciepła
Problem ekstremalnych obciążeń losowych
Wpływ metod pomiaru na przedział ufności naprężeń własnych w drutach sta-
lowych
Zastosowanie przyrządów do przetwarzania danych pomiarowych
Komulacja losowych impulsów obciążenia konstrukcji

Statystyczna weryfikacja rozkładów wielkości ziarn'stali

Problemy stochastyczne w drganiach nieliniowych
Zastosowanie funkcji korelacyjnych do oceny jakości świdrów gryzowych
Niektóre metody statystyczne w dynamice układów mechanicznych
O pewnym problemie ugięć powłoki cylindrycznej pod wpływem obciążeń sto-
chastycznych
Zastosowanie metody statystycznej do wyznaczania współczynników gorącego
miejsca w wysokostrumieniowym reaktorze badawczym
Metoda numeryczna rozwiązania układu równań różniczkowych z funkcjami
losowymi
Zastosowanie rachunku wyrównawczego w technice cieplnej
Przypadkowy rozkład temperatury w płycie o niejednakowych stałych materia-
łowych
Geometrycznie nieliniowe drgania przypadkowe płyty prostokątnej
Niestacjonarne drgania przypadkowe wywołane rozruchem pewnych układów
transportowych
Identyfikacja nieliniowego układu mechanicznego o wielu stopniach swobody
znajdującego się pod działaniem wymuszeń przypadkowych
O współczynnikach linearyzacji statystycznej w metodzie E. D. Zajdenberga
Pewna probabilistyczna metoda doboru parametrów układów mechanicznych
Studia nad specyfikacją niezawodności automatycznych linii obrabiarkowych

Szacowanie błędu wielkości wyznaczonych z badań doświadczalnych przy pomia-
rach pośrednich

29 J. WICHER

30 J. WICHER
31 M. ZABAWA

32 J. ŻÓŁTOWSKI
S. ZIEMBA

33 R. POMIERSKI
W. KASPRZAK
B. LYSIK

Zreferowano 26 prac, 7 zaś, z przyczyn obiektywnych, nie mogło być wygłoszonych.

2) Oddział w Krakowie. W dniach 6 i 7 marca 1970 r. odbyło się II Sympozjum na temat «Techniki
Wibracyjnej*, którego współorganizatorami byli Akademia Górniczo-Hutnicza, Zakład Dynamiki i Auto-
matycznej Regulacji IPBM, Zakład Mechaniki Technicznej IPBM oraz Zakład Układów Mechanicznych
IPPT PAN w Warszawie. Wygłoszono 22 referaty oraz 5 komunikatów. W Sympozjum uczestniczyło
106 osób, a w dyskusji wzięło udział 41 osób.

Tematyka referatów była następująca:
1 St. ZIEMBA Technika wibracyjna w Polsce

Zb. ENGEL
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Optymalizacja urządzeń wibracyjnych
Wibracyjne maszyny budowlane PRL — stan obecny, specjalizacja w ramach
RWPG i prespektywy ich rozwoju
Drgania uderzeniowe wymuszone pewnego układu dwumasowego
Drgania uderzeniowe prętów
Analiza pewnego układu mechanicznego o dwóch stopniach swobody z wymu-
szeniem impulsowym
Wpływ sił udarowych na drgania pewnego układu mechanicznego

Wpływ drgań mechanicznych na organizm ludzki w ujęciu probabilistycznym
Analiza teoretyczna i doświadczalna ruchu wibromłota o dwóch stopniach swo-
body
O pewnej metodzie syntezy układów drgających zapewniającej dostatecznie dużą
amplitudę drgań w przypadku obciążeń losowych
Wpływ parametrów geometrycznych wibratora bezwładnościowego na zmianę
prędkości kątowej
Wibrometr do pomiaru parametrów drgań o niskich i bardzo niskich częstotli-
wościach
Tarcie konstrukcyjne w dyskretnych i ciągłych układach mechanicznych
Wpływ wibracji na parametry siłowe w procesie ciągnienia

Niektóre aspekty wibracyjnego brykietowania wiórów metalowych
Badanie trajektorii rzeszot przesiewaczy wibracyjnych typu WK-2

Wibracyjne oczyszczanie stożkowych sit szczelinowych OSO
Niektóre aspekty ruchu warstwy nosiwa na rynnie przenośnika wibracyjnego
Analiza czynników wpływających na wartości drgań normalnych
Dynamiczne tłumienie drgań płyty o dwóch stopniach swobody
Analiza pewnego urządzenia wibracyjnego do zagęszczania gruntu

Wpływ przypadkowej prędkości kątowej obiektu na drgania giroskopu wibracyj-
nego

3) Oddział w Warszawie. W dniach 5 i 6 lutego 1970 r. odbyło się IV Sympozjum z zakresu «Doświad-
czalnych badań w mechanice ciała stałego».

Obrady toczyły się podczas dwóch Sesji Plenarnych — na początku pierwszego dnia i na końcu dru-
giego oraz w 5 sekcjach stanowiących pewne grupy tematyczne.

2
3

4
5
6

7

8
9

10

11

12

13
14

15
16

17
18
19
20
21

22

Wł. BOGUSZ
B. KOSSOWSKI

E. KARAŚKIEWICZ

Cz. CEMPEL

Zb. ENGEL

St. KASPRZYK
J. ADAMCZYK

A. BĘBEN

St. KASPRZYK
K . PlSZCZEK

J. RANISZEWSKI

M. ZABAWA

A. ŁOPATA

T . PlECH

J. GlERGIEL

J. BAZAN
A. PASIERB

Z. DRZYMAŁA

T. BANASZEWSKI
J. BLASHKE

W . ClEŚUK

M. HOPP

A. CZUBAK
St. BEDNARZ

J. WAPIENNIK

J. ADAMKIEWICZ

St. CZAREŃSKI

J. NlZIOŁ

P i e r w s z a S e s j a P l e n a r n a

Przewodniczył prof.
1 Z. BRZOSKA

S. ŁUKASIEWICZ

2 S. KOCAŃDA

3 Z. PAWŁOWSKI

T. SOBIEPANEK

4 M. HEBDA

5 Z. DYLĄG

Z. ORŁOŚ

dr Z. BRZOSKA, sekretarzem był dr Z. TERESZKOWSKI.

Projektowanie powłok o równomiernej wytrzymałości metodą analogii błonowej
(wygłosił S. Łukasiewicz)
O zmęczeniowym pękaniu elementów ze stopów PA-6
Badania nad anizotropią mechaniczną i akustyczną miękkiej stali poddanej dużym
odkształceniom plastycznym (wygłosił T. Sobiepanek)
Badania naprężeń własnych II rodzaju i substruktura w warstwie wierzchniej ele-
mentów maszyn
Badanie nacisków pierścieni tłokowych o dużych średnicach (wygłosił Z. Orłoś)
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6 J. ZAWADZKI Wpływ charakterystyki cyklu na reoefekty znużenia polimerów przy okresowo
J. KAŁWAK zmiennych wymuszeniach kinematycznych (wygłosił J. Kałwak)

W dyskusji nad referatami było 20 wypowiedzi.

Sekcja I — B a d a n i e K o n s t r u k c j i

Przewodniczy! doc. dr P. JASTRZĘBSKI, protokółował mgr inż. J. ZWOLIŃSKI.
7 M. BIJAK-ŻOCHOWSKI Nadwyżki dynamiczne obciążeń na zębach kół zębatych prostych
8 L. DIETRYCH Weryfikacja rozwiązań teorii plastyczności dla osiowo symetrycznych elementów

z karbem
9 H. FRĄCKIEWICZ Nośność zbiorników cylindrycznych ściskanych nieosiowo symetrycznie

i zespół
10 S. OWCZAREK Dwie metody wyznaczania optymalnej linii kształtu przejścia od belki do słupa

na podstawie elastooplastycznych badań modelowych
11 J. STUPNICKI Wpływ prędkości toczenia i poślizgu na naprężenia kontaktowe walców współ-

pracujących w oleju
12 R. WOJNAR Pewne zagadnienia rozkładu naprężeń w modelu zapory grawitacyjnej
13 J. STUPNICKI Efekt sił poprzecznych w powłokach słabo wypukłych w okolicy działania

S. ŁUKASIEWICZ obciążenia skupionego
W dyskusji wzięło udział 18 osób. -

Sekcja II — W ł a s n o ś c i M e c h a n i c z n e M a t e r i a ł ó w

Przewodniczył doc. dr M. HEBDA, protokółował inż. L. ADAMIEC.
14 A. DRESCHER Badania własności Teologicznych metakrylanu metylu (wygłosił B. Michalski)

B. MICHALSKI

15 L, BRUNARSKI Badania dynamicznych charakterystyk materiałów w belkach wielowarstwo-
M. KOSIOREK . wych (wygłosił M. Kosiorek)

16 L. BRUNARSKI Pełzanie stali St 37 S w zależności od temperatury (wygłosił L. Brunarski)
M. KOSIOREK

17 S. GAŁCZYŃSKI Badania modelowe jako założenia przy określaniu ciśnienia górotworu
18 R. MORACZEWSKI Wpływ napełniaczy na niektóre własności stabilności wymiarów łożysk wyko-

nanych z poliamidu T-27
19 Z. ORŁOŚ Własności reologiczne pewnej żywicy epoksydowej (wygłosił K. Szulborski)

K. SZULBORSKI

20 K. TURSKI Badania wpływu odkształceń plastycznych na zachowanie się matali przy
różnych drogach wtórnego obciążenia

Dyskutantów było 18.

Sekcja III — Z a g a d n i e n i a S t a t e c z n o ś c i

Przewodniczył prof, dr St. KOCAŃDA, protokółował mgr inż. L. ADAMIEC.
21 Z. TERESZKOWSKI Doświadczalna metoda wyznaczania naprężeń krytycznych w płytach
22 M. KMIECIK Wpływ odkształceń wstępnych na nośność graniczną osiowo ściskanych płyt

prostokątnych
23 Z. TERESZKOWSKI Naprężenia krytyczne w płytach z otworami kołowymi (wygłosił A. Skała)

A. SKAŁA
W dyskusji zabrało głos 7 osób.

SekcjaIV — M e t o d y B a d a ń

Przewodniczył doc. dr Z. ORŁOŚ, protokółował mgr inż. J. ZWOLIŃSKI.
24 A. BORCZ Czujniki do pomiaru naprężeń

S. KOBIELAK
Z. MARCINKOWSKI
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25 M. BRZOZA Interferencja rastrów w zastosowaniu do pomiarów odkształceń modeli
26 A. DRESCHER Zastosowanie elastooptyki do pomiarów naprężeń w ośrodkach sypkich

G. de JOSSELINO de JONG
27 A. JAWORSKI Formowanie modeli powłok metodą galwanotechniczną
28 J. KAPKOWSKI Badanie sprężysto-plastycznych płaskich stanów naprężenia metodą pokryć

J. STUPNICKI optycznie czynnych
29 J. LIETZ Elastooptyczna metoda badania fal naprężeń
30 F. RUDOL Określenie niektórych właściwości mechanicznych heterogenicznych stopów

żelaza z pomiarów twardości
31 M. WOLNA Epoksydowe materiały elastooptyczne o niskim module Younga

W dyskusji zabrało głos 20 osób.

Sekcja V — Z a g a d n i e n i a Z m ę c z e n i a

Przewodniczył prof, dr St. KOCAŃDA, protokółował mgr inż. L. ADAMIEC.
32 B. JANCELEWICZ Badania zużycia zmęczeniowego cienkościennych konstrukcji duralowych

w obszarach przylegających do pęknięcia zmęczeniowego
33 A. LESZ Granica pełzania stali 15 H 11 MF przy cyklicznym pełzaniu (wygłosił A. Lesz)

J. PRUSIECKI
34 S. OzrEMsKi Eksperymentalna ocena trwałości zmęczeniowej konstrukcji nośnej wysięgnika

M. SODCZYKIEWICZ dźwigowego (wygłosił W. Sobczykiewicz)
35 M. NOWAK Wpływ czasu obciążenia i temperatury na moduł Younga poliamidu (wygłosił

J. ZAWADZKI M. Nowak)
W dyskusji nad referatami zabrało głos 16 osób.

D r u g a (końcowa) S e s j a . P l e n a r n a

Przewodniczył prof, dr J. SZMELTER, protokółował dr Z. TERESZKOWSKI.
36 J. KLEPACZKO Metody doświadczalne w badaniach metali przy dużych prędkościach defor-

macji
37 P. JASTRZĘBSKI Wpływ mimośrodowości osłabienia na wytrzymałość pasm ze stopów aluminio-

wych (wygłosił S. Wichniewicz)
38 R. DOROSZKIEWICZ Przegląd badań elastooptycznych pracowni analizy doświadczalnej naprężeń
39 A. KARAMARA Przykład pomiarów odkształceń dynamicznych ramy kompresora gazowego

w warunkach ruchomych
40 J. CZUBASZEK Wytrzymałość długotrwała ośrodka sypkiego na ścinanie w przypadku znacznych

naprężeń
W dyskusji zabrało głos 20 osób.

Ogółem liczba głosów w dyskusji przekroczyła 100 wypowiedzi.
Referat podsumowujący wygłosił prof, dr Z. BRZOSKA — Przewodniczący Komitetu Organizacyjnego

Sympozjum. Stwierdził on, że w stosunku do poprzednich sympozjów na ten temat zwiększyła się wydatnie
liczba referatów, a także ich treść była na wiele wyższym poziomie.

3. Organizowanie sesji problemowych

Nową formę działalności podjął Oddział Warszawski PTMTS organizując, zamiast zebrań naukowych
z jednym referatem, sesje problemowe, podczas których przedstawiono kilka prac w pewien sposób ze
sobą powiązanych.

W ramach zapoczątkowanej jeszcze w ub. roku akcji, w I kwartale 1970 r. zorganizowano (w dniu
6 kwietnia) Sesję z udziałem 21 osób, podczas której wygłoszono następujące referaty: J. ODERFELD —
Optymalizacja konstrukcji, A. MORECKI — Mechanika manipulatorów, M. DIETRYCH — Miernictwo
dynamiczne kół zębatych. W dyskusji nad referatami zabrało głos 11 osób.
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4. Konkursy naukowe
1) Oddział w Częstochowie ogłosił w I kwartale b.r. konkurs na rok 1970, na temat «Mechanika ciała

sztywnego». Należy podkreślić fakt, że nie jest to konkurs finansowany przez Zarząd Główny, gdyż Oddział
w Częstochowie postarał się, aby nagrody konkursowe ufundowane zostały przez inną instytucję.

2) Oddział w Gliwicach ogłosił w I kwartale b. r. ogólnokrajowy konkurs na rok 1970 na prace'z za-
kresu badań doświadczalnych w mechanice.

3) Oddział w Warszawie ogłosił w I kwartale ogólnokrajowy konkurs na rok 1970, na najlepszą pracę
teoretyczną z mechaniki, w zakresie zastosowań inżynierskich.

II. ROZPOWSZECHNIANIE MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

1. Kontynuowanie i rozwijanie akcji wydawniczej

1) Organ wydawniczy PTMTS MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA ukazuje się nadal
jako kwartalnik. W I kwartale 1970 r. ukazał się tom 8, zeszyt 1, o objętości 7,75 arkusza wydawniczego.
Tom 8, zeszyt 2 został już złożony do druku, a zeszyt 3 znajduje się w opracowaniu technicznym.

2) Oddział w Gliwicach. W związku z przeprowadzonym Sympozjum na temat «Metody statystyczne
w mechanice», Oddział wydał obszerne streszczenia zgłoszonych na imprezę 33 referatów.

3) Oddział w Krakowie wydał materiały zawierające streszczenia referatów zgłoszonych na II Sympozjum
na temat «Techniki wibracyjnej»

4) Oddział w Warszawie wydał streszczenia referatów zgłoszonych na IV Sympozjum z zakresu doświad-
czalnych badań w mechanice ciała stałego.

2. Popularyzacja wiedzy w postaci organizowania kursokonferencji, kursów, wykładów
popularyzujących oraz seminariów:

a) K u r s y. Oddział w Gliwicach prowadzi, zakrojony na okres dwóch lat, kurs na temat
«Podstawy mechaniki ośrodków odkształcalnych». Liczba słuchaczy wynosi 30 osób. Dwugodzinne wy-
kłady odbywają się raz w tygodniu. Zakończona już została pierwsza część kursu.

b) S e m i n a r i a. Oddział w Gdańsku. Seminarium na temat «OgóIna mechanika ośrodka ciągłego».
Dwugodzinne wykłady prowadzono raz na 2 tygodnie. Seminarium na temat «Metody statystyczne w me-
chanicew. Dwugodzinne wykłady prowadzono raz w tygodniu.

3. Dążenie do zwiększenia liczby członków PTMTS ilustruje poniżej zamieszczona tabela:

L. p.

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

Oddział

Bydgoszcz
Częstochowa
Gdańsk
Gliwice
Kraków
Łódź
Poznań
Szczecin
Warszawa
Wrocław

Stan na koniec
IV kwart. 1969 r.

17
38
54
81
35
50
29

156
59

Stan na koniec
I kwart. 1970 r.

14
22
37
56
80
37
62
28

157
61

Przybyło lub ubyło
w okresie sprawoz-

dawczym

+ 14
+ 5
- 1
+ 2

|
+ 2 .
+ 12
- 1
+ 1
+ 2

Razem 519 554 +35
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HI. R Ó Ż N E

1. Powstanie Oddziału PTMTS w Bydgoszczy

Opierając się na upoważnieniu XI Zjazdu Delegatów, Prezydium Zarządu Głównego na zebraniu
w dniu 8 stycznia 1970 r. podjęło uchawlę o celowości powołania Oddziału PTMTS w Bydgoszczy. Na tej
podstawie, w dniu 12 lutego 1970 r. odbyło się zebranie Członków Założycieli Oddziału w Bydgoszczy.
Przewodniczącym Oddziału wybrany został dr Krzysztof WERNEROWSKI. NOWO wybrany Zarząd ukonsty-
tuował się jak następuje: Z-ca przewodniczącego — dr T. KABAT, sekretarz — mgr inż. B. SIOŁKOWSKI
skarbnik — mgr inż. J. CABAŃSKI.

2. Zebrania organizacyjne

W pierwszym kwartale 1970 r. odbyły się następujące zebrania organizacyjne:

Prezydium Zarządu Głównego 1

Zarząd Oddziałów:
Bydgoszcz 2
Częstochowa 3
Gdańsk 2
Gliwice 1
Kraków —
Łódź 2
Poznań 1
Szczecin 2
Warszawa 1
Wrocław . 3 17

(Nie podano Walnych Zgromadzeń, które w I kwartale dopiero zaczęły się odbywać).

Inne zebrania organizacyjne w Oddziałach:
Bydgoszcz (Członków Założycieli) 1
Warszawa (Komitetu Organizacyj- 2 3

nego Sympozjum)

Razem zebrań organizacyjnych 21

(Plenarne zebranie Zarządu Głównego oraz jedno zebranie Prezydium Z. Gł. odbyły się już w II kwar-
tale 1970 r.)



SPIS TREŚCI TOMU VIII — 1970

Zeszyt 1

G. N . SAWIN, A. N . G U Ź , A. S. KOSMODAMIANSKIJ, Zagadnienia mechaniki ośrodków ciągłych dla
obszarów niekanonicznych (Przegląd prac radzieckich)
3afla^H MexaHHKH CIUIOIUHLIX cpe# flna HeKaHOHHMecKHX o6jiacTeii (O63op COBCTCKHX cra-

Problems of mechanics of continuous media for non-canonical regions (Survey of Soviet
papers)

A. LITEWKA, Modelowanie płaskich sprężystoplastycznych zagadnień metodą fotoplastyczności 19
MoflejiHpoBanJie IUIOCKHX ynpyro-miacTiraecKHX safla1* MeTOflOM cboTonnacTH'arocTH
The modeling of the plane elasto-plastic problems by means of the photoplastic method

W. TOMCZAK, L. BULZAK-MROZOWSKA, Wyznaczenie pola temperatury i pola strumienia cieplnego
w przegrodzie wielowarstwowej przy harmonicznie zmiennym przepływie ciepła 27
Onpeflejiemie TeiwnepaTypHoro noJtH H IIOJIH TenJioBoro noioi<a B MHorocjioiinoti d e n n e npn
H3MeHHiomHMcH no rapMomraecKOMy 3aKoiry TennoBOM noioKe
Determination of the temperature and heat flux field in a multi-layer diaphragm at harmonic
heat flow

S. KALISKI, O przybliżonym integralnym oszacowaniu kumulacji plazmy poddanej działaniu kon-
centrycznego impulsu ciśnienia . 37
O npH5jiH>KeHHoń innerpaiibHOH orjeHne KyiwyjiHirHH njra3MM noflBeprHyioS fleiicTBHio
KOHHjei-iTpHiccKoro HMnyjiŁca flaBjieHaa
On an approximate, integral determination of cumulation of the plasma under the action
of the concentric pressure impulse

W. GAWROŃSKI, Analiza pewnego układu nieliniowego przy wymuszeniu stochastycznym 45
AHamra omroro miacca nejinHefiHoii cacTeMH co cjryqaHHBiM B03MymeiiHeM
Analysis of one class nonlinear system to stochastic excitation

S. BORKOWSKI, Naprężenia kontaktowe w półpłaszczyźnie sprężystej o wzmocnionym brzegu 55
KoHTaKTHŁie HanpjnKeHHH B ynpyroii nojiynnocKOCTH c noflKpenJieHHWM Kpaein
Contact stresses in elastic half-plane with stiffened boundary

Z. J. PIEKARSKI, G. SZEFER, O pewnym przypadku pełzania półpłaszczyzny z nieciągłymi warunka-
mi brzegowymi 63
O6 oflHOM cjryqae nomyiecTH nonyruiocKOCTH c pa3pBiBHHMH KpaeBbiMH yĉ OBHHMH
On a certain case of creep of a half-plane with discontinuous boundary conditions

J. KLEPACZKO, Uogólnione warunki stateczności w próbie rozciągania 75
O6o6meiiHe ycjioBira: ycToiraiBOCTH npn HcnbrraHHHX Ha pacTH>i<eHHe
Discussion of the generalized conditions for stability in the tension test

BIULETYN INFORMACYJNY 93

Zeszyt 2

J. SKRZYPEK, M. ŹYCZKOWSKI, Aproksymacja powierzchni nośności granicznej przekroju rurociągu 107
AnnpoKCHMaijira: npeflejiŁHoił noBepxHOcra flJiH nonepe^Horo ceneHHH TOJicTOdeHHoro
Tpy6onpoBona npH CJIOXKHBIX Harpy3Kax
On approximation of the yield surface of a thick-walled pipe-line under complex loads

A. MŁOTKOWSKI, Przybliżone obliczanie płyty kołowej, użebrowanej jednostronnie obciążonej
antysymetrycznie 127
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IIpH6jiH>KeHHoe pemeHHe noflBeprayToft aHTHCHMMeTpiPiHOMy H3rn6y KpyroBoft
KH noAKpenJieHHOH OflHOCTpOHHHMH paflHaJIBHblMH pe6paMH
Approximate solution of a circular plate with one-sided ribs subjected to antisymmetric ben-
ding

J. MARYNIAK, M. LOSTAN, Stateczność podłużna szybowca z uwzględnieniem odkształcalności
giętnej skrzydeł 137
BjiHHHHe H3rn6HOH fleijjopMHpyeMOCTH KpBiJiLeB na npoflOJiBHyio ycTOH^HBocTb nnaHepa
Effect of fluxural deformability of wings on the longitudinal stability of a glider

J. KSNIG, Podstawowe twierdzenia z zakresu teorii dostosowywania się konstrukcji sprężysto-plas-
tycznych do obciążeń zmiennych w czasie 139
OcHOBHtie TeopeiWLi Teopmi npncnoco6jiHBaeMocTH ynpyro-miacTiraeCKHX KOHCTpyKnHH
K H3MeHHI0ID,HMCJI BO BpCMeHH Harpy3KH
Basic theorems on shakedown of elastic-plastic structures under time-dependent loadings

A. GAJEWSKI, Pewne problemy optymalnego kształtowania pręta ściskanego siłą skierowaną do
bieguna , 159
HeKOToptie Bonpocti Bbi6opa onTMMaJiBHoii (bopMbi cTep>Kim OKHMaeiworo nojrapno nanpa-
BJieHHOłł CHJ1OH

Certain problems of optimum design of a rod compressed by a polar force
R. KRZYWIEC, Analogia mechaniczno-stereomechaniczna w klasie dwuwskaźnikowych równań

Lagrange'a drugiego rodzaju 175
MexaHHKO-cTepeoMexaHHiecKafl aHajiormi p,na KJiacca ypaBHeHHii JIarpaH3«a BToporo no-
pHflKa C flByMH HHfleKCaMH

Mechanical-elastic analogy in the class of two-index Lagrange equations of second kind

BIULETYN INFORMACYJNY , 193

Zeszyt 3

STANISŁAW OCHĘDUSZKO — Wspomnienie pośmiertne 203
M. JANAS, A. SAWCZUK, Zagadnienia plastycznej analizy powłok (kierunki badań w Polsce w dzie-

sięcioleciu 1960-1969) 205
Bonpocbi ananasa rrjiacTiraecKHX oSonoieK (HanpaBneHira nojiLCKHx HccneflOBaiiHH 1960-
1969)
Problems in plastic analysis of shells (research trends in Poland for the decade 1960-1969)

B. DUSZCZYK, Ograniczenia na funkcję energii sprężystej wynikające z warunku silnej eliptyczności 225
OrpaHJmeniM naKJiaflbiBaeiwbie ycjioBHeta CHJIŁHOH sjuiHnTH^HOcTH Ha dpyHKiniio ynpyroft

Limitations implied on th,e elastic energy function by the strongellipticity condition
W. WOJNO, Uwagi o infinitezymalnej teorii materiałów sprężysto—lepkoplastycznych 239

3aMe^aHHH K HH4>HHHTe3HMaJiBHoli TeopHH ynpyro-BH3KonjiacTHiiecKHx MaTepnajiOB
Notes on the infinitesimal theory of elastic—viscoplastic materials

L. KONIECZNY, Teoria przystosowywania się belek 259
Teopmi iipiicnoco6jiseMOCTH
Shake-down theory of beams

P. KLEMM, Cz. WOŹNIAK, Gęste heksagonalne siatki sprężyste 277
IIjiOTHbie reKcaronaJiBHbie ynpyrne pemeTKH
Dense elastic lattices of hexagonal type

T. BEDNARSKI, Pomiar odkształceń plastycznych membrany kołowej obciążonej impulsem ciśnienia 295
BfaMepeHHH nnaciH^ecKOH fleibopMairHH KpyroBoił Meiw6paHbi npH HjymyjiBCHOH Harpy3Ke
The measurement of the dynamie plastic deformation of a circular membrane



503

J. KAPKOWSKI, Granice obszarów plastycznych w rozciąganych elementach z karbem lub otworem 3191

FpaHHUBi nnacTH^ecKHX oSjiacTeii B pacrarHBaeMbix 3JieivieHTax c Haflpe3OM HUH OTEep-
CTHeM
Elastic-plastic boundaries in notched specimens under tension

Zeszyt 4

K. SOBCZYK, Stochastyczna stabilność ruchu 375
CTOXaCTHiTCCKaH yCTOIMHBOCTŁ flBH>KCHHH
Stochastic stability of motion

R. STANISZEWSKI, Problemy optymizacyjne w syntezie układów mechanicznych 407
Bonpocbi oniHMH3aiJiHH npii cnHTe3e MexaniwecKiix cucTeiw
Optimization problems in synthesis of mechanical systems

R. IZBICKI, O stateczności nasypów i skarp w stanie równowagi granicznej 427
0 6 yeroMHBOCTH Hactiiieft H OTKOCOB B COCTOHHHH npeflejiŁHoro paBHOBecua
On the stability of the embankments and slopes in the state of limit equilibrium

W. GAWROŃSKI, O pewnej możliwości dowodu twierdzeń o stabilności i niestabilności ruchu okre-
sowego 441
O 6 oflHoii B03MOH<HocTH flOKa3aTejiBCTBa TeopeM 06 ycToifciiiBOCTH H HeycToii^iHBOCTH n e -

On a certain possibility of proving the periodic motion stability and instability theorems
L. KALINOWSKI, J. LINKOWSKI, Wyraźna granica plastyczności metali w ujęciu teorii atmosfer Cott-

rella 449
Ilpe^en TeKynecTH MeTannoB B TeopHH aTMoedpep Konpejina
Yield point phenomenon in the light of Cottrell atmospheres theory

A. DRESCHER, Zastosowanie modelowych materiałów czułych optycznie do analizy stanu naprężenia
w ośrodkach sypkich 461
npHMeHemie MOfleJibHbix oniiraecKH qyBCTBHTenbHbix MaTepnajiOB flUH HCcneflOBainm Ha-
npH>r<eHHoro COCTOJIHIM cBiny^Hx cpefl
Application of optically sensible model materials in stress analysis of granular media

S. ZAHORSKI, O profilach prędkości przy laminarnych przepływach polimerów 479
O npodpHJKtx CKopocTH npii jMMHHapHtix Te^eHHax noJiHMepoB
On velocity profiles in laminar flows of polymers
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INFORMACJE DLA AUTORÓW

Komitet Redakcyjny prosi Autorów o ułatwienie prac redakcyjnych związanych z przygotowaniem do
druku nadesłanych artykułów przez przestrzeganie podanych wytycznych przy przygotowywaniu maszyno-
pisu:

1. Prace powinny być napisane pismem maszynowym w dwóch egzemplarzach, na zwykłym papierze,
na pojedynczych arkuszach formatu A4, jednostronnie, z podwójną interlinią, z marginesem 4 cm z lewej
strony; stronice z kolejną numeracją.

2. Prace powinny być pisane zwięźle i zawierać najistotniejszą treść tak, by objętość artykułu była
skondensowana.

3. Wzory i oznaczenia należy wpisywać ręcznie, bardzo czytelnie używając jedynie liter łacińskich
i greckich.Wskaźniki poniżej liter i wykładniki potęg należy pisać szczególnie dokładnie.

4. Praca powinna być zaopatrzona w krótkie streszczenie (do 20 wierszy maszynopisu) w j . rosyjskim
i w j . angielskim. W razie niemożności nadesłania streszczeń w językach obcych, Autor dostarcza streszczenie
W j . polskim z podaniem terminologii w j . rosyjskim i w j . angielskim.

5. Numeracja wzorów powinna się wiązać z poszczególnymi rozdziałami pracy (np. 1.1, 1.2, 1.3 itd.)
2.1, 2.2, 2.3 itd.). Numery wzorów powinny znajdować się w nawiasach okrągłych po lewej stronie wzoru.

6. Rysunki, wykresy i fotografie należy wykonać na oddzielnych arkuszach z podaniem kolejnych
numerów. Obok właściwego tekstu, na marginesie należy podać jedynie odnośny numer rysunku. Na
oddzielnym arkuszu należy załączyć spis podpisów pod rysunkami. Ostateczne wykonanie rysunków obo-
wiązuje Redakcję.

7. Wszystkie rysunki, wykresy i fotografie należy nazywać w tekście rysunkami (skrót rys.), a nie
używać określeń figura, szkic, fotografia. U dołu rysunku (a na fotografiach na odwrocie) należy wpisać
czytelnie numer rysunku, podpis pod rysunkiem (objaśniający), tytuł pracy i nazwisko autora.

8. Wszystkie tablice (unikać zbyt dużych), podobnie jak rysunki, należy wykonać na oddzielnych ar-
kuszach i numerować liczbami arabskimi. U góry każdej tablicy należy podać tytuł objaśniający.

9. W tekście na marginesie należy podać słownie opis oznaczeń, które mogą budzić wątpliwości. Dotyczy
to pisowni małych i dużych liter łacińskich i greckich, np. ni, fau, dzeta, ksi, kappa i in.

10. Po zakończeniu pracy należy podać wykaz literatury cytowanej w tekście wymieniając w kolejności:
inicjały imion, nazwisko autora (oraz współautorów), pełny tytuł dzieła lub artykułu, tytuł czasopisma
(może być skrótami), numer zeszytu, numer tomu, rok (w nawiasach okrągłych) oraz ewent. strony. Przy
pozycjach książkowych należy podać miejsce wydania i rok. Pozycje literatury powinny mieć numerację
kolejną (np. 1., 2. itd.), a w tekście, powołując się na literaturę, należy podać numer w nawiasie kwadrato-
wym.

11. Redakcja zastrzega sobie prawo potrącenia z honorarium autorskiego kosztów sporządzenia no-
wego maszynopisu artykułu w przypadku nie przestrzegania wyżej podanych wskazówek.

12. Autorowi przysługuje bezpłatnie 25 egz. nadbitek pracy. Dodatkowe egzemplarze Autor może
zamówić w Redakcji na koszt własny przy odsyłaniu korekty autorskiej.

13. Autora obowiązuje korekta autorska (szczególnie wnikliwa kontrola złożonych wzorów), którą
należy zwrócić w ciągu 5 dni pod adresem: Redakcja „Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej", Warszawa,
ul. Świętokrzyska 21.



W następnym zeszycie ukażą się prace:

J. J. TELEGA, Zastosowanie programowania liniowego do wyznaczania nośności granicznej kon-
strukcji (przegląd prac)

JiHiieHHoro nporpaMMiipoBainm fljm onpefleneniM iiecymeii cnocoSnocTii
(o63op cTaTeił)

Application of linear programming to the determination of the limit load capacity of structures
(survey of publications)

T. GAŁKIEWICZ, Zagadnienie stateczności ortotropowej powłoki stożkowej poddanej skręcaniu
• ripoSjiema ycioihiHBOCTH opxoTponnoH KomivecKofi OSOJJOOTH noflBeprnyroft cKpynr-

BBHHIO
Nonlinear stability problem of an orthotropic conical shell subjected to torsion

K. FIDELUS, A. MORECKI, Niektóre własności zmiennej struktury biomcchanizmów
HeKOTopue crsoftcTBa nepeiweinioji CTpyKTypti 6noMexann3Mon

Some properties of variable structures of biomechanics
M. GALOS, Plastyczne Skręcanie niejednorodnych prętów o zmiennej średnicy

ririacTHtiecKoe Kpyiieirae Heofliropo^Hbrx CTepwHeit nepeMeniioro flitaMeTpa
Plastic torsion of non-homogeneous rods of variable thickness

J. HALAUNBRENNER, M. KMIECIK, Zjawisko rezonansu w kontakcie ciał sprężystych
•Sujienne pe3onanca B icoiiTaKTe ynpyrux Ten

The resonance phenomenon for elastic bodies in contact
M. JOKIEL, Odpowiedniość modelowa dla cienkościennych prętów o bisymetrycznym otwartym

przekroju poprzecznym
KpHiepjiH no,no6mi TOHKocTeHHbix CTep>KHeft GncHMMeTpfraecKoro oTKpbnoro ce^enHH
Model correspondence criteria for thin-walled rods of bi-symmetric open cross-section

J. BAUER, E. WŁODARCZYK, Dynamika sztywnej płyty spoczywającej na sprężysto-plastycznym
podłożu ze zmienną granicą plastyczności
JInHamnio wecTKoń nJiHTŁi naxoflflmeftcfl Ha ynpyro-nuacTHiiecKom neoflHopofluoM
OCHOBaHHH
Dynamics of a rigid plate resting on elastic-plastic non-homogeneous medium

K. TURSKI, Badanie wpływu odkształcenia plastycznego na zachowanie się metalu.przy różnych
drogach wtórnego obciążenia
Hccjie,n;oBaniie"BJiiMHiin njiacwraecKoft flecbopMairrai na noBeflenne MeTanna npn pa3Htix
nyrnx BTprranoro Harpy>KeHiw
Investigation of the influence of plastic deformation on behaviour of metals under various
ways of repeated loading

J. BARAN, K. MARCHELEK, Redukcja stopni swobody układów dyskretnych
ripHBefleniie cTencHea CBo6o#bi flucKpeTHLix ciiereM
Reduction of the number of degree of freedom in discrete systems •
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Cena zł 30.—

MECHANIKA TEORETYCZNA 1 STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Mechaniki
Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje się poczynając od 1 stycznia 1967 r- jako kwartalnik. Zeszyty
z lat poprzednich można nabywać w sekretariacie Zarządu Głównego PTMTS (Warszawa, Pałac

Kultury i Nauki, piętro 17, pokój 1724)

Mech. Teor., T. 8, z. 4, s. 373—504, Warszawa 1970, Indeks 36712
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