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STOCHASTYCZNA STABILNOSC RUCHU

KaziMmiERZ SO0BCZYK (WARSZAWA)

1. Wstep

Jednym z podstawowych zagadnien analizy ukladéw dynamicznych jest badanie sta-
bilnoéci ruchu. W teorii deterministycznej, opisujacej ruch ukladu za pomocg aparatu
analizy matematycznej, badania stabilnosci sa daleko zaawansowane i mozna powiedziec,
7e w chwili obecnej dla ukladéw dynamicznych dyskretnych istnieje teoria stabilnoéci
ruchu (por. np. [1, 2]). W tej teorii, podstawy ktdrej zwiazane sa gldwnie z nazwiskiem
Lapunowa, pojecia stabilnoéci i cala analiza oparte sa na deterministycznym charakterze
ruchu i jego zaburzen. .

W analizie stochastycznego ruchu ukladéw dynamicznych zagadnienie stabilnoéci
jest réwniez bardzo istotne. W tym przypadku jednak, ze wzgledu na stochastyczny cha-
rakter ruchu, pojecia stabilno$ci musza by¢ oparte na probabilistycznych charakterysty-
kach odpowiednich zdarzen i sprecyzowane w jezyku teorii prawdopodobiefistwa. Ponie-
waz w okre§leniach stabilnosci zasadnicza rolg odgrywa pojecie granicy oraz takie po-
jecia, jak male zaburzenie ruchu itp., ktdre moga mied rézny probabilistyczny sens, to
nalezy sie spodziewaé, Ze i1o§¢ roznych definicji stabilno$ci stochastycznej bedzie znacznie
wigksza niz w przypadku stabilno$ci klasycznej. Tak jest istotnie, na przyktad zwykle
pojecie stabilnosci (wedtug Lapunowa) czy stabilnoéci asymptotycznej moze by¢ w przy-
padku ruchu stochastycznego zdefiniowane co najmniej w trzech réznych sensach — wedtug
prawdopodobienstwa, w sensie §redniokwadratowym i w sensie prawie na pewno.

W ostatnich latach zagadnienia stochastycznej stabilnosci ruchu (podobnie jak inne
zagadnienia dotyczace stochastycznych réwnan rdzniczkowych) sa intensywnie badane
i w chwili obecnej istnicje w tej dziedzinie bogata literatura. Sprecyzowano podstawowe
pojecia stabilno$ci stochastycznej oraz podano wiele waznych twierdzed i metod dla réz-
nych klas uktadéw dynamicznych i przy réznych zalozeniach odnoénie wiasnosci wymu-
szen losowych i stochastycznych parametréw ukladdw.

Pierwsze uwagi na temat probabilistycznego traktowania stabilnofci ruchu pochodza
Jjuz z lat trzydziestych [5, 6, 7], natomiast w roku 1955 ukazata sie praca [8], w ktorej za-
warte jest pewne kryterium stabilnodci stochastycznej (wyraZone przez warto§¢ gestosci
widmowej rozwigzania) dla réwnania rézniczkowego rzedu pierwszego, ktdrego wspot-
czynnik jest procesem stochastycznym gaussowskim i stacjonarnym. Pewne uwagi zwig-
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zane ze stabilnoécia ukladéw z losowym wymuszeniem zawiera tez praca [9]; wbrew
tytutowi dotyczy ona jednak innych jakoSciowych kwestii dla réwnan nieliniowych z lo-
sowym wymuszeniem {(np. istnicnie rozwigzan stacjonarnych).

Pierwsze wazniejsze 1 ogdlniejsze rezultaty dotyczace stochastycznej stabilno$ci ruchu
zawieraja prace [10, 11] oraz [12, 13] rozpoczynajace jednocze$nie okres intensywnych
badan przypadajacy w tej dziedzinie na ostatnie dziesigciolecie. W pracach tych autorzy
podali podstawowe pojecia stabilno$ci stochastycznej oraz wprowadzili wazne kryteria
dotyczace stabilno$ci wedhug prawdopodobienstwa i w sensie §redniokwadratowym.
Nalezy podkresli¢, ze w pracach [10, 12], ktére powstaly niezaleznie i zawieraja rezultaty
podobne, po raz pierwszy zastosowano aparat funkeji Lapunowa do badania stabilnoci
stochastycznej. W latach szesédziesigtych otrzymano szereg bardzo interesujacych i ogol-
nych rezultatéw dotyczacych réznych typow stabilnosci stochastycznej i innych pokrew-
nych zagadnied (np. ograniczono$¢ i stacjonarno$é rozwiazand réwnaii stochastycznych,
stochastyczna stabilizacja niestabilnych ukladéw deterministycznych itp.), rezultaty te
zwigzane sa przede wszystkim z takimi nazwiskami, jak CAUGHEY, GICHMAN, HASMIN-
sk11, KOZIN i in.

W chwili obecnej, najwazniejsze rezultaty otrzymane w badaniach stabilnoéci stochas-
tycznej dotycza ukladoéw dynamicznych, ktérych wymuszenia sa procesami stochastycz-
nyini o charakterze bialego szumu, gdyz wtedy mozna zastosowaé teorig proceséw Marko-
wa, a dokladniej aparat stochastyczny réwnan Ito (por. np. [14, 15, 16, 17, 18]). Badanie '
stabilno$ci przy wymuszeniach innych typéw jest trudniejsze, dlatego szereg autoréw
ograniczalo si¢ do badania stabilnodci tylko ukladéw liniowych (por. np. [19, 20, 21])
lub ukladéw nieliniowych specjalnej postaci (np. [21]); jednakze dla szerszej klasy uktadow
nielinfowych otrzymano réwniez interesujace rezultaty (por. np. [22, 23, 24)).

Mimo Ze istniejace obecnie badania nie sa wystarczajace i wiele zagadnief nie ma jesz-
cze rozwigzania, to jednak sa one na tyle zaawansowane, Ze bez watpienia stanowig pod-
stawe dla przyszlej teorii stochastycznej stabilno$ci ruchu.

Celem tego artykulu jest uporzadkowanie i syntetyczne omdwienie podstawowych
pojeé oraz najwazniejszych istniejacych obecnie rezultatéw dotyczacych stochastycznej
stabilnoéci ruchu ukladéw dynamicznych dyskretnych. Na zakonczenie podamy pewne
uwagi na temat innych stochastycznych zagadnien jako$ciowej analizy ukladéw dyskret-
nych. :

2. Stabilno$€ ruchu, Zagadnienia deterministyczne

Zanim przystapimy do omawiania zagadnien stabilnoci stochastycznej, przytoczymy
kilka podstawowych faktow dotyczacych klasycznej (tj. deterministycznej) stabilnoéci
ruchu. Z przytoczonych tutaj pojec 1 oznaczen bedziemy korzystali w dalszych rozwaza-
niach. '

Niech ruch uktadu dynamicznego bedzie opisany przez ukiad réwnaf (w postaci wek-
torowej)

. dy
@1 - = F@. ),
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gdzie ¢t oznacza czas (fo S ¢ < +00), zas y(1) =[y,(0), ..., y, (D], F(t, y) = [F\(1, ), ...,
E,(t, »]; y(¢) jest funkcja niewiadoma. Funkcja wektorowa F(t, y) jest okre§lona na ilo-
ciynie kartezjanskim przedziatu czasu 7' i pewnego obszaru D, e R". Przestrzeli R" nazywa
sie przestrzeniq fazowq uktadu (2.1).

Warunki poczatkowe dla ukiadu (2.1) maja postaé

(2.2) y(t) =y =00, 0.

Zakladamy, Ze funkcja F speinia zaloZenia twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci
rozwiazania zagadnienia poczatkowego (2.1)-(2.2) — por. np. [4].
Rozwigzanie zagadnienia poczatkowego (2.1), (2.2) ma postaé

(2.3) y=9@) =0 0y%, @) =I[p @), ... p.(0)].

Funkcja (2.3) okres$la w dowolnej chwili ¢ potoZenie poruszajacego sie punktu, ktdry
w chwili poczatkowej ¢ = £, znajdowal si¢ w punkcie y° e D,. Mdwi sig, Ze rozwigza-
nie (2.3) okreSla ruch vktadu dynamicznego (2.1) w przestrzeni fazowej. Krzywa przed-
stawiona réwnaniem (2.3) opisujaca ruch nazywa sig¢ trajektorig ruchu. Wektor zerowy
dla odroznienia od liczby zero bedziemy oznaczali: 0 = (0, ..., 0).

Okredlenie 2.1. Rozwigzanie (lub ruch niezaburzony) ¢(f) ukladu (2.1) nazywa sig
stabilnym (wedtug Lapunowa), jezeli dla dowolnego f, € T' 1 dowolnego ¢ > 0 istnieje
takie 6 = 8(z,, &) > 0, Ze jeZeli dla dowolnego rozwiazania y(¢) ukiadu (2.1)

2.4 [y (2e)—@ )l < 6,
to dla wszystkich ¢ > ¢,

2.5) y(D—eOIl < e,
gdzie [| [| oznacza norme¢ w przestrzeni R".

Innymi stowy, rozwigzanie ¢(r) jest stabilne, jezeli rozwigzania, ktdre lezg dostatecznie
blisko niego w'chwili ¢ pozostaja dowolnie blisko niego réwniez dla ¢ > f,.

Jezeli warunki powyZszego okreflenia nie sa spelnione, to ruch nazywa si¢ niestabil-
nym. Jezeli liczbg¢ 6 mozna wybraé niezaleznie od f,, tj. 6 = d(¢), to méwiny, Ze stabil-
no$¢ jest jednostajna.

W szczegblnym przypadku, gdy F(¢,0) = 0 rozwiazanie trywialne (potozenie réwno-
wagi) @(¢) = 0 jest stabilne, jezeli dla dowolnego £ > 0 i dowolnego t, € T istnigje takie
8 = d(s, ty) >0, 2e z nieréwnosci

(2.6) bl < b
wynika nieréwnoéé

2.7 MOl <e dla > t,.

Przez odpowiednia zamiang zmiennych zagadnienie o stabilnoéci dowolnego rozwiazania
zawsze mozna sprowadzi¢ do badania stabilnoéci rozwigzania trywialnego (por. np. [2]).

OkreSlenie 2.2. Rozwigzanie (ruch niezaburzony) ¢(¢) uktadu (2.1) nazywa sig asymp-
totycznie stabilnym, jeZeli jest ono stabilne (wedlug Lapunowa) oraz

28 lim |1y ()= @ ()] = .
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Jezeli rozwigzania y(¢) daza do ¢(¢) przy ¢ — co jednostajnie wzgledem ¢, to mdwimy,
ze asymptotyczna stabilno$é jest jednostajna wzgledem 7. W szczegdlnodci, rozwiazanie
trywialne @(f) = 0 jest asymptotycznie stabilne, jezeli jest stabilne oraz przy |[|y(¢,)|| < 0
(2.9) }imy(t) = 0.

Powyisze okreSlenia nic nie méwia o wielkosci zaburzen poczatkowych (czyli o wielko-
éci liczby ). Obszar G zaburzen poczatkowych, tj. przy ustalonym ¢ obszar [|y(zo)|| < M,
(gdzie M dana liczba), dla ktérego zachodzi relacja stabilnoci asymptotycznej (2.9), na-
zywa sig obszarem stabilnoSci asymptotycznej (lub obszarem przyciggania polozenia réw-
nowagi @(f) = 0). Wazny jest przypadek, kiedy obszar asymptotyczne] stabilnosci G jest
calg przestrzenia fazows. '

Okrelenie 2.3. Jezeli @(2) jest stabilne (wedlug Lapunowa) i relacja (2.8) jest prawdzi-
wa dla wszystkich rozwiazan y(¢) niezaleznie od ich warto$ci poczatkowych (tj. G = R¥),
to méwimy, e rozwigzanie (ruch) p(t) jest asymptotycznie stabilne globalnie.

Oprécz pojeé okreslonych wyzej, w badaniach stabilnosci zostaly wprowadzone jesz-
cze inne wazne pojecia, np. stabilno§é eksponencjalna, stabilnoéé warunkowa, stabilno$é
ze wzgledu na zaburzenia dzialajace w sposéb ciggly, stabilnoéé techniczna i inne (por.
np. [3]).

Badanie stabilno$ci jest najprostsze w przypadkach, kiedy réwnania rézniczkowe opi-
sujace ruch ukladu dynamicznego mozna rozwigzaé explicite. Podstawowa klasa takich
réwnan sa réwnania liniowe o stalych wspdlczynnikach. W zagadnieniach praktycznych
spotykamy jednak uktady nieliniowe, dla ktérych nie mozna znalezé rozwiazania doklad-
nego; analiza stabilno$ci takich uktadéw jest trudniejsza i wymaga specyficznych metod.

Najprostsza i1 historycznie pierwsza metoda badania stabilno$ci vkladéw nieliniowych
opisanych rdwnaniami postaci (2.1) polega na tym, Ze dane réwnania nieliniowe
linearyzuje si¢ i o stabilnoSci (wzglgdnie niestabilno$ci) orzeka sie na podstawie réwnan
liniowych — tzw. réwnar pierwszego przyblizenia, tj. réwnan postaci

(2.10) %=2aij(t)yj, i=1,2,...,1,

i=1 .
gdzie zwykle zakltada sig, ze a;(¢) = a;; = const. Mimo Ze metoda ta nie jest ogdlna,
istnieje jednak pewna klasa uktadéw nieliniowych, dla ktérych kwestie stabilnodci mozna
rozstrzygaé w oparciu o pierwsze (liniowe) przybliZzenie. Jak zobaczymy w dalszych roz-
wazaniach, procedura ta moze byé réwniez stosowana w badaniach stabilnoéci stochas-
tycznej.

Podstawowa metoda badania stabilno$ci jest tzw. druga metoda Lapunowa. Jej istota
polega na tym, ze (nie rozwigzujac réwnan ruchu) kryteria stabilnosci i niestabilnosci
formutuje sig¢ w oparciu o wlasnoéci pewnych funkcji zwigzanych z danym ukladem réw-
nan — zwanych funkcjami Lapunowa. Wprowadzenie funkcji Lapunowa okazalo sie
bardzo trafne i dalo podstawe dla wielu ogdlnych metod analizy jako§ciowej ukladéw
dynamicznych. Obecnie w oparciu o funkcje Lapunowa mozna rozstrzygaé kwestie sta-
bilnosci, badaé problemy optymalnej stabilizacji ukladéw dynamicznych oraz analizowag
inne zagadnienia jako$ciowe réwnah rézniczkowych (por. np. [2, 3]). Pojecie funkcji
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Lapunowa okazato si¢ réwniez bardzo istotne w badaniach stochastycznej stabilno$ci
ruchu.
Niech V(t,y) = V(¢, yy, .., y,) bedzie funkcja okreslona i ciagta w zbiorze Z, =
= fa<t<oo, [yl <h} -
Rzeczywista, skalarna i ciagla funkcja V(#, y) nazywa si¢ funkcjq stalego znaku (znaku
dodatniego lub znaku ujemnego) w Z,, jezeli V(z, ) = 0 lub V(z, y) < 0 dla (¢, y) € Z,.
Funkcja V(¢, y) nazywa si¢ funkcja okreslonq dodatnio (w sensie Lapunowa) w Z,,
jezeli istnieje ciagla funkcja skalarna W(y) okreSlona dla ||y|| < h taka, Ze

Vi, )= W@ >0 da ||yl|#0,
@.11) V2, 0) = W(0) = 0.

Analogicznie, funkcja V(¢, ») nazywa si¢ funkcja okreslong ujemnie w Z,, jezeli istnieje
W(y) taka, ze

Vi, s —wWH) <0 dla [yl #0,

V(t, 0) = wW(0) = 0.

Funkcja okredlona dodatnio lub ujemnie nazywa sie funkcja okreslonego znaku.

W szczegdlnosei jezeli V nie zalezy od 1, tj. V' = V(»), to jest ona okreslonego znaku,
jezeli (—1)PV(y) > 0 dla ||y|| # 0 i V(0) = 0, przy czym dla funkcji okre§lonej dodatnio
B =0, a dla funkcji okreslonej ujemnie § = 1.

Méwi sig, ze funkcja V(¢, y) posiada nieskonczenie maia granice przy y — 0, jezeli dla
dowolnego & > 0 istnigje liczba § > 0 taka, ze

Ve »Ni<e dla |lyll<d, e, ).

(2.12)

Zauwazymy, ze jezeli V = V() jest funkcja ciggla (niezalezng: od 1) i taka, ze V(0) = 0,
to V(») posiada nieskoficzenie mata granicg przy y — 0. Analiza stabilnoéci przy pomocy
drugiej metody Lapunowa oparta jest na badaniu zachowania sie funkcji V(¢, y) wzdtuz
trajektorii rozwazanego ukiadu réwnan rézniczkowych.

Niech funkcja ¥V = V(¢, y) bedzie okre§lona i ciagla wraz z pochodnymi czastko-
wymi pierwszego rzedu w zbiorze Z,.

Okrelenie 2.4. Funkcja

av 24 \_1 oV

(2.13) =V =5+ 2%,

F,= & —l—F gradV

nazywa si¢ pochodnq funkcji V(t ¥) ze wzgledu na uklad (2.1). Operacja przyporzadko-
wujaca funkeji V jej pochodna ¥ ze wzglgdu na uktad (2.1) jest niekiedy nazywana opera-
torem Lapunowa.

A oto trzy podstawowe twierdzenia Lapunowa por. [2, 3].

Twierdzenie 2.1. (pierwsze twierdzenie Lapunowa). Jezeli dla uktadu (2.1)istnieje do-
datnio okreélona funkcja skalarna V(¢, y) posiadajaca pochodng V(t, y) ze wzgledu na
ukiad (2.1) znaku ujemnego, to rozwiazanie trywialne ¢ = 0 danego ukladu jest stabilne
wedlug Lapunowa.

Twierdzenie 2.2.(drugie twierdzenie Lapunowa). Jezeli dla uktadu 2.0 1stn1eje do-
datnio okre§lona funkcja skalarna V(t, y) posiadajaca nieskoriczenie maty granice przy
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y — 0 oraz majaca ujemnie okreélona pochodna V(z, y) ze wzgledu na uklad (2.1), to roz-
wiazanie trywialne danego ukladu jest asymptotycznie stabilne.

Twierdzenie 2.3. (trzecie twierdzenie Lapunowa). Niech dla uktadu (2.1) istnieje funk-
cja V(t, y) posiadajaca nieskonczenie maly granicg przy y — 0 oraz majaca pochodna
V(t, ¥) ze wzgledu na ukiad (2.1) okreslonego znaku. Jezeli dla pewnego ¢’ > a w dowol-
nym otoczeniu ||y|} < 4 (4 < h) znajdzie si¢ punkt (¢, y"), dla ktérego znak funkcji
jest taki sam jak znak pochodnej V, tj. taki, ze

V', y W', y) >0,
to rozwigzanie trywialne ¢ = 0 ukfadu (2.1) jest niestabilne wedlug Lapunowa.

Okreélenic 2.5. Funkcje V(¢, y) czynigce zado$¢ warunkom twierdzen 2.1, 2.2, 2.3 na-
zywaja sie funkcjami Lapunowa (odpowiednio I, II i IIT rodzaju).

3. Podstawowe pojecia stabilno$ci stochastycznej

Pojecia stabilnodci przytoczone w poprzednim paragrafie przestaja by¢ uzyteczne, je-
zeli rozwazamy stochastyczny ruch ukladéw fizycznych. Koncepcje stabilnoéei takiego
ruchu (koncepcje stabilnoéci stochastycznej) musza uwzgledniaé jego probabilistyczny
opis 1 wyrazaé pojecia stabilnosci w terminach charakterystyk odpowiednich zdarzen
losowych. W literaturze istnicje szereg réznych pojec stochastycznej stabilnoéei ruchu;
tutaj przytoczymy najwazniejsze z nich.

Niech ruch ukiadu dynamicznego bedzie opisany przez uklad réwnan stochastycznych
(w postaci wektorowej)

G | o = FIY@), 6 (),

gdzie F jest funkcja wektorowa, za$ X(¢) 1 ¥(¢) oznaczaja procesy stochastyczne wektoro-
we. Nie ograniczajac ogdlnoéci mozna przyjac, ze F(0, ¢, X(¢)) = 0 i badaé stabilnosé
rozwigzania trywialnego Y(¢) = ¢(¢) = 0.
Okreslenie 3.1. Rozwigzanie trywialne (ruch niezaburzony) ukladu (3.1) nazywa sig:
a) stabilne wedlug prawdopodobienstwa, jezeli dla dowolnych (dowolnie matych) liczb
e > 01 6 > 0 istnieje taka liczba r > 0, ze dla dowolnego rozwiazania Y (¢) uktadu (3.1),
ktére w chwili ¢ = £, spelnia warunek '

1200 = 1Y)l < r,
jest dla wszystkich ¢ > ¢, spetniona jedna z nieréwnosci
(3.2) P LY (3O, b, )|| < &} > 16,
(32 PAIIYOO, to, DIl > €} < 6,
lub nier6wno$¢ silniejsza (por. [15, 17])
(3.2 lim P{sup||Y(y°, to, 1)|| > &} = 0;

o[>0 =1

w relacjach (3.2) i (3.2") P,{||Y|| = ¢} oznacza prawdopodobienistwo tego, Ze w chwili
t 2 1o jest spetniona nierédwno$é ||\Y (3°, to, 1)|| = ¢;
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b) asymptotycznie stabilne wedlug prawdopodobienstwa, jezeli jest ono stabilne wedtug
prawdopodobienstwa i oprécz tego dla dowolnego & >0 i dla wszystkich rozwigzasn,
dla ktérych |[y°]| << M, spelniona jest nieréwnoéé
(33) mP, {[[YOO, to, DIl < e} =1,

{—>w

gdzie M jest stala okreSlajaca obszar stabilno$ci asymptotycznej;

c) asymptotycznie stabilne globalnie wedlug prawdopodobieristwa, jezeli relacja (3.3)
jest prawdziwa dla dowolnego y° € R', tj. M = co.

W pracy [12] zostalo podane nieco inne okreSlenie asymptotycznej stabilnosci global-
nej wedlug prawdopodobienstwa.

Okreslenie 3.2. Rozwigzanie trywialne ukiadu (3.1) nazywa sie:

a) stabilne Srednio z potegq p (krotko p - stabilne), jezeli dla dowolnego & > 0 istnieje
takie r > 0, ze dla wszystkich rozwigzan Y(f) uktadu (3.1), dla ktérych

Nyl = 1Y ()l] <1,
spelniona jest dla ¢ 2= ¢, nieréwnoé¢
(3.4) E{JIY(O®, to, DIIP} <&, p=>0

(E oznacza warto$¢ przecigtna); :
b) asymptotycznie stabilne Srednio z potegq p (krdtko asympiotycznie p - stabilne),
jezeli jest ono p - stabilne i poza tym, dla t - o0

(3.5 E{[IY(°, 1o, HIIF} - 0;

jezeli powyzsza relacja zachodzi dla dowolnego y° € R", to mdéwimy, ze asymptotyczna
p - stabilnoé¢ jest globalna;

" ¢) eksponencjalnie stabilne $rednio z potegq p (krétko: ekspomencjalnie p - stabilne),
jezeli istniejg takie state liczby dodatnie N i «, ze dla wszystkich ¢ 2= ¢, zachodzi nieréwno$é

(3.6) E{|IY(°, to, I[P} < N[y°lIPexp[—alt—1o)].

Stabilno$¢ §rednia z potgga p (réwniez asymptotyczna, eksponencjalna), jak wynika z ok-
relenia, charakteryzuje stabilnoé¢ momentéw rozwiazania i jest réwniez nazywana sta-
bilnoscia momentéw. Dokladniej, jezeli spetniony jest warunek (3.4) [odpowiednio (3.5)
1 (3.6)], to czgsto mdwi sie, Ze moment rzedu p rozwigqzania jest stabilny (odpowiednio —
asymptotycznie stabilny, eksponencjalnie stabilny) w otoczeniu rozwigzania trywialnego
(por. [18, 26]).

Jezeli p = 2, to méwimy, Ze rozwigzanie trywialne jest stabilne (asymptotycznie sta-
bilne, eksponencjalnie stabilne) Srednio z kwadratem.

Okreslenie 3.3. Rozwiazanie trywialne ukladu (3.1) nazywa si¢ stabilne prawie na pew-
no ([22, 270) lub z prawdopodobieristwem jeden, jezeli dla dowolnego rozwiazania Y(r)
ukfadu (3.1) takiego, Ze ||¥(%o)|| < r, wszystkie realizacje procesu Y(#) oprécz co najwy-
Zej ich zbioru o prawdopodobiefistwie zero sa stabilne.

Analogicznie okre§lamy stabilno§¢ asymptotyczna i stabilno§¢ eksponencjalng prawie
na pewno.

W pracach [19, 21] przyjete jest nastepujace okreSlenie: rozwiazanie trywialne ukladu
(3.1) jest asymptotycznie stabilne prawie na pewno (lub) z prawdopodobieristwem jeden ze
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wzgledu na obszar D < R, jezeli dla kazdego rozwiazania Y(»°, to, 1) uldadu (3.1) takiego

ze y° € D mamy
3.7) 1Y(5°, 16, DIl = 0 prawie na pewno,
I c0

tj. dla dowolnego & > 0 istnicje takie 7, ze
(3.8) lim P{sup||Y (3°, o, )|| > &} = 0.

Tow 12T
Dla autonomicznych ukfadéw liniowych i stacjonarnego procesu X(¢) powyZsze okres-
lenie jest réwnowazne okresleniu 3.3.

Niech @(r) = @[Y(-), t] bedzie pewnym nielosowym funkcjonalem (skalarnym, wek-
torowym itp.) okre$lonym na rozwiazaniach Y(»°, t,, ¢t) uktadu (3.1) zaleznym od ¢ €[0, o0)
jak od parametru i spetniajacym warunek &[0, t] = 0.

Okreflenie 3.4, Mowimy (por. [28)), Ze funkcjonal @ jest stabilny, jeZeli dla dowolnego
& > Oistnieje takie r > 0, ze dla kazdego rozwiazania Y(¢) ukadu (3.1) takiego, Ze ||y°|| =
= ||Y{tx)|| < rjest dla z = t, spelniona nieréwnosé

(3.9) |PLY (), 1] < &5

funkcjonal @ nazywa si¢ asymptotycznie stabilny, jezeli istnieje takie M > 0, zZe jezeli
[[Y(1o)il < M, to
(3.10) lim @[Y(.), t]=0.

t—w
Najprostszymi funkcjonatami @[¥(-), t], ktérych stabilno$é jest waZna w zastosowa-
niach, sa momenty rozwigzan uktadu réwnan (3.1), np. momenty pierwszego i drugiego
rzedu

3.11) PY(), 1= E[Y(D], BIY(), 1= EXOY ().

W pierwszym przypadku @ jest funkcjonalem wektorowym, w drugim — macierzowym.

Tak wigc, w przypadku szczegélnym kiedy funkcjonat @ jest momentem dowolnego
1z¢du p > 0 rozwiazania, stabilno$é funkcjonatu @ oznacza stabilno$é momentéw (okres-
lenie 3.2).

Podane wyzej okreSlenia dotycza stabilnosci stochastycznej ze wzgledu na zaburzenia
warunkéw poczatkowych. Mozna réwniez wprowadzi¢ odpowiednie pojecia stabilnoéci
stochastycznej ze wzgledu na ciagle dzialajace zaburzenia.

Niech bedzie dany uklad

dy

A 3. ﬁ.:
(3.12) = F0
oraz uktad zaburzony
dy
(3.13) = F(Y, )+ R(1),

gdzie R(r) jest procesem stochastycznym.
Okreslenie 3.5. Rozwigzanie trywialne (ruch niezaburzony) ukladu (3.12) nazywa sig
stabilne wedlug prawdopodobieristwa ze wzgledu na ciggle dzialajgce zaburzenia male w sen-
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sie $rednim, jezeli dla dowolnego procesu R(?) i y° e R" dowolne rozwiazanie Y(1) =
= Y(y°, t,, t) ukiadu (3.13) dazy do zera wedlug prawdopodobiefistwa, gdy

(3.14) 1p°l+sup E||R(@)]| - 0,

t=10y
tj. dla dowolnego ¢ > 01i d > 0 istnieje takie y > 0, Ze z nieréwnofci
[1y°ll+sup EJ|R(]] <y

=19
wynika, ze dla t > ¢,
P{IY(°, to, || > &} < 4.

Okreslenie 3.6. Rozwigzanie trywialne uktadu (3.12) nazywa si¢ stabilne Srednio z wyklad-
nikiem p ze wzgledu na ciggle dzialajgce zaburzenia male w sensie Srednim z wykladnikiem r,
jezeli dla dowolnego procesu R(t), y° € R" i dla dowolnego rozwiazania Y(¢) = Y(3°, to, 1)
ukiadu (3.13) takiego, Ze

(3.15) el +sup E{IRMII} -0, r>0,
>0
mamy dla ¢ = ¢,
(3.16) sup E{||Y(3°, to, 1P} = 0, p>0.
R 4 ()

Zamiast ukladu (3.13) mozZna rozpatrywaé uktad ogdlniejszy

3.17) "% — F(Y,)+RI[Y, t, X(1)].
Wtedy w okreSleniach 3.5 i 3.6 warunki (3.14), (3.15) nalezy zamieni¢ warunkiem
(3.18) ||y°||-I~SUPE{S§1PIIR[Y, t, X(ONlI"} — 0.

>0

Przytoczone okreflenia nie wyczerpuja wszystkich mozliwych koncepcji stabilnoéci
stochastycznej; w literaturze mozna spotkaé jeszcze inne uZyteczne pojecia (por. np. [30,
31, 32, 33, 34, 57]). Na przykiad w pracach [33, 34] zostaly wprowadzone j)ojqcia stabil-
noici entropijnej oraz zupetnej stabilnoéci statystycznej interesujace przede wszystkim
w analizie uktadéw z losowymi warunkami poczatkowymi.

OkreSlenie 3.7. Uklad charakteryzuje si¢ ogdlng stabilnosSciq entropijng, jeZeli jego
entropia (jednowymiarowa) H(t) przy ¢t - +oo dazy do —oo. Jezeli entropia H(z) mono-
tonicznie maleje przy wzroScie t, to mdwimy, Ze uklad charakteryzuje si¢ ogdlna mono-
toniczng stabilno$cig entropijna.

Niech ruch niezaburzony ukladu odpowiada rozwiazaniu trywialnemu. Niech w chwili
poczatkowej ruch zaburzony ukladu bedzie scharakteryzowany przez zmienng losowa
o funkcji gestosci

'f(.ylayZa vy Uns tO) =fo()’1aJ’2, "'ayn)'

Okreglenie 3.8. Ruch niezaburzony jest statystycznie stabilny przy rozkladzie poczqrko-
wym [y, jezeli przy tym rozkladzie gestoéé prawdopodobienstwa f(yy, Y2, «-+y Yuss 1) T0Z-
wigzania, przy ¢ — co dazy do delty Diraca, tj.

(319) f(ylsy?.,"'ayn; t)_) 6(_}’1,)’2,---,)’"), Przyt_’oo-
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Jezeli warunek (3.19) zachodzi dla dowolnego rozkladu poczatkowego fo, to ruch nieza-
burzony charakteryzuje si¢ zupelng stabilnosciq statystyczng.

Yatwo zauwazyé, Ze jezeli ma miejsce stabilno$¢ statystyczna zdefiniowana w okres-
leniu 3.8, to wszystkic momenty rozwiagzania daza do zera przy t — o i odwrotnie.

W nastepnych paragrafach omdéwimy najwazniejsze rezultaty otrzymane w analizie
stabilnoéci stochastycznej wedlug przytoczonych tutaj definicji.

v 4, Stabilno$¢ wedlug prawdopodobienstwa

4.1. Uklady opisane przez réwnania stochastyczne Ito. W tym paragrafie omdéwimy naj-
wazniejsze kryteria stabilnodci stochastycznej scharakteryzowane przez okreflenie 3.1,
tj. stabilno$ci wedtug prawdopodobienstwa. Najpierw scharakteryzujemy rezultaty doty-
czace uktadéw, na ktére dziatajg wymuszenia o charakterze bialego szumu, tj. uklady
opisane przez stochastyczne réwnania rézniczkowe Ito. Analiza stabilnosei takich ukta-
déw zostala rozpoczeta przez HASMINSKIEGO [15] 1 do niego naleza najwazniejsze rezul-
taty (por. [15, 17]).

Niech ruch uktadu dynamicznego quzxe opisany przez réwnanie (w posta01 wekto-
rowej)

“.1) ({TY_ FlY(@),l+elY (@), 11X @),
gdzie X(¢) jest wektorowym procesem bialego szumu, F(y,t) = [F,(y,t), ..., F,(y, )],
za$ o(y, t) = {0;;(y, 1)} oznacza macierz o wymiarach nxn.

Pochodna w powyZszym réwnaniu nie moze byé rozumiana w zwyklym sensie, gdyz
X() jest dystrybucja losowa. Scista interpretacja réwnania (4.1) bez korzystania z aparatu
dystrybucji losowych oparta jest na teorii stochastycznych réwnan Ito. W tej interpretacji
réwnanie (4.1) jest symbolicznym zapisem nastgpujgcego réwnania dla rézniezek

4.2 dY () = F[Y (@), tldt+c[Y (1), (1dZ(2),
gdzie Z(2) jest procesem Wienera (procesem ruchu brownowskiego); bialy szum jest uogél-
dz (1)

niong pochodng procesu Z(r), tj. X(¢) = Réwnanie (4.2) nazywa si¢ stochastycz-

nym. réwnaniem Ito i posiada rozwinigta teori¢ (por. [18]).

Przy dosé ogblnych zalozeniach odnosnie funkcji wektorowej F(y, t) i funkcji macie-
rzowej o(y,t) istnieje jednoznaczne rozwiazanie Y{(t) = Y(3°, ¢4, t) réwnania (4.2) spel-
niajgce warunek poczatkowy Y(¢) = y® 1 jest ono dyfuzyjnym procesem Markowa.
- Bedziemy zakladali, ze Fi(0,¢) = 0, 0,)(0,() = 0; wtedy rownanie (4.2) posiada try-
wialne rozwiazanie Y(¢) = 0 odpowiadajace warunkowi y° = 0.

Z réwnaniem (4.2), dokladniej z procesem dyfuzyjnym Y(¢), jest zwigzany operator

(por. [18])

)

gdzie 4,(y,1) = Fi(y,t), {B;;} = B = 00*; 0* — macierz transponowana wzgledem o.
Obszar okreSlonoéci operatora L jest zbiorem funkcji dwukrotnie w sposéb ciagly réz-
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niczkowalnych wzgledem x i w sposdb ciagly rézniczkowalnych wzgledem 1, oprécz co
najwyzej punktu y = 0. Oczywiscie, dla o;;(y, 1) = 0 (uklad deterministyczny) operator L
jest operatorem Lapunowa.

Zalézmy, ze wspotczynniki uktadu (4.2) sq niezalezne od czasu [proces jednorodny
w czasie; wtedy L(y, 1) = L(y)] oraz ze drugi sktadnik operatora L; jest niezwyrodnia-
tym operatorem eliptycznym, tj. istnieje funkcja ciagta m(y) dodatnia dla y # 0 taka,
Ze dla wszystkich rzeczywistych A spetniona jest nierdwnoéc

(4.4) DBy ad; = m) DA,
i=1

1,j=1

Stosujac teorig proceséw Markowa oraz pewne wlasnoéei eliptycznych operatoréw
rézniczkowych, HAasMINSk1 [15] wykazal nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.1 Rozwiazanie trywialne ukladu (4.2) o wspSlczynnikach niezalez-
nych od czasu i macierzy o(y) takiej, Ze spetniony jest warunek (4.4), jest stabilne wedlug
prawdopodobienistwa [w sensie (3.2")] wtedy 1 tylko wtedy, jezeli istnigje ciagla nieujemna
funkcja V(y) znikajaca tylko dla y = 0, dla ktérej

4.5) L V(y)<.0.

Dla procesu niejednorodnego w czasie odpowiadajacemu operatorowi L(z, y) prawdziwy
jest nastepujacy warunek wystarczajacy [15, 28]. '

Twierdzenie 4.2. Na to, aby rozwiazanie trywialne ukladu (4.2) byto stabilne wedhig
prawdopodobienstwa [w sensie (3.2'')] wystarcza, aby istniala dodatnio okre$lona funkcja
skalarna V(t, ), dla ktérej

(4.6) Lv(1,y)< 0.

Powyzsze twierdzenie jest uogdlnieniem twierdzenia Lapunowa 2.1 i redukuje si¢ do
niego jezeli ¢ = 0. Widzimy, ze operator L charakteryzujacy proces Markowa odgrywa
te samg tole, co operator Lapunowa w analizie stabilnoéci uktadéw deterministycznych.

Nastgpujace twierdzenie daje kryterium niestabilnoéci.

Twierdzenie 4.3. Na to, aby rozwiazanie trywialne ukladu (4.2) o wspolczynnikach
niezaleznych od czasu i macierzy o(y) czyniacej zadoéé warunkowi (4.4) bylo niestabilne
wedtug prawdopodobiefistwa (w sensie (3.2")) wystarcza, aby istniala w pewnym otocze-
niu punktu y = 0 funkcja W(y) taka, e

“4.7) W)—> o, gy y-0, LW<O,

‘w dowolnym punkcie tego otoczenia oprocz samego punktu y = 0.

Z powyzszymi zagadnieniami zwiazane sa tez rozwazania Bucy [36], ktéry rozpatruje
réwnania Ito dla dyskretnych proceséw Markowa oraz prace KUSHNERA [23, 37, 38].
Kushner otrzymuje szereg istotnych rezultatéw. Miedzy innymi jego analiza pozwala
rozszerzy¢ zakres wynikéw Hasminskiego na przypadki, kiedy L nie jest operatorem
eliptycznym, poza tym praca [23] zawiera konstrukcje stochastycznej funkcji Lapunowa.

Na zakonczenie tego punktu rozwazymy dwa przyklady ilustrujace zastosowanie po-
wyZszych twierdzen. Otrzymamy réwniez pewne wnioski dotyczace stabilnosci rozwia-
zania trywialnego réwnania Tto wedhug pierwszego (liniowego) przyblizenia. Interesujace
1 wazne sa jednak bardziej ogdlne relacje migdzy stabilnoécia stochastyczna ukladdéw
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nieliniowych i stabilnoscia ich przyblizen liniowych. Kwestie te rozwazali NEWELSON
i HasmiNskir [17] oraz GicaMaN [28]. Podstawowy rezultat dotyczacy stabilnosci stochas-
tycznej wedtug pierwszego przyblizenia zawiera nastepujace twierdzenie [17], ktére mozna
uwazaé za rozszerzenie twierdzenia Lapunowa o stab1lno§01 wediug pierwszego przybli-
zenia na przypadek proceséw Markowa.

Twierdzenie 44. Na to, aby trywialne rozwigzanie ukladu

@8)  d¥i= Y [FOY PP Y, oo, Y)W

i=1

+ 2 Jk(z)YkaJ*(r Yy, ., Y)dZ,

k.j=1
byto asymptotycznie stabilne wedlug prawdopodobienstwa przy ¢ = to, wystarczy, aby
byly spetnione warunki:
1) rozwiazanie trywialne uktadu liniowego

4.9) av? = Y F( Y%+ D) o) YPdz,

j=1 k=1
bylo eksponencjalnie stabilne $rednio z pewna potega p > 0, 1 = to;
2) funkcje Fi(#) i of*(¢t) byly ograniczone przy ¢ > ¢, a funkcje ¥P i ¥/* spelnialy
w pewnym otoczeniu punktu y = @ warunek w postaci

(4.10) W yis s YIS plIpI
z dostatecznie matg statg y > 0.

Warunki na to, aby rozwiazanie trywialne uktadu liniowego (4.9) byto eksponencjal-
nie stabilne $rednio z potega p podamy w paragrafie nastepnym. Obecnie rozwazmy dwa
przyktady.

1. Rozwazmy uklad pierwszego rzedu w postaci (jednowymiarowy proces dyfuzyjny)
(a) dY = F(Y)di+o(Y)dZ,
wtedy operator L, wyraZa si¢ nastgpujaco:

L= FO) o+ LBy 2
ay 2 ay?
Zaldézmy, 7e
F@y) = Folyl+o(lyD,
B(y) = Boy*+o(y%), (Bo=0),
dla y —» 0.

Korzystajac z twierdzenia 4.1 oraz z twierdzenia 4.3 tatwo otrzymujemy nastepujacy

wniosek—twierdzenie: rozwiazanie trywialne réwnania (a) jest stabilne wedtug

., 1 .o . '
prawdopodobienstwa dla Fy < TBO 1 niestabilne dla Fy > %BO.

. . 1 . . . ,
Istotnie, 1) niech Fy < EBo; wezmy funkcje V(y) = |y|", gdzie y jest pewna liczba

“dodatnia mniejsza niz 1— %0—.
0
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Wtedy

1
L,V = [Fo|y|+0(|y|)17IyI’”Ur[EBoyﬂ—o(yz)ly(y-l)lyl"‘2 =
1
= Folyl"- v+ = Boy(y—=DIyI"+o (Iy1") =

1
= Y[y PFo+ - Boly—Dl+-o(Iyl) < 0

w dostatecznie matym otoczeniu punktu y = 0. Warunki twierdzenia 4.1 sq spelnione’
i rozwiazanie jest stabilne.

2) Niech Fy > 1/2B,; mozna wtedy atwo sprawdzi¢, ze funkcja ¥(y) = —In|y| czyni
zado$é twierdzeniu 4.3.

Z powyzszego twierdzenia — wniosku mozna otrzymaé pewne dodatkowe informacie.
Niech np. B(y) = o(y?), tj. B, = 0. Wtedy stabilno§¢ asymptotyczna wedlug pierwszego
przybliZzenia rozwigzania trywialnego ukladu deterministycznego

) & — F(r)

gwarantuje stabilno$§¢ wedlug prawdopodobienistwa procesu Markowa Y(¢) opisanego
rownaniem

© dY = F(Y)dt+ Y B(»)dZ(1).
W przypadku niestabilnoéci przybliZzenia liniowego dla procesu (b), rozwigzanie trywialne
uktadu (c) jest réwnieZ niestabilne.

Zauwazmy, ze niestabilne potozenie rownowagi ukladu liniowego (b) przechodzi w po-
tozenie stabilne wedlug prawdopodobienstwa, jezeli wprowadzimy losowos¢ postaci
VWX, tak aby tylko B, > 2F,. Tak wigc przytoczone twierdzenie — wniosek daje
metodg stabilizacji potoZenia réwnowagi pewnej klasy ukladdw pierwszego rzedu przez
wprowadzenie bialego szumu. Dla ukladéw rzedu wyzszego tak nie jest, wskazuje na to
nastepujacy przyklad.

2. Rozwazmy uklad

dy

dtl = Y,+o(Yy, Y2) Xy,
dy

dtz = _Y1+0(Y1, YZ)XZ:

gdzie X, (t) i X,(¢) sa niezaleznymi bialymi szumami.

Latwo sprawdzi¢, ze poloZenie réwnowagi y, = y, = 0 tego uktadu w nieobecnoéci
sktadnikéw losowych [o(y,, y,) = 0] jest stabilne ale nie asymptotycznie.

Operator L, dla naszego ukladu ma postaé (Fy = Y,, F, = —Y,; B;; = B,, =
= 62(y1, ¥2), By = B, = 0)

L=y,

d 2 2 a0? 02
£ Y1 E‘i‘llza 31, 72) [W +§§%—]

Oczywitcie, jezeli W = In(y3+y3), to LW =0 i spelnia warunki twierdzenia 4.2,
Jesli tylko o(») # 0 przy y # 0, y = (¥4, y,). Rozwigzanie trywialne naszego ukladu jest
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wiec niestabilne wedtug prawdopodobienstwa. Przyklad ten pokazuje, Ze nieasymptotyczna
stabilnoéé «bez losowosci» moze przej$é w niestabilnoéé wedhug prawdopodobienstwa.
4.2, Tnne uklady nicliniowe. W analizie stabilno$ci stochastycznej otrzymano réwniez waz-
ne rezultaty dla szerokiej klasy uktadow, ktére opisane sa réwnaniami innymi niz réwna-
‘nia Ito. Odnosénie stabilnoéci wedlug prawdopodobiefistwa sg to przede wszystkim kry-
teria otrzymane przez KACA 1 KRASOWSKIEGO [12] oraz HASMINSKIEGO [22].
W pracy [12] autorzy rozwazaja uktad (w postaci wektorowej)

dy

(4.11) =

= F[Y (), X(®), 1],

gdzie X(¢) jest jednorodnym procesem stochastycznym Markowa o skoficzonej liczbie
stanéw {x,, X3, ..., X,}, przy czym prawdopodobienistwo p;;(A¢t) przejécia ze stanu x;
do x; w czasie At spelnia warunek

4.12) pi(At) = aydtd0(4t), (%)) oy = const.

Niech funkcja wektorowa F = [F,, F,, ..., F,] bedzie ciagla wzgledem wszystkich zmien-
nych i spelnia warunek Lipschitza wzgledem zmiennych y;, tj.

(413) |Fi(y2,x(t)7t)—Fi(y1’x(t)’t)'|<M]lyz"—yl”: l=1, 2)"‘)”
w obszarze {||y|| < H,t 2 to}; |yl = max(|y,], ---, |yal). Poza tym niech
(4.14) F0,x(0),t]=0

Rozwiazanie ukladu (4.11) autorzy okredlaja jako (n-+1)-wymiarowy proces stochastycz-
ny {¥(1), X(¢)}, ktérego realizacje czynia zado$¢ réwnaniu (4.11).

W celu rozszerzenia drugiej metody Lapunowa na uktady stochastyczne o postaci (4.11)
wprowadza si¢ funkcje skalarne 2(y, x, t) okre$lone i ciagle w obszarze ||y|| < H i przyj-
mujace warto§é zero dla y = 0. Uogdliniajac okreslenie podane w p. 2 méwimy, ze funkcja
v(y, x, t) jest okreslona dodatnio (okre§lona ujemnie), jeZeli istnieje dodatnio okreslona
w sensie Lapunowa funkcja w(y) taka, ze w(y, x, t) = v(y) [odpowiednio w(y, x, ) <
< —w(y)] dla wszystkich y £ 01 ¢ > t,.

Oznaczajac przez Efv|n, &, 7] warunkowa warto$¢ przecigtng funkcji o[Y(¢), X(¢), ¢]
przy warunku: Y(t) = n, X(¢) = & dla ¢t = 7 i okre$lajac pochodna tej warto$ci prze-
cigtnej ze wzgledu na uklad (4.11) w punkcie t = 7, X = &, ¥ = 7 jako granice

(4.15) dE[v]

= lim (E{ (X0, X(0), )—v(n, &, DY (@) = 9, X(2) = &),

-l

po skorzystaniu z wlasnosci proceséw Markowa i relacji (4.12) otrzymujemy nastquche
wyrazenie [12]:

dE[v|y,x;,t dv dv
(4.16) va] == + Fen ——Fi(y, x;, )+ Z oy, X, )=, x;, 1]
Pey;
dla pochodnej dEf] w punkcie (¥, X, = x,, t).

dat
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A zatem, podobnie jak w przypadku réwnan deterministycznych, dla wyznaczenia
pochodnej (wartoéci przecigtnej) ze wzgledu na uktad nie potrzeba rozwigzywaé réwnan
ruchu, wystarczy zna¢ ich prawe strony i charakterystyki probabilistyczne procesu X(z).

Mozemy teraz sformutowaé kryterium stabilnosci wedlug prawdopodobienstwa roz-
wigzania trywialnego uktadu (4.11) przy wprowadzonych wyzej zaloZeniach stanowiace
analogon pierwszego twierdzenia Lapunowa.

Twierdzenie 4.5 Jezeli dla uktadu (4.11) istnieje dodatnio okre§lona funkcja v(y, x, £),
dE[v]
dt
to rozwigzanie trywialne uktadu (4.11) jest stabilne wedtug prawdopodobiefistwa [w sensie

(3.2) lub (3.29).

Na zakonczenie tego punktu podamy przykiad ilustrujacy powyzsze kryterium.

W pracy [12] zostato tez wykazane twierdzenic podajace kryterium asymptotycznej
stabilnoéci wedlug prawdopodobienstwa ukladu (4.11) i stanowiace analogon drugiego
twierdzenia Lapunowa. Natomiast w pracy [25] badana jest globalna stabilno$¢ asympto-
tyczna wedtug prawdopodbiefistwa rozwiazania trywialnego uktadu (4.11) przy wyko-
rzystaniu idei dwdch funkeji Lapunowa. Interesujace rozwazania dotyczace asymptotycz-
nej stabilnosci wedlug prawdopodobienstwa ukiadéw liniowych, ktérych wspdtezynniki
sa funkcjami procesu Markowa zawiera praca [39]. Rezultatéw tych nie bedziemy tutaj
przytaczali (do pracy [12] wrécimy jeszcze w paragrafie nastepnym). Nieco inne podej-
$cie dotyczace rozszerzenmia drugiej metody Lapunowa na uklady stochastyczne do$é
ogblnej postaci spotykamy w pracy HASMINSKIEGO [22]. Warunki stabilnosci formutuje
autor w terminach funkcji Lapunowa dla ukfadu, deterministycznego i zaklada, ze dla
wystepujacego w réwnaniach procesu stochastycznego prawdziwe jest twierdzenie ergo-
dyczne.

Niech bedzie dany ukfad opisany réwnaniami (w postaci wektorowej)

ktérej pochodna ze wzgledu na ten ukiad réwnan jest funkcja znaku ujemnego,

(417) A B, 0007, X (),

gdzie o jest macierza o wymiarach kx/I, F=[Fy, ..., F], Y(¢) = [Yy, (t),..., Y,(D)], X(¢)
oznacza proces stochastyczny k-wymiarowy. Zaktadamy, ze F(0,t) =0, 0,4(0,¢) = 0.
Razem z ukladem (4.17) rozpatrujemy uklad

(4.18) ‘%’ = F(Y,1)

1 zwiazane z nim funkcje Lapunowa V(y, ). Zakladamy, Ze rozpatrywane funkcje ¥(y, t)
spetniaja warunek Lipschitza wzgledem y

(4.19) V32, =V, O < Mly2—y,l|

w kazdym obszarze ograniczonym. Jezeli stala M nie zalezy od obszaru, tj.

— t
sup IV(yZ)t) V(y.l, )l =M< 0,

ot y2—y4ll

2 Mechanika teoretyczna
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to bedziemy oznaczali ¥V & C(M). Przyjmiemy rownieZ oznaczenie

il = (3 Sat)”

i=1 j=1

Twierdzenie 4.6. JeZeli spelnione sa nastgpujace warunki:

1) dla ukladu (4.18) istnieje funkcja Lapunowa Ve C(M) spetniajgca warunki (c,
i ¢, — sa statymi dodatnimi)

(4.20) inf V(,t)=V,>0, przy r=>0,
0
971>
dav
(4.21) Wg —c v, ||(7(J’>t)||< eV

AV '
gdzie e oznacza pochodna V ze wzgledu na ukiad (4.18);

2) proces stochastyczny X(¢) spetnia nierdwno$é

(4.22) supEHX(t)H <

Mz

oraz ||X (1)|] = £(@t) czyni zado$¢ twierdzeniu ergodycznemu (prawu wielkich liczb) w nas-
tepujacej stabej postaci: dla dowolnego ¢ > 01 & > 0 istnieje T > 0 takie, ze dla ¢t > T

- 1 1
(4.23) P{H7 of E(s)ds——Tof E[E(s)]ds

to rozwigzanie trywialne uktadu (4.17) jest globalnie stabilne asymptotycznie wedtug praw-
dopodobiefistwa.

W oparciu o powyZsze twierdzenie mozna latwo wyprowadzi¢ (por. [22]) stosunkowo
proste kryterium dla uktadéw liniowych. w postaci

>5}<3,

(4.24) Y w1,

gdzie elementy macierzy kwadratowej B(f) sa procesami stochastycznymi, a uktad de-
terministyczny

(4.25) ‘% — A(D)Y

jest eksponencjalnie stabilny.

Twierdzenie 4.7. Niech uktad (4.25) bedzie eksponencjalnie stabilny. Wtedy uktad
(4.24) (jego rozwiazanie trywialne) jest asymptotycznie stabilny wedlug prawdopodobieni-
stwa dla dowolnego (macierzowego) procesu stochastycznego B(t) takiego, Ze proces
[|B(t)|| speinia twierdzenie ergodyczne (4.23) oraz E{||B(1)||} < ¢, gdzie ¢ jest dostatecz-
nie malg stalg dodatnia.

Na zakonczenie tego punktu przytoczymy twierdzenie podajace warunki wystarczajace

do stabilnoéci wedlug prawdopodobiefistwa ze wzgledu na ciagle dziatajace zaburze-
nia [29].
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Twierdzenie 4.8, Niech dlay € R" i 1 > ¢, istnieje ciagla i rézniczkowalna wszedzie,
za wyjatkiem co najwyzej punktu y = 0, funkcja V(y, t) o wiasnosciach:
D VO,1)=0; inf V(@,0)=V,>0przyr>0;

tzpllyl>r
2) |lgrad, Y, )ll < ¢,  (» # 0);
3) w obszarze ¢ > fo,||yl| > r dla dowolnego r spetniona jest przy pewnej stalej ¢, > 0
nier6wnos¢
a’y
dt

< —q V.

Wtedy rozwiazanie trywialne ukladu (3.12) jest stabilne wedlug prawdopodobiefistwa
ze wzgledu na ciagle dzialajace zaburzenia R(¢) male w sensie $rednim (por. okre$lenie 3.5).
Rozwazmy nastepujacy przyklad.
Niech bedzie dany ukiad opisany réwnaniem

a2y
— +A1(X)—+A2(X)Y— 0,

ktdre jest rownowazne ukladowi

" ay, dy,
) da ¥ dt

= —‘Az(X)Y1—A1(X1) Y2~

Funkcje A;(X) 1 A,(X) sa znanymi ograniczonymi funkcjami zmiennej X, a proces sto-
chastyczny X(¢) jest jednorodnym procesem Markowa o skonczonej liczbie standw {x,,
Xz, ..es X}, Przy czym elementy macierzy przejicia p;; sa okre§lone wzorami (4.12).

Wiadomo, ze w przypadku deterministycznym warunkiem koniecznym i dostatecznym
stabilnoéci ulkdadu (*) przy 4, = const i 4, = const jest spelnienie nieréwnosci 4, > 0,
A, > 0.

Zal6zmy tutaj, ze A,(x) > 0 i wprowadZmy oznaczenie 4,(x;) = ai, d,(x) = by >0,
przy k=1,2, ..., r. WeZmy funkcje dodatnio okreélona

1
(Y1, Y3, Vi) = b ¥3.
Na podstawie (4.16) mamy
dE[s]  dv 0 " "
: =—Y,+—-— (—by,—a LrlO(V 15 Y2, X) =01, Va2, X))
ar 7, Y2 3y2( V1 kJ’2)+j¥kZ=11 ,k[ @1, ¥2 1) Wi y2, %]

Po przeksztalceniach mamy

dER) |24 11
= Slaa))
Jk

A zatem, aby spelnione byly warunki twierdzenia 4.5 potrzeba, zeby

) 2a 1 1
*ok . 2 W oot _ — B
(**) B § (b. bk)“"JZO’ k=1,2,..,r.

¢ i
J#k

2%
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Tak wigc, jezeli dla uktadu (*) spetniony jest warunek (**) oraz 4,(x,) >0 (k = 1,2, ...,
r), to rozwiazanie trywialne jest stabilne wedtug prawdopodobiefstwa. Zauwaimy, Ze
(w odréznieniu od przypadku deterministycznego) stabilnoéé wedtug prawdopodobien-
stwa moZe mieé miejsce réwniez wtedy, gdy niektére z @, sa ujemne lub réwne zeru.

5. Stabilno$¢ érednia z p-ta potega

5.1. Uklady opisane przez réwnania stochastyczne Ito. Zagadnienia dotyczace réznych ty-
pow stabilno$ci éredniej z p-ta potega rozwigzan réwnan Ito byly przedmiotem badan
wielu autoréw (por. np..[42, 40, 16, 17, 41, 18], przy czym oprécz poszukiwania warunkéw
(kryteriéw) stabilnosci stochastycznej wicle uwagi po$wigcono réwniez zagadnieniu sta-
bilizacji niestabilnych uktadéw deterministycznych przez wprowadzenie do ukiadu czlo-
néw losowych.

Do najwczeéniejszych badan w tej dziedzinie naleza prace SAMUELSA [11, 42]. Badat on
asymptotyczne wlasnoéci momentdw rzedu drugiego rozwiazan ukladéw postaci

dY, = Y,dt, dY,=Y,dt, ..., dY, ,=Y,dt,
5.1) n
ay, = — D [a,di+0,dZ]Y;,
i=1
gdzie a; 1 o, sa stalymi.

Nalezy podkreslié, ze Samuels nie korzystal z faktu, Zze proces [Yy(), ..., ¥,(1)] jest
procesem Markowa, a wiec réwniez z teorii stochastycznych réwnan Ito. Uklad (5.1)
analizowal metoda kolejnych przybliZed startujac z rozwiazania ukfadu deterministycz-
nego odpowiadajacego réwnaniom (5.1). Otrzymal on warunki wystarczajace dla asymp-
totycznej ograniczono$ci momentéw rzedu drugiego; asymptotyczna ograniczono$¢ mo-
mentéw rzedu drugiego nazywa on stabilnoécia éredniokwadratowa.

W pracy [42] SAMUELS rozwaza zagadnienie stabilizacji liniowego niestabilnego ukfadu
deterministycznego przez wprowadzenie bialego szumu do wspolczynnikéw ukiadu, przy
czym przez stabilizacj¢ rozumie on, Ze momenty drugiego rzedu ukiadu stochastycznego
powinny byé asymptotycznie ograniczone. Otrzymal on jako wniosek, Ze ukiad postaci

dY, = Y,d1,

52

~ posiada stabilne (t. ograniczone) momenty rzedu drugiego, mimo Ze uklad determinis-
tyczny (otrzymany przez odrzucenie drugiego cztonu w drugim réwnaniu) jest niestabilny.
Rezultat ten, na skutek istnienia pewnych bledéw rachunkowych okazal si¢ jednak fat-
szywy [40]. CAUGHEY pokazal, ze jeéli dany uklad jest opisany przez réwnanie rézniczkowe
rzgdu drugiego o statych wspolczynnikach posiadajace nieograniczone (przy ¢ — o)
rozwiazanie, to dodajac do jednego ze wspéiczynnikow gaussowski bialy szum otrzymuje
si¢ réwniez nieograniczone w sensie §redniokwadratowym rozwiazanie (przy tych samych
warunkach poczatkowych). Czyli stabilizacja w powyZszym sensie (przy pomocy gaussow-
skiego bialego szumu) jest niemozliwa.
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Zagadnienia dotyczace stabilizacji momentdw byly takze rozwazane w pracach [43,
16, 44], za$§ ogblny problem ograniczonos$ci momentéw rozwiazan réwnan Ito jest rozwa-
zany w pracach [18, 55]. Definitywne rozstrzygnigcie kwestii stabilizacji momentéw za
pomoca bialych szuméw zawiera praca NEWELSONA i HASMINSKIEGO [17]. Jako wniosek
jednego z twierdzen autorzy otrzymuja nastgpujacy bardzo wazny rezultat.

Twierdzenie 5.1. Jezeli deterministyczny ukfad liniowy

(5.3) v, = D) Fi)Y,dr
j=1

nie jest asymptotycznie stabilny, to uklad

(5.4) av,= D FiOY;dt+ D) o) Ydz(1)

j=1 k,j=1
nie bedzie asymptotycznie stabilny $rednio z wykiadnikiem p [w sensie okre$lenia 3.2 —
relacja (3.5)] przy p = 1 niezaleznie od whasnosci of*(¢).

W pracy [17] zostaly rowniez podane kryteria stabilno$ci §redniej z potega p rozwigzan
réwnan Ito w terminach funkcji Lapunowa. A oto kryterium bedace uogélnieniem zna-
nego twierdzenia o stabilno$ci eksponencjalnej dla réwnaf deterministycznych (por. [2])
na przypadek dowolnego uktadu stochastycznych réwnan rézniczkowych Ito.

Twierdzenie 5.2. JezZeli istnieje funkcja Vo, 1), dla ktorej przy ¢ = t,1 y # 0 spel-

nione sa warunki (¢,, ¢,, €3, ¢4 — stale dodatnie): N
(5.5) alYIIP< V3, )< calyllP,
(56) . LV(_V? t)g _C3||y||p7

av

= p-1 =1, ...
(5‘7) ‘ dyi ‘ - C4||J’|| H l 1: ,71,

to rozwigzanie trywialne ukladu (4.2) jest dla ¢ = ¢, eksponencjalnie stabilne $rednio
z potega p.

Jezeli uklad jest liniowy postaci (5.4), to warunki (5.5)~(5.7) sa konieczne i wystarcza-
jace dla eksponencjalnej stabilnoéci $redniej z potega p (por. twierdzenie 4.4 o stabilnosci
réwnan Ito wedtug pierwszego przyblizenia).

Na podstawie powyzszych rezultatéw oraz faktu, ze dla ukladéw liniowych o statych
wspdlczynnikach z asymptotycznej stabilnoéci §redniej z potega p wynika eksponencjalna
stabilno$¢ érednia z potega p, latwo otrzymuje si¢ nastepujace kryterium.

Twierdzenie 5.3. Na to, aby rozwigzanie trywialne ukiadu liniowego o stalych wsp6i-
czynnikach

n n
(5:8) v, = D Fiy,di+ D) oi()Y,dz,
i= k=1 .
bylo asymptotycznie stabilne §rednio z potega p potrzeba i wystarcza, aby dla dowolnej
dodatnio okreSlonej i jednorodnej rzedu p funkeji W(y) istniata dodatnio okre$lona i jed-
norodna rzgdu p funkcja V(y) taka, Ze

(59 LV(y)=—W0).
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W zastosowaniach najczesciej uzywana jest stabilno$¢ $rednia z kwadratem (p = 2).
Tstotne jest wige otrzymanie kryteridw algebraicznych zapewniajacych stabilno$¢ w sensie
sredniokwadratowym.

W pracy [43] zostala wskazana metoda otrzymania takich algebraicznych kryteriow
stabilnosci $redniej z kwadratem dla dewolnego uktadu liniowego z bialymi szumami,
jednak otrzymane wedtug tej metody warunki sa bardzo niewygodne w zastosowaniach,
gdyz dla ich weryfikacji nalezy obliczy¢ n* wyznacznikéw, przy czym najwyzszy stopief
wyznacznika jest n?. Dlatego tez nalezy podkreslié znaczenie warunkdw, jakie dla ukladéw
liniowych postaci (5.1) zostaly otrzymane w pracy [41]. Korzystajac z rezultatéw pracy
[17] autorzy wykazuja, ze dla asymptotycznej stabilnosci $redniej z kwadratem ukiadu
(5.1) potrzeba i wystarcza, aby byty spelnione warunki Rautha-Hurwitza dla determinis-

tycznej czgsci uktadu (5.1), tj.

d1 a3 as
a; d
4y=a,>0, 4d,= >0, dy=|1 da, a4>0,
1 a,
0 a, a;
d, d; ds...0
d, a,...0
A =0 40
0 1 a,...0
0 0 O0..a4,
oraz warunek
' 4,> A,

gdzie 4 jest wyznacznikiem, ktéry otrzymujemy z A, przez zamiang pierwszego wiersza
wierszem, ktérego elementy sg funkcjami liniowymi stalych o;; = 00;. Jezeli w ukladzie
(5.1) procesy Z(t) sa niezaleZznymi bialymi szumami, to wyznacznik A powstaje z wyznacz-
nika 4, przez zamiang pierwszego wiersza wierszem

[0119 — 03225 0335 +++) ('—1)"—1 : GIIII]'

Analize stabilnoci momentow rozwigzah réwnan stochastycznych Ito spotykamy réwniez
w pracach GICHMANA (por. [18, 28]) oraz w pracy [45]. Dla ukladéw liniowych autorzy
wprowadzaja réwnania rézniczkowe dla momentéw rozwigzan i sprowadzaja w ten spo-
séb badanie stabilno$ci momentéw do analizy stabilno$ci rozwiazan deterministycznych
liniowych réwnan rézniczkowych. NaleZy réwniez podkre§lié, Ze w badaniach stabilno$ei
momentdéw rozwigzan réwnan nieliniowych, ktérych wspélczynniki zawieraja biale szumy,
wiele autoréw stosuje metody przyblizone. Na przyklad praca [46] zawiera zastosowanie
metody linearyzacji statystycznej do badania stabilnosci momentdw,

Na zakonczenie rozpatrzymy przyklad.

Rozwazmy uklad opisany przez réwnania (5.2). Na podstawie procedury zawarte]
w pracy [16] pokazemy, ze momenty rzgdu drugiego rozwigzania nie sa asymptotycznie
stabilne.
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Réwnanie Fokkera-Plancka-Kolmogorowa dla funkeji gestoSci prawdopodobiesi-
stwa przejscia procesu [Y;, Y,] ma postaé
J ! 2 2
- e A A o ron.
Na podstawie tego réwnania mozna formalnie otrzymaé réwnania dla momentéw rzedu
drugiego przez pomnoZenie jego obu stron odpowiednio przez y?, y,y,, y? i scalko-
wanie po plaszczyZnie R% Otrzymujemy nast¢pujace réwnania:

’hz,o = 2my 4,
(a) My = —Agmyo+pmy o +my ,

o2 = —23«3’”1,14‘(2[3‘}"72)”70,2:
gdzie
(b) mi.jZE{yilyjz}s i,j=0,1,2, i+j=2.
Stabilno$¢é momentéw jest okre§lona przez czgéci rzeczywiste pierwiastkéw réwnania
charakterystycznego

53—(3[3—}-02)£2+ﬁ(2cr+02)£+2/15(2ﬂ'—}—02) = 0.

Aby rozwiazania (tj. my 1, Mg, 2, M, o) réwnan (a) dazyly asymptotycznie do zera, wspdt-
czynniki réwnania musza by¢ dodatnic. Tak jednak nie jest, gdyz 38+0® > 0. A zatem
momenty rzedu drugiego nie moga by¢ asymptotycznie stabilne.

5.2. Inne uklady nieliniowe. W analizie stabilnosci $redniej z p-ta potega ukladéw opi-
sanych réwnaniami innymi niz réwnania Ito otrzymano réwniez szereg waznych rezul-
tatéw. Przede wszystkim naleZzy wymieni¢ prace BERTRAMA 1 SARACHIKA [10] oraz KAcA
i KrAsowskieGo [12], w ktérych po raz pierwszy zastosowany zostal aparat funkeji La-
punowa do badania stabilnosci stochastyczne;j.

Rozwazmy uktad opisany réwnaniem w postaci wektorowe;j

(5.10) %: FlY(), X)), .
BeErRTRAM i SARACHIK zakladaja, Ze F jest funkcja ciagly i spelnia warunek Lipschitza ze
wzgledu na y, F[0, X(#), ] = 0, za$§ proces X(¢) jest taki, Ze jego realizacje zachowuja
sie na tyle regularnie, aby réwnanie (5.10) mogto by¢ rozumiane jako réwnanie dla reali-
zacji.

Twierdzenie 54. JeZeli istnieje funkcja Lapunowa V(y,!) okre§lona na przestrzeni
fazowej, ktora spelnia warunki:

a) V(0,1)=0, _

b) ¥V (», t) jest ciagla wzgledem y i ¢ oraz istniejq jej pierwsze pochodne wzgledem y i ¢,

c) V(y,t) > o|ly|| dla pewnej stalej a > 0,

d) B{dv (), N} < 0,
to rozwigzanie trywialne uktadu (5.10) jest stabiine $rednio z potega p = 1.

BERTRAM 1 SARACHIK zastosowali swoje rezultaty do ukladéw takiej postaci, jakie
w przypadku jednowymiarowym rozpatrywal RoseNBLooM [8], tj. dla uktadéw

(5.11) ‘% — AW,
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gdzie A(¢) jest macierza diagonalna: 4(t) = {ay(t)}, a;;(t) = a;(t) dla j =i, a;(t) =0
dla i # j. Dobierajac odpowiednia funkcje Lapunowa ¥V pokazali oni, Ze warunki

t
(5.12) Ela@exp [a@drf <0, =10, i=1,2,.
fp

zapewniaja asymptotyczng stabilno$¢ rednia z potega p = 1. Rozwazali oni takZe warunki
stabilnosci dla uktadu (5.11), w ktérym wspdtczynniki sq odcinkami state.

Wiele waznych kryteridw dla ukladéw postaci (5.10) otrzymali Kac i Krasowski [12],
przy czym o procesie X(¢) zakladaja oni, Ze jest to jednorodny proces Markowa o skon-
czonej liczbie standéw {x;, x,, ..., x,} (por. zaloZenia wyszczegSlnione w p. 4.2).

A oto ich twierdzenie dotyczace eksponencjalnej stabilnoSci $redniej z kwadratem.

Twicerdzenic 55 Rozwigzanie trywialne ukladu (5.10) jest eksponencjalnie stabilne
$rednio z kwadratem wtedy 1 tylko wtedy, jezeli istnicje funkcja v(y, x, t) (por. p. 4.2)
spelniajaca warunki (¢y, ¢,, ¢35 — stale dodatnie)

(5.13) allyIP< o0, x, S eyl

dE[v]
dt

(.14) < —aliyl3,

gdzie ||yl| = O+ ... +¥D'/2.
Dla ukladu liniowego postaci

(5.15) ‘%’ = AX()]Y

otrzymali oni kryterium dla asymptotycznej stabilnoéci éredniej z kwadratem w postaci
. . . S 1
N -r nierdwnoé$ci algebraicznych, gdzie N = —2—n(n+1). -

Interesujace rozwazania dotyczace asymptotycznej stabilno$ci éredniej z p-ta potega
zawiera tez praca [56]. Autor rozwaza uklady liniowe postaci (5.11) o wspdlczynnikach
odcinkami statych przy nastepujacych zaloZeniach:

A A=A, dla <<y, k=1,2,..;

A(?) jest macierza o wymiarach nxn,

b) {(tx—*t_1) Ai} jest ciagiem niezaleznych macierzy losowych o jednakowych rozkta-

dach,

¢) {{(ti—t_1)A;} jest lancuchem Markowa macierzy losowych.

W swoich rozwazaniach BHARUCHA korzysta w sposob istotny z pojecia kroneckerow-
skiego iloczynu macierzy (wprowadzonego po raz pierwszy przez BELLMANA), wobec czego
weryfikacja otrzymanych przez niego warunkdéw stabilnosci $redniej wymaga wyznacze-
nia wartodcl wlasnych macierzy o stosunkowo duzych wymiarach; np. dla réwnania
n-tego rigdu i procesu Markowa (charakteryzujacego strukture uktadu) o m stanach
naleZy obliczy¢ wartosci wlasne macierzy o wymiarach mmn X mn. '

Ciekawe rezultaty dotlyczace asymptotycznego zachowania si¢ momentéw rozwigzait
stochastycznych uktadéw liniowych zawiera praca [20].
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6. Stabilno$¢ prawie na pewno

Nalezy si¢ spodziewad, Ze w analizie rzeczywistych uktadéw dynamicznych najwicksze
znaczenie bedzie miat taki rodzaj stabilnosci stochastycznej, ktérego istota jest najbardziej
zblizona do stabilnoéci deterministycznej. Takim rodzajem stabilnoéci stochastycznej
jest stabilno$¢ prawie na pewno, bowicm wymaga ona, aby stabilno§¢ miata miejsce z praw-
dopodobienstwem jeden, lub inaczej — aby prawie wszystkie realizacje procesu stochas-
tycznego opisujace ruch byly stabilne (w sensie deterministycznym). Mimo Ze analiza
tego typu stabilnoSci (dotyczaca szerszej klasy ukladow) zostala zapoczatkowana nieco
poZniej niz analiza innych rodzajéw stabilnoéci stochastycznej, to jednak otrzymano
réwniez wiele cennych rezultatéw. Rezultaty te zwiazane sa przede wszystkim z takimi
nazwiskami, jak Kozm, CAUGHEY i GRAY, MOROZAN oraz HASMINSKI. Istotnym faktem
dla analizy stabilno$ci prawie na pewno bylo wskazanie przez KoziNa [19] mozliwosci
wykorzystania twierdzen ergodycznych w formutowaniu warunkéw tego typu stabilnosci.

Rozwazmy liniowy uklad stochastyczny opisany przez rdwnania (w postaci wektoro-
wej)

ay

(6.1 o & — B0y,

gdzie 4 = {a;;} jest stala macierza stabilng (wartoSci wlasne maja czgéci rzeczywiste
ujemne) o wymiarach nxwn, za$§ B(¢) jest macierzg o wymiarach nXxn, ktérej elementy

(6.2) {bij(1), telto=0,00)}
sa procesami stochastycznymi spelniajacymi warunki:

1) posiadaja ciagle prawie wszystkie realizacje,

2) sa stacjonarne w weZszym sensie,

3) sa ergodyczne z prawdopodobiefistwem 1, tj. z prawdopodobiefistwem 1 zachodzi
réwnosé

(6.3) lim % f by (x)dr = Elby(1)] = Elby;0)].
O b

Korzystajac z powyzszych zatozen oraz z lematu Gronwalla-Bellmana (por. [1]) tatwo
otrzymuje si¢ nastgpujace twierdzenie [19]:
Twierdzenie 6.1. Niech b¢da spelnione przytoczone wyzej warunki i niech istnieje
n
warto§¢ przecigtna E{||B(2)||}, gdzie ||B()|| = > [b;;(1)]- Wtedy istnieje stata C zalez-

hj=1
na od macierzy 4 taka, Ze nierdwno$é

E{|IBOII} <C
implikuje stabilno§¢ prawie na pewno trywialnego rozwigzania uktadu (6.1) [w sensie wa-
runku (3.7)]. '
Zatozenie 1) dotyczace proceséw b;;(1) zapewnia istnienie, jednoznaczno$¢ i cigglosé

rozwigzania uktadu (6.1) z prawdopodobiefistwem 1 dla dowolnego Y(0) = »°. Warunki
2) i 3) sa wprowadzone w celu otrzymania kryterium stabilno§ci. Nalezy podkresli¢, ze
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istnieja dwie wazne klasy proceséw stacjonarnych w wezszym sensie czynigce zadosé
warunkowi 3). Pierwsza klasa sa tzw! procesy liniowe, tj. procesy o postaci

t

64) [ pe—m)av (@),

gdzie Y(¢) sa procesami o przyrostach niezaleznych i jednorodnych. Proces Y(¢) moze byé
na przyktad procesem Wienera, a wigc procesy postaci (6.4) obejmuja wazng klas¢ proce-
s6w otrzymanych przez przepuszczenie gaussowskiego bialego szumu przez filtr liniowy.
Druga wazng klasa stacjonarnych proceséw ergodycznych (posiadajacych wlasno$é me-
trycznej tranzytywnodci) sg procesy gaussowskie o ciaglej funkcji korelacyjnej i gestosci
widmowe;j. .

Ostrzejsze warunki zapewniajace stabilno§¢ prawie na pewno rozwigzan ukladu (6.1)
podali CAUGHEY i GRAY w pracy [21] uzywajac aparatu funkcji Lapunowa. Otrzymane
twierdzenia dla ukladu (6.1) rozszerzyli oni nastepnie na réwnania nieliniowe rzedu dru-
giego postaci

axy

6.5) v

128 b1y e (r) = 0,

gdzie b(t) jest procesem stochastycznym o wlasnoSciach takich, jak procesy b;;(t) w twier-
dzeniu 6.1, za§ g jest funkcja nieliniowa o wihasno$ciach: 1) g(y) — ciagla, 2) |g(»)| —
monotonicznie zanikajaca, 3) yg(y) =0, 4) g(») = —g(—).

Nalezy tutaj wymieni¢ réwniez prace MOROZANA [47, 48, 49]. Autor bada stabilno$c
prawie na pewno ukladdw liniowych postact (6.1) z losowa macierza A4, nieliniowych
ukladow réwnan stochastycznych Ito oraz inne ogdlne zagadnienia zwigzane ze stabil-
noécia stochastyczna.

Waine twierdzenie dotyczace asymptotycznej stabilno$ci globalnej prawie na pewno
dla uktadéw nieliniowych postaci (4.17) otrzymat HasmiNsk1s [22]. Wykazal on, Ze jeZeli
w twierdzeniu 4.6 sformutowanym w p. 4.2 warunek (4.23) zamieni¢ warunkiem silniej-
szym (ergodycznoéé z prawdopodobiefistwem 1)

t [4
(6.6) P{% f 5(s)ds~—1— f E[E(s)}ds — o} —1,
e ! [0
to rozwiazanie trywialne ukladu (4.17) jest globalnie asymptotycznie stabilne prawie na
pewno {w sensie okreélenia 3.3).

Omdwione wyzej kryteria stabilnoéci prawie na pewno sg z praktycznego punktu wi-
dzenia do$é skomplikowane. Z drugiej za$ strony wiadomo, Ze wygodna w zastosowaniach
charakterystyka badanych proceséw sa ich momenty. Interesujace sq wiec relacje miedzy
wlasnoéciami momentéw procesu stochastycznego opisujacego ruch i stabilnoscia prawie
na pewno. Badanie takich relacji dla liniowych ukladéw stochastycznych jest przedmiotem
pracy Kozina [27]. Otrzymal on wystarczajacy warunek stabilno$ci prawie na pewno
wyrazony przez stosunkowo proste wlasno§ci momentéw. PoSwiecimy chwile uwagi tym
interesujacym i waznym rezultatom.
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- Rozwazmy liniowy uklad stochastyczny postaci (6.1), gdzie A jest macierzq stala o wy-
miarach nxn, za B(?) jest macierza, ktdrej niezerowe elementy sg procesami stochastycz-
nymi {b;;(1),1€l0, 00)}, ktérych prawie wszystkie realizacje sa ciagle i ograniczone
na [0, w0); z ciagloéci prawie wszystkich realizacji wynika micrzalno$é proceséw bi;(1).
Te warunki zapewniaja istnienie, jednoznacznos¢ i cigglo$¢ prawie wszystkich realizacji
rozwigzania

6.7 Y(»°, to; 1), telty,0), y°eRr

uktadu (6.1) dla dowolnego ¢, > 0 i dowolnego »° e R". Niech Wyl = 3 1yl
=1

Korzystajac z wlasnosci mierzalnych proceséw stochastycznych i opierajac si¢ na twier-
dzenju o catkowalnoéci realizacji takich proceséw oraz uwzgledniajac liniowoéé ukladu
(6.1) i ograniczono&é realizacji macierzy B(t), KoziN wykazal prawdziwo$¢ nastepujacego
twierdzenia: _

Twierdzenie 62 Jezeli dla y°e R", >0, rozwigzanie (6.7) ukladu (6.1) przy
wyszczegSlnionych wyzej zaloZeniach o wspoiczynnikach b;;(¢) spelnia warunek -

(6.8) [EQIY0GO, to; D1} dt < oo,

to rozwiazanie trywialne uktadu (6.1) jest prawie na pewno asymptotycznie stabilne glo-
balnie (w sensie okreélenia 3.3).

Zauwazmy, 2e¢ dla otrzymania powyzszej tezy nie zakladaliémy stabilnoéci érednie;,
niemniej warunek (6.8) sugeruje, ze te dwa rodzaje stabilnofci stochastycznej nie sa nie-
zalezne od siebie.

Istotnie, zalézmy na przyklad, Ze rozwiazanie trywialne ukladu (6.1) jest eksponen-
cjalnie stabilne $rednio z potega p = 1, tj. zachodzi relacja (3.6) dla p = 1. Z relacji tej
wynika bezpoérednio, ze E{||Y(3°, to; ¢)]|} ma skonczong catke, czyli spelniony jest wa-
runek (6.8) powyzszego twierdzenia. MoZemy wigc sformulowaé twierdzenie-
wniosek:

Jezeli rozwiqzanie trywialne ukladu (6.1), ktdrego macierz wspdlczynnikéw B(t) spelnia
zalozenie podane wyzej, jest eksponencjainie stabilne Srednio z potegaq p = 1, wiedy jest ono
réwniez stabilne prawie na pewno.

Praca KozINA, poza przytoczonym tutaj podstawowym twierdzeniem, zawiera jeszcze
inne ciekawe rozwazania, spo$réd ktdrych nalezy podkredli¢ przyklady wskazujace, ze
rozwigzanie, ktore jest asymptotycznie stabilne prawie na pewno, nie musi by¢ stabilne
§rednio. '

Poruszone tutaj zagadnienia dotyczace zwiazku stabilnoéci prawie na pewno z wlasnog-
ciami (w szczegdlnoéci ze stabilnoscia) momentéw sa dla zastosowan bardzo istotne,
jednakze w chwili obecnej sa one jeszcze bardzo mato rozpracowane.

Podobnie, jak w przypadku innych typéw stabilno$ci stochastycznej, interesujacym
zagadnieniem sa kwestie stabilizacji w sensie prawie na pewno niestabilnych uktadéw
deterministycznych przez wprowadzenie do ukladu czlonéw losowych.
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W pracach [50, 51] BOGDANOFF bada teoretycznie i eksperymentalnie problem stabili-
zacji w sensie prawie na pewno przez wprowadzenie losowego wymuszenia parametrycz-
nego w postaci

+N

(6.9) B(t)y=1n ) eeturton,

k=—N
gdzie @, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie réwnomiernym na [0, 2x].
Proces stochastyczny (6.9) jest suma drgan harmonicznych o losowych fazach i ma widmo
dyskretne. BOGDANOFF pokazal, ze jezeli 7 jest dostatecznie male, a | A~ 4;]i.2; sa wystar-
czajaco duze i E{[B(t)]?} > gl, to polozenie réwnowagi uktadu

ay, _
(6.10) am
10 .
av, (g  B@®).
= <T+—I sinY;—2cY,

jest stabilne prawie na pewno, fnimo Ze potoZenie réwnowagi ukladu deterministycznego,
otrzymanego po odrzuceniu czlonu zawierajacego szum losowy, nie jest stabilne.

Zachodzi pytanie, czy mozna stabilizowac ukiad w sensie prawie na pewno przez wpro-
wadzenie losowego wymuszenia parametrycznego o widmie ciaglym i ewentualnie jak
szeroka jest klasa takich procesdow i uktadow. OdpowiedZ na to pytanie pozostaje jeszcze
problemem otwartym.

7. Stabilnosé entropijna

Entropia ukladu dynamicznego bedaca pewna catkows ccena rozkiadu prawdopodo-
bienstwa jego stanu jest charakterystyka bardzo ogdlna, totez réwniez pojecie stabilno$ci
entropijnej jest bardzo stabym pojeciem stabilnosci stochastycznej. Niemniej okazuje si¢
(por. np. [33]), Z¢ w pewnych zagadnjeniach jest ono réwniez istotne. PoSwigcimy mu
wiec chwile uwagi.

Rozwazmy uklad opisany réwnaniami

dy,

(71) WZFI[Yl(t)"“’ Yn(t)]’ i=1, 2,...,n

Pochodna entropii tego ukladu spowodowanej losowymi warunkami poczatkowymi wy-
raza sie wzorem [33]

aH _ \0 [ oF,
dt oy |’

i=1

(71.2)

A zatem, jezeli

] aFL
(1.3) ZE[ayl]<0,

j=1

to uktad (7.1) charakteryzuje si¢ 0gélng monotoniczng stabilnoécia entropijna.
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W przypadku ukladéw liniowych

dY n
(7.4 Ttl + Zaik(t) Yy =0,

k=1
réwnanie opisujgce zmiang entropii ma postaé

d n .
(7.5) —d[ti = — Zaii(t)

i=l
i warunki stabilno$ci entropijnej przyjmuja postaé prosta. W sposéb bezposredni otrzy-
mujemy nastgpujace twierdzenia:
a) warunkiem koniecznym i dostatecznym ogdlnej monotonicznej stabilnodei entro-
pijnej uktadu (7.4) jest

(7.6) Zaii(t) >0;
i=1

b) warunkiem koniecznym i dostatecznym ogélnej entropijnej stabilnoci ukladu (7.4)

jest
n H
(1.7) Dim [ ag(ydt = w.
i=1 1%y
Dla ukladéw o statych wspdtczynnikach warunki ogdlnej monotonicznej stabilnoéei
entropijnej i ogélnej stabilnosci entropijnej pokrywaja si¢ i przyjmuja postaé
n

(7.8) Dlay >o.

i=1

n
W tym przypadku wielko$é s = — D) a;; jest réwna sumie pierwiastkéw réwnania charak-

i=1
terystycznego uktadu. A zatem otrzymujemy twierdzenie:

Na to, aby dla ukladu liniowego (7.4) miala miejsce ogdina stabilno$é entropijna potrzeba
i wystarcza, aby suma pierwiastkow réwnania charakterystycznego tego ukladu byla ujemna
(s << 0).

Zauwazmy Ze uklad liniowy, dla ktérego ma miejsce ogélna stabilno$é entropijna,
moze by¢ niestabilny w zwyklym sensie. Jednakze uklad liniowy niestabilny entropijnie
jest réwniez niestabilny w zwyklym sensie (tj. w sensie Lapunowa); wynika to (dla statych
wspOtczynnikéw) z powyzszego twierdzenia oraz (dla zmiennych wspélczynnikow) ze
znanego wzoru dla wyznacznika fundamentalnego ukladu rozwigzan uktadu (7.4). Jak
wiemy, bardziej szczegdlowa charakterystyka stanu ukladu jest entropia dowolnej jego
czgéei, np. entropia jednej wspohrzednej uogdlnionej Hi(z). Zadajac, aby entropia kazdej
wspoirzgdnej uogdlnionej malala ze wzrostem ¢ otrzymujemy silniejsze pojgcie czgstkowej
stabilnoSci entropijnej ukladu (7.1) — dokladniej charakteryzujace jego ruch.

Mozna oczywiécie poszukiwaé réwniez warunkéw stabilnosci entropijnej dla ukladéw,
ktérych entropia spowodowana jest nie tylko losowymi warunkami poczatkowymi, lecz
takze losowymi wymuszeniami zewnetrznymi. Jest to jednak zagadnienie trudniejsze,
gdyz réwnanie opisujace zmiane w czasie entropii jest w tym przypadku skomplikowane.
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Rozwazmy przykiad. Dla ukiadu w postaci

dy, B
o =0
dy. )
—a'[l —I— (7 '—1) YZ_aYl = 0,
mamy zgodnie z réwnaniem (7.5)
dH 1_2
7 t’

czyli
H = Hy-4t—to—bln--,
to

gdzie H, jest entropia warunkdéw poczatkowych. Przy b/t > 1 entropia poczatkowo ma-
leje ze wzrostem £, a nast¢pnie roénie. Przy bJt << 1 entropia monotonicznie wzrasta.
W obu przypadkach uktad jest entropijnie niestabilny.

8. Inne zagadnienia

Na zakonczenie chcemy zwréci¢ uwage na inne jako$ciowe problemy stochastycznych
réwnan rozniczkowych, przede wszystkim na takie kwestie, jak stacjonarno$¢, okreso-
wo$¢ oraz dysypatywnos$é rozwiazan réwnan stochastycznych. Znajomo$¢ warunkow
gwarantujgcych wymienione wiasnoéci rozwigzan jest w szeregu zastosowan bardzo
istotna. Zagadnienia stacjonarnosci, periody¢zno$ci oraz ograniczonosci rozwigzan réw-
nan stochastycznych sa przedmiotem wielu prac (por. [52, 9, 53, 54, 29, 18]). Nie bedziemy
tutaj omawiaé szerzej tych kwestii; dla ilustracji tej problematyki przytoczymy jedynie
rezultaty otrzymane przez HASMINSKIEGO [29)].

HasMmiNsku wprowadzil nastepujace pojecie dysypatywnodei procesu stochastyczuego
i dysypatywnosci uktadu.

Okreflenie 8.1. Proces Y(¢) = Y(¢, w) nazywa si¢ procesem dysypatywnym, jezeli zmienne
losowe |{Y(¢, w)|| sa jednostajnie wzgledem ¢ ograniczone wedtug prawdopodobienstwa,
tj. jednostajnie wzgledem ¢ 2> t, prawdopodobienstwo P{||¥(z, w)l|| > ¢} - 0 przy
¢ — 0.

OkreSlenie 8.2. Uktad
(8.1) ‘fi—f = G[Y(@),t,X()]
nazywa si¢ ukladem dysypatywnym, jezeli zmienne losowe ||Y(, )|| sa ograniczone
wedtug prawdopodobienstwa jednostajnie wzgledem ¢ > f, i jednostajnie wzglgdem zmien-
nych losowych Yo(w) = ¥(ty, w) czyniacym zado&é przy pewnym k << co warunkowi

P{IYo(@)[| <k} =1.
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Niech bedzie dany uktad (w postaci wektorowe;j)

32 A P, 04X (1 0)

i niech funkcja F(p, t) spelnia warunek Lipschitza wzgledem zmiennej y. Niech ‘ii—[; bedzie
pochodna funkeji V(y, t) ze wzglegdu na uklad

dy
(8.3) - = F.n.
Nastgpujace twierdzenie podaje warunki dysypatywnosci ukladu (8.2) w terminach
wlasnos$ci ukladu deterministycznego (8.3).
Twierdzenie 8.1. Niech dla y € R" i ¢ = 1, istnieje nieujemna funkcja ¥ (y, ) o wlas-
no$ciach:
1) sup¥(0, t) < oo; infV(p, t) — oo przy [|y|| — o0

=1 =l '
2) funkcja ||grad, V|| jest ograniczona;

3) 5 < ¢, przy czym na zewnatrz pewnego obszaru ograniczonego spelniona jest

przy stalej ¢; > O nieréwno$¢

av
—E— < —cl V.

Wtedy uklad (8.2) jest dysypatywny dla dowolnego procesu stochastycznego X(¢, w),
dla ktoérego

sup E{|1X (1, )1} < o0,
1=t

Rozpatrujac rézne wezsze klasy proceséw X (¢, w) mozna otrzymaé warunki dysypatyw-
no$ci przy stabszych warunkach odno$nie uktadu (8.3).

Zalézmy, ze funkcja F w ukladzie (8.2) i (8.3) zalezy tylko od y, tj. F(y,t) = F(y).
Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie: ’

Twierdzenie 8.2. Jezeli dla ukladu (8.3), w ktérym F = F(y), istnieje rézniczko-
walna w sposéb ciggly funkcja V() taka, ze:

1) infV(y) = V(y,) dla pewnego y, € R*;

. d
2) funkan’j — —o0 przy |[y]| - o0;

3) funkcja ||grad V|| jest ograniczona w R",
to uklad (8.2) posiada rozwiazanie stacjonarne dla dowolnego procesu stacjonarnego
X (1, w) o skoniczonej warto$ci przecietne;j.

Interesujace rezultaty dotyczace stacjonarnoéci rozwiazan stochastycznych réwnan
rézniczkowych znajduja sie réwniez w pracach [53, 9]; jednakze w pracy [9] pojecie sta-
cjonarnoéci jest rozumiane nieco inaczej niz zwykle.
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Peswome

CTOXACTUUYECKAS YCTONUUBOCTH OBYIKEHUS

B paboTe paccMATPHBAIOTCA IPOBIIEMBI CTOXACTHUECKOH YCTONUHBOCTH ABMIKEHHST NUCKPETHBIX Hu-
HAMHYECKHX cHcTeM. B HEH npencTaBsicH 0630p OCHOBHBIX IOHATHH M BayKHEHIUMX DE3YJBTATOB IONY-
UEHHBIX B TEUEHHE IIOCIEINHMX JeT.

PafoTa COmepIUT ONMpelesIeMus YCTOMUMBOCTH II0 BEPOATHOCTH, YCTOMUKXBOCTH B CpPEIHEM, YCTOM-
YUBOCTH TIOYTH HABEPHOE a TaKX<e ONpPeJeeHUsI IHTPONUIHON YCTORUWBOCTH U OJHOA CTATHMCTHYECKON
yeroliuusoctH. Jlanee NPeNCTAaBIICHB! OCHOBHBIC KPHUTEPHM CTOXACTHUECKOM YCTOWUMBOCTH NBUMSECHMS
(B COOTBETCTBYIOLIEM CMBIC)IE) CHCTEM ONMCBIBAEMBIX C YIOMOLIBIO CTOX4CTHUECKMX ypaBHeHuwii Irto
¥ OPYTHX CTOXACTHYECKHUX HENMHEHHBIX CHCTEM. :

PaGora umeeT oA XapaKTep ; PACCYKAEHUSA NPOBONUTCS C TOUKH 3PEHMUSA KAYECTBEHHBIX METONOB
CTOXaCTHYECKMX AupepeHnMansHblX ypaBHeHHH. B cBssn ¢ YeM IpeNCTaBieHHbIE PE3YJIETATHEI MOTYT
ObITb NPUMEHEHEB! JIST CHCTEM PasIHYHOM (husHyecKoi npupoasl (HarpuMep MEXAHHMUECKHMX, BJIEKTPU-
YECKUX H Jp.).

Summary

STOCHASTIC STABILITY OF MOTION

The paper is concerned with the problems of stochastic stability of motion of discrete dynamical
systems, It contains a systematic survey of the fundamental concepts and the most important results which
have been obtained recently.

The definitions of stochastic stability in probability, stability in the mean, almost sure stability, entropy
stability and total statistical stability are presented. Basing on these definitions, the fundamental conditions
for stochastic stability of motion are discussed. The systems described by stochastic Ito equations and
other nonlinear systems are considered. '

The considerations are general. They are presented from the point of view of qualitative methods of
stochastic differential equations, and the presented results may be applied to the systems of various phy-
sical nature (e.g. mechanical, electrical etc.). '
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1. ZaloZenia ogblne

Do rozwazaf przyjmuje si¢ ukiad mechaniczny w sensie ogdlnym. Cechy ogdlnosci
dotycza przede wszystkim struktury ukladu, obciaZen statycznych i dynamicznych oraz
wymiaréw i przeznaczenia ukiadu. Zakladamy, Ze rozpatrywany uklad mechaniczny
jest opisany zbiorem wielkosci W; = W,, W,, ..., W,. Sposrdd zbioru W, wyodr¢bnia
sie grupe wielko$ci statych — tak zwanych parametréw (podzbidr A) oraz grupe wielkosei
zmiennych zaleznych od charakteru obcigZenia, warunkéw otoczenia i sposobu eksploa~
tacji ukladu (podzbidér B). Podzbidr parametréw miesci sie w zakresie 1 < j < k, a wiec
obejmuje wielkodci W; = W, W,, ..., W,. Na etapie syntezy i projektowania ukfadu
wielkoSci W; moga wystepowa¢ jako zmienne, lub tez moga by¢ funkcjami W; (X;) innych
wielkosci X; = X, X,, ..., X,. W czasie eksploatacji ukladu wielkosci W; i funkcje
W, (X;) maja wartoéci stale 1 przyjmuja nazwg¢ parametréw. Mogg co najwyzej ulegaé
niewielkim zmianom ze wzgledu na starzenie si¢ ukladu.

Do drugiej grupy zaliczamy podzbiér wielkoécei, ktéiych numery mieszcza si¢ w za-
kresie k+1 = j < n. W czasie eksploatacji uktadu ulegaja one zmianie w sposéb regulo-
wany wedtug okre§lonego programu, lub w sposéb przypadkowy uwarunkowany warun-
kami uzytkowania. Wielkosci nalezace do podzbioru B moga wystepowaé jako zmienne
niezalezne lub jako funkcje czasu W;(1r) = Wiy (7), Wipo(7), ..., W,(r). Wielkosci te
i ich funkcje odpowiednio ze soba powiazane wystepuja jako charakterystyki uktadu
H,, Hy, ..., H,. W zalezno$ci od postaci matematycznej W;, moga wystgpowac jako
funkcje lub funkcjonaty. Mozna je rozpisaé nastepujaco:

Dla podzbioru 4:

Hl = Hl(le W2: ey Wk) = Hl(I/Vjék)

1.1 H, = Hy(W, W, ..., Wk):H2(Wj<k)
H = HW,, Wi, ..., W) = Hl(Wj;k)
lub
H, = H W (X)), Wy(X)), ..., Wi(X)] = H,[W;2(X)]
(1,2) H, = H2[W1(Xi)s W2(Xi)’ sy Wk(Xi)] = H2[Wj<k(Xi)]

Hz = HI[W1(Xi), I’Vnz(Xi)‘, sey Wk(Xi)] = Hl[VVjék]

3*
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Dla podzbioru B:

. H1+1 = Hl+l(Wk+15 Wk+27 1rey I/Vn) = Hl+1(Wj>k)
(1.3) Hyy = Hioys(Wists Wizs o, Wo) = Hypo(Wioy)

Hm = Hm(Wk+17 Wk+27 L] I/Vn) = Hm(I/Vj>k)

lub

Hyyy = Hiyp (Wi 1(7), Wi (1), -, Wo(@)] = Hipl[W;,1(7)]
(1.9) Hy, = Hyo[ Wi (7)), Wipa(2), o) W,(0)] = H1+2[Wj>k("7)]

Hm = Hm[Wk+1(T)s Wk+2(‘5)7 ---,—W,,(T)] = Hm[Wj>k(T)] ’

gdzie wskaznik i wystepujacy przy wielkoéciach X, przyjmuje wartodei 1, 2, ..., u, a wigc
mieéci si¢ w zakresie | £ i < pu.

Charakterystyki dla podzbioru 4, a wigc dla zakresu 1 < i < [, bedace na etapie syn-
tezy funkcjami Hy(W;«,) lub funkcjonalami H|[W;(X;)] w ukladzie eksploatowanym
wystepuja jako wskazniki o; = p,, 04, ..., 0,.Charakterystyki dla podzbioru B w zakre-
sie I41 € i £ m, wystepujace jako funkcje Hiy (W;.y), lub funkcjonaly i Hyy [ W o4 (7)]
sa uzytkowymi charakterystykami uktadu mechanicznego.

2. Zagadnienie kryterium optymizacyijnego i wielko$ci optymizowanych

Proces optymizacyjny poprzedza sig przyjeciem odpowiedniego kryterium E, zba-
danjem wplywu wielko$ci #; i wyborem wielkosci optymizowanych U; sposréd W;.
W zaleznoéei od postaci matematycznej charakterystyk, kryterium optymizacyjne moze
by¢ funkcja lub funkcjonatem, a wigc:

Dia podzbioru 4

(2-1) . EA == EA(U{) = EkStr Hi(Wjék)
U W,
lub
2.2) Ey=EQU(X)] = ekstr  H[W;4(X)];
U XDeW )(Xy)

Dla podzbioru B

(23) EB = EB(Ui) == ekStrH[(I/I/j>k) -
UeW,

lub i

(2.4) EB = EB(U,) = ekstr H,‘[Wj>k('ﬂ)] .

UXeW (X))

Wystepujace w zwiazkach kryterialnych i przy wielko$ciach optymizowanych U ma
inne znaczenie niz i wystgpujace przy charakterystykach, Dla wielko$ci optymizowanych
w podzbiorze A miesci si¢ ono w granicach 1 < | & k, natomiast w podzbiorze B w zak-
resie k+1 < i & n. Dla charakterystyk i przybiera wartoéci w zakresie 1 < i < m.
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3. Warunki ograniczajace

Wartoéci wielkosci optymizowanych wyznaczone matematycznie nie zawsze moga
by¢é przyjete ze wzgledu na ograniczenia geometryczne, cigzarowe, ekonomiczne, fizyczne
lub inne. W zwiazku z tym, w zagadnieniach optymizacyjnych musza byé uwzglednione
warunki ograniczajgce. Realizuje si¢ przez nalozenie ograniczen, zaréwno na wielkosci
optymizowane jak i na kryteria optymizacyjne. Zakladamy przedzialy zawarte pomiedzy
wartoéciami gérnymi g i dolnymi 4.

Zgodnie z tym mamy:

3.1) (W 2 W; 2 (W),

(3.2) W,(xk < Wi(Xy) < [W,(X0)],,
(3.3) (W, < Wi(0) < [Wi(D))s

(3.4) . [EU) < EQU) < [EUY),,

(3.5) | {EIU(X)a < BLUO) < (BN,
(3.6) (U@} < EUM0) < {E[U@)])},-

W zalezno$ci od konkretnych zadan optymizacyjnych, warunki ograniczajace moga
byé natozone réwniez na pochodne funkeji [W;(X))), E(U;) lub funkcjonaty E[U;(X))]
i E[U(7)).

4. Budowa charakterystyk wogoélnionych

Zamiast klasycznych charakterystyk ukladu mechanicznego H,, H,, ..., H,, wpro-
wadza si¢ charakterystyki vogdlnione. Sa nimi: efekt techniczny F, funkcja wysitku X
oraz efekt ogdélny 4 bedacy ilorazem F oraz K. Efekt techniczny ukladu mechanicznego
jest definiowany jako charakterystyka uogdlniona okreSlajaca wilasciwoéei techniczne
ukladu z punktil widzenia realizacji celu. W zwiazku z tym jest ona funkcja zaleina bez-
pofrednio od charakterystyk H;, H,, ..., H,, a posrednio od wielkoéci W, W,, ..., W,.
Jedli zbidr wielkosci czesciowo lub catkowicie wystepuje w postaci funkeji, wowczas efekt
techniczny jest funkcjonatem. MoZemy wiec zapisaé:

@.1) F=FH,, H,,..,H,)=FW,, W,, .., W,) = F(W;)

lub
F=F[H (W;z), H:(Wjzi), ., HolWizi),

“.2) Hi (W) Hy(Wisi)s «r s HolWisi)] = FIW (X)), Wy(X), ..., WiailX)),
Wir1(2)s Wi (@), ..., Wo(@)] = FIW(X;, 7). .

Niech wielkosci W, wystepujace jako elementy zbioru 4 maja wiasciwoéci techniczne
opisane przez P(p;) i whsciwosci ekonomiczne okre§lone przez K, (W, a;). Natomiast
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wielkosci W, wystepujace jako elementy zbioru B niech maja wiadciwosci techniczne
Z(z;) i ekonomiczne K (W}, a;). Wtedy oba zbiory mozemy rozpisa¢ w postaci:

B - . Pp)
3) A= {WJ(] =120 R ey af)}’

sy
(4.4) B={W1=k+1,k+2’---’")= K(?v)Va)}

Zwiazki pomiedzy zbiorami 4 i B zapiszemy nastgpujaco:
@5 AU B=V={W({i=1,2,.,n}= _
= {W(j=1,2,...,k} v {(W,(j=k+1,k+2, ..., n}.

4.6) Wi(j=1,2,...,me(4d y B)l=
=[W,(j=1,2,....,k) € A] V [W;(j=k+1,k+2,...,n) € B].

@.7) ANB={W(=1,2,...k} 0 {W(=k+1,k+2, ..., n} = 0.

Nalezy przy tym zauwazyé, Ze pewne typy ukiadéw mechanicznych posiadaja kilka
zakresowos$ci pracy. Niech funkcja R(r;) przyjmujaca wartosci dyskretne:

1 dla jednozakresowego uktadu
C dla wielozakresowego ukladu

-]

opisuje stan zakresowosci uktadu. Efekt techniczny ukladu F(W;) moze by¢ okreSlony
jako iloczyn funkcji opisujacych wlaSciwoéci techniczne w zbiorach 4 i B oraz funkcji
zakresowo§ci R(r;).

Ustalajac, ze:
1) P(p;) — okre§la wladciwosé elementdw zbioru A, przy czym p; sa wybierane spoéréd
W; w zakresie 1 < j < k,
2) R(rj) i Z(z;) — okreflaja whadciwodci elementéw zbioru B, przy czym r; sa wybierane
spo§réd W, w zakresie k+1 = j = g, natomiast z; sa wybierane
spoéréd W; w zakresie g+1 < j < n.

Zwigzki na efekt techniczny (4.1), (4.2) beda miaty postaé:

(4.8) F(VVJ) = P(py, P2, ---;Pk)R("k+1, Tryos o) rg)z(zg+1: Zhyns vy Zn) =
= P(pj)R(rj)Z(Zj)
Iub

49 FIWi(X,, D = Plp,(X), pa(X0), oo, BUXOIR Py (XD, a0, e, 1 (D] X

X Z[2511(7)s Z12(D) . .-, 2,(D)] = Pp; (X)) R[r;(XD]) Z[z,(X7)]
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W ogdlnym przypadku wyrazenie (4.9) moze mieé jeszcze inne postacie, mianowicie:

(4.10) FIWi(X:, D) = P(p) R(r)) Z(z)),

(4.11) FIW(X;, D) = P(p) RIry (XD Z[z;(7)],
(4.12) FIW,(X:, ©)] = Plp;(XDIRIr/(X)]Z(z)),
(4.13) FIW(Xi, O] = Plp;(X)IR(r)) Z(z)),
(4.14) FIW(X;, O] = P(p) RIr/(X)] Z(z)),
(4.15) FIW,(X;, O] = P [p(X)IR(r) Z[z(7)].

Funkcja wskaznikéw uktadu jest zalezna od oy, ¢,, ..., 0, Mozna jg przedstawié jako
iloczyn tych wskaznikéw podniesionych do odpowiednich wykladnikéw wag w,, w,, ...,
w,; Z tym, Ze wprowadzenie w; ma regulowaé rézny stopien wplywu p; na efekt technicz-
ny. W zwiazku z tym, mamy:

(4.16) P(p) = P(p1, P2 - 20 = (@)(02)°%, o5 (o) = [ [ (o)™
lub

i=v
(4.17) Plp ) = | | leCre.
Funkcja zakresowo$ci R(r;) przyjmuje okre§lone wartoéci dyskretne zalezne od rodza-
ju i przeznaczenia ukiadu.
Funkcja stanu procesu Z(z;) opisuje dynamike ukfadu i jest réwnowazna calce z cha-
rakterystyki gtéwnej H(z) w okresie czasu pracy ukladu 7,—7,_,. Dla jednego wlaczenia
ukladu, funkcja Z(z;) ma postac:

T

(4.18) Z(2gy1s 2g12s 2 = | H@)de
lub -
(4.19) Z[z;m)) = [ HizjD)dr.
Dia d wlaczen: -
(4.20) Zy(z)) = S‘ ) lﬁi(r)dr
i=1 Ty
lub
{=d T
(4.21) C Zlz@) =) [ Hiz@e.

=1 Ty

Po uwzglednieniu zwiazkéw na P(p)), Pipi(X)l, Z(z;) i Z[zi(r)] we wzorach (4.8)
i (4.9), otrzymamy wyraZenia na efekt techniczny, kolejno dla jednego wiaczenia oraz
dla d wiaczen:

(4.22) F,(W) = PR )Z(z) = | [ () R¢p) [ H)dr,

Ti—1
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(4.23) FW;)= R(r ,-)ﬁ (Qi)miéfr f | H(v)dv

lub -

(4.24) F W, (X)) = [I [os(X)IRIr (X)) f Aoy,

(4.25) Fw o= [ | xR, D) [ HizZ,(x)lde.

i=1 Ty

Wiadciwoéei techniczno-ekonomiczne wielko§ci W; jako elementéw zbioréw A i B,
sa opisane przez funkcje wysitku budowy K,.(W;, a;) i eksploatacji ukladu K (W, a)).
Caly wysilek zwigzany z wykonaniem 1 uzytkowaniem ukladu mechanicznego moZna
wyrazi¢ przy pomocy ogdlnej funkcji, a wigc:

(4.26) KW, a)=
i=d i
= K, W), ) +KW;, a) = KW, a)+ KW, a) K (W, a)+ D) [ Kau(d)dr,
: i=1 Tio1
przy czym:
K(W), a)) = KW, a)+Ky(W), a)+Kp(W), ai),

K(Wj, a;) — funkcja wysitku zwigzana z synteza i projektowaniem ukladu mecha-
nicznego;

K,(W,, a;) — funkcja wysitku zwigzana z wdrazaniem projektu uktadu do produkcji;

K,(W;, a;) — funkcja wysitku zwigzana z produkcja ukladu mechanicznego;

I?E(Wj, a;) — jednostkowa funkcja wysitku eksploatacyjnego ukladu mechanicznego.

Iloraz efektu technicznego i funkcji wysitku bedziemy nazywaé efektem ogdlnym
ukladu mechanicznego A. W zaleznoéci od postaci matematycznej efektu technicznego,
efekt ogdlny przyjmuje forme funkcji A(W;, a;) lub funkcjonatu A[W;(X)), a;]. Wyko-
rzystujac zwigzki na F i K, otrzymamy podstawowe wzory ogdlne na efekt ogdlny. Ko-
lejno mamy:

Al(Wj, al) = }'(Wl, W25 frrs Wn’ ay,4ay, .-, am) =

_ F(Wl,WZ,"', Wn) .
KW, a)+K(W;, a)+K,(W;, a)+K (W, a)

I )" R(r) § H@dr

(4‘27) | - Kw(”{i} a;)_'—‘[‘{_eé Wj’ al')
_ [T e)Ry) ] Hde _Fw)
- B K(Wj, al) ’

Ks(VVj; ai)+Kd(Wj’ ai)+Kp( Wj; a)+ f X,e(T)dT

Ti~1
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=1 T
H@Mm<)2 [ H@)dr

A i = St
(Wi, @) K.(W,, a)‘l_Kezl(W./’ a))

(4.28) i=v» I=d T _
H(Qi)m‘R("J) f=21‘ f H(z)dr
KW, a)+ KW, a)+ K (W), @) + Euf (@
_ F[WI(XI)! WZ(XI')’ ) I/VH(XI)] __
AL[VVJ'(Xi)s a;) = Kw(Wj> ﬂ])‘l‘Ke(W_], ai) =
(4.29) i=v S
H[QI(XI)]m'R[rj(Xl)] f H[ZJ(T)dT
= KW @) KW, a) YW, ay K7, )
_ FIW (X))
AW X0, ) = g aS Red Wy @)
(4.30) H[g (X)*R[r;(X)] 5 f z,()]dr

KmmaH«xW“m+Kan,o+2 [ Ry

Ly,

We wzorach (4.28)-(4.30) podano jedynie dwa podstawowe przypadki. Pierwszy za-
wiera efekt techniczny w formie funkcji, a drugi w formie funkcjonatu. Odwrotno$¢ efektu
ogolnego stanowi tak zwany efekt wysitu S.

5. Modele optymizacyjne

Zgodnie z zalozeniami, przyjmuje si¢ charakterystyki uogdlnione jako kryteria opty-
mizacyjne. W my$l postulatéw wynikajacych z problemu celu, efekt ogélny winien przyj-
mowaé najwieksza warto$¢, natomiast efekt wysitku najmniejsza wartodé, W zwigzku
z tym, podstawowy model optymizacyjny moZemy rozpisa¢ kolejno dla funkcji i funkcjo-
natu, uwzgledniajac zwiazki dla Ai S:

F(W))
E,(U) = EfE MW,,a) = A (W), ;) = max -
ll( l) ( I ) 15,1(2-:;1 l( i a) UiGWjKW(W]!al)—l_KE(WJ’ai)

G.0) = ©
[1 @) R(y) [ A@ds

= max fi .
UeW, K (WJ: ;)‘l'Kd( i)‘l'Kp(Wj: ai)+Kz(Wj! al)
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F,(Ww))
52 E Ui = mx). i = 2. W, 1) = d J —
5.2) 2a(Uy) = W, a) [111362;‘7/(1 W, a;) Um,fv)V(JKw(Wj’ai)‘i’Kez(m,di)
I=v i=d %;
[T@)*R(r) _Z [ H(dr |
= max Ti-1 — ’

UeW,

Ks(Wj’ ai)+Kd(Wi: ai)+Kp(VVj: a)+ Zl f Eei(f)df

(5.3) : Es,(U) = Es(U;) = EZIS(W;, a;) = min S,(W}, a;),
UeW,

G4 _ Esy(U)) = Es(Uy) = EZf (W, a)) = mlglV SAW;, a),

(5.5 EnUX)] = EFFAIW(X), a)) = max 11[WJ(X), a] =

IT (X7 R[r (X TiIu—TZ d
IR J10,76.0) maxn [0/ Rlr (X0 [ HZ(zy)\de
. UGWJK (st ai)+K(Wj’ (Z) UeW, Kw(Wj, ai)—i—Ke(Wi’al), >

(.6)  EUX)] = EFAW(X)), a)] = max A[W)(X), a] =

UeW,
i=y i=d T
X)1% Rlr;(X; Hlz;(v)]d
. W )] L [T lo:xe Rlry(x 2 ,f [z (r)] 7
—UEWJK (W]’a) | K(Wj5a) UeW, i=d Y
KWy, a)+ 3 [ Ka(@dr
=l
5.7 Es,[Uy(X)] = Esi[Ui(X)] = EFSIWi(X)), a] = mlIPlVSI[W(X) aj,
(5.8) Eq[U(X)] = Es,[U(X)] = EgFS[Wy(X), a] = ,I,mﬁ SAWi (X)), ail,
przy czym:
| mx . F(Wj)
(5.9) E] ).(Wj, a,) = g}fp);-’ W’
. KW, a;
(5.10) EZS(W,), a) = é‘,ﬁ'ﬁ,l(v(—ﬁf;)’
\ . mx A 1= F[WJ(A,I)]
(5'11) E [VVJ(Xl): al] —ll;l;le%;_(, K(Wj, ai) 5
(5.12) EF"S[Wi(X;), a;] = min KW, a

view, FIW;(X)]"

Sposréd wielu przypadkéw zadan optymizacyjnych mozna wyréznié trzy charakterys-
tyczne. Pierwszy z nich obejmuje maksymalizacje efektu ogdlnego lub mmlmallzaqe
efektu wysitku ze wzgledu na maksymalizacje efektu technicznego. Drugi przypadek
-optymizacyjny zawiera maksymalizacje 4 lub minimalizacje S ze wzgledu na minimali-
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zacje funkcji wysitku. Wreszcie trzeci przypadek obejmuje maksymalizowanie efektu
ogdlnego lub minimalizowanie efektu wysitku droga maksymalizowania F i minimalizo-
wania K. Kolejno podano opis matematyczny trzech charakterystycznych przypadkéw,
dla ktérych podstawowe zwigzki maja postaé:

Przypadek L.

(5.12) E5F AW, a)) = max A,(W;, a),
UieW ]
(5.13) Eg;S (W), a;) = min S(W), a)),
UieW,
p1zy
i=d 7

(514)  F(W)= P(p)R()Z(z) = H (o )«nR@Z f H,(t)dr = maxF,

(5.15) K(W;, a;) = constK

lub

(516) mx/‘{[W (X) al] - max }'d[Wj(Xx) az]y
A EgIS[Wi(X)), a] = mlnSd[Wj(Xi) ajl,
przy

FIW(X)] = Plp(X)IR[(X)]Z1z)(X)] =
(5.18) i i

= [T e rery) Z [ Hx)dv = maxF,
i=l7_,
1=ld ‘L".
(5.19) KWy, a) = K, (W), a)+ ) f Ku(r)dr = constK.
i=l7_,
Przypadek 2.
(5.20) EA(W;, a) = max 44}, a),
U[EWJ
.21 EmS(W;, &) = min S(W;, ay),
UeW,
przy

i=y f=d ¥

(5.22)  F(W)) = P(p)R(r)Z(z) = | | (e)™R(r) 5’ [ B@)dr = constF,

i l 1

i=d 7}
(5.23) KWy, @) = K (W), a)+ )] [ Ku(z)dr = minK
=1 Tioy
lub '
(5.24) Ers AW (X)), )] = max Ad[W(X) al,
(525) ?;S[W](Xl)7 ai] = fmﬂSle,(X,), ai])

1€y
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przy
(526)  FIW;(x)] = Plp (Xl RIr(X)] Z[z(z)] =
i=y i=d T
Lo (X1 RIry (X)) 2 f Hi(z)dr = constF,
(5.27) K(W,,a) = w(W,,a,H—Z f Ku(v)dr = minK.

1 1

Przypadek 3.

(5.28) EYr Z(W,, a;) = max A,(W;, a;),
UeW,
(5.29) EZS(W, a) = minS(W;, a;),
UeW,
przy
i=v i=d 7]
(5.30)  FO) = P(p)R(r)Z(z) = | | ()" R(r) 2 f H(¥)dr = maxF,
i=d %
(5.31) KWy, a) = K,W;,a)+ D) [ Ku(r)dr = mink
lub
(5.32) TEAIWHXY), all = max LW (X1,
(5.33) EgiSIWi(X), ail = mmSa[W (X, al,
przy

(539 FIW,(x)] = Plo; (X RIr (X1 Z[z(X)] =
{=d

= H eI RE 00 3, S f H,(7)dr = maxF,

l

i=d. T
(5.35) KW, a) = K (W), a)+ D) [ Ku(x)dr = constK.
i= 11

—1

6. Przedzial celowo$ci zmian wielkoSci #;

W pracy [2] rozwazono zagadnienie przedziatu zmian wietko§ci W, ukfadu mechanicz-
nego z punktu widzenia ich celowosci i optacalno$ci. Ustalono zakres, w ktérym zmiany
W; prowadza do zwiekszenia efektu ogélnego; ograniczeniem przedziatu jest zwigzek
wynikajacy z réwnania ekstremalizacyjnego funkcji A(W;, a;) wzgledem W;. Rozpatrzo-
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no cztery charakterystyczne przypadki zmian parametréw silnika spalinowego. Podsta-
wowe zatozenia dla nich, przy » wytwarzanych silnikach, sa nastepujace:

1) Zalozone sa stale wydatki na budowg i eksploatacjg n silnikéw. Zadanie polega
na wprowadzeniu pewnych zmian parametrow prowadzacych do wzrostu efektu technicz-
nego od F, (W) do F,(W)), droga zwigkszenia ztozonoéci konstrukcji

Kl(Wj: ai) = K2(Wj: ai) = ConSt9
F (W) < F,(W)).

2) Zatozone sq state wydatki na budowg i eksploatacje n silnikéw. Zadanie polega na
wprowadzeniu pewnych zmian parametréw prowadzacych do wzrostu efektu technicz-
nego od F, (W) do F,(W)), droga uproszczenia konstrukeji

Ka(W]’ CZ,') = Kb(Wi, ai) = COI]St,
F (W) < B, (W)).

3) Zalozony jest staty efekt techniczny wytwarzanych silnikéw. Zadanie sprowadza sig
do obnizenia ogdlnych kosztow wytwarzania i ekspl_oatacji od K(W;, a) do K,(W;, ),
drogg zmian konstrukeji

Fl(Wj) = Fz(Wj),
Kl(Wh al) > K2(Wi> ai)'

4) Zatozony jest staly efekt techniczny wytwarzanych silnikéw. Zadanie sprowadza sig
do obnizenia ogblnych kosztéw wytwarzania i eksploatacji od K, (W), a;) do Ky (W;, ay),
droga uproszczenia konstrukeji

F,(W)) = F,(W)),
Ka(Wj> al') > Kb(Wi’ al)'

Wyniki rozwazan wszystkich przypadkéw dla przedziatu (W), < W; < (W)),, prowa-

dza do nieréwnoéci

K(Wh ai)

(6.1 FW)

dF(W,) > dK(W), a).

Badania na innych uktadach prowadza réwniez do nieréwnoéei (6.1). Dalsza zmiana
wielkoSci charakterystycznych, a wigc dla przedziatu W; > (W))y;, dla wszystkich omo-
wionych przypadkéw daje juz nieréwno$¢ przeciwna. W zwiazku z tym, mamy dla prze-
dziatu (W), € W, < (W)yy

(6'2) SdF[(W/j)I & Wj <& (W])II] > dK[(I'Vj)I Z Wi £ (Wi)n) ai
oraz dla przedziatu (W), < W, < (Wpiy
(6.3) SAF[(W))y < Wy € (W] < dKI(WDy < Wy £ (W @il
PIzy czym

5= 57, a) = X0

F(w) -



418 R. STANISZEWSKI

W przedziale (W), € W; € (W));;, kazdej zmianie wielkoéci W, odpowiada wigkszy
przyrost efektu technicznego w pordwnaniu do przyrostu funkeji wysitku, reprezentuja-
cej dodatkowe naklady finansowe wynikie z modyfikacji konstrukeji ukladu mechanicznego.
W tym przypadku, zmiany sa celowe i oplacalne. W przedziale (W), <€ W; € (Wi,
kazdej zmianie w sensie zwigkszenia wielkosci W, (rys. 1) odpowiada mniejszy przyrost

K(Mlai)ﬂ
Flw;)

0A(w,a;) OA(w,a)
w0 oW <0

Rys. 1

efektu technicznego w pordwnaniu do przyrostu funkeji wysitku. A wige zmiany sa nie-
oplacalne, chociaz moga by¢ celowe. Z tych rozwazan wynika wniosek, ze kazde zamic-
1zenie optymizacyjne zwigzane ze zmianami konstrukcyjnymi powinno byé poprzedzg;)_e
zbadaniem wplywu zmian W; na efekt ogdlny ukladu mechanicznego.

Granica W, = (W)),, stanowi ograniczenie od gdry dla zwiazku (6.2), waznego dla
pierwszego przedzialu oraz jest ograniczeniem od dotu dla zwiazku (6.3), waznego dla
drugiego przedziatu (W;),; < W; < (W))y,. Granica dla W; = (W)),; jest kresem gor-
nym przewagi wzrostu efektu technicznego nad przyrostem kosztéw ogdlnych. Mozna
ja wyznaczy¢ z rozwiazania réwnania ekstremalizacyjnego efektu ogdlnego jako ilorazu
efektu technicznego i funkcji wysitku.

Dla F = F(W)), K = K(W;, a;) i A= AW, a)) mamy

(6.4) éi(I/VJ =W,=1U) _ 1 oFW,; =W, = Uy F(Wy)
' AW, =Uy  KW,a) aW;=Uy  [KW,aP
JORWy,a) 1 3lP(p; = U)R(r; = U)Z(z; = U,)
ow; =U) KW, a) o(W; = U,) N
P(p; = U)R(ry = U)Z(z; = U;) OK(W;, a;) _ 1

K(W,, a2 qW, =0, KW, a)
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i=y i=d i
©6.4) o o, . i
[c.d.] =l 1@ R(rf)g _f B — 7, aye

i=d 7

KW, a) 1 OFUY)
T R fH(T)" W, =T) " KWy U,

R CANEI A
[K(U)E a0,

Gdy efekt ogélny lub efekt wysitku wystepuja w formie funkcjonatu, wéwezas dla
wyznaczenia wielkodci optymizowanych stosuje si¢ metody wariacyjne. Zadanie opty-
mizacyjne polega na okresleniu takich funkcji U,(X)), U,(X)), ..., U,(X;) — wybranych
spoéréd W, (X)), Wa(Xy), -, Wo(X), dla ktérych A[W;(X))] lub S[W,(X.)] przyjmuja
wartoéel ekstremalne. Dla jednej funkcji optymizowanej mamy

(6.5) E[U(X)]l = max A[WiX),a] =
U(XneW (X))

i=» I=p» T.

;(X w‘R X H d
= max [WJ(Xi)] _ maxn 0 (X1 Rlr; (X)) g{ Tlfl i(v)dr B
UieW; Kw( i)+Ke(Wj) ai) UieW, KW(VV_,', ai)'l'Kg(Wj, ai) —

= G+ f MW, W, w! ..., W® X)dX,
(66) E[U,(X])] - lnin S[WJ(X,), a,'] —~
UieW, ’

_ - KW, a)+ KW, a)
oW, FIW,(x)]

2
= G+ f MW, W, W, ..., Wn, X)dX.
Xi

W wyrazeniach (6.5) 1 (6.6) przez Gy i G, oznaczono wielkoéci funkcjonatéw dla wa-
runkéw poczatkowych. Funkcje M(W, W/, W, ..., W™, X) i M(W, W, W", ...,W®,
X;) spetniaja réwnanie Eulera i w tej postaci sa podstawa do okreslenia funkcji optymi-
zowanych.

7. Matematyczne wlasno$ci funkeji [funkcjonaléw] P, R, Z, F, K, Ai S

. Funkcja wskaznikéw P(pj). Zmiennymi niezaleznymi p; na etapie syntezy i konstruowa-
nia sa wskazniki konsfrukcii o,, 04, ---, 0y Zwiazane ograniczeniami fizycznymi, geome-
trycznymi i technologicznymi. W- okre$lonych granicach, kazdemu zbiorowi g; jest pod-
porzadkowana i ustalana warto$§¢ P(p,). WskaZniki przyjmuja tylko dodatnie wartoci,
natomiast wykladniki mieszcza sic w zakresie 0< w,< e, gdzie e — liczba dodatnia
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i rzeczywista. Funkcja wskaznikéw jest funkcja okre§lona ciagla i roézniczkowalna w ob-
szarze C-wymiarowym. Przy braku wplywu wskaZnikow g; na efekt techniczny, mamy

(Ul:O, a)2=0,...,wv=0; P(pj)-_—l.
Przy liniowym wplywie, mamy
w,l:l, w2:1,"',wv:O; P(pj)=91392,"',9v-

Funkcja zakresowosci R(r;). Przyjmuje wartoéci dyskretne R(r;) = 1 dla uktadu jed-
.nozakresowego, R(r;) =/}, /s, ... dla ukladéw wielozakresowych, przy czym fi—sa
liczbami dodatnimi. i

Funkcja stanu procesu Z(z;). Wiasnoéci matematyczne tej funkcji zaleza od funkcji

podcatkowej H(z;). W badaniach syntezy i konstruowania uktadu, H(z;) jest funkcja
okreélona, ciggla i rézniczkowalna. Kazdemu uporzadkowanemu zbiorowi Z; jest pod-
porzadkowana okreélona wartoéé charakterystyki H(z;). W czasie eksploatacji uktadu,
przy zaloZeniu stabilnej pracy, rozpatrywana funkcja podcatkowa jest réwniez okreélona,
ciagla i rézniczkowalna. W obu przypadkach funkcja Z(z;) jest réwnowazna calce typu
Cauchy’ego. W pewnych klasach ukladdw operacie optymizacyjne wymagaja rozwazania
catki z funkcji H(z;) jako catki Lebesgue’a. Z rozwazar na kilku ukladach [2] wynika, Ze
funkcje podcatkowe sa ztozone i dlatego catka jest w wigkszosci przypadkdw nierozwia-
zywalna zwyklymi metodami. Dzielac jednak przedziat jednego wilaczenia na etapy, mozna
zastepowac funkcje podcatkowa przez wielomiany.

Funkcja efektu technicznego F(W)). Matematyczne wlasnoSci funkcji opisujacej efekt
techniczny F(W)) zaleza od wiasnosci P(p)), R(r)) i Z(z)).

Funkcja wysilku K(W,, a;). Przy zalozeniu ustabilizowanych warunkéw ekonomicz-
nych (g; = const), funkcja K(W;, a;) zalezy od wybranych technicznych wielkosci W;.
Kazdemu' uporzadkowanemu zbiorowi W, jest podporzadkowana okreSlona warto$¢
funkcji wysitku. W pewnych przypadkach, przy skokach a; funkcja K(W,, a;) moze byé
nieciagta.

Funkcja efektu ogdinego A(W;, a)). Dla przypadku 4, = const, funkcja A(W;, a;) jest
dodatnia, okreélona, ciagla i rézniczkowalng. Tylko w nielicznych przypadkach moZe
wystapi¢ osobliwos¢, dla pewnych punktéw przy a; # 0.

Funkcja efektu wysillku S(W;, a;). Wystgpuje jako funkcja dodatnia, okre§lona, ciagla
i rézniczkowalna. Uwagi o wlasno$ciach matematycznych sa réwniez stuszne wtedy, gdy
omoéwione funkcje wystepuja jako funkcjonaty.

Przykiad. Podstawowym problemem w dynamice ukiadéw mechanicznych jest optymi-
zacja parametréw. Rozpatrzmy zagadnienie wyznaczenia wielkosci optymalnych para-
metréw uktadu w oparciu o charakterystyki uogélnione [3]. Przy zalozZeniu

(1.1) K(,W;, a)+ f K.(W;, a)dr = const = C,,
0

. i=d %; '
(7.2) KWy a)+ D' [ Ku(Wy, a)dr = const = C,,

i=] T
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zadanie sprowadza si¢ do okreélenia wartosci parametréw masy i tlumienia, przy ktérych
zachodzi zwigzek

(7.3) E(U;) = max Fy(W;) = max[P(p)) R(r)) Z(z;)] =

i=d T

= max P(p;) R(r; )Z f ﬁ,(WJ-, 7)dr = P(p;) R(r;) [max f‘ﬁl(WJ., it
b

l[Txl

7 7y

+maxf H,(W;, 7)dv+ ... +-max f Hy(W;, 7)dx].

7 rd—l
Przy
P(p;)R(r)) = const = C5,
zagadnienie sprowadza si¢ do badania
T
(7.4 ' ) J = maxf ﬁ(Wj, T)dr
0

Jub, po wydzieleniu funkcji rozwiazujacej okreélajacej rzeczywisty przebieg stanu nieusta-
lonego y,(W;, 7) i po wprowadzeniu funkcji programowej y,(z), mamy

I
(1.5 J = maxD [ [y,(z)— Ay(W,, V)ldv
0
przy czym
(7 6) yr(Wj> T) = _[yp(’r)_yr(I/Vj> T)]+yp(T) = *Ay(f)—l-yp(f),

— charakterystyka stata. _
Zamlast szukaé maksimum wyrazenia (7.5), wystarczy, przy ustalonym y,(z), okreéhé
parametry przy ktérych :

T
.7 J= minf_Ay(Wj, T)dt.
0

Niech réwnanie dla y,(r) ma postaé

a8 D) | 5 DD

+2 _!'yr(T) = L
przy czym
(1.9 ‘ limy(t) = L;, y(r=0)=0,
=0
(7.10) limy{t)=L

Rozwiazanie réwnania (7.8) po wykorzystaniu przyjetych warunkéw poczatkowych,
kolejnodla a << 1, . = 11i o > 1, [przy czym o = a(W-) ma postaé

(7.11) ye(7) = e‘”[(Ll Lycostyl1—a? 4 —— smr}/l——az]-l-Lz,

(712) yr(T) = L2_(L2—L1) (1+T)e—ts
7.13) y(r) = GGk,

l/—

4 Mechanika teoretyczna
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gdzie
(7.14) k.= —a+]/a2—1,
(7.15) ky= —a—)/a?—1.

Wstawiajac do ?JyraZenia (7.7) kolejno rozwiazania (7.11), (7.12) i (7.13) jako funkcje
y,(«) otrzymamy J(a), ktorej przebieg pokazany jest na rys. 2. W zaleznodci od ilosci

Tiee) 1

8 |-

(e—orr,+e~arz T )1

(e-a‘ﬁ + ed‘rz)z

Rys. 2

pulsacji (=1, 2, 3), «,, przemieszcza si¢ w kierunku wigkszych wartosci. Dla u = 3,
minimum funkeji J(o = tope) Wynosi 1,52, przy czym warto$¢ wielkoéci optymizowanej
wynosi 0,62. Wstawiajac warto§¢ «,,, do catki (7.7) oraz wracajac do wyraZenia (7.3),
poprzez zwiazki (7.4) i (7.5), otrzymamy wyraZenie na max F(W)).

8. Zwiazki pomiedzy charakterystykami uogélnionymi i klasycznymi charakterystykami ukladéw mecha-
nicznych

Zaréwno efekt techniczny, jak i efekt ogdlny uktadu mechanicznego mozna sprowadzié
do charakterystyk uzywanych przy opisie ukladéw mechanicznych. Dla przykiadu, dla
uktadéw jednozakresowych, przy w; = 0,w, =0, ...,w, = 0 oraz przy zalozeniu, Ze
charakterystyka gléwna ukfadu jest znana funkcja czasu

}T(Wj, 7) = H(7),
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mamy
Plpy=1, R@)=1, FW)= H@)[r,—7,)
przy czym 7,—1t; — czas pracy ukladu dla jednego wiaczenia.

Jesli charakterystyka gldwna jest moc uktadu, wtedy efekt techniczny redukUJe si¢ do
funkcji okreélajacej prace ukiadu mechanicznego. W rozpatrywanym przykladzie funkcja
efektu ogdlnego bedzie okreslona jako iloraz pracy uktadu dla jednego wlaczenia oraz
kosztow zwigzanych z jego eksploatacja.

9. Wzgledne postacie charakterystyk uog6lnionych

W niektérych zagadnieniach optymizacyjnych ukladéw mechanicznych wygodniej
jest uzywaé wielkosci wzglednych F, K, 4 i S. Przypadki takie wystepuja w badaniach
nad modyfikacja i poprawa charakterystyk ukltadow oraz w badaniach eksploatacyjnych.
Wprowadzajac pojecia uogdlnionych charakterystyk rzeczywistych (rz) i teoretycznych
(¢), w odniesieniu do efektu technicznego, funkcji wysitku, efektu ogdlnego i efektu wy-
sitku, otrzymamy:

FOOW,, Wy, o, W) PUD(p) RO (r ) Z02)(z))
FOW,, Wy, oy W)~ PO(p) RO(r)Z0(z)) °
- KW, a)  KSNW,, @)+ K89 (W, a;
©02) ROWy, Way ooy Wos s, 3 oy ) = ﬁ)) ES’E%,aiiiK,gw(ivjfa,.))’
- AW, a) FC(W)K(W;, a;
O3) MWy, Way oo, Was gy gy veny ) = Wfa)) _ F(f)((mf))Kdz)((u;,, a?),

(91) F(Wla Wz,---, I/Vm)z

i SE(Wi,a)  FO(W)K(W,, @)
94) Sy, Way oo, Wy ay, @, 0, @) = SOW,, a) — FOW)KOW,, a)

Przy pelnym eksploatacyjnym wykorzystaniu ukladu mechanicznego, a wiec przy
zgodno$ci wartodci teoretycznych i rzeczywistych efektéw i funkeji wysitku, mamy:

AW, a)

(9.5 lim A(W;,a)= Ilim ——7-2"C
FonL e Fon_ g0 AW, a)
kU g(@) x(rz) g (1)

=d %
R, H.(W;, a)dz
— im H(Q) (’),_2 lf . @) _ m FR)KOW,a)
 rLpn = i=d gty FOW)KED(W;, a))
ko0 [ (0)2R(r)) Z f H(W,, a)dt g xm

=1.

...""—

Przy niepelnym wykorzystaniu ukladu mechanicznego, mamy:

.6) lim AW, a) <1
Frza)_ gt
k(25 k(O
ub
Flrz) p()
k2 _ g

4*
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10. Wnioski

Wprowadzenie charakterystyk uogélnionych i wykorzystanie ich jako kryteriéw opty-
mizacyjnych pozwala na rozszerzenie wplywu wielkosci uvkladu na E(U;) w procesie
optymizacyjnym. Zastosowanie A(W;, a) i S(W;, a) lub AW;(X), a] i S[W;(X), a)]
do okre$lania wartoéci i funkcji optymizowanych, uogdlnia zadania ekstremalizacyjne
wystepujace W syntezie i konstruowaniu. Nalezy przy tym nadmieni¢, ze wprowadzenie
takich charakterystyk do problematyki okreslania warto$ci optymalnych wielko$ci ukiadu
w pewnych przypadkach moze rozszerzyé aparat matematyczny. Jednak wykorzystanie
maszyn matematycznych do rozwiazywania konkretnych technicznych zadad optymiza,
cyjnych pozwoli na ztagodzenie tej wady.
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Peaome

BOIIPOCHI ONITMMHU3AIHM IIPYM CUHTE3E MEXAHWYECKHX CHUCTEM

B paGoTte npuBOIATCS TEOPUH NOCTPOEHUSA O0OOLIEHHBIX XapaKTEPHCTHK HCIIONBE3YEMBIX B JaibHEH-
1eM B KauecTBE ONTHMM3aI{MOHHBIX KPHTEPHEB NIPH ONPENEIEHHH ONTHMANIBHBIX 3HAUCHHI TapaMeTpoB.
B KauecTBe NpeaMETA PaCCMOTPEHHSA NPHHATA MEXaHHUECKAsl CHCTeMa B 061em CMBICITE — B OTHOILUEHHH
TEOMETPHH, BECA CTPYKTYPBL ¥ NPOUCXOAAIIUR (DU3NUECKUX SBJEHAH. BriBeeHb]l 3aBHCHMOCTH Ha TeX-
Hudeckuit aderT 1 pyuruny sarpaT. O6wwi addexT ONpeaeNeH KaK OTHOIIEHHEe TEXHHYECKOro -
exra K GhypKUHu 3aTpaT. BennunHa o6patHaa obwemy addexty sBsercs TH. o6obueHHOH 3¢ deKTHB-
HOCTIO 3aTpaT. BpIBEeAEHEI OCHOBHBIE YpPaBHEHHsI ONTHMHSAM H NPUBORATCA OOUIME BBHIBOXBI
OTHOCHTENBHO NPHUBENCHHOrO BuAa 0GOCLUEHHBIX XapakIepHCTUK. IIpHMBOIAMTCA IpUMEp HILTIOCTPUPY-
101K npumeBenHe 0GOBIEeHHBIX XapaKTEePUCTHK IS ONITHMHSAIMH IApAMETPOB B BONPOCAX OTHOCHILAX~
Cfl K HUHAMHMKE MEXaHMJeCKMX cHcTeM. [IpuBomuTcs TaryKe NpPHMED HMCIIONB30BAHHA OGOOUIEHHEIX Xa-
PAKTEPHCTHK [UIA UCCIIEOBAHUA LEeNecoobpasHOCTH M3MEHEHMSI 3HaueHui OTHENIPHBIX NapaMeTpoB.

'

Summary
OPTIMIZATION PROBLEMS IN SYNTHESIS OF ME‘CHANICAL SYSTEMS

The theories of construction of generalized characteristics are described in the paper, and their utili-
zation as optimizing criterions is demonstrated. The object of investigations is assumed to be a mechanical
system in a general sense — with respect to geometric, structural and loading properties and physical
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phenomena occurring in the systems. The relations concerning the technological effect and effort functions
are derived. The general effect is defined as the ratio of the technological effect to the effort function. The
reciprocal of the general effect is the so-called effort effect. The fundamental optimization equations are
derived and general conclusions concerning the forms of generalized characteristics are drawn. An example
illustrating the application of generalized characteristics 1o the optimization of parameters in dynamical
problems of mechanical systems is given. Another example of the application of generalized characteristics
to the investigation of the purposcfullness of the parameter changes concludes the paper.
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O STATECZNOSCI NASYPOW I SKARP W STANIE ROWNOWAGI GRANICZNEJ!)

RYSZARD JERZY I ZBI1CK 1 (WROCLAW)

1. Wprowadzenie

W pracy rozwaza si¢ symetryczne, cigzkie masywy gruntowe o skonczonej wysokosci,
obciazone na gdrnej poziomej powierzchni stalym naprezeniem normalnym (rys. 11 2).
Przyjeto, Ze oSrodek znajduje si¢ w stanie réwnowagi granicznej, ktdrej naruszenie spowo-
duje zsuwanie si¢ o§rodka w dot. Zadanie polega na wyznaczeniu stanu napreZenia wew-
natrz masywu i okreSleniu profilu zbocza wolnego od obcigzen zewnetrznych. W szcze-
g6lnym przypadku, gdy profil zbocza ma w punkcie O pionowsa styczna, ci$nienie wzdiuz
gérnej krawedzi mozna rozpatrywaé jako oddzialywanie pewnej warstwy oérodka, w kté-
rej wystepuje stan sprezysty (por. [1]).

SokOLOWSKI [2] rozpatrywal symetryczne, ciezkie masywy gruntowe, w ktérych gorne
czgéci ograniczone prostymi lub tukami parabol znajduja sie w stanie sprezystym, a dolne
o nieznanym profilu zbocza znajduja si¢ w stanie granicznym. Pole napreZzen w ‘czgsei
sprezystej dane jest w postaci prostych wzordw analitycznych. W czgéci plastycznej pole
naprezen i profil brzegu swobodnego znajdujemy rozwiazujgc numerycznie odpow1edme
rézniczkowe réwnania charakterystyk.

Grunt traktuje si¢ jako cialo sztywno-idealnie plastyczne, jednorodne i izotropowe.
Zgodnie z przyjetym modelem. gruntu parametry hipotezy Coulomba-Mohra, kat tarcia
wewngtrznego @ i kohezja k sg stale w calym rozpatrywanym obszarze. Przyjeto plaski
stan odksztalcenia. Uklad réwnah réwnowagi granicznej otrzymany z réwnai réwnowagi
wewnetrznej i warunku plastycznosci Coulomba-Mohra jest typu hiperbolicznego (por.
np. [1]) i rozwiazuje sie¢ go metoda charakterystyk. W wigkszosci przypadkéw podanie
Scistego rozwiazania .analitycznego jest jednakZze niemozliwe. Dlatego najczgéciej trzeba
sig ucicka¢ do metod przyblizonych: numerycznej metody réznic skonczonych [1] lub
metody graficznej [3]. Metody te daja przyblizona wartoéé szukanej funkcji dla przyje-
tych jednych warto$ci parametréw wystepujacych w réwnaniach stanu granicznego.

W pracy [4] SPENCER zaproponowal metode perturbacji po aproksymowanych (wyj-
Sciowych) charakterystykach, pozwalajaca otrzymaé przyblizone wyraZenie analityczne

1) Pracg wykonano podczas stazu naukowego odbywanego przez autora w 'Instyt'ucie Podstawowych
Probleméw Techniki PAN w Warszawie w roku 1968/69, pod kierunkiem doc. dra Z. Mroza,
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dla szukanej funkeji, przy zaloZeniu, ze jako dostatecznie maly mozna potraktowad pa-
rametr ayfk, gdzie y jest cigzarem objetoSciowym osrodka, a jest liniowym wymiarem
deformowanego obszaru. Metodg perturbacji dla o$rodka Treski i plaskiego stanu od-
ksztafcenia stosowano w pracach [5, 61 7], a w pracy [8] dla stanu osiowej symetrii. W pra-
¢y [9] metode perturbacji dostosowano do oérodka typu Coulomba w stanie osiowej
symetrii.

W niniejszej pracy zastosowano metod¢ Spencera do wyznaczenia stanu napreZenia
w gérnych obszarach deformacji skarpy i okreslenia przyblizonego ksztattu zbocza. .

2. Réwnania plaskiego stanu odksztaleenia
Réwnania rdwnowagi wewngtrznej maja postac

doy v 0Ty LX =0 OTxy

1) ox dy ’ ox

+ 9% Ly o,
dy

gdzie oy, 0y, 7, sa skladowymi napreZenia, X'i ¥ sa skladowymi sily cigzko$ci na jednostke
objetosci odpowiednio wzdtuz osi uktadu wspdlrzednych x, y. Poszukiwany stan napre-
Zenia musi spetnia¢, oprécz réwnan (2.1), warunek plastycznoéci Coulomba~Mohra

_ 1 . 1. 1z
2.2) - (0 +0,)sin p-| [T (gx_gy)z“gy] = kcos @,
gdzie k jest kohezja, tzn. wytrzymalocia materiatu na $cinanie przy napreZeniu normal-

nym o = 0, @ jest katem tarcia wewngtrznego.

Skladowe granicznego stanu napr¢Zenia mozna wyrazi¢ zwiazkami

2.3) o, = —p+gcos2n, o, = —p—qcosln, Ty = qsinly,
gdzie
1 ' 1 1/2 1
.4 _'7 (Gx+gy) = ’—7 (0,402), = (o _Gy)2+1xy:| = o (01—0'2)1

T
tg2n = 27,,/(0x—0,), 0 n<=m

Graniczny stan naprezenia reprezentowany jest przez dwa niezalezne parametry p i 7.

Podstawiajac (2.3) do (2.1), otrzymamy uklad réwnan typu hiperbolicznego, ktérego
charakterystyki a i § sa okreslone odpowiednio przez réwnania

' dy dy ( 7
2.5 2= A +
(2:5) dx tg P, dx tg|P 5 ‘P) )

dzie® = " _ 92
gdzie 7



O STATECZNOSCI NASYPOW 1 SKARP 429

Jezeli 0/ds, 1 0]dsy oznacza rézniczkowanie wzdtuz o i f — linii, wtedy zwiazki wzdtuz.
charakterystyk maja postaé

oD
as,

0
cos @ af +2q 5 ——Xcos(P+p)— Y sin(P+¢) = 0,

2.6
>0 cos g 22 —2¢ 2% | ¥ sin®—¥ cos® — 0
os<pg; q—a—sﬂ os® =0,
Z warunkow plastycznoéei (2.2) po podstawieniu (2.4) otrzymamy

2.7 g = psinp+kcosp.

3. Schemat zadania

Na rys. 1 przedstawiono schematycznie uklad obszaréw plastycznych w przypadku
nasypu o malych wymiarach korony w poréwnaniu z wysoko$cig. Wychodzac z brzegu
OA wyznaczamy stan napreZenia kolejno w obszarach OAB i OBC, a nastepnie znajac

Rys. 1

przebieg linii OC okreSlamy ksztalt brzegu swobodnego OD i stan naprezenia w OCD.
Fatwo jest przedtuzyé siatke charakterystyk do obszaru ograniczonego linia EFG. Dalej
postepujemy w sposéb podobny do podanego przez BisHOPA [10]. Przedtuzenie siatki cha-
rakterystyk, ograniczonej skrajna linia EFG rozpoczynamy od rozwiazania zagadnienia
mieszanego, okreSlonego znanymi wielko$ciami wzdhuz linii EFG i warunkiem symetrii
na osi HA. Sformulowane zagadnienie mieszane okre§la jednoznacznie stan napr¢Zenia
w obszarze EFGKIH. Nastepnie nalezy rozwiazaé zagadnienie odwrotne do zagadnienia.
brzegowego Cauchy’ego. Znajac mianowicie przebieg linii GK wyznaczamy ksztalt brzegu
swobodnego GM. Obszar na zewnatrz linii HIKM jest sztywny. Przedstawiona siatka



430 R. Izsickr

charakterystyk ma charakter podobny do ukiadu podanego przez EWINGA i HiLLA [11]
dla rozcigganego preta z karbami.

W dalszych czefciach pracy ograniczono si¢ do podania przyblizonego rozwiazania
zagadnienia w obszarze OABCD. Problem przediuZenia rozwiazania do linii HIKM moZe-
stanowié tre§¢ oddzielnej pracy. Wydaje sig, ze problem ten moze by¢ rozwigzany w spo-
$6b podobny do podanego przez EWINGA w pracy [12]..

g=const

”
tril )

~
0s syme

L

Rys. 2

W przypadku nasypdw o szerokiej koronie (rys. 2) lub skarp, kiedy ofrodek w jednym
kierunku poziomym rozcigga sie nieograniczenie, rozwigzanie budujemy w obszarze
OABCD. Przedluzenie siatki charakterystyk jest mozliwe do wykonania w sposéb po-
dobny do opisanego powyzej, w przypadku, kiedy materiatl podloza nie jest slabszy od
materiatu z ktérego zbudowany jest nasyp.

4. Warunki brzegowe

Dalsze rozwazania ograniczamy do rozpatrzenia problemu przedstawionego schema-
tycznie na rys. 3. Poszukujemy ksztaltu zbocza ograniczonego pozioma pélosia x = 0
i obciaZonego napreZeniem normalnym ¢, = —g = const wzdtuZ tej pdlosi. Profil zbocza
x < 0 jest wolny od obcigZeh zewngtrznych.

Jezeli normalna i styczna skladowa napreZenia na zboczu oznaczymy przez o, i T,
a przez A oznaczymy kat miedzy styczna do zbocza w danym punkcie i osia x, wtedy
mozna podaé nastepujace wzory

@ 0y = —p+asin2(O—N+ol, T = geos2(@— N+ gl.

Z warunku ¢, = 7,, = 0, na zboczu otrzymamy

' _ kcosg : 3 @
4.2 = B —_ A= | — + 4
4.2) p=gq —sing’ D= A (4n—f—2) na OD’.
Warunek o, = —g i 7,, = 0 wzdluz pdlesi x = 0 prowadzi do
(4.3) p= g—kcosg _ gsing+kcos g G- P oa0d

I+sing ’ 1 14sing T4 2
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Jezeli pominiemy wplyw sil cigzkodci, wtedy wzory (4.3) beda takze rozwigzaniem réw-
nani stanu granicznego w calym obszarze O4B.

Rys. 3

Stan naprezenia w obszarze OAB jest niezalezny od wspéirzedne] x i daje si¢ opisaé
nastgpujacymi réwnaniami:

0Ty, do,

=0 =0,
gdzie y jest cigzarem objetoSciowym oérodka. Po scatkowaniu (4.4) i wyznaczeniu stalych
z warunkéw brzegowych (4.3), w obszarze OAB otrzymamy

4.4)

(4.5) o= g§—yy—kcosg _ (g—yy)sing+tkcosg p__T_9

I+sing °’ 1+sing - 42

5. Réwnania metody perturbacji_,

Rozwigzania réwnan (2.6) i (2.7) poszukujemy w postaci szeregéw potqgoWych Wzgl@-
dem parametru ¢: ' - :

p=p°Fep'e?p "+ .,
5.1 q=4q°+eq'+e*q"+ ...,

D= P4 @'+ 2P+ ...,
gdzie ¢ jest wielkoscia rzedu ay/k (a jest liniowym wymiarem deformowanego obszaru),
a uklad p° ¢° i @° jest rozwigzaniem analitycznym odpowiedniego problemu, kiedy
wplyw sit ciezkoéci pomija si¢ (rozwiazanie wyjsciowe). Wyrazy p’, ¢', @' i rzedéw wyz-

szych sg rozwigzaniem liniowych rownan perturbacyjnych odpowiedniej klasy.
Zmiennymi niezaleznymi sa dhigoéci tuku dwdch krzywych
dy

dy 7
0 0
(5-2) dx % dx ~ & (QD 2 (p)’
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przyjetych jako uklad wspotrzednych, ktére sa takze a® i f° — charakterystyka rozwig-
zania wyjéciowego. Jezeli 9/ds0 1 0/dsy oznacza rézniczkowanie wzdiuz wyjéciowych «®
i f° — linii, to

cos @ = cos (p— (D-HDO) = -l—sm((b 09 -,

d
08, 3 )50’
(5.3) s
COS -~ = —sin(P— (150) —}—cos(tp—}—(b <15°)
Sp

Po podstawieniu (5.1) do (2.6) i (2.7) i majqc na uwadze (5.3), otrzymamy te zwiazki
w postaci szeregdw potegowych wzglgdem s. Przyréwnujac do zera wyrazy niezaleine
od &, otrzymamy réwnania zerowej perturbacji
ap° op° ap° o 0D°
COSP > 5 +24° 350 =0, cosq)m 2q a5

q° = pingp-+kcos p.

=0,
(5.4)

Rozwiazanie (5.4) z (5.2) prowadzi do wartoéci wyjéciowych.
Przyréwnujac do zera wyrazy rz¢du e, otrzymamy réwnania pierwszej perturbacji

op’ o 909’ , 0P° Jfop%  2¢° o0P° -, o N
oS P — 5 —}—2 59 +2q Fra +@ (Fﬁ_{— cosg 057 + e~ 1ysin(P°+¢) = 0,
(.5 L, 0P D0 [p®  2¢° D0\ | .
COSp —— 353 5—2q W—Zq Fa -9 350 cosq 3s2)+8 ycosP® =0,

q' = p'sing. o
W rozwigzaniu ograniczonym do pierwszej perturbac_]l réwnanie profilu zbocza we
wspo}IZanych 7, & (rys. 3) ma postac
dn '
(5.6) T D',
az (42), (4.3), (4.5 i (5.1), jako warunki brzegowe dla zerowej i pierwszej perturbacji
otrzymamy

o keosp @0:,9_(’:+§) p'=0 na OD,

l—sing’
(5.7) .
o_ §TKrCOSP o 2_9% N ¢ A r_ .
P = Tising @ F 3 F ¢ Tfsing® ¢ =0 naOB

6. Rozwiazanie réwnan pertuibacyjnych

6.1. Rozwigzanie wyjsciowe. Uklad charakterystyk rozwiazania wyjsciowego przedsta—
wiaja linie przerywane na rys. 3. Zerowe pole naprezen okreslaja formuly:
w OAB

©.1) po = 8keose o gsingtkeosg g 7 @
l4sing ’ I+sing 4 2’
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w obszarze OBC

o _ g—l—kctg(p ( _m
l—\—sin(p 20 2 Foltepr—ketgy,
o _ &sinp+tkcosg 7
(6.2) = isng & {(20 7+(p) tgq)},
7 L) T
0 9" RGN A F -

obszarze OCD

kcos(p. nop
0: 0=——— 0: - —_—
(6.3) =4 = 1 g 0 =f ( + )

gdzie p, 0 jest ukladem wspdirzednych biegunowych ze $rodkiem w punkcie O, a kat B
okreslony jest wzorem

_ . _ctgo gt+ketge) 1—sing
(6.4) = 2 1n[< ketgg )1+sin<p )

Profil zbocza stanowi prosta OD nachylona do osi x pod katem (% —}-ﬁ).

Ciagle pole naprezen powinno spelniaé¢ warunek A< 0, wtedy z (6.4) otrzymamy,
Ze obciazenie zewngtrzne g musi spetnia¢ nierdwno$é

2kcos ¢
6.5 >
©3) : " 1—sing
nakladajgca znane ograniczenie na rozwigzanie zagadnienia réwnowagi graniczoej [1].

Zanotujmy jeszcze, Ze w obszarze OBC charakterystyki B° sa spiralami logarytmicznymi;
réwnanie linii S7 ma postaé

(6.6) 0= QoeXp{(% ——;1—0) tgw},

gdzie OS = g, oraz g, = ¢, exp(Btg @), o, = OT.

6.2. Rozwiazanie réwnai pierwszej perturbacii. W obszarze OC’'D’ zmiennymi niezaleZny-
mi jest uklad wspdirzednych sg, s§ oparty na charakterystykach wyjéciowych z osiami
skierowanymi zgodnie z kierunkami o i 8% — linii. Mamy nastgpujgce zwiazki migdzy
vkladami wspStrzednych

(6.7 s2=— i £ _ n L, s = ¢ . 1
T n @ n 9
2cos (74———2—) 251n(z——7) 2cos(4 2) 2s1n(4 2)
‘W obszarze OBC zmiennymi niezaleznymi jest uktad wspSirzednych biegunowych g, 6.
Wtedy mamy

2 9
$ (68 =, y=cosgp— W OBC.
(©8) . a0 "3 g %% V
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Réwnania pierws’zej perturbacji (5.5), dla poszczegdlnych obszaréw sa nast¢pujace:
w OBC' '

cos @ ad]; —|—2q°%(€— —|—%q°(l5'—a‘1ycos(0—|—q9) =0,
6.9
7 co £—2°3@’—2" et sinf =0;
SVa0 1 ag FINOTE Ve, T

w obszarze OC'D’

op’ 0 9P, LA AT
(6.10) cospgg T2 gy TSIl +5) =0,
' ap’ 0 0P A AN
COS(pm 2q 'Eg:?--r‘ﬁ ysin ﬁ—'—z——7 .__.0’

gdzie ¢° dane sg odpbwiednio przez wzory (6.2), 1 (6.3);.
Po scatkowaniu kolejno réwnan (6.9), i (6.9); 1 po wyznaczeniu nieznanych funkcji
catkowania z warunkéw (5.7), w obszarze OBC' otrzymamy

T2
(3 g, ([ Btepsindteost | cos@+g)] °°S(4+2)_
p=gene 1+8sin?g 3cosp T cosgp
wsin [ — 2 4 rT_9
3tg"[’sm(4 2) H"’5(4 4 wllo— 7 1 2)3
6.17) - 1+8sinp exXp Z—l—'z— g£P(]>
o3
o o8P 3tgpsinf4-cos®  cos(0-+ @) 4 R V) _
T 8g° e 1+8sin2p  cosg cos @
inl>_2% r_ 9
—3tg<Psm(4 2)—|-cos<4 2) ) 6_7T+‘P3t }
14-8sin?p exp 42 gp
W obszarze OC'D’ po scatkowaniu (6.10), mamy
P 1 T 14 (p) 0. ( T @ oy 0}
p= 20@{6 V[Sasm(ﬂ T D) tspsin(p+ 7 — L) [-FEH—G (DY,
(6.12) . |
' 1 ~1.,] 0 T o9 0 4 0 0
o=~ ol 2] il 23| e}
stad, wobec p’ = 0, dla 57 = —s3 otrzymujemy

(6.13) F(Sf:)) = —G(—s))+e tysd [sin (ﬂ+ % — %) —sin (ﬁ— %— +

Y

]
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oraz
1 .
P = = e | 6D 5 T ) 6 (-G L
) 1] _ . T @ -
(6.14) o = ‘—4"]0{3 ly[sfsm (ﬁ*z—i—z) —sg (281n(l3+%—i§)—

—sin (/3— % + %))]—I—G(-s},’) +G (sf)} .

Funkcjg G wyznaczamy z warunku ciaglosci p®+-ep” i @°+ e®' na linii OC’, ktérej réwna-
nie rzedu & ma postaé

0.df

15 = e@’,
613 do, ¢

gdzie @’ jest okreslone przez (6.11),. Biorac pod uwage, ze 0 = /3—|—%—~% dla ¢, =0,
z (6.15) otrzymamy

3tg gsin (ﬂ—l— %:— — —;’i—)—l—cos (ﬂ—l— z —%)

. 1_2 _ Cos @ 4 —
(6.16)' 6 = (ﬂ"l‘ Z 2) 84 Y01 1+8sin2¢
r.? T, 2
el 2 2)] [osfz )
cos @ ) cosp B
3tg¢sin(1—ip—) +cos(£—£)
4 2 4 2
- 14-8sin2g PP 1)

Na linii OC’, w klasie &, mamy takze s? = p,. Wykorzystujac teraz (6.2), (6.3), (6.11),
(6.14) i.(6.16), z warunku ciaglosci p i @ na OC’ znajdujemy

6.17) G(s0) = —

3tgpsin (ﬂ—l—%—%)—l—cos (ﬂ—l—%_ f)

e tls0sin(f— T 1 Plo o140 2/ _
€ ys,,sm(ﬂ 4+2)—|-8 Y82COS P T 8sinZg
T T @
cos(ﬂ—l—z+7> cos(—z—l— 5)
- cos i cos @
N o
3tg<psm(z——2—)—|—cos<4 )

_ 3Btz )| .
: T 8sin%g exp(3ftg )
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‘Wobec (6.17), w obszarze OC’D’ ostatecznie otrzymujemy

3tg (psin(ﬁ—i— % ~ %) +-cos (ﬂ—l— T g)

L— 1 -1 [ [} 4
p'= ey s+ sp) [ T8sin’g +
T2 T,9?
+cos(ﬂ+4+2) cos(4+2)
cos g cos g a
3tg¢min(zz——fg —kcos(zz__jg
B 4772 4 (35t
1+8sin2p exp(3ftg 9)|,
(6.18)
3tg¢sin(ﬂ+£—£)+cos(ﬁ+ﬁ~£)
@ = cos p £ 1y (s9—s0) 4 2 4 2 .
4q° e 1+8sinZg
TV | eos(T+2) tgosin(®—2) reos(T_2
_—cos(ﬂ-i— 4—1- 2) . 005(4 + 2) 3tg<psm(4 2)—|—cos(4 2)
cos @ cos @ B , 148sin*g N

. 1 1.0l JT (p . ( 7T (p
Xexp(3ﬁtg¢) +§q_°8 VSg [sm (ﬁ—l—z—_»z) sin ﬁ_~z+j ,
gdzie ¢° = kcos p/(1—sin ¢). _
Wzér na @' dla punktéw polozonych na zboczu OD’ mozZna otrzymaé catkujac bez-

po$rednio réwnania (6.9), i (6.10), wzdluz wyjéciowej linii STU. Mianowicie, po scal-
kowaniu otrzymamy

’ 2‘].? ’ ( L 2q% !
(6.19)  exp(2Btge) (ps cosg @s)— T Cos @ Pr|—

3tg psin (z —_ i)'i) +cos (ﬁ—f)
-1 4 2 4
—&7 100~ [T 8sing exp 28 tgp)+

3gmm@+%—§}mw@+§*ﬂ)
=0

2
-1
e 1+4-8sin?¢

oraz

(o4

cos @

= 0.

6.20 — oLl — | pr,— Y 41
( ) (PT S T) (PU S gDu £ Y0,
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0

. 2 . . -
Eliminujac z.(6.19) i (6.20) wyrazenie ( pr— .COZT;] ’7-) 1 wykorzystujac brzegowe wartosci

(5.7) na p’ i @', dla zbocza otrzymamy

sapsn(3 2~ D) ses 2]

, _Cosp ., )
Py= g0 & 78 1+ 8sinZg T
. 1 <p
sm{p+———= cos
- (6.21) } (ﬂ 4 2 _
cos @ cos ¢
3tgesin r_-g ~+cos r.92
£ 2 2] | Bten)
1+8sing PLPER)|-
7. Przyblizony wz6r na ksztalt zbocza
W rozwiazaniu ograniczonym do pierwszej perturbacji, na zboczu OD" mamy s? = —s7

oraz 7 = 0. Po podstawieniu (6.18), lub (6.21) do (5.6) i po scalkowaniu otrzymamy
nastepujacy wzdr na ksztalt zbocza

1
1) n= s 76N, B),
gdzie
. T n
l—sing 3tgpsin (5‘!‘7——2—)—!-0% (ﬂ+—4—_%})
N(‘pa ﬂ) = T @ 1—l—8sin2<p +
cos |- —5-
(72) vsln (.B‘l"z_—z- COS
" cos @ - cosgp
3tggsin (%—— %)—l—cos (%— %)
N i exp(38tg 9)] -

1+8sin2¢

O charakterze funkcji N(gp, f) informuje rys. 4, na ktérym przedstawiono wykresy
zaleznosci N od f dla ¢ = 0°, 5°, 10°, 20°. Mozna stwierdzié, Ze przy wzroscie obcigZenia
zewngtrznego g (kat § maleje) wplyw cigzaru wlasnego ofrodka na ksztalt zbocza maleje.

Dla —f = — —tp((p 20°), N =0 i profil zbocza stanowi prosta nachylona do osi x pod

katem réwnym w przyblizeniu katowi tarcia wewnetrznego . Ksztalt zbocza jest wigc
w tym przypadku taki sam, jak w rozwiazaniu wyjéciowym, kiedy pomija si¢ wplyw sit
cigzkodel. .

5 Mechanika teoretyczna
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Np.B) |
20
-:\ p=0°
15 \
\ (P=50
¥ —\ (Pgmo'
05 (p=20°
! ! ! -
~10 -20 -30 -p
Rys. 4
x8/k -60 -40 -20
- T T T T T [

-20

9=30° p=-40"41"

-40

-|-60

80
y¥/k

Rys. 5

1

W przypadku, gdy kat § = 0, tzn. gdy profil zbocza ma w punkcie O pionowa styczna,
obcigZenie zewnetrzne g jest wtedy réwne wartosci 2kcos /(1 —sin @) i mozna rozpatry-
waé je jako oddziatywanie warstwy o$rodka o wysokosci H = 2kcos @/y(1—sin @), w ktd-
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re] wystepuje stan sprezysty (por. [1]). Z (7.1) otrzymamy nastgpujacy wzor na ksztalt
zbocza

__L 2002 '

Na rys. 5, w ukladzie osi zmiennych bezwymiarowych x’ = 2]%1 y = ay wykreslono

ksztalt zbocza dla @ = 20° i 30° oraz f = 0, a takZe dla przypadku ¢ = 30°1 8 = —40°41’;
linie przerywane odpowiadaja rozwigzaniu perturbacyjnemu, linie ciagle rozwiszaniom
numerycznym podanym w pracach [1] i [13]. Dok}adno$¢ otrzymanego rozwiazania per-
turbacyjnego (7.1) maleje ze wzrostem wysoko$ci zbocza oraz wartosci kata tarcia ¢,
roénie ze wzrostem obcigZenia g.

8. Wnioski

Poréwnanie wynikéw rozwiazania perturbacyjnego i numerycznego pozwala stwierdzié,
ze wyprowadzony wzor na ksztalt zbocza moze by¢ zastosowany w inzynierskich oblicze-
niach stateczno$ci skarp.

Podana przez SPENCERA metoda perturbacji powinna znalezé szersze zastosowanie
przy obliczaniu zadan no$noéci granicznej. Pozwala ona w sposdb stosunkowo nieskom-
plikowany matematycznie znalez¢ przyblizone rozwiazanie w postaci wzoru analitycznego,
a uzyskiwana dokladno$é rozwiazania jest wystarczajaca z inzynierskiego punktu widze-
nia (por. [4, 5, 6, 7)). '

Pracg nalezy traktowaé jako etap wstepny na drodze uzyskania kompletnych rozwig-
zaf masywow gruntowych w stanie réwnowagi granicznej.
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Pesmome

OB YCTOMUYWBOCTH HACHIIIEX ¥ OTKOCOB B COCTOSIHMHU IIPENEJIBHOIO
PABHOBECHA

B paBore paccMaTpHUBAIOTCS CHMMETPHUHBIE MAaCCHBHBIE [DYHTOBBIE COODYYKEHHS HArDYYKEHHBIE Ha
BEpXHEH rOPH3OHTANBHONR MOBEPXHOCTH IOCTOSHHBIM HOPMAJBHLIM HanpshDKenuesm. I1puuumaeTcs, 4Tto
cpena HaxXOMMTCSI B COCTOSHMM IPEAENHHOIO PaBHOBECHS.

3apaua 06 onpeJeNeHnH HAMPAYKEHHOTO COCTOSIHUA BHYTPH COOPY»<eHNs U GOpPMbI CKaTa CBOGOIHOrO
OT BHEUIHMX HANPMIKEHHH pelreHa ANsA BepxHux obsacreit nechopMaluy COOpPYEHHA C OMOILBIO Npem-
goxennoro A. M. CHEHCEPOM METOAa BO3MYILEHMIL.

Ha ocHoBe cpaBHEHHA PELIEHHA IONYYEHHOTO ¢ IOMOILBIO METONA BO3MYILEHMM C UMCIEHHBLIM De-
DICHHWEM YCTAHOBJIEHO, YTO BLIBEACHHAS NpHOIMOIKeHHAsT GopMysa Ha GOPMY CKAaTa MOYKET NPUMEHSATCAH
JUIST MEDKEHEDHLIX PacyeToB YCTOMYHBOCTH OTKOCOB.

Summary

ON THE STABILITY OF THE EMBANKMENTS AND SLOPES IN THE STATE OF LIMIT
EQUILIBRIUM

A symmetric heavy soil mass loaded on its upper horizontal surface by a uniform normal load (Figs. 1
and 2) is considered in the paper. The medium is assumed to be in the state of limit equilibrium.

The problem of determination of the stress state within the mass and of the shape of the stress-free
slope was solved for the upper region of the mass with the aid of the perturbation method proposed by
SPENCER [4].

Comparison of the presented solution and the numerical solution yields the conclusion that the derived
approximate formula for the form of the slope can be used in engineering calculations concerning the
stability of slopes.
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POLITECHNIKI WROCLAWSKIEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 16 stycznia 1970 r.



MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
4, 8 (1970)

O PEWNEJ MOZLIWOSCI DOWODU TWIERDZEN O STABILNOSCI
I NIESTABILNOSCI RUCHU OKRESOWEGO

WLODZIMIERZ GAWRONSKI (GDANSK) -

Wazniejsze oznaczenia '

£ funkcja nastgpstwa,
[4., ;] przedzial domkniety,
Xy

x2 .
colon (x,, x5. ..., x,) = | . | macierz kolumnowa,

Xn

E, n-wymiarowa przestrzef euklidesowa,
€ symbol przynaleznoéci elementu do zbioru,
o(x) norma wektora x,
o(x’, x'") = o(x’—x"") wzajemna odleglo$¢ punktéw x’ i x”/,
K[xo, r] kula domknieta o $rodku x4 i promieniu »
L hiperpowierzchnia bez styku w przestrzeni E, (podprzestrzen E,).

W pracy podano nowa metode dowodu twierdzen dotyczacych stabilnosci i niestabil-
no$ci ruchu okresowego. Dowdd przeprowadzono wykorzystujac twierdzenie o odwzoro-
waniu zwg¢zajacym Banacha. .

Celem pracy jest wskazanie nowych mozliwosci wynikajacych z zastosowania metod
analizy funkcjonalnej w teorii uktadéw dynamicznych. Niektére mozliwoéci-wykorzysta-
nia twierdzenia o odwzorowaniu zwezajacym Banacha w tym dziale mechaniki wskazat
HovrtzMmaN [1].

Do badania uktadéw nieliniowych, w szczegélnosci o charakterystykach odcinkowo
liniowych, stosowana jest metoda odwzorowan punktowych Poincaré~Andronowa [2].

Przeanalizujmy uklad, ktérego stan dynamiczny opisany jest wspélrzednymi x,,
X2, -ery X, Wspllrzedne te okreflaja wektor x, mazywany wektorem fazowym uktadu.

Przyjmujemy nastepujace okreflenie ([3], s. 19): wektorem fazowym uktadu nazywamy
kazdy wektor x = {x;}, i =1, 2, ..., n o nastepujacych wilasnosciach:

1) sktadowe x,(¢) charakteryzuja stan dynamiczny ukfadu w chwili ¢,

2) dla danego wymuszenia u(¢) kazdy stan poczatkowy x(¢,) = X, w sposéb jednoznacz-
ny wyznacza warto$ci x(#) = x(t, to, xo) dla wszystkich 1, przy czym spelnione sg réw-
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noéci: x(¢, 7, x;) = x(¢, to, xo) jezeli x, = x(z, 1y, Xo) dla wszystkich #, T i ¢, z przedzia-
fu [tm tb] (ryS— 1) .

Réwnania rézniczkowe okre$lone w tym przedziale spetniaja warunki istnienia i jedno-
znacznosci rozwigzan. Wspéirzedne x;, i = 1,2, ..., s, nazywamy wspéirzednymi fa-

L
XT !
XD i {
| ‘ !
P ! '
1 I ! |
| ! { !
o I ,I
vl I i
L | ! ol
0 14 1 T t, ot
Rys. 1

zowymi uktadu. W przypadku » = 2 wspélrz¢dne x, i x, wyznaczaja plaszczyzng fazowa
(rys. 2).

Niech dany bedzie na ptaszezyZnie fazowej tuk bez styku [4]. Pod pojgciem {uk bez
styku rozumiemy gladka krzywa /, gdy:

1. Na krzywej / nie ma ani jednego punktu osobliwego.

2. Ani w jednym punkcie krzywa nie ma styku.

Rys. 2

Sformutowanie fuk wie ma styku w punkcie M oznacza, Ze trajektoria przechodzaca
przez punkt M nie jest styczna do fuku /.

Trajektoria wychodzgca z punktu M tuku bez styku £ (rys. 2) przecina uk / w punkcie
M (w przypadku gdy nie przecina tuku /, méwimy, Ze punkt M nie ma nastgpnego na
tym fuku). PotoZenie punktu M na tuku / mozemy jednoznacznie okreli¢ za pomoca jed-
nej zmiennej niezaleznej s (zmienna ta moze byé np. odlegloéé M od konca tuku A),
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Trajektoria fazowa wyznacza wzajemna zalezno$é miedzy punktami M i M tuku bez

styku, gdyz przez kazdy punkt nieosobliwy ptaszczyzny fazowej przechodzi tylko jedna
trajektoria. Zaleznos¢ tg zapiszemy w postaci

(1 M= TM,

przy czym T jest odwzorowaniem punkiu M w M.
Jezeli istnieje punkt M* na tuku / taki, ze

M* = TM*,

to ruch opisywany przez trajektori¢ przechodzaca przez punkt M* jest okresowy (punkty
M i M pokrywaja sig).
W postaci analitycznej zaleznoé¢ (1) zapisujemy nastepujaco

5= 0().

Funkcje £2(s) nazywamy funkejg nastgpstwa ([4], s. 90, [5], s. 641).
W przypadku ruchu okresowego mamy

s = Q2.

Jest to warunek konieczny i dostateczny okresowos$ci ruchu.
Mozna wykazaé [6], Ze warunkiem koniecznym i dostatecznym stabilnosci ruchu okre-

sowego jest
dan
ds Jomgr

( (dg)
[\ dS 1 s
cykl jest niestabilny.

Zakladamy, e stan dynamiczny ukladu calkowicie i jednoznacznie opisuje # wspdl-
rzednych stanu. Wspolirzedne te wyznaczaja przestrzen fazowa n-wymiarows E,. Analo-
gicznie do pojecia tuku bez styku na plaszczyinie fazowej przyjmujemy okreslenie hiper-
powierzchni bez styku L w przestrzeni fazowej E,. Jest to gladka powierzchnia, n—1
wymiarowa, na ktdrej nie ma ani jednego punktu osobliwego i w zadnym punkcie po-
wierzchnia ta nie ma styku. )

Niech dany bedzie na hiperpowierzchni bez styku L, w przestrzeni E, punkt M,.
Wspdlrzedne tego punktu wyznaczaja wektor fazowy x° = {x?, x3, ..., x2}. Niech tra-
jektoria fazowa wychodzaca z tego punktu «przebija» hiperpowierzchnie bez styku L
w punkcie nastepnym M, nastepnie w punkcie M, itd. Otrzymujemy ciag punktéw

2 Mo, My, My, oy M, ...,

przy czym kazdy nastgpny punkt ciagu.(2) wyznaczony jest poprzez poprzedzajacy go
zaleznoScig ’

< 1.

Odwrotnie, gdy

> 1,

M=TM.
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Kreska u géry oznaczono punkt nastepny po M, T jest symbolem odwzorowania punktu
M w punkt M.

Zaleino$¢ miedzy wspotrzednymi punktéw M i M okresla relacja
€)) 5= 0(s),
E: {31’521“'75'1—1}’ § = {51,525~"’Sn—1}~

Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby ruch wyzej zdefiniowanego ukladu byt
okresowy, jest istnienie takiego punktu s¥, Ze

4 _ st = Q(s%), sF= {sF, 5%, .., 8% ).

Dla okreélenia stabilnosci punktu stalego odwzorowania M* o wspdirzednych s* =

= {s%, s¥, ..., s¥_,} rozpatrzmy ciggi punktéw M w obszarze bliskim punktowi stalego
odwzorowania M*. W ciagu (2) kazdy punkt nastepny wyznaczony jest poprzez poprzedza-
jacy za pomoca funkcji nastgpstwa (3).

Definicia 1. Punkt stalego odwzorowania M* jest stabilny, jeZeli istnieje takie otoczenie
tego punktu

®) o(s, < &, & >0,
e wszystkie ciagi (2) z wyrazem poczatkowym M, nalezagcym do otoczenia (5) sa zbiezne
do granicy M*.

Definicja 2. Punkt stalego odwzorowania M* jest niestabilny, jezeli w dowolnie malym
otoczeniu tego punktu

6) 0(s, s )<< &5, &,>0
znajdzie si¢ cholby jeden ciag (2) z wyrazem poczatkowym nalezgcym do obszaru (6),
ktéry nie jest zbiezny do granicy M*.

Przy zalozeniu, Ze istnigja pochodne funkcji nastgpstwa w otoczeniu punktu M*,
zbudujmy macierz 4

(7) 4= [aik],
gdzie
082 .
(8) ) aik:(a_sk-)s=s: l,k— 1,2, -..,n_l,

a wiec mamy

a8, 05y 7 98,y lsmse
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Twierdzenie 1[2]. Punkt s* spetniajacy réwnoéé (4) jest stabilny w sensie Def. 1
jezeli moduty pierwiastkéw wielomianu charakterystycznego 2; macierzy A sa mniejsze
od jednosci
) 10 <1, [Z] <1,.., |4_, | <1.

Dowdd. Konieczno$é. Wezmy jako otoczenie punktu s kule domknieta K,

K, = K[s*% ¢,].

W my$l podanej definicji punkt s* jest stabilny, jezeli odwzorowanie (3) na obszarze K,
jest odwzorowaniem zweZajacym ([7], s. 54), przy czym na mocy twierdzenia Banacha
([7], s. 54) w obszarze tym znajduje si¢ tylko jeden punkt stalego odwzorowania.

Odwzorowanie (3) okreslone na obszarze metrycznym K; nazywamy za$ zwezajacym,
jezeli sa spelnione warunki

(10) 5=0(s); s5ek,
i dla dowolnych s, s'' nalezacych do obszaru K, spelniona jest nieréwnosé
(11) e (5, 5") < (s, 57),
gdzie
O0<a<l.

Przyjmujac w zwiazku (11) s" = s* oraz oznaczajac s’ = s, otrzymujemy
0 (5, s wo(s, 5%),
lecz
0 (5, 5%) = o (s—s*) = o(4s),
o (s, s*) = o(s—s5*) = o(4s),
a wigc mamy
(12) 0 (A5) < ap(As),
gdzie
A5 = s—s*, Ads=s5—s5%, 0<a<]l.
- Zatozylismy, Ze na obszarze K, funkcja (3) jest ciagla i rdZniczkowalna, rozwijamy
wigc ja w punkcie s* w szereg Taylora. Otrzymujemy

(13) 5= s*+A(s—s*)+r.
Zgodnie z wyzej przyjetymi oznaczeniami zwiazek (13) przyjmie postaé
As = Ads+r,

gdzie As = colon (ds,, A4s,, ..., A5,_1), As = colon (4s,, 4s,, ..., A4s,_,), A— ma-
cierz kwadratowa rzedu n—1 liniowych wspotezynnikéw, r — skladowe rzedu drugiego -
i wyzszych rzedéw rozktadu (3) w szereg Taylora. Jezeli otoczenie K jest dostatecznie
mate, wéwczas r &~ 0 1 wobec tego mamy
(14) As = Ads,
gdzie macierz A zdefiniowana jest zwigzkami (7) i (8).

Z (12) i (14) otrzymujemy
(15) 0(A44s) < ap(As).
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Przyjmujac za bazg podprzestrzeni L n—1 niezaleznych wektoréw wlasnych As®,
wektor As przedstawimy w postaci

n—1

As = D) bds®,

i=1
gdzie b; sa skladowymi wektora 4s.
Mamy stad

o(dds)=1¢p (A ”j biAS“’) =0 (Z_’l Ab,-As“)) = Q(HZ_‘I b,-l,-As“)) <
i=1 i=I i=1

n—1

< max| Ale (> bids®) = max| 4| o(4s),

i=1

gdzie 2; — i-ta warto$¢ wlasna macierzy A, czyli

(16) 0 (A4s) << max| ;] o(As).
1

Z poréwnania (15) i (16) otrzymujemy, ze warunek stabilnoéci (16) jest spelniony,
jezeli wartoéci bezwzgledne wszystkich pierwiastkéw wielomianu charakterystycznego
macierzy A sa mniejszé od jednosci.

Dostateczno$é. Zatoézmy wbrew tezie, ze jest spelniona zalezno$é (9) i uktad jest nie-
stabilny. Poniewaz zachodzi (9), wiec nieréwno$é (16) stuszna dla kazdego odwzorowania
cigglego zapiszemy w postaci ‘

17 0(Ads)<< Bo(ds); 0 < f <.

Zwiazek (17) oznacza, ze odwzorowanie (3) na obszarze K, jest odwzorowaniem
zwezajacym, a punkt s* jest stabilnym punktem tego odwzorowania.

Twierdzenie 2[2]. Punkt s* spelniajacy réwno$é¢ (4) jest niestabilny w sensie
Def. 2, jezeli modut ktérego$ z p1erw1astkow wielomianu charakterystycznego macierzy A
jest wiekszy od jednosci
(18) A, >1 Tub |, >1,.., b |4 ,I>1.

Dowéd. Konieczno$é. W my$l Def. 2 punkt s* jest niestabilny, jezeli odwzorowanie (3)
nie jest odwzorowaniem zwezajacym, {j. jezeli w zaleznosci (15) o > 1.

Dia odwzorowania (3) stuszny jest zwiazek (16), dla dostatecznie malego otoczenia

punktu s*. Z poréwnania (15) i (16) wnioskujemy, ze aby odwzorowanie nie bylo zweza-
jace, to max |4} > 1.

Dostatecznosé. Zatézmy wbrew tezie, 2ze zachodzi (18) i ukiad jest stabilny. Z (18) wy-
nika jednakze, Ze zaleznoé¢ (16) jest spetniona i dla takich As, ze
19) 0(4s) < p(Ads).
Z (15) i (19) otrzymujemy, ze
0(4s) < (A4s) < ap(4s),

a wiec a > 1.
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Istnieje wigc takie otoczenie punktu s*
o K, = K[s*, ¢,],
ze odwzorowanie (3) na obszarze K, nie jest odwzorowaniem zquajacym [nie spetnione
sg warunki (10) i (11)], a wigc punkt s* jest niestabilny.
W przypadku wystegpowania pierwiastkéw roéwnania charakterystycznego, modut

ktdrych jest réwny jedno$ci. Twierdzenia 1 1 2 nie okreslaja stabilnoéci i niestabilnodci
ruchu okresowego. Jest to przypadek krytyczny.
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0BF OJHOM BO3MOMHOCTU HOKA3ATEJHCTBA TEOPEM OB YCTOWUMBOCTHU
U HEYCTOMUYMBOCTU NEPUOOUYECKUX OBWKEHUN

B paGOTC JaHO HOBOE J0Kas3aT€JIbCTBO TEOPCM 06 yCTOl‘r‘l‘JHBOCTH H I-IeyCTOI‘:l‘IHBOCTH NEPHOAHIECKHX
IBHYKEHUH HeMuelHbIX CHCTEM. PaCCMﬂTpHBaCTCﬂ TNIOCJe0BATEJIBHOCTh TOUEK Ha IHIEPIIOBEPXHOCTH
6ea KoHTaKTa B n-MEPIHOM (baSOBOM TIPOCTPAHCTBE. CXORHMOCTB ¥ pacXoanumMoCThb 3TOU IIOCIIEOBATENBLHO-
CTH HCCIIEROBAaHa C INOMOIULIO IIPUHIHIIA CHKATBIX oroGpameHnﬁ Banaxa.

Summary

ON A CERTAIN POSSIBILITY OF PROVING THE PERIODIC MOTION
STABILITY AND INSTABILITY THEOREMS

A new proof of stability and instability of the periodic motion of a non-linear system is given in the
paper. A sequence of points lying on the hypersurface in the n-dimensional phase space is considered.
Convergence and divergence of the sequence is analyzed, the Banach contraction operator theorem being
used.
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WYRAZNA GRANICA PLASTYCZNOSCI METALI
W UJECIU TEORII ATMOSFER COTTRELLA

LupoMiR KALINOWSKI, JERZY LINKOWSKI (WARSZAWA)

W artykule podane sa podstawowe zagadnienia z zakresu teorii atmosfer Cottrella
w zastosowaniu do wyraznej granicy plastycznosci w metalach. Artyku! ma na celu wpro-
wadzenie czytelnika w podstawy teorii granicy plastycznoéci ujetej z punktu widzenia
klasycznej teorii dyslokacji.

1. Wyrazina granica plastycznosci w wietle faktow doswiadczalnych

Jedna z najczesciej stosowanych mechanicznych préb badania materialdw jest préba
Tozciagania, ktérej wynik charakteryzuje wykres przedstawiajacy napreZenie umowne o
w funkeji wydtuZenia wzglednego e. Jak wiadomo, napr¢zenie umowne okre§la si¢ wzorem
o = F|S,, gdzie F jest aktualna sifa, S, za§ poczatkowym przekrojem probki, natomiast

o)
i

Ry
Re

Ex y

&

Rys. 1. Wykres rozciagania metalu plastycznego nie wykazujacego wyraZnej granicy plastycznoéei

&= Alfly, gdzie Al jest przyrostem dlugosci, a I, poczatkowa dlugoscia pomiarowa
Pprobki. Dla wiekszo$ci metali wykres taki wyglada, jak na rys. 1, gdzie zaznaczone sa pewne
charakterystyczne wielko&ci, mianowicie R, = F,/S, oznacza wytrzymato$¢ na rozcia-
ganie odpowiadajaca najwigkszej sile obciaZajacej F,, uzyskanej w czasie przeprowadzania
préby i podzielonej przez przekrdj poczatkowy, R, jest napreZeniem rozrywajacym rownym
stosunkowi odpowiedniej sity F, do So. W przypadku metali wyraznie kruchych R, = R,
(patrz rys. 2). Wielko§¢ R, (rys. 1) oznacza tzw. napreZenie gramiczne przy okre§lonym
umownym wydiuzZeniu trwalym, kt6re przyjmuje si¢ zaleznie od okolicznoéci w granicach
0,001—0,5%, poczatkowej dlugoéci pomiarowej. Jest omo podstawa do okreSlenia
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tzw. umownej granicy plastycznodci R, ,, ktéra odpowiada umownemu wyduZeniu trwa-
femu 0,2%. W przypadku wigkszo$ci materialdw granica plastycznosci moze by¢ okredlona.
tylko w sposéb umowny.

W niektérych metalach i stopach wystepuje znane od dawna zjawisko wyraZnej lub
inaczej naturalnej granicy plastycznosci. Mimo iz zjawisko to jest bardzo czesto obserwo-

Re=Ry [———

£

Rys. 2. Wykres rozciggania materiatu kruchego

wane w praktyce, jego mechanizm nie jest dotychczas jednoznacznie wyjasniony i do dzisiaj
stanowi temat wielu rozwazan teoretycznych.

Schemat wykresu rozciagania materialu wykazujgcego wyraZzng granicg plastycznosci
podany jest na rys. 3. Widzimy tu wyraZnie zaznaczajace si¢ napreZenia Rqy i R,,, ktore
nazywamy odpowiednio dolng oraz gérng granica plastycznosei. Ich stosunek i wielko§é
zalezy nie tylko od rodzaju i stanu badanego materiatu, ale réwniez od takich czynnikdw,

3
Rys. 3. Wykres rozciagania metalu wykazujacego wyrazna granice plastycznosci

jak predkosé rozciagania, temperatura czy sztywno$é maszyny zastosowanej do préby.
W krancowym przypadku wartoéci obu naprezen moga sie zrownaé. Poziomy fragment
wykresu odpowiada réwnomiernemu wydtuzaniu si¢ probki bez wzrostu naprezen i okres-
lany jest czasem jako plynigcie materialu. '

Wymienione zjawisko wyraZnej granicy plastycznosci wystepuje w niektdrych metalach
czgsto stosowanych w technice. NaleZy tu wymieni¢ przede wszystkim zelazo techniczne
oraz migkka stal i jest — jak si¢ wydaje — zwiazane w tym przypadku z obecnoécig ato-
moéw azotu i wegla w miedzyweziowych pozycjach struktury krystalicznej. Zostato ono
réwniez stwierdzone w polikrystalicznym molibdenie zawierajacym domieszke azotu,
monokrystalicznym kadmie (rdwniez zawierajacym azot), w pewnych przypadkach w mono-
krystalicznym cynku, nastegpnie za§ w pojedynczych krysztalach mosiadzu f. Wyrazna
granicg plastyczno$ei stwierdzono réwniez w niektérych stopach aluminium [1, 2], byto
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ono tez obserwowane w mosiadzu « [3]. Okazato si¢ wreszcie, e wyrazna granica plastycz-
noéci moze wystegpowaé w bardzo czystym krzemie [4].

W najbardziej charakterystyczny sposéb granica plastycznoéci ujawnia sie w stalach
niskoweglowych i w zelazie technicznym. Po osiggnigciu naprezenia odpowiadajacego
granicy plastycznoéci, na powierzchni probki pojawiaja si¢ delikatne pasma przebiegajace
zwykle pod katem 45° do kierunku dziatania sity. W miare wzrostu wydhizenia przy na-
prezeniu Ry, (poziomy zakres krzywej) zwigksza si¢ ilo$¢ pasm, ktore w koncu, gdy na-
prezenie zacznie juz wzrastag, pokrywajaC cala powierzchnie probki smtkat krzyZzujacych
sie linii.

Linie te po raz pierwszy opisane przez francuskiego uczonego PIOBERTAY), obserwowali
nastepnie Polak RZESZOTARSKI?), niemiecki uczony LUDERS i znany metalurg rosyjski
CzerNOW?). Pasma te znane sa w literaturze pod nazwa pasm Liidersa, a ostatnio coraz
czesciej okreslane sg jako pasma Pioberta—Liidersa.

Do préb rozciagania stosowane sa maszyny roznych typéw [5]. Zaktadajac okreslona
szybko$¢ odksztalcenia mozna stwierdzi¢, Ze zaleznie od typu maszyny, a przede wszystkim
jej sztywnosci, otrzymuje si¢ dla danego materiatu rézne wartoéci gérnej i dolnej granicy
plastycznodci, jak tez rézne wartoéci wydtuzenia odpowiadajacego wyraznej granicy
plastycznosci. Im wigksza sztywno$¢ maszyny, tym w zasadzie wyZsza bedzie gérna gra-
nica plastycznoéci danego materiatu, a zarazem nizsza jego dolna granica plastycznosci,
przy czym ze wzrostem sztywnosci maleje wielko$¢ wydtuzenia odpowiadajacego wyraznej
granicy plastycznoéci. Istotna rol¢ odgrywa w tym przypadku réwniez ksztalt i wielkosé
préobki. Wymienione cfekty zaleza oczywiscie od szybkosci odksztalcenia, ktéra zreszta
w maszynach nowego typu mozna regulowaé w szerokim zakresie. Wplyw sztywmscx

maszyny (wediug MIKLOWITZA [6]) przedstawmny jest na rys. 4.

A
/=

&

'

Rys. 4. Fragment wykresu rozciggania charakteryzujacy wplyw sztywnosci maszyny K na granicg plas-
: tycznosci (K; > K, > Ki)

Na podstawie licznych do$wiadczen zostato stwierdzone, Ze granica plastycznoscei
stali zalezy w duzym stopniu od temperatury i wzrasta znacznie w niskich temperaturach.
Dla przykladu mozna podaé, ze wedlug YOKOBORIEGO [7] granica plastycznosci stali
w temperaturze cieklego powietrza wzrasta prawie czterokrotnie w stosunku do wartosci
w temperaturze pokojowej.

1) Guillaume Piobert (1793-1871) matematyk francuski, od r. 1840 czionek Akademii Francuskicj.
?) Alfons Rzeszotarski (1847-1904), polski uczony metalurg dziatajacy w Petersburgu.

%) D. K. Czernow (1839-1921), metalurg rosyjski zajmujacy sie przemianami fazowymi i teoria ob-
robki cieplnej.



452 L. KALiNOwsSKI, J. LINKOWSKI

Jak wspomniano, réwniez szybko$¢ odksztalcania ma duzy wplyw na warto$¢ granicy
plastyczno$ci. Okazalo sie, Ze zardwno gérna jak i dolna granica plastyczno$ci wzrasta
wyraznie wraz z szybkoscia odksztalcania i na przyklad wedlug WiNLocka [8] przy
wzroécie szybkoscei odksztatcania od 0,002 do 4,4 min~! granica plastycznosci stali wzrasta
mniej wigcej dwukrotnie.

Charakter wykresu przedstawiajacego naturalng granicg plastycznosci zmienia si¢ wiec
z ézybkoéciq odksztalcania. Zalezno$¢ ta dla stali zawierajacej 1% Si, wediug MIKLOWITZA,
podana jest na rys. 5.

W zjawisku naturalnej granicy plastycznosci bardzo istotne jest to, Ze wystepujace
plyniecie materiatu pojawia si¢ przy danym naprezeniu dopiero po pewnym czasie, ktdry

oY

Rys. 5. Fragment wykresu rozciggania charakteryzujacy wplyw predkosci przeprowadzanej proby na
granicg plastycznosdci (V> V, > V3)

mozna uwazaé za czas zarodkowania pasm Pioberta—Liidersa. Jezeli wigc wstrzyma si¢
rozciaganie przy odpowiednim napreZeniu, kiedy jeszcze nie wystapila wyrazna granica
plastycznosci, to po uplywie pewnego czasu, je§li probka pozostaje pod dziataniem
stalego obciazenia, pojawia si¢ charakterystyczne ptynigcie. Ten czas zarodkowania zalezy,

[ [3

Rys. 6. Nietypowe przypadki wykreséw rozciaggania metali a) o charakterze zebatym, b) o charakterze
schodkowym

dla danego materiatu, od warto$ci naprezenia i temperatury. Oczywiécie wymienione zja-
wisko mozZna zauwazy¢ jedynie po przekroczeniu odpowiedniego naprezenia, zaleznego
zreszta réwniez od temperatury.

W pewnych warunkach niektére materialy daja krzywe rozciagania odznaczajace si¢
poczatkowo gladkim przebiegiem, po ktérym pojawia sie przebieg zebaty, jak na rys. 6a.
Ten rodzaj krzywych wystepuje w okre§lonym zakresie szybkoéci odksztalcania i tempera-
tury. Obserwowany by? juz przez L CHATELIERA w miekkiej stali w zakresie 80—250°C
i w stopie Al + 4,8% Cu w temperaturze pokojowej, lecz péZniej MANIOINE [9] stwierdzil, -
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e np. w migkkiej stali w temperaturze 200°C zgbaty charakter krzywej rozciagania wyste-
puje jedynie przy szybkosci odksztalcania zawierajacej si¢ migdzy 8,5 10~%a 2 10-2 sek~*.
Wymienione zjawisko bylo obserwowane réwniez w takich materialach, jak duraluminium,
mosiadz jednofazowy czy nikiel. W niektorych przypadkach otrzymano réwniez krzywe
rozciagania o charakterze schodkowym (rys. 6b). Przypuszcza sie, ze krzywe tego typu
maja Scisty zwiazek ze zjawiskiem wyraZnej granicy plastycznoéci, chociaz w pewnych
przypadkach ksztalt krzywych moze w duzym stopniu zaleze¢ od rodzaju i sztywnosci
maszyny.

Przedstawione tu w duzym skrocie zjawiska zwiazane z wystegpowaniem w niektSrych
materiatach wyraznej granicy plastycznos$ci stanowity od dawna przedmiot badan do§wiad-
czalnych oraz byly bodicem do tworzenia odpowiednich hipotez i teorii, dzigki ktérym
mozliwe byloby powiazanie w logiczna calo$¢ zebranego materiatu do$wiadczalnego.

2. Dawniejsze teorie wyraZnej granicy plastyczno§ci

Na podstawie obserwacji wykresu rozciagania nasuwa si¢ myél, Ze wyraZna granica
plastycznoSci jest wynikiem istnienia pewnych barier (przeszkéd) w strukturze materiatu,
ktdre w pierwszym okresie przeciwdzialaja plastycznym odksztalceniom materiatu. Dopiero
po przekroczeniu pewnej krytycznej warto$ci naprgZen nastgpuje przetamanie barier
1 material wykazuje wyraZne odksztalcenia plastyczne. Bariery te moga byé réZnie rozu-
miane, zaleznie od pojeé jakie wprowadzono w réznych teoriach. Zatem moga to byé

m

Rys. 7. Wykres rozciagania krysztatu Cu w temperaturze 4,2°K, podczas ktorego wystapilo bliZniakowanie
(fragment AB)

dostownie pojete bariery w postaci wydzielen fazowych otaczajacych, np. krystality ma-
teriatu, wydziele drobnodyspersyjnych, np. w plaszczyznach poflizgu, czy wreszcie
bariery w sensie energetycznym, ktérych pokonmanie prowadzi np. do wyzwolenia sig
dyslokacji z atmosfery obcych atoméw lub tez powoduje odksztalcenia wywolane two-
rzeniem si¢ krysztaléw blizniaczych.

Potwierdzeniem tej ogdlnej zasady moze byé wykres rozciggania monokrysztatu miedzi
w niskiej temperaturze przedstawiony na rys. 7, na podstawie pracy [10]. W tym przy-
padku przy pewnym krytycznym naprefeniu nastepuje odksztalcenie droga tworzenia sig
blizniakéw deformacyjnych, stad tez wykres rozciggania jest podobny do wykreséw
rozciggania takich materialéw wykazujacych naturalng granicg plastycznosei, jak
np. migkka stal (rys. 3). '

6 Mechanika teoretyczna
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Jedna z pierwszych teorii wyraznej granicy plastycznoéci jest teoria blonek (membran),
ktéra opracowali KOSTER i DAWIDENKOW. Wedlug tej teoril granice ziarn w materiale
polikrystalicznym, jakim jest Zelazo czy migkka stal, sa otoczone cienkimi blonkami
cementytu. Podczas odksztalcenia probki, gdy napreZenie osiagnie gérna granicg plas-
tycznoSci, blonki takie pekaja i naprezenie spada do poziomu dolnej granicy plastycznodcei.
Blonka cementytu jest wiec zgodnie z tg teoria elementem umacniajacym materiat. Po-
twierdzeniem tej teorii jest brak granicy plastyczno$ci w probce powtdrnie rozciagane;j.
Trzeba jednak dodaé, ze po pewnym czasie, zaleznym od temperatury, wyiaZna granica
plastycznosci moze si¢ znéw pojawié, co znowu, wedtug wielu autoréw, §wiadczy przeciw
teorii membran, gdyZ regeneracja blonek cementytu w stali uwaZana jest za zjawisko
mato prawdopodobne lub wrecz niemozliwe.

Inna teoria dawniej sformutowana jest teoria wydzielef, ktdra zostala wprowadzona
w 1943 roku przez EDWARDSA, PHILLIPSA i Liu przyjmujacych, Zze wyrazna granica plas-
tycznoéci jest spowodowana wystgpowaniem submikroskopowych wydzielen w ptasz-
czyznach poslizgu. Wydzielenia takie dzialajac jako przeszkody moga hamowaé ruch
dyslokacji, natomiast gwattowne przejScie dyslokacji przez przeszkody, przy pewnym
krytycznym napreZeniu, byloby powodem pojawienia sie wyraZnej granicy plastycznosci.

Tworzenie si¢ wydzielen w plaszczyznach poslizgu jest zgodne réwniez ze zjawiskiem
wystepowania wyraZznej granicy plastyczno$ci w niecktérych materiatach poddanych
starzeniu. '

Teoria wydzielen nie zostata jednak dotychczas szczegétowo opracowana.

3. Teoria atmosfer Cottrella-Bilby’ego

Wedlug CoTTRELLA, atomy niektérych pierwiastkéw wystepujacych w metalach
np. jako zanieczyszczenia, moga gromadzi¢ sie przy dyslokacjach tworzac tzw. atmosfery.
Atmosfery takie moga by¢ w pewnych przypadkach utworzone z defektdw punktowych,
takich jak wakanse.

Przypuéémy, Ze Srednie stezenie obcych atomdéw mogacych utworzyé atmosferg przy
'dyslokacji wynosi ¢o. W takim razie st¢zenie tych atoméw w atmosferze wedtug COTTRELLA
wynosi

3.1 ¢ = coeViT,

gdzie U jest energia oddzialywania obcego atomu z dyslokacja.
Poruszajaca si¢ dyslokacja moZe oderwal si¢ od atmosfery pod warunkiem, zZe jej
predko$é bedzie wigksza od pewnej predkosci krytyczne] wyrazonej nastepujacym wzorem

4D
U=

(3.2) T

gdzie D jest wspdlczynnikiem dyfuzji obcego atomu w danym $rodowisku, / — §rednim
promieniem atmosfery. Wzory te dotycza tzw. atmosfer maxwellowskich.

Przechodzac do przykladu zelaza zanieczyszczonego nieznaczna domieszka wegla,
mozna obliczy¢é minimalng temperature, od ktdrej mozemy uwazaé atmosfere obcych
atoméw jako atmosfer¢ maxwellowska. Dla oceny tej temperatury potrzebna jest znajo-
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moéé zaréwno energii aktywacji U, jak i stezen ¢ oraz ¢,. W pierwszym przyblizeniu
energie U mozna przyjac jako réwna energii aktywacji dyfuzji, ktéra wedlug [11] dla atoméw
wegla w zelazie o wynosi 84 200 J/mol oraz wedtug [12] dla atomoéw azotu w zelazie o
78 000 J/mol. Jezeli §rednie wzgledne stgzenie atomowe atoméw wegla w zelazie « wynosi
¢o = 10~* oraz maksymalne jakie mozemy w tym przypadku zatozyé ¢ = 1, to ze wzoru (3.1)
otrzymujemy warto$¢ temperatury dla atoméw wegla 7'= 1100°K oraz dla atoméw azotu
T = 1010°K. Ponizej tych temperatur odpowiednie atmosfery nie sg juz atmosferami
maxwellowskimi. Niektérzy autorzy [13] przyjmuja warto$é U = 47 000 J/mol dla atoméw
wegla w Zelazie a, co daje warto§é krytycznej temperatury istnienia atmosfer maxwellow-
skich réwna 700°K. Wobec tego atmosfery atoméw wegla (ewentualnie azotu) blokujace

Rys. 8. Schemat do wyja$nienia oddziatywania dyslokacji krawedziowej na obcy atom znajdujacy sig
w punkcie Q

dyslokacje w zelazie nie sa atmosferami maxwellowskimi i dlatego nie mogg by¢ stosowane
do nich wzory (3.1) i (3.2). Nalezy wiec przyjaé, Ze atmosfery tworzace si¢ przy dyslokac-
jach w zelazie « sa innego typu i sktadajg si¢ z atomdéw (wegla lub azotu) tworzacych
rodzaj tancuchéw. Atmosfery takie nosza nazwe atmosfer skondensowanych.

Rozwazmy obecnie oddzialywanie dyslokacji krawedziowej (patrz rys. 8) znajdujacej
si¢ w punkcie 0 na obcy atom w punkcie Q.

Jak wiadomo z teorii sprezystoci, wokét dyslokacji krawedziowej wystgpuje pole
naprezen, ktore mozna opisaé nastgpujaco

Bsin?d
0, = 0g = — )
: r
(3‘3) Trg = Tgr = BC(’:‘)S?? ’
2vBsin?

0, = "’(Gr“}‘as) = —r—’—)

gdzie o,, 04 i 0, oznaczaja odpowiednie napreZenia normalne (0§ z jest prostopadia do
plaszczyzny rysunku), 7,5 i 75, — odpowiednie naprezenia styczne oraz B wspolczynnik
okreSlany jako

_ Gb

T 2a(l—w)’

przy czym » oznacza stala Poissona, a b modut wektora Burgersa [14].
Naprezenie hydrostatyczne pola naprezen wyraza sig ogdlnie wzorem

B

1 1
(34) p=—= ?(o‘x"}'dy"}'dz = ——? (Gr+ds+dz):

6*
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co w przypadku rozwazanej dyslokacji krawgdziowej daje
Gb 1+ smﬁ

@.5) T3 i—v r

Przypusémy, ze obcy atom znajdujacy si¢ w punkcie Q ma symetrig kulistg. JeZeli pod
wplywem dzialajacych naprezen umowny promien atomowy ¢ tego atomu ulegl zmianie
i wynosi ¢', to wzgledny przyrost promienia atomowego mozna okreli€ jako & = (¢'—p)/o.

Wobec tego mozna przyjaé, Ze zmiana objetosci tego atomu jest réwna AV = 3Ve. Jezeli

. 4 . .
nastapilo zmniejszenie objgtosci, to AV = —?n933e = —4mp3e. Energia zwiazana ze
zmiang objetosci wynosi U = —p AV, co daje w rozpatrywanym. przypadku

4 1+» Gbo3esind
(3.6) U315+

We wzorze tym uwzgledniona jest tylko energia sprezysta §rodowiska otaczajacego dany
obcy atom.

BiLBY podal dokladniejsza ocene energii oddzialywania pola dyslokacji na obcy atom,
uwzgledniajac dodatkowo energig sprezysta samego atomu przy zaloZeniu, Ze jego wlas-
nosci sprezyste nie roznia sie od wlasnoéci érodowiska. Otrzymal on wzdr

(3.7 U = 46bo*s ™Y

Na podstawie tej zalezno$ci mozna zgodnie z og6lnymi zasadami wyrazié sitg radialna F.
1 styczna (prostopadla do radialnej) Fy jako F, = —aU/dr oraz F, —( 1/r)(aU/a%).
Stad po uwzglednieniu wzoru (3.7) mamy

smi‘z‘ cos
(38) F A—— F.9=_A r2 ’

gdzie 4 = 4Gbg3e. '

Jak tatwo sprawdzié, sifa wypadkowa wynosi F = A/r?, trzeba jednak wyraznie pod-
kresli¢, Ze dane pole nie jest polem centralnym i kierunek sity wypadkowej F nie przechodzi
przez punkt 0.

Rys. 9. Oddzialywanie obcego atomu znajdujacego si¢ w punkcie Q na dyslokacje krawedziowa porusza-
jaca sie zgodnie z osia x

Przypudémy, ze dana dyslokacja krawedziowa moze przemieszczaé sie w okre$lonej
ptaszezyZnie (rys. 9). Niech 0§ x oznacza krawed? przecigcia si tej ptaszezyzny z plasz-
czyzna rysunku, punkt Q za$ jeden z atomdw tworzacych atmosfere skondensowana roz-
ciagajaca si¢ w kierunku prostopadlym do ptaszczyzny rysunku.
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Atom atmosfery znajdujacy si¢ w punkcie O dziata na dyslokacje P zgodnie z wzorami
(3.8). Przyjmujac dane, jak na rys. 9, mozna wyrazié rzut sity wymienionego oddziatywania
na o$ x w sposob nastepujacy

_ Asin2p  24yx
- r2 - (x2+y2)2 »

(3.9) F,

maksimum tej sily wystepuje dla x = y/)/3 i wynosi Fy,,, = (34)/(4y2). Wymieniona sita
dotyczy oddzialywania jednego atomu znajdujacego si¢ w atmosferze z dyslokacja o jednost-
kowej dtugosci. Przyjmujac, ze w atmosferze skondensowanej na jeden parametr sieciowy a
przypada jeden atom atmosfery, mamy na jednostke dlugoéci 1/a atoméw. Stad sita
oddziatywania atmosfery na dyslokacj¢ mozZe byé przyjeta jako Fi,.. = (34)/(4y2b).
Plaszczyzna poflizgu jest potozona pod katem 45° w stosunku do sily Fj, .. rozciagajacej
probke, wige Fyr,, = (3]/5 A)/(4y?b), stad naprezenie odpowiadajace gérnej granicy plas-
tyczno$ci powinno wynosié

(3.10) R, =

W przypadku Zelaza a warto$¢ 4 wynosi 3- 107!t Nm?2. Przyjmujac, ze wektor Bur-
gersa b jest réwny najmniejszej odlegtoéci migdzyatomowej otrzymuje sie warto$¢ R, =
= 1,2+ 10*° N/m?2. Ekstrapolujac wartosci doswiadczalne do O°K otrzymuje si¢ wartosé
réwna okolo 1,2-10° N/m?2, Warto$¢ ta jest wiec dziesieciokrotnie mniejsza od otrzy-
manej teoretycznie. Co prawda warto$¢ A, przy dokladniejszym oszacowaniu, jest
nieco nizsza niz poprzednio podana, pozostaje jednak dalej wyrazna niezgodno$é
mi¢dzy wartoécia teoretyczna i doswiadczalng. NaleZzy wige przypuszczaé, ze deformacja
materialu zwiazana z istnieniem wyraZnej granmicy plastycznosei jest zapoczatkowana
w pewnych tylko miejscach dzigki wystepowaniu spi¢trzenia naprezen, przy czym, jak
wynika z podanych wartosci liczbowych, wspdtczynnik spigtrzenia nie przekracza w tym
przypadku wartoéci 10.

Powyzej temperatury 0°K ucieczka dyslokacji od atmosfer jest utatwiona wskutek
fluktuacji cieplnych i pojawienie si¢ wyraznej granicy plastycznoéei jest wéwcezas moZliwe
pod wplywem dzialania naprezenia niZszego od R,. MoZna to wyjaéni¢ na podstawie
nastgpujacego schematu. Wréémy do wyrazenia (3.9) i przedstawmy t¢ zalezno$¢ na
wykresie (rys. 10a). Maksimum sily F, odpowiada w tym przypadku granicy plastycznosci,
oczywicie po przejsciu do naprezen tnacych, jak to bylo podane poprzednio. Przypus$cmy,
Ze dyslokacja jest przesunigta o wielko§é x,, ktérej odpowiada sila F,,. Aby pod dziala-
niem tej sity dyslokacja mogla oddali¢ sie od atmosfery, musiataby zajmowa¢ poloZenie x,
bedace polozeniem nietrwatym. Energia potrzebna do przejicia dyslokacji z poloZenia x,
w potoZenie x, moze by¢ dostarczona przez fluktuacje cieplne wystgpujace w czasie w spo-
86b chaotyczny. Jednak nie caly odcinek linii dyslokacji musi przejéé z potozenia x; w po-
fozenie x,, aby dyslokacja mogta oderwaé sie od atmosfery. Wystarczy, ze tylko fragment
linii dyslokacji znajdzie sie poza punktem x, (jak to pokazano na rys. 10b). Jesli fragment
linii dyslokacji znajdujacy si¢ poza punktem x, jest odpowiednio duzy, wowczas dyslokacja
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bedzie przy nastgpnych fluktuacjach cieplnych stopniowo przesuwala si¢ w tym kierunku,
az wreszcie dzialajgce naprezenie wystarczy do odsunigcia jej od atmosfery.

Zgodnie z obliczeniem Cottrella i Bilby’ego warto$¢ wyraznej granicy plastycznosci
znacznie spada ze wzrostem temperatury i przy przejéciu od 0°K do 273°K obniza sig
mniej wigcej dziesieciokrotnie, co zreszta zostato potwierdzone do$wiadczalnie. Fakt ten
mozna wyja$ni¢ fatwo istnieniem waskiej bariery potencjalu w poblizu atmosfery skon-
densowane;j,

Jak powiedziano poprzednio, wyrazna granica plastyczno$ci pojawia si¢ przy niewielkiej
zawartoéci obcych atoméw w metalu. Na przykiad w zelazie o, wystgpuje ona najwyrazniej
przy stosunkowo niewielkiej zawartosci wegla i azotu. Przy wigksze] zawartodci wegla

Xy Xy X

Xy JX2 X

Al

Rys. 10. Schemat wyjadniajacy zjawisko oderwania si¢ dyslokacji od atmosfery: a) bariera potencjatu,
b) poloZenie fragmentu linii dyslokacji. O§ F prostopadia do ptaszczyzny rysunku

w stalach, granica plastycznosci staje sig¢ mniej ostra i mozZe zaniknaé zupelnie. Zanikanie
wyraznej granicy plastyczno$ci spowodowane jest przez przeszkody takie, jak cementyt
czy wegliki utrudniajace ruch dyslokacji, ktéry w takich przypadkach moze sie zwykle od-
bywaé dopiero pod dzialaniem naprezenia przewyZszajacego napreZenie potrzebne do
oderwania dyslokacji od atmosfery.

Dotychczas rozwazany byl problem oddzialywania na obcy atom dyslokacji krawe-
dziowej. Oczywiscie nalezy réwniez uwzglednié oddziatywanie dyslokacji $rubowych.
Porniewaz jednak w przypadku dyslokacji érubowej o,, oy i o, réwne sq zeru, wigc napre-
zenie hydrostatyczne pola naprezen jest w tym przypadku tez réwne zeru i — z grubsza
rzecz oceniajac — nie powinno byé oddzialywania miedzy dyslokacja érubowa i obcym
atomem. Rozumowanie takie jest stuszne jednak tylko w tym przypadku, kiedy odksztal-
cenie struktury spowodowane obecnodcia obcego atomu ma charakter symetryczny,
jak np. w przypadku obcego atomu zajmujacego geometryczny $rodek komorki elementar-
nej struktury A7 (regularnej §ciennie centrowanej). Jednak atomy miedzyweztowe w struk-
turze 42 (regularnej przestrzennie centrowanej) zajmuja pozycje w $rodkach $cian lub —
co jest réwnowazne — w §rodkach krawedzi komérki elementarnej (rys. 11). Powoduje to
niesymetryczna deformacje struktury i wobec tego mozliwe jest oddziatywanie obcych
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atoméw ze sktadowa styczna pola naprezen. Sytuacja taka ma miejsce w przypadku
atoméw wegla i azotu w Zelazie u. Co wigcej, jak wykazali ARDLEY i COTTRELL [3], réwniez
i w ostatnim przypadku jest mozliwe oddziatywanie dyslokacji $rubowej z obcym atomem
wywoltujacym symetryczne pole naprezen, jezeli dyslokacja rozpada sig na dwie dyslokacje
czgfciowe wedtug mechanizmu podanego przez HEIDENREICHA I SHOKLEYA [15]. Wynika
stad wniosek, ze wyraZzna granica plastyczno$ci moze istnie¢ w metalach o strukturze Al
nawet wtedy, gdyby zawieraly one tylko dyslokacje $rubowe.

Rys. 11. Komoérka elementarna struktury A42. Krzyzyki oznaczajg mozliwe poloZzenia miedzyweztowe
obeych atomow

Poza tym na podstawie teorii COTTRELLA moZna wyjaéni¢ wystepowanie wyraZnej
granicy plastycznoéci w stopach Cu—Zn przy pewnej zawartoéci cynku wynoszacej okolo
1%. Poniewaz w tym przypadku mamy roztwdr staly réznowegzlowy (substytucyjny), to
w utworzeniu pola naprezen przez obcy atom (w tym przypadku atom Zn) istotna rolg
odgrywa réznica promieni atomowych atomu osnowy i atomu rozpuszczonego (w tym
przypadku Cu i Zn).

Przedstawiony w niniejszym artykule zarys teorii atmosfer COTTRELLA oparty na pod-
stawowych prawach teorii dyslokacji wyjasnia nie tylko ogdlny przebieg krzywej napre-
zenie-odksztatcenie materialdw wykazujacych wyraZzna granice plastycznoéei, lecz moze
stanowi¢ punkt wyjscia do dalszych rozwazan, np. na temat zaleZnoéci granicy plastycz-
nofci od temperatury itp. Zagadnienia te wykraczaja jednak poza ramy niniejszego arty-
kutu.
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Pesome

TIPEOEJI TEKYUECTU METAJIJIOB B TEOPHH ATMOCDEP KOTTPEJJIA

Teopust atmocdep KoTrpensa mpHHAIUIEMKHT K TeM KJJACCHUECKHM YACTAM TEODHMH IHCIIOKALMA,
KOTOPBIE HTPAIOT Ba)KHYIO POJIb BO MHOIMX HAYYHBIX PACCYXKOEHHSAX KAaCaIOUWIMXCs CBOMCTB METayoB.
B 5Toit cTaThe ONMCAHO SIBJEHME TpeHeNia TEKY4YecTH Ha OCHOBE TEOpHH aTmocdep.

B niepBoit yacTH paBoThI Ha OCHOBE 3KCIEPHMEHTAJIBHBIX JAHHbIX PACCMATPHBAETCS UETKO BBIPAM(CH-
HbIA NpeesT TeKyUecTy, 00CyKIAIoTCs YCIORHA NOSBNEHUA TAKOrO Npefena, a TAKmKe BRUMAHUE TAKUX
(baKTOB KaK TeMmnepaTypa, CKOPOCTh JehOpMAlIHH M YKECTKOCTD MCIIBLITATENLHOM YCTaHOBKY. JIanb! TaKke
CXEMBI KPMBLIX HaNpsHKeHHe-AedopMalusi Pa3jIMYHOro XapaKTepa.

Bo BTOpOH uyacTH roBopuTcs O GoJiee PAHHMX TEOPHSX Ipefesia TEKYYeCTH: KaK TeopHs memGpan
U TeOpUA BBINEJICHHH.

TpeTbsi yacTh IIOCBSILEHZ OCHOBHBIM BoOIIpocam (OpMHpPOBaHMA aTMoc(ep INPHMECHHBLIX aTOMOB
BOyman gucnoxaumit. Hanbire onucano ofpasoraHue atmochep MakcBenia H yCJIOBHMSI MX Xepexofa
B KOHJICHCHpPOBaHHble arMoctepbl. HakoHel(, Ha OCHOBE TEOPHUH YIIPYrOCTH 0GCYyMaaeTcs: BhIBOA ¢ho-
PMYJ1 ONPEAEIAIOLIMX 3HAYEHHE XIPE/ENa TEKYUECTH M BIIMSTHHE TEIJIOBLIX (DIIYKTyaLMii,

Summary

YIELD POINT PHENOMENON IN THE LIGHT OF COTTRELL ATMOSPHERES THEORY

The Cottrell atmospheres theory belongs to the classical chapters in the theory of dislocations and
plays a significant part in many considerations concerned with the properties of metals. The present paper
deals with the sharp yield point described on the ground of the atmospheres theory.

The first part of this paper outlines the yield point phenomenon from the experimental point of view,
The conditions of its appearance and the influence of such factors as temperature, deformation rate and
testing machine rigidity are described. Several types of the stress-strain curves are given.

The former yield point theories, namely the theory of membranes and precipitations theory are dis-
cussed in the second part of paper.

The third part contains the basic problems concerned with the atmospheres of foreign atoms assem-
bled near the dislocations. Subsequently, the formation of Maxwell’s atmospheres and their transition
into condensed atmospheres is described. Finally, both the derivation of the principal formulae expressing
the yield point value and the influence of thermal fluctuations are discussed.
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ZASTOSOWANIE MODELOWYCH MATERIALOW CZUEYCH OPTYCZNIE
DO ANALIZY STANU NAPREZENIA W OSRODKACH SYPKICH

ANDRZE] DRESCHER (WARSZAWA)

1. Wstep

Wzrastajace w ostatnich latach zainteresowanie mechanika o$rodkéw sypkich spowo-
dowane jest niedostatecznym poznaniem ich cech mechanicznych przy réwnoczesnej
potrzebie doktadniejszego projektowania konstrukeji magazynujacych, transportujacych
i urabiajacych te materiaty, jak i projektowania konstrukcji z nich wykonanych. Pod po-
jeciem o$rodkow sypkich!) bedziemy rozumieé wszystkie materialy, ktére w odréznieniu
od o$rodkéw ciaglych charakteryzuja si¢, rozumianym makroskopowo, nieciagtym roz-
tozeniem masy. Nieistotne jest przy tym, czy pomi¢dzy poszczegdlnymi ziarnami oérodka
wystepuja lub nie, w stanie nieobciazonym, wzajemne oddzialywania zaréwno bezposred-
nie, jak i przy udziale oérodka wypelniajacego wolne przestrzenie — pory. W tym ujgciu
ofrodkami sypkimi bgda zardwno grunty piaszczyste, jak 1 gliniaste, ziarno, sproszkowane
rudy, cukier czy stosowane w réznych technologiach proszki.

Pomimo znacznego rozwoju prac teoretycznych i doéwiadczalnych poprawny opis
czy tez $ciste przewidywanie zachowania si¢ tych materiatéw nie zostaly dotychczas sfor-
mulowane. Spoéréd zaproponowanych koncepcji opisu daja si¢ wyrézni¢ dwie grupy.
W pierwszej przyjmuje sie zaloZenie, ze do cial tych mozZna zastosowaé podejicie kon-
tynualne. Uzyskane rezultaty maja wigc charakter fenomenologiczny. W drugiej rozpo-
czyna si¢ od analizy wzajemnych oddzialywan poszczegdlnych elementéw (ziaren) oérod-
ka. Jest to podejécie dyskretne. Niezadowalajace rezultaty obu koncepcji wynikaja czgs-
ciowo z niedostatecznej iloéci danych do$wiadczalnych informujacych o wzajemnej za-
lezno$ci pomigdzy wielko$ciami dynamicznymi (np. napr¢Zeniami, sitami) i kinematycz-
nymi (np. odksztalceniami, przemieszczeniami). Wigkszo§¢ do$wiadczen, podobnie jak
dla o$rodkow ciagtych, daje informacje jedynie o stanie deformacji ciala. W przypadku
podejscia kontynualnego napre¢Zenia okreSlane sa zazwyczaj z przestanek logicznych, jak
to ma miejsce w badaniach na prébkach walcowych czy rurkowych, lub tez obliczane na
podstawie zatozen o wlasnoSciach ciala, np. rozwigzania teorii sprezystosci dla skupio-
nych lub ciaglych obciazen zewnetrznych, czy tez rozwigzania teorii plastycznosci dla pla-
skiego stanu odksztalcenia.

1) Termin ten uzywany jest powszechnie w polskiej literaturze, cho¢ bardziej uzasadniony wydawalby
si¢ «ofrodki rozdrobnione».
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Trudnosci eksperymentalnego okre$lania stanu naprezenia w przypadku osrodkow
ciaglych zostaly czeSciowo pokonane przez zastosowanie modelowych materialdw op-
tycznie czutych (fotosprezystos¢, fotoplastycznosé). W odniesieniu do odrodkdw sypkich
podstawowa metoda do$wiadczalnego wyznaczania stanu naprezenia jest zastosowanie
specjalnie skonstruowanych elementéw pomiarowych — dynamometréw —umieszczo-
nych w pewnych punktach ofrodka. Metoda ta, dajac zdaniem wielu autoréw zadowala-
jace wyniki, budzi jednakze szereg zastrzeien z uwagi na wprowadzone zaburzenie w ba-
danym oérodku przez element pomiarowy, jak i jedynic lokalne lub cze§ciowe informacje.
Pomimo postepujacej miniaturyzacji czujnikéw i prob pomiaru wszystkich sktadowych
stanu napreZenia, jej stosowalno$é do oérodkéw o malych ziarnach lub silnych wew-
netrznych wigzaniach wydaje sie ograniczona. Klasyfikacje, zasady dziatania i opis czuj-
nikéw dynamometrycznych mozna znaleZé np. w pracy [14]. W pewnych badaniach zaste-
puje sie czasem rzeczywisty ofrodek sypki modelem oérodka ciagiego wykonanym z ma-
terialu optycznie czulego. Stosowane jest to np. przy analizie wspélpracy zapor wodnych
z podtozem [9]. Metoda ta nie moZe jednakZe mieé zastosowania w analizie rzeczywistych
wlasnodci materiatéw sypkich.

Na podstawie powyZszych rozwazaf wydaje si¢ byé celowe zwrdcenie uwagi na inng
mozliwo$é wyznaczania wielko$ci dynamicznych w oérodkach sypkich, oparta na zasto-
sowaniu optycznie czutych modelowych materiatéw sypkich. Opracowanie niniejsze ma
na celu przedstawienie dotychczas zaproponowanych optycznie czutych materialéw mo-
delowych i uzyskanych wynikow oraz pewne uwagi o dalszych mozliwoéciach rozwoju
tej metody.

Idea zastosowania modelowych materialéw optycznie czutych do analizy wielkosci dy-
namicznych w osrodkach sypkich nalezy do DANTU [2] i niezaleZnie do WAKABAYASHI
117]. W swej pierwszej pracy [2] DANTU zaproponowal uzycie dwoch réznych modeli
ofrodka: a) ofrodka utworzonego ze szklanych waleczkéw lub krazkéw, b) pottuczonego
szkla (piasku szklanego). WAKABAYASHI zajmowal si¢ gtéwnie modelem z piasku szkla-
nego. Pomimo wykorzystania tego samego zjawiska fizycznego — dwdjlomnoéé wymu-
szona na skutek dziatania obcigZzen zewngtrznych —1i identycznej w przypadku szkla
wielkosci tego efektu, zaréwno wiasno$ci mechaniczne, jak 1 uzyskiwane informacje réz-
nig zasadniczo oba te modele. Wynikaja one przede wszystkim z réznic w ksztaltach
i wielkoéciach ziaren. Rdznice te poglebily si¢ jeszcze w trakele rozwoju badan na modelu
utworzonym z waleczkéw. Z tego tez wzgledu oba modele zostana omdwione osobno,
cho¢ wielu autoréw analizowato je wspdlnie.

2. Model utworzony z waleczkéw lub krazkéw

Model o$rodka sypkiego w postaci stosu wateczkéw lub krazkéw wykonanych z me-
talu lub szkla znalazt szerokie zastosowanie w badaniach do$wiadczalnych nad statecz-
noécig 1 noénodcia podioza gruntowego. Model ten w literaturze mechaniki gruntéw
nosi nazwe modelu Taylora-Schneebeli. Zasadnicza jego cecha jest dwuwymiarowoéc
mozliwego ruchu elementéw. Waleczki lub krazki ulozone jeden na drugim, w jednej
plaszezyznie zawierajacej przekroje poprzeczne, moga ulegaé deformacji jedynie w tej
plaszczyznie. Model ten stanowi zatem idealne odwzorowanie plaskiego stanu odksztal-
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cenia. Cecha ta jest tym istotna, Ze wigkszo$¢ efektywnie rozwigzanych zagadnien no$-
nodci granicznej ofrodka sypkiego, opartych o réwnania teorii plastycznodci, dotyczy
wlaénie przypadku plaskiego stanu odksztalcenia. Uzycie rzeczywistego oérodka sypkiego,
np. piasku, umieszczonego w plaskim szklanym pojemniku, wprowadza pewne bledy
w obserwowanej kinematyce ruchu spowodowane tarciem pomigdzy piaskiem a czotowymi
szklanymi plytami. Wada modelu w postaci stosu waleczkow jest idealizacja ksztattu
ziaren i wynikajaca z niej struktura odrodka. Stosowane ksztalty, najczesciej kotowe lub
sze$ciokatne, odbiegaja dod¢ znacznmie od rzeczywistych ksztattéw np. ziaren piasku.
Wymiary waleczkow s takZe znacznie wigksze od wymiaréw drobnoziarnistych materia-
16w sypkich. Zastrzezenia te nie dyskwalifiknjg jednakze stosowalnosdci tego typu modeli,
czego dowodem jest szereg otrzymanych interesujacych wynikdw.

Model Taylora—Schneebeli stosuje si¢ do obserwacji kinematyki o$rodka sypkiego
w strefach plastycznego plynigcia. Bezposrednie okredlenie stanu naprezenia jest nie-
mozliwe. Obserwowana kinematyka moZe byé poréwnana z rozwigzaniami teoretyczny-
mi pola naprezen lub stanowié podstawe do jego teoretycznego wyznaczenia.

DANTU, W cytowanej pracy [2], zaproponowal obserwacje¢ modelu utworzonego ze
szklanych wateczkéw w $wietle kotowo spolaryzowanym. Zrédlo §wiatta znajduje sie
poza modelem, skad promienie §wiatla spolaryzowane kolowo przez analizator i éwieré-
faldéwke przechodza przez waleczki prostopadle do ich kotowych plaszezyzn czotowych

- p
A/4

Rys. 1

(rys. 1). W przypadku obciaZenia stosu sifami zewngtrznymi w kontaktujacych sig ze
soba waleczkach powstaja naprezenia (odksztalcenia) wywolujace zjawisko dwdjtomnosci
wymuszonej. Po przejSciu $wiatta przez druga éwieréfaldwke i polaryzator obserwuje sie,
na skutek interferencji promienia zwyczajnego i nadzwyczajnego, rézna intensywnos¢
$wiatla w pewnych obszarach poszczegSlnych waleczkéw., W przypadku monochroma-
tycznego zrodla $wiatla rézna intensywnodé zaznacza sie jako rozja$niemie (ciemnego)
lub zaciemnienie (jasnego) obrazu. Biale Zrédio $wiatla powoduje powstanie obrazu
barwnego zloZonego z barw dopetniajacych do wygaszonych przez polaryzator. Wielko$¢
tego efektu zalezna jest od czulo§ci optycznej materiatu, wartoéci przylozonego obciaze-
nia i diugosci wateczkow.

Schemat do$wiadczenia wykonanego przez DANTU przedstawiono na rys. 2a. Schemat
ten odpowiada w przyblizeniu zagadnieniu weiskania sztywnego stempla w poiprzestrzen
sprezysta. Przylegajace do stempla dwie ptytki uniemozliwiajace plastyczny wptyw materia-
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lu zostaly uZyte celem wywolania znacznych naciskow pomigdzy waleczkami. Uzyty
przez DANTU material waleczkow, ktdrych érednice wahaly sie od 2 do 6 mm, a dhugosé
wynosila 20 mm, stanowito szklo PYREX'). Na rys. 2 zaznaczono schematycznie uzys-

"

Rys. 2

kany obraz w $wietle monochromatycznym, przy ustawieniu elementéw ukladu optycz-
nego dajacych ciemne pole w stanie nieobcigZonym i rozproszonym zrédle §wiatla. Obraz
ten sklada sie z tancuchdw rozéwietlonych wateczkéw ukiadajacych sig podobnie do sys-
temu «korzeni» (na rys. 2 rozéwietlone waleczki zaciemniono). Zaréwno niewielka $red-
nica waleczk6w, jak i niewielka czulo$¢ optyczna uZytego materiatu (K = 156 Kgfem
rz. iz.) nie pozwalaja na wyrdznienie w poszczegdlnych waleczkach obszaréw o rdinej
intensywnoéci §wiatla. W efekcie zarejestrowany obraz daje jedynie jakosciowa informacje
0 rozmieszczeniu przenoszacych obcigzenia elementéw modelu. Obrazy jasne na rysunku
odpowiadaja waleczkom stabo lub w ogdle nieobcigzonym.

sy
RPN
\

‘on .
J :/' n
! .

Rys. 3

Drugi ze schematéw obciaZenia stosu waleczkéw byt podobny do warunkéw panuja-
cych w aparacie bezpo$redniego $cinania (rys. 2b).

) PYREX jest angielska marka szkla laboratoryjnego, charakteryzujacego si¢ duza jednorodnoscia
wlasnoéci fizycznych, a zwlaszcza wspolczynnika rozszerzalno$ci termicznej.
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W nastepnej pracy [3] DANTU zastosowal plaski model o$rodka do zobrazowania
rozktadu oddziatywan waleczkéw umieszczonych pomigdzy dwiema wysokimi pionowymi
§cianami, zamknigtymi od dotu, podezas cyklicznych zmian obcigZenia pionowego (rys. 3).
Zaobserwowal on, Ze ze wzrostem obciaZenia pionowego wzrasta rozjasnienie lancuchéw,
przy czym ich geometryczna struktura nie ulega zmianom. Gestosé lancuchdw maleje
wraz z oddalaniem si¢ od gornej, obcigzonej plaszezyzny stosu. Przy odeigZeniu struktura
laricuchéw nieznacznie zmienia si¢ dazac do bardziej jednorodne;j.

Praca [2] wskazata na mozliwo§¢ zaobserwowania sposobu przekazywania zewnetrz-
nych obcigZzen w modelowym. oérodku sypkim przy malych deformacjach, ograniczonych
zastosowanymi schematami obciaZen. Uzyskane rezultaty, aczkolwiek majace charakter
jakoéciowy, staly si¢ bodzcem do dalszych prac. .

Tematyke te podjat de JosseLin de JoNG [6]. Zastosowal on inny optycznie czuly ma-
terial — perspex (polimetakrylan metylu), z ktérego wycigto plaskie krazki. Wigksza
czuloéé optyczna perspexu (K = 120 Kg/em rz. iz.) 1 wieksze $rednice w stosunku do wa-
leczkéw uzytych przez DANTU pozwolily zaobserwowaé w poszczegdlnych krazkach,
poddanych Sciskaniu w prostokatnym pudetku, ksztalty obszaréw o réznej intensywnosci
przechodzacego $wiatla. Schematycznie przedstawia je rys. 4. Obrazy ciemne przylegaja

Rys. 4

do miejsc wzajemnego kontaktu krazkéw (uklad optyczny dawat jasne pole w stanie
nieobciazonym). De JosseLN de JONG podjal takze prébe iloéciowego okredlenia stanu
naprezenia w krazkach wykorzystujac do tego celu kompensator w postaci prostokatnej
belki poddanej czystemu zginaniu, umieszczony przed badanym modelem. Zaobserwowal
przesunigcie poziomych izochrom w kompensatorze, jednakZe nie przytoczyt konkretnych
wynikéw liczbowych. Rozwazyl tez mozliwoéé okreflenia sity kontaktu dwdch krazkéw
przez pomiar intensywno$ci $wiatla wewnatrz kotowego wycinka o $§rodku w punkcie
kontaktu. Nie uzyskat jednakze zadowalajacych rezultatéw.

Istotny krok naprzéd w iloSciowej ocenie zaobserwowanych efektéw nalezy przypisaé
zastosowaniu przez de JosSELINA de JONGA i VERRUNTA [7] znacznie czulszego optycznie
od szkfa i perspexu materiatu — zywicy CR-39 (K = 14 Kg/cm rz. iz.). Autorzy ci wyko-
nali do§wiadczenia na zbiorze plaskich krazkéw o érednicach od 10 mm do 40 mm i gru-
bosci 10 mm. Okolo 200 krazkéw zostato umieszczonych w prostokatnym pojemniku,
ktérego boczne i gérna §ciany byly ruchome i polaczone z ukladem obcigzajacym. Uktad
obciazajacy pozwalat przykladaé niezaleznie rézne obciaZenia pionowe i poziome. Na
skutek wysokiej czulosci optycznej Zywicy CR-39 istniejacy w obciazonych krazkach stan
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naprezenia (odksztalcenia) byt wystarczajacy do wywolania opdZnienia wzglednego pro-
mieni zwyczajnego 1 nadzwyczajnego o wartoSci kilkakrotnej dtugosci fali uzytego $wiatta
monochromatycznego. W efekcie zaobserwowano w poszczegdlnych krazkach wyraine
izochromy. Na rys. 5 przedstawiono fotografie izochrom jako$ciowo podobnych do uzys-
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kanych w pracy [7]. Uktad tancuchéw obcigzonych krazkéw z izochromami, dla pewnego
obszaru modelu, byt podobny do rys. 6. Obie fotografie wykonano przy jasnym polu
widzenia.

Mozliwo$¢ wyraznego zaobserwowania izochrom pozwolita autorom na wyznaczenie
sit kontaktowych pomigdzy krazkami. W tym celu skorzystali oni z rozwigzan teorii
sprezystodci stosowanych w elastooptyce. Zagadnienie stanu napre¢zenia w plaskim kraz-
ku poddanym dziataniu dwdch przeciwnie skierowanych sit jest klasycznym zagadnieniem
teorii sprezystodci, ktdrego rozwiazanie bardzo dobrze potwierdzaja badania elastoop-
tyczne. Stad tez plaski krazek stosowany jest wielokrotnie jako dynamometr elastoop-
tyczny. W przypadku dwdch, przeciwnie skierowanych, skupionych sit dziatajacych
wzdtuz érednicy krazka izochromy, odpowiadajace liniom maksymalnych naprefen stycz-
nych, maja ksztalt symetrycznych owali [12]. Dla sit dziatajacych wzdiuz cieciwy izochro-
my maja bardziej ztozony ksztalt. Rozwiazania te s statycznie wyznaczalne i nie uwzgled-
niaja sztywno$ci materiatu. De JoSSELIN de JONG i VERRUDT zatozyli, ze sztywno$¢ bada-
nego materiatu jest tak duza, Ze mozZna pomina¢ nie punktowe w rzeczywistosci przeno-
szenie sie oddzialywan z krazka na krazek. Przyjeli ponadto, Ze ksztalt izochrom w sg-
siedztwie kontaktu jest wystarczajaco zblizony do ko, by zadanie traktowaé jako dziata-
nie sily skupionej na pdlptaszczyznie (zadanie Flamanta). W tym przypadku zalezno$é
pomigdzy przylozona sita a maksymalnym naprezeniem stycznym wyraZa sig¢ nastgpujaco:

2P
m 2

gdzie t jest gruboécia poiplaszczyzny, a d $rednica kota, stycznego do punktu przyloZenia
sity, na ktdrego obwodzie wzor (2.1) okresla poszukiwane napreZenie styczne. Wykorzys-
‘tujac podstawowy zwiagzek elastooptyki

(2'1) 2Tmnx =0;—0; =

ni
2. —_—, =
( 2) O’J. 02 Ct 2
gdzie n jest rzgdem izochromy, A dhugoscia $wiatla, C stata elastooptyczng materiatu,
zalezno$¢ pomiedzy sila a izochroma wyraza si¢ przez

2.3) P= ern—cl}.

Z zaleznosci (2.3) mozna wyznaczy¢ poszukiwana site kontaktu, gdy znany jest rzad
i §rednica danej izochromy. Autorzy [7] przyjeli, Ze zwiazek (2.3) wazny jest dla dowolnej
liczby 1 dowolnego nachylenia sit pod warunkiem, ze korzysta sig z izochrom potozonych
w sasiedztwie kontaktu krazkéw. Kierunek dzialania sity mozna przyjaé¢ z wystarczajaca
dokladnoscia za pokrywajacy sie z symetryczng izochrom w tym obszarze. Poprawno$§¢
okreslonych w ten sposob sit kontaktowych zaproponowali sprawdzié korzystajac z row-
nan réwnowagi calego krazka. Rownania réwnowagi sil zadaja, by wielobok sit dzialaja-
cych na dany krazek byt zamkniety. Réwnanie réwnowagi momentéw wymaga, by dla
przypadku dwdch sit ich zwroty byly przeciwne, a dla trzech sit, by kierunki przecinaly
si¢ w jednym punkcie. Dla m > 3 sil kierunek wypadkowej m—2 sil musi réwniez prze-
cinaé sig¢ z kierunkiem pozostalych dwdéch sit w jednym punkcie (rys. 7). Warunki te wy-
godnie jest sprawdzaé graficznie. W rezultacie otrzymuje si¢ dla pewnego obszaru modelu
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uklad zamknigtych, faczacych si¢ wielobokdw tworzacych plan Cremony. Na rys. 8 przed-
stawiono przykfadowo uzyskany w [7] plan Cremony dla wszystkich krazkéw umieszczo-
nych w pojemniku, przy obciaZeniu pionowym wigkszym od poziomego. Poszczegdine
odcinki pomigdzy punktami 4 i B oraz C i D przedstawiaja sily dzialajace pomiedzy
krazkami a dolng i gérng §ciang pojemnika. B i C oraz 4 i D odpowiadajg $cianom bocz-
nym. Poréwnujac wypadkowe AB, BC, CD i DA z przytozonymi do écian obcigzeniami
autorzy uzyskali dobra zgodno$é.

a

Rys. 7

Praca [7] pokazala mozliwo§é dokiadnego, iloSciowego okreSlenia dyskretnego roz-

kiadu sit kontaktowych w modelowym ofrodku sypkim?). W pracy tej nie analizowano
pola deformacji.

Rys. 8

?) Liczbowe wartosci sit kontaktowych w modelu utworzonym z waleczkéw z perspexu podal takze
Weber [22]. W pracy tej nie wyjasniono jednakze, w jaki sposéb okre$lono te sity.
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3. Model z piasku szklanego

Jako drugi modelowy os$rodek sypki DANTU [2] i WAKABAYASHI [17] zaproponowali
potiuczone szklo (piasek szklany). W pracy [2] DANTU zastosowat szklo PYREX, podob-
nego materialu uzyt WaxaBsavasHi. Potluczone szklo jest materialem o wiasnosciach
mechanicznych prawie identycznych z rzeczywistym piaskiem. Ksztalt ziaren i struktura
odpowiadaja kwarcowym piaskom kopalnym, a jego uziarnienie moze byé dowolnie
dobrane. '

Material ten, cho¢ utworzony z ziaren przezroczystych, stanowi w masie ofrodek zu-
pelnie nieprzezroczysty, na skutek odbié i rozproszenia $wiatla na $cianach ziaren. Jezeli
jednak pory pomigdzy ziarnami zostana catkowicie wypetnione ciecza o identycznym

Rys. 9

ze szklem wspélczynniku zatamania $wiatla (ciecza imersyjna) ofrodek ten staje si¢ przez-
roczysty. Zjawisko to, zachodzace §ci§le dla $wiatla monochromatycznego i w okre$lonej
temperaturze, wykorzystywane jest w badaniach przeptywu cieczy przez o§rodki porowate,
badaniach predkosci dyfuzji cieczy itp. (np. [5]). Uzycie cieczy imersyjnych znane jest
takze w badaniach elastooptycznych na modelach tréjwymiarowych dla uniknigcia efektu
zalamania $wiatta (np. [8]). Jako ciecze imersyjne dla szkla moga by¢ uzyte, np. roztwér

7 Mechanika teoretyczna



470 A. DRESCHER

jodku amonu w iloéci 150 G na 100 cm?® wody, mieszanina benzenu i heptanu w stosunku
okoto 100:28 czgéci objgtosciowych.

DANTU | WAKABAYASH! zaobscrwowali, Ze jezeli piasek szklany z wypetniajaca pory
ciecza imersyjng, umieszczony w ptaskim szklanym pojemniku poddany jest obcigZzeniom
zewngtrznym, to w $wietle spolaryzowanym widoczne sa, dla ciemnego pola widzenia,
krétkie jasne linie ukfadajace si¢ w delikatne pasma. Zjawisko to wystepuje zardwno
w liniowo, jak i kotowo spolaryzowanym $wietle, przy czym ukiad linii jest w obu przy-
padkach rézny. Otrzymany obraz jest analogiczny do przedstawionego na rys. 9, uzyska-
nego w $wietle kolowym dla podobnego schematu obcigzenia, jak na rys. 2a. W $wietle
liniowo spolaryzowanym oprécz jasnych krdtkich linii widoczne sg szerokie, ciemne
pasma przechodzace przcz caly obszar. PoloZenie tych ciemnych pasm, jak i jasnych
linii, zalezne jest od nachylenia plaszczyzny polaryzacji. Autorzy (2] i [17] wykazali, ze
ciemne pasma sg izoklinami. Poréwnujac przebieg jasnych krotkich linii w $wietle kotowym
z trajektoriami naprezen gtéwnych, skonstruowanymi z izoklin, otrzymuje si¢ pokrywanie
tych pierwszych z jedna rodzing trajektorii. Zatem krdétkie jasne linie w $wietle kotowym
odpowiadaja kierunkom jednego z naprezen gtdwnych w danym punkcie osrodka. W pra-
cy [19] WakaBavAsHI podat fizykalng interpretacje i zaleznosei ilosciowe obserwowanego
efektu. Zalozyl on, Zze w rozpatrywanym osrodku tworzg sig pod dzialaniem obciaZen,
przypadkowo ukierunkowane fancuchy ziaren. fandcuchy te przenosza osiowo rdzne
obciaZzenia w zaleZnosci od potozenia w modelu oraz geometrii i warunkéw brzegowych
doswiadczenia. Sumaryczny efekt dwdjtomnosci dla kazdego fancucha, traktowanego
jako jednoosiowo $ciskany pret, widoczny jako rozjasnienie, jest tym wigkszy — jaéniej-
szy ancuch —im wigksze jest obciazenie. W $wietle kotowo spolaryzowanym widoczne
sg gldwnie tafcuchy najsilniej obciazone. W $wietle liniowym widoczne sg, w zaleznoéci
od nachylenia plaszczyzhy polaryzacji, pozostale tancuchy. Koncepcje istnienia obcigZo-
nych fancuchéw ziaren potwierdzaja wyniki uzyskane na modelu z waleczkéw czy kraz-
kéw oméwione w p. 2 (rys. 6).

Wykonujac pomiar intcnsywnos$ci $wiatta w pewnych obszarach modelu z pomoca
kompensatora Babinetta, WAKABAYASHI stwierdzil proporcjonalno$é $redniego efektu
optycznego do wielkosci obeiazen. Iloéciowo jest on dwa razy mniejszy niz w monolitycz-
nym szkle. Dla zastosowanych przez DANTU i WAKABAYASH[ obcigzen sxcdme rozjasnie-
nie linii odpowiada okoto 0,2 rzedu izochromy.

Oprocz wspomnianej jednej rodziny jasnych linii de JosseLiN de JoNG [6] zaobserwowal
druga rodzing, mniej wyraznych, linii prostopadiych. Wykonujac zdjecia stereoskopowe
wykazal przestrzenne utoZenie linii w modelu. Obraz uzyskiwany na normalnych zdjg-
ciach odpowiada zatem zsumowaniu si¢ linii wystepujacych na réznych odlegtosciach
od powierzchni czolowych ptaskiego modelu.

Pokrywanie si¢ jasnych linil uzyskiwanych w $wictle kotowo spolaryzowanym z kie-
runkami naprgzen gldwnych pozwolilo DANTU, WAKABAYASHI 1 NGUYEN CHANH na okre$-
lenie trajektorii gtéwnych w szeregu inzynierskich zagadnien brzegowych. DANTU [2, 3]
wykonal badania na identycznych modelach, jak na rys. 2 i 3, uzyskujac podobny ukfad
linii, jak dla wateczkéw. NGUYEN CHANH [15] wykorzystat opisywany efekt do wyznacze-
‘nia trajektorii naprezen gtéwnych w zagadnieniu parcia i odporu na pionowy mur oporo-
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wy (rys. 10). Wyniki poréwnal z rozwigzaniem teoretycznym nosnosci granicznej zadania,
uzyskujac jakosciowa zgodnos¢ kierunkéw naprezen okre§lonych teoretycznie i do§wiad-
czalnie. Obszerne badania przy najrézniejszych schematach obciaZen wykonal Waxa-
BAYASHI [17, 18, 19, 20, 217 (rys. 11) poréwnujac otrzymane wyniki z rozwigzaniami przy-

Rys. 10

blizonymi. Zbadat on weiskanie stempla, klina i dwéch zagiebionych klinéw oraz okreslit
kierunki naprezen w lejach o réznym ksztalcie i w prostokatnym polu zawierajacym
sztywny cylinder (model obudowy chodnika). Dla szeregu schematéw okreslit iloSciowo
z pomoca kompensatora Babinetta $redni efekt optyczny w pewnych obszarach, uzys-

; ; ||$I| '

E IS v L
O

Rys. 11

kujac w ten sposSb pewne informacje o wartoéci napreZen. Wspdlna cechg tych do$wiad-
czen jest ograniczenie si¢ do analizy stanu napreZenia przy bardzo matych lub zlokalizo-
wanych deformacjach o§rodka. W do$wiadczeniach ofrodek doznawal jedynie zagesz-
czenia. Stad tez nie analizowano przewaznie pola deformacji. Podobnie NGUYEN CHANK
badat pierwszy moment powstania odporu lub parcia nie okreslajac ksztaltu i cech pola
deformacji.

4. Analiza uzyskiwanych informacji

Omdéwione w p. 2 i 3 modelowe oérodki sypkie réznig si¢ nie tylko wlasnoéciami me-
chanicznymi, ale i uzyskiwanymi informacjami o wielkosciach dynamicznych.

Ofrodek utworzony z waleczkéw lub krazkow stanowi do$¢ dalekie odwzorowanie
rzeczywistego orodka sypkiego, przede wszystkim z uwagi na ksztatt i wielko§¢ ziaren.
Z drugiej jednakzZe strony rozmiary waleczkéw pozwalaja na okreélenie rozkltadu i wielko-

T
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$ci kontaktowych sit ich wzajemnego oddzialywania. Sledzac wzrost sit i ich konfiguracje
w funkcji obcigzenia zewnetrznego czy deformacji uzyskuje sig informacje, ktére moga
znaleZé bezposrednie zastosowanie przy dyskretnym podejsciu do opisu cech mechanicz-
nych materiatéw sypkich. Mozliwe jest przy tym wprowadzenic okreSlonej struktury
of$rodka poprzez dobdr wielkosci i ksztaltéw elementdw.

Powyzsze zalety tego modelu powoduja jednakze trudnoéci przy prébie wykorzystania
rezultatéw do poréwnania czy tez stworzenia opisu kontynualnego. Nalezy przy tym
wspomnieé, ze model Taylora-Schneebeli jest stosowany gtéwnie do weryfikacji doswiad-
czalnej whaénie tego rodzaju opisu. Stad tez powstaje pytanie, jak przejéé z wielkosci

t eAr - -
Rpq=-Rgp

(apq)i

Rys. 12

dla oérodka dyskretnego — sit do wielkosci dla oérodka ciagtego — naprezen. W podej-
Sciu kontynualnym. przyjmuje si¢, ze w kazdym punkcie ciala istnieje jednoznacznie
okre§lony tensor naprezenia. W przypadku zbioru waleczkéw mozna mowié jedynie
o tensorze naprgzenia dla pewnego obszaru, przy czym stan naprezenia w poszczegélnych
waleczkach jest nieinteresujacy. '
Pierwsza propozycije okreélenia tensora naprezenia dla skoficzonego obszaru z wielkoéci
sit kontaktowych podal WEBER [22]. Rozpatrzyt on udziat kazdej sity kontaktowe] E;,
gdzie p i g oznaczajg ziarna, dzialajacej na diugoéciach d;, rozumianych jako odleglosé
pomiedzy dwoma dowolnymi punktami w dwoch ziarnach (rys. 12), w sumowaniu wszyst-
kich sit dziatajacych w obszarze zawierajacym wiele ziaren. W efekcie otrzymatl nastepu-
jace wyrazenie na $redni tensor napreZenia
o
@1) Gy =my O D (R @),
p=1 g=1
gdzie 7, okreSlaja uklad wspdtrzednych, (R,,); i (a,,); sa skladowymi wektoréw ]—2;1
1 odcinkéw a,,, V objetodcia obszaru, a sumowanie nalezy wykona¢ po M ziarnach prze-
noszacych sity na M, ziaren. Wyznaczenie sktadowych o;; wymaga bardzo pracochtonne-
go sumowania sit i odleglosci wewnatrz catego obszaru.
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W pracy [11] autorzy zdefiniowali $redni tensor naprezenia 0,; analogicznie do definicji
uzytej przez HiLLA [13], omijajac skomplikowana procedure Webera. Sredni tensor na-
prezenia oy;, bedacy catka po objgtosci V z naprezen o;; w kazdym punkcie, podzielona
przez objegtosé ciala, mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci, wykorzystujac twierdzenie
Greena i przeprowadzajac symetryzacje

_ 1 1
(42) Uij:_\TfUijdV :7\7f(T,-xj-{—zj1)ds,
Vv S

gdzie T;, T; sa skladowymi sit dziatajacych na powierzchnie S objetosci V, a x,, x; od-
legtoSciami punktu dziatania sity od vkladu wspéhrzednych (i, /) (rys. 13a). Wyrazenie

Rys. 13

(4.2) oznacza, ze do okreSlenia skladowych G;; wystarczajace jest zsumowanie sit dziata-
jacych na powierzchni obszaru, a w przypadku oérodka plaskiego na obwodzie, co jest
znacznie prostsze niz w przypadku (4.1). Przeprowadzajac pewne sumowanie sit i odleg-
lodci w zwiazku (4.1) mozna wykazaé jego réwnowazno$é ze zwigzkiem (4.2), ktéry otrzy-
mano na znacznie prostszej drodze.

Powyzej zdefiniowany S$redni tensor naprezenia mozna wyznaczyé dla dowolnego
ksztattu i wielkodci obszaru i dowolnego rozkladu sit wewnatrz, czy tez na obwodzie.
Do jego wyznaczenia wystarczajacy jest plan Cremony (rys. 8) i znajomo$¢ punktéw
przylozenia sit, co daje bezposrednio fotografia zbioru (rys. 6). W przypadku konkretnego
rozkladu sit kontaktowych w zbiorze wybdr wielko$ci i polozenia obszaru jest rzecza
subiektywng. Dla uchwycenia tego wplywu, zwlaszcza przy niejednorodnym rozkladzie
sit, nalezy przeprowadzi¢ obliczenia dla réznych wymiaréw i potozenia obszaru. Ta droga
mozna okredli¢ najwlasciwsza repiezentacje o$rodka dyskretnego przez model ciagly.

W pracy [11] rozpatrzono takze inny, graficzny sposéb wyznaczania stanu naprezenia.
Wycinajac w modelu obszar kolowy mozna wykazaé, ze dla jednorodnego wewnatrz
stanu naprezenia wielobok sit dzialajacych na jego obwodzie powinien mieé ksztalt elipsy,
ktorej dtugosei pélosi giéwnych, podzielone przez érednice kota, okre§laja wartoéci na-
prezen gtéwnych, a polozenie osi kierunki gtéwne (rys. 14). Wykreslajac kolejne wieloboki
dla k6t o réznej §rednicy i réznym polozeniu érodka mozna graficznie uchwycié¢ odstepstwo
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od jednorodnoéci stanu naprezenia, a tym samym przyblizenie jakie dokonuje si¢ przyjmujac
$redni tensor naprezenia.

W pracy [22] WEBER wykonat obliczenie sktadowych tensora o;; wedtug (4.1) dla zbioru
wateczkéw poddanych hydrostatycznemu cignieniu. Otrzymat dobra zgodno$¢ z wartoécig
przylozonego ci$nienia (por. uwage w p. 2). Autorzy [10] przeprowadzili obliczenia ana-
lityczne wedtug (4.2) i graficzne dla schematu obciazenia zbioru waleczkéw przedstawio-

Plaszczyzna Fizyczna Ptaszczyzna sit

Rys. 14

nego na rys. 15 uzyskujac informacje o stanie naprg¢zenia podczas deformacji ofrodka.
W schemacie tym jedno z ramion klina bylo nieruchome, podczas gdy drugie doznawalo
obrotu zgodnie i przeciwnie do ruchu wskazdwek zegara. Spoczywajaca na stosie plyta Q,
uzyta dla zwiekszenia wzajemnych oddzialywan krazkéw z zywicy CR-39, mogla dozna-
waé dowolnych przemieszczen i obrotéw wynikajacych z deformacji zbioru. Z poréwnania

lﬂ

Rys. 15

kierunkéw gléwnych obliczonych tensoréw napreZenia z przebiegiem lafcuchéw obcia-
zonych krazkéw (rys. 6) wynika ich przyblizone pokrywanie sie. Wniosek ten potwierdza,
ze w modelu z piasku szklanego obserwowane jasne linie wyznaczaja kierunki naprezen
gtéwnych.

Przedstawione powyzej rozwaZania wskazuja, Ze modelowy osrodek sypki utworzony
z waleczkow czy krazkéw moze by¢ réwniez wykorzystany w fenomenologicznym opisie
zjawisk.

Model z piasku szklanego, z uwagi na obserwowanie efektéw sumarycznych dla wielu
ziaren, nie nadaje si¢ do podejscia dyskretnego. Z uzyskiwanych dotychczas z tego modelu
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informacji za najistotniejsza nalezy uznaé mozliwo$¢ wyznaczenia trajektorii naprezed
gtéwnych. Same wartoéci napreZen sa nieznane, a zastosowanie kompensatoréw daje
tylko pewne informacje jakosciowe. Znajomos¢ trajektorii napr¢Zen gldwnych moze
jednakze dostarczy¢ istotnych danych przy poréwnaniu rozwiazan teoretycznych z dos-
wiadczeniem. Nalezy takze zaznaczyé, Ze w pewnych przypadkach istnieje mozliwosé
analitycznego wyznaczenia stanu napreZenia na podstawie znajomosci jedynie przebiegu
trajektorii naprezen gléwnych. Réwnania réwnowagi plaskiego stanu naprezenia odnie-
sione do ortogonalnej siatki trajektorii naprezen gtéwnych, zwane réwnaniami Lame’go
Maxwella maja nastepujaca postaé

do, 0,—0, do,  0,—0,

+ =0; ——
s, 02 95, + €1

4.3) =0,

gdzie s, i s, sa dugosciami elementéw wzdhi2 trajektorii a o, p, promieniami krzywizn.
Réwnania (4.3), z ktérych kazde przedstawia rézniczkowanie wzgledem jednej zmiennej,
maja analogiczna postaé do réwnania wzdiuz charakterystyk teorii plastyczno$ci. W tym
przypadku charakterystykami sg trajektorie naprezen giéwnych. Mozna zatem znalezé
rozwiazanie uktadu (4.3) podobnie, ja to si¢ czyni w zadanich teorii plastycznosci, tzn.
rozwiaza¢ zagadnienie Cauchy’ego, charakterystyczne i mieszane. PowyZsza mozliwo$§é
zostala wykorzystana w zagadnieniach optymalizacji konstrukeji [1]. W elastooptyce nie
jest dotychcezas stosowana, cho¢ koncepcja catkowania wzdtuz odpowiednich charakterys-
tyk zostala podana w pracy [16] dla wielko$ci uzyskiwanych z izochrom.

Jak zaznaczono w p. 2 1 3, wspolng cecha dotychczas opublikowanych rezultatéw na
obu modelach jest ograniczenie si¢ do rejestracji sit czy naprezen przy bardzo matych
deformacjach, na ogdt pomijanych w analizie. Za zasadnicza tego przyczyn¢ nalezy uznaé
trudnoéci eksperymentalne: Dla wywolania efektu dwoéjtomnodci wymuszonej w modelu
z waleczkéw, a zwlaszcza w piasku szklanym, konieczne sa duZe naciski ziaren. Stad tez
w wykonanych do$wiadczeniach przykiadano obciazenie ze wszystkich stron modeln,
lub tez ograniczano jego ruch przez sztywne $ciany. Doéwiadczenia przy istnieniu wolnej
powierzchni, wobec malego ciezaru wlasnego modelu, nie pozwalaja na zaobserwowanie
efektéw optycznych. Réwniez obecno$é cieczy w modelu z piasku szklanego utrudnia
realizacje znacznych odksztalcen.

Pewng prébe pomiaru naprezen w trakcie deformacji modelu podjeli autorzy pracy
[11] (rys. 15). Obrét ramienia pozwolit uzyskaé wzglednie jednorodne pole deformacii
przy wielkosci odksztatcein postaciowych okoto 1,5%. Z pomiaru wzglgdnego poloZenia
krazkéw okre$lono $redni tensor odksztalcenia &;; dla analogicznych obszaréw kotowych
jak dla naprezen. Sredni tensor odksztatcenia zdefiniowano za HiLLem [13] jako catke
po obszarze z odksztalcen w punktach, co prowadzi przy wykorzystaniu twierdzenia
Greena do nastepujacej postaci

1
(4.4) &y = %f g;dV = Z_Vf (Ui +-U;v)ds,
v S

gdzie U; i U; sa skladowymi wektora przemieszczenia U na brzegu ciata S; v, ¥; sa skia-
dowymi jednostkowego wektora normalnego do powierzchni S (cosinusamikierunkowymi)
w punktach o danych przemieszczeniach (rys. 13b). Dla wyznaczenia &; wystarczajaca
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jest zatem znajomo$§¢ przemieszczefi brzegu. W definicji &;, podobnie jak w @;;, przyj-
muje sie zatozenie o cigglodei oérodka. Dokladna analiza uzyskanych wynikéw zostanie
opublikowana.

Zalezno$é (4.4) mozna réwniez zastosowaé do okredlenia stanu odksztalcenia w modelu
z piasku szklanego. Z uwagi jednakze na niewielkie wymiary ziaren w stosunku do calej
objetoéci modelu mozna do wyznaczenia stanu odksztalcenia skorzysta¢ z ogdlnie stoso-
wanych metod obliczania deformacji w osrodkach ciaglych np. metody siatek, gdzie
odksztalcenia okre$la sie z pomiaru przemieszczefi wezldw prostokatnej siatki (por.

np. [10]).

5. Uwagi koncowe

Z przedstawionej powyzej charakterystyki modelowych materiatéw sypkich czutych
optycznie oraz analizy uzyskiwanych z badan informacji wynika niewatpliwa warto$é
omdwionych metod do$wiadczalnego okreslenia stanu naprezenia w ofrodkach sypkich.
Metody te stanowié¢ mogg istotne uzupelnienie innych, tradycyjnych metod. Pomimo
uzyskanych interesujacych rezultatéw, szereg zagadnien pozostaje jednakze nadal otwar-
tych i wymagajacych dalszych opracowan.

Jako pierwsze zagadnienie mozZna tu wymieni¢ ograniczenie omawianych metod do
materiatéw idealnie sypkich tzn. pozbawionych spdjnosci. Otwartym problemem pozostaje
takZe okredlenie stanu naprezenia w przypadkach tréjwymiarowej deformacji. Pewne
rezultaty uzyskal DANTU [4] w badaniach na tréjwymiarowym zbiorze kul wykonanych
z zywicy Catalin. Po przyloZeniu obciazen do zbioru kul poddano caly model wygrzewaniu
uzyskujac w ten sposéb zamrozenie stanu deformacji. Ze stanu deformacii kul okreslono
wartosci sit kontaktowych z pomoca wzoréw Hertza, wiazacych wielko$¢ powierzchni
kontaktu dwdch kul z sitg nacisku. Dla wizualnego przedstawienia zamroZonego stanu
napreZzenia w kulach wypelniono wolne przestrzenie aralditem i wyciete z calego modelu
ptaskie plytki obserwowano w §wietle spolaryzowanym. Otrzymano podobne do rys. 6
ukiady izochrom bedgce jednakze efektem obcigZzen w réznych plaszczyznach.

Pewne zastrzeZenia moze takze budzié przyjeta przez de JOSSELINA de JONGA i VER-
RUNTA [7] aproksymacja rzeczywistego ksztaltu izochrom przez kota i wynikajacy stad
zwiazek (2.3). Dla uniknigcia tego btedu w pracy [11] zrezygnowano z korzystania z wy-
razenia analitycznego wykonujac skalowanie uzytych krazkéw dla réznych sit 1 réznego
stosunku $rednic. Uzyskano w ten sposéb krzywe podajace wprost zalezno$éé sity kontaktu
od oddalenia izochromy od punktu kontaktu.

Jako pozadane dalsze kierunki badan mozna na pierwszym miejscu wymienié obser-
wacje wielkoSci dynamicznych (sil, naprezen) przy znacznych deformacjach o$rodka.
Zagadnienie to jest wazne przy poszukiwaniu praw rzadzacych przeplywem materialéw
sypkich przez kanaly, leje zsypowe itp. Doswiadczenia takie pozwolilyby takze na weryfi-
kacje praw fizycznych opisujacych stan plastycznego plyniecia materiatu. Celowe bylyby
takze proby zastapienia piasku szklanego materiatem czulszym optycznie co pozwolitoby
na zmniejszenie przyktadanych obcigzeri.
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Pesmome

NPMMEHEHUE MOJIEJIBHBIX OIITHUYECKU YYBCTBUTEJBHBIX MATEPUAJIOB
I ECCIIEOOBAHUA HAIIPSDKEHHOI'O COCTOAHMUA CBIIYUHUX CPER

B paGOTe paccMaTpHMBAETCSY BO3MOYKHOCTD MPHUMEHEHMS MOXEIIBHBIX ONTHYECKH UYBCTBUTEILHLIX Ma-

TCPHUATIOR IJIsI OIPENeNeHNs HANIPSDIEHHOT'0 COCTOAHMS B ChINYYMX Cpeaax. OGC}'}I(HB,CTCH IIOL[pOGHO asa

BY,

2 MOIXENBHBIX CbINY4YHMX Cpem. a) cpeaa CoCTaBiyienHas M3 BalHKOB 6o KPYXXKOB U3 ONTHYECKH



478 A. DRESCHER

YyBCTBHTEIBHOIO MATEPHATIA, §) CTEKIIAHHDLIN IECOK C II0PaMH 3aIIONHEHHBIMH HMME PCHOMHON YKHIKOCTBIO,
Ha ocHOBe nMTEpATYPHBLIX AAHHBLIX U COOCTBEHHLIX HCCISJOBAHMH MPOAHATH3HPOBAHbI MEXAHMUECKHE
M ONITHUECKHE 0CODEHHOCTH 000MX MoZe el a TaldKe BHUALI HHhopMaLIMit MOTYYACMBIX M3 ONIBLITOB. YKa3hI-
BAETCHA, YTO IPH HCOOJb30BAHHH 3aKOHOB 3JIACTOONTHKHM MOJENL NOCTPOCHHASI H3 BANHMKOB CHabaer
HENOCPENCTBEHHO MH(bOPMAUMEN AUCKPETHOrO xapaKkTepa (O KOHTAKTHBIX CHJIAX), KOTODAA MOMKET
MCIIOJIL30BATECK U AJIsI KOHTHHyaJHOrO NOAXOAA NyTeM BBEJEHHsS CPENHETO TEH30pa HAIPKEHHA.
IIpuBOAUTCA METOM ONpEeHEeNeHHs KOMIOHEHT JTOTO TeH30pa. Mojens B BHAE CTEKJISHHOIO IIecKa
cooBujaer JaHHbIE O TPAEKTOPHAX IIIABHBIX HANPSOKEHHH HA OCHOBE KOTOPBLIX MOMKHO B HEKOTODLIX
CNyuasiX ONpefe/uTh aHAJIMTHUECKHM IIyTeM 3HAUeHHMs HanpsoxeHuH. PaccMOTpEHBI TaK)Ke BONpPOCEHI
ONMCAHMA CpeS.

B paboTe pacCMOTPEHbI AOCTHLHYTLIE PE3YNbTATLI M JanbHeInHe BO3MOMCHOCTH Pa3BHTHS METOAa,
KOTOPLIA NOJDKEH HAWTH IUMPOKOE MPHMEHEHHME B HAYUHBIX HCCIEeJOBaHMAX,

Summary

APPLICATION OF OPTICALLY SENSIBLE MODEL MATERIALS IN STRESS ANALYSIS
OF GRANULAR MEDIA

Discussed is the problem of application of photoelastic materials as model media for experimentat
stress analysis in granular masses. Distinguished are two kinds of model media: a) medium composed
of rollers or discs of a photoelastic material, b) crushed glass sand with pores filled by an immersion fluid.
The mechanical and optical properties of both types of models are discussed on the basis of published
data and author’s results. The rollers model furnishes direct information of the discrete character (contact
forces). These information may be, however, used also if the continua lapproach is employed by introducing
the concept of a mean stress tensor. Proposed is the procedure allowing to estimate the components of
this mean tensor. The glass sand model furnishes data on the principal stresses trajectories. In some cases
the values of stresses may be calculated if use is made of the stress trajectories. The problem of description
of the deformation of media is discussed.

The paper contains a review of recent results and discussion on further possible development of the
method, which seems to be very promising for research works in mechanics of granular media,
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O PROTILACH PREDKOSCI PRZY LAMINARNYCH PRZEPEYWACH POLIMEROW

STEFAN ZAHORSK1 (WARSZAWA)

1. Wstep

Znajomo$¢ mozliwie dokladnych profili predkosci dla roztworéw i stopionych poli-
meréw przeplywajacych przez rury i kanaly o przekroju prostokatnym posiada istotne
znaczenie nie tylko dla analizy proceséw technologicznych, lecz réwniez dla badania
i wyjaénienia réznych «anomalii» towarzyszacych przeplywom (wplyw naprezend normal-
nych, redukcja opordw przeplywu, poslizgi na $ciankach itp.). Metody do$wiadczalnego
wyznaczania krzywych plynigcia (konsystencji) dla cieczy nienewtonowskich, za jakie
uwaza si¢ wigkszo$¢ roztwordw i stopionych polimeréw, znane sg dobrze z literatury
podstawowej (por. np. [1, 2, 3, 4, 5]). Krzywe plyni¢cia pozwalaja na analityczne okreé-
lanie profili predkoéci w oparciu o przyj¢ty idealny model cieczy (réwnania konstytutyw-
ne), co z kolei nie zawsze prowadzi do zadowalajacej zgodnoéci z profilami obserwowa-
nymi w rzeczywistosci.

Ostatnio podjg¢to liczne préby bezposredniego mierzenia profili predkosci, stosujac
rézne urzadzenia elektryczne, optyczne itp., zaréwno dla roztwordw polimeréw (por.
[6, 7, 8, 9]), jak i dla stopionych polimeréw (por. [10, 11, 12]) przeplywajacych z réznymi
szybkosciami. Niezaleznie od réznego stopnia trudno$ci technicznych i niedokladnosci
pomiaréw (réZzne wymiary ziaren znaczacych, zaburzenia wywolane obecno$cia elektrod
i innych elementéw pomiarowych), wymienieni autorzy réznili sig nieraz znacznie w ocenie
pewnych zjawisk towarzyszacych przeptywom. I tak np. w pracy [11] stwierdzono przy
przeplywach stopionych polietylendw poflizg na §ciankach i uznano go za istotna przyczyn¢
rozrywania stopu (melt fracture), podczas gdy przy dokladniejszych pomiarach przedsta-
wionych w [12] zjawiska poSlizgu w ogdle nie obserwowano.

Korzy$¢ ze znajomosci analitycznych wyrazeni opisujacych dokladnie rzeczywiste profile
predkosci w cieczach nienewtonowskich jest ogromna, zwlaszcza przy badaniach teore-
tycznych. Na przyklad w zagadnieniu statecznoéci przeplywu i przejécia do przepltywu
zaburzonego, ksztalt profilu predkoéci odgrywa role pierwszoplanowa i niejednokrotnie
decyduje o samym zjawisku (por. np. [13, 14]).

W niniejszych rozwaZaniach zwrdcono uwage na mozliwosé opisu przeplywdw sto-
pionych polimeréw przy matych szybkosciach §cinania, za pomoca réwnaf konstytu-
tywnych nieéci§liwej cieczy lepkosprezystej stopnia trzeciego (por. [15]). Odpowiednie
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analityczne profile predkosci poréwnano z doswiadczalnymi wynikami pracy [12]. Wiasci-
wa cze$¢ rozwazan poprzedzono krétkim omdéwieniem innych réwnafn o charakterze
empirycznym, jak prawo poteggowe Ostwalda—de Waele’a (por. [1, 2, 4]), zwracajac
szczegblng uwage na wady i zalety réznych sposobdw podejécia.

2. Krzywe plynigcia i prawo potegowe

Doswiadczalne wyznaczanie krzywych plynigcia cieczy nienewtonowskich przeplywa-
jacych przez cylindryczne kapilary (przeplyw Poiseuille’a) bazuje na nastgpujacych zalez-
noéciach Rabinowitscha—Mooneya (por. [4, 16]):

R a d(ogD) |
@ =2 [3Q"”’dﬂp]‘“ [ (ogz,)
- 40 4P R
D=rp  m=fg

gdzie ¢, jest gradientem szybkosci §cinania na $ciance przewodu, t,, — odpowiadajacym
mu naprezeniem $cinajacym, O — wydatkiem cieczy, 4P — spadkiem ci$nienia na diu-
gosei [ przeptywu ustalonego, za§ R — promieniem wewngtrznym kapilary. Wielkosci
D, ir,, z ktérych pierwsza nazywana jest czgsto pozorng szybkoscia $cinania, sg zgodne
ze zmiennymi konsystentnymi REINERA [1]. Zupelnie analogiczny wzdér dla plaskich prze-
plywéw w kanalach (plaski przeplyw Poiseuille’a) o grubosci a = 2/ 1 szerokosci b przy-
biera postaé (por. [12, 4])

E o | _ D, d(logDy)
(22) qw = 2]12b [2Q+AP dAP] - _3-_ [2 + d(logf“):l

30 AP

Ds:—zﬁzg's Tw:_l—

h.

Zaleznodei (2.1) i (2.2) daja jednoznaczny zwiazek miedzy 7,, i D, lub Dy — opisujacy
wlasnosci cieczy w okre$lonej temperaturze. W przypadku przeprowadzenia obliczed dla
ustalonych wartosci D, lub D, wystarczy dokonaé pomiaru w jednym doé$wiadczeniu.
Nie wchodzac w techniczne szczegbty samych do§wiadczeni, wspomnimy tylko, Ze korzys-
tajac z zalezno$ci (2.1) lub (2.2) nalezy uwzglednia¢ odpowiednie poprawki na «efekty
wejSciowe» warunkujace rozwiniecie profilu predkoéci w przeplywie ustalonym (por.
np. [4, 17]).

Doswiadczalnie zaobserwowany fakt, Ze przy réznych zakresach szybkosci $cinania
zaleznosci 7,—D, lub 7,—D, przybieraja, w podwdjnie logarytmicznej skali, posta¢
bardzo zblizona do liniowej, byl bezposrednim powodem szerokiej kariery prawa potggo-
wego (Ostwalda—de Waele’a) w postaci nastepujacej:

(2.3) t=klgl", k>0, n>11lubn<l
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Prawo powyZsze wiaze naprezenie $cinajace 7 z odpowiednim gradientem écinania ¢ za
posérednictwem dwdch stalych: miary konsystencji cieczy k (np. charakteryzujacej lepko$é
przy g = 1 sek™'), wyktadnika zachowania si¢ cieczy n.

Zaleznodci typu (2.3) i inne zostaly obszernie oméwione w literaturze (por. [1, 2, 4)),
totez obecnie ograniczymy si¢ do przypomnienia, Ze prowadza one do profili predkosci
w postaci

n+1-
_Q 3n+1l ol
@4 YT 2R n [1— R J
dla przeptywu przez kapilarg i
.l
0 2n+1 |y | ™
@3) ”—m’mll—‘z

dla ptaskiego przeptywu w szczelinie.

W stosunku do prawa potggowego (2.3) wysuwano caly szereg zastrzezen réZnej natury
(por. REiNER [1]). Niektore z nich, jak zalezno§¢ wymiaru stalej materialowej k od wy-
kladnika potegi # oraz nieobiektywnos$é, moga byé usuniete poprzez wprowadzenie bez-
wymiarowego gradientu §cinania oraz zapisanie (2.3) w innej postaci, w ktérej pozorna
lepko$¢ 7 = /g jest funkcjg drugiego niezmiennika szybkosci deformacji. Inne, jak
np. wlasno$é, ze dla ¢ = 0 pozorna lepko$é staje si¢ nieskoniczona lub zerowa w zaleznosci
od tego czy n << 1, czy tez n > 1, nie moga by¢ ominigte bez zmiany charakteru prawa
(2.3). Ostatni fakt posiada istotne znaczenie, gdyz wprowadza zmiany w centralnej czesci
profilu predkosci niezaleznie od realnych wlasnosci lepkich cieczy przy malych gradientach
Scinania.

Z punktu widzenia teoretycznej poprawnosci i ogolnosci wzoru (2.3) lista zasadniczych
zastrzezenn moze by¢ znacznie diuzsza. T tak np., nie pozwala on na ujmowanie bardziej
ztozonych przeplywdw wiskozymetrycznych, nie opisuje wiasnosei lepkosprezystych cieczy
nienewtonowskich, efektéw naprezen normalnych itp. W czasie gdy dysponujemy ogdlna
teoria cieczy prostych i teorig przeptywdédw wiskozymetrycznych (por. [3, 15]), nalezy
traktowaé prawo (2.3) jako zalezno$¢ empiryczna, utatwiajaca obliczenia w okreSlonym
zakresie parametrow fizycznych, lecz nie mogaca stanowi¢ podstawy nowoczesnej wiskozy-
metrii 1 bardziej zaawansowanych studiéw nad przeptywami polimeréw.

Gwoli sprawiedliwoéci nalezy dodaé, ze o popularnoci praw potggowych w reologii
zadecydowala stosunkowa prostota obliczer, tatwo§é doswiadczalnego wyznaczania sta-
Iych k i n oraz mozliwo§¢ opisu krzywych plyniecia w réznych zakresach szybkosci $ci-
nania poprzez wlasciwy dobdr statych.

3. Profile predkosci przy przeplywach cieczy lepkosprezystych stopnia trzeciego

Jako kontrpropozycje w stosunku do prawa potegowego, rozwazymy obecnie moZli-
wo§¢ zastosowania réwnan konstytutywnych niesci§liwej cieczy lepkosprezystej stopnia
trzeciego do wyznaczania profili predkosci w powolnych przeptywach stopionych polime-
16w przez kapilary i szczeliny. Réwnania stopnia trzeciego pozwalaja na odpowiednia
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aproksymacje funkcji wiskozymetrycznych dla ustalonych przeplywow niescisliwych
cieczy prostych (por. [3, 15]). Nalezy nadmieni¢, Zze teoria funkcji wiskozymetrycznych
daje zgodny z rzeczywistoscia opis licznych rozcieniczonych i skoncentrowanych roztwordw
polimeréw; sa to przede wszystkim prace MARKOVITZA i wspdipracownikow [3, 18].
Dla wystarczajaco powolnych przeptywdéw niescisliwych cieczy prostych réwnania

konstytutywne moga by¢ zapisane w postaci nastgpujacej |(por. [15]):
B.1) o= —pl+no(l+ytrA)A +a, A+, AT+PA A +ALAY), trA; =0,
poniewaz dla ustalonych przeptywéw wiskozymetrycznych A, = 0 dla # = 3. W réwnaniu
powyzszym 7o oznacza lepko$¢ przy zerowym gradiencie $cinania, o;, «, i f— wspol-
czynniki odpowiedzialne za lepkosprezyste wlasnosci cieczy, v — wspolczynnik charakte-
ryzujacy zmiang lepkosci, p — dowolna funkcje skalarna. Kinematyczne tensory Rivlina—
Ericksena sa zdefiniowane nastgpujaco (por. [15]):

A, = Vo4 (Vo)T,
(3.2) p r

A, = N A +VA . 94+-A, Vo (Vo)TA |,

gdzie Vo jest gradientem predkodei, za§ wskaznik 7 oznacza operacje transponowania.
Mozna tatwo pokazac (por. [15, 18]), ze stale materiatowe w (3.1) wiaza sie z funkcjami
wiskozymetrycznymi w sposob nastepujacy:

n(q) = no(14-2y4*)+289*+0(q),
(3.3) 0,(q) = 20, 9*+a,9*+0(g%),
02(q) = 229> +0(g"),

przy czym 7 oznacza funkcje lepkosci, za$ o, i o, — odpowiednie funkcje naprezen nor-
malnych. W ogdlnym przypadku cieczy prostej obowiazuja zwiazki

no = lim 7 (q),
q—0
(3.4) oy = lin})[ﬂz(q)/qzl,
q—-

oy = lirr(l)[(t)'l— 02)/29%].
q—

3.1. Plaskie przeplywy Poisenille’a. Dla plaskiego przeptywu w kanale lub szczelinie réwnania
(3.1, upraszczaja si¢ do postaci (por. [15])
(3.1.1.) o= —pl+no(1+ 7, trA))A +a,A,, trA; =0,

a poniewaz w kartezjanskim ukladzie wspdlrzednych jedyna niezerowa sktadowa pred-
kosci jest predkosé w kierunku przeptywu v(y), mamy

0 ¢ 0 0 v
3.1.2 A]l= = =
oraz
(3.1.3) Oy = —p, 0= —p+20,q%, 033=—p,

012 = no{14+29,9%)q.
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Podstawiajac (3.1.3) do réwnan réwnowagi w postaci

(3.1.4) dive = go = g(—aa—z[i—l—v- ‘71)) ,
otrzymamy
(3.1.5) p= —20,0*+/x, n(1+29,9%)g = —fy,

gdzie przez /= AP/l oznaczyliémy gradient ci$nienia w kierunku przeptywu.
Ostatnie z réwnan (3.1.5) zapisane w postaci
A w\® e
foon(3 -~
dy "71 dy 770J
mozna calkowaé bezpoérednio; wygodniej jest jednak przedstawié wynik catkowania
w postaci nastgpujacego szeregu (por. [13])

G.17) o) = % [(1— -y—z) M (1_ yi) +M2(1—£)—-£M3(1—£) + ]

(3.1.6)

2 h* RS 4 A8

gdzie M = 2n,(fh)?/ %} jest parametrem charaktervzujacym zmiang lepkosci ze wzrostem
gradientu §cinania. Szereg (3.1.7) jest bezwzglednie zbiezny dla malych |M}| (|M] < 0,3).
W praktycznych obliczeniach moZna z wystarczajacym stopniem dokladnoéci ograniczyé
si¢ do trzech pierwszych wyrazéw szeregu (3.1.7) nawet dla |M| < 0,5.

Warto nadmienié, Zze dla ustalonych wartoéci f, 4 i 7, profil predkoéei bedzie bardziej
wydtuzony, niz odpowiedni profil paraboliczny, gdy M < 0 i splaszezony, gdy M >0
{por. [13]). Nieco inaczej ma si¢ sprawa, gdy poréwnujemy profile predkosci dla ustalo-
nego wydatku Q. Mamy wéwczas

h
_ 2R 3 9
(3.1.8) Q—Zof'u(y)bdy——jh: [1—§M+7M}
Qraz
_ 30 »y M y* 2 »s
(B.1.9) »(y) = 3 5 [(1’7) “7{1‘7) +M (1_75)],
4hb(1ﬂ§M+7M2)

a zatem dla malych M < 0 profil bedzie bardziej splaszczony, niz w przypadku cieczy
newtonowskiej (M = 0).

Warto jeszcze dodaé, ze profil predkoéei (3.1.7) lub (3.1.9) nie zalezy od parametru o,
charakteryzujacego lepkosprezyste wlasnoéci cieczy, oraz ze M < 0 (9, < 0) odpowiada
zmniejszajacej si¢, wraz z gradientem $cinania, pozornej lepkoéci cieczy. Ostatni fakt jest
najcze¢sciej obserwowany przy ustalonych przepltywach roztwordw i stopéw polimeréw
(por. [2, 3, 4)).

Wprowadzajac pojecie gradientu (szybkoéci) §cinania na Sciance kanatu g,, = |9v/9y|,,
mozna, na podstawie (3.1.8) i (3.1.9), stwierdzié, Ze

, 10,6 M+1,29M>
I—M+3M% "’
gwh 1—0,5M+M>
2 1-M+3M*

(3.1.10) Q:%%M

(3.1.11) Upax = 0(0) —
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3.2. Przeplywy Poiseuille’a. Rozumujac analogicznie i uwzgledniajac rédwnania konstytu-
tywne w pelnej postaci (3.1) dochodzimy, dla przeplywu przez cylindryczne kapilary, do
zaleznoS$ci nastgpujacych:

0 0 ¢ q> 00 5
(3.2.1) [A]=|0 0 Of, [A,J=[0 0 0f, a_f:q;
q 00 0 00

o = —p+Qui+)q?, 0y = —p,
(3.2.2) 2 ’
033 = —ptasq?, o013 = mo|l-{2y-- "hﬁ q*q
0
uzyskanych w zatozeniu, ze w walcowym uktadzie wspdirzednych kierunek przeplywu

pokrywa sig z osig z, a jedyna niezerowa skladowa predkosci jest v(r). Podstawiajac (3.2.2)
do réwnan réwnowagi (3.1.4) otrzymamy

Zﬁ) f
3.2.3 - g3 = — Ly,
(3.2.3) q+ ( vt g
a po scatkowaniu i uwzglednieniu, 2ze 2(R) = 0,
_fR? r? N r N? ( ot
(3.2.4) ‘U(I‘)—~4no 1‘_"12—2'" '-? 1'_—'R—4T ‘I——1-6— 1 F >
gdzie
(/R ( 2/9) (/R
3-2-5 _N: 2 ] = . *2 .
023 B\ A
Poniewaz
; RY[. N
. 3
3.2.6 =f. _nRf N3 e
(3.2.6) 0 2o aro(r)dr TN [1 3 }-32N],
mamy
20 r? N ré N ré
3.2.7 = = SN R I PRSUROUNN PR i DA
(327 o) Rz(l . [(1 Rz) " (1 R4) ! 16(1 R)]
S S S 7}
a takze
N 3
-2 L 2 N2
3
(3.2.8) 0= 7R 7 6 32
4 N 3 '
1— 2 4 = N2
4 16
N N?
1—— 42
(3.2.9) O — 0(0) = DR 8 16 |
‘ 2 N 3
I

Tc

N
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Nalezy zwrécié uwage, ze nawet dla jednakowych wartosci 7, y i f parametry M i N
nie sq identyczne; zaleza one od gradientu ciénienia f oraz grubosci 24 i promienia R.
Dopiero dla tych samych cieczy przeplywajacych przy tym samym gradiencie ciénienia
przez kapilarg i szczeling, ktdrej grubo$¢ réwna jest §rednicy wewnetrznej kapilary, mamy
M=N.

3.3. Plaskie przeplywy z warstwa przyscienna. Rozwazniy obecnie plaski przeplyw przez kanat,
w ktérym obserwuje si¢ zjawisko efektywnego poslizgu na §ciankach. Jesli warstwa przy-
$cienna cleczy posiada, np. na skutek wplywu duzego gradientu $cinania w poblizu $cianki,
lepko$é mniejsza niz reszta cieczy, znaczna czg$é Scinania realizuje si¢ w warstwie przy-
$ciennej. Zjawisko takie obserwowane w przepltywach zawiesin (np. [8]), roztwordw
(np. [6]) i stopionych polimeréw (np. [10, 11]) ma istotny wptyw na ksztalt profilu pred-
kosci.

Zakladajac, ze ciecz opisana jest réwnaniem (3.1.1), a bardzo cienka warstwa przy-
$cienna podobnym réwnaniem ze stala lepkodcia 7o,, otrzymamy (por. [19])

270, Lm B2 2 K
6
(3.3.1) M2 (56—%)], 0<y<hy,
h? 1 2
7)2()’):{7701E(1—%2*), h<Sy<h,
gdzie
7oz hy 2n,(fh)*
3.3.2 m=_—""2, §=—" 0 M=
( ) Mot h N1

za$ wskaznikami 11 2 oznaczono wielkosci odnoszace sie odpowiednio do rdzenia i warstwy
przysSciennej. )
Biorac pod uwage, ze

h h

333 Q=2 bv,(Ndy+2 [bua(y)dy =

hy

2fh3b 3 (1 n 3 9 ]
= = |=— — ) — - MO+ M257},
LY PR YER MRS DV
mamy

2 2 3 2 3 5 9 257
(3.3.5) Vpax =0,(0) = q_,;h_ [(1~—62)+62m—%64m+M266m],

gdzie g,, tak jak poprzednio oznacza gradient $cinania na $ciance.
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Jesli zatozyé, 7e warstwa przyscienna jest bardzo cienka (§ ~ 1, 6% = 1, itp.) i mniej
lepka przy malych gradientach $cinania (m < 1) ,to zaleznosci (3.3.4) i (3.3.5) upraszczaja
si¢ do postaci

(3.3.6) = %qwthm(l-—O,6M—|—l,29M2),

(3.3.7 Vpax = é— gwhm(1—0,5M+M?).

3.4, Zmiana lepkosci a krzywe phyniecia. Dotychczasowe rozwazania dotyczyty zalezno$ci poz-
walajacych opisaé profile predkosci w powolnych przeptywach przez kanaly i kapilary.
Niezaleznym zagadnieniem jest okreSlenie parametréw M i N na podstawie znajomosci
do$wiadczalnych krzywych plyniecia (konsystencji) 7,—Ds lub 7,—~D,.

Wykorzystujac, na przykiad, zaleznosci (3.1.9) i (3.2.7) oraz przyréwnujac odpowiednie
gradienty $cinania na $ciankach do wartoéci wynikajacych z wzoréw Rabinowitscha-
Mooneya (2.1),, (2.2),, otrzymamy

1], , d(ogby] = 1—M+3M?*
G4 ?l +d(1ogrw>]“ 3,9
l——M+ZM
5 7
N 3
342 1, d(ogDy) I S
o 4 d(logz,) | N iN"'.
(R

Jeseli w zakresic malych gradientéw $cinania krzywe plyniecia uzyskane w podwdjnie
logarytmicznej skali sg zblizone do linii prostych (por. [1, 4]), to wyraZenia z lewej strony
(3.4.1) i (3.4.2) przybieraja wartoéci stale — zwiazane ze wspélczynnikami nachylenia
prostych log Dy—log,, lub logD,—logz,,. Wystarczy teraz rozwiazaé¢ odpowiednie réw-
nania drugiego stopnia na M lub N.

Oczywicie mozliwe sa inne sposoby okre§lania parametréw M, N, np. na podsta-
wie do$wiadczalnie uzyskanego przebiegu funkcji wiskozymetrycznych n(g), o,(q), 02(q)

{por. [3]).
4. Poréwnanie z wynikami do§wiadczen dla stopionych polimeréw

Niedawno den OTTER, WALES i SCHIF, [12], przeprowadzili bardzo dokladne préby
bezposredniego pomiaru profili predkoéei dla stopionych polimeréw przeptywajacych
z malymi szybkoéciami §cinania przez szczeling o glebokosci 24 = 0,83 mm 1 szerokosci
b =10 mm (stosunek glgbokosci do szerokosci 1:12). Badaniom poddano: dwa poli-
etyleny o duZej gestosci Marlex 6002 i Marlex 6050, jeden polietylen o malej ggstosci
Stamylan 1700 oraz polidwumetyl siloxan Siloprene RS, z tym, ze dla dwu ostatnich po-
limeréw badania przeprowadzono réwniez dla szybkosci przeptywu przewyzszajacych
wartoéci charakterystyczne dla zjawiska rozrywania stopu. Pomiary predkoéci prze-
prowadzano metodami optycznymi wykorzystujac naturalne zanieczyszczenia polime-
réw dostgpnych w handlu; odpowiedni opis aparatury i metod pomiaru podano w cy-
towanej juz pracy [12].
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Zmierzone profile predkosci poréwnywano z profilami obliczonymi na podstawic
krzywych plynigcia, stosujac prawo potegowe [wzory (2.3) i (2.4)]. Gradient $cinania na
éciance ¢, obliczano w mysl (2.1), za$ wyktadnik potegi n okreSlano na podstawie po-
miaréw przeprowadzonych dla przeptywéw w kapilarach. JuZ poprzednio w innej pracy
[20] stwierdzono dobrg zgodnosé krzywych plynigcia wyznaczonych z przeplywow przez
kapilary i szczeliny.

Nicktére wyniki badan autoréw pracy [12] przedstawiono na rys. 1, 2 i 3, a potrzebne
dane liczbowe zebrano w tablicy 1. Na rysunkach powyzszych krzywe ciagle opisuja
profile predkosei dla prawa potegowego (2.3).

Tablica 1
Temperatura Wykladnik Doswiad- Obliczone Obliczone
R ) Indeks . czalna
Polimer przeplywu potegi < Vmas Q
°C stopu n warto S mm/sek mm?/sek
7w sek™!
SILOPRENE RS 20 — 0,62 6,2 0,98 59
MARLEX 6002 150 0,25 0,455 7,1 0,92%) 5,8
MARLEX 6050 170 |50 0,62 6,2 0,98 59

*) W przeciwienstwie do pozostalych wynikow, warto$é powyésza jest nieco mniejsza niz wartosé (0,96) wynikajagca z wyk.
resu w pracy [12}.

Przy doktadnym pordwnaniu profili predkosci z profilami wynikajacymi z naszych po-
przednich rozwazan, istotng trudno$é stanowi brak wszystkich danych pozwalajacych
odtworzy¢ odpowiednie krzywe plynigcia. W zwiazku z tym zastosowano procedure
nastepujaca:

Na podstawie (2.5) otrzymano zalezno$¢
Q0 2n+1
4.1) lg| = 22h T
z ktdrej, znajac wartosci g,, podane w pracy [12] oraz wykfadnik pot¢gi #, mozna obliczy¢
wydatek Q réwny w przyblizeniu wartoéci zmierzonej. Nastgpnie rozwigzano réwnanie
(3.1.10) wyznaczajac odpowiednie (ujemne) warto$ci M. Znajomo$¢ przybliZonego para-
metru M pozwolita obliczyé v,,, w my$él (3.1.11) oraz wyznaczy¢ caty profil predkosci
(3.1.8). '

Powyzszy sposob podejécia zostosowano do przypadkéw przedstawionych na rys. 112,
uzyskujac: Q = 5,9 mm?3/sek, M ~ —0,29 i v, = 1,035 mm/sek dla Siloprenu RS oraz
0 = 58 mm3/sek, M~ —0,5i v, = 0,995 mm/sek dla Marfexu 6002. Profile predkosci
przedstawiono na rys. 1 i 2 liniami przerywanymi.

Identyczna procedura zawodzi dla przypadku przeptywu Marlexu 6050, dla ktérego,
jak widaé z rys. 3, profil predkosci obliczony na podstawie prawa potegowego (linia
~ciagla) lezy znacznie powyzej profilu utworzonego z punktéw pomiarowych. Nawet
ewentualne przyjecie M > 0, co jest sprzeczne z doé$wiadczalnie stwierdzonym zmniej-
szaniem sig¢ lepkodci wraz ze wzrostem gradientu écinania, niewiele pomaga. W celu
uzyskania profilu predkoéci mozliwie zgodnego z przebiegiem pomiardw, nalezy przyjaé
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albo wystgpowanie efektywnego poSlizgu w cienkiej warstwie przysciennej, albo tez zatozyé,
ze obliczony w myél (4.1) wydatek cieczy jest zbyt duzy w poréwnaniu z wydatkiem rzeczy-
wistym. '

Chociaz mozliwo$¢ wystepowania efektywnego poSlizgu na Sciankach nie zostata
jednoznacznie ndowodniona (por. Wstep), zjawisko to wydaje si¢ bardziej prawdopodobne
dla Marlexu 6050 niz dla Marlexu 6002, jesli przyjaé, ze wigkszy indeks stopu odpowiada
mniejszym bocznym rozgalezieniom polimeru, co z kolei sprzyjatoby wiekszemu wplywowi
scianki na orientacje¢ struktury. Stwierdzono takze w pracy [20], ze dla Marlexu 6050
odpowiedni wspoéteczynnik charakteryzujacy poprawke na «efekty wejsciowen (por. [17])
w kapilarach jest dla malych napreien §cinajacych wyraZnie mniejszy niz dla Marlexu 6002
i bardziej zblizony do stalej Couette’a dla przeptywdw cieczy newtonowskich. Oznacza to,
7e dla Marlexu 6050 ustalony profil przeptywu jest osiggany na krétszej czeci przewodu,
czemu sprzyjaloby niewatpliwie istnienie efektywnego poslizgu na $ciankach.

Wykorzystujac (3.3.6) i (3.3.7) oraz obliczone Q = 5,9 mm?3/sek i wzigte z pomiaréw
Vpax = 0,9 mm/sek (por. rys. 3), otrzymamy m =~ 0,28 i M ~ —1. Chociaz ostatnia warto§¢
wychodzi znacznie poza dopuszezalny zakres |M|, przy ktérym mozna korzystaé z rozwi-
niecia w szereg (3.1.7), odpowiedni profil predkoséci dla poréwnania zaznaczono na rys. 3
linig przerywana.

Zatozenie mniejszego, niz obliczony na podstawie (4.1), wydatku cieczy, np. Q =
= 5,5 mm3/sek, daje w my$l (3.1.9) i (3.1.10) warto$ci nastgpujace: M = —0,4, v, =
= 0,93 mm/sek. Odpowiadajacy im profil predkoéci, oznaczony na rys. 3 linia kropka-
kreska, do$¢ dobrze opisuje uklad punktéw do$wiadczalnych. Warto réwniez dodag,
7e dla jeszcze mniejszych wartoSci Q = 5,1 mm?/sek z jednoczesnym uwzglednieniem
zjawiska poslizgu otrzymamy dla v, = 0,92 mm/sek wartosci M =~ 0,71 i M = 0(}),
réwniez wlasciwie opisujace rzeczywisty profil predkosci. Rozwazania powyzsze dobrze
ilustruja znaczenie znajomosci mozliwie dokladnego wydatku cieczy; majac dane dla
przeplywu Q i v,,,, jesteémy w stanie jednoznacznie okre§li¢ wszystkie pozostale para-
metry cieczy.

Zaznaczmy jeszcze, Ze znajomo$é parametru cieczy M okre§lonego na podstawie
przeplywu przez szczeling pozwala poréwnaé gradienty Scinania na $ciance g,, i maksy-
malne predkosei v, obliczone na podstawie prawa potegowego (2.3) 1 réwnan konsty-
tutywnych (3.1) dla przeptywéw przez cylindryczne kapilary. I tak dla Siloprenu RS,
przy ustalonym wydatku oraz tak dobranych wymiarach szczeliny 1 kapilary, zeby M = N
(por. p. 3.2), ¢,, wynikajace z prawa potegowego bedzie o 11% wigksze, niz ta sama wiel-
ko$é wynikajaca z réwnan cieczy stopnia trzeciego, za$ v,,,,- odpowiednio mniejsze o 10%. -
Odchylenia powyzszych wielkoéci dla Marlexu 6002 wyniosa 18-19%.

5. Kroétkie wnioski

Reasumujac dotychczasowe rbzwgzania mozna stwierdzié, ze:

1) réwnania konstytutywne niesci§liwej cieczy lepkosprezystej stopnia trzeciego poz-
walaja na opis profili predkoéci i krzywych plynigcia dla stopionych polimeréw (Silo-
prene RS, Marlex 6002) przeptywajacych z malymi szybkoSciami przez kanaly lub ka-
pilary;

8 Mechanika teoretyczna
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2) réwnania powyzsze daja na ogdt mniejsze splaszczenie profili predkosci na osi
przeplywu niz prawa potggowe; fakt ten wynika przede wszystkim z istnienia skoficzonej
lepkoéci przy zerowym gradiencie §cinania;

3) proponowane rownania konstytutywne moga by¢ stosowane do opisu bardziej zto-
zonych przeplywéw wiskozymetrycznych umozliwiajac uwzglednianie wiasnoéei lepko-
sprezystych, efektdw naprezen normalnych itp. ;

4) parametry odpowiedzialne za zmiany pozornej lepkoéci cleczy wraz ze wzrostem
gradientu $cinania zaleza istotnie od dos$wiadczalnych parametréw krzywych plyniecia,
a zwlaszcza od wydatku cieczy; »

5) niewielka modyfikacja rozwaZanych zalezno$ci umozliwia uwzglednienie zjawiska
efektywnego poslizgu na $ciankach przewodu; wystepowanie tego zjawiska ma istotny
wplyw na ksztatt obliczonego profilu predkosci.
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Pesmome

O TIPODPUIIAX CKOPOCTHU IIPH JIIMHUHAPHBIX TEYUEHMAX ITOJIMMEPOB

TouHbIe 10 BO3MOMHOCTH CBEIEHHSA O IPOMHIIX CKOPOCTH JISI PACTBOPOB M PACTIIIAROB IIOJHMEPOR
[IPOTENAIONIHMX 110 TPYBaM M KaHAJIaM BECEMA CYIIECTBEHHBI C TOUKM 3PEHHS TEXHOIOIMUECKHX IPOLECCOR
POBHO KAK M3 TOUYKH 3PEHHM aHanu3a 0OJee CIOMHBIX ABJICHHI (aHOMAJIBHOE TEYEHHE, HEYCTOMIHBOCTE
H D"p). CyIlIeCTByCT MHOI'0 3KCIEPHUMEHTANLHLIX METOOOB ONpPELEICHHST KPHUBLIX T€UCHHS, HA OCHOBE
KOTOPBLIX II0J1YYAIOTCSI aHATHTHUECKHe IPOhHIM CKOPOCTH ISl PA3JIHUHbIX yPABHERNit cocTosrust. OxHoi
u3 Haubomnee IINPOKO IPHMEHAEMLIX MOZEJEH SIBIIAETCS MOLENL YKHAKOCTH CO CTENEHHLIM 33KOHOM
BASKOCTH, TIPOTHE KOTOPOI MOYKHO OJHAKO BLIIBHHYTL MHOro mosojos (cp. [1]). B mocnennee npemsa
MIPCTIPHESTEE TIONBITKH OYIpeNeieHusT NPOhHICH CIOPOCTH € IMOMOIBIO NPSMBIX MSMepenwmit (cp. [9,
11, 12]).

B nacTtosieil paoTe NpelIoyKeHbl YPABHEHHS COCTOSIHMS BS3KO-YIPYIOH JKHAKOCTH TPETLETO II0-
PAMKA AJIS1 ONMCAHYS MEJJIEHHBIX , JAMMHADHBIX TeUeHMI{ PaclUIABOB NOJIHMEPOB Uepe3 LeNy U IHIIHH-
IPHYECKHE KAMIUISIPbE. DTH YPABHEHHST He TOJLKO Gonee ofiM no CBOEH NPHUPOIE HO M BLITEKAIOIHE
M3 HUX 33aBHCHMOCTH MOIYT.JIErKO MOIM(DILMPOBATECS OINSI Cryyast ,,9(heKTHBHOro CKONbYKeHus'’
BJIOJIb CTEHOK. {711 MILNIIOCTPALIAH, [10JTY YeHULIEe IIyTeM TEOPETHIECKUX PACCYIKACHHIl TIPOMUIIH, CDAaBHH-
BAIOTCSl € SKCIEPHMEHTAMM JAPYIrHX ABTOPOB IPOBEAEHHBLIMH IUIsT TeueHus CKBo3b wenu (cp. [12, 20]).

Summary

ON VELOCITY PROFILES IN LAMINAR FLOWS OF POLYMERS

A knowledge of possibly exact velocity profiles for polymer solutions and melts in pipe and channel
flows is of great importance for technological processes as well as for more advanced analysis of flows
(anomalous effects, instability etc.). There exist numerous methods of experimental determination of flow
curves, on the basis of which analytical velocity profiles are obtained for various constitutive equations.
One of the most widely used models is that of so-called power law fluid against which, however, many
objections can.be formulated (cf. [1]). More recently, attempts have been made to determine velocity
profiles by means of direct measurements (cf. [9, 11, 12]).

In the present paper the constitutive equations of a visco-elastic fluid of third grade are proposed for
description of slow laminar flows of molten polymers in slits and cylindrical capilaries. These equations
are not only of more general nature (an approximation for simple fluids) but also the resultant relations
can be easily modified for the case of effective slip at the walls. For further illustration, the velocity pro-
files resulting from our theoretical considerations have been compared with the slit flow experiments of
other authors (cf. [12, 20]).

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 16 marca 1970 r.
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KOMUNIKAT

OBEJMUJACY SPRAWOZDANIE Z DZIALALNOSCI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHA-
NIKX TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ ZA T KWARTAL 1970 ROKU

1. ROZWIJANIE DZIALALNOSCI W DZIEDZINIE MECHANIKI TEORETYCZNEJ
I STOSOWANEJ

1. Organizowanie regularnych zebran naukowych w Oddziatach ilustruje ponizej zamiesz-
« Czona tabela:

Liczba
L.p Oddziat -
. zebrai referatow uczestnikéw dyskutantow
1  Bydgoszcz 1 1 20 6
2 Czestochowa 3 3 45 10
3  Gdansk — —_ — —
4  Gliwice — —_ — —
5  Krakow — — — —
6 Lodz 1 1 9 4
7 Poznan 2 2 20 5
8  Szczecin 2 2 51 12
9  Warszawa 1 1 40 4
10 Wroclaw 2 2 23 11
Razem 12 12 208 52
Tematyka referatéw wyglaszanych na zebraniach naukowych byla nastepujaca:
Liczba
L.p. Data Prelegent . Temat uczest-  dysku-

nikdéw tantow

. Oddzial w Bydgoszczy
1 12.01.70 E. KARASKIE- Drgania wlasne pewnego ukladu wibrouderze-
WICZ piowego o dwoch stopniach swobody 20 6
Oddzial w Czestochowie
2 29.01.70 J. StosaNowskl Podstawy reologii fenomenologicznej 22 4

3 250270 T. Kruexowsk: Nieliniowe wiasnosci cieczy dipolowych 13 3
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Liczba
L.p. Data Prelegent Temat uczest-  dysku-
nikoéw tantéw
4 25.03.70 R. PARKITNY O naprezeniach wlasnych cial stygnacych 10 3
Oddzial w Y.odzi
5 19.03.70 'W. BARANSKI Oddzialywanie wewnetrzne w oérodku ciaglym 9 4
Oddzial w Poznaniu
6 29.01,70 S. PRzYGO- Zastosowanie techniki wibracyjnej na stanowis-
RZEWSKI kach do przyspieszonych badan maszyn 12 2
7 200270 A. SLiwINSKI Badania struktury cial stalych za pomoca ultra-
dzwiekOw o wysokiej czestodci 8 3
Qddzial w Szczecinie
8 21.01.70 J. Doros- Stateczno$¢ miejscowa kratowych masztéw i wiez 17 5
CZYNSKI
9 04.03.70 K. Grubzisky Wytrzymalo$¢ walcowych klejonych polaczef me-
iJ. Lorkiewicz tali 34 7
Oddzial w Warszawie
10 06.04.70 M. ALExsaNDER Plastyczne odksztalcenia metali przy wysokich
(Londyn) ci$nieniach ' 38 4
(organizowane
wspblnie z IPPT)
Qddzial we Wroclawiu
11 02.02.70 E. Gawrycr- Automatyzacja obliczen ukladéw pretowych przy
ZUKOWSKI vzyciu elektronicznych maszyn cyfrowych 11 5
12 02.03.70 XK. RYKALUK Stan naprezen w diwigarze powierzchniowym
szczegblnego rodzaju e 12 6
Razem 206 52

2. Organizowanie sympozjéw i konferencji naukowych dotyczacych wybranych dzialéw

specjalnych

1) Oddzial w Gliwicach zorganizowat w dniach 17—23 lutego 1970 r. Sympozjon na temat «Metody
statystyczne w mechanice», po$wigcony aktualnym problemom zastosowania réznych metod statystycz-
nych w mechanice. Sympozjon zgromadzil 79 uczestnikbéw, przedstawicieli uczelni i instytutéw krajowych
zainteresowanych tematyka, Na sympozjon zgitoszono 33 referaty, ktérych obszerne streszczenia wydano
drukiem, Tytuly referatéw byly nastepujace: '

1 K. BIERNATOWSKI

2 WL Bogusz
3 WL BoGusz

4 St.
M.
X.

5 E.
T.

6 T.
E.

TT.

8 w.

BRAMSK]
CZERKAS

WIKLIK

CzZOGALA
CHMIELNIAK
CHMIELNIAK
CZOGALA
CHMIELEWSKI

CHMIELEWSKI
E. KamiNskx

Rachunek prawdopodobieistwa w mechanice gruntdw

Stateczno$¢ techniczna ukladéw stochastycznych
Zwiazek migdzy funkcja Lapunowa a gestoscia prawdopodobienistwa
Badania wplywu przypadkowych podmuchéw wiatru na ruch $miglowca z auto-
stabilizatorem

Whplyw skoniczonej predkosci rozchodzenia sie ciepla na losowe charakterystyki

rozkladu temperatur przy stochastycznych zrédtach ciepta
Rozklad temperatury w precie przy przypadkowychTpolozeniach Zrédet ciepla

dynamicznego

Wielokanatowe analizatory cyfrowe do badan statystycznych

Eksperymentalne badania drgan stochastycznego odpowiednika wspdlczynnika



9 J. CZUBASZEK

10 M. DIETRICH
T. Koryr
Wt OZIMOWSKI

11 J.  JAZwWINSKI
H. TOMASZEK

12 St. KawuLok

13 Z. KOLENDA

14 J. KuBik
15 T. LAMBER

J. WOINAROWSKI
16 L. MULLER

17 J.  MURZEWSKI
A. WINIARZ

18 T. OproLsKI
S. LEWANDOWSKI
M. GOLEBIOWSKA

19 Zb. OsiNSKI

20 P. RUSEK

21 B. SKALMIERSKI

22 B. SKALMIERSKI
E. CzogarAa

23 A. STRUPCZEWSKI
W. ZYSZKOWSKI

24 B. SZARANJEC

25 J.  SzARGUT
26 A. TYLIKOWSKI
T. CHMIELNIAK
27 A. TYLIKOWSKI
28 A. TYLIKOWSKI

29 J.  WICHER

30 J.  WICHER

31 M. ZaBawa

32 J.  ZORTOWSKI
S. ZiEMBA

33 R. POMIERSKI
W. Kasprzak
B. Lysik
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Zdarzenia losowe w pomiarach warto$ci wytrzymaloéci doraznej oraz granicznego
odksztalcenia §cinanych o$rodkéw sypkich
O statystycznym ujeciu obciazenia dynamicznego zeboéw két zebatych

O pewnej metodzie przyblizonej oceny niezawodnosci elementéw mechaniczaych

Zastosowanie metody korelacyinej do analizy wynikéw badati obcigzenia zbrojenia
szybowego

Uzgadnianie bilanséw energii w procesach wymiany ciepta

Problem ekstremalnych obcigzeri losowych

Wplyw metod pomiaru na przedzial ufnosci naprezed wiasnych w drutach sta-
lowych

Zastosowanie przyrzadéw do przetwarzania danych pomiarowych

Komulacja losowych itmpulséw obciazenia konstrukeji

Statystyczna weryfikacja rozkladéw wielkosci ziarnstali

Problemy stochastyczne w drganiach nieliniowych

Zastosowanie funkcji korelacyinych do oceny jakosci §widréw gryzowych
Niektére metody statystyczne w dynamice uktadéw mechanicznych

O pewnym problemie ugieé powloki cylindrycznej pod wplywem obciazen sto-
chastycznych

Zastosowanie metody statystycznej do wyznaczania wspOlczynnikéw goracego
miejsca w wysokostrumieniowym reaktorze badawczym ’
Metoda numeryczna rozwiazania ukladu réwnan rézniczkowych z funkcjami
losowymi

Zastosowanie rachunku wyréwnawczego w technice cieplnej

Przypadkowy rozkiad temperatury w plycie o niejednakowych stalych materia~
towych

Geometrycznie hieliniowe drgania przypadkowe plyty prostokatuej
Niestacjonarne drgania przypadkowe wywolane rozruchem pewnych ukladéw
transportowych

Identyfikacja nieliniowego ukladu mechanicznego o wielu stopniach swobody
znajdujacego si¢ pod dzialaniem wymuszefi przypadkowych

O wspblezynnikach linearyzacii statystycznej w metodzie E. D. Zajdenberga
Pewna probabilistyczna metoda doboru parametréw ukladéw mechanicznych
Studia nad specyfikacja niezawodno$ci automatyczaych linii obrabiarkowych

Szacowanie bledu wielkoéci wyznaczonych z badan do$wiadczalnych przy pomia-
rach poérednich

Zreferowano 26 prac, 7 za$, z przyczyn obiektywnych, nie moglo by¢ wygltoszonych.

2) Oddzial w Krakowie. W dniach 6 i 7 marca 1970 r.. odbylo sig II Sympozjum na temat «Techniki
Wibracyjoej», ktérego wspblorganizatorami byli Akademia Gérniczo-Hutnicza, Zaklad Dynamiki i Auto-
matycznej Regulacji IPBM, Zaklad Mechaniki Technicznej IPBM oraz Zaklad Ukladéw Mechanicznych
IPPT PAN w Warszawie. Wygloszono 22 referaty oraz 5 komunikatéw. W Sympozjum uczestniczylo
106 0s6b, a w dyskusji wzielo udzial 41 os6b. :

Tematyka referatéw byla nastepujaca:

1 St. ZEMBA
Zb. ENGEL

Technika wibracyjna w Polsce



456

2 Wi
3B

4 E.
5 Cz.
6 Zb.
St.
7L

St.
8 X.
917

10 M.
11 A,
12 T.

13 1.
14 1.
A.
15 Z.
16 T.
J.
W,
17 M.
18 A.
19 St.
20 J.
21 7.
.St
22 7.

Bogusz
KossowsKl

KARASKIEWICZ
CEMPEL
ENGEL
KASPRZYK
ADAMCZYK

. BEREN

K ASPRZYK
Piszczex
RANISZEWSKI

ZABAWA
L.OPATA
PiEcH

GIERGIEL
Bazan
PASIERB
DRZYMALA
BANASZEWSKI
BLASHKE
CIeSLIK

Horp
CzUBAK
BEDNARZ
WAPIENNIK
ADAMKIEWICZ
CZARENSKI
Niziotr
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Optymalizacja urzadzen wibracyjnych

Wibracyjne maszyny budowlane PRL —stan obecny, specjalizacja w ramach
RWPG i prespektywy ich rozwoju

Drgania uderzeniowe wymuszone pewnego ukltadu dwumasowego

Drgania uderzeniowe pretow

Analiza pewnego ukladu mechanicznego o dwéch stopniach swobody z wymu-
szeniem impulsowym

Whplyw sit udarowych na drgania pewnego ukladu mechanicznego

Wplyw drgan mechanicznych na organizm ludzki w ujgcin probabilistycznym
Analiza teoretyczna i doswiadczalna ruchu wibromiota o dwéch stopniach swo-
body

O pewnej metodzie syntezy ukladéw drgajacych zapewniajacej dostatecznie duza
amplitude drgan w przypadku obciazen losowych

Wplyw parametrow geometrycznych wibratora bezwladnodciowego na zmiang
predkosci katowej

Wibrometr do pomiaru parametréw drgan o niskich i bardzo niskich czgstotli-
wosciach

Tarcie konstrukcyjne w dyskretnych i cjaglych ukladach mechanicznych

Wplyw wibracji na parametry sitowe w procesie ciggnienia

Niektére aspekty wibracyjnego brykietowania widéréw metalowych
Badanie trajektorii rzeszot przesiewaczy wibracyjnych typu WK-2

Wibracyjne oczyszczanie stozkowych sit szczelinowych OSO

Niektére aspekty ruchu warstwy mosiwa na rynnie przeno$nika wibracyjnego
Analiza czynnikéw wplywajacych na wartoécei drgan normalnych

Dynamiczne tfumienie drgan plyty o dwdch stopniach swobody

Analiza pewnego urzadzenia wibracyjnego do zagegszczania gruntu

Wplyw przypadkowej predkosci katowej obiektu na drgania giroskopu wibracyj-
nego

3) Oddzial w Warszawie. W dniach 5 i 6 lutego 1970 r. odbyto si¢ TV Sympozjum z zakresu «Doswiad-
czalnych badan w mechanice ciala stalego».
Obrady toczyly si¢ podczas dwéch Sesji Plenarnych — na poczatku pierwszego dnia i na koncu dru-
giego oraz w 5 sekcjach stanowiacych pewne grupy tematyczne.

Pierwsza Sesja Plenarna.

Przewodniczyt prof. dr Z. BRzoska, sekretarzem byl dr Z. TERESZKOWSKI.
1 Z. BrRZOSKA
S. LUKASIEWICZ
2 S. Kocatipa
3 Z. PAWLOWSKI
T. SOBIEPANEK
4 M. HeBpA

5 Z. DyLAG
Z. Orro$

Projektowanie powlok o rownomiernej wytrzymatosci metods analogii blonowej
(wygtosit S. Lukasiewicz)

O zmeczeniowym pgkaniu elementdw ze stopow PA-6

Badania nad anizotropia mechaniczna i akustyczng miekkiej stali poddanej duzym
odksztatceniom plastycznym (wyglosit T. Sobiepanek)

Badania naprezen wlasnych II rodzaju i substruktura w warstwie wierzchniej ele-
mentéw maszyn

Badanie naciskéw pierécieni tlokowych o duzych érednicach (wyglosit Z. Orlo$)



6 J. ZAWADZKI
J. KALwAX
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Whplyw charakterystyki cyklu ma reoefekty znuzenia polimerdw przy okresowo
zmiennych wymuszeniach kinematycznych (wygtosit J. Kalwak)

W dyskusji nad referatami bylo 20 wypowiedzi,

SekcjaI——Ba_danie Konstrukcji

Przewodniczyt doc. dr P. JASTRZEBSKI, protokétowal mgr inz, J. ZwoLINSKI,
7 M. Buax-Zocuowskr Nadwyzki dynamiczne obciazen na zgbach kot zebatych prostych

8 L. DIETRYCH

9 H. FRACKIEWICZ
i zespol
10 S. OWCZAREK

11 J. STUPNICKI
12 R. WOINAR

13 J. STUPNICKI
S. LUKASIEWICZ

Weryfikacja rozwiazan teorii plastyczno$ci dla osiowo symetrycznych elementow
z karbem

Nosno§¢ zbiornikéw cylindrycznych $ciskanych nieosiowo symetrycznie

Dwie metody wyznaczania optymalnej linii ksztaltu przejécia od belki do stupa
na podstawie elastooplastycznych badan modelowych

Wplyw predkosci toczenia i poslizgu na naprezenia kontaktowe walcdw wspot-
pracujacych w oleju

Pewne zagadnienia rozkladu naprezen w modelu zapory grawitacyjnej

Efekt sit poprzecznych w powlokach slabo wypuklych w okolicy dziatania
obciazenia skupionego

W dyskusji wzielo udziat 18 os6b. -

Sekcjall — Wlasnosdci Mechaniczne Materiatéw

Przewodniczyt doc, dr M. HEBDA, protokétowat inz, L. ApAaMIEC.

14 A. DRESCHER
B. MICHALSKI

15 L. BRUNARSKI
M. KOSIOREK

16 L. BRUNARSKI
M. KOSIOREK

17 S. GALCZYNSKI

18 R. MORACZEWSKI

19 Z, Oreo$
K. SZULBORSKI
20 K. Turskr

Dyskutantéw byto 18.

Badania whasnodci reologicznych metakrylanu metylu (wyglosit B. Mlchalskl)

Badania dynamicznych charakterystyk materialéw w belkach wielowarstwo-

. wych (wygtlosit M. Kosiorek)

Pelzanie stali St37 S w zaleznoéci od temperatury (wygtosit L. Brunarski)

Badania modelowe jako zalozenia przy okreSlaniu ciénienia gérotworu
Wplyw napelniaczy pa niektore wlasnoéci stabilnosci wymiaréw lozysk wyko-
nanych z poliamidu T-27

Wilasnoéci reologiczne pewnej zywicy epoksydowej (wyglosit K. Szulborski)

Badania wplywu odksztalced plastycznych na zachowanie si¢ matali przy
réznych drogach wtérnego obcigzenia

Sekcjalll — Zagadnienia Statecznoéci

Przewodniczyt prof. dr St. KoCANDA, protokdtowal mgr inZ. L. ADAMIEC.

21 Z. TERESZKOWSKI
22 M. KMIECIK

23 Z. TERESZKOWSKI
A. SKAEA

Do$wiadczalna metoda wyznaczania naprezen krytycznych w plytach

Wplyw odksztalcern wstgpnych na no$no§¢ graniczna osiowo $ciskanych plyt
prostokatnych '

Naprezenia krytyczne w plytach z otworami kolowymi (wyglosit A. Skala)

W dyskusji zabrato glos 7 0séb.

SekcjalV— Metody Badan

Przewodniczyl doc. dr Z. Orr0§, protokélowat mgr inz. J. ZwoOLINSKI.

24 A. Borcz
S. KOBIELAK
Z. MARCINKOWSKI

Czujniki do pomiaru naprezen
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25 M. Brzoza Interferencja rastrow w zastosowaniu do pomiaréw odksztalced modeli

26 A. DRESCHER Zastosowanie elastooptyki do pomiaréw naprezen w osrodkach sypkich
@G. de JosseLING de JoNG

27 A. JAWORSKI Formowanie modeli powiok metoda galwanotechniczna

28 J. KAPKOWSKI Badanie sprezysto-plastycznych plaskich standw naprezZenia metoda pokryé
J. StueNICKI optycznie czynnych

29 ). Lkrz Elastooptyczna metoda badania fal naprezen

30 F. RupoL Okreslenie niektérych wiasciwoéci mechanicznych heterogenicznych stopéw

" zelaza z pomiaréw twardosci
31 M. WoLnA Epoksydowe materialy elastooptyczne o niskim module Younga

W dyskusji zabralo gtos 20 osbb.

SekcjaV— Zagadnienia Zmeczenia

Przewodniczyt prof. dr St. Kocafna, protokélowat mgr inz. L. Apamicc.

32 B. JANCELEWICZ Badania zuzycia zmeczeniowego cienko$ciennych konstrukcji duralowych
w obszarach przylegajacych do pegknigcia zmeczeniowego

33 A. Lesz Granica pelzania stali 15 H 11 MF przy cyklicznym pelzaniu (wyglosit A. Lesz)
J. PRUSIECKI

34 S. OzmEMsKI Eksperymentalna ocena trwaloSci zmegczeniowej konstrukcji noénej wysiegnika
M. SoBczykiEwicz — dzwigowego (wyglosit W. Sobczykiewicz)

35 M. Nowaxk Wplyw czasu obciaZenia i temperatury na modut Younga poliamidu (wyglosit
J. ZAwADZKI M. Nowak)

W dyskusji nad referatami zabralo glos 16 os6b.

Druga (koficowa) Sesja.Pleparna

Przewodniczyt prof. dr J. SZMELTER, protokdlowal dr Z. TERESZKOWSKI.

36 J. KLEPACZKO Metody doswiadczalne w badaniach metali przy duzych prcdkoéciaéh defor-
macji
37 P. JASTRZEBSKI Wplyw mimo$rodowosci ostabienia na wytrzymato$é pasm ze stopow aluminio-

wych (wygtlosit S. Wichniewicz)
38 R. Doroszkiewicz  Przeglad badan elastooptycznych pracowni analizy do$wiadczalnej naprezen

39 A. KARAMARA Przykitad pomiarébw odksztalceri dynamicznych ramy kompresora gazowego
w warunkach ruchomych

40 J. CzuBAszek Wytrzymato$§é dlugotrwala o§rodka sypkiego na §cinanie w przypadku znacznych
naprezen

W dyskusji zabralo glos 20 oséb.
Ogélem liczba gloséw w dyskusji przekroczyla 100 wypowiedzi.

Referat podsumowujacy wyglosit prof. dr Z. BrzoskA — Przewodniczacy Komitetu Organizacyjnego
Sympozjum. Stwierdzit on, Ze w stosunku do poprzednich sympozjéw na ten temat zwigkszyla sic wydatnie
liczba referatéw, a takze ich tre$é byla na wiele wyiszym poziomie.

3. Organizowanie sesji problemowych

Nowa forme dzialalno$ci podjgt Oddziat Warszawski PTMTS organizujac, zamiast zebran naukowych
z jednym referatem, sesje problemowe, podczas ktérych przedstawiono kilka prac w pewien spos6b ze
sobg powigzanych. -
W ramach zapoczatkowanej jeszcze w ub. roku akcji, w I kwartale 1970 r. zorganizowano (w dniu
6 kwietnia) Sesj¢ z udziatem 21 o0séb, podczas ktérej wygloszono nastepujace referaty: J. ODERFELD —
Optymalizacja konstrukcji, A. MoRECKI— Mechanika manipulatoréw, M. DIETRYCH — Miernictwo
" dynamiczne kot zebatych. W dyskusji nad referatami zabrato glos 11 0s6b.
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4. Xonkursy naukowe

1) Oddzial w Czestochowie oglosit w I kwartale b.r. konkurs na rok 1970, na temat «Mechanika ciala
sztywnego». Nalezy podkresli¢ fakt, Ze nie jest to konkurs finansowany przez Zarzad Gtéwny, gdyz Oddziat
w Czestochowie postaral sig, aby nagrody konkursowe ufundowane zostaly przez inna instytucje.

2) Oddziat w Gliwicach oglosit w I kwartale b. r. ogdlnokrajowy konkurs na rok 1970 na prace'z za-
kresu badan doswiadczalnych w mechanice.

3) Oddzial w Warszawie oglosit w I kwartale ogblnokrajowy konkurs na rok 1970, na najlepsza prace
teoretyczng z mechaniki, w zakresie zastosowan inzynierskich.

II. ROZPOWSZECHNIANIE MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANE]

-1. Kontynuowanie i rozwijanie akcji wydawniczej

1) Organ wydawniczy PTMTS MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA ukazuje si¢ nadal
jako kwartalnik. W T kwartale 1970 r. ukazal si¢ tom 8, zeszyt 1, o objetosci 7,75 arkusza wydawniczego.
Tom 8, zeszyt 2 zostal juz ztozony do druku, a zeszyt 3 znajduje si¢ w opracowaniu technicznym.

2) Oddzial w Gliwicach. W zwiazku z przeprowadzonym Sympozjum na temat «Metody statystyczne
w mechanice», Oddziat wydat obszernc streszczenia zgtoszonych na impreze 33 referatow.

3) Oddzial w Krakowie wydal materialy zawierajace streszczenia referatow zgtoszonych na Il Sympozjum
na temat «Techniki wibracyjnej»

4) Oddzial w Warszawie wydal streszczenia referatéw zgtoszonych na IV Sympozjum z zakresu do§wiad-
czalnych badan w mechanice ciala stalego.

2. Popularyzacja wiedzy w postaci organizowania kursokonferencii, kurséw, wykladéw
popularyzujacych oraz seminariéw:

a) Kursy. Oddzial w Gliwicach prowadzi, zakrojony na okres dwoch lat, kurs pa temat
«Podstawy mechaniki o§rodkéw odksztalcalnychy. Liczba stuchaczy wynosi 30 oséb. Dwugodzinne wy-
klady odbywaja sie raz w tygodniu. Zakonczona juz zostala pierwsza cze$é¢ kursu.

b) Seminaria. Oddzial w Gdansku. Seminarium na temat «Ogoélna mechanika o§rodka ciaglego».
Dwugodzinne wykiady prowadzono raz na 2 tygodnie. Seminarium na temat «Metody statystyczne w me-
chanice». Dwugodzinne wyklady prowadzono raz w tygodniu.

3. Dazenie do zwigkszenia liczby cztonkéw PTMTS ilustruje poniZej zamieszczona tabela:

Przybylo lub ubylo

L. p. Oddziat Stan na koniec lStan na koniec w okresie sprawoz-
IV kwart. 1969 r. I kwart. 1970 r. dawczym
1 Bydgoszcz — 14 +14
2  Czestochowa 17 22 + 5
3 Gdansk 38 37 —1
4 Gliwice 54 56 + 2
5 Krakoéw 81 80 — 1
6 Lodz 35 37 4+ 2
7  Poznan 50 62 +12
8  Szczecin 29 : 28 -1
9 ‘Warszawa 156 157 +1
10 Wroclaw 59 61 + 2

Razem 519 554 +35
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II. ROZNE

1. Powstanie Oddzialu PTMTS w Bydgoszczy

Opierajac si¢ na upowaznieniu XI Zjazdu Delegatéw, Prézydium Zarzadu Gléwnego na zebraniu
w dniu 8 stycznia 1970 r. podjeto uchawlg o celowoéci powotania Oddziatu PTMTS w Bydgoszczy. Na tej
podstawie, w dniu 12 lutego 1970 r. odbylo si¢ zebranie Czlonkbéw Zalozycieli Oddzialu w Bydgoszczy.
Przewodniczacym Oddziatu wybrany zostat dr Krzysztof Wernerowskl. Nowo wybrany Zarzad ukonsty-
tuowat si¢ jak nastepuje: Z-ca przewodniczacego — dr T. KABAT, sekretarz — mgr inz. B. Siorxowski
skarbnik — mgr inz. J. CABANSKI.

2. Zebrania organizacyjne

W pierwszym kwartale 1970 r. odbyly si¢ nast¢pujace zebrania organizacyjne:
Prezydium Zarzadu Gléwnego 1

Zarzad Oddzialow:
Bydgoszcz
Czestochowa
Gdansk
Gliwice
Krakéw
L.6d%
Poznan
Szczecin
Warszawa
‘Wroctaw

w»—-my—ml =N W

17
(Nie podano Walnych Zgromadzen, ktére w I kwartale dopiero zaczety si¢ odbywad).

Inne zebrania organizacyjne w Oddziatach:
Bydgoszcz  (Cztonkéw Zalozycieli) 1
Warszawa  (Komitetu Organizacyj- 2 3
nego Sympozjim)

Razem zebraf organizacyjnych 21

(Plenarne zebranie Zarzadu Giéwnego oraz jedno zebranie Prezydium Z. Gt odbyly sie juz w II kwar-
tale 1970 r.)



SPIS TRESCI TOMU VIII — 1970

Zeszyt 1

G. N. SawiIN, A. N. Guz, A. S. KosMODAMIANSKY, Zagadnienia mechaniki o§rodkéw ciaglych dla
obszaréw niekanonicznych (Przeglad prac radzieckich)
3anaun MEXAHHKHM CIUIOMIHBIX CPEeJ JUIsT HeKaHOHHYeckux obnacreii (O630p COBETCKUX cTa-
Tel)
Problems of mechdnics of continuous media for non-canonical regions (Survey of Soviet
papers)

A. LitewkA, Modelowanie ptaskich sprezystoplastycznych zagadnien metoda fotoplastycznosci
MopenvupoBanie INOCKHX YNPYTO-IMNACTHUECKUX 3a/au METOMOM (DOTOMIACTHYHOCTH
The modecling of the plane elasto-plastic problems by means of the photoplastic method

W. TomczAx, L. BuLzAK-MROZOWSKA, Wyznaczenie pola temperatury i pola strumienia cieplnego
w przegrodzie wielowarstwowej przy harmonicznie zmiennym przeplywie ciepla
Onpefenenne TEMITEPaTyPHOTO MOJIS M OISt TENNOBOIO MOTOKA B MHOTOCTIONHOM CTene NpH
H3MEHSIOIIUMCS YO TAPMOHMUECKOMY 3aKOHY TCIJIOBOM IIOTOKE
Determination of the temperature and heat flux field in a multi-layer diaphragm at harmonic
heat flow '

S. KawLskr, O przyblizonym integralnym oszacowaniu kumulacji plazmy poddanej dzialaniu kon-
centrycznego impulsu ci$nienia .
O npubIFUKEHHOH HMHTErpambHOR OUEHKE KyMYJISIUMH NUJIA3Mbl IIOJIBEPTHYTON AEHCTBUIO
KOHIEHTPHUCCKOTO HMIIYJIBCA JABJIEHHS
On an approximate, integral determination of cumulation of the plasma under the action
of the concentric pressure impulse

W. GAwWRONsKI, Analiza pewnego ukiadu nieliniowego przy wymuszeniu stochastycznym
AHanH3 OJHOTO KJIACCA HENMHEHHOM CHCreMbl CO CAYUaHHDLIM BO3MYLUECHHEM
Analysis of one class nonlinear system to stochastic excitation

S. Borkowskl, Napre¢zenia kontaktowe w pOlplaszczyznie sprezystej o wzmocnionym brzegu
KoHTaKTHBIE HANPMKEHMSI B YIOPYTOH MONYILUIOCKOCTH C MOJKPENICHHBIM Kpaem
Contact stresses in elastic half-plane with stiffened boundary

Z.J. PrexaRrskI, G. Szerer, O pewnym przypadku pelzania poiplaszezyzny z niecigglymi warunka-
mi brzegowymi
O6 omHOM Cllyyae ITOJI3YHECTH IOJYIIOCKOCTH € PaspbiBHbIMHM KPAEBLIMH YCIOBUSIMH
On a certain case of creep of a half-plane with discontinuous boundary conditions

J. Kreraczko, Uogblnione warunki statecznofci w probie rozciagania
OBobenne YCIOBHUA YCTONUMBOCTH TIPH MCHLITAHMAX HA PACTSDKEHHE
Discussion of the generalized conditions for stability in the tension test
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Zeszyt 2

J. SkrzYPEK, M. ZYCcZKOWSKI, Aproksymacja powierzchni no§nosci granicznej przekroju rurociagu
ANNPOKCHMAIMA NPEAENBHONR NOBEPXHOCTH AJIA IIONEDEUHOrO CEYEHHA TOJICTOCTEHHOrO
TPYGOPOBOAA TPH CIIOMKHBIX HATPY3KAX
On approximation of the yield surface of a thick-walled pipe-line under complex loads

A, Mrotxowski, Przyblizone obliczanie plyty kolowej, uzebrowanej jednostronnie obciazonej
antysymetrycznie

19

27

37

45

55

63

75

93

107

127
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TIpuGimKeHHOE pelreHHe JIOABEPTHYTOM aHTHCHMMETPHUHOMY H3rH0y KPYroBOI IIacTHH-
Kt DOAKPEnJIeHHOH OJHOCTPOHHMMH PaHANLHLIMH peGpamu
Approximate solution of a circular plate with one-sided ribs subjected to antisymmetric ben-
ding :
J. MaryNiak, M. Lostan, Stateczno§¢ podluina szybowca z uwzglednieniem odksztalcalnosci
gigtnej skrzydet
Brnusiune usrubHoit nedopMHPYEMOCTH KPBLIbeB HAa IPOJONBHYIO YCTOHUHBOCTL ITJIANEpa
Effect of fluxural deformability of wings on the longitudinal stability of a glider
J. KoNiG, Podstawowe twierdzenia z zakresu teorii dostosowywania si¢ konstrukeji sprgzysto-plas-
tycznych do obciazen zmiennych w czasie
OCHOBHBIE TEOPEMBI TEOPUH TPHCIOCOBIHBAEMOCTH YIIPYrO-IINACTHUECKHX KOHCTPYKLHMH
K H3MEHSIOIMMCST BO BPEMEHH HarpysKu
Basic theorems on shakedown of elastic-plastic structures under time-dependent loadings
A. GAJIEWSKI, Pewne problemy optymalnego ksztaltowania preta $ciskanego sila skierowana do
bieguna ,
HexoTopiie Borpock! BLIGOPa OITHMaNBHOMH (HOPMLI CTEPIKHS CHHMACMOTO TIOJISIPHO Hanpa~
BJIEHHOH CHJIOH
Certain problems of optimum design of a rod compressed by a polar force
R. Krzywitc, Analogia mechaniczno-stereomechaniczna w klasie dwuwskaznikowych réwnan
Lagrange’a drugiego rodzaju
Mexanuro-crepeomexannyecKas aHANOTHS U1 KNacca ypaBHeHuit Jlarpanyka BTOporo mo-
pPAAKA ¢ ABYMSI MHIEKCAMH
Mechanical-elastic analogy in the class of two-index Lagrange equations of second kind
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Zeszyt 3

Stanistaw OCHEDUSZKO — Wspomnienie po$miertne

M. JaNas, A. Sawczuk, Zagadnienia plastycznej analizy powtok (kierunki badan w Polsce w dzie-
sigcioleciu 1960-1969)
Bonpoce! ananusa nuacTuueckux 06osiouer (HapaBieHIsT NONbLCKHX Hechenosanun 1960-
1969)
Problems in plastic analysis of shells (research trends in Poland for the decade 1960-1969)

B. Duszczyk, Ograniczenia na funkcje energii sprezystej wynikajace z warunku silnej eliptycznosci
OrpaHH4eHHsT HAKJIAABLIBACMBIE YCTIOBHEM CUNLHOM JJIIMITHYHOCTH HAa (YHKUMIO YIPYTOM
9HCPIHH
Limitations implied on the elastic energy function by the strongellipticity condition

W. Womvo, Uwagi o infinitezymalnej teorii materialéw sprezysto—lepkoplastycznych
3amevuanusa K HHGbHHUTE3UMANBHOR TEOPHMH YIPYro-BASKOIIACTHUECKHX MATEPHANIOB
Notes on the infinitesimal theory of elastic —viscoplastic materials

L. Konieczny, Teoria przystosowywania si¢ belek
Teopust NpUCHOCOBIAEMOCTH
Shake-down theory of beams

P. KiLemM, Cz. WozZnNiaK, Geste heksagonalne siatki sprezyste
TInoTHbie TexcaroHasbHBIE YNPYTHE DEIIETKH
Dense elastic lattices of hexagonal type

T. BepNARSKL, Pomiar odksztalced plastycznych membrany kolowej obciaZonej impulsem ci§nienia
Hlamepenmst mnactiueckoit nedopmMauiu Kpyrosoil MeMOpP4HEI DM MMITYJIbCHOM HArpyske
The measurement of the dynamic plastic deformation of a circular membrane
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J. KArkowskl, Granice obszardw plastycznych w rozciaganych elementach z karbem lub otworem
TpaHHIB] IIACTHYECKHX 06JacTell B PAaCTATMBAEMBIX 3JIEMEHTAX C HAJAPE30M MM OTBEp-
cTYEM
Elastic-plastic boundaries in notched specimens under tension

Zeszyt 4

K. SoBczyK, Stochastyczna stabilno$é ruchu
CTOXaCTHYECKAsT YCTOIYHBOCTE ABUIKCHUS
Stochastic stability of motion
R. STANISZEWSKI, Problemy optymizacyjne w syntezie uktadéw mechanicznych
Bornpockl ONTUMHSANMH NIPH CHHTE3€ MEXAHMUECKHX CHCTEM
Optimization problems in synthesis of mechanical systems
R. Iznicki, O statecznoéci nasypbw i skarp w stanie rbwnowagi granicznej
06 yCTOHUHBOCTH HAchUIeil U OTKOCOB B COCTOSIHMH IIPENENIbHOTO PAaBHOBECHS
On the stability of the embankments and slopes in the state of limjt equilibrium
W. GAwWRONsKI, O pewnej mozliwoéci dowodu twierdzen o stabilnoei i niestabilno$ci ruchu okre-
SOwWego
06 0[1HO#1 BO3MOIKHOCTH OKA3aTENILCTBA TeopeM 00 YCTONUHMBOCTH H HEYCTOHUHBOCTH 1€~
PHMOJAMUYECKUX ABHMKCHUN :
On a certain posgibility of proving the periodic motion stability and instability theorems
L. KaLmnowski, J. Linkowskl, Wyrazna granica plastyczno$ci metali w ujeciu teorii atmosfer Cott-
refla
IIpenen TekyuecTd mMeTannoB B Teopuu armocthep Korrpenna
Yield point phenomenon in the light of Cottrell atmospheres theory
A. DRrESCHER, Zastosowanie modelowych materialéw czulych optycznie do analizy stanu naprezenia
w ofrodkach sypkich
IIpumeneHne MOAENBHLIX ONTHYECKH UYBCTBUTEJIBHBIX MATEPHAJIOB JUIsS HCCHE0Bal A Ha-
NPAIKEHHOTO COCTOAHMA CHIMYUHX Cpel ’
Application of optically sensible modcl materials in stress analysis of granular media
S. Zanorski, O profilach predkogci przy laminarnych przeplywach polimeréw
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On velocity profiles in laminar flows of polymers

BIULETYN INFORMACYINY

503

319

375

407

427

441

449

461

479

493



INFORMACJE DLA AUTOROW

Komitet Redakcyjny prosi Autordw o utatwienie prac redakcyjnych zwiazanych z przygotowaniem do

druku nadestanych artykuléw przez przestrzeganie podanych wytycznych przy przygotowywaniu maszyno-
su:

b u1. Prace powinny byé napisane pismem maszynowym w dwoéch egzemplarzach, na zwyktym papierze,

na pojedynczych arkuszach formatu A4, jednostronnie, z podwdjna interlinia, Z marginesem 4 cm z lewe)

strony; stronice z kolejna numeracja.

2. Prace powinny by¢ pisane zwigzle i zawieraé najistotniejsza tre§¢ tak, by objetos¢ artykulu byla
skondensowana.

3. Wzory i oznaczenia nalezy wpisywaé recznie, bardzo czytelnie uzywajac jedynie liter lacinskich
i greckich.WskazZniki ponizej liter i wykladniki poteg nalezy pisa¢ szczeg6lnie dokladnie.

4. Praca powinna by¢ zaopatrzona w krétkie streszczenie (do 20 wierszy maszynopisu) w j. rosyjskim
iwj. angielskim. W razie niemoznoéci nadeslania streszczen w jgzykach obcych, Autor dostarcza streszczenie
w j. polskim z podaniem terminologii w j. rosyjskim i w j. angielskim.

5. Numeracja wzordéw powinna si¢ wiaza¢ z poszczegblnymi rozdzialami pracy (np. [.I, 1.2, 1.3 itd.)
2.1, 2.2, 2.3 itd.). Numery wzordéw powinny znajdowac si¢ w nawiasach okraglych po lewej stronie wzoru.

6. Rysunki, wykresy i fotografie nalezy wykona¢ na oddziclnych arkuszach z podaniem kolejnych
numerdw. Obok wlasciwego tekstu, na marginesie nalezy podaé jedynie odnoény numer rysunku. Na
oddzielnym arkuszu nalezy zalaczyé spis podpisdéw pod rysunkami. Ostatecznc wykonanie rysunkéw obo-
wiazuje Redakeje.

7. Wszystkie rysunki, wykresy i fotografie nalezy nazywac¢ w tek$cie rysunkami (skrét rys.), a nie
uzywaé okredlen figura, szkic, fotogiafia. U dolu rysunku (a na fotografiach na odwrocie) nalezy wpisaé
czytelnie numer rysunku, podpis pod rysunkiem (obja$niajacy), tytul pracy i nazwisko autora.

8. Wszystkie tablice (unika¢ zbyt duzych), podobnie jak rysunki, nalezy wykonaé¢ na oddzielnych ar-
kuszach i numerowaé liczbami avabskimi. U géry kazdej tablicy nalezy poda¢ tytut objasniajacy.

9. W teksécie na marginesie nalezy podaé slownie opis oznaczen, ktdre moga budzi¢ watpliwosei. Dotyczy
to pisowni malych i duzych liter lacinskich i greckich, np. ni, fau, dzeta, ksi, kappa i in.

10. Po zakonczeniu pracy nalezy podac¢ wykaz literatury cytowanej w tekécie wymieniajac w kolejnosci:
inicjaly imion, nazwisko autora (oraz wspétautordéw), pelny tytut dziela tub artykulu, tytut czasopisma
(moze by¢ skrétami), numer zeszytu, numer tomu, rok (w nawiasach okraglych) oraz ewent. strony. Przy
pozycjach ksiazkowych nalezy podaé¢ miejsce wydania i rok. Pozycje literatury powinny mieé numeracje
kolejna (np. 1., 2. itd.), a w tekscie, powotujac sie na literature, nalezy podaé¢ numer w nawiasie kwadrato-
wym. .
11. Redakcja zastrzega sobie prawo potracenia z honorarium autorskiego kosztéw sporzadzenia no- *
wego maszynopisu artykutu w przypadku nie przestrzegania wyzej podanych wskazéwek.

12. Autorowi przyshuguje bezptatnie 25 egz. nadbitek pracy. Dodatkowe cgzemplarze Autor moze
zaméwi¢ w Redakeji na koszt wlasny przy odsylaniu korekty autorskiej,

13. Autora obowiazwe korekta autorska (szczegélnie wnikliwa kontrola ztozonych wzordw), ktora
nalezy zwr6ci¢ w ciagu 5 dni pod adresem: Redakeja ,,Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej”, Warszawa,
ul. Swietokrzyska 21.



W nastepnym zeszyeie ukazq si¢ prace:

J.J. TELEGA, Zastosowanie programowania liniowego do wyznaczania noénosci granicznej kon-
strukcji (przeglad prac)

Tpuyexenue JIMHCHHOIO MPOrpAMMADOBANIIS MU ONMpeReNIenHsl HeCYmel CrocoBHOCTH
roHCTpyKuuit (o63op crareit) :

Application of linear progranuming to the determination of the limit load capacity of structures
(survey of publications)

T. Garkiewicz, Zagadnicnie statecznosci ortotropowej powloki stozkowej poddane) skrecaniu
TIpoGnema ycroHulBOCTI OPTOTPONHON KOHHWeCKO!l OBOSOYKII NOABEPTHYTOH CKPyUH-
BAHMIO
Nonlinear stability problem of an orthotropic conical shell subjected to torsion

K. FipeLus, A. Moricki, Nicktére wlasnosdci zmicnnej struktury biomechanizmow
HexoTopuie cBOCTRA MEPEMCHIION CTPYKTYPbl GHOMEXANHZMOR
Some propertics of variable structurcs of biomechanics

M. GaLos, Plastyczne skrecanie niejednorodnych pretow o zmiennej $rednicy
TInacriueckoe KpyueHHe HeoMIGPOJHBIX CTEPMHel IepPeMEH1Oro AnaMeTpa
Plastic torsion of non-homogencous rods of variable thickness

J. HALAUNBRENNER, M. KMIECIK, Zjawisko rczonansu w kontalcie cial sprezystych
SIpnenne peaoHagca B KOUTAKTC YNPYTHX Tell
The resonance phenomenon for elastic bodies in contact

M. JoxiiL, Odpowiednio§¢ modelowa dla cienkoScicnnych pretéw o bisymetrycznym otwartym
przekroju poprzecznym
Kpuwrepny nofo0Usl TOHKOCTCHHBIX CTepyHeii GICHMMCTPHUECKOTO OTKPLITOLO — CEUeHHA
Model correspondence criteria for thin-walled rods of bi-symmetric open cross-section

J. Bauer, E. Weoparczyk, Dynamika sztywnej ptyty spoczywajacej na sprezysto-plastycznym
podlozu ze zmienna granicg plastycznodci
JnHaMnKa AecTKOol IUTHTLI HAXONAILEHC Ha YIPYTO-IJIACTHUECKOM HEOJHOPOMHOM
OCHOBAHHH
Dynamics of a rigid plate resting on elastic-plastic non-homogeneous medium

K. Turski, Badanie wplywu odksztalcenia plastycznego na zachowanie sie metalu. przy rdznych
drogach wtornego obciazenia
Hccnenopare 'BIMsaHis IAACTHUCCKOH fedopMauun Ha NopeseHie MeTaJla NP PasHBIX
HYTSX DTPHUYHOTO HATPYIKCHHA
Investigation of the influence of plastic deformation on behaviour of metals under various
ways of repeated loading

J. Baran, K. MARCHELEK, Redukcja stopni swobody uktadédw dyskretnych
TlpuBepene crencHeil cBOGOMB! MHCKPETHBIX CHCTEM ’

Reduction of the number of degree of {reedom in discrete systems *
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Cena z1 30.—

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Mechanlki

Teoretycznej | Stosowanej; ukazuje sig poczynajqe od 1 stycznia 1967 r. jako kwartalnlk., Zeszyty

z lat poprzednich mozna nabywaé w sekretariacle Zarzqdu Gléwnego PTMTS (Warszawa, Palac
Kultury § Naukl, pi¢tro 17, pokdj 1724)

Mech. Teor., T. 8, z. 4, 8. 373—504, Warszawa 1970, Indeks 36712
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