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APROKSYMACJA POWIERZCHNI NOSNOSCI GRANICZNEJ PRZEKROJU RUROCIAGU
GRUBOSCIENNEGO PRZY OBCIAZENIACH ZEOZONYCH

JACEK SKRZYPEK, MICHAL ZYCZKOWSKI (KRAKOW)

1. Wstep

Analiza no§no$ci granicznej rur gruboséciennych przy réznych kombinacjach obciazen
zajmuje w literaturze technicznej sporo miejsca. Szczegdlnie wazne, z punktu widzenia
zastosowan, sa jednak takie problemy, ktére nie wykazuja we wspoétrzednych walcowych
kotowej symetrii. '

PIECHNIK i ZYCZKOWSKI [2, 3] stosujac metode malego parametru uzyskali rozwiazania
dla tacznego obcigzenia momentami zginajacymi i skrecajacymi. W innej pracy ZyCzkKo-
wsKI [9] wyprowadzi! réwnania dla potrdjnie ztozonego obciaZenia rury: ci$nieniem,
momentem zginajacym i silag osiowa, oraz podal rozwigzania dla fragmentu powierzchni
granicznej w okolicy czystego ci$nienia. SKRZYPEK [4] uogdlnit powyZsze rozwazania wpro-
wadzajac dodatkowo czwarte obciazenie — moment skrecajacy. Otrzymany w tej pracy
ukiad trzech sprzezonych, nieliniowych réwnan rézniczkowych czastkowych rozwigzano
przy zatozeniu niewielkiego wplywu zginania, skrecania i rozciggania na no$no$é rury
poddanej dziataniu ci$nienia wewnetrznego. W innej pracy tego samego autora [5] uzys-
kano proste, statycznie dopuszczalne rozwigzanie omawianego ukiadu réwnan przy pew-
nych zaloZeniach upraszczajacych, zaktadajac mianowicie nierozciagliwa o$ rury i pomi-
jajac skrecanie. W niedawno opublikowanej pracy STOKEY, PETERSON i WUNDER [7] przed-
stawili przy zastosowaniu warunku plastycznoéci Treski przyblizone, statycznie dopusz-
czalne rozwigzanie w poczwdrnie zlozonym przypadku obciagZenia (ciénienie, zginanie,
skrecanie, rozciaganie).

Gléwnym zamierzeniem obecnej pracy jest wyprowadzenie réwnania aproksymacyjnego
(typu Hermite’a) powierzchni granicznej w czterowymiarowej przestrzeni sit uogélnionych:
ci$nienia wewnetrznego, . momentu zginajacego, momentu skrecajacego 1 sily osiowe;j.
Najpierw podamy rozwigzanie podstawowego uktadu réwnan rézniczkowych rzadzacych
tym problemem (wyprowadzonego w cytowanej wyzej pracy [4]) przy zatoZeniu niewiel-
kiego wplywu ciénienia, zginania i rozciagania na stan graniczny rurociagu skrgcane go,
ktore wraz z rozwigzaniem uzyskanym w pracy [4] i niektorymi innymi prostszymi rozwig-
zaniami zostanie wykorzystane przy konstruowaniu réwnania powierzchni granicznej.
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2. ZalozZenia i rOwnania wyj$ciowe

1. Rozwazamy zjawiska zachodzace w przekroju gruboéciennego rurociagu cylindrycz-
nego poddanego jednoczesnemu dziataniu ci$nienia wewngtrznego, sily osiowej oraz mo-
mentdw: zginajacego 1 skrecajacego. Analize¢ prowadzimy we wspéirzednych walcowych
r, 0, z pamigtajac, ze w omawianym przypadku obciazenia stan napreZenia i odksztalcenia
jest niezalezny od zmiennej z.

VLA RS R
ey I

Ty

Rys. 1

2. Stosujemy teori¢ plastycznosci Hencky’ego-Iliuszyna, wzglednie Levy’ego—Misesa
(przy formalnym zastapieniu odksztaicen pregdkoéciami odksztalcer).

3. Rurociag wykonany jest z materiatu idealnie plastycznego, niescisliwego, izotropo-
wego i podlegajacego warunkowi plastycznoéci Hubera-Misesa—Hencky’ego.

. 4. Ograniczamy si¢ do analizy wylacznie stanu plastycznego. Dyskusje tego problemu

przytoczono w pracy [4].

Przy powyzszych zalozeniach w pracy jednego z autoréw [4] przeprowadzono redukcje
petnego uktadu szesnastu réwnan teorii plastyczno$ci do trzech sprzezonych, nieliniowych
réwnan rézniczkowych, czastkowych, rzedu drugiego i czwartego, dzigki wprowadzeniu

funkcji naprezen i bezwymiarowego modutu plastycznego:
1 Y 1w 1N e (1)
Q' —— PP ) —|—4[(—(D’——(D) + (P + (-4[/) —1,H?
{( e e e ¢’ ) 0 +

+3(%*0*cos*0+2xApcos 0447 = 0,

4
o[, 1., ]
#4le s+ ag) | (57— #2) ] =o.

0 , 0 1.,

Dla ulatwienia korzystania z tych wzordéw zachowujemy przyjete tam oznaczenia: x, A,
? oznaczaja parametry proporcjonalne odpowiednio do krzywizny, wydluzenia i kata

0 o 0o 1 1 ..
2 -~ e 7 [ ’ _ 7@
@1 (9 00* +3e o0 002) [((p ? 0 ) H] +
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skrecenia (lub ich predkosei); o = %— bezwymie'lrowy promien; @, ¥ — bezwymiarowe

funkcje naprezen okreslone nastgpujacymi wzorami:
= 2 ),

y3 e
200 .., 20
2.2) Op = ]/; o, o,= ]/; z—r (G +04),
2 2
Trg = '—& idj’—% ) 5 rz:—o'——o—L -’ Toy — — 200 !{/I
V3 4 V3 e V3

H — bezwymiarowy modut plastyczny:

2.3) H=22

gy — granica plastycznoéci dla jednoosioWego rozciggania; ¢ — modul w prawie fizycz-
nym D, = ¢D,. Rézniczkowanie wzgledem bezwymiarowego promienia ¢ oznaczono
primami, a wzgledem kata 0 — kropkami.

3. Rozwiazanie dla przypadku duzego momentu'skrecajacego

Przejdzmy obecnie do rozwigzania podstawowego ukiadu rownan (2.1) w obszarze
duzego skrecania, a wige zaktadajac niewielki wplyw ciSnienia wewnetrznego, momentu
zginajacego 1 sily osiowej na no$nos¢ graniczna rurociggu skrecanego. Zastosowanie me-
tody malego parametru pozwala tu na rozprzeZenie uktadu réwnan nieliniowych, tak ze
na poszczegdlne poprawki poszukiwanych funkcji bedziemy otrzymywaé latwe do roz-
wiazania réwnanie liniowe typu Eulera. Zastosowanie praktyczne rozpatrywanego zakresu
jest raczej niewielkie, jednak uzyskane wyniki wykorzystamy przy konstruowaniu ogélnych
wzoréw aproksymacyjnych.

Rozwiazanie bedziemy przyjmowaé w postaci szeregéw potegowych nastepujacych pa-
rametréw: »x — proporcjonalnego do krzywizny, A —do jednostkowego wydluzenia
oraz £ — do ciénienia wewngtrznego (lub do ich odpowiednich predkosci). Parametry te
niekoniecznie musza by¢ male. Otrzymywaé jednak bedziemy wylgcznie szeregi parame-
trow x/9, A[9 1 &9, gdzie ¢ jest proporcjonalne do jednostkowego kata skrecenia i w oma-
wianym przypadku jest takZze duze. W efekcie wiec /9, /9 1 £/9 moga by¢é uwazane za
male.

Przyjmijmy rozwiazanie w postaci

@ =D D Y By, 0)nig,
i=0 j=0 k=0
3.1) H = S;' S;' 2 Hiji(o, 0) %A/ EX,

.,
i
=]
“,
I
)
=
1
=]

h
De
e
N

g/ijk (Q’ 0) xilj&k >

i
(=]
e
i

(=]
b
I

(=]
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przy czym dla czystego skrgcania odpowiednie wartoéci wynosza

1
(3.2) Dypo = 0; Hyoo = 9; Pooo = _EQ
Rozwiazanie uktadu podstawowego rozpoczynamy od drugiego spos$réd réownan (2.1).
Uwzgledniajac (3.2) mozemy stad oblicza¢ kolejno @iy jako funkcje Hi_y 4, Hij_1x
oraz H, ;. ,. Dla poszczegblnych poprawek funkcji @ otrzymujemy w ten sposob liniowe
réownania rézniczkowe czastkowe czwartego rz¢du o postaci

rrrs rrr 1 .. | l
(3.3) i+ — <I>.,k+ ¢,,k+ — Pt 3 o Pijk = fijlo, 0).
Calke ogdélng réwnania (3.3) przyjmlemy w formie szeregu Fouriera
(3.4) Doy = D, fil0)c0os (1) + Byy(o, 0),
n=0

gdzie @, (0, 0) oznacza rozwiazania szczegdlne réwnan niejednorodnych (3.3). Dzieki
temu, ze w réwnaniach tych wystepuja tylko parzyste pochodne wzgledem kata 6, dla
funkgeji £, () bedziemy otrzymywaé wylgcznie réwnania typu Eulera (identyczne dla wszyst-
kich i, j, k)

n2
3‘5 !IN+ ’”%_ 4 o l_nz ":0,
(3.5) | f 2T )/
skad
(3.6) Sa(e) = Co™

Rozwiazania ogdlne przyjmuja zatem ostatecznie postaé

(37) uk - Z (Cnl Qm n + CnZ; "z + Cn39m"3 + Cn4 Qm"‘) COS(”@) + 5"]/\‘(07 0) ]

n=0
Przy €zym My, ..., My, Obliczamy jako pierwiastki réwnan charakterystycznych dla n =
0,1,2,...
(3.9) m*—2m* —m?(14-2n¥)+-2m(1 +n*) —n*(1 —n?) = 0.

Obliczanie poprawek funkcji ¥ jest znacznie prostsze. W tym celu wykorzystamy
pierwsze réwnanie z uktadu (2.1). Pamigtajac o (3.2) wyliczamy stad kolejno ¥jy, w funk-
cji Hi_q,jx> Hij—1x 1 Hy;x_; postugujac si¢ réwnaniami pierwszego rzedu typu

(3.9 Vi = finle, 0)
o rozwigzaniach
(3.10) Vi = CO+Wiiu(e, 0),

gdzie l17,-,-,((9, ) oznacza calki szczegdlne réwnania niejednorodnego (3.9).

Roéwnie fatwo oblicza si¢ poprawki funkcji H, stosujac ostatnie z réwnan (2.1). Hyy,
wyznaczamy stad kolejno jako funkcje ¥i_; ;x, ¥ijo14> Vi jk_1 Stosujac réwnania rzedu
pierwszego postaci

, 1
(3.11) Hijk‘i—EHijk:fijk(Qre)-
Rozwigzanie ogdlne réwnan (3.11) ma zatem ksztalt
C()

(312) Hljk ——+Hijk(970))
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przy czym przez 17,-,-,‘ (¢, 0) oznaczono calki szczegdlne réwnania niejednorodnego (3.11).

Wyrazenia (3.7), (3.10) i (3.12) okreélaja w omawianym zadaniu stan napr¢zenia i od-
ksztalcenia. Nalezy do nich jeszcze zastosowaé warunki brzegowe, mianowicie na brzegu
zewnetrznym, dla o =1

(3.13) O, = Tpg=Tp; = 0,
oraz na brzegu wewngtrznym, dla ¢ = f = a/b
(3.19) Or = —p;, Tpg= Ty =0.

Sposéréd szesciu warunkdéw (3.13) i (3.14) pig¢ moze by¢ spetnionych w sposéb $cisty, mia-
nowicie wszystkie warunki dla naprgzes o, i 7,0 oraz jeden z warunkéw dla naprgzenia
7,,. Pozostaly, szosty warunek musi by¢ postawiony inaczej np. w formie calkowe;j

2n
1 .
(3.15) igjrﬁw_o

W pracy [4] przedyskutowano inne mozliwoéci spetnienia warunkéw brzegowych dla po-
dobnego problemu noénosci granicznej w otoczeniu czystego ci$nienial).

Ze wzgledu na to, ze wymienione warunki nie zawsze sa niezalezne, zachodzi czesto
koniecznoé¢ korzystania z dodatkowych warunkéw typu przemieszczeniowego. Tak wigc
dla poprawek nie uwzglgdniajacych zginania mozna stosowaé warunek kolowej symetrii

(3.16) gr—u, =0,
gdyz
(3.17) up = [ (eor—u)d0-+Co = up(r);

jesli natomiast kotowa symetria nie zachodzi — warunek zgodnoéci przemieszczen, ktdry
musi by¢ spetniony tozsamo$ciowo
ouy uy 1 ou,

(318) '—()}——T—{—?W = Y9 = 2(}’1’,.9.

Korzystajac ze WZoréw (3.7, (3.10) i (3.12) oraz uwzgledniajac warunki brzegowe
1 warunki zgodno$ci (3.13)-(3.18), mozemy obliczyé kolejne poprawki funkcji @, ¥ oraz

H. Ograniczajac si¢ do niezerowych poprawek, do stopnia trzeciego wiacznie, otrzymujemy
w ten sposéb:

2 1
Doy = (E— +92)

2_9"
o — 1p| 2=+ —p> 1] 1
T 28°(0—F)e 70719
(3.19) 14+V17 1-yY17
o — 36Inp o 2 " o 2 +2(1+3]n9) cosh
W sV sVl 14 /1T 11—y 17 0* N
2 2
B B
3{7 3)]cos20
Doy = [Clem“ +C20™2 4 Ci30™3 + Crg0™ + 5 (? — E)] BFEa

) np. stosujac metode Trefftza lub obliczajac kres dolny rozwiazania.
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Wyktadniki may, ma,, my; 1| my, S8 rzeczywistymi pierwiast<ami rownania algebraicznego
(3.8) dla n = 2, czyli

(3.20) m*—2m* —9m*+10m-+12 = 0,
natomiast state C,,, C,,, C,31 Cp4 moga by¢ obliczone z warunkow brzegowych dla funk-
cji D,0,(3.13) i (3.14). Nie maja one jednak zadnego wplywu na analiz¢ obciazen i obli-

czenie nosnosci graniczne;.
Poprawki pozostatych funkcji wynosza:

i 3 cos®0 i 31
Yoo == — Z —0)— 92 > Yoo = — ZE?,
(3.2D)
) 9 1 ) 3 1
Yooz = ——Sés-y; Vo = 5 Ingcosf 5 9P
oraz
3 ) 1
(3.22) Hypo = [—49 +3 (l — -4—)00520] i
H 13 l- Ho=32—In )vl—
002 = 05 9%’ 110 = 4 97"

W oparciu o (3.19), (3.21) i (3.22) i pamietajac o (2.2) mozemy obliczy¢ skladowe stanu
napr¢zenia

mfvﬂ(“%ﬂ%+[&f§%i§—%%¢4§+

181n g ("“'ﬂ ‘—3—»_-’1‘1) 181ng JAE
sV s_ym @ tome t o COSBW%—
/3 2 ;‘5 2

9o(5 14 2t

+ I:(m21_4)C210mz1—2+ +7(E3——?)]00520;—3+ },

N SIS AN T

91n B ( I L AT i—l/_ﬁ)'

+ Tﬁ-;fs‘:;/ﬁ_ (1+l/17)9 z +(—1+1/T7_)Q 2 +
g 2 —p 2

18(2Inp—1

+—(:f0-l ce 1935+[m2'(m2‘_1)0210m“_2+ e+

of 2 14 x2E
+7F?*eﬂ°”ﬁf*}
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(3.23) 20, £ 3 . 3
[c.d.] 0 = l/—{ (1+ )0+5c0505+55_
911 4—p 8 1_‘36
_Z[5+ 20 cos20]cos€ +12[ﬂ6(1 " ( ﬂ9+
1 718 27 #&2 18 2&2
+703_)—— ?ﬁﬁcosay_yw—
_2Q—Mng) /_/12 9 [ 3 (2_+an
20? $0-—g5— 4 |lme—~5+ -
5 #'A 9Inp 3417 —3+2|/ﬁ
- 5) o (20)] T i sy ( 2 ¢ +
f T —p 2
-3 17 3_'@ 9(] 1 2
+*“—|—2'/ 2 )+ (DQ ) / E +

1
+[5(m%i_m2‘ —4HCp™ 4+ ]00520-—3£+ }

oraz
—3+ Y17 —3-¥17
L
1/3 s+Y17 5— 17 <
p2o—p 2
81 A
1 4[19 / E+[2(1 le)CZ’Qm“—Z +
7 2 2
(3.24) _ +6(-€)—4—?)]Sm26 gE + . }
20'0 1 9 52 3 A2 3 ”i
702—-]/_?“[*2‘—6 192 (14—00520)_"_2—9;,?—‘5005052—4—...],
209 ) P )
Tpy = l/ [ (1 )Sln20F—|— sin 01?724— ...].

Parametry »x, 4, & we wzorach (3.23) i (3.24) wystepuja jak widaé zawsze w formie stosun-
kow /8, 2] i &]Y, przy czym & oznacza jednostkowy kat skrecenia. Postugujac sie wy-
razeniami (3.19), (3.21) i (3.22) mozna takze uzyska¢ wzory na odksztalcenia (wzglednie
predkoéei odksztalcen).

Na rys. 2 przedstawiono graficznie wykresy napre¢zen dla trzech przekrojéw rury o sto-
sunku promieni f = 1/2 (6 = 45°, 6 = 180°, 6 = 270°), uzyskane w oparciu o wzory
(3.23) i (3.24) z wykorzystaniem poprawek rzedu drugiego wlacznie. Obliczenia wykonano
dla warto§ci parametréow &/# = 0,01, »/# = A/¢ = 0,12).

" %) Prayjeta tu warto$é parametru £/8 = 0,01 wynosi okolo 1/5 (¢/#)msx [por. (3.32)].
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Przejdzmy obecnie do wyznaczenia obciazen wywotujacych stan plastyczny rury. Silg
-osiowa mozemy obliczy¢ ze wzoru : )

2n 1

(3.25) N=[[o.dF =1 [ db [ o,0de,
F 0 B

a po uwzglednieniu (3.23), wykonaniu catkowania i przej$ciu do zapisu bezwymiarowego
mamy
Ao 2(01—-p) & 54(1—-p) A&

_ V3 N A
026 n= o e N=3(—p) T = s

9 15 22
—7[,f}ln?g-—i(l—/3)]?4r

n\lluuuru“m

Podziatka 11 \
{dla naprezen) |||l 1!
04
V3
&fr=001 |
Afr=u/r=01

Rys. 2

Moment zginajacy obliczamy ze wzoru

1 27
3.27) M, = ff ro,cosdfF = b* f@zdg fo‘zcos()dﬁ,
F g 0
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a po wykonaniu calkowania i stosujac jak poprzednio zapis bezwymiarowy uzyskujemy

2 3 3
(3.28)  m, = ZV; _2(1_ﬂs;__2_[6ﬂ i ﬂz]i_

1| »4? 36(1 ) 2f£?
—18[3(1—ﬂ)*ﬂlng]-’;9}-———(Es—ﬂ) KRR

Wreszcie moment skrecajacy otrzymujemy przez calkowanie naprezenia 7,, (3.24), mia-
nowicie

. 1
(3.29) M, = | [ to.rdF = 22 [ 70,04,
F ]
lub w postaci bezwymiarowej
/3 o g2
(G30) my = V3 M—4~[L_ﬂ_l L.

Wyo, 1—p*
_Mﬁ_iﬂ’)ﬁer],

gdzie W, oznacza sprezysty wskaznik skrgcania
mb*(1—f)

Cis$nienie wewnetrzne obliczamy z pierwszego z warunkéw brzegowych (3.14), co po
wprowadzeniu zapisu bezwymiarowego daje

Vs C20-p) ¢
(332) q ha 70_0 - ﬂ} ,‘9 *

Roéwnania (3.26), (3.28), (3.30) i (3.32) opisuja w formie parametrycznej rozpatrywany
fragment powierzchni granicznej z dokladnoscia do wyrazéw trzeciego stopnia; para-
metrami sa x/3, /9, &/9 i dodatkowo stosunek promieni j.

Przy konstruowaniu réwnania aproksymacyjnego wygodniej bedzie si¢ postugiwac wzo-
rem w postaci jawnej

(3.33) mg = my(my, n, q),
ktére uzyskujemy przez eliminacje parametrow x/¢#, A/¢ i &/¢ z ukladu réwnan para-

metrycznych (3.26), (3.28), (3 30) i (3.32). Po przeksztalceniach otrzymujemy w ten sposéb
ostatecznie

4 [1-p 9ﬂ3+ﬂ“(l+ﬁ+ﬁ2) L 2
(3.34) ms—l_ﬂ4[ 3 8(1—p°) 7 6(1—I3)nJr
ﬁZ
Tasa-p ™ ‘6(1 =" ]

Réwnanie powyZsze jest poszukiwanym rownaniem (w postaci jawnej) fragmentu po-
wierzchni granicznej w otoczeniu czystego skrecania. .
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4. Uwagi odno$nie innych rozwigzan

Obecnie przedyskutujemy mozliwoéci rozwiazania podstawowego uktadu réwnan (2.1)
przy innych, nie rozwazanych dotad sposobach obciaZenia, mianowicie w otoczeniu
czystego rozciagania i czystego zginania.

Zajmijmy ‘si¢ na poczatek analiza wplywu ci$nienia, momentu zginajacego i momentu
skrecajgcego na nos$no$¢ graniczng rurociagu rozcigganego. Ten typ obciaZenia, podobnie
jak w przypadku omdéwionym w p. 3, nie posiada wigkszego znaczenia praktycznego.
Zastosowanie metody malego parametru napotyka tu na pewne trudnosci, bowiem punkt
odpowiadajacy czystemu rozcigganiu (p = 0, m; = 0) jest punktem osobliwym z uwagi
nia wplyw zginania. Problem ten byl badany szczegétowo przez ZYCZKOWSKIEGO W [8],
gdzie dla rury grubo$ciennej uzyskano uvogdlnione szeregi potegowe o wykladnikach
1, 5/3, 7/3, ... itd. Przedstawimy zatem rozwigzanie uwzgledniajace tylko obciazenia ko-
towo-symetryczne, a wigc bez zginania.

Bedziemy poszukiwaé funkcji naprgzen i modulu plastycznego w postaci szeregow

Il
or
Mz

o] D;(0) 9/,
i=0 j=0
(4.1) ‘IJZZZ*I ()&,

i
<
|l
<

F)

= ZZHU(Q)E H,

przy czym zerowe aproksymacje wynosza odpowiednio
(‘DOO = WOO = O’

2

4.2) _
Hy = +V34;

&, ®, A oznaczaja, podobnie jak poprzednio, parametry proporcjonalne do cisnienia, jed-
nostkowego kata skrecenia i jednostkowego wydtuzenia. Na kolejne poprawki modutu H
uzyskujemy, w oparciu o (2.1) i po wprowadzeniu (4.2), réwnania algebraiczne. Poprawki
funkcji naprezen @ wyznaczamy z réwnai Eulera czwartego rzgdu typu

rers s 1 17 1
(43) ¢ij + (D _gf(-pij +—= 03 ‘J - U(Q)

1=

ktérych rozwiazanie ogdlne ma postac

(4.4) & = C,+Cy0°+CsInp+Cag?lnp + Do)

Dla poprawek drugiej funkcji naprezen ¥ otrzymujemy jeszcze prostsze rownania Eulera
drugiego rzedu

X 1 7
_(4-5) i+ ° i = fii(e)

0 rozwiazaniu ogdélnym

(4.6) ) 9’,._, = C+ C202+—g—’u(9)-
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@}(Q) 1 ?;J(Q) oznaczaja odpowiednio calki szczegblne réwnan niejednorodnych (4.3)
i (4.5).
Stosujac do (4.4) i (4.6) warunki brzegowe (3.13), (3.14) oraz pamigtajac o (2.2) wy-
znaczamy skladowe stanu napreZenia w funkcji parametrow &/ i %/ 4

. 200{,32(1—2)§Jr 2p? [(1—/3“)(1—)_
T3 A T 30 | (1—-p)¢
_pa-
e+

o= ol PO Ly o |- e+
+ﬂ_(se+eﬁ)] L }
+ 3(12f . [— i:§j+ﬂ‘(296+eﬁ)] L }

o 200[ e & & ¥
“TVil2ay3 A 3R )

Trg = Tz = 0.

Wykorzystujac uzyskany rozklad naprezen i postugujac si¢ wzorami (3.25), (3.29) i (3.32)
otrzymujemy nast¢pujace wyrazenia na obcigZzenia wyczerpujace no$no$¢ graniczna ruro-
ciagu:

V3 E
4.8) ‘1—2—60 =7
V3 1 9 1—p8 &
4.9 s:—Mszi———,—_* ,
42) ™= W V3 A 9y3(1—py X
V3 Ny V301=F) ¢ ﬂ21/3 £ Y31-pH ¥
@10 =5k, N A S v A TR

lub po dokonaniu deparametryzacji ukladu réwnan (4.8)-(4.10)

—_— . -
(4.11) n=w+ﬂ2q_lli%2qz_ ﬂ(ls BY

Otrzymany uklad réwnan (4.8)-(4.10) opisuje, w omawianym przypadku obciaZenia,
fragment powierzchni granicznej w sposéb parametryczny, natomiast réwnanie (4.11) —
w spos6b jawny?). Wzory te nie uwzgledniaja oczywiscie wplywu zginania. Celem uzyska-

) Wzory te mozna réwniez uzyskaé stosujac rozwinigcia na szeregi potggowe wzoréw podanych we
wspéblnej pracy obu autorow [6].
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nia kompletnego rozwiazania (potrzebnego do budowy réwnania aproksymacyjnego po-
wierzchni granicznej) poprawki uwzgledniajace wplyw zginania zaczerpniemy z pracy
jednego z autordow [8] uzyskujac ostatecznie

_vsa-eyr, o w2,
n= 3 I:l‘|" 13(1_/92)(/ (l_ﬁz)zq

—f‘ ﬁz ) ,l 35/6712/3 53
Me— —————— My— —5c M v |-
4 2¥3(1—py 0 80(1—pH ¢ *

(4.12)

Réwnanie (4.12) jest pelnym réwnaniem czgci powierzchni granicznej w otoczeniu du-
zego rozciagania. Nie uwzglednia ono jedynie ewentualnych wyrazéw pochodzacych od
lacznego dzialania cisnienia i momentu zginajacego (g, my) oraz obu momentow (m;, m,);
uzasadnione jest jednak przypuszczenie, Ze sg to wyrazy wyzszych rzedow. .

PrzejdZmy obecnie do dyskusji wplywu ciénienia, sily osiowej i momentu skrecajacego
na stan graniczny rurociagu zginanego. Przyj¢cie jako zerowej aproksymacji czystego
zginania wprowadza do rozwiazania jeszcze wigksze trudnosci niz oméwione poprzednio.
Taki stan wyjsciowy posiada bowiem lini¢ niecigglosci i do rozwiazania nalezaloby zasto-
sowa¢ zmodyfikowana metod¢ malego parametru (metod¢ P-L-K), co z uwagi na wysoki
rzad réwnan rézniczkowych jest bardzo skomplikowane. Réwniez przyjecie jako punktu
wyjscia facznego obciazenia sila osiowg | momentem zginajacym napotyka trudnosci tego

10

Rura cienkoscienna (A. A.Gwozdiew [1]) =~
———— Pret peiny(S.P, MZ. 31

[iT) e ‘ II
- _—{-_

]

: T T T

0 o1 M 03 04 Mg
Ms (max)
Rys. 3

samego rodzaju. Przy konstruowaniu réwnania aproksymacyjnego bedziemy si¢ zatem
postugiwali wzorami uzyskanymi w oparciu o pewne rozwigzanie statycznie dopuszczalne
wyprowadzone przez jednego z autoréw w pracy [5]. Rozwiazanie to wyprowadzone dla
rurociagu poddanego dzialaniu ci$nienia, momentu zginajacego i sity osiowej przy zalo-
Zeniu nierozciagliwej osi okreéla wprawdzie tylko kres dolny, jednak jest dos¢ dokfadne,
gdyz réwnania kinematyczne s3 w nim speilnione wszgdzie z wyjatkiem linii nieciagtosci
naprezen (wzdluz ktérej rozwiazanie jest zatem kinematycznic niedopuszczalne)®).

‘)-Szcieg&owq dyskusje tego problemu i ocene dokladnosci cytowanych rozwigzan znalez& mozna
w pracy [S].
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Poprawki uwzgledniajace wplyw sity osiowej zaczerpniemy wprost z pracy [8]. Wigcej
klopotu nastrecza uwzglednienie wplywu momentu skrecajacego. PIECHNIK i ZYCZKOWSKI
[3] analizowali wplyw skr¢cania na nos$no$é graniczna petnych pretéw zginanych; Gwo-
zDIEW [1] natomiast badal to samo dla rur cienkosciennych (przy zastosowaniu waria-
cyjnych metod teorii plastycznosci). Poréwnanie numeryczne obu tych rozwiazan (po spro-
wadzeniu do dogodnej postaci bezwymiarowej) — rys. 3, wskazuje na bardzo male réznice
w duzym zakresie obcigzen. Pozwala to przypuszczaé, ze odpowiednie rozwigzanie dla
rury grubosciennej, zawarte z pewnoscia pomigdzy obu rozwazanymi przypadkami (dla
preta i rury cienkosciennej) réwniez nieznacznie tylko od nich si¢ rézni. Dla naszego
problemu (rura gruboscienna) zastosujemy poprawke na skrecanie dla preta pelnego za-
czerpnigta wprost z pracy [3], gdyz jak sadzimy przypadek ten bardziej odpowiada warun-
kom naszego zadania. Nalezy jednak pamigtac, Zze otrzymane w ten sposéb ostatecznie
rownanie fragmentu powierzchni granicznej w otoczeniu duzego zginania jest wzorem
niezupelnie $cistym, tak z uwagi na zastosowane podejscie statyczne, jak rowniez na omo-
wione wyzej przyblizenia

Y3059 [ l6(1+p+6H 2w,
G13)my = T A A ) T A= (= "
326° o 30

) ]
— 0,4036 m2+ ... |.
al+HA+AHA-T T a *
Dla opisu powierzchni granicznej w okolicy duzego ci$nienia bedziemy przyjmowac
nast¢pujace rozwiazanie wyprowadzone przez SKRZYPKA w cytowanej we wstgpie pra-
cy [41%).

Loob e 2 e 1)
@19 g =g g s ’““ﬂ)
31—pY . 8 (_z 1)3_
Ta6—pn " sa—pr P

ik n—ﬂz]nrl— m? —
S 21— (1—59 gl
A DN T
a(i—= /3(’) n—pf ln m?—
Wzory (3.34), (4.12), (4.13) i (4.14) opisuja fragmenty powierzchni gramcznej w cztero-

wymiarowej przestrzeni sil uogélnionych przy omowionych czterech sposobach obcia-
Zania.

5. Aproksymacyjne réwnanie powierzchni no$nosci granicznej

Korzystajac z wyprowadzonych powyzej i zestawionych w p. 4 wzoréw, podamy obec-
nie Konstrukcje pewnych wzorow aproksymacyjnych opisujacych cala powierzchnie gra-
niczna w czterowymiarowej przestrzeni obcigzen: ciSnieniem wewnetrznym, silg osiowa,

*) Cytowane tu rozwiazanie uzyskano w [4] przy zastosowaniu pewnych wsrednionych warunkdw brze-
gowych. Autor podat tam réwniez inne mozliwosci spelnienia warunkéw brzegowych.
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momentem skrecajacym i momentem zginajagcym. Zastosujemy uogdlniong aproksymacije
typu Hermite’a. Rézni si¢ ona od klasycznej aproksymacji interpolacyjnej Hermite’a
uwiklang postacia réwnania

.1 S, nms,m) =0

i wykorzystaniem warunkéw zgodnosci réznych pochodnych czgstkowych liczonych
w punktach odpowiadajacych obcigzeniom czystym (pojedynczym) wzorami na pochodne
funkcji uwikianych. Wykorzystamy mianowicie wyprowadzone wyzej rozwigzania $ciste
dla duzego skrecania (3.34), rozciggania (4.12) i ciénienia (4.14) oraz rozwiazanie przy-
blizone w otoczeniu czystego zginania (4.13).

5.1. Warunki zgodnosci. W omawianym zadaniu dysponujemy warunkami zgodnoéci war-
tosci funkcji oraz pierwszych i drugich pochodnych czastkowych (czystych i mieszanych)
w punktach odpowiadajacych czystym stanom obcigzenia. Dla wygody zastosujemy ozna-
czenia pochodnych czastkowych rzedu pierwszego A4; ; oraz drugiégo A; jx, gdzie indeks i
oznacza jedno z obciazen g, n, ms, m, [z zachowaniem kolejnosci wedlug wzoru (5.1],
natomiast indeksy j oraz k — zmienne, wzgledem ktérych wykonujemy rézniczkowanie.

Oto zestaw posiadanych warunkdéw:
czyste ciénienie wewnetrzne (n=m, =m, = 0):

_ 1 26 1 88 1
=ln-— 4 —F_ In? =+ ...,
LR A TOR DN A ey el
09 _ % _,
omg  0m, ’
og 4 1 8 1
on = A= T I T
oq 4 164° 1
(52) Ei_ = Al,22 = ?(1_?373 + 3(1———/54)2 IDE—’- veey
0%q o 30=pY | pU—pY
omt == T xamgy P aa—p T
azq 1 ﬁ4 1
—L = A = — In—+ ...,
omz = A= T g/t A=A B
9 _ ¢ _ o _ .
onomg  ondom,  Om;0m, ’
czyste rozciaganie (g=m;=m,=0):
_ EY _ R2
= _ V3(12 o}
on ) on o 1 on
a—q—Au—ﬂ, Xm—g—Au 2’ om. Ay 3=0,
o*n 2135 o’n Y3089
(5.3 oq Ari = 1—B 7 o T = T T
n 4 ?n 0%n 0
om? T %% Som, . om.om, ’
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czyste skrgcanie (g =n=m, =0):

= 4(-p)
R T(BK
omy . Om; _ oms 0
og om  om,
Img I U+E+F)
og* w1 (1-pH(1—=pY
0%my 4
Gy ot == TN H Ay
oms oL
omy T 21— (-
0*m, a4 24%
ogon — R y3(a—-p1—pY’
m;  Omg
oqom, ~ onom,
czyste zginanie (g =n=m;=0):
_ . 3
mﬂ 8(1 ﬂ ’
n]/3
om, _ omy, _ omy _0
oq on om ’
Py _ 321/3p
o — M T T a1+ (1—p)’
(5.5) .
o’my; Ao — 2n
o T Y3a-p)
*m 3
S = Asn = ——‘/;0 4036 (1 — B4,
FPm,  Om,

= 0.

0qdm, ~ Ondmy

o’n

Wartoéci pozostalych dwéch pochodnych czastkowych, mianowicie EI_ (dla n= n)

oraz 0%y

0qon

5.2. Pelna aproksymacja wielomianem czwartego stopnia. Przyjmijmy rownanie aproksymacyjne

W postaci osiemnastoparametrowego wielomianu okre$lajacego powierzchni¢ graniczna

w sposéb uwiklany:

(5.6) alq2+a2n2+a3qn—l—a4q2n2+a5m2—|—a6m2+a7\rng|n2

+agq* +agn®+oaomi+oy myt o, miml 403 gPmi4-aiag m5+

taysn*m2+ogn mg—i—a”q n+oaqn® = 1.

(dla m, = m,) nie sa znane.

2 Mechanika teoretyczna
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Taka forma poszukiwanego réwnania wynika ze znanych w literaturze rozwiazan dla
przekrojéw powierzchni granicznej, odpowiadajacej mniej zioZonym stanom obciaZenia.
Wspdlczynniki «; wyznaczamy wykorzystujac warunki (5.2)-(5.5). Warunkéw tych jest
oczywiécie znacznie wigcej niz liczba parametréw w réwnaniu (5.6). Wszystkie zerowe
warunki spelnione sg jednak tozsamo$ciowo dzigki przyjetej postaci réwnania (5.6).
Z pozostatych dwudziestu niezerowych warunkéw moze by¢ spetnionych osiemnascie. Tak
na przyklad odrzucajac warunki na dwie pochodne A4, i 4,44 otrzymujemy uklad osiem-
nastu réwnan, z ktérego mozna obliczy¢ wszystkie wspolczynniki «; réwnania aproksy-
macyjnego (5.6)°).

Ostatecznie na wspolczynniki o; otrzymujemy nastgpujace wyraZzenia (czesciowo reku-
rencyjne, wyrazajace Si¢ poprzez og):

1 —
2
oy = = —ogq”,

0y = —— — Ggh?,

1 —
o3 = —"2A3,12 (; +°‘10m£) >

mS
_ =2 =2\2
Oy = — A1:,22 (a1+2053¢72)— ”2‘72 - (061+:6(2263q )(a:’t:‘l;ql
5.7 q q 4% (o + 2056%)
1 —
Os = — — UMy,
5 o 10
1 _
Oy = =, —aum;,
my

= 1
o7 = F24,.4 (%"‘*‘ _3) )
n .

2
Al,33ms A3,11
—: I — . :2
. 7 g 1 Asps _Asaiy |
8 = = - = = _ . ae=
=3 = 2 3
. mg ms—+ Az samy mg ms
s + =
q

m — — ﬁ = =
(A4,33+ gf) (A1,44m3—A4,n¢13)_ (A4,33+ ;'_1—:) (A asqm’i+ %)

m?> 2 B
m =3= == = ﬁ
(A4-11+ Tf_) q'my, (A3,44mgz;+ ms) (A4.u+ 5‘2‘])
7

-1

. Al,ssaﬁfﬁ- 22
|
52

) Dokonany tu wybér osiemnastu, spo$réd dwud'ziestu, warunkéw, ktére nalezy spetnié jest podykto-
wany mozliwoécia latwego rozwiazania otrzymanego ukiadu réwnan.

—2
Az yms+
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(5.7) m? % (1 £ 1
g = =———— |« ms+A 22— =+ (04 m_% — A, =
[c.d] - L9 P (a4 1) 10 3,22 o ot + o 2,33 ’i]
7 T - m (1 - 17 -
Ao = - __*_J—q:—z——_—-— Ugg i+ Ay 33— §+aaq2 —As =1,
ms(AJ_uq -+ g q \9q my
7 m

0y = —Ajz.4

g
1 = 1 1 =
os = — A3 zg—i—aloms)—-%(;—z—ao” ),
1 = — =5
Gy = '%‘2‘ [—az——aﬂ mg| _‘44,22mg(a6+2allmg)],

1 =
A7 = ? [—aJ_zAl,Z(al+2asq2)]’

1 =
Gyg = = [_2A2'1a2_a3_4,42,1a9n2].
il

Roéwnanie (5.6) po podstawieniu za wspolczynniki «; wyrazen (5.7) jest pelnym aproksy-
macyjnym réwnaniem powierzchni granicznej z zachowaniem wszystkich warunkéw zgod-
nosci wartosci funkcji, pierwszych pochodnych oraz niemal wszystkich drugich pochod-
nych. .

5.3. Aproksymacja uproszczona. Korzystanie z réwnania (5.6) jest dosé klopotliwe z uwagi
na ztozone wspolczynniki ;. Zaproponujemy obecnie uproszczenie réwnania (5.6) do
postaci siedmioparametrowej :

(5.8 131qz‘i—ﬂznz‘i‘ﬂaqn‘!’ﬂ4m§+ﬂsm§+ﬁsimg|n2+ﬂ7q4 = 1.

Roéwnanie to pozwala, mimo bardzo prostej budowy, uwzglednié wszystkie warunki zgod-

nosci wartosci oraz pierwszych pochodnych w punktach odpowiadajacych stanom czystym.
Po rozwiazaniu ukiadu réwnan dla wspétczynnikéw £; otrzymujemy ostatecznie

69 2p[1- A g - e e

ln2L

l 2
60—F) "B 9(1—p F+"']‘-’+

4, 8 9(1—pY?
RO o O S B T B

2
mg -

2%
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3 4V3 1
e sy e Wi[l_
]
_3a-pY—8p" 2B4(— 1541967

B ﬂ+ 5(1—F"7 ]ﬁ+"']q:1'

5.5. Przyklady. Obecnie podamy przykiady praktycznego zastosowania wyprowadzonych
rownan (5.6) oraz (5.9). Obliczenia numeryczne wykonamy dla stosunku promieni rury

B =1/2.

nA

02 04 06 q

-I-rozwiazanie $cisle, 2—(5.10), 3—(5.11)
Rys. 4

Z réwnarnia (5.6) po uwzglednieniu (5.7) oraz (5.2)-(5.5) otrzymamy wowczas
4,420285 g*+4,7390759 n—0,0001376 gn — .
—9,474986 ¢°n*+1,291364 m;+1,2083156 m>+
+0,00128549|m,| n*—4,871365¢*—5,6147095 n* —
—0,4169054 m}—0,3650067 m;—0,7801980 m2m? —
—2,850218 *m?—2,666694 g*m?%—3,059943 m?n?® —
—2,864565m2n*—0,00582368 4°n—0,0016529gn® = 1,

(5.10)

natomiast z réwnania (5.9)
(5.11)  2,834¢*+2,370n°—1,185gn+0,645TmZ+

+0,6043m>—1,825[m | n*—1,362¢* = 1.
Przykiad jednego z przekrojow powierzchni granicznej, mianowicie krzywa w plaszczyznie
(g, 1), (ktérej rownanie §ciste jest znane) oraz jej aproksymacje wynikajace z réwnan
(5.10) i (5.11) pokazano na rys. 4. W niektorych przekrojach stosowanie rozszerzonej
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aproksymacji (5.10) nie jest celowe, gdyz uzyskujemy w ten sposdb wyniki nieco lepsze
niz z réwnania (5.11) [np. w przekrojach (n, m,) czy (mg, m,]. Wynika to stad, ze od-
powiednie pochodne 4, 33, A3 5, ... obliczane ze wzoru (5.11) maja tu wartoéci zbliZone
do Scistych (5.2)-(5.5); uwzglednienie wiec dodatkowych warunkéw zgodnosci nie wpro-
wadza bardziej istotnych zmian.,

6. Whnioski koncowe

Zajmijmy si¢ na koniec ocena przydatnodci wyprowadzonych réwnan aproksymacyj-
nych (5.6)—(5.7) oraz (5.8).

Pierwsze z nich otrzymano przy zalozeniu wigkszej ilo§ci warunkéw zgodnosci pochod-
nych niz drugie. W tych przekrojach, w ktérych udalo si¢ uwzgledni¢ zgodnos$¢ pochod-
nych drugiego rzgdu uzyskano nieco lepsza dokladno$¢ niz przy réwnaniu uproszczonym
(5.8). Poniewaz jednak ilo§¢ swobodnych parametréw jest mniejsza od ilosci przyjgtych
warunkow (w zalozonej osiemnastoparametrowej postaci rownania (5.6)), niektére sposréd
warunkéw (5.2)~-(5.5) pozostaja niespetnione. W rezultacie w pewnych przekrojach lepsze
wyniki daje wzér (5.8) (np. w przekroju n, my).

Przy postugiwaniu si¢ wzorami (5.6)-(5.7) wymagana jest ponadto duza dokladno$é
numeryczna, z uwagi na wielokrotne odejmowanie liczb nieznacznie rézniacych sig od
siebie, co z uwagi na zloZzone wyraZenia na wspdtczynniki o; moze nastrgcza¢ pewne trud-
nosci. _

Do bezposrednich zastosowan inzynierskich polecamy wigc stosowanie aproksymaciji
uproszczonej (5.8). Wzorami (5.6)-(5.7) mozna si¢ postugiwaé celem ewentualnej kontroli
uzyskanych ta droga wynikdéw, ale raczej tylko w tych przekrojach, w ktérych zapewniono
zgodnoséé wszystkich pochodnych do rz¢du drugiego wlacznie.

Obydwie aproksymacje (5.6)—(5.7) oraz (5.8) moga by¢ uzywane wprost do okre§lania
noénosci granicznej rurociagéw izostatycznych, natomiast w przypadku rurociagéw hiper-
statycznych do znajdowania mozliwych plastycznych schematéw zniszczenia.

Literatura cytowana w tekScie

1. A. A. I'soancs, Pacuem necyuyeti crOCOGHOCHIN KOHCMPYK YUY no Menody npedeasHozo pasHosecus, Crpoit
usgar 1969.

2. S. PreCcHNIK, The influence of bending on the limit state of circular bar subjected to torsion, Arch. Mech.
Stos., 1, 13 (1961), 77-106.

3. S. PIECHNIK, M. ZyCczKOwsKI, On the plastic interaction curve for bending and torsion of a circular bar,
Arch. Mech. Stos., 5, 13 (1961), 669-692,

4. J. SKRZYPEK, On the limit carrying capacity of the pipe-line cross-section, Int. J. of Solids and Structures,
Vol. 4 (1968) 1203-1219.

5. 0. SKRZYPEK, Dolne oszacowanie noswosci granicznej nierozciggliwego grubosciennego rurociggu, Arch,
Bud. Masz., 1, 16 (1969), 81-91.

6. J. SKkRZYPEK, M. ZYCZKOWSKI, Stan graniczny rury gruboSciennej przy jednoczesnym skrecaniu, rozcig-
ganiu i réznicy cisnie. Rozpr. Inz., 2, 13 (1965), 281-296; streszcz. w jez. ang. Bull. Acad. Pol. Sci.,
Ser. Sci. Techn. 13 (1965), 285-294.

7. W. P. SToKEY, D. B. PETERSON, R. A. WUNDER, Limit loads for tubes under internal pressure, bending
moment, axial force and torsion, Nuclear Engng. and Design, 2, 4 (1966), 193-201.



126 J. SKRZYPEK, M. ZYCZKOWSKI

8. M. ZyczkowsKl1, Plastic interaction curves for combined bending and tension of beams with arbitrary
cross-section, Arch. Mech. Stos., 2, 17 (1965), 307-330.

9. M. ZyczkOwsKI1, Limit state of a thick-walled tube under internal pressure and bending, Arch. Mech.
Stos., 3, 20 (1968), 313-325.

Peaome

ATINIPOKCHUMALIMS INPEOEJRHON IOBEPXHOCTH IJIS IIONIEPEUHOTO CEUEHUA
TOJICTOCTEHHOI'O TPYBOIIPOBOIA IIPH CJIOXHBIX HATPY3KAX

BriBeeHO NpPUONHIKEHHOE ypaBHEHHE MPEOebHONR IOBEPXHOCTH, NPHU HCIONB30BAHMH YCAOBHIA
COBMECTHOCTH MO DPMHTY, MUl NOMNEPEUHOrO CEYEHHS TOJICTOCTEHHOrO TPyOONpOBOJA, HArpYXEHHOIO
O/IIOBPEMEHHO BHYTPEHHHM JaBJIEHHEM, M3CHOAIOLHM MOMEHTOM, KPYTALLHM MOMEHTOM U OCEBOH CUIIOH.

HcxomHol Toukoit ABNAETCA BblBedeHHAss B paGore CIOKMIKA [4] cucrema HemmHelHbix fuddepen-
LHaJIBHBIX YPABHEHHH C YaCTHBIMU MPOH3BOAHBLIMU (2.1) OMHMCHIBAIOLMX PACCMATPHBAEMYIO 3aAady IpH
MPETIONIOMEHNH 3aKOHA mNacTA4ecKkoro TeueHusa I'enku-Hnplomma mmn JleBu—Mmuseca u uaeansHO
MJIACTHYHOrO HECH(HMAEMOTO H30TPOITHOTO MaTepHana MOMUHHSIOLETOCS YCJIOBHIO NMIACTHYHOCTH [y-
6epa-Museca-Tenxu. [IpuBomsaTcs pewieHMst cucteMbl (2.1) Ans ciryyass Majioro BJIMSHUS JaBJIEHHS,
M3ru6a M pacTsDIEHHsA Ha HEeCyLyio CIOCOGHOCTH TpyOonposoaa mpu kpyreHuu (3.34).

Jlnst apyrux obnacreit NpeAcTbHON MOBEPXHOCTH, @ HMEHHO : B OKPECTHOCTH YHCTOrO U3rnGa M YHCTOro
PaCTSKEHHSA JAI0TCA HEKOTOPbIE NMPUGIMIKEHHbIE pelterusi. I NOCTPOSHUS NMPUGIMKEHHOrO PeIeHH s
HCII0JIb30BAHO TAK)KE, MOJNyYEeHHOE OJHUM H3 aBTOPOB pelleHHe A GONBIIOrO BHYTPEHHETO JaBJIECHHSA.

IIpuémwkenHoe ypaBHenue 3anucano B Buae (5.7). OHo MoyKeT GBITh HENMOCPEACTBEHHO HCIIONIE30BAHO
AJIsL ONpERENICHHsT HeCyllel CIOCOGHOCTH H30CTaTHYECKUX TPYOONPOBONOB, M JJNSL ONPEAEEHHA BO3-
MOYKHBIX BapMaHTOB IUIACTHUECKUX CXEM DaspyLIEHHS NI Clydasi THIIEPCTATHYECKUX TPyGONpOBOJOSB.

Summary

ON APPROXIMATION OF THE YIELD SURFACE OF A THICK-WALLED PIPE-LINE UNDER
COMBINED LOADINGS

Using the Hermite’s compatibility conditions derived is an approximate equation for the yield surface
of the section of a pipe-line loaded simultaneously by internal pressure, bending and twisting moments
and an axial force.

The governing system of equations (2.1) for that problem was derived in previous paper [4] assuming
the Hencky-Iliushin or Lévy—Mises theories, and the ideally plastic, incompressible, isotropic material
obeying the Huber—Mises-Hencky yield criterion. Presented is the solution (3.34) of the system (2.1) under
assumption that the influence of internal pressure, bending and tension on the bearing capacity of the
twisted pipe-line is small.

For other parts of the yield surface, namely the vicinity of pure bending and pure tension certain ap-
proximate solutions are given (4.12), (4.13).

Constructing the approximate formula the previous solution of one of the authors for the case of large .
internal pressure is used (4.14).

The approximating equation is written in the form (5.7). It may be used directly for calculation of the
bearing capacity of isostatic pipe-lines. For the hiperstatic pipe-lines, however, it may be used for finding
the possible modes of plastic collapse.
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Oznaczenia
Ayxy— Asry  stale,
a promieh zewngtrzny plyty,
B,(1y— By stale,
bxy grubos¢ zebra,
c promien wewngtrzny plyty,
Dyy sztywnos$¢é obwodowa plyty,
Dyi) sztywno$¢ promieniowa plyty,
E modut Younga,
F powierzchnia przekroju poprzecznego zebra,
Fyx wspbiczynnik,
G modut sprgzystosci postaciowe),
Hy wysoko$¢ zebra,
H, wysoko$¢ zebra na promieniu zewnetrznym,
H, wysokoé¢é zebra na promieniu wewngtrznym,
Ay grubos¢ plyty,
Iy moment bezwladnosci przekroju zebra przypadajacy na jednostke obwodu plyty,
k indeks okre§lajacy wielko$ci dotyczace kolejnej plyty pierScieniowej,
M moment obciazajacy,
Myx) moment gnacy promieniowy przypadajacy na jednostke obwodu plyty,
Mo moment gnacy obwodowy przypadajacy na jednostke promienia,
Mrow) moment skre¢cajacy,
m liczba plyt pierécieniowych,
Ne(o) sila promicniowa przypadajaca na jednostk¢ obwodu piyty,
Noky sita obwodowa przypadajaca na jednostk¢ promienia,
n liczba zeber,
Q,,00 sily tnagce — promieniowe i1 obwodowe,
r promien biezacy plyty,
St iloczyn modutu Younga i momentu statycznego zebra wzgledem plaszczyzny $rodkowej
przypadajacy na jednostke obwodu piyty,
Tix) sita styczna (polozona w ptaszczyznie Srodkowej plyty),
U(k) przemieszczenie promieniowe,
Uo(k) przemieszczenie promieniowe plaszczyzny Srodkowej plyty,
V(k) przemieszczenie obwodowe,

To(k) przemieszczenie obwodowe plaszczyzny §rodkowej plyty,
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W(k) ugiecie plyty,

z wspodlrzegdna okre$lajaca odleglo§¢ rozpatrywanego punktu od plaszczyzny $rodkowej,
oy (k)—0s(k) Stale,

Buo wspotczynnik,

0 wspolrzedna katowa rozpatrywanego punktu,
v liczba Poissona,

o= % promien bezwymiarowy,

o, naprezenia promieniowe w plycie,

A napre¢zenia w zebrze,

o0 naprezenia obwodowe w plycie,

) naprezenia styczne w plycie.

Ponizsze rozwazania sa rozszerzeniem pracy [1], w ktorej oméwiono sposdb obliczenia
pltyt kolowych wzmocnionych Zzebrami po jednej stronie plaszczyzny Srodkowej i obcig-
Zonej antysymetrycznie parq sil przylozong w Srodku. Ksztalt zeber byl jednak tak dobrany,
by promieniowa sztywno$¢ zginania oraz inne wspdlczynniki, wystgpujace w uktadzie
rownan rozniczkowych ptyty uzebrowanej, byly stale.

a)

b)

; )
Fea T

Rys. 1

W praktyce, pltyty wzmacniane s zebrami promieniowymi o ksztaltach, ktore powoduja,
Ze wyzej wspomniane wielkosci sa funkcjami promienia.

Piyta o zmiennej sztywnosci zginania moze byé w przyblizeniu przedstawiona jako
szereg potaczonych ze sobg ortotropowych plyt pierScieniowych o stalych sztywnosciach
zginania. Na przykiad dla plyty przedstawionej na rys. 1 sztywno$¢ zginania mozna przed-
stawié, jak na rys. 2.

Mozna przyjaé sztywnosci poszczegdlnych pierscieni réwne sztywnosciom w ich $rod-
kach. Podobnie mozna przedstawi¢ wielko$ci S 1 F, (oraz ewentualnie D, jesli grubo$é
plyty jest zmienna). Odpowiada to jakby zmianie ksztaltu zeber wedtug rys. 3.
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Jesli plyte podzieli¢ na dostatecznie duza liczbe pierscieni, wéwczas «stopnie» na Zeb-
rach beda praktycznie bez znaczenia dla dokladnosci obliczen.
Na styku dwdch kolejnych pierscieni musza by¢ spelnione warunki ciagtoéci dotyczace
" odksztalcen i sit wewnetrznych. Ugiecia, katy ugiccia, przemieszczenia promieniowe i ob-
wodowe, momenty promieniowe, sity normalne, styczne oraz zastgpcze sity poprzeczne
musza by¢ na liniach styku plyt pierScieniowych odpowiednio sobie réwne.

Wik)y = Wik +1)» My = Mgty
Ow(y) OW(k41)
= Ny = Nri+1)r
09 09 r(k) r(k+1)
()] Uy = Uk +1)» T = T+,
Vk)y = Uk+1)
Mo M4y

Qrry— r00 = Qr(k+1)— .00

gdzie k oznacza numer kolejny pierécienia.

“’G' -
- \
- r1 Drg Dr:‘! \ Dr4 DrS

‘ YA, r <=
- W72 |
| P
e P |
_V ! _ Pas'f_
_Pagr
I el e _J l— Ps¢r
Rys. 2 Rys. 3

Obliczenia wykonane ta metoda przy podziale ptyty na pig¢ pierscieni daly wigksza
dokladno$¢ niz przy zastosowaniu metody réznic skonczonych ze wzgledu na wysoki
rzad pochodnych w réwnaniach réwnowagi (2.14) w pracy [1].

Jak wykazano w cytowanej pracy, przemieszczenia poszezegdlnych punktéw powierzch-
ni $rodkowej k-tego pierscienia ptyty mozna wyrazi¢ w nastgpujacej postaci

8
Wiy = [Al(k>9+Az<k)9m9+ ZAi(k)Q“Kk)“]COS(‘),
=
8
’ a; 1
2 ) Ug() = [Bl(k)+BZ(k)ln9+ Zpi(k)Ai(k)Q itojcosl,

i=5

8

14w ;

Vo) == I:”—Bl(k)—(3_1; +]HQ)Bz(k)+ ZPi(k)qn'(k)Ai(k)Q“"("):|5“10:
. i=s _
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——

2/A04(ry |

buyH} Hoo+hay \ n
Dr(k) — DO(k)—l-EI(k) = Do(k)+E[ (k)X (k) +b(k)H(k)( (k)2 (k)
Ii(k)jhu()_) n

@) Sw = Bt (M7 |

272a05, k)

Eh(k) Eh(k) "
Fl(k) == 1__7 _I—EF(’\) = 1_,‘)2 +Eb(k)H(k)m'
Eh,
b = 319
Piwy = _D’(")(g"z(ﬁ_.ll_?’l)o(k) ,
Swa(ig—1)

. (1 —|—'V)(1,'(k)+(3_v)

Tix) = )

(1—v)odyy—(B—7»)
Wspdlezynniki osgy < og) znajdujemy z réwnania dwukwadratowego
(1=9)(SEy—F 0y D)ty + L1 =) (Fy oy Dr oy + 3 Doy Fr) —
—B=)(I1=9)BuwDrgor— (1+2)BuyDry + B—2)Fi4) Dy —
—2Q2 =S50 —1B—») (1 =) — (1+%)*(Buo Dr iy + 3B 1y Docir) —
— @=)(Fiw)Drgoy+3F 150 Doy — Say)] = 0.

4

State Aiuy, A2y Biwys Baw)» Asay+Aswy) moZna wyznaczyé z warunkow brzegowych
oraz warunkoéw ciaglosei (1). :
Sity wewngtrzne okre$lone sa wzorami

My = — ;(D,(k)%z"_) ,1,)_‘?2)*"’_ 03’;:\_) Dtg:)” 02(;;(210 4 S(k)_‘lz flgiék)),
Moy = — zl'z‘DO(k)(”'a;Z(zk—) + % agg‘) + 9—1262;;:) )
Mooy = _(I_V)DO(I:)%(—QI—Z ngék) _%02213:«0)),
) Ny = 2B, alg(uo(k)‘i’ OL(%Q)_FFI'}_?‘(‘;L)_S“;%.
N = {0 o L2000,

Ty = (1—9) P

g (i auo(k) . ‘UO(k) + dvo(k))’ -

o 06 0 o
er ero(k)

1
Orxy 2’59'(Mr(k)_M0(k)+Q dg(k) 2 )cos().
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Po podstawieniu (2) do (5) i wykorzystujac (1) otrzymano uklady réwnan dla linii
styku kolejnych dwéch pierécieni

04,y +ene Ay + 2Qai(k)+lAi(k)_“Al(k+l)—'@ln\QA2(k+l)_ 2@0‘("+‘)+1Ai(k+1) =0,
i=s

i=S5

Ay + (1 +Ing) Az + 2 (@igy + Dot diry —
i=5s

— Ay — (1 +1n0) Az 441y — 2(“i(k+1)+1)0""("+1)Ai(k+1) =0,
i=s

8
By +1n0Bs iy + Zpi(k)Qa"(")Ai(k)—

=5
8
—Big+y—100By 41y — Zpi(k+l)eai(k+‘)Ai(k+l) =0,
i=5

+v
—Bigy— (—~---- —+ lne)Bz(k) + Z Pi(iy9i)0it) Airy +
i=5

+

+Bik+ny+ ( +109)Bz(k+1)— 2Pl(k+l)q1(k+l)\. i+ i1y = 0,

(6)
(D~ Do¥) ) A2(xy — S(xy@Baxy +

+ 2 (D, 100 5y + (Driy + Do¥ -~ S (y@Piiy) 0 (ky Aiaey 0%t —

i=$5

— (D, + D)k + 1yAzk+1y + Sk 1)2Bak 11y —

- Z[Dr(k+1)°‘.-2(k+1)+(Dr(k+l)+Do”—S(k+1,api(k+1))ai(k+1)]Q°f(k+l)A1(k+1) =0,

i=s
S 1+
— _(k)_A‘)(L)+ (Fl(k)—zﬂv )Bz(k)+ Z {213”17:(1.)[1 +q-(k)]+
F Sy a, L
+ 1(k)P.'(k)—'—a—(051(k)+1) iy (0% Aixy -
S 1+
+ —(k+—l)-A2(k+1)_(Fl(k+l) 2.3”‘—‘)32(“1) 2 {2.3”17-'(“1)[1 +Gik+ny) +

i=5

1
+ [Fl(k+1)pl(k+l)_ ) (ai(k+1)+l]ai(k+l)}@ai("+‘)Ai(k+l) =0,
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2(1
T3 BZ“WL Zl"m ' q.-(k)]+q.-(k)a.-(k)}g“imA.-(k)+

8
2(1—») \ |
+ (':;:_BZ(HI)_ L\J Pi(k+1){—[1+Qi(k+l)]+qi(k+1)Ofi(k+1)}9°"("+l)Ai(k+1) =0,
(©) .
[c.d.]

3 —1’)DOA2(k)—|* 2 { - Dr(k)aiz(k)[ai(k)+ 114-(3 —"’)Doai(k) +
i=$

+S(k)ap;(k)a,-z(k)}gui(k)A,-(k) —(B—v)DoAz i + 1— Z {—Dr(k+ 1)1.-2(k+1)[°‘i(k+ n+ 1]+

i=5

+ B =) Dok +1y + Sk + 1)aPi(k+1)ai2(k+1)]Qu"(k+ D Aj+1y = 0.

Powyzsze rownania wraz z warunkami brzegowymi dla zewnegtrznego i wewnetrznego
brzegu plyty stanowia uklad réwnan, z ktérego mozna wyznaczyé wszystkie state dowolne.
Liczba stalych dowolnych rowna jest liczbie przedzialéw pomnozonej przez osiem.

Warunki brzegowe dla plyty podpartej na obwodzie zewnetrznym i majacej sztywna
piaste w $rodku sa nastgpujace:

a) dla obwodu zewngtrznego (9 = 1, k = m)

way =0, Mu =0, Ngugp=0, Ty =0,

(Th f M o05in 06 — a2 f 0, 1c0s0dh —
ponadto, jak udowodniono w [1], stata By, = 0;
b) dla obwodu wewngtrznego (0 = g, = c/a, k = 1)

dW(k)
Wiky = Qo do )

(D2
u(k)sinf) = —'Z)(k)cose.
W podobny sposéb mozna otrzymaé warunki brzegowe dla ptyty utwierdzonej na obwo-

dzie zewng¢trznym i majacej sztywna piast¢ w $rodku:
. a) dla obwodu zewngtrznego (o = 1, k = m)

dw
w(l\) = 01 _d;k)‘ = 0, ll(k) = 0, ‘Z)(k) = 0,
+r
@8) a ( M, cos0d)+a f M p(xySin0d0 - —a? f O, (cosfdd =

o

fN,(k,cosedﬁ— f Txysinbd0 == 0;

-

b) dla obwodu wewnetrznego warunki pozostana bez zmiany.
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INaprQZenia promieniowe w plycie i Zebrach oraz napre¢zenia obwodowe i styczne
w plycie obliczy¢ mozna ze wzordéw ([1])

. E Uo(ky buo(k) v obo(k) 0 Wik v ()W(k) v 0 Wik)
T = (b [”—g‘+ o o o6 3 "o s T oo )

G _ E Up(k) z aZW(k) .
T\ e T ad et )
o E Uo(k) buo(k) 1 a?)o(k) Z 0? Wk) + 1 b\\’(k) LaZW(k)
Towky = (l—vz)a[ 0 R dp T o of a\’ 00° o 9o 0* 00?

. z [ 1 owy bzw(k) G (1 0oy oy | OVock)
Tro(k) — G‘}}ro - 2G——(a92 TB— 5050 + .; ._Q, 60 . 5 + 60 .

4

Przyktad. Obliczenie naprezen i przemieszczenn plyty kolowej wzmocnionej Zeb-
rami wedtug rys. 1 i 4. Plyta podparta jest przegubowo na obwodzie zewngtrznym. Dane:
a=22cm,c=155cm, H,=1,5cm, H. =3,0cm, 6 = 0,3 cm, n = 6.

Rys. 4

Plyte podzielono na m = 5 pierscieni o jednakowej szerokoéci. Dla §redniego promienia
kazdego z pierécieni obliczono wielkosci D,, S, F, wedhug wzoréw (3) podstawiajac za
by, Huol os:ry wartosci grubosci, wysokodci zebra i promienia w §rodku pierscienia.
Nastgpnie dla kazdego pierScienia rozwigzano rownanie (4) uzyskujac wartosci oy.
Obliczone wielkosci podstawiono do wzoréw (7) na warunki brzegowe po uwzglgdnieniu
(2) i (5) oraz do wzoréw (6). PoniewaZ réwnania (6) musza byé spetnione na liniach styku
kolejnych dwdch pierscieni, to przy podziale na 5 pierscieni otrzymano ukiad 40 liniowych
réwnan algebraicznych umozliwiajacych obliczenie statych A xy—Agy dla kazdego pier-
$cienia. Nastepnie z wzoréw (2) obliczono przemieszczenie poszczegdlnych pierscieni.
Obliczenia wykonano na elektronowej maszynie cyfrowej ZAM-2 Beta.

Powyzsza metoda podzialu plyty na pierfcienie nie zapewnia ciaglo§ci naprezen na
styku pierécieni. W zwiazku z tym najbardziej miarodajne sa naprezenia obliczone dla
srodkéw pierScieni wedtug wzordw (9). Na wykresie rys. 5 pokazano napr¢zenia w Zebrach
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Rys. 5 Naprezenia w plycie wzmocnionej n = 6 zebrami o zmiennej wysokodci, podpartej przegubowo
na obwodzie zewnetrznym. Naprezenia teoretyczne na krawedzi zebra — linia przerywana, a na wysokosci
naklejenia tensometréw—linia ciggla. Wyniki pomiaroéw naprezen promieniowych (@) i obwodowych (®)

Rys. 6

[134]
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w plycie przedstawionej na rys. 1 i 4, dla kata 0 = 0° (plaszczyzna dzialania momentu M);
krzywe poprowadzono przez punkty odpowiadajace §rodkom pierScieni.

Plyta poddana zostala ponadto badaniom tensometrycznym na specjalnym stanowisku
umozliwiajacym realizacje warunkow brzegowych oraz obcigZenia. Wyniki pomiaréw
naniesiono na rys. 5.

Podobnie wykonano obliczenia i pomiary dla plyty przedstawionej na rys. 6 (wzmoc-
nionej sze§cioma Zebrami o jednakowej wysokos$ci i gruboéci). Wyniki przedstawiono
na rys. 7.

Przeprowadzone badania tensometryczne wykazuja dobra zgodno$¢ z wynikami teo-
retycznymi.

Nalezy podkreélié, ze do$wiadczenia i obliczenia zostaly przeprowadzone dla malej
liczby Zeber, co jest czesto spotykane w konstrukcjach maszynowych.
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Rys. 7. Napre¢zenia w plycie wzmocnionej # = 6 Zebrami o stalej wysokoéci i gruboéci, podpartej przegu-

bowo na obwodzie zewnetrznym. Napr¢zZenia teoretyczne na krawedzi Zebra — linia przerywana, na wy-

sokoéci naklejenia tensometrOw — linia ciagla. Wyniki pomiaréw naprg¢zen promieniowych (@) i ob-
' wodowych (®)
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Pezwome

INPUBJIMIKEHHOE PEMEHUE TOABEPTHYTON AHTUCUMMETPUUYHOMY W3CUBY
KPYTOBOW IIJIACTUHKU IOIKPEIUIEHHON OIHOCTOPOHHUMU
PAIMAJIBHBIMU PEBPAMU

ITpubGmKeHHBIM METONOM pelleHa 3ajaya O HaNpPsHDKEHHAX U AedOpMalMd B KPYTOBOIl IJIaCTHHE
MMOAKPEIUIEHHOH paaHalibHbIMK pebpamu mo6oit GOpMBI, pacrosIOXKEHHBIMH OCECHMMETPHUHO IO OHY
CTODOHY OT CEePEeMHHON ITOBEPXHOCTH. )

Peluenne HaxoAMTCST MyTeM pasfeNleHHsi IUIACTHHKH Ha HECKOJBKO OPTOTPOIHBIX KOJNBLEBLIX Ija-
CTHHOK TIOCTOSTHHOM YKECTKOCTH IIPH COOJIIONEHHH YCJIOBHI HENpPepbIBHOCTH AeGOpMalMH U BHYTPEHHHUX
cri1. PaccMOTpPeHbl Cllydad LIaPHUPHO M MKECTKO 3aKpEeIUICHHBIX KpaeB IUIacTUHKU. IIpousBeneHsl pac-
YeThl M TEH3OMETPHUUYECKHE M3MEpeHHs UL IUIACTHHOK C 6-10 peOpamH IIEPEeMEHHOIO M IOCTOSHHOTO
CEYEeHMUHA.

Summary

APPROXIMATE SOLUTION OF A CIRCULAR PLATE WITH ONE-SIDED RIBS- SUBJECTED
TO ANTISYMMETRIC BENDING

An approximate method of determination of the state of strain and stress in circular elastic plate rein-
forced by radial ribs of arbitrary shape, eccentric with respect to the middle surface, has been discussed.
The plate is loaded by a skew-symmetric bending couple acting on the hub. In order to establish the state
of stress and strain, the plate was divided into several orthotropic rings of constant flexural rigidity. Con-
tinuity conditions (6) at the lines of contact between the rings have to be satisfied, the outside edge of
the plate being either simply supported or clamped. Numerical example comparing the theoretical and
experimental results are given. :
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WPLYW ODKSZTALCALNOSCI GIETNEJ SKRZYDLA NA STATECZNOSC PODLUZNA
SZYBOWCA

JERZY MARYNIAK, MARWAN LOSTAN (WARSZAWA)

1. Wstep

Przedmiotem niniejszej pracy jest zbadanie wplywu odksztalcalno$ci gietnej skrzydet
na stateczno$é podtuzna szybowca.

W pracy [5], przy rozpatrywaniu wptywu odksztaltcalnosci gietnej skrzydel na statecz-
no$¢ podiuzna szybowca, zaloZzono, ze predko$¢ w kierunku osi podiuZznej zwiazanej
z szybowcem nie ulega zmianie. Powyzsze zalozenie nie pozwolilo na zbadanie wplywu

odksztalcalnosci gigtnej na wahania fugoidalne i ograniczono sie do badan oscylacji
szybkich.

W niniejszej pracy do badania stateczno$ci zastosowano teori¢ malych zaklécer. Row-
nania ruchu otrzymano w postaci ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego
rzedu ze statymi wspolczynnikami. Wyznaczono wspélczynniki réwnania charakterys-
tycznego szdstego stopnia, zastosowano kryteria statecznosci Routha~Hurwitza, jak réow-
niez obliczono pierwiastki réwnania charakterystycznego metoda Bairstowa [9]. W pracy
uwzgledniono tylko odksztalcalno$¢ gigtna skrzydia, bowiem czestoéci odpowiadajace
I postaci gigtnej skrzydet szybowcéw sa rzedu 1,5-3,5 Hz i sa najblizsze czestosci oscy-
lacji szybkich szybowca; podczas gdy I skrgtna postaé skrzydia wystgpuje przy czestosci
20-28 Hz [4, 8]. Jako odksztalcenia przyj¢to postacie wlasne, otrzymane do$wiadczalnie
na drodze badan rezonansowych szybowcéw {4, 8, 10].

Zagadnienie rozwigzano metoda przyjeta przy rozwazaniu statecznosci aparatow lata-
jacych [2, 3, 6, 11]. Pozwolilo to przeprowadzi¢ konfrontacj¢ wynikéw otrzymanych dla
szybowca odksztalcalnego i sztywnego.

Otrzymane wyniki wskazuja, ze odksztatcalno$é gigtna skrzydet ma wplyw na oscy-
lacje szybkie, jak réwniez silnie wptywa na wahania fugoidaine szybowca.

Na podstawie obliczeri numerycznych, wykonanych na elektronowej maszynie cyfro-
wej GIER, na przykladzie produkowanego w kraju szybowca wyczynowego zbadano

wplyw zmian: sztywno$ci, zapasu statecznosci statycznej, predkosci na czgsto$¢ oscylacji
i ttumienie szybowca odksztalcalnego i sztywnego.

3 Mechanika teoretyczna
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2. Réwnania ruchu

Réwnania ruchu szybowca wyprowadzono w ukladzie wspoirzednych zwiazanych ze
§rodkiem masy szybowca. Rozpatrzono male zaklécenia od ustalonego lotu prostolinio-
wego zachodzacego w plaszczyZnie pionowej zgodnej z ukiadem osi (x, »).

Mate zaklocenia oznaczono nastgpujaco:

u — zmiana predkosci U, w kierunku osi x zwigzanej z szybowcem,

w — zmiana predkosci W, w kierunku osi z zwiazanej z szybowcem,

¥ — zmiana kata pochylania szybowca 0, obrét w plaszezyZnie x, z wzgledem osi y,
g — zmiana predkosci katowej pochylania.

W+w

Iz

Rys. 1. Przyjety uklad wspblrzednych zwiazanych z szybowcem i odpowiednie predkosci liniowe i katowe

Réwnania ruchu szybowca sztywnego wzgledem ukladu osi zwiazanych z szybowcem
(rys. 1) zostaly wyprowadzone w pracach [2, 3, 11]. Po wprowadzeniu do nich sit X,. Z,
i momentéw aerodynamicznych M, pochodzacych od zginania skrzydta otrzymano

I’I‘l(il—{— qu) = qu+X‘vH’+qu—mg1900501+Xe,
- mw—U,q) = Zu+Z,w+Z,q—mgdsind,+Z,,
@1 Jyg = Mu+M,w+ Mg+ Mw+M,,
q = .

Uwzglednienie zginania skrzydet wprowadza stopnie swobody wynikajace z odksztal-
cen, ktére prowadza do dodatkowych réwnan ruchu. Przyjeto, ze ugigcie skrzydta w kaz-
dym jego przekroju, przy zatoZeniu, Zze drga ono ruchem harmonicznym £;(¢) = acosw;t,
okreélone jest funkcja
(2.2) zi(y, 1) = D;(») &;(1),
gdzie

®,;(y) — postaé wlasna ugiecia skrzydla odpowiadajaca j-tej postaci,

w; — czgsto§é drgan odpowiadajaca j-tej postaci.
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Stosujac rownania Lagrange’a II rodzaju otrzymano dodatkowe réwnania ruchu szy-
bowca wynikajace z odksztalcen gigtnych skrzydia

(23) D B0+ D) Bl = F
j=1 j=1
gdzie
bj2
2.4) Ej=2 | m(») @) dy+md(0);
0
E; — masa uogélniona odpowiadajaca j-tej postaci wlasnej skrzydtia,
b2
2.5) Fy =2 F.0.0%,0)dy,
0

F; — sita uogélniona odpowiadajaca j-tej postaci, wynikajaca z obciaZenia skrzydta sita
wymuszajaca F,(y, t) przy wylacznym uwzglednieniu jego zginania,
m(y) — funkcja rozkladu masy wzdtuz rozpigtosci skrzydia,
m; — masa kadfuba wraz z usterzeniem traktowana jako masa skupiona w plaszczyZnie
symetrii skrzydia.

Wzory na pochodne| aerodynamiczne X,, X,,, X,, Z., Z,,, Z,, M,, M,,, M, i M,, wys-
tepujace w ukladzie réwnan (2.1) sa wyprowadzone w pracy [3] i oméwione w pracach
[2, 3, 11]. PoniZej wyznaczono sily i momenty aerodynamiczne X,, Z. i M. wystepujace
w ukfadzie réwnan (2.1) wywolane drganiami gietnymi skrzydta.

Zmiana kata natarcia elementu skrzydfa w dowolnym przekroju wywolana drganiami
gietnymi jest nastepujaca:

z _ By
2.6 Ao, = —— = —L Ly
( ) o U] U[
wtedy zmiana sily noénej na skrzydle wywotana odksztalceniem gietnym bedzie
bj2
.7 Z, = 2f Zoe(y) daody = |:—0U, e f I(»)D; (y)dy:IC(t)
0
Po wprowadzeniu pochodnej aerodynamicznej Z;: otrzymano
(2.8) , ' Z, = Z;t,
gdzie
bl2
dcC.
(2.9) Zg=—oUi— = f I(y)Pi(y)dy.
0
Analogicznie wyprowadzono Xz, My,
b2
dcC,
(2.10) Xg = —eUl—da-f 1) Pi(y)dy,
0

b/2 .
deS
(2.11) My = oU =" f F(y)Di(y)dy.

ki
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Sita wymuszajaca F;(y, t) wystgpujaca w wyrazeniu (2.5) na sit¢ uogélniona F; ma pos-
taé

1 dc, C,
(2.12)  F,1) = @U /(y) (a+Aae) = eUil(y)—*= do © Qle(y) ‘1510’)5
przy czym
w= .
=7
Po podstawieniu (2.12) do (2.5) i przeksztaiceniach otrzymano
(2.13) F; = Ej wt+E;¢,
gdzie
i b2
214 = | @00,
0
b/2
dcC, )
2.15) E; =00, = [ 10) B0y,
0

Zakladajac, ze przed zakidceniem W, = 0 i uwzgledniajac (2.15), (2.14), (2.13), (2.11),
(2.10) i (2.9) po podstawieniu do (2.3) i (2.1) otrzymano uklad réwnad rézniczkowych
zwyczajnych drugiego rzgdu ze stalymi wspolczynnikami

mit—X u—X W+ Xgd—Xd— D X =0,

Jj=1

_Z,,u—{~mfv—Z“,w—l~Z,ﬂ9—mUﬂ?'—qu'?— Z ch-f =0,
i=

2.16)
_M,,u—A/[M'V—1V[w}v+in9—Mq{9— Z Mjéé =0,

j=1
DB+ By b+ Bt —Ejum) = 0,
Ji=1

gdzie X3 = mgcosh,, Zy = Xgtgh;.

3. Rozwigzanie réwnan rucku i badanie stateczaosci

W dalszych rozwazaniach uwzglgdniono stopiet swobody wynikajacy z odksztaltcal-
noéci gietnej skrzydet — I postaé gietna skrzydet szybowca. Uklad réwnan (2.16) prze-
ksztalcono do postaci bezwymiarowej dzielgc réwnania sit przez poUZS, réwnania mo-
mentow przez oULSly oraz wprowadzajac oznaczenia przyjete w lotnictwie [2, 3, 6, 11]:

{ — czas aerodynamiczny,

1, — wzgledna ggsto$¢ szyboweca,
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{ — czas bezwymiarowy,

Jy — bezwymiarowy moment bezwladnosci,

u, w — bezwymijarowe predkosci liniowe.

Otrzymano nastepujacy uklad réwnan w postaci bezwymiarowej:

Xq

ﬁ—xuﬁ—xwﬁ— #—5+x3ﬁ+x152 =0,
5
o — Z, \—= -
ey —LlwhW— l 4 79 l? F{ = 0,
(3.1) z U+W—2z, W ( + #1) + 290426

mua+ﬁ@§7+mww+3+mﬁ+ﬁ@ =0,

W+ E 48 Et e, L =0,

gdzie
X |1 - t Ew
Xyf = — » e w— — —— ——0 ’
* eUiS ‘ el oU,S
1 Zyg - 1 E:
3.2 = = . = e US|
(3.2) Zyg 1, oU,S € e, oUS
- 1 Ml;' = "
My o= —— X, e = Qav 1),
| ¢ J» 0U:Sly = )
przy czym
oo B Mmoo D
" m = eSly ~ oSU, = mly

Rozwiazujac uklad réwnan jednorodnych (3.1) otrzymano réwnanie charakterystyczne
széstego stopnia w postaci
(33) A+ B'+BYF+(Ci+ CO I+ (D, +D§) P+ (E'+Ef) 2+ F5I+G5 = 0,
gdzie wspotczynniki By, Cy, D, i E| sa wspélczynnikami réwnania charakterystycznego
czwartego stopnia otrzymanego z réwnan ruchu szybowca sztywnego [3]. Natomiast
wspotezynniki BS, C§, Df, Ef, Ffi Gf sa zmianami wspélczynnikéw wywotanymi uwzgled-
nieniem odksztalcer gigtnych skrzydet i maja postaé:

-Bf = Elg ’

Cf{ = Biey +e—zice,,

_ _ — Z, _
D = Ciey; +B1e1c+[(xu—mq)zxc' - (1 + #—q) m; —z,,x,c']elw.
) 1
_ B B _ _ _ X
Ef = Dye; +Cie+ [(x,,zlc' —zyXi ymy— (zymy +myz;) #—" +

1
_ L z.\ |
+zgmyg —l—(x.,m,;‘ —i—m,,xlc')(l =+ #—")Jem,
1

F{ = E\e; +D ey +[xg(zumi; +muzi ) — zo(Xumiy; + muxi¢)]er,,
G§ = Eey.
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W wyniku rozwiazania réwnania charakterystycznego (3.3) otrzymano pierwiastki
zespolone sprzgzone w postaci

(3.4) i = & & ing,

gdzie
&= §f?~ bezwymiarowy wspoétczynnik thumienia,
¢ = nif — bezwymiarowa czesto$é oscylacji.

Dla szybowca statecznego wszystkie wspStczynniki thumienia muszg byé & < 0, tzn.
ruch jest tlumiony 1 szybowiec jest stateczny dynamicznie. Aby stwierdzi¢ czy szybowiec
jest stateczny, nie trzeba rozwigzywaé réwnania charakterystycznego (3.3), Wystarczy
jedynie sprawdzi¢ kryteria Routha-Hurwitza (dla réwnania charakterystycznego széstego
stopnia sg one podane w pracy [6]).

4. Przykiad liczbowy i wnioski

Przykladowe obliczenia numeryczne wykonano dla krajowego szybowca wyczynowego
wedtug danych projektu wstepnego.

Korzystajac z [4] wyznaczono funkcj¢ rozkiadu mas wzdhiz rozpigtosci skrzydta w po-
staci

m(y) = 1,928—0,356y+0,163y2.

Funkcj¢ ugigcia skrzydila odpowiadajaca I postaci gigtnej wyznaczono na podstawie
prob rezonansowych [10] wykonanych zgodnie z [4, 8] i otrzymano w postaci

d,(y) = —0,21740,0268»*—0,0000981y*.

W obliczeniach zmieniano kolejno: czesto$é drgan wlasnych, zapas statecznosci sta-
tycznej, predkosé i wysokoéé lotu. Pozwolilo to znalezé wplyw powyZszych czynnikdéw
na stateczno$¢ podhuzna szybowca. Jednocze$nie przeprowadzono obliczenia statecznosci
szybowca sztywnego i poréwnano je z wynikami obliczen dla szybowca odksztalcalnego.
Po numerycznym rozwiazaniu metoda Bairstowa réwnania charakterystycznego (3.3)
otrzymano pierwiastki w postaci (3.4), szeéé pierwiastkéw A¢ dla szybowca odksztalcal-
nego i cztery pierwiastki 4, dla szybowca sztywnego. Dla szybowca sztywnego wspél-
czynniki B = C{ = D$ = Ef = F¢ = G¢ = 0. Pierwiastki A£i 4, z jednakowymi indek-
sami k, odpowiadaja tym samym przypadkom ruchu szybowca odksztalcalnego i sztyw-
nego. Otrzymano trzy pary pierwiastkéw zespolonych sprzeZonych iiz, 13’_4 i 1‘5’,6, ktore
charakteryzuja ruchy okresowe szybowca odksztalcalnego oraz dwie pary pierwiastkow
zespolonych 4, , i 4, dla szybowca sztywnego.

Pierwiastki 1?)2 i AALZ odpowiadaja gtéwnie szybkim silnie thumionym oscylacjom po-
chylajacym zachodzacym wokodt osi poprzecznej y. Pierwiastki 15,4 1 13.4 charakteryzuja
okresowe ruchy fugoidalne [2, 3] slabo tlumione, zachodzace na kierunku osi podtuznej x.
Trzecia para pierwiastkow 7@,6 odpowiada pionowym, okresowym przemieszczeniom
szybowca wywolanym odksztalcalnoscia gietna skrzydet. -
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'Na rysunkach 2-4 liniami grubymi naniesiono zmian¢ parametréw odnoszacych sig
do szybowca odksztalcalnego, a linie cienkie dotycza szybowca sztywnego. Linie ciagle
przedstawiaja zmiany wspolczynnikéw thumienia () w postaci bezwymiarowej, a linie
przerywane, zmiany bezwymiarowych czestosci oscylacji (7).

Na rysunkach 2 i 3 przedstawiono wplyw parametréw konstrukcyjnych na czestosei
oscylacji i wspétezynniki tlumienia. Zmiana v, charakteryzuje wzrost sztywnosci gigtnej
skrzydet przy nie zmieniajacych si¢ wlasnosciach geometrycznych, aerodynamicznych
i tym samym rozkladzie mas (rys. 2). Na rys. 3 przedstawiono wplyw zmiany zapasu sta-
tecznodci statycznej przy zalozeniu niezmiennej sztywnosci i rozkladu mas. Na zapas
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Rys. 2. Zmiany bezwymiarowych wspélczynnikéw tlumienia i czgstos$ci oscylacji szybowca w funkcji
czestosei I postaci gigtnej skrzydta dla wysokoéci H = 0 m
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stateczno$ci statycznej [2, 3] maja wplyw parametry geometryczne i charakterystyka
aerodynamiczna szybowca. Wplyw zmian predkosci lotu na czestosci oscylacji i ttumienie
przy stalej sztywnosci i rozkladzie mas przedstawiono na rys. 4.

Whnioski wynikajace z obliczedr numerycznych sa stuszne dla danego szybowca i nie
wszystkie moga byé uogélnione. Szersze uogdlnienie wnioskéw wymagatoby obliczen
numerycznych dla szeregu szybowcédw. Przyjecie do obliczen tylko pierwszej postaci
gietnej jest daleko idacym uproszczeniem, jednak pozwala zbada¢ wplyw odksztalcal-
nodci gigtnej skrzydel na stateczno$é szybowca. Nalezaloby rozpatrzyé wicksza ilosé
stopni swobody wynikajacych z odksztalcalno$ci: skrzydel, usterzenia i kadluba. Nie-
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Rys. 3. Zmiana bezwymiarowych wspoélczynnikdéw tlumienia i czg¢stoéei oscylacji szybowca w funkcji za-
pasu statecznos$cl statycznej dla wysokoéci H = 0 m
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watpliwie skomplikuje to analizg, a tym bardziej poréwnanie z wynikami otrzymanymi
dla szybowca sztywnego.

Z wykonanych obliczen i wynikéw przedstawionych na rysunkach 2-4 mozna wyciag-
naé¢ wnioski o charakterze ogdélnym, konstrukcyjnym i pilotazowym.
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Rys. 4. Zmiana bezwymiarowych wspélczynnikdéw tlumienia i czgstodci oscylacji szybowca w funkcji
predkoéci lotu na wysokod$ci H = 0 m

Wnioski ogdlne

— Wyniki oscylacji szybkich i wahan fugoidalnych otrzymane dla szybowca odksztal-
calnego sg zgodne z wynikami dotyczacymi szybowca sztywnego (rysunki 2-4);

— odksztalcalno$¢ gietna skrzydet powoduje dodatkowe harmoniczne przemieszczenia
pionowe szybowca (tlumione w przypadku szybowca rozpatrywanego) (rysunki 2-4).
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Wnioski konstrukcyjne

— Zwigkszenie sztywnosci gigtnej skrzydel powoduje wzrost czgstoéci drgan gietnych,
natomiast nic ma wplywu na ich thumienie (rys. 2);

— wzrost sztywnosci gietnej skrzydel nie wplywa na ezgstosci i thumienie oscylacji
szybkich i wahan fugoidalnych szybowca (rys. 2);

— wzrost zapasu statecznoéci statycznej (zmiany geometrii i charakterystyki aerodyna-
micznej szybowca) nie ma wplywu na tlumienie drgan gietnych i ich czgstoécei, jak row-
niez nie daje réznic miedzy czesto$ciami i thumieniem oscylacji szybkich i wahan fugoidal-
nych szybowca odksztalcalnego i sztywnego (rys. 3).

Wnioski pilotazowe

— Zmiany predkosci nie powoduja réznic w czestoéei 1 ttumieniu oscylacji szybkich
i wahan fugoidalnych szybowca sztywnego i odksztalcalnego (rys. 4);

— zmiany predkoéci wplywaja na bezwymiarowa czg¢sto$é drgan gigtnych natomiast
nie maja wplywu na bezwymiarowe wspélczynniki ttumienia tych drgan (rys. 4).

Przedstawiona praca wskazuje, Ze konieczne jest szersze zbadanie wplywu i charakteru
odksztatcen na stateczno$¢ aparatéw latajacych. Szczegdlnie wydaje si¢ to konieczne dla
szybowcow, ktore charakteryzuje duza odksztalcalnoéé i niskie czestoéci drgan poszcze-
gblnych elementéw konstrukcji. Wprawdzie, jak wynika z wyzej przeprowadzonych obli-
czen, czesto$¢ najnizszej postaci gietnej skrzydla jest najblizsza czestoSci oscylacji szyb-
kich szybowca i mimo to nie wplywa w widoczny sposéb na te oscylacje.

Uwzglednienie wigkszej iloéci stopni swobody, wynikajacych z odksztalcalnosci kon-
strukcji 1 sprzeZzenn miedzy nimi, sprowadzi rozpatrywanie stateczno$ci szybowca do za-
gadnienia zbadania mozliwoéci pojawienia sie drgan samowzbudnych, czyli zjawiska
flatteru.

Wainiejsze oznaczenia nie wyjasnione w tekScie

b [m] rozpigto$é skrzydet szybowca,

Chs bezwymiarowy wspolczynnik momentu pochylajacego skrzydet,
Cyx bezwymiarowy wspdlczynnik oporu aerodynamicznego,

Cy bezwymiarowy wspélczynnik sily nosnej,

& [m/s?] przyspieszenie ziemskie,

I [m] odleglo$¢ $rodka cigzkosci szybowca od zawiaséw steru wysokosci,
i(» [m} funkcja zmiany cigciwy skrzydla z rozpigtoscia,

m [kG s*/m] masa szybowca,

S [m?] powierzchnia no$na skrzydet,

U, = V [m/s] predkosé lotu,

o [rad] kat natarcia,

o [kG s?/m?’] gesto§é powietrza,

[Hz]

Vig

czestos$é 1 postaci drgan gietnych skrzydel.
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Pesome

BJIUSITHHE M3THMBHON HEDPOPMUPYEMOCTH KPHIJILEB
HA ITPOJOJIBHYIO,YCTONYUBOCTE IIJIAHEPA

B paboTe pacCMOTPEHO BIIMAHUE H3THOHOMN 1ehOpPMHUPYEMOCTH KPbUIBEB IUIAHEPa HA €r0 NPOHOIBHYIO
YCTOHYHBOCTE. YUTeHBb! TPH CTENEHH CBOGOAB! COOTBETCTBYIOLIHME ABIYKCHMIO NJIaHEPA B BEPTAKAIBHON
MJIOCKOCTH M A00aBOYHBIE CTENECHM YUYHTBLIBAIONIHE BJIMAHME M3rHOHOH aedopmupyeMOCTH. YpaBHeRMA
IBHACHUA NOJIyYeHbI B BHJE CHCTEMBI OOBIKHOBEHHBIX AuddepeHIManbHbIX YPABHEHHN BTOPOro no-
PAAKA C NOCTOAHHBIMH KO3(duuHeHTaMA.

Ha npumepe npoToTHna OSHOIO M3 MNOJBCKHX IUIAHEPOB NPOJENAHB! PaCUeThbl YUMTLIBAXOLLHE
nepByo ¢opmy M3rHéa KpbUILEB M TPH CTENEHW CBOGOALI YKECTKOro IuaHepa. PesysbTaTh! 9THX pac-
YETOB IMOCIIY)KIUIM JUIA TOJyYeHHs HEKOTOPbIX OGLIMX BBIBOAOB OTHOCHTENIEHO KOHCTPYKLMH H IIHJIO-
Ta)ka, 2 TAKYKE HEKOTOPBIX BBIBOAOB OTHOCHTEJILHO BO3MOYKHOH HEOOXOAHMMOCTH M3MEHEHMS NMPUHATLIX
TpeATNIONIOYKEHUH .

Summary

EFFECT OF FLEXURAL DEFORMABILITY OF WINGS ON THE LONGITUDINAL STABILITY
OF A GLIDER

The influence of flexural deformability of wings of a glider on its longitudinal stability is discussed
in the paper. Three degrees of freedom resulting from glider motions in the vertical plane, and additional
degrees connected with flexural deformability of wings are equally taken into consideration. Equations
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of notion have been obtained in the form of a system of ordinary, second order differential equations
with constant coefficients. '

As an example, numerical calculations taking into account the first flexural mode of wings and three
additional degrees of rigid glider are presented for one prototype of domestic gliders. From the results
of calculations the definite conclusions of general, constructional and pilotage character are drawn as well
as those concerning necessity of eventual modifications of previously accepted assumptions.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 28 maja 1969 r.
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PODSTAWOWE TWIERDZENIA Z ZAKRESU TEORI DOSTOSOWYWANIA SIE KONSTRUKCJI
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1. Wstep

W projektowaniu i obliczaniu konstrukcji od szeregu lat uwzgledniane sy odksztal-
cenia plastyczne. W szczegdlnosci teoria no$noéci granicznej znalazla juz dosyé szerokie
zastosowanie praktyczne. Jednakze juz w koncu lat dwudziestych GRUNING [1] i BLEICH [2]
zwrécili uwage na niebezpieczenstwo w postaci mozliwosci zniszczenia konstrukeji pod
dzialaniem obciazen cyklicznych, czy to w wyniku stopniowo narastajacych (choé ogra-
niczonych na kazdym cyklu) przyrostéw odksztalcen plastycznych, czy tez wskutek zme-
czenia plastycznego przy kolejno wystepujacych odksztaiceniach plastycznych przeciw-
nych znakéw, pomimo Ze stan graniczny nie zostal jeszcze osiagniety.

‘MELAN [3] (1938) i KoITER [5, 6] (1956) podali twierdzenia podstawowe dotyczace moz-
liwoéci zniszczenia powyZszego typu przed osiggnigciem stanu granicznego. PRAGER [7]
i RozensLuM [8, 9] uogdlnili te twierdzenia na przypadek obcigzen termicznych. W pracy
[17] rozpatrzono twierdzenie Melana, w przypadku gdy zaréwno warunek plastycznosci,
jak i moduly sprezystoéci materiatu sa zalezne od temperatury. Pojecie dostosowywania
si¢, tj. powstawania w ciele samonaprezen pozwalajacych mu reagowaé na nastepne cykle
obciazen juz w sposob czysto sprezysty, ma sens réwniez dla cial sprezysto-plastycznych
ze wzmocnieniem. Dowdd odpowiednio zmodyfikowanego twierdzenia podal MELAN [4]
dla wzmocnienia translacyjnego. Bardziej ogdlne typy wzmocnienia byly badane, ze sta-
nowiska teorii dostosowania, w pracy [19]. .

Bezposrednie wykorzystanie twierdzen o dostosowaniu do bardziej zloZonych proble-
moéw napotyka w praktyce znaczne trudnosci matematyczne, podobnie jak w przypadku
tréjwymiarowych problemdw teorii sprezystosci i plastycznodci. Dla konstrukcji, ktérych
Jjeden lub dwa wymiary sa male w poréwnaniu z pozostalymi (prety, powloki), buduje
si¢ teorie spelniajace podstawowe zaleZnodci osrodka ciggtego w sposéb przyblizony.
Pozwala to znacznie uprosci¢ rozpatrywane problemy kosztem stosunkowo niewielkich
niedokiadnogci.

W takich przyblizonych teoriach operujacych wielko$ciami uogdlnionymi rozpatru-
jemy konstrukcje nie jako zbiér punktéw, lecz jako ukiad jej podzbioréw nazywanych
przekrojami. Za sily uogdlnione bierze si¢ przy tym sity i momenty wzajemnego oddzia-
tywania tych przekrojéw lub tez wielko$ci do nich proporcjonalne.
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W pracy [16] pokazano, jak mozna stosowaé klasyczne twierdzenie MELANA [3] o dos-
tosowaniu, w przypadku gdy teoria opisujaca stan sit wewngtrznych i deformacji rozpa-
trywanej konstrukcji wyrazona jest w uogdélnionych sitach i uogélnionych odksztalceniach,
ktére to wielkosci okreslone sa nie dla punktéw, lecz dla przekrojéw konstrukeji. Zasto-
sowanie ogdlnych wynikéw pracy [16] do konstrukcji ramowych, tukowych oraz dla plyt
przedstawiono w pracach [18 i1 20].

Pojecia uogdlnionych odksztalcen, tj. wielkosci ¢, wprowadza si¢ w ten sposéb, ze
w ramach S$cistosci rozpatrywanej teorii zachodzi réwnosé

(1) [osesar = [ > 0.q.da,
v : 1

a r=

gdzie V oznacza objgtosé rozpatrywanej konstrukcji, oj; — tensor paprezenia, ¢; — tensor
odksztatcenia, Q, — sily uogdlnione, m — ich liczbg, a — pole wszystkich przekrojéw
danej konstrukcji.

Istnieje naturalnie (por. [16]) jednoznacznie okreS$lone przeksztalcenie pola naprgzen
01;(x), x €&, gdzie & € a jest rozpatrywanym przekrojem konstrukeji, w sity uogdlnione

1.2) 0.(8) = D fo;;(x)], xe€& r=1,2,..,m.
Operatory @, sa liniowe

D04+ 11) = Do(0j)+Dr (1)),

(1.3) b, (doy)) = 1D,(03)),

gdzie 4 jest dowolna liczba rzeczywista. Przeksztalcenie odwrotne nie jest, w ogdlnosci,
jednoznaczne, jednakze w obregbie znanych teorii operujacych wielko$ciami vogdlnionymi
(prety zginane, ptyty, powloki) otrzymuje si¢ jednoznaczne odwrdcenie zwiazku (1.2) dla
przypadku czysto sprezystego zachowania sig¢ materialu przekroju. Wynika to z zatozen
kinematycznych odnosnie mozliwych deformacji przekroju. Zatem

(1.4) ot (x) = D 0.Oal(x), xet,
r=1

gdzie af;(x) jest sprezystym rozkitadem napr¢zen w przekroju, wywolanym jednostkowa
sita uogdlniong Q, = 1, podczas gdy pozostale sily uogdlnione réwne sa zeru, zas of;
oznacza sprezysta cze$é tensora napr¢zenia. Wobec tego, stan naprg¢zenia w dowolnym
punkcie przekroju moze byé przedstawiony w postaci

(1.5) 0y(x) = 05()+5500 = > Q4535
re=1

gdzie D,.(s;;)) =0, r =1, 2, ..., m. Jezeli dla danego typu konstrukcji uzyta teoria w wiel-
koSciach uogdlnionych jest wystarczajaco dokladna, to w ramach jej $cistosci zbidr do-
wolnie wzietych pol naprezen s;;(x) dla poszczegdlnych przekrojow & moze byé uwazany
za pole naprezen resztkowych, tj. naprezen spetniajacych warunki réwnowagi wewnetrz-
nej i pozostajacych w réwnawadze z zerowymi obcigZeniami zewnetrznymi.
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Wykonujac operacje (1.2) na réwnaniach réwnowagi (lub wprost rozpatrujac warunki
réwnowagi przekrojéw), otrzymujemy roéwnania rownowagi zapisane w sitach uogdl-
nionych

(1.6) D Zu0AN=0, k=1,2,..,5s,
r=1

gdzie &, sa liniowymi operatorami rézniczkowymi, a Ny pewnymi wielkosciami okreslo-
nymi przez zewnetrzne sity powierzchniowe i masowe.

Kazde pole Q%(&), £ € a spelniajace réwnania (1.6) dla N, = 0 bedziemy, przez ana-
logie, nazywaé resztkowym polem sit uogélnionych.

W pracy [16] wprowadzono, dla danego przekroju, pojecie powierzchni sprezystej jako
brzegu obszaru w przestrzeni sit uogdlnionych, w obrebie ktérego zaden punkt przekroju
nie doznaje uplastycznienia. :

Oznacza to, ze powierzchnia sprezysta dla materiatu sprezysto-plastycznego okre$lona
jest, wobec (1.5), warunkiem ‘

(1.7) ' qo[ 2 Q,a.-;(x)+s;,-(x)] =k

w pewnym punkcie przekroju, a w pozostalych ¢ < k, przy czym ¢(o;;) = k jest warun-
kiem plastycznoéci, o ktérym zaklada si¢ na ogdt, ze w przestrzeni stanéw naprezenia
ogranicza obszar wypukly, przy czym ¢ = k tylko na brzegu. Z tego faktu wypukloéci
wyplywa szereg waznych wlasnoéci powierzehni sprezystych.

Ze wzoru (1.7) wida¢, ze powierzchnia sprezysta okre$lona jest jednoznacznie przez
podanie zwigzanych z niag napre¢Zen s;;(x). Powierzchnig sprezysta dla s;(x) =0, x e &
nazywaé bedziemy dalej poczatkowa powierzchnia sprezysta.

Wypukloéé warunku plastycznosci mozna analitycznie zapisaé w sposéb nastgpujacy,
jezeli (oi)) < ki ¢(zij) <k, to

(1.8&) (;l)[(}»()'.'j+(1"}»)’f,'j] < k dla 0 < A =<1
oraz, jezeli @(oy;) < ki @(riy) <k, to
(1.8b) Pplioy+(1—Dryl<k dla0<< A< 1.

Pojecie przekroju, sif uogélnionych i powierzchni sprezystej moze by¢ stosowane w przed-
stawionej wyzej postaci réwniez w dwoch nastgpujacych skrajnych przypadkach:

A) Gdy przekrojami sa wprost punkty konstrukcji; wtedy sitami uogdlnionymi beda
naprezenia, a powierzchnia sprezysta (jedyna) pokrywa si¢ z warunkiem plastycznosci
ploi;) = k.

B) Za jedyny przekroj wzia¢ mozna cala konstrukcje. Wtedy, jezeli obciazenia zewng-
trzne dane sa w postaci

Ti(x, 1) = D, p()TH(),
(1.9) "
Fi(x, 1) = D) p(OFI(),

to jako sity uogdlnione wziaé mozna parametry p,, ps, ..., pn (por. [11]), przy czym T;
oznaczaja sily powierzchniowe, F; — objgtosciowe.
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2. Twierdzenia o dostosowaniu wyrazone w wielkosciach uog6lnionych

Podstawowymi twierdzeniami w teorii dostosowywania sie oérodka idealnie sprezysto-
plastycznego do obcigZzen zmieniajacych si¢ dowolnie w danych granicach sg twierdzenia
Melana i Koitera (por. np. [6]) przytoczone ponizej. Twierdzenia te sluszne sa ogdlnie
pod warunkiem, ze funkcje opisujace stan napre¢zenia i odksztalcenia nie zawieraja osob-
liwodci oraz Ze objgtosé rozpatrywanej konstrukcji jest skorniczona. Zatem przypadki
koncentracji naprezen, naroza lub lokalne plastyczne plynigcie musza byé wykluczone.

Twierdzenie Melana (1938). Dla dostosowania ciala potrzeba i wystarcza, aby istnialo
niezalezne od czasu pole naprezen resztkowych g;;(x) takie, by dla dowolnych zmian ob-
cigzen w danych granicach zachodzita nieréwno$é

(2.1) ¢lot;(x, t)+0i;(x)] < k,

przy czym of;(x, t) oznacza napr¢zenia w identycznym geometrycznie ciele idealnie spre-
zystym pod takimi samymi obciaZeniami.

Twierdzenie Koitera (1956). Dla zaistnienia niebezpieczeristwa zniszczenia konstrukcji
wskutek niedostosowania potrzeba i wystarcza, aby istnial taki cykl tzw. kinematycznie
dopuszczalnych odksztalcen plastycznych &;(x, 1), aby zachodzita nieréwnosé

1o+ T 190+T
2.2) [ [pavat= [ [ DGpavar,
lo 1 4 lo 14

gdzie D, jest szybkoscia pracy sit zewngtrznych, D — dysypacja mocy odksztalcen plastycz-
nych, przy czym przez cykl kinematycznie dopuszczalnych odksztalcen plastycznych ro-
zumie si¢ cykl taki, ze

lo+-T
(23) Eij = %(Au,-__,--{—ﬂuj.,-); All,‘ = f il,dt

o

oraz ze pole przemieszczen u; spelnia wymagane warunki brzegowe. Wyrazenie tego twier-
dzenia w wieko$ciach uogdlnionych jest natychmiastowe.

Twierdzenie Koitera (dla konstrukeji). Dla zaistnienia niebezpieczenstwa zniszczenia przez
niedostosowanie potrzeba i wystarcza, aby istnial cykl kinematycznie dopuszczalnych
odksztalcen uogdlnionych ¢,(&,¢) w przedziale czasu (1, t,+7), taki, aby zachodzila
nierowno$é

to+T o+ T
(2.4) [ [Dedadt = [ [ Q.4 dadr.
{o a 1y a

Dla dowodu wystarczy wzia¢ pod uwage definicje odksztalcen uogdlnionych dana wzorem
(1.1).

Zastosowanie tak uogdlnionego twierdzenia Koitera znalezé mozna w pracach [13, 14].

Natomiast przy formutowaniu uogdlnienia twierdzenia Melana skorzystamy z wprowa-
dzonej definicji powierzchni sprezystych.

Twierdzenie Melana (dla konstrukeji). Dla dostosowania danej konstrukcji potrzeba
i wystarcza, aby istnialy statle w czasie: pole resztkowych sit uogélnionych Q%(&) oraz dla
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kazdego przekroju & konstrukcji, odpowiednia powierzchnia sprezysta S, takie ze dla
obcigzen zewnetrznych zmieniajacych si¢ w przepisanych granicach pole sit wewngtrznych

(2.5) 0:(&, +0%8)

mieécito si¢ dla kazdego przekroju & w odpowiedniej powierzchni sprezystej S;. Tutaj
Q¢ oznacza pole sil uogdlnionych w identycznej geometrycznie lecz idealnie sprezystej
konstrukeji.

Dowiedziemy, ze w granicach §cisloéci teorii operujacej wielkodciami uogdlnionymi
twierdzenie to jest réwnowazne twierdzeniu Melana.

D o w 6 d: a) Jezeli zachodzi twierdzenie Melana, to istnieje rozklad naprezen resztko-
wych g;;(x) taki, ze spelnione jest (2.1). Te napreZenia resztkowe mozemy przedstawi¢
W postaci

(2.6) 0i;(x) = o) +ei;(x), xeé,

gdzie @,(p;;(x)) = 0. A zatem wedlug (1.7) rozktad g;;(x) definiuje pewna powierzchnie
sprezysta S;. Pole sit uogélnionych

Q)(x) = D, (0ij(x)) = D,(0%;(x))
spelnia warunki réwnowagi (1.6) dla Ny = 0, jest zatem resztkowym polem sit uogélnio-
nych. Nieréwno$¢ (2.1) stwierdza, ze [wobec (1.7)] stan Q¢+Q2, gdzie Q¢ = @,(0%), znaj-
duje si¢ wewnatrz powierzchni sprezystej S;, jak to jest wymagane przez uogdlnione twier-
dzenie Melana.
b) Jezeli prawdziwe jest twierdzenie uogdlnione, to istnieje [wobec (1.7)] pewien stan
53;(x) taki, ze

@7 o[ N (0s+09a+s,] <k
r=1

dla kazdego x € £ i dla kazdego przekroju & € q, przy czym @,(s;;) = 0. W ramach do-
kladnosci teorii w wielko$ciach uogdlnionych pole s;;(x) jest polem naprezen resztkowych,

m
za$ g?jzzl Q% stanowi pole réwniez resztkowe, gdyz spelnia ono réwnania (1.6).

Zatem suma s;;-+0f; stanowi stan naprezen resztkowych, jak tego wymaga twierdzenie
Melana.

Teraz jasny staje si¢ sposéb stosowania tak uogdlnionego twierdzenia Melana. Miano-
wicie zamiast poszukiwania pola samonaprezen o;; = p{;+0;; Wymaganego wzorem (2.1),
szukamy pola resztkowych sit uogélnionych Q% dla otrzymania cztonu 0%; (co odpowiada
poszukiwaniu rozwigzania réwnania (1.6) dla N, = 0) oraz dobieramy odpowiednie po-
wierzchnie sprezyste (co odpowiada dobieraniu odpowiedniego czlonu g;;). Zawieranie
si¢ sumy (2.5) w powierzchni sprezystej Sg dla kazdego przekroju & daje nam wtedy
spelnienie warunku (2.1) wymaganego przez twierdzenie Melana.

Metody poszukiwania resztkowych sit uvogdlnionych zaleze¢ beda od formy réwnan
réwnowagi w konkretnym rozpatrywanym problemie i trudno tu o jakie§ uogdlnienia.

Natomiast wypuklo$¢ warunku plastyczno$ci oraz ewentualnie jego symetria wzglgdem
znaku naprezen pozwalaja wysnué pewne ogdélne wlasnosci powierzchni sprezystych,

4 Mechanika teorelyczna
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ktére moga by¢ pomocne przy rozwigzywaniu probleméw szczegétowych. Odpowiednie
twierdzenia podano w rozdziale 3, a ich zastosowania do obliczen praktycznych znalezé
mozna w pracach [18, 20].

3. Twierdzenia dotyczgce powierzchni sprezystych

Powierzchnie sprezyste posiadaja szereg wiasnosci, znajomo$¢ ktérych jest pomocna
przy rozwiazywaniu zagadnien szczegétowych. Niektére z nich przedstawione zostang
ponizej.

Twierdzenie 1. Powierzchnia spreZzysta ogranicza obszar wypukly.

Dowéd: niech P, = (Q}, QF, ..., OL); P, = (0%, O3, ..., Q%) oznaczaja dwa punkty
na brzegu tego obszaru. Wtedy, w mysl (1.7)

‘P[Z Qla'iﬂrQu] <k i <P[,_, Q;

m
.
> Qa4 o) < k.
r=1 r=1
Wobec tego na podstawie (1.8) otrzymujemy
m . m
o[2 D) lal+-(1—2) D Qo] <k 0= A< 1,
r=1 r=1
To za$ oznacza, ze dowolny punkt nalezacy do odcinka prostoliniowego o koncach P,
1 P, lezy wewnatrz tej samej powierzchni sprezystej, co stwierdza wypuktosé obszaru
ograniczonego przez t¢ powierzchnig. Dowdd tej wiasnosci (réwniez dla materiatu ze
wzmocnieniem) przedstawit uprzednio Mr6z [12].
Twierdzenie 2. Jezeli s,-'j(x),s,-zj (x), xe& okreslaja dwie odpowiednie powierzchnie
sprezyste S, i S», to obszar S; okre§lony jako zbiér wszystkich punktéw P ksztattu
P’ = P+ (1— 1P?,
gdzie P'e S|, P?€ S,, za§ 0 < A << | oznacza stala, jest zawarty w powierzchni sprezys-
tej S; okres$lonej przez rozktad naprezen

5T(x) = Ash+(1—2)st.
Do wdéd: z zalozen '

‘P[Z Prlafj‘}'silj] =%, ‘P[Zprza{j+5.'2j < k;
r=1 r=1

stad

m m m
o[4 D Play (=2 D) Pra Ash+ (1= Nsh] = o] D) Prag+s] < k.
re=al r=1 r=1
Twierdzenie 3. Niech obszary A,, A4, leza odpowiednio wewnatrz powierzchni spre-
zystych S;, S, i niech A, przystaje do 4, poprzez ruch sztywny bez obrotu. Wtedy obszar
A = 24,+(1—NA,, gdzie 0 < 2 < 1 jest stalg, przystajacy w ten sam sposéb do A4,
i A, 1 potozony migdzy nimi, lezy wewnatrz pewnej powierzchni sprezystej S.
Dowéd wynika z twierdzenia 2, jezeli polozy¢ Ple A,, P? e 4,. Wtedy obszar S; po-
krywa si¢ z obszarem A.
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Twierdzenie 4. Jeieli warunek plastyczno$ci ¢(o;;) = & spelnia (1.8) oraz funkcja
@(o;;) jest parzysta wzgledem naprgzen

3. p(—0i;) = @loij),

to wtedy dowolna powierzchnia sprezysta moze by¢ przez odpowiedni ruch sztywny bez
obrotu zawarta w poczatkowej powierzchni sprezystej.

Dowdd: niech P' = (01, 03, ..., On); P2 = (03, 03, ..., Q%) oznaczaja dwa punkty
poczatkowej powierzehni sprezystej lezacc\, na tej samej prostej przechodzacej przez po-
czatek uktadu. Wtedy wobec (3.1) musi byé Q2 = —Q!, r=1,2,...,m

W kazdym punkcie rozwazanego przekroju x € & mamy

(3.2) ol D, otar] = 0| D 02 <k,
r=1 r=1

przy czym istnieje punkt xy-€ &, dla ktdrego zachodzi réwnos¢.

Rozpatrzmy teraz taki sam obszar przesunigty o wektor QY i niech SU(A) oznacza pole
naprezen okreSlajace wedtug (1.7) jaka$ dowolna powierzchnig sprezysta. Niech R! =
Q!4+0°, R* = Q*+Q°. Jezeli co najmniej jeden z tych punktéw R!, R?, powiedzmy R!,
lezy wewnatrz tej powierzchni sprezystej, a drugi wewnatrz niej lub na brzegu, to wtedy
dla kazdego x e & musi, wobec (1.8), zachodzié

m m

33) oD @ +o)a s <k oY) (Q2+Q°)a.J(XH 5:(x)) <

r=1 r=1

Ale wobec (3.2) mozemy napisa¢

m

(3.4) po) = p(—o) =k, gdzie o= D 0la(x).

Warunki (3.3) oznaczaja, ze

n

(3.5) ploy+oy) <k, gdze Z 5 (x0) +51;(%0),

p(—oito) <k, tj. @lo;—o;) <k
Z dwéch warunkow (3.5) wynika dla 2 = 1/2, ze

[ (GIJ+°‘11)+ (GU aij)] = ‘P(Gij) < k,

co wraz z (3.4) stanowi sprzeczno$¢. Zatem oba punkty R!, R* musza lezeé na brzegu lub
na zewnatrz tej samej powierzchni sprezystej, a to dowodzi juz twierdzenia.
Twierdzenie 5. Jezeli program obciazenia okreslony jest przez ukiad nieréwnosci

(3.6) —pi < p;<pf, pi>0, o=—1, i=1,2,..,m,

gdzie p; oznaczaja wspolczynniki obciazenia jak we wzorach (1.9), to wtedy obszar do-
stosowania w przestrzeni wspolczynnikdw p} jest wypukly.

4*
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Dowdd: jezeli punkty P'= (pi,ps, ..., p5); P*=(pi,p{, ..., p5) naleza do ob-
szaru dostosowania, tzn. dana konstrukcja dostosowuje si¢ do programu
—ap; < pi < pi
oraz do programu
—api < pi <pi,
to wtedy wedlug twierdzenia Melana istnieja dwa pola naprezen resztkowych gfi(x),
05;(x) takie, ze dla kazdego punktu tej konstrukcji zachodzi

m

o[ D) B.pion(0+ol,(0] <k,
(3.7) =t

m

o[ Y 0¥ of () ok <k,
r=1

gdzie of; oznaczaja napreZenia sprezyste w konstrukcjidlap, = p, = ... =p,_, = p,y; =0,
pr=1,za8 i, =11ub f, = —a,.

Warunki (3.7) zachodza dla dowolnej kombinacji wspotczynnikéw f,. Wobec (1.8)
otrzymujemy

o[ Y B, Qs+ (1= Dp?)os;+ Al + (1— D] <k,
r=1

to za$ wskazuje, ze punkt P = AP'+(1— A)P? nalezy do obszaru dostosowania. -
Twierdzenie to wynika tez jako wniosek z twierdzenia 1, jezeli cala konstrukcje potrak-
towaé jako przekrdj, jednakze autor sadzi, ze czytelnika moze zainteresowaé¢ dowdd nie
korzystajacy z pojgcia powierzchni sprezyste;.
Przyklady wykorzystania przytoczonych twierdzen do efektywnego obliczania obsza-
réw dostosowywania si¢ ptyt i ram znalezé mozna w pracach [18, 20].

4. Powierzchnie sprezyste w przestrzeniach o mniejszej liczbie wymiaréw

Powierzchnie graniczne, dla przypadku gdy niektére z uogélnionych sit lub uogdlnio-
nych odksztalcen znikaja, byly badane w pracy [10]. Stwierdzono tam, w oparciu o sto-
warzyszone prawo plynigcia, Ze:

1) jezeli jedna z sit uogdlnionych zeruje sig, np. Q; = 0, to wtedy odpowiednia powierz-
chnie graniczna w podprzestrzeni m—1 wymiarowej otrzymuje si¢ przez przeciecie orygi-
nalnej powierzchni granicznej plyszczyzna Qi = 0;

2) jezeli zeruje sie jedno z odksztalcen uogdlnionych, np. ¢, = 0, wtedy m—1 wymia- '
rowa powierzchnia graniczna jest rzutem powierzchni m-wymiarowej na plaszczyzne
0,=0.

W przypadku powierzchni sprezystych w obu wypadkach nowa m—1 wymiarowa po-
wierzchnig¢ sprezysta otrzymuje sie przez przeciecie plaszezyzna Q, = 0 w przypadku 1),
za$ plaszczyzna B,;Q; = 0 w przypadku 2), pierwotnej m-wymiarowej powierzchni spre-
zystej. Zwiazek g; = B;;Q; jest wyrazeniem prawa Hooke’a w wielko$ciach uogdlnionych.
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W rezultacie tej roznicy, dla pewnych przypadkéw otrzymaé mozna sytuacjg, ze pewna

powierzchnia sprezysta w m-wymiarowej przestrzeni sif uogdlnionych ma punkty wspdlne

z

powierzchnia graniczna, nie bgdzie ich natomiast miala po przejSciu do m—1 wymia-

rowej podprzestrzeni.
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Pezome

OCHOBHEIE TEOPEMEI TEOPHUHM TIPHUCITIOCOBJIMBAEMOCTH
NPYTO-INIACTUUECKUX KOHCTPYKUHUIA K M3MEHSIOUWMUMCSA BO BPEMEHU
HATPY3KAM

B patote [18] npoaeMOHCTPUPOBAH METOA, MO BO3MOMHOCTH HaMGOJIee TOUHOTO, IPUMEHEHHS TCOPEMbI

Menana o npucnocobINBaeMOCTH, B TEX CIyYasX, KOTAa TEOPHA PAacCMaTPHBAEMON KOHCTPYKLUMH BEIpa-
YKAETCHA yepe3 oDOBILEHHbIE BEJUYHMHBLI, U BBEAEHO MOHATHE YNPYTOil IMOBEPXHOCTH, C MOMOLOBIO KOTO-
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poro Teopema (hOpPMYIHPOBANACh COOTBETCTBYIOIIHUM 0Opasom oGOGLIEHHOM BHAE. B HacTosmeit paGore
cBefleHbl Te€ CBOHCTBA BbIWUE YIIOMAHYTHIX ITOBEPXHOCTEH, KOTOPBbIE MOTYT HaHTH NPHKJIAAHOE MpHME-

HCHHE.

Summary

BASIC THEOREMS ON SHAKEDOWN OF ELASTIC-PLASTIC STRUCTURES
UNDER TIME-DEPENDENT LOADINGS

Paper [18] presented how to apply the Melan theorem when the theory of structures considered is for-
mulated in terms of generalized stresses and generalized strains. There the notation of elastic locus has
been introduced to express the appropriate generalized theorem. Some essential properties of these elastic
loci which may be useful in applications to particular groups of structures are collected in the present paper.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 13 czerwca 1969 r.
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PEWNE PROBLEMY OPTYMALNEGO KSZTALTOWANIA PRETA SCISKANEGO SIEA
SKIEROWANA DO BIEGUNA

ANTONI GAJEW SK1 (KRAKOW)

1. Wstep

Niniejsza praca zawiera rozwigzania dwdch zagadnien: 1) optymalnego parametrycz-
nego ksztaltowania pretéw sprezystych (o okre§lonym sposobie zmiany przekroju poprzecz-
nego) $ciskanych sita skierowang do bieguna, 2) optymalnego wariacyjnego ksztattowania
pretéw Sciskanych sita skierowana do bieguna, w przypadku gdy znajduja si¢ one w spre-
zysto-plastycznym zakresie pracy.

Stosowanie optymalizacji parametrycznej moze byé podyktowane wzgledami techno-
logicznymi (latwoscia wykonania). Poszukujemy tu takiej warto§ci pewnego parametru
(na przyklad kata wierzcholkowego stozka), wyrdzniajacego ksztalt preta sposrdd pewnej
klasy pretow tak, aby otrzymac najwigkszy zysk na cigzarze (objetosci), wynikajacy z za-
stapienia pr¢ta pryzmatycznego — optymalnym, przenoszacym te sama, site krytyczna.
Ksztalt optymalnego preta stozkowego, $ciskanego osiowo, zostal podany przez Zvcz-
KOWSKIEGO [10] dla zakresu sprgzystego i sprezysto-plastycznego, a niekonserwatywne
zagadnienie optymalizacji pretéw stozkowych $ciskanych sita podsledzaca jest rozwigzane
w pracy GAJEWSKIEGO [2]. Sama metoda ksztaltowania parametrycznego, w zastosowaniu
do réznych probleméw, oméwiona jest szerzej w pracach KRZYSIA i ZYCZKOWSKIEGO [5, 6],
a absolutnie optymalne (w sensie rachunku wariacyjnego) ksztalty pretéw sprezystych,
jednorodnych i niejednorodnych, Sciskanych sita skierowana do bieguna, podano w pracy
GAJEWSKIEGO 1 ZYCZKOWSKIEGO [3]. W pracy tej omdéwiono szerzej literature odnoszch
sie do probleméw optymalizacji pretow Sciskanych.

Drugi problem nalezy do zagadnien optymalizacji absolutnej, przeprowadzanej me-
todami rachunku wariacyjnego, a polegajacej na poszukiwaniu preta o najmniejszej obje-
toéci, przenoszacego dana sil¢ krytyczna. Poszukujemy tu zatem minimum funkcjonahu—
objetosei preta, przy dodatkowym warunku w postaci réwnania rézniczkowego ugietej
osi preta $ciskanego. Taki sposéb postgpowania zastosowano w pracach Czencowa [1],
GAJEWSKIEGO i ZYCZKOWSKIEGO [3] i innych — do optymalizacji ksztattu pretéw sprezystych,
a takze w pracy Krzysia [6] do optymalizacji utwierdzonego preta cienkoéciennego o pro-
filu zamknietym, w sprezysto-plastycznym zakresie pracy.

Do rozwiazania powyzszych zagadnien wystarczajace jest stosowanie statycznego kry-
terium statecznosci.
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2. Optymalne ksztaltowanie parametryczne

2.1. Sformulowanie zagadnienia. Wspornikowy pret przedstawiony na rys. 1 jest ob-
ciazony sila P, o kierunku zmieniajacym sie podczas wyboczenia, lecz skierowang do sta-
lego punktu 4 — bieguna. Punkt ten jest polozony na osi nieodksztalconego preta w od-
legtosci @ od punktu utwierdzenia, przy czym odleglo$é ta jest liczona jako dodatnia, gdy
A znajduje si¢ ponizej utwierdzenia. W tej czeéci pracy zakladamy, Ze pret jest spreZysty
1 jednorodny, o module Younga E;, a moment bezwladnosci jego przekroju poprzecznego
zmienia si¢ wedtug wzoru

Q.1 J(x) = Jo(I—ex)" = Jog(x), g(x) = (I—ex)".

J, jest momentem bezwtadnosci przekroju utwierdzonego (dla x = 0), ¢ jest parametrem
charakteryzujacym zbiezno$é preta, x = &// jest zmienng bezwymiarowa. Dowolny pa-
rametr ¢ moZe sie zmieniaé w przedziale (—oo, -+1). Zadaniem naszym jest znalezienie

JP

£l

Rys. 1

takiej wartosci parametru e, dla ktérej objeto$¢ preta jest najmniejsza przy danej sile kry-

tycznej powodujacej utrate statecznosci. Nastepuje tu utrata statecznosci przez wybocze-

nie i statyczne kryterium statecznosci jest wystarczajace do rozwiazania zagadnienia.
Skorzystamy zatem ze znanego réwnania linii ugigcia badanego preta

@2 [(1—ex)y"] By =0,

w ktérym przyjeto oznaczenia: y = w/l, f = PI* |EJ,, gdzie w jest ugigciem preta w od-
legtosci & od poczatku ukiadu wspotrzgdnych. Réwnania (2.2) nalezy uzupelni¢-warun-
kami brzegowymi [3]

y©© =0, gy (l)=0,

(2.3)
y'(0) =0, [(gy”)”rﬁ(y'— z )] = 0.

l+a _1
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Wprowadzony tu bezwymiarowy parametr
2.49) o = —

okresla polozenie bieguna, do ktérego zwrécona jest sita. Catkujac dwukrotnie réwnanie
rézniczkowe (2.2) otrzymujemy
(2.5) (I—ex)"y"+ By = C,+C,x,

gdzie C, i C, sa dowolnymi stalymi catkowania. Wprowadzamy nast¢pnie nowa zmienng
zalezna

C C
2.6 ' o) = y0)— T — L2y
(2.6) 5 "B
Z réwnania (2.5) i z warunkéw brzegowych (2.3) otrzymujemy
2.7 (I—ex)2"+fv =0,
(2.8) 2(1)=0, 2(0)—a2'(0) = 0.

Catka ogdélna réwnania (2.7) jest znana dla dowolnych wartosci wykladnika n i wyraza
sie przez funkcje Bessela pierwszego i drugiego rodzaju, rz¢du », J, i Y,

2 VF,
— 1__ l/ZZ, = ry . n

v(x) = (1 —ex)'/*Z, [Z—n . (1 —ex) ,
(2.9)
Zv(x) == AIJV+A2YV, Y = 51—-)1, n+# 2.

Dla n = 2 i n = 4 rozwigzania réwnania (2.7) wyrazaja si¢ przez funkcje elementarne
i sa podane dalej. State calkowania 4; i A4, nalezy wyznaczy¢ korzystajagc z warunkow
brzegowych (2.8). Podstawiajac (2.9) do (2.8) otrzymujemy uklad dwdch jednorodnych
réwnan liniowych na stale A4, i A4,, ktéry ma niezerowe rozwiazanie tylko wtedy, gdy
wyznacznik tego ukladu jest rowny zeru. Warunek ten pozwala obliczy¢ site krytyczng f

w zaleznoéci od parametréw ¢ i o z nastgpujacego réownania uwiktanego

(2.10)A Ff,e,0) = (1 + %ae) [J.(0)Y,(1)—J,(1)Y,(0)]—

—a[/:0)Y.()—J,(DY;(0)] = 0.

W réwnaniu tym

dz 2 VB s
: =_" v 1) = Zv ’ P (1—e) ? .
ZV(I) dx ,\-:[’ Z( ) |:2__n e (1 8) b
podobnie dla x = 0.
2.2. Optymalizacja parametryczna. Obliczenia przebiegaja tu analogicznie do przedstawionych
w pracy [2]; przyjmujemy, ze powierzchnia przekroju poprzecznego jest zwigzana z mo-
mentem bezwladnosci wzorem

(2.11) A(x) = Aog"(x),
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w ktérym A, oznacza pole powierzchni przekroju utwierdzonego, a wyktadnik » charak-
teryzuje ksztalt preta i sposéb wyboczenia. Gdy » = 1, pret jest ptasko-zbieZzny i wybo-
czenie nastepuje z plaszczyzny zbieznosci, gdy x» = 0,5 — pret jest wszechstronnie réw-
nomiernie zbiezny (ostrostup lub stozek), wreszcie gdy » = 1/3 — pret jest plasko-zbiezny,
lecz wyboczenie zachodzi w plaszczyznie zbieznosci. Obliczamy obje¢tosé preta

1 1 —(1—g)y=+!

2.12) V= o A -

oraz znajdujemy stosunek objetoéci (2.12) i objetosci preta pryzmatycznego V¥ o diu-
gosci / i powierzchni przekroju A

v 1. Ay 1—(1—ey*!
VO T xn1 A® P :

(2.13)

Zadamy teraz, aby badany pret (o zbieznosci ¢) przenosit t¢ sama site krytyczna, co
pret pryzmatyczny. Otrzymujemy stad

(0)
(2.14) - : ~—/6(°) EJ
lub
| Jo Y O\
- (- ()

Po podstawieniu (2.15) do (2.13) mamy
V.o 1 (O 1I=(1—emt!
VO -1\ B € '
Wynika stad, ze dla ustalonej warto$ci parametru «, stosunek objetosci zalezy tylko
od zbieznosci preta e i nalezy si¢ spodziewad, ze dla pewnej wartoéci € = &,,, bedzie on
najmniejszy. Zysk na materiale jest najwickszy gdy

(2.16)

o (v
(2.17) EE(V«») =0.

Poniewaz wystepujaca we wzorze (2.16) sita krytyczna B jest tylko funkcja o i nie
zalezy od &, a sila krytyczna f jest okre§lona réwnaniem przestgpnym (2.10), wigc po wy-

o8

konaniu rézniczkowania w (2.17) i wyraZzeniu pochodne;j e przez pochodne czgstkowe
funkcji F(B, ¢, «) (2.10) otrzymujemy
1 —(1—¢eym+! OF —eynt! n+1 e(l —ey”
AU OF | (L m Gt De(l =g 1 OF
€ 0¢ &2 dp’
F(o, f,e) =0.

Jest to uktad dwéch réwnan przestgpnych dla poszukiwanego parametru zbieznosci
preta e, i sity krytycznej f w zaleznosci od wspoélczynnika a. Jego rozwiqzax;ie dla do-
wolnych wartoéci wykltadnika 7 jest bez uzycia maszyn cyfrowych praktycznie niewyko-
nalne. Jednak przy pewnych warto$ciach n funkcje Bessela przechodza w funkcje elemen-

(2.18)
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tarne i ugigcie preta v(x) wyraZa si¢ prostszym wzorem. W dalszym ciagu zajmiemy sie
tylko takimi przypadkami; jeden z nich posiada szczegdlne znaczenie praktyczne, bowiem
prowadzi do optymalizacji w klasie pretéw stozkowych.

2.3. Przypadek szezegolny n = 2. Gdy n = 2, rozwiazaniem réwnania (2.7) jest funkcja

(2.19) v(x) = (1—ex)"*{4;sin[yIn(l —ex)]4 A, cos [y In(1—ex)]},
w ktérej wprowadzono oznaczenie
3 ﬂ 1 1/2

Wykorzystanie warunkéw brzegowych (2.8) oraz obliczenie wyznacznika otrzymanych
réwnan liniowych i jednorodnych na stale A4, i 4, prowadzi do réwnania

2aye

(2.21) Fi(a, B, &) = tg[yln(1—¢&)]— 2 e

W szczegdlnych przypadkach réwnanie to przechodzi w znane rozwigzania uzyskane
wezeéniej; na przyklad gdy a — 4 oo (sita eulerowska $ciskajaca pret wspornikowy nie-
pryzmatyczny), site krytyczna wyznaczymy z réwnania przest¢pnego [9)

(2.22) _ tglyln(l—e)]—2y =0,
a gdy ¢ = 0 (pr¢t pryzmatyczny) otrzymujemy [9]
(2.23) g/ O +a)/fO =0

Optymalng warto$¢ parametru ¢ dla prgta réwnomiernie wszechstronnie zbieznego
(% = 0,5), a wigc preta o liniowo zmienjajacej si¢ powierzchni przekroju, obliczymy na
podstawie (2.18) i (2.21) z uktadu réwnan

OF OF,
2—e) -5 —2/3 =0,

(2.24) o

Fl(a, /3, E) =0.

i

Rozwiagzaniem tego uktadu réwnan nie bedziemy sie dalej zajmowali, natomiast zba-~
damy szczegétowo przypadek waZniejszy z praktycznego punktu widzenia, mianowicie
optymalizacje pr¢tow stozkowych.

2.4. Optymalizacja pretéw stozkowych, n = 4, » = 0,5. Przyjmujac » = 0,5in = 4, a wiec
pr¢t rownomiernie zbiezny o liniowo zmieniajacej si¢ dtugosci boku lub érednicy, otrzy-
mujemy z réwnania (2.7)

(2.25) o(x) = A,(1 —éex)sin - (ll/ﬁ )-I—Az(l—ex)cos (}/fsx)

Podstawiajac (2.25) do warunkéw brzegowych (2.8) oraz przyréwnujac wyznacznik
gléwny ukladu réwnan na 4, i 4, do zera, dostajemy

(226) FZ(a:ﬂ: 6)—tg ll/ﬂ I-ZECZ‘/EZO
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Gdy a —» 4 0, (2.26) przechodzi w znane réwnanie [9]

g V8 +‘/—5:0.

(2.27)

Gdy a = 0 (sila eulerowska sciskajaca pret dwuprzegubowy), sita krytyczna jest réwna
B = (l—e)’n?, a gdy ¢ = 0 — otrzymujemy (2.23).

Dobér parametru £,,,, przy ktérym stosunek objetosci preta stozkowego do objetosci
preta pryzmatycznego jest ekstremalny, przeprowadzamy na podstawie réwnan (2.18),
w ktérych przyjmujemy x = 0,5, n = 4, F(a, f, £) = Fy(a, f, €)

oF OF,
— o2 —3)p 2 =
(3—3e+¢%) 5 +2(2:—3)8 B =0,

(2.28) '/_,_
p o, o =
g1 l+sa]/ﬂ =0.
oF, . o .
Po obliczeniu pochodnych czqstkowych b el o6 ukfad (2.28) mozZzemy zapisaé w postaci
a*(3 — 6 4-26%) +-a(3— 8£+352)—e(2—£)
p= —
e(2—e¢)
(2.29)

VB a
LS mra -l G

Uktad powyiszych réwnan rozwigzywano metoda graficzna; zakladano wartoé¢ pa-
rametru o 1 obliczano z pierwszego réwnania (2.29) funkcj¢ f = p(c). Funkcje te wsta-
wiano do drugiego réownania (2.29), otrzymujac w ten sposob jedno réwnanie przestepne
o niewiadomej e.

Gdy « =01 @ - —1, rozwiazania uzyskano na drodze rozwinigcia wielkosci o, B, €
w odpowiednie szeregi potegowe. Tak wigc dla o — 0 mozna parametr ¢ rozwinaé w szereg
potegowy wzgledem o. Z réwnan (2.29) i (2.23) otrzymujemy

3 27

£ = 2a~-¥a+

B =m¥(l—Sa+2la?+ ...),
VA® = a(l —a+a?+ ...).

Zysk na materiale, obliczony za pomoca wzoru (2.16), jest wobec tego réwny

(2.30)

Vv
(2.31) Z=1- %0 ia“;— e, gdy a—> 0.

W przypadku, gdy o dazy do —1 przez wartosci mniejsze od —1 okazuje sie, ze sita
krytyczna dazy do zera. Rozwijamy tu parametry o i ¢ na szeregi potegowe wzgledem S

(2.32) e=¢g+tef+ ..., a=—14+u;8+ ...,
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ktére wstawione do réownan (2.29) pozwalaja wyznaczyé wartoéci &, = 0,56574 oraz

_ 2
- E(/O) = 3 3_60_@ = 0,82087, a tym samym zysk na materiale Z = 17,913%,
v 3 l/l — &

1}2(%)

15 |-

12 -08 ~g4

Rys. 2

Wryniki liczbowe przedstawiono w tablicy 1 i na rys. 2.

Tablica 1
z o Eopt ﬂopl ﬂ(o) Z(%)
— oo —1,000 0,56574 0,000 0,000 17,91
—20,000 —1,050 0,557 0,062 ; 0,141 17,50
—10,000 —1,100 0,545 0,120 | 0,268 17,23
— 5,000 —1,200 0,533 0,217 0,483 16,27
—2,000 —1,500 0,506 0,433 0,935 14,86
—1,000 —2,000 0,481 0,645 1,357 13,51
—0,500 — 3,000 0,459 0,852 1,753 12,31
0,000 Foo 0,4204 1,252 2,467 10,36
0,3333 2,000 0,374 1,809 ‘ 3,367 8,21
0,4000 1,500 0,361 1,980 3,637 7,45
0,5000 1,000 0,337 2,31 4,120 6,38
0,6667 0,500 0,280 3,18 5,240 4,24
0,8333 0,200 0,185 4,97 7,044 1,61
0,9091 0,100 0,117 6,53 8,197 0,55
1,0000 0,000 0,000 2 | 2 0,00
1,1111 —0,100 —0,156 16,58 ' 12,08 0,62
1,2500 -0,200 —0,187 21,12 14,36 1,18
1,4285 —-0,300 —0,144 21,69 | 16,16 0,63
2,0000 —0,500 —0,0718 21,12 | 18,27 0,17
3,3333 —0,700 -0,0317 20,63 19,34 0,07
+ o0 —1,000 0,0000 20,1906 , 20,1906 0,00
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Poniewaz funkcje &,,.(c0), Bopu(®), fP(2) i Z(2) maja punkt nieciagtosci dla a = —1,
wigc przedstawiono je w zaleznosci od parametru = 1/(1+a). Jak widaé z wykresu,
najwigkszy zysk na materiale otrzymujemy wtedy, gdy sifa jest skierowana do bieguna
polozonego na przedtuzeniu osi prgta, w nieduzej odlegtosci od jego swobodnego konca
(dla « << —1). Wynosi on prawie 189, wobec 10% zysku dla sity eulerowskiej (¢ — +o0).

3. Optymalne ksztaltowanie pretéw sSciskanych w zakresie sprezysto-plastycznym

3.1. Rozwiazanie ogélne. Obecnie znajdziemy optymalny ksztalt preta jednostron-
nie utwierdzonego, $ciskanego sila skierowana do bieguna w przypadku, gdy sita kry-
tyczna powoduje w calym precie naprezenia wigksze od granicy proporcjonalnosci. Dal-
sze rozwazania oprzemy na prostej teorti wyboczenia sprezysto-plastycznego podanej
przez SHANLEYA [8]. W odniesieniu do stateczno$ci pretéw Sciskanych teoria ta sprowadza
si¢ do zastapienia modulu Younga £ w réwnaniu linii ugigcia dla zakresu sprezystego

= do
przez modul styczny E = s
. Réwnanie linii ugiecia preta obcigZzonego w sposéb przedstawiony na rys. 1 jest wigc
nastepujace: '

) 1N e v d”’
3.0 | (EJw'")'+Pw"’ =0, (W = (1-{5)'

Jesh w dalszym ciagu wprowadzimy oznaczenia:

2 J .
62 y=Y. w=T f=gp s0=70 ew="0 g
feoy = £,

w ktérych A,, Jy, E oznaczajg odpowiednio powierzchni¢ przekroju, moment bezwiad-
nosci przekroju i modul Younga w pewnym, na ogét dowolnie wybranym punkcie preta
X = X,, to réwnanie (3.1) mozemy zapisa¢ w postaci

(3.3) /gy Y +By" =0, (yzéq'

dx

Catkujac (3.3) dwukrotnie i wprowadzajac nowa zmienng zalezna v(x) okreslona wzo-
rem (2.6), otrzymujemy

G4 S®g (e +po =0,
lub
(3.5) | G+ =0,

gdzie funkcje G(g) zdefiniowano nastgpujaco:

1 1

(3.6) G(p) = ﬁfl(q?)g(qo) =7 9" (@).
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W funkcji G(¢) zawarta jest zalezno$¢ od zmiennej x poprzez zaléznoéé od funkeji g(x)
charakteryzujacej powierzchni¢ przekroju poprzecznego pre¢ta. W osposdb istotny zalezy
ona od przyj¢tego prawa fizycznego ¢ = o(e), a wigc mnoznika f,(¢) w réwnaniu (3.6).
Problem optymalizacji polega w tym przypadku na znalezieniu takiej funkcji g(x) lub
@(x), aby objgtos¢ preta

N 1 1
(3.7) V= Ayl [ p(x)dx = Ayl [ g dx
0 0

byla minimalna.

Mamy tu zatem zagadnienie wariacyjne polegajace na poszukiwaniu ekstremum funk-
cjonatu (3.7) z warunkiem pobocznym w postaci réwnania rézniczkowego (3.4) lub (3.5)-
Z réwnania (3.5) wyznaczamy funkcje ¢ w zaleznosci od argumentu (—2/v”’) i wstawiamy
do (3.7)

1
(3.8) V:AOIJ w(—%)dx,
0

gdzie v jest funkcja odwrotna do G(¢).
Opierajac sie¢ na metodzie CZENCOWA [1] przedstawionej réwniez w pracy [3] otrzymu-
jemy (po rozpisaniu réwnania Eulera-Lagrange’a)
ot'—v't = C,
(3.9)

4] . d‘(/)

gdzie C jest pewna stafa. _

Réwnanie (3.9) jest rzgdu czwartego i dwa warunki brzegowe (2.8) nie pozwalaja na
wyznaczenie wszystkich statych calkowania. Poniewaz jedna ze stalych moZe byé dowolna,
wigc pozostaje do wyznaczenia tylko jedna stata. Odpowiada to zagadnieniu wariacyjnemu
o jednym stopniu swobody na jednym koncu przedziatu. Odpowiedni w naszym przypadku
warunek optimum (wobec dx, = dx; = 0) przybiera postaé [7, 11]

010~ [(vo ) gerr rontes| | (po ) 20 rnt] 0.

Wskazniki 0 i 1 we wzorze (3.10) odnosza si¢ do wartosci funkgji lub wariacjidla x = 0
i x=1. Obliczajac odpowiednie pochodne czastkowe (%, =0, 1, = 1})%% — z) i ko-
rzystajac z rownania (3.9) dostajemy réwnanie

6 )
(3.11) (C+voty) ?——(C—}—v;tl)%—toévé—}—tlévi:0,
0 i

ktére pozwala obliczy¢ nicokreslona dotychczas stata C. Z uwagi na dowolno$é statego
mnoznika w funkcji (x) mozemy przyja¢ ©(0) = 1, czyli dv, = 0, a z warunkéw brzego-
wych (2.8) wynika ponadto 6z, =0 i dv, = 0. Iloraz dv,/v, musimy zastapi¢ przez év}/v}



168 A. GAJEWSKI

(stosujac regul¢ de ’'Hospitala) poniewaz zaréwno dv, = 0, jak i v, = 0. Jak wiec wynika
z rownania (3.11), stata C musi by¢ réowna zeru, gdy sila $ciskajaca jest skierowana do
bieguna. Dowdd jest wazny dla dowolnego, dostatecznie regularnego prawa fizycznego
o = o(e). Wiedzac, ze stala C jest rowna zeru mozemy scatkowaé réwnanie (3.9) i napisaé
je w postaci

(3.12) v"* = Cyy, C,— dowolna stala

lub tez, w $lad za KrzYSIEM [6], wyrazi¢ rozwiazanie w postaci funkcji odwrotnej x = x(¢),
w zalezno$ci od parametru okre§lajacego przekréj poprzeczny oraz przeksztalci¢ rowna-
nia (3.12) i (3.5) do postaci

., 3GG"—2GG'G" 2G'

(.13) 266" 267G YT G 267

3
xg = 0.

Oczywiscie charakterystyka materialu wptywa na efektywno$¢ rozwiazania réwnania
(3.12) lub (3.13); spetniajac postulat prostoty przyjmiemy za KrzysiEm [6] taki model
ciala, dla ktérego funkcja G(¢) jest liniowa (a tym samym funkcja odwrotna w jest row-

niez liniowa)
M B v
) ’N'+W(—7)’

P = % = const.

(3.14) G(g) = = (M4 Ng), w(

p

Tutaj M, N — pewne stale.
Poréwnujac (3.6) i (3.14) otrzymujemy nastgpujacy charakter zmiennos$ci modutu
Younga:
M-+ N
(3.15) fl(‘P) = (pl/x—(p’

a rozwiazujac réwnanie (3.12) i korzystajac z warunkéw brzegowych (2.8) znajdujemy
funkcje¢ linii ugigcia preta

—_— a — — '2 —_—
(3.16) v(x) = (1 T — 4+ l '—a X ), C, — dowolna stala.
Bezwymiarowa powierzchnia przekroju poprzecznego jest tu réwna
2 B w
(3.17) p(x) = V13 l—foz+ (o™ x2 5|

Przyjmujac, ze powierzchnia przekroju utwierdzonego jest réwna A,, czyli ze ¢(0) = 1,
otrzymujemy z (3.17) réwnanie okreslajace sil¢ krytyczna B w zaleznosci od polozenia
bieguna oraz staltych M i N (ktére réwniez zaleza od f)

o

2(14a)

Przejdziemy obecnie do przedstawienia rozwiazan szczegdlowych w trzech przypadkach:
*x=1,%=1/21x=1/3.

(3.18) B —~(M+N) = 0.
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3.2. Pret plasko-zbieiny, » = 1. Sposéb zmiany modulu Younga jest tu nastepujacy

M-+No

(3.19) Silp) = o

jest to zaleznos$¢ od powierzchni przekroju ¢. Jak tatwo sprawdzié, wzér ten otrzymujemy,
gdy zalezno$é E od o jest liniowa

p— Q__U .
(3.20) E=E5—g

S oznacza tu granicg¢ proporcjonalnoéci, Q — granicg plastycznosei, £ — modul Younga.
Wz6r (3.20) prowadzi do nastepujacej zaleznosci o od ¢

E S
.. P P L EJL
Podstawiajac w (3.20), 0 = A= Tog oraz P = ﬂ—lz—, mamy
—pBé . EJ 0
(3.22) filp) =2 - b,, gdzie & = QT:F’ 8, = o=5"
Z poréwnania (3.22) i (3.19) obliczamy stale M i N,
(3.23) M = —$66,, N = ¢,
a ze wzoru (3.18) wyznaczamy sil¢ krytyczna
20 EJ,
(3.24) P, = —‘a 120 )
200, + ——
1+ 1T

Ksztalt preta jest wobec tego opisany réwnaniem

1 1 _ 14«
e =t e T8, at2(1 4058,

Przyktad 1. Sila eulerowska dla prgta jednostronnie utwierdzonego, o — oo}

. 1 ) 2
QD(X)—I—TMX, ﬂk—m:

(3.25)

2(x) = Cy(1—x?).

Przyktad 2. Sila eulerowska dla preta dwuprzegubowego, o = 0;

1 1
(p(x): 1+ _____ x—- \f.,xz, ﬂk:%’ z)(x):sz(l—-x).

Wzory powyZsze nie sg stuszne dla —1 <<« < 0, gdy biegun do ktérego zwrdcona jest
sita lezy w obrebie preta. Linia ugigeia musialaby si¢ tu sktadaé z dwéch odcinkéw para-
boli o przeciwnych krzywiznach (podobnie jak w pracy [3]). Poza tym zakres waZnos$ci
rozwigzan jest ograniczony warunkiem, aby caly pret znajdowal sic w stanie sprezysto-
plastycznym, a wigc aby naprezenia $ciskajace wszedzie byly wieksze od S. Proste oblis

5 Mechanika teoretyczna
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czenia prowadza do wniosku, ze przekréj maksymalny w przypadku gdy 0 <o < oo
jest réwny

(3.26) Ape = Ao a+-LL L
. max 0 (S 8( +a)2
Z warunku - > S otrzymujemy
ho - 1420 6S
(3.27) T = 2(0+a) 5

gdzie h, oznacza wysoko$¢ przekroju poprzecznego w miejscu utwierdzenia. Natomiast,
gdy sifa dziata w strong bieguna, ktérego polozenie jest wyznaczone przez nierownosc:
—oo < o << —1, otrzymujemy

hy o 65
: 2=1 .
(3:28) I l+a E
3.3. Pret wszechstronnie—réwnomiernie zbiezny, x = 0,5. W tym niewatpliwie najwazniej-
szym praktycznie przypadku okazuje sig, ze wzér Johnsona-Ostenfelda linearyzuje funkcje

G(¢). Latwo si¢ mozna o tym przekonaé przyjmujac o = P/A, P = BEJ|I*

@03 _ ;{0he DE _ co o £ g5

(3:29) E=Eu 55~ Ego—s)s

gdzie przyjgto oznaczenia
EJ,

(s
SA0(1+—Q)12

EJ,

~oar 0T

(3.30) 8

Poréwnujac (3.29) i (3.15) znajdujemy stale M i N

(3.31) M= —p*és,, N = B¢,
a z réwnania (3.18) wyznaczamy silg krytyczna

_ 2(1+w)d—a
(3-32) P = (5 )00,

Ksztalt preta opisany jest tu wzorem

B 1 1,
(3.33) p(x) = +5iTme T m

Przyktad 1. Sila eulerowska dla preta jednostronnie utwierdzonego, o — 4-00;

1, 20,--1

== | — i = Cy(1—x%).
‘P 1 201 X7, ﬁk 2001 ’ 'Z)(x) 2( x)

Przyktad 2. Sila eulerowska dla preta dwuprzegubowego, « = 0;

? =5 (6 + - x—%x) B =%, v(x) = Cyx(1—x).
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Przyktiad 3. Sita skierowana do bieguna, « = 1/3. Przyjmujemy pret o dtugosci
I =100 c¢m i powierzchni kwadratowego przekroju utwierdzonego 4, = 25 cm?, wyko-
nany z materiatu dla ktérego E = 2,1-10% kG/cm?, S = 1600 kG/cm?, Q = 2400 kG/cm?.
Dla powyzszych danych otrzymujemy

4 =0,1885, 6, =0,821, ¢ =1+0,456x—0,608x>,

Be= 465, o(x) =0 (} 42 x~x2).

Ksztalt preta jest bardzo zblizony do pryzmatycznego.
Podobnie jak w p. 3.2, otrzymane wzory nie s3 wazne dla —1 <« < 0, a ponadto
zakres ich waznosci jest ograniczony przez warunki

A, S[% —|—4oc(1—|—oc)]

(3.34)

albo
442 - 1 S

S -
EZ 2 4a yE W Teo<e<-—L

w ktérych y charakteryzuje ksztalt przekroju; dla kwadratu y = 11—2,
o= VA(%)-
34. Pret plasko-zbiezny, x = 1/3. Funkcja G(¢) jest w tym przypadku liniowa, gdy

prawo zmiany modutu Younga jest nastgpujace:

a dla kota y :%

o pl-— 0)c? Y ﬁﬁﬁé

(3.35) (0—5)5?
gdzie
(3.36) L 6= Qijo"[z, 5, ;JFJ_O_ .
| Y15
Podobnie jak poprzednio obliczamy stale M i N,
(3.37) M= —p88], N=p22,
site krytyczna
1+ ]/ 1— 52 I—roc

(3.38) fe = S B

oraz ksztalt preta

(3.39) p(x) =1+ — L 5

— _X— —— xZ
0 « 0 o
2 ) 2 e B,
(l—|—oc)5,(l—|—]/l 26% 1 a) 61(1+]/1 25; . a)

5%
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Zakres waznosci powyZszych wzoréw jest okre§lony przez warunki, zapewniajace
istnienie naprezen wigkszych od granicy sprezystosci S w calym precie,

S
[E (1—‘—05)] 35
G40) Pzt ]/25[1+4a(1 ) da 0<a<oo,

albo

?Zl/ifiid dla —oo<a< —1.
Rozwiazania nie sa réwniez wazne w przedziale —1 < o < 0.

Otrzymane w drugiej czgéci pracy rozwiazania maja bardzo prosta postaé dzieki od-
powiedniemu przyjeciu charakterystyk materiatu o(e); w p. 3.3 jest to prawo Johnsona—
Ostenfelda, w p. 3.2 i 3.4 sa to inne prawa, ktore jednak (jak to wykazat KrzYS [6]) w wielu
przypadkach moga dobrze aproksymowaé¢ wykresy materialéw rzeczywistych. Wadg
uzyskanych rozwigzan jest to, iz sa one wazne tylko wtedy, gdy caly pret znajduje sig
w stanie sprezysto-plastycznym, czyli naprezenia przekraczaja granicg proporcjonalnosci S.
Niestety, otrzymanie rozwiazan opisujacych optymalny ksztalt preta znajdujacego sig
czgSciowo w stanie sprezysto-plastycznym, a czeSciowo w stanie sprezystym, napotyka
niemale trudnosci, gléwnie z uwagi na duza liczbe warunkéw zszycia na granicy
zakresow.

Na zakoriczenie skladam podzigkowanie prof. dr inz. MICHALOWI ZYCZKOWSKIEMU
za pomoc w wykonaniu tej pracy.
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Pesome

HEKOTOPBIE BOITPOCHI BLIBOPA OIITHMAJIBHON ®OPMBI CTEPXKHS
CKVMAEMOTO TIOJISIPHO HAIIPABJIEHHOW CHIJION

B paBore maetcst peLienMe ABYX 3anau: 1) BeIGOpa onTHMasbHON (GOpMbI YIIPYTHX CTepyKHeit ¢ onpe-
OeJIEHHbIM 00pa3oM H3MEHAIOUIMMCS NMOMEPEUHbIM CEUEHHEM CYKHMMAEMBIX CHJIOH HANpaBJIEHHOH K HEIOo-
HABM>KHOMY TIONIOCY, 2) BbIOOpa ONTHMANIBHOH (hOPMBI C)KMMAEMbIX, HANPaBJIEHHOH K TOMIOCY CHJIOH,
crepydieil paboTaLUHX B YIIPYTO-IIACTHUYECKOH 06J1acTH. B nepBoit uacti paGoThl OCHOBHOE BHHMaHHE
YIAENAETCS ONTHMH3ALMM KOHHYECKHX CTEepYKHEH, pacuHTad napasmerp ONpEeAeAIOLIHIl ONTHMAaIbHbIL
PacTBOp KOHyCa B (DYHKIMH IOJIOYKEHHS I10J1I0CA, MPHBOAMTCH COOTBETCTBYIOUIMIX €My BBINTPBLIII Ha
maTepuasie. Bo BTOpOil wacTH paboThbl HAfigeHbI abGCOIOTHO ONTHMAaJbHbIE (B CMBICJE BapHAllHOHHOTO
HCUMCIIEHHs) (POPMBI CTEPXKHEN CYKHMAEMBbIX B YIPYTo-IUIACTHYECKOH 06acTH. Biarogapsi COOTBETCTBY-
¥OUIMM 0Opa3oM BbIOPAaHHOH XapAKTEPUCTHKE MaTepuala o (&), NOJNYUEHHbIE PELIEHHST OTJMYAIOTCA PO~
cTOTOlt. B cllyyae BCECTOPOHHE PaBHOMCPHO CXOAAUIMXCA CTepykHel, dopmysa CBOMTCA K Hop myJie
JHrorcona—-OcreHdenaa.

Summary

CERTAIN PROBLEMS OF OPTIMUM DESIGN OF A ROD COMPRESSED BY A POLAR FORCE

Two problems are solved in the paper: 1) — optimum design of elastic rods compressed by a force
directed toward a fixed point, the general law of variation of the cross-section of the rod being prescribed;
2) — optimum design of a similar rod working in elastic-plastic range.

In the first part of the paper main attention is paid to the optimization of conical rods; optimum con-
vergence of the cone is expressed as a function of position of the pole, and the corresponding material
gain is given. In the second part of the paper absolute optimum (based on the variational calculus) shapes
of elastic-plastic rods under compression are found. The solutions have a rather simple form owing to
the appropriate assumption of the stress-strain law. In the case of uniformly converging rods the problem
reduces to Johnson-Ostenfeld formula.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 30 paidziernika 1969 r.
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ANALOGIA MECHANICZNO-STEREOMECHANICZNA W KLASIE DWUWSKAZNIKOWYCH
ROWNAN LAGRANGE'A DRUGIEGO RODZAJU

ROBERT K RZYWTIEC (WARSZAWA)

1. Wprowadzenie

Dzigki uzyciu ciagéw wielowskaznikowych [1] mozna badaé struktury réznych wiel-
kich systemoéw, jak tez w mozliwie ogélny sposéb formalizowaé pojecie ukladu. Powstaje
przy tym mozliwo$¢ konstruowania analogii réznorodnych zjawisk w klasie pewnych
przeksztalcen i modelowania za ich pomoca wielu odrebnych zjawisk.

Rozwazmy wielki system stereomechaniczny nazwany oscylatorem stereomechanicz-
nym wielowskaznikowym, ktéry rozpatrzono w pracy [2]. Wskazano tam na analogie
mechaniczno-stereomechaniczng w klasie wielowskaznikowego réwnania rézniczkowego
zwyczajnego rzedu drugiego, zwanego réwnaniem oscylatora harmonicznego (matema-
tycznego), lub krétko — oscylatorem matematycznym.

Okazuje sig, Ze mozna t¢ analogie uzasadni¢ badz te rozciagnaé¢ na réwnania Lagran-
ge’a drugiego rodzaju. W zwiazku. z tym nalezy otrzymaé te réwnania w terminologii
stereomechaniczne;j.

Przypominamy, Ze 0 analogii migdzy teoriami (naukami) T i ,T méwimy wtedy, gdy
potrafimy podaé pewna réwnowaznosé

wynikajaca z réwnowaznosci
CLT)=CGT)
ciggéw rozwazan logicznych obu nauk.

Istnieje ciag rozwazan logicznych w mechanice, ktéry umozliwia otrzymanie wielowskaz-
nikowych réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju [3].

Wyprowadzimy je obecnie w terminologii stereomechanicznej z uzyciem ciagéw dwu-
wskaznikowych i tym samym uzasadnimy analogi¢ mechaniczno-stereomechaniczng
w klasie tych rownan dwuwskazZnikowych.

Praca [4] przedstawia t¢ sama analogie w klasie jednowskaznikowych réwnan Lagran-
ge’a. Uogdlnienia polegaja na uzyciu ciaggéw o wyzszych walencjach.

Analogii mechaniczno-stereomechanicznej w klasie wielowskaznikowych réwnan
Lagrange’a drugiego rodzaju po§wigcona jest oddzielna praca.
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Wszelkie rozwazania dotyczace uzasadnienia omawianej analogii prowadzone sa bez
uzycia rachunku wariacyjnego. Zastosowana algebra ciagdw wielowskaznikowych nie
wymaga znajomosci rachunku tensorowego.

2. Ruch dynamicznego ukladu stereomechanicznego dwuwskaznikowego. Wigzy

Bedziemy rozwazali przestrzen ciagéw dwuwskaznikowych

(21) zy:[yjljz(x)]7 jl:j2:1’2,---,n; xe<xl,x2 >:

czyli

yll(x)9 "'7yln(x)
. =[f1(X),...,y,,(x)],
ynl(x)1 "'9ynn(x)

utworzona z rozwiazan rézniczkowych zwyczajnych rzedu 2 dwuwskaznikowych, przy
czym w przypadku ogdlnym mogg one by¢ rzgdu n

2_;(") — 2)7(11)(x’ Zy, Zy', e 2}—}(11—-1)),

y Vi
(2.2) : .
2};'(") - . ==

Ly | LI

ktérych strony prawe sa funkcjami ciaglymi i posiadajacymi ciagle pochodne czastkowe
wzglgdem kazdej zmiennej, przy czym funkcja y(x) moze na przyklad mie¢ charakter
ugigcia prgta w przekroju x.

Definicja 1. Ruchem (jednoparametrowym) ukladu stereomechanicznego dwuwskaz-
nikowego %y nazywa sie kazda funkcje (2.1) lub w postaci uwiklanej

(2.3) 2U(x, %) =20,
czyli
U] [0
| U.(x, %) 0

Przyktadem takiego n? -elementowego uktadu dwuwskaznikowego moze by¢ n odcin-
kow rownolegltych jednej plaszezyzny, do ktérych zamocowano prostopadle jednym kon-
cem po n pretéw sprezystych, Konce tych pretéw sa potaczone sprezysécie kazdy z kaz-
dym [2]. Kazdy pret jest obciazony jedna sita powodujacg wyboczenie.
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Definicja 2. Predkoscia ™ (x) rzedu k, k=1, 2, ..., n nazywa si¢ k-ta pochodna
~funkgji (2.1), to jest

i ds ds _
(2.4) W (x) = g;;;z}’(x) = Tix-"[y'(x)’ cees Yn(X)].
Definicja 3. Rownanie (2.2) lub w postaci uwiklanej
(2.5) G, L D, ) = 20,
czy teZ po rozpisaniu w postaci
(_71(X, 25 2y 250 =D 2}(1-))_ 0
_5,,()6,2},2}',2}”, _._’2}—,(:._1),2;@)) 0_

nazywa si¢ rownaniem (stanu) ruchu ukladu stereomechanicznego dwuwskaznikowego.
Definicia 4. Wiezami ruchu nazywamy niezalezne od siebie zwiazki

H(x, %5, %, ..., 50) = 20,

2H:[Hk1kz]’ ]€1:k2:1,2,...,n,

(2.6)

czyli po rozpisaniu

[Hx 5%, .., %] [ o

_Hnl(x’ 2;’ 2}’1 ""2.;("—1))_ 0_
posiadajace ciagle pierwsze pochodne czastkowe w rozwaZanym otoczeniu zmiennych
x’ 2;’ 2;” reey 2}("_1)'
Przyjmujemy, ze badane zjawisko moze podlegaé pewnym ograniczeniom.
Postulat I. Istnieje absolutna zmienna niezalezna x.
Postulat IL Istnieje inercjalny uktad odniesienia.

Postulat IIL Sluszne sa prawa Newtona z tym, Ze czas absolutny ¢ jest zastapiony
absolutng zmienng niezalezng x.

U w a ga. Jesli ograniczymy si¢ do przyktadu wyboczenia sprezystego preta pryzma-
tycznego o dlugosci skonczonej, to y(x) jest jego ugigciem w przekroju opisanym odcieta x.
W przypadku n = 2 otrzymujemy z (2.2) réwnania ruchu ukladu stereomechanicznego
@7 5 =(x, %,
analogicznie do newtonowskich réwnan ruchu [3]
=2, %, ).
Wynika to stad, ze zamiast proporcji

da _
d—tz'zl'(t) =~ zr(t)
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stotnej w przypadku oscylatora mechanicznego dwuwskaznikowego stuszna jest proporcja

d* ,_ _
"07/;2*2)’(«\') ~ y(x),

ktorg otrzymujemy z uwzglednienia dwuwskaznikowej linii ugiecia.
Wtedy wigzy stereomechaniczne, przez analogie do wiezow mechanicznych, moga
przyjmowaé postaé

(2.8) 2H (x, 2y, %") = *0 — nieholonomiczne (rézniczkowe lub kinematyczne),
(2.9) H(x,2y) =20  — holonomiczne reonomiczne,
(2.10) *H(p) =20 — holonomiczne skleronomiczne.

Dla stereomechanicznych réwnan ruchu stawiamy zagadnienie Cauchy’ego.
Definicja 5. Sila stereomechaniczna przez analogi¢ do sily newtonowskiej

F = ma,

m — masa, a — przyspieszenie, nazywamy funkcj¢ liniowa przedstawiona p-iloczynem')

2F = EJ|[%Y" = [(EIWDY, - (BN,
LF ] TEW0y, o Enduyis]
(2.1 ' : = : >
_fn 1 LETmyals s Eondun Y

gdzie
E] =[(EDpnl,  i=h=1,..,n
jest ciagiem dwuwskazZnikowym sztywnosci uktadu, przy czym

F="F(x,%,%),

Fl Fl(xazj’,zj”)_
(2.12) I T ,
L F, LF(x,%,%" ]
jesli '
F=EJy"

w przypadku wyboczenia jednego preta.

Definicja 6. Zwiazki (2.1), (2.12) nazywamy réwnaniami ruchu ukladu dynamicznego
stereomechanicznego dwuwskaznikowego.

Definicja 6.1. Dynamiczne uklady stereomechaniczne spelniajace réwnania wigzow
nazywamy ukladami nieswobodnymi.

) Symbol // oznacza mnozenie dwoch ciggdw wielowskaznikowych w sensie p-iloczynu [1].
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Prawa ruchu dynamicznych ukiadéw stereomechanicznych dwuwskaznikowych sa
uogdlnieniem praw ruchu uktadu dynamicznego stereomechanicznego zerowskaznikowego.

EJy" =f(x,1,¥),

gdzie EJ jest sztywnoscig preta pryzmatycznego o dlugodci skoficzonej. Wymagaja one
kilku dalszych pewnikdw zgodnych z do$wiadczeniem.

Postulat IV. Z istnienia wiezow 1 ruchu uktadu dynamicznego stereomechanicz-
nego dwuwskaznikowego po nich (ruchu zgodnego z wigzami) wynika istnienie sit dzia-
fania (reakcji) wigzéw 2R na uklad i odwrotnie.

Postulat V. Pod wplywem sit 2F nieswobodny dynamiczny uklad stereomecha-
niczny dwuwskaznikowy 2%y porusza si¢ jak uklad dynamiczny dwuwskaZnikowy swo-
bodny pod dziataniem sit danych i oddzialywan wigzéw, czyli w inercjalnym ukladzie
odniesienia spelnione sa rownania ruchu '

2EJ 117" = *F+7R,

przy czym wspotrzedne ciggu 2y spelniaja odpowiednie réwnania wigzow.

U waga. Sily, ktére nie s3 spowodowane dzialaniem wigzéw nazywamy sitami czyn-
nymi.

Bedziemy rozwazali tylko takie wigzy rozniczkowe, ktore sa spetnione liniowo przez
predkosci (2.4) dynamicznego ukladu stereomechanicznego dwuwskaznikowego, to zna-
czy dane réwnoécia przedstawiajaca ciag sum m-iloczynu?)

47£ 2}/+25 — 26,
czyli

2711;;_}_ +21—ln;r’1+51 = 69

Ap Vit . +2yit Dy =0,
wynikajace z ogélnej definicji wigzow
*H (x,%,%") =0,

przy czym 2 oraz 2D sg funkcjami x, 2y i nie wszystkie 2L, i =1, ...,n sa réwne zeru.
Mamy tutaj

D,
Y« YVin : 2111 zlln

Yn1 --- Vnn " 27411 2_Idn

*) Symbol DC oznacza mnozenie w sensie m-iloczynu dwéch ciagéw wielowskaznikowych, a JC przed-
stawia cigg sum m-iloczynu [1]. )
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3. Przemieszczenia mozliwe. Przemieszczenia przygotowane

Niech dany dynamiczny uktad stereomechaniczny dwuwskaznikowy 2y spelnia wiezy
skonczone

(3.1 2H (x, %) = 20,

ktére zastepujemy wynikajacymi z nich wiezami rézniczkowymi®)

0*H ,, ,—, 0*H -

(3-2) Fea L2y ‘1“"'5}‘ =0,

czyli
OH,, , o0H,, ,  O0H
N e Sy = O
()y“y“+ + ()y'l'xynr|+ ox 5
qﬂm ’ + , 9[—{11” , aH,,,, 0
()y“ Y ser T ay"" Ynn "bx -

i wigzy rozniczkowe, o ktérych zakladamy, Zze sg liniowe, to jest
(3.3) 12C%'+2D =10.
Definicja 7. Predkosé *j’(x) dynamicznego ukladu stereomechanicznego dwuwskazniko-
wego znajdujacego sie w poloZeniu
2} =24
nazywamy predkoscia mozliwa (zgodna z wigzami) w tym poloZeniu, jesli uklad moze
ja posiada¢ w miejscu x, co zachodzi wtedy, gdy ta predko$é speinia réwnania liniowe
wiezow (3.2) 1 (3.3).
Definicja 8. Przez analogi¢ do uktadu
dr=r'ds,
gdzie r — wektor-promient punktu materialnego, ukiad nieskonczenie malych przemiesz-
czen

d¥y = %' dx,
gdzie 2y’(x) jest predkosécia mozliwa dynamicznego ukladu stereomechanicznego dwuwskaz-

nikowego, nazywamy nieskoficzenie malym przemieszczeniem®) mozliwym tego ukladu.
Przemieszczenia mozliwe spelniaja réwnania

O*H , ., 0°H s
%5 N d*y+ xdx— 0

(3.4)

%) Symbol /! oznacza tu cigg sum p-iloczynu tensorowego rézniczkowego rzedu pierwszego funkcji
wielowskaznikowej argumentu wielowskaznikowego [1].

%) Mamy tu na mys§li przemieszczenie uogélnione d%y jako iloczyn dx oraz predkosci 2y’, charakteryzu-
jacej zjawisko stereomechaniczne w ukladzie stereomechanicznym dwuwskaznikowym.
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oraz

(3.5) ‘I 5Cd?y+2Ddx =0,

ktdre otrzymujemy mnozac obustronnie réwnania (3.2) i (3.3) przez dx.
Wezmy dwa przemieszczenia mozliwe

(3.6) d¥y = 'dx,

(3.7 diy = 1y'dx,

odpowiadajace przekrojowi x oraz temu samemu stanowi (polozeniu) dynamicznego
uktadu stereomechanicznego.
Spelniaja one réwnania (3.4) 1 (3.5), natomiast ich réznica

(3.8) 0%y = d¥y—d%
spelnia zwiazki jednorodne

02H =
(39) az; ./_/.62}) =20
oraz
(3.10) _ i 2C 0% = 0.

Definicja 9. Roznicg (3.8) nazywamy przemieszczeniem przygotowanym (wirtualnym)
dynamicznego ukladu stereomechanicznego dwuwskaznikowego %y w miejscu x dla pew-
nego polozenia mozliwego.

4. Podstawowe zagadnienia dynamiki ukladu n’-krotnego. Wiezy idealne

Oznaczmy wymiary n*-ciagu 2y, d’-ciagu 2H(x,2y,%)") = 20, oraz h*-ciggu 2H(x, 2y) =20
przez

4.1 Dim %y = n?,
4.0 y

4.2) Dim2H = 42,
(4.3) Dim2H = K.

Roéwnania (3.9) 1 (3.10) ia‘yvieraja n* niewiadomych wspéirzednych ciagu dwuwskazni-
kowego %y.
Jeéli rownania te sa niezalezne, to wéréd wspdlrzednych

Oyjz = 0¥,
istnieje
4.9 k? = n*—d?*—R?
wspolrzednych niezaleznych.

Definicja 10. Liczbe k* wspdlirzednych niezaleznych ciagu 6%y nazywa si¢ liczba stopni
swobody danego dynamicznego ukiadu stereomechanicznego n*-krotnego.
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Mowiac o ukiadzie k*>-krotnym bedziemy mieli na mysli ukiad n*krotny o k2 stopniach

swobody.
Podstawowe zagadnienie dynamiki nieswobodnego ukladu stereomechanicznego o k stop-

niach swobody mozna sformutowaé nastgpujaco.

Nalezy okresli¢ ruch
(4.5) =X, x<x<x
uktadu %y oraz oddziatywania wigzéw

(4.6) R =*R(x,%,%")

przy danych sitach czynnych

(4.7) 2F =F(x,%, %)
.1 zgodnych z wigzami jego polozeniach poczatkowych

(4.8) 57 =8¥ ()]0

oraz predkosciach poczatkowych

(4.9) oy = (), -

Jesli nie jest znany charakter wigzéw, to nie sa wiadome oddziatywania 2R i zagadnie-
nie jest nieokreslone, poniewaz liczba niewiadomych 2y, 2R jest wigksza od liczby réwnan
mw4n? > nr4+d*4R.

Podstawowe zagadnienie dynamiki ukfadu steréomechanjcznego staje si¢ okre$lone, jesli
mamy
n— (- d* R = i —d*—h? = k*

dodatkowych niezaleznych zwiazkéw migdzy szukanymi wielko$ciami dy7. Zwiazki te *
otrzymujemy postulujac istnienie klasy wigzéw idealnych.

Postulat VI. WyraZenie®) . 2RI 6% p jako praca sit oddzialywania wiezdw na do-
wolnych (zgodnych z wiezami) przemieszczeniach przygotowanych zeruje si¢, gdy nie
wystepuja sily rozpraszajace, albo wiaczamy je do sit danych, to znaczy

~(4.10) L 2RI =0,

czyli
lRl(S;ll_{— +1|§n6;n = Ry 6y + oo +Runbyun = 0.

Definicja 11. Wigzy stereomechaniczne nazywamy idealnymi, jezeli sity oddzia}ywania,ﬁ
2R na punkty dynamicznego ukladu stereomechanicznego spelniaja zwiazek (4.10).

5. Ogolne réwnanie dynamiki

Rozwazmy dynamiczny ukfad stereomechaniczny n -krotny nieswobodny. Jego réwna-
nie ruchu ma postaé

(5.1) 2EJ || 2y = 2F4?R.

) Symbol ,_, oznacza sum¢ dwukrotna p-iloczynu [1].
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Jesli wigzy sa idealne, to w kazdym polozeniu uktadu dowolne przemieszczenia przygoto-
wane spelniaja rownanie (4.10)

2‘ —
2l R/ 52y|= 0.
Z ukiadu tych dwdch zwiazkéw wynika rownosé

(5.2) 2 CF=2EJT 1133") &% = 0,

ktéra nosi nazwe ogdlnego réwnania dynamiki ukiadu stereomechanicznego.

Podczas ruchu uktadu w dowolnym miejscu x (przekroju) suma prac sil czynnych
i stereomechanicznych sit bezwladnosci®) na dowolnych przemieszczeniach przygotowa-
nych jest réwnd zeru.

Twierdzenie. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by ruch uktadu dynamicz-

nego stereomechanicznego zgodny z wigzami odpowiadal danemu ukladowi sit czyn-
nych 2F, jest spetnienie ogélnego réwnania dynamiki.

’

6. Zasada przemieszczen przygotowanych. Zasada d’ Alemberta

Definicja 12. PotoZzeniem réwnowagi §y dynamicznego ukladu stereomechanicznego n’-
krotnego nazywa si¢ takie jego polozenie, w ktérym ukiad znajduje si¢ w sposéb ciagty,
jesli w miejscu poczatkowym byt on w tym polozeniu i predkosci %y’ wszystkich jego
" punktéw byly réwne zeru. )

Potozenie ukiadu 3y jest wtedy i tylko wtedy polozeniem réwnowagi, gdy ruch

(6.1) y(x) =3y
spelnia ogdlne réwnanie dynamiki, to jest jezeli w tym potozeniu
(6.2) 2 SE I 8%, = 0.

Roéwnosé ta jest trescia zasady przemieszezen przygotowanych.

Twierdzenie. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby pewne (zgodne z wie-
zami) polozenie dynamicznego ukiadu stereomechanicznego n*-krotnego bylo potozeniem
réwnowagi, jest réwna zeru w tym poloZeniu suma prac sit czynnych 2F na dowolnych
przemieszczeniach przygotowanych &%y,

Rowno$é (60.2) wyrazajaca zasad¢ przemieszczen przygotowanych jest przypadkiem
szczegélnym ogdlnego réwnania dynamiki (5.2). _

Potraktujmy réwnanie dynamiki jako zasad¢ przemieszczen mozliwych, charakteryzu-
jaca polozenie réwnowagi dynamicznego uktadu stereomechanicznego n®-krotnego, ktére
powstaje z dodania sit bezwladnosci do sit czynnych. Stad wynika zasada d’Alemberta.
Podczas ruchu dynamicznego ukladu stereomechanicznego n*-krotnego mozna dowolne

%) Stereomechanicznymi silami bezwladnosci 2B nazywamy wyrazenie *B — —2EJ /] %y .
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jego polozenia traktowac jako polozenia réwnowagi dodajac sity bezwladnosci 2B do sit
czynnych 2F w danym potozeniu

(6.3) 2F42B =20,

Dzieki tej zasadzie metody statyki przenosza sie na zagadnienia dynamiki.

7. Wspolrzedne niezalezne (uogéinione) ukladoéw stereomechanicznych uogéinionych. Sily uogélnione

Niech begdzie dany dynamiczny uklad stereomechaniczny %y holonomiczny n’-krotny
spelniajacy wiezy '
7.1 2H(x, %) = 2.

Przyjmujemy, ze funkcje 2H w ilosci A* sa niezalezne, przy czym x jest parametrem,
natomiast zmiennych y; jest n>. Wobec powyzszego mozna z réwnan wigzéw wyrazié h*
wspdirzednych (czyli ciagg dwuwskaznikowy wspdtrzednych) przez funkcje n*—h?* pozos-
tatych wspoéirzednych oraz zmiennej x i rozpatrywac te wspotrzedne w liczbie

(7.2) k= n2—p?

jako wielko$ci niezalezne okres$lajgce potoZenia dynamicznego uktadu stereomechanicz-
nego holonomicznego w miejscu x. Takimi wspoirzgdnymi nie koniecznie musza byé
wspdlrzedne kartezjaniskie. Takze wspotrzedne kartezjanskie ciagu 2y (w liczbie #n%) mozna
wyrazi¢ jako funkcje ciagle i rézniczkowalne k*-elementowego ciggu dwuwskaznikowego
parametréw niezaleznych

(7.3) =19, - '@l
1 Zzmiennej x, mianowicie

(7.4) Ty = y(x, %),
przy czym

(7.5) ' Dim?Z%g = k2.

Funkcje te spetniajg tozsamo$ciowo réwnania wiezéw podane wyzej.

Zaktadamy ponadto, ze dowolne (zgodne z wiezami) polozenia dynamicznego uktadu
stereomechanicznego n’-krotnego w miejscu x mozna przy pewnych wartosciach %g otrzy-
ma¢ z réwnan (7.4). ‘

Definicja 13. Wielko$ci 2 wystepujace w réwnosci (7.4) nazywamy wspdlrzgdnymi
uogdinionymi niezaleznymi dynamicznego ukiadu stereomechanicznego holonomicznego
n*-krotnego.

Kazdej wspéirzednej uogdlnionej %g jako ciagowi k*elementowemu (dwuwskaZniko-
wemu) odpowiada sifa uogdlniona 2. Wprowadza si¢ ja nastepujaco.

Niech be¢dzie dana praca 8L sit czynnych 2F jako iloczyn

(7.6) : OL = 2E I 8% ’
Przemieszczenie przygotowane

02

0

1.7) 0%y =22 i 8%,

—_

RN A
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czyli

oy oy
Oy = -0 o+ 8qu,
Vi1 dqn g+ + 3 qr

24
ﬂﬂa
O Tk

jest rozniczka przygotowana funkcji %y(x, %g) przy ustalonym x.
Podstawienie zwiazku (7.7) do (7.6) prowadzi do wyrazenia pracy elementarnej sit

czynnych 2F przez dowolne przyrosty 62§ wspétrzednych uogélnionych 2g

-5}’"" - a.;""a ll+ +

(7.8) 0L = 2F//[ v L 1 525] =,20115%, .

2l |

Definicia 14. Wspélezynnik 2Q (ciag dwuwskaznikowy) przy %G wyrazajacy si¢ wzorem

7.9 9 — [3_] :

d zie T— symbol ciagu transponowanego, nazywamy silag uogdlniona.

8. DwuwskaZnikowe réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju we wspoélrzednych niezaleinych dynamicznego
ukladu stereomechanicznego n’-krotnego

Réwnanie to wyprowadzimy z réwnania ogélnego dynamiki

JCF—2ET 11 %) I 8%, = 0.

Praca dL sit czynnych w uktadzie kartezjanskim
SL=,*FIl &
we wspétrzednych niezaleznych %7 przyjmuje postaé

OL=,20 Il F,,

- %
20 =2Fll [32_] .
Analogiczna postaé ma praca dgL sit bezwtadnosci

8.1 dpL = —2|2§// 8.,

gdzie wedlug (7.9)

gdzie we wspdlrzednych niezaleznych

2— T
®8.2) 2B — (CET I 57") //[ ar] =

d - oy d Oy
=;1,;{(2EJ2 )//[ ﬂ CEIII% )//——?.

6 Mechanika teoretyczna
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Ponadto stwierdzamy, Ze predkosé

d ., o .., 0%
83 25 _ __ 2 2 — 27 e
jest funkeja liniowa %g’. Wobec tego
7y %
(8.4) '025, = thj
Dodatkowo z (8.3) mamy
0%y’ d 0%y
8. ' = e e
.5 0%’ dx 0%q
Jesli bowiem
%y =p(x, %),
to
0%y e
iz =P, %),
czyli

0y = 2 > (x.2G
ﬁ:[pl(x’ 5)7 ‘--:_pn(x7 q)]

i wtedy, analogicznie do (8.3), mamy

d o%y o ., 0O o %y ,,, 0
0T _ 0Py OB 00T, 0 55
dx 0%q 0°q ox 0%q 0q ox 0°q
Wobec powyZszego po uwzglednieniu zwiazkow (8.4) i (8.5) réwno$é (8.2) przyjmie postaé

- d 7 — 02,;’ T 12 02.-}7
so  B=tlemnyyu 22T i Gl -

d 0.1 0,8 d oT oT

T dx 0% o%q dx o4 0%’

gdzie T jest energia kinetyczng

1 7 — 1 27
8.7) T =, BBV =5, T

dynamicznego ukladu stereomechanicznego, natomiast

T“ Tl,, 1 E“(yil)zy (ERE E‘lﬂ()”lﬂ)2

T=| =3 :
Tnl T,,,, Enl(yrlll)za ceey Enn(y:m)z

przedstawia ciag dwuwskaznikowy energii kinetycznych tego ukladu.
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Z réwnania ogo6lnego dynamiki mamy
(8.8) 0L+ 85L =0,

lub po wykorzystaniu wyrazen na prace
(8.9) 2(PQ—B) Il 5%, = 0.

Réwnoéé ta zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wspodlczynniki przy &g sa réwne zeru”).
Zatem zwiazek (8.9) jest rownowazny réwnosci

:F =20
ktéra zgodnie z (8.6) moze by¢ zapisana w postaci

d oT oT
(8.10) dx g T 0g Q.

Ostatnia réwno$¢ nosi nazwe réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju lub réwnan Lagran-
ge’a we wspolrzednych niezaleznych (uogdlnionych) dynamicznego uktadu stereomecha-
nicznego n*-krotnego.

Przykiad Wyprowadzi¢ metoda Lagrangé’a rownania ruchu drgan swobodnych
uktadu stereomechanicznego o n? stopniach swobody.

Przedstawimy przyklad ruchu ukiadu dynamicznego stereomechanicznego dwuwskaz-
nikowego otrzymanego za pomocg rownan Lagrange’a drugiego rodzaju wyprowadzonych
w tej pracy. '

Rozwazmy jeden pret sprezysty o sztywnosci

EJ = a, = const
poddany wyboczeniu sitg
P = a, = const.

W tym przypadku zerowskaznikowe réwnanie ruchu ma postaé
@y’ +ay =0

zwang oscylatorem stereomechanicznym zerowskaznikowym. Otrzymujemy je z zero-
wskaznikowego réwnania Lagrange’a

d oT oT

Foy "oy O
gdzie T jest energia kinetyczng preta.
Rozwazmy nastepnie cigg n pretéw sprezystych [2] usytuowanych na jednym odcinku
I na przyklad utwierdzonych sztywno jednym koncem. Swobodne konce sa polaczone
sprezy$cie. Kazdy pret jest poddany wyboczeniu jedna silg.

) Wynika to stad, Zze wspéirzedne niezaleine ciagu dwuwskaZnikowego g maja zupelie dowolne
przyrosty 4%g.

&*
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Jednowskaznikowe rownanie ruchu ma postaé
tay"+3ay =0,
czyli
an Y’ + oyl Faanyi+ . aany, =0,
WY1+ s 1@y 2@t s A2y =0,
ktéra nazywamy oscylatorem stereomechanicznym jednowskaznikowym.
Otrzymujemy je z jednowskaznikowego réwnania Lagrange’a
' d oT 0T
dx oy oy .
Oscylator stereomechaniczny dwuwskaznikowy przedstawia réwnanie

Ty =,

= 0.

lub
4 25 II_|_ a 6,
gdzie
—EllJlI Elnjln_ FEllJll Lo Eanln’ T
ZEH, sesy Zﬁl;, _EnlJnl EnannJ 11 _EnlJnl Enann_ 1n
4E—J —_ . . * = . . . R
B, oy Eu [EnJu . Endin] (EnJis o Eundin)
_ _EnlJnl Enann-nl __EnlJnl Enann_ nn _J

‘1‘5 = 4E = [(EJ)jljzjgj.Ja
JisJ2, ]3, Ja=1,...,n —ciag czterowskaznikowy wspolczynnikéw sztywno$ci (stalych),
ja="P= [P“ irjsid — ciag czterowskaznikowy sit obcigzajacych (statych).
Energia kinetyczna , T uktadu n?-krotnego
Yir -v Vin
2;, —

Yol e Vun

wyraza si¢ réwnoscig

T, = T{()] = [ﬂ(ﬂ

gdzie
[YUVin o Y11 Vin [yiny’u U
VitV o Yi1Yoal | YinYnt -+ VinVn P o G)?
&'y = . . . = - .
[ymyin - yayia] [ VY13 - VinYon Cym)®* o o).
| Lymyn oo Yn1Yonl | YanYnt oo y,’.,.yi...J
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natomiast
{2y = fan G’ + - & famChm), =
94 VA -_

_ r 7 r I] ’ ’
- lallllyllyll+ +larmuyllynn+ +lallm|ynnyll+ +Iann,,,.y;myllms

przy czym {a(®y')* jest odpowiednio zbudowanym ciagiem czterowskaznikowym energii
kinetycznej dynamicznego ukiadu stereomechanicznego n?-krotnego.
Umawiamy sig, ze energi¢ kinetyczng T zapiszemy w postaci

_ )Tll lTln-
T =
lTnl lTnn

ze wzgledu na formalne podobienistwo do przeksztalcenia liniowego. W tym wzorze

. ’ ’ ’ r
2, Ty = 1a“11y11y11+ +la1"11y11y1"+ +lallxny;ly:,|l+ +lalm,....v1,lyr’ms

2 1./T,,,, - 10,.1,1;}’:’:,.}’;14— +1ann,.1yr’myin+ +lanlnnyr,myr,rl+ e +lann,,,.,y:’m)'yl,m'
Mamy wtedy

T [ faC?).

Podobnie zapisujemy energi¢ potencjalng ukladu
i -

= 3P = 5[t

Energia catkowita ukiadu jest suma

21T = 2T 42T,
przy czym
O'T o
= [, ?azy],
O'T e
o5 = —[Ea]

Ze wzgledu na drgania swobodne 0="0.

Roéwnania Lagrange’a (8.10) stanowia ciag dwuwskaznikowy — uktad ukladéw réw-
nan®). Wynikaja one z odpowiedniego rdézniczkowania funkcji T wzgledem kolejnych
zmiennych.

#) S3 one sluszne rOwniez — jak wiador.;‘lo — W przyiaadku Zizialan.ia na uklad sil posiadajacych potencjal,
czyli przy uwzglednieniu energii potencjalnej.
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Ten sam wynik otrzymamy wprowadzajac pojgcie ciggu energii T, Wtedy kazda
jego wspdlrzedna przedstawia tylko tg energi¢ uktadu, ktdérej pochodna wzgledem odpo-
wiednich wspolrzednych nie jest réwna zeru.

Pochdne. pozostatych wskaznikdéw sa rowne zeru.

Zauwazmy, Ze ten sam wynik uzyska si¢ po zdefiniowaniu pochodnej przeksztalcenia
kwadratowego

a 1 ? 14 ’ ’ ’ ’ ’ ’
'ay,I:‘Z“lanu}'n}’u+1aln“})11}’1n‘|‘ LTI TR/ ‘|‘1a1nm}"11}"nn:|,
1

0 1 '
_Y/_'_ 1“:.1,.1}’:x,,y;1+ +lann,,|yr’my;n+ +lanl,myr,myr’ll'l_ +71ann,,,1ynny;m ’

nu

_skqd

0

7’ ! r ’
.0;' Ty = ngyn+ oo Fi@a Yt oo i@, Ym0 1@, Vo,
1

a ’ ’ ’ )
7 r
a}_)/ 'lrﬂm = 1a11,.1y11+ +lann,.1yln+ +la"lun:ylll+laﬂ""ny!ll+laﬂ"nny"ll'
nn

W ten sposdéb otrzymamy

0|1 = 4725
P [2 i@l )]:[J‘a V]

jeslt oznaczymy

5 1(11111}’11}"11‘|‘ e Qi Y11 Vs e
— 1 aom2
azy, |:2zla(y)| P
............. 5 la,,lnly,,,,y“—|— —|— 1a""m'y""y""
Bedziemy pisali
0 1 &R =
sty | 2 2P| = [ ]
Wtedy
d o | oy
dx oY [2 S“(z}’),] = [|‘;a2y |] =
TITITD 2T R Y A A T .

- ’ 17
LTt ;lanl,.]y11+ +lann,.,.ynn



ANALOGIA MECHANICZNO-STEREOMECHANICZNA 191

Zatem
_ 1anud Ju+t .. ’+‘1aln|,.d Yonsorremnene
2
i_a,I:[ 1a2_)_/”]= .................................. A
dy %5 — 14 ;
| 7lanl,,1d yil"}" .. +l nn,.,.d Yan
()27" £ o —_P“”y”—-}—— ..}..(*Plnln)y""; ..............
_()2}_:_[2113 y]z ...................................... .
""""""" y T nl,.1y11+ —I_(——Pnn,m)ynn

Wobec powyzszego z réwnosci (8.10), danej ciagiem dwuwskaznikowym, czyli ukladem

d T T o
dx 5 T Ry

wynika uklad réwnan rozniczkowych

rr s
lall|1y11+ e +laln1,,ynn+2all“yll+ T +2alul,.,ynu = O,

r’ rr
lanl,ﬂy]l+ +lann,,,,ynn_i_?.anl,,]yll+ +2ann,mynn = O:

ktdry zapiszemy w postaci

25 it 22 o 25 27 5 0
1ann + e +lalnyn —|—2a11Y1+ cre +2[llnyn = 0’

%anl)_/;’—I_ LR +%5nnj}rlll+%‘_1nl}l+ e +%C_1,,,,},, = O
lub

fa%y+4a%y ="0.
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Pesrome

MEXAHHWKO-CTEPEOMEXAHUYECKAST AHAJIOTUS YPABHEHUH
JIATPAHMKA BTOPOTO ITOPSOKA C IBYMI MHIEKCAMH

B paGore paercsi 0O0OCHOBaHHE MEXaHHKO-CTCPEOMEXaHHMUECKON aHAJIOTMH BTOPOTO POJa YpPaBHEHHIt
Jlarpanyka ¢ ABYMS HHIEKCAMM, BhIBEACHHBLIX HA SI3bIKE CTEPEOMEXAHMKH 0€3 HCIOJIb30BaHNs BapHaLHo-
HHOTO M TEH30PDHOI'O WCUMCJIEHHMH.

TeopeTHueckne pacCy)KOeHHSI NOMUTOMKEHBI WX INPUMEHEHHEM I BbIBOLAa YPaBHEHHH CTepeo-
MEXaHHUECKOTO OCHUIUIsITOPa. TaKna o0pa3oM yKasaHa TaKyKe MEXaHHKO-CTEPEOMEXaHHUECKas aHaNorHA
YPaBHEHHI rapMOHHUECKOro (MaTemaTUuecKoro) ocumuiAropa. ITpu paccmorpennn Bonpoca SbInyg Herno-
JB30BaHbl IMOCICAOBATEIBHOCTH € ABYMS M UETbIpeMs HHIECKCAMH.

Summary

MECHANICAL-ELASTIC ANALOGY IN THE CLASS OF TWQ-INDEX LAGRANGE
EQUATIONS OF SECOND KIND

The analogy has been derived without using the variational and tensor calculus.

Theoretical considerations are illustrated by their application to the derivation of the equations of
a two-index elastic oscillator. This proves the mechanical-elastic analogy in the class of harmonic (mathe-
matical) oscillator equations.

Multi-index series (2-index and 4-index in particular) have been used in the paper.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zostala zlozoria w Redakcji dnia 31 pazdziernika 1969 r.
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Tematem konferencji byla «Metodologia i technika badan konstrukcji w wymiarach naturalnych i na mo-
detach pod dzialaniem obciazen statycznych i dynamicznych». Dala ona ogdélny poglad na swiatowy
stan badan w zakresie tej tematyki oraz na dalsze perspektywy rozwoju. Na ogélna liczbg 92 referatéw
z 19 krajoéw: 36 zglosila Rumunia, 12 — ZSRR, 6 — Czechoslowacja, po 5 — Francja oraz Niemcy De-
mokratyczne i Federalne, po 3 — Belgia, Polska'), Wegry i Wielka Brytania, po 2 — Portugalia i USA,
oraz po 1 — Australia, Austria, Bulgaria, Japonia, Jugostawia, Kanada, 1Wlochy

Wszystkie prace zostaly podzielone na 3 zasadnicze grupy tematyczne:

I. Modele male realizowane za pomoca innych materialéw anizeli materiat obiektu (29 prac);

II. Modele duze realizowane za pomoca materialdbw o wilasnoéciach podobnych do wlasnoéci materia-
16w obiektu (35 prac);

IIIL. Badania na elementach i konstrukcjach o wymiarach naturalnych (28 prac).

Komitet Organizacyjny Konferencji dostarczyl uczestnikom pelne teksty wszystkich zgloszonych prac
indywidualnych oraz trzech referatéw generalnych?) (dotyczacych wymienionych 3 grup tematycznych)
opracowanych i wygloszonych przez wybitnych uczonych. Przedstawili oni syntetyczne ujecie tematyki
konferencji.

Prace pierwszej grupy z zakresu malych modeli zreferowal prof. dr OLiviu Rusu, z Bukaresztu. Na
podstawie prac tej grupy stwierdzil on, ze nowoczesne metody modelowe daja coraz wigksze mozliwosci
zrozumienia nieznanych do niedawna szczegbtdéw zachowania si¢ konstrukcji (np. praca E. NICOLAU).
Korzystajac z tych metod mozna ustali¢, w coraz bardziej skomplikowanych warunkach obciazenia, roz-
kiad naprgzen i odksztalcen w konstrukcjach obciazonych statycznie lub dynamicznie. Mozna réwniez
ocenié wytrzymato$¢ konstrukcji w pewnych stanach granicznych (np. w stanie zniszczenia lub wystapienia

_drugiej fazy pracy w konstrukcjach zelazobetonowych — prace M. ARCANA, T. MARKOWA, M. ROCHA).

Obecnie modelowanie stanowi pomoc (czgsto niezbedna, a zawsze istotng) w obliczeniach konstrukcji
statycznych i dynamicznych (np. M. de Leiris). Modelowanie jest szczegbinie przydatne do rozwiazywania
probleméw, w ktorych warunki obciazania i brzegowe nie moga byé tatwo opisane metodami analitycznymi.
Metody modelowe moga umozliwi¢ sformulowanie wyrazen obliczeniowych i moga byé¢ réwnicz wykorzys-
tane do weryfikacji niektorych teorii i hipotez naukowych. Dotychczasowy rozwdj modelowych badan
konstrukcji dodaje odwagi naukowcom do doskonalenia metod pracy przez zastosowanie nowoczesnych
§rodké6w technicznych, a przede wszystkim unikanie rutyny i zwickszenie dokladnoéci. Metody badan
wzbogacaja si¢ dzigki wprowadzaniu sposob6w technicznych stosowanych z powodzeniem w innych dzie-
dzinach (np. zastosowanie lasera gazowego He-Ne do elastooptyki — w pracy F. de LAMOTTE). Rowniez
badania teoretyczne z fizyki otwieraja perspektywy rozwoju nowych metod badawczych (prace St. BaLa-
Na, P. Novaka, i E. NicoLAU). Zwraca si¢ tez duza uwage na znalezienie nowych materialéw umozliwiaja-

1) 1 — R. S. Doroszkiewicza, 2 — S. Kajfasza i R. Wulocha. 3 —Z. Orlosia i Z. Dylgga.

2} 9 prac nadestanych z op6znieniem (opublikowanych w dodatkowym tomie czwartym) nic zostzlo objetych referatami gene-
ralnymi.
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cych lepsze zmodelowanie pracy konstrukcji (np. prace A. CONSTANTINESCU i A. HEITNER oraz R. Do-
ROSZKIEWICZA).

Ostatecznym kryterium post¢pu w omawianej dziedzinie jest liczba wybitnych budowli lub konstrukcji
specjalnych badanych na modelach.

Pierwszcnstwo oddawane przez eksperymentatorow elastooptyce wynika z liczby (50%) i tematyki prac.
Qkazalo sie, ze do elastooptyki bedacej metoda klasyczng, mozna wcigz wprowadzac liczne udoskonalenia
(np. prace R. S. DOROSZKIEWICZA, H. D. GERLACHA, F. de LAMOTTE’A, A. PIRARDA). Czyni to ja uzZyteczng
do rozwigzywania ztozonych probleméw wystgpujacych, np. przy opracowywaniu projektéw konstruk-
cyjnych.

W znacznej wigkszosci referaté4w przedstawiono badanie naprgzen w plaskim stanie naprezenia (lub
trojwymiarowym, ale dajacym si¢ sprowadzi¢ do plaskiego), co umozliwia najszybsze wyznaczenie skla-
dowych stanu naprezenia. Jednym z takich probleméw jest zachowanie sie budowli wielopietrowych ob-
cigzonych silami pionowymi oraz poziomym parciem wiatru (np. prace M. ARCANA i A. BRATESCU oraz
B. P. VoLpsoNA).

W szeregu prac autorzy omawiaja badania rozkladu naprgzen w budowlach hydrotechnicznych,
a w szczegdIno$ci w zaporach (np. B. KouNovsky, H. FessLER i I. Toma). Niektorzy z nich uwzgledniaja
wplyw odksztalcalnosci podtoza (R. S. DoroszKIEWICZ, B. KOUNOVSKY), twdjwymiarowy stan napregzenia
(M. ALLisoN, T. ZaHAarOvA) lub modeluja dzialanie cigzaru wiasnego (M. ALLIsSON i R. S. DoroszkIie-
WICZ).

Zastosowaniem maszyn liczacych do interpretacji wynikow badan elastooptycznych zajmuje si¢ H. D.
GERLACH. Podobnie K. R. MUELLER omawia aparaturg do automatycznego opracowania wynikdéw badan
tensometrycznych.

Kilka prac ma na celu zmniejszenie ogromnego nakladu pracy (jakiego wymaga catkowanie réznicz-
kowych réwnan roéwnowagi) i znalezienie techniki bezposredniego wyznaczania izopach (G. PELZER-
Bawin, B. I>. VOLFsON).

W paru pracach przedstawia si¢ lub wspomina o nowych materialach elastooptycznych, ktére wyko-
rzystuje si¢ do modelowania obiektoéw niejednorodnych skokowo (prace A. CONSTANTINESCU i A. HEITNER
oraz R. S. DOROSZKIEWICZA).

Natomiast w referatach swych: a) A. PIRARD prowadzi rozwazania ogdlne na temat zastosowania
elastooptyki do wyznaczania zachowania si¢ konstrukcji hiperstatycznych; b) St. BALAN przedstawia
technike badan umozliwiajaca analize pracy konstrukcji w obszarze sprezysto-plastycznym stosujac na
modele materiat chromoplastyczny; c¢) B. P. VoLFsoN oraz T. MARkOw — badania zachowania si¢ reolo-
gicznego modeli; d) P. Novak sugeruje stosowanie do badania odksztalcen metody stereofotogrametrycz-
nej, z ktérej mozna korzysta¢ rowniez w przypadku obciazen dynamicznych; e) E. NicoLau jest zwolenni-
kiem stosowania micro-betonu wzmocnionego polimerami do modelowania konstrukcji zelbetowych,
f) paru autoréw korzystato z metody pomnazania izochrom (np. A. ROBERT).

W kilku pracach tematem badan sa modele budowli (np. prace R. K. MUELLERA i . ToMa). Referety,
te przedstawiaja badania modelowe waznych obicktéw, z ktoérych wyciaga si¢ daleko idace wnioski od-
no$nie metodologii badan i uzyskuje sie interesujace dane co do rozkladu naprezen i odksztalcen w kon-
strukcji.

Paru eksperymentatoréw bada: 1) powloki (cylindryczne z zastosowaniem maszyn liczacych — H.
de LEemis, oraz kuliste — T. MARKOW); 2) R. KRAPFENBAUER — modele paru konstrukcji specjalnych
w tunelu aerodyhamicznym na odksztalcenia wywolane wiatrem (dwa pawilony i dwie wieze), T. JaAvor —
mosty w tuku na belkach ciaglych. ]

Analiza tre§ci prac pierwszej grupy tematycznej pozwala stwierdzi¢ ciagly i szybki postgp w tym zakre-
sie. Na podkreslenie zastuguje duza warto$¢ prac z elastooptyki i z badan modelowych budowli. Natomiast
trudno jest znalezé zadawalajace wyttumaczenie braku prac z zakresu metody Moiré’a. Tym bardziej, ze
trudnosci techniczne napotykane przy rozwiazywaniu zagadnien plaskich (np. nanoszenie siatek dosta-
tecznie gestych i cienkich) zostaly juz pokonane; interpretacja wynikéw nie stanowi juz problemu; analiza
automatyczna i interpretacja za pomoca maszyn liczacych nie stawia innych probleméw w poréwnaniu
Z juz rozwiazanymi i przedstawionymi dla elastooptyki. A przeciez w badaniach tarcz metoda Moiré’a
ma bezsporna dziedzing zastosowan. Sporadyczne wystgpowanie analogii reoelektrycznej wydaje sig¢ tat-
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wiejsze do wyttumaczenia, gdyZz technika ta jest blizsza obliczeniom analogowym anizeli modelom fizycz-
nym i obiektom konstrukcji.

Jednakze zasygnalizowane luki w tematyce nie umniejszaja wartoéci konferencji; mozna by nawet
powiedzieé, ze same tylko prace I grupy tematycznej wystarczylyby, aby nada¢ odpowiednia rangg¢ obra-
dom.

Prace drugiej grupy na temat modeli duzych z materialéw o wlasnoéciach podobnych do wiasnosci
materialéw konstrukcji omoéwit w swym referacie generalnym J. L. SERAFIN, z Lizbony. Takie modele
stosuje si¢ zwykle do badania problemdéw konstrukcyjnych. Typowymi przypadkami sa modele z betonu
o drobnoziarnistym kruszywie, zaprawy zbrojowej, betonu sprezonego, aluminium i stali konstrukcyjnych.
W przypadku konstrukcji budowlanych i mostéw, skala modeli z reguly wynosi od 1:3 do 1:20, a w du-
zych zaporach betonowych — od 1:50 do 1:200. Podobienstwo modelowe moze by¢ wymagane Jodno$nie:
modulu Younga, wspdlczynnika Poissona, wykreséw naprezenie-odksztalcenie, wytrzymalosci dorazne,
(granicznej) czy obwiedni k6t Mohra (warunek plastyczno$ci), granicznych odksztalceni, krzywych petza-
nia i relaksacji, statych’ termicznych (wspolczynnika rozszerzalnosdci i przewodnosci cieplnej itd.). Te mo-
dele sa szczegdlnie pozyteczne jesli rozpatruje si¢ zerwanie, peknigcie lub wlasno$ci niesprezyste. Na mo-
delach tych przeprowadza si¢ czesto badania zachowania si¢ konstrukcji pod dzialaniem obciazen przy-
padkowych lub zmiennych, a specjalnie — trzesien ziemi. Korzystajac z modelowej techniki badan i po-
miaréw mozna bada¢ modele pojedynczych elementéw konstrukcji takich, jak polaczenia, fundamenty.
zakotwienia, plyty, belki, $ciany murowane — w skali do 1:1. Mozna réwniez bada¢ modele nie odnoszace
si¢ do zadnej konkretnej konstrukcji, ktérych celem jest sprawdzenie metod analitycznych (np. praca
Karpukowa dotyczaca modeli betonowych zbrojonych).

Prace grupy drugiej mozna by podzieli¢ na nast¢pujace podgrupy:

1. Badania statyczne modeli (z mikrobetonu i zaprawy) elementéw Zelazobetonowych — prace F.
PaurLa (NRD), M. PomMEeRETA (Francja), F. S. Rostasy’ego (NRF).

2. Badania statyczne modeli (z mikrobetonu i zaprawy) elementéw i konstrukcji betonowych sprezo-
nych — prace P. LAUNAY’A i G. MORANCAY’A (Francja), U. RosseTTI’EGO (Wlochy), C. AvRaAMA (Rumunia).

3. Badania statyczne modeli (z zaprawy i mikrobetonu) powiok betonowych — prace M. MiINHAI-
Lescu i I. UNGUrReaNU (Rumunia), J. V. SzNeNkowaA, J. GOHBERGA i B. S. WasiLkowa (ZSRR).

4. Badania statyczne modeli elementéw konstrukcji betonowych i stalowych — prace T. Hisapy’a
(Japonia), M. MINHAILESCU, A. MIHULA, Al. NEGOITA i M. SIMONICI’EGO (Rumuma) J. GOHBERGA i A. B.
Z1LOCZEWSKIEGO (ZSRR).

5. Badania statyczne modeli konstrukcji metalowych — prace L. BoLeanTu, D. MaTEEscuU i I. UNGuU-
REANU (Rumunia).

6. Badania dynamiczne modeli konstrukcji spr¢zonych i stalowych — prace F. D. BERESFORDA (Austra-
lia), L. STRATA (Rumunia), M. M. KosriNa (ZSRR), E. P. Porova (USA).

7. Badania odpornosci (wytrzymalosci) na trzgsienie ziemi modeli konstrukcji ramowych, plyt i ich
polaczen — prace D. D. NicuLescu i G. SERBANESCU (Rumunia), S. V. PoLiakowa (ZSRR).

8. Materialy, technika i aparatura do dynamicznych oraz sejsmicznych badan modelowych — prace
M. A. WarpA (Kanada), J. PERelra (Portugalia), J. E. TraBLikowa (ZSRR).

Prace trzeciej grupy dotyczacej badan elementéw i konstrukcji o wymiarach naturalnych zreferowat
J. Halek, z Bratystawy. Badania takie sa na ogo6l dos¢ kosztowne. Dlatego tez przystgpuje si¢ do nich
jedynie po powaznym rozwazeniu czy wyniki jakich si¢ oczekuje beda odpowiadaly poniesionym kosztom
badan. Jest prawda, ze czgsto nie mozna wyrazié¢ efektéw badan w liczbach. Istnieje wiele zagadnien za-
chowania si¢ konstrukcji pod obciazeniami statycznymi i dynamicznymi, ktére mozna rozwiazaé jedynie
za pomca badan elementédw i konstrukcji o wymiarach naturalnych. Na metody takich badan wplywa
wiele czynnikdw, a przede wszystkim: a) cel badan, b) typ konstrukcji lub clementu, ¢) miejsce budowy
elemszntu lub konstrukcji w czasie badan, d) sposdb obciazenia, e) czas dzialania obcigzenia, f) material,
z ktorego element lub konstrukcja jest wykonana, g) zdatno$é uzytkowa elementu lub konstrukeji po ba-
" daniu, h) kryteria na podstawie ktérych decyduje sie czy element lub konstrukcja nadaje si¢ do pracy
w danym celu.

Prace trzeciej grupy tematycznej Konferencji RILEM stanowig wklad o duzej wartoéci z punktu wi-
dzenia metodologii i techniki badarn elementéw i konstrukcji o wymiarach naturalnych. Obok badan po-
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jedynczych elementéw mozna stwierdzi¢ tendencje do badania catych konstrukcji i ich czeici, o ile moz-
no$ci w warunkach laboratoryjnych. Tam mozna latwiej korzysta¢ z automatyzacji prac pomiarowych
i tamze jest zapewniona znacznie wyzsza dokiadno$é wynikéw pomiaru. Pomimo tego wydaje sie, ze trzeba
bedzie rozwija¢ nadal metody badan obiektéw zrealizowanych. Chociaz liczba prac zrealizowanych jest
juz do$é znaczna daleko jeszcze do wyczerpania wszystkich zagadnieri odnoszacych si¢ do metod badad
elementéw i konstrukeji o wymiarach naturalnych.

Wiele z prac grupy trzeciej zajmuje si¢ metodami badan elementéw i konstrukcji betonowych, mniej —
konstrukcjami metalowymi i jedynie maly procent — konstrukcjami wykonanymi z innych materialow.
Najczgéeiej wystepujacymi w tych pracach konstrukcjami betonowymi sg ustroje zbrojone (sprezone
i zwykle). Nalezaloby je uzupeini¢ badaniami konstrukcji nie zbrojonych i z betonu lekkiego. Poza tym
wydaje si¢, ze do$¢ malo uwagi poswigcono badaniom pod obciazeniami diugotrwalymi.

Odnosnie typéw konstrukcji zauwazy¢ mozna, ze brakowalo prac dotyczacych badan normowych
(kwalifikacyjnych) konstrukcji mostow.

W oparciu o prace omawianej grupy tematycznej mozna stwierdzic¢, Zze przeklada sie nad innymi ba-
dania mozliwie wielkich zespoléw az do zniszczenia (zerwania). J. HAJEK uwaza, Zze przedstawione w roz-
nych pracach mozliwoséci rekonstrukcji systeméw zabudowy miast nie sa dostatecznie wykorzystywane.

"W tych przypadkach zdarza si¢ czesto, 2e trzeba niszczy¢ obiekty ktére stanowig przeszkody w rozwoju
projektébw rekonstrukcji. Czasem sg to budynki, ale nicraz rédwniez i mosty. Przed ich rozbiérka byloby
pozyteczne poddac je badaniom, ktére mozna by doprowadzi¢ az do zniszczenia.

Mozna stwierdzi¢, ze technika pomiaru osiagngla znaczny postgp. Liczba punktéw pomiaru, przede
wszystkim jesli chodzi o pomiary dokonywane w laboratorium, jest bardzo wielka. Dzisiaj nie ma zadnego
problemu z zarejestrowaniem na przyklad linii ugi¢cia belki z mozliwoscig wykrycia nawet migjscowego
pgknigeia. Pomimo tego, musimy jeszcze zaczekac zanim bedzie mozliwe obserwowanie z daleka, w ciagu
okresow stosunkowo dlugich, zmiany pewnych wielko$ci statycznych i dynamicznych w obiektach wy-
konanych. Dotychczasowe wysitki rozbijaja si¢ tu o problem rejestracji telemetrycznej obciazen. Jednakze
wydaje si¢, Zze nawet pomiar odksztalcenn na odleglo$¢ w pewnych wielkich obiektach poddawanych wply-
wom, ktérych charakteru nie znaliSmy w pelni w czasie obliczania, bylby bardzo pozyteczny. Moglby on
dostarczy¢ z jednej strony danych dla kontroli bezpieczenstwa pracy obiektu, a z drugiej strony — po-
glebi¢ dane stuzace za podstawe do projektdéw i obliczen.

R. S. Doroszkiewicz, Warszawa
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OGOLNOKRAJOWY KONKURS
NA PRACE DOSWIADCZALNE Z MECHANIKI

Gliwicki Oddziat PTMTS w porozumieniu z Zarzadem Glownym PTMTS w Warszawie organizuje
w 1970 roku Ogélnokrajowy Konkurs na prace z zakresu badan doswiadczalnych w mechanice.

Prace konkursowe — zawierajace elementy nowosci w stosunku do obecnego stanu wiedzy —- nalezy
przesyla¢ do sekretariatu Oddziatu Gliwickiego PTMTS w Gliwicach ul. Katowicka 2, pok. 835, Wydzial -
Goérniczy Politechniki $laskiej, Katedra Geodezji i Ochrony Powierzchni w terminie do dnia 30 pazdzier-
nika 1970 r.

Objetoéé pracy nie powinna przekracza¢ w zasadzie 20 stron maszynopisu, prosimy o przeslanie prac
w trzech egzemplarzach, w formie nadajacej si¢ do druku, podpisane imieniem i nazwiskiem z podaniem
adresu. ” .

Prace nie moga byé przed tym terminem opublikowane ani zlozone do druku poza kwartalnikiem
MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA. Prace ocenia¢ bedzie Sad Konkursowy powolany
przez Zarzad Oddzialu.

Laczna wysoko$§¢é nagrod wynosi 25 000 zt. Konkurs jest ograniczony, dostepny tylko dla czionkéw
PTMTS. :

Nagrodzone prace zostana opublikowane w czasopiémie MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSO-
WANA.

Sekretarz . Przewodniczqcy
Oddzialu Gliwickiego PTMTS Oddzialu Gliwickiego PTMTS
(—) Doc. dr hab. in3. J. Antoniak - (—) prof. dr inz. T. Kochmarski
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KONKURS

Zarzad Oddzialu Warszawskiego Polskiego Towarzystwa Mechanmiki Teoretycznej 1 Stosowanej oglasza
ogodlnokrajowy konkurs na najlepsza prace teoretyczna z mechaniki, w zakresie zastosowan inzynierskich.

Konkurs jest ograniczony i moga braé¢ w nim udzial tylko czlonkowie PTMTS.

Na konkurs nalezy zglaszaé prace oryginalne, nie publikowane dotad (ewentualnie opublikowane w ro-
ku 1970) i nie zgloszone na zaden inny konkurs.

Prace o objgtosci nie przekraczajacej w zasadzie 20 stron maszynopisu, w trzech egzemplarzach, w formie
nadajacej si¢ do druku, podpisane nazwiskiem z podaniem adresu, nalezy przesyta¢ w terminie do dnia
| pazdziernika 1970 r., pod adresem Sekretariatu Oddzialu Warszawskiego PTMTS, Warszawa, Palac Kul-
tury i Nauki, pokdj nr 1724,

Prace oceniaé bedzie Sak Konkursowy powolany przez Zarzad Oddzialu.

Przewiduje si¢ nastgpujace nagrody:

I — zh 12000.—
I — zi. 8000.—
I — zl. 5000.—

Zarzad Oddzialu zastrzega sobie prawo nieprzyznawania lub innego-podziatu nagréd.

Organ Towarzystwa MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA bedzie miat pierwszenstwo
w opublikowaniu prac nagrodzonych i wyréznionych na konkursie.

Sekretarz Przewodniczqcy
Oddzialu Warszawskiego PTMTS Oddzialu Warszawskiego PTMTS
(—) doc. dr Przemyslaw Jastrzebski (—) prof. dr Zbigniew Olesiak
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ZAGADNIENIA PLASTYCZNOSCI
MIEDZYNARODOWE SYMPOZJUM Z PODSTAW PLASTYCZNOSCI
Warszawa, wrzesien 1972

Komunikat wstepny

CEL: Analiza koncepcji plastyczno$ci na podstawie najnowszych osiagnig¢ mechaniki kontinuum, ter-
modynamiki i zwigzanych galezi fizyki.

MIEDZYNARODOWY KOMITET NAUKOWY: J. M. ALEkSANDER, D. C. DRUCKER, L. Finzy,
A. E. GreeN, P. G. HopGg, H. C. Hopkins, A. A. ILiuszyN, W.T. KOITER, J. MANDEL, P. M. NaGHD],
W. Nowackr, F. K. G. Opqvist, W. OLszak, E. T. ONAT, W. PRAGER, Ju. N. Rasotnow, L. I. Siepow,
W. W. Sokorowskr, T. Y. THomas, C. TRUESDELL, H. ZIEGLER.

ZAKRES: Teoretyczne i do$wiadczalne badania rownan konstytutywnych plastycznoéei i ich zasto-
sowania do rozwiazywania technicznie waznych zagadnien brzegowych. W szczegblnosci przewiduje sie
zagadnienia nastgpujace: :

a) podstawy fizyczne plastycznosci (np. submikroskopowe aspekty deformacji plastycznych),

b) podstawy termodynamiczne plastycznoici i lepkoplastycznosci,

¢) teorie réwnan konstytutywnych plastycznosci (np. aksjomatyka, koncepcje matematyczne, wybor
zmiennych itp.), :

d) do$wiadczalne podstawy teorii (weryfikacja nowych koncepcji, plastyczno$¢ przy wysokich tempera-
turach i duzych szybkosciach deformacji, nadplastyczno$¢ itp.),

e) metody rozwiazan i rozwigzania technicznie waznych zagadnied z uwzglednieniem nowych technik
obliczeniowych. ’

PRACE: Selekcja prac zostanie przeprowadzona z udziatem Migdzynarodowego Komitetu Naukowego
Sympozjum. Decyzja wilaczenia do programu bgdzie podjeta na podstawie pelnego tekstu pracy. Gléwne
prace zostana opublikowane w formie ksigzkowej; ksiazka bgdzie dostgpna przed otwarciem Sympozjum.

INFORMACIJE: Streszczenia prac nalezy nadsyla¢ do 30 listopada 1970 r. Ostateczny tekst pracy nie
przekraczajacy 20 stron maszynopisu powinien by¢ nadeslany do konca sierpnia 1971 r. Dalsze informacje
beda dostarczane zaintercsowanym osobom za posrednictwem Biuletynéw Sympozjum.

ADRES dla korespondencji i zapytan: prof. dr A. SAwczuk, Polska Akademia Nauk, IPPT, Warsza-
wa 1, Swigtokrzyska 21.

SYMPOZJA PTMTS W DRUGIM POLROCZU 1970 R.

Komunikat

Oddzial w Gliwicach zamierza zorganizowac¢ w dniach 24—27 paZzdziernika 1970 r. sympo-
zjum na temat «Problemy tarcia i zuzycia w urzgdzeniach transportu gbérniczego» z udzialem 40 oséb,

Oddzial w Poznaniu planuje zorganizowanie w pazdzierniku 1970 r. ogblnopolskiej konfe-
rencji na temat «Drgania nieliniowe» z udzialem 100 os6b.



200 BIULETYN INFORMACYINY

INFORMACJE DLA AUTOROW

Komitet Redakcyjny prosi Autoréw o ulatwienie prac redakcyjnych zwiazanych z przygotowaniem
do druku nadeslanych artykulow przez przestrzeganie podanych wytycznych przy przygotowywaniu ma-
SZynopisu:

1. Prace powinny by¢ napisane pismem maszynowym w dwoch egzemplarzach, na zwyklym papierze
na pojedynczych arkuszach formatu A4, jednostronnie, z podwdjng interlinia, z marginesem 4 cm z lewej
strony, stronice z kolejna numeracja.

2. Prace powinny by¢ pisane zwiezle i zawierac najistotniejsza tresc tak, by objetos¢ artykutu byla skon-
densowana.

3. Wzory i oznaczenia nalezy wpisywac recznie, bardzo czytelnie uzywajac jedynie liter lacinskich
i greckich. Wskazniki ponizej liter i wykladniki potgg nalezy pisa¢ szczegdlnie doktadnie.

4. Praca powinna by¢ zaopatrzona w krotkie streszczenie (do 20 wierszy maszynopisu) w j. polskim,
j. rosyjskim i w j. angielskim. W.razie niemoznosci nadeslania streszczen w jezykach obcych, Autor dostar-
cza streszczenie w j. polskim z podaniem terminologii w j. rosyjskim i w j. angielskim.

5. Numeracja wzoréw powinna si¢ wigzaé¢ z poszczegdinymi rozdzialami pracy (np. 1.1, 1.2, 1.3 itd.;
2.1,2.2, 2.3 itd.). Numery wzoréw powinny znajdowac si¢ w nawiasach okraglych po lewej stronie wzoru.

6. Rysunki, wykresy i fotografie nalezy wykonaé na oddzielnych arkuszach z podaniem kolejnych nu-
meréw. Obok wlasciwego tekstu, na marginesie nalezy poda¢ jedynie odnoény numer rysunku. Na oddziel-
nym arkuszu nalezy zalaczy¢ spis podpiséw pod rysunkami. Ostateczne wykonanie rysunkéw obowiazuje
Redakcje.

7. Wszystkie rysunki, wykresy i fotografie nalezy nazywa¢ w tekscie rysunkami (skrét rys.), a nie uzy-
wa¢ okreslen figura, szkic, fotografia. U dolu rysunku (a na fotografiach na odwrocie) nalezy wpisaé czy-
telnie numer rysunku, podpis pod rysunkiem (objasniajacy), tytul pracy i nazwisko autora.

9. Wszystkie tablice (unika¢ zbyt duzych), podobnie jak rysunki, nalezy wykonaé na oddzielnych
arkuszach i numerowa¢ liczbami arabskimi. U géry kazdej tablicy nalezy podaé tytul objasniajacy.

10. W tekécie nalezy na marginesie podaé stownie opis oznaczen, ktdre mogg budzi¢ watpliwoséci. Do-
tyczy to pisowni malych i duzych liter lacifiskich i greckich np.: ni, fau, dzeta, ksi, kappa i in.

11. Po zakoficzeniu pracy nalezy poda¢ wykaz literatury cytowanej w tek$cie wymieniajac w kolejnosci:
inicjaly imion, nazwisko autora (oraz wspélautoréw), pely tytul dziela lub artykulu, tytul czasopisma
(moze by¢ skrotami), numer zeszytu, numer tomu, rok (w nawiasach okraglych) oraz ewent. strony. Przy
pozycjach ksiazkowych nalezy poda¢ miejsce wydania i rok. Pozycje literatury powinny mie¢ numeracje
kolejng (op. 1, 2, itd.), a w tekécie, powolujac si¢ na literature, nalezy podaé numer w nawiasie kwadrato-
wym, : '

12. Redakcja zastrzega sobie prawo potracenia z honorarium autorskiego kosztdéw sporzadzenia nowego
maszynopisu artykulu lub jego czgéci w przypadku nie przestrzegania wyzej podanych wskazdwek,

13. Autorowi przyshuguje bezplatnie 25 egz. nadbitek pracy. Dodatkowe egzemplarze Autor moze za-
moéwi¢ w Redakeji na koszt wlasny przy odsylaniu korekty autorskiej.

14. Autora obowiazuje korekta autorska (szczegdlnje wnikliwa kontrola zlozonych wzoréw), ktéra
nalezy zwréci¢ w ciagu 5 dni pod adresem: Redakcja MECHANIKI TEORETYCZKEJ I STOSOWANE]J,
‘Warszawa, ul. Swietokrzyska 21, pokéj 413.



W nastepnym zeszycie ukazy sie prace:

StaNiSEAW QCHEDUSZKO — Wspomnienie po§miertne

M. Janas, A. SawCzUK, Zagadnienia plastycznej analizy powlok (kierunki badan w Polsce w dzie-
sigcioleciu 1960-1969)
Bonpoch! aHAMH3a NIaCTUUECKHX 000104eK (HanpaBJaeHUsa MOJLCKUX HecneaoBanHyn 1960 -
1969) :
Problems in plastic analysis of shells (research trends in Poland for the decade 1960-1969)

B. Duszczyk, Ograniczenia na funkcje energii sprezystej wynikajace z warunku silnej eliptycznoéci
OrpaHHyeHUA HaKJIaAbIBACMble YCIOBUEM CHIIBHON 3JUIMIITHUHOCTH Ha (DYHKUMIO YOPYTOH
3HEPTHU .

Limitations implied on the elastic energy function by the strong-ellipticity condition

W. Woino, Uwagi o infinitezymalnej teorii materialow sprezysto/lepkoplastycznych
3ameuaHuss K MHOHUHHTE3UMAIBHON TEOPHH YIPYrO-BA3KOIJIACTHUECKHX MATEpHasion
Notes on the infinitesimal theory of elastic/viscoplastic materials

L. KonieczNy, Teoria przystosowywania sie belek
Teopust npucnocobsiemocTy 6anok
Shake-down theory of beams

P. Kiemm, Cz. WoZNwaK, Geste heksagonalne siatki sprezyste
ITnoTHwIe reéKcaroHanbHble YNIPYTHE PELIETKH
Dence elastic lattices of hexagonal type

T. Bepnarskl, Pomiar odksztalcen plastycznych membrany kolowej obcigzonej impulsem ci$nienia
HMamepenna miacTHyeckoil aedopmanuy Kpyrosoil memOpansl IPH HMITYJILCHON Harpysie
The measurement of the dynamic plastic deformation of a circular membrane

J. KarkowskI, Granice obszaréw plastycznych w rozcigganych elementach z karbem lub otworem
Iparnuer nnacTayeckux obNacreil B pacTArMBaeMbIX 3JIEMEHTAX C HaJpE30M MJIH OTBEp-
cTHEM
Elastic-plastic boundaries in notched specimens under tension



Cena 71 30.—

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOW AN A jest organem Polskiego Towarzystwa Mechaniki

Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje si¢ poczynajgc od 1 stycznia 1967 r. jako kwartalnik. Zeszyty

z lat poprzednich mozina nabywaé w sekretariacie Zarzqdu Glownego PTMTS (Warszawa, Palac
Kultury i Nauki, pietro 17, pokdj 1724)

Mech. Teor., T. 8, z. 2, s. 105—200, Warszawa 1970, Indeks 36712
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