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ZAGADNIENIA MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
DLA OBSZAROW NIEKANONICZNYCH

PRZEGLAD PRAC RADZIECKICH

G. N, SawInN, A.N. GuZz, A.S. KOSMODAMIANSKIJ
(Kuéw, DONIECK)

Ostatnio w pracach autoréw niniejszego przegladu, ich wspotpracownikéw i kontynua-
toréw rozpatrywane byly poszczegdlne klasy zagadnienl mechaniki ofrodka ciaglego dla
niekanonicznych (tj. nie dajacych mozliwosci otrzymania rozwigzania metodg bezposred-
niego rozdzielenia zmiennych) obszaréw jednospdjnych i wielospéjnych. Sa to zagadnienia
koncentracji naprezen w poblizu otworéw w powtokach, plaskie zagadnienia momentowe;j
teorii sprezystoéci, plaskie zagadnienia dynamicznej teorii sprezystosci, dwuwymiarowe
zagadnienia fizycznie nieliniowej teorii, zagadnienia aerohydrosprezystosci dla cieczy
§cidliwej i nieScisliwej, problemy zginania plyt z punktu widzenia réznych uséci$lonych
teorii, zagadnienia zginania ptyt na podtozu sprezystym, zagadnienia oplywu przez strumien
cieczy, ptaskie zagadnienia dla o$rodkéw wielospdjnych i inne.

Przy rozwigzywaniu tych zagadniefi stosuje si¢ pewne jednolite podejscie oparte na
zastosowaniu metod teoril perturbacji i konstruowaniu nieskoficzonych quasi-regularnych
vkladdéw algebraicznych, do rozwiazania ktérych sprowadzaja sie¢ wymienione zagadnienia.
Zastosowanie tych metod w innych, zblizonych dziedzinach réwniez daje mozliwo$é
rozpatrzenia obszernych klas zagadnien. ‘

Niniejsza praca po$wiecona jest krétkiemu przegladowi wspomnianego kregu zagadnied.

1. Obszary jednospdjne

Gdy rozwigzania problemdéw daja si¢ przedstawi¢ w postaci funkeji harmonicznych,
rozwiqzanie zagadnien brzegowych dla obszaréw jednospdjnych upraszcza sie znacznie,
w tym sensie, Ze zmienne w réwnaniu Laplace’a daja sig rozdzieli¢ praktycznie dla wszyst-
kich stosowanych ukladéw wspéirzednych. Dla wielu zagadniefi rozwiazania ogdlne
wyrazone sa przez rozwigzania réwnan Helmholtza, co znacznie zaweza krag zagadnief,
ktére moZna rozwigzaé za pomoca rozdzielenia zmiennych.

Zastosowanie metody perturbacji ksztaltu granicy, zwiazanej z parametrem charaktery-
zujacym odchylenie od obszaru kanonicznego, pozwala w kazdym z przyblized na sprowa-
dzenie zagadnienia brzegowego do zagadnienia brzegowego dla obszaru kanonicznego.



4 G. N. Sawin, A. N, Guz, A. S. KOSMODAMIANSKIJ

Trudno$é znalezienia rozwigzan szczegdélnych dla krzywoliniowych uktadéw wspéirzed-
nych komplikuje zastosowanie metody perturbacji ksztattu granicy do praktycznego
rozwiazywania zagadnien brzegowych.

W celu pokonania wskazanych trudno$ci zaproponowano pewien wariant metody
perturbacji ksztaltu granicy, sprowadzajacy problem w kazdym przyblizeniu do rozwia-
zania jednorodnych réwnaf rézniczkowych. W celu spelnienia warunkdéw granicznych
wyznaczono operatory rozniczkowe, konieczne przy rozwigzywaniu zagadnien w zerowym,
pierwszym i drugim przyblizeniu. Postaé tych operatoréw okre$lona jest gtdwnie nie przez
sama posta¢ warunkéw granicznych, a przez ksztalt obszaru. Wspomniane uproszczenia
zostaly osiagniete dzigki temu, Ze rozwiazania réwnan podstawowych rozwazane byly we
wspéirzednych zwiazanych z ksztattem, w okreslonym sensie bliskiego obszaru kanonicz-
nego, a przejécie do wspdlrzednych zwiazanych z ksztaltem obszaru niekanonicznego
dokonywane byto przy spelnieniu warunkdw brzegowych. Pierwszg pracg, w ktérej podano
taki wariant metody perturbacji ksztattu granicy dla niektdrych obszardw w zastosowaniu
do zagadnien koncentracji naprezen w poblizu otworéw w powlokach, w sformutowaniu
G. N. SAwINaA, byla praca A. N. Guzia [27]. W pracy G. N. SAwINA i A. N. Guzia [131]
zaproponowano zastosowanie tego wariantu metody perturbacji ksztaltu granicy do ba-
dania zagadnien koncentracji naprezeii w powlokach w poblizu dowolnych krzywolinio-
wych otworéw o gladkim profilu, przy czym, w charakterze obszaru kanonicznego przyjeto
obszar nieskonczony z otworem kolowym. Do chwili obecnej brak Scistego dowodu zbiez-
noéci metody perturbacji ksztattu granicy w postaci [27] i [131], jednak przy rozwiazywaniu
konkretnych zagadnied wykazano jej praktyczna zbiezno$é. Przy pomocy tej metody
zostaly rozwigzane rozpatrzone ponizej klasy zagadnien.

Za pomocsg tej metody rozwigzano liczne zagadnienia koncentracji naprezen w poblizu
krzywoliniowych otwordw w powtokach. Tak wiec w pracy G. N. SAwiNa I A. N. Guzia
[133] metodg te zastosowano w zagadnieniach koncentracji naprezen w poblizu otworéw
w powlokach, ktérych brzegi wzmocnione byly za pomoca cienkich Zeber sprezystych;
zbadano takze rozklad naprezen w poblizu eliptycznego wzmocnionego otworu w powltoce
sferycznej. Przypadek swobodnego otworu eliptycznego w powtoce sferycznej rozpatrzony
jest w pracy ‘G. N. SAwiNA 1 A. N. Guzia [130], za$ przypétdek kwadratowego i réwno-
bocznego irdjkatnego otworu z zaokraglonymi narozami w pracach A. N. Guzia [32]
i [37]. Stan napre¢zenia w poblizu otwordw analogicznego ksztattu w powloce sferycznej,
zakrytych idealnie sztywnymi pokrywami, zbadany byl w pracy K. I. SzNerienko [152].
Przypadek ztacza powtoki sferycznej z pochylym krétkim cylindrem rozpatrywany byt
przez B. A. KUDRIAWCEWA [116].

Rozktad naprezen w poblizu malych otworéw: eliptycznego oraz w ksztalcie kwadratu
i tréjkata réwnobocznego z zaokraglonymi narozami w obrotowej powloce walcowej,
przy réznych obciazeniach, zbadany zostat w pracach G. N, SAwiNa i A. N. Guzia [131],
A. N. Guzia [29, 30, 34, 36, 47], A. N. Guzia i S. A. GOLOBORODKO [49] i S. A. Goro-
BORODKO [18].

Metoda przedstawiona w pracach [27] i [131] zostata zastosowana w pracach W. D. Ku-
BIENKO [111—115] do zbadania plaskich zagadniel dyfrakeji fal sprezystych na walcach
krzywoliniowych. Zbadano dynamiczne zagadnienia koncentracji naprezen w poblizu
otworu eliptycznego i kwadratowego z zaokraglonymi narozami pod dziataniem fal po-
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przecznych i podtuznych, jak réwniez pod dziataniem oscylujacego cisnienia. Zauwazono,
ze przy okreslonych dhugosciach fal maksymalny wspdiczynnik koncentracji osiagany jest
w pewnej odlegtosci od brzegu.

W monografii G. N. SAWINA [137] rozpatrzono plaskie zagadnienia momentowej teorii
sprezystosci dla dwu wariantow sformutowania zagadnien, przytoczono podstawowe relacje
metody perturbacji ksztattu granicy w postaci [27] i [131], niezbedne przy rozwiazywaniu
zagadnien dla otwordw krzywoliniowych, zbadano réwniez rozktad naprezen na brzegu
otworu eliptycznego. W pracach J. N. NiemiszA [126—128] za pomoca powyzszej metody
zbadano rozkiad naprezenn dla otwordw eliptycznych, kwadratowych z zaokraglonymi
narozami, a takze otwordéw innych ksztaltéw przy réznego rodzaju obciazeniach; rozpa-
trzono wplyw sztywnodci pier§cieni wzmacniajacych i okreslono rolg naprezenn momento-
wych. W pracach tych wyjasniono zagadnienie maksymalnego wptywu naprezen momento-
wych na wielko$¢ koncentracji napreZzen przy réZnego rodzaju obcigzenjach i réznych
promieniach zaokraglenia narozy.

Zagadnienie okreélcnia oporu cial o nicoptywowych ksztattach, przy zlinearyzowanym
sformulowaniu, sprowadza si¢ do rozwigzania réwnan Naviera—Stokesa zlinearyzowa-
nych wedtug Oseena. W pracach E. W. BRUNIACKIEGO [5] i [6] metoda perturbacji ksztattu
brzegu w postaci [27] i [131] zostata zastosowana do badania oporu walcéw o krzywolinio-
wym konturze przekroju poprzecznego. Rozpatrzono, przy réznych katach natarcia, walce
eliptyczne, jak réwniez walce o przekroju w postaci kwadratu i tréjkata réwnobocznego
z zaokraglonymi narozami. Otrzymano rozwiazania uwzgledniajace zerowe, pierwsze
i drugie przybliZzenie i poréwnano je z danymi doswiadczalnymi.

Obszerny program badan poswiecono dwuwymiarowym zagadnieniom fizycznie nie-
liniowego ciala, dla ktérego podstawowe zalezno$ci przyjeto w postaci Kauderera. Pierwsza
pracg poswigcona krzywoliniowym otworom byla praca G. N. Sawina, A. N. Guzia
i I. A. CURPAEA [132], w ktorej zaproponowano metode rozwiazywania plaskich, fizycznie
nieliniowych zagadnien teorii sprezystosci dla nieskonczonej plaszczyzny ostabionej przez
krzywoliniowy otwdr. Zostata tu w sposdb istotny wykorzystana metoda perturbacji
ksztattu granicy w postaci [27] i [131]. W tej samej pracy zbadano rozkiad naprgzen w po-
blizu otworu eliptycznego przy wszechstronnym rozciaganiu. Wypadek kwadratowego
otworu z zaokraglonymi narozami rozpatrzony jest w pracy 1. A. CurPALA [139]. Szereg
zagadnien dotyczacych krzywoliniowych otwordw, tak swobodnych jak i wzmocnionych,
przy réznego rodzaju obcigzeniach zbadano w pracach I. A. Curpara [[40, 144, 145, 147].
Analogiczne zagadnienia dotyczace koncentracji napreZen termicznych w fizycznie nie-
liniowej plycie rozpatrzone bylty w pracy 1. A. CurrALa [141], a w pracy I. A, CURPALA
i N. A. SzuLar [138] metoda ta zostala rozszerzona na przypadek wyznaczania koncentracji
naprezen w poblizu otwordw krzywoliniowych w powlokach, przy fizycznie nieliniowym
prawie sprezystosci.

W pracach N. A. Szuraci [154—156] rozpatrzone bylo wyznaczanie stanu naprgZenia
w poblizu otworu eliptycznego oraz kwadratowego i tréjkatnego z zaokraglonymi narozami,
przy zginaniu cienkiej, fizycznie nieliniowej plyty sprezystej.

We wszystkich tych pracach otrzymano liczne wyniki liczbowe ilustrujace wplyw fizycz-
nej nieliniowo$ci materialu na warto$é wspodtczynnika koncentracji naprezen. Przeglad
tych wynikéw zawarty jest w pracy G. N, SAWINA, A. N. Guzra i I. A. CurpaLa [136].
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Dla przypadku podstawowych zaleznodci innych niz sformulowane przez Kauderera,
koncentracja naprezen w poblizu otworédw krzywoliniowych w plycie rozpatrzona zostata
w pracach I. A. CurprAra [142] i [146].

2. Obszary wiclospojne

Przy badaniu wielu zagadnien dla obszaréw wielospdjnych o kotowych, krzywolinio-
wych brzegach, wskutek wystepowania w rozwigzaniu ogdlnym funkcji spetniajgcych réw-
nanie Helmholtza komplikuje si¢ znacznie proces wyznaczania rozwiazania. W tym przy-
padku, juz nawet we wspdirzednych dwubiegunowych, zmienne nie daja si¢ rozdzielié.
Dla rozwigzywania takich zagadnien zaproponowano metod¢ bedaca kombinacja metody
perturbacji ksztattu granicy w postaci [27, 131] i metody Schwarza. Rozwigzanie przyjmuje
sie w postaci sumy rozwigzan zupelnych dla odpowiednich wewngtrznych i zewngtrznych
obszaréw w biegunowym ukfadzie wspélrzednych. W charakterze malego parametru
wybiera si¢ najwigkszy z parametréw charakteryzujacych odchylenie ksztattu kazdego z ob-
szarow jednospdjnych od ksztattu kotowego. Stosuje si¢ metodyke opracowang w pracy
[131] w wyniku czego, w kazdym z przyblizen, otrzymuje si¢ zagadnienie brzegowe dla
obszaru o odpowiednim stopniu spdjnosci, jednakze ograniczonego juz teraz okregami.
Takie podejscie zostato urzeczywistnione w pracy G. N. SaAwiNa i A. N. Guzia [134] oraz
w pracy A. N. Guzia [49], gdzie skonstruowane zostaly operatory dla zerowego, pierwszego
1 drugiego przyblizenia przy dowolnych ksztattach granicy bez zalomodw.

Przy rozwiazywaniu zagadnien dla obszaréw wielospdjnych ograniczonych okregami
stosuje sie rozklady funkcji harmonicznych od jednego bieguna do drugiego [134] i wy-
korzystuje si¢ wnioski wynikajace z twierdzenia o dodawaniu dla funkcji walcowych,
Whioski te, dla zagadnienia zewngtrznego 1 zagadnienia wewnetrznego, przytoczone byly
w pracy A. N. Guzia [44]. Wykorzystuje sie zamiang nieznanych statych i przy okreslonej
gladkosci prawych stron warunkéw granicznych udaje sie wykazad, ze w przypadku
obszaru o skonczonej spdjnosci otrzymane nieskonczone vkiady maja wyznacznik typu
normalnego, co uzasadnia mozliwosé zastosowania metod przyblizonych. Jezeli odpo-
wiednie zagadnienie brzegowe posiada jednoznaczne rozwiazanie, to okazuje sie, ze odpo-
wiedni nieskonczony uktad réwnan algebraicznych ma jednoznaczne zbiezne rozwiazanie.
Analogiczna metoda zostata niezaleZnie zaproponowana dla zagadnien dyfrakeji fal elektro-
magnetycznych na walcach w przestrzeni nieskoniczonej w pracach J. A. Iwanowa (tylko
dla zagadnienia zewnetrznego)®,

W pracy W. T. GoLowcCzANA [25] rozwinigta zostata, oparta na zastosowaniu zwigzkéw
Lommela, metoda badania ukladéw nieskonczonych dla zagadnienn periodycznych.

Rozpatrzona powyzej metoda zastosowana byla do szeregu zagadnief o$rodka mecha-
nicznie ciaglego dla obszaréw wielospdjnych o brzegach kotowych. Zatrzymamy sie¢ na
niektérych sposrod nich. _

W pracach A. N. Guzia [35, 48] zostala zaproponowana metoda rozwiazywania za-
gadniei réwnowagi powlok walcowej i sferycznej ostabionych przez skonczona liczbg

1 J. A. Iwanow, Difrakcja elektromagnitnych woln na dwuch tielach, 1zd-wo , Nauka i Tiechnika”,
Minsk 1968.
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otworéw kotowych, a w pracach [38, 39, 48] wyniki te zostaly uogdlnione na przypadek
zagadnienn okresowych i podwdjnie okresowych. Badanie uktadéw nieskoniczonych dla
powtoki sferycznej, tak w przypadku skonczonej liczby otworéw, jak i w przypadku zagad-
nienia okresowego, bylo przeprowadzone w pracach A. N. Guzia [40], A. N. Guzia
i K.T. SzniERIENKO [52], i W. T. GorowczaNA i K. I. SzNIERIENKO [21], rozwiazaniom
konkretnych zagadnien poswigcone sa prace [41, 50, 153].

W pracy B. L. PIELECHA [129] metodg opisang w pracach [134] i [48] zastosowano do
rozwiqzania zagadnien zginania ptyt dla obszaréw wielospéjnych w teorii ptyt typu Timo-
szenki. Okazato sig, Ze mozna tu przenie§¢ wszystkie wyniki otrzymane dla powlok i dia
plaskiego zagadnienia momentowej teorii sprezystosci.

Praca A.N. Guzia i S. F. SzySzkANOWES [53] poswiecona jest badaniu zagadnied
zginania plyt na podtozu sprezystym, dla przypadku obszaréw wielospSjnych ograniczo-
nych za pomoca okregdw. W przypadku okredlonej gladkoéci prawych cztonéw warunkéw
brzegowych, udalo si¢ udowodni¢ quasi-regularno$¢ nieskoticzonych uktadéw i jednozna-
czno$é rozwigzan.

G. N. SawiN i A. N. GuzZ [134, 135] zaproponowali metode rozwiazywania phaskich
zagadnien momentowej teoril sprezystodci dla obszaréw wielospdjnych, ograniczonych
przez gladkie brzegi bez zalomdéw. W pracach tych podano operatory dla zerowego,
pierwszego i drugiego przyblizenia dla dowolnych otwordw, jak réwnieZz podstawowe nie-
réwnoéci stuzace do badania nieskonczonych uktadéw dla obszaru o dowolnej sp6jnofci.
W charakterze przykiadu rozpatrzono rozwigzanie zagadnienia dia nieskonczonej plasz-
czyzny oslabionej przez dwa jednakowe kolowe otwory. Material zawarty w pracach
[134, 135] stanowi podstawg rozwigzan obszerlnej klasy zagadnien odnoszacych sie do wy-
jaénienia wplywu asymetrii tensora napreZzenia na koncentracj¢ napregzen w obszarach
wielospdjnych.

W pracach A. N. Guzia i I. A. Currara [55, 56] rozpatrywana metode uogdlniono na
rozwiazania plaskich, fizycznie nieliniowych problemdw teorii sprezystosci dla obszardéw
wielospdjnych, ograniczonych za pomocy okregdw (korzystajac z podstawowych zwiaz-
kéw w postaci Kauderera.) Dla znalezienia rozwiazan szczegélnych, prawe strony rozkta-
dano w szeregi zbiezne w kole, ktérego promienn réwny byt odlegloéci od §rodka najbliz-
szego otworu. Rozpatrzono przyklad liczbowy dla nieskoiiczonej plyty ostabionej przez
dwa otwory kolowe i okreslono wplyw nieliniowo$ci materiatu.

W szeregu prac metoda rozwinigta w pracach [134, 48] stosowana byla do badania
zjawisk dynamicznych w ukladzie skladajacym sie z pewnej liczby niekoncentrycznych
powlok walcowych z przeplywajacag pomiedzy nimi ciecza Scisliwa i niescisliwg. Skonstato-
wano szereg zjawisk powstajacych na skutek wzajemnego oddzialywania pomigdzy powto-
kami. Do tego cyklu nalezy zaliczyé prace W. N. Buswora i W.T. NowACKIEGO [§],
W. N. Buswora i A. N. Guzia [10—13].

W pracach W, T. GoLowczaNa [22—26], W, T. GoLowczana i A. N. Guzia [20, 54]
1 A.N. Guzia [42, 44] zbadano plaskie dynamiczne zagadnienia teorii sprezystosci dla
skoriczonego i nieskonczonego obszaru o skoficzonej spéjnoscei, oraz zagadnienia okresowe
i podwdjnie okresowe, przy czym te ostatnie rozpatrywano réowniez i dla ciata lepkosprezys-
tego. W pracach tych przeanalizowano uklady nieskoriczone, oceniono rzad niewiadomych
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i rozpatrzono konkretne zadania. Skonstatowano szereg ciekawych zjawisk charakterys-
tycznych dla dynamiki i zbudowano krzywe rezonansowe.

3, Wykorzystanie teorii funkeji zmiennej zespolonej
dla izotropowych ciat wielospojnych

W pierwszych dwu rozdziatach rozpatrywano metody pozwalajace na skuteczne poko-
nywanie trudnosci powstajacych przy badaniu stanu naprezen os$rodkéw w tych przypad-
kach, gdy zmienne nie dajg sie rozdzielié w sposdb naturalny. Przy rozwigzywaniu wspom-
nianych zagadnien stosowano zmienne rzeczywiste.

Przy korzystaniu w szeregu zagadnien ze zmiennych zespolonych dajg sie zaobserwowaé
analogiczne zjawiska. Podczas gdy dla jednospdjnych plaskich ciat izotropowych, ograni-
czonych gladkimi brzegami, w warunkach brzegowych zawsze mozliwe jest rozdzielenie
zmiennych w sposéb naturalny, to dla cial wielospdjnych takie rozdzielenie nie daje si¢
przeprowadzic,

Nalezy zauwazyé, ze autorzy przegladu podchodza w sposéb jednolity do rozwiazania
zagadnien dla cial wielospdjnych przy zastosowaniu tak zmiennych zespolonych, jak
i rzeczywistych. Ogdlnoéé tego podejécia polega na zbudowaniu metod przewidujacych,
przy rozpatrywaniju cial wielospdjnych, branie za podstawe kolejno jednego z brzegéw
obszaru, uwzgledniajac przy tym wplyw sasiednich brzegéw na stan naprezenia orodka.
Wplyw ten uwzglednia si¢ poprzez rozkiad poszukiwanych funkcji w szeregi zbiezne na
danym brzegu. Szeregi te buduje sie w rézny sposdb w zaleznoéci od badanego zagadnienia.
Podejscie takie pozwala na sprowadzenie zagadnienia do rozwiazania nieskonczonego
ukiadu algebraicznego, ktdry, jak sie okazuje, jest quasi-regularny przy dowolnym zblizeniu
brzegdéw ciala wielospdjnego.

Ten ostatni fakt pozwala na otrzymanie metodg redukcji rozwiazania nieskonczonego
ukladu algebraicznego w dowolnym przyblizeniu.

Metoda ta przy wykorzystaniu- zmiennych zespolonych dla izotropowych i anizotro-
powych ciat wielospdjnych opracowana zostala w szeregu prac A. S. KOSMODAMIANSKIEGO.

Nalezy zauwazyé, ze czestokroé celowe jest otrzymanie od razu obcigtego, skoriczonego
ukladu algebraicznego bez uprzedniego wyznaczania ukiadu nieskoficzonego. Pozwala to
w sposob najprostszy i dostatecznie doktadny na przeprowadzenie odpowiedniej analizy
stanu naprezen badanego ciala.

Do najprostszych tego typu zagadnief nalezy zaliczy¢ skrecanie i zginanie sita poprzecz-
ng pretéw wielospsjnych. Zagadnienia takie zostaty zbadane przez A. S. KOSMODAMIANSKIE-
GO w pracach [66—68, 100].

Zauwazmy, ze przy skrecaniu i zginaniu pretéw anizotropowych nie powstaja zadne
nowe zasadnicze trudnosci, poniewaz wszystkie te zagadnienia sprowadzaja si¢ do catko-
wania przy réznych warunkach brzegowych réwnania harmonicznego z prawa strona [69].

Badanie stanu napreZenia plaskich izotropowych ciat wielospdjnych najprosciej jest
przeprowadzi¢ w przypadku granic kotowych. Takie rozwiazania zamieszczone sa w pra-
cach [59, 70—80, 103, 104, 117]. '

Analogicznie konstruuje sig rozwiazania zagadniefi zginania wielospéjnych izotropo-
wych cienkich plyt [60, 81—84].
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Dla wszystkich tych zagadnien efektywne wyniki otrzymuje si¢ przez badanie rozkladu
poszczegdlnych funkcji w szeregi wedlug matego parametru zwigzanego z odlegloéciami
pomigdzy brzegami otwordw.

Przy rozwazaniu cial wielospéjnych ograniczonych brzegami o ksztalcie eliptycznym,
pojawiaja si¢ istotne trudnosci w tych przypadkach, gdy odlegtosci pomigdzy konturami
sq male. Tutaj rozktad w szereg wedtug matego parametru staje si¢ nieefektywny. W tych
przypadkach celowo jest przeprowadza¢ wspomniany rozktad wediug wielomiandw Fabera.
Takie podejscie opisane jest w pracach [4, 57, 58, 86].

Dla ciat izotropowych ostabionych przez krzywoliniowe otwory rézne od eliptycznych
(kotowych), otrzymanie nieskonczonego uktadu algebraicznego nie przedstawia istotnych
trudnodci [87]. Jednakze efektywnos¢ otrzymywania wynikéw liczbowych zmniejsza sig w spo-
séb istotny, co szczegdlnie daje sie zauwazyé dla otworéw potozonych blisko siebie.
Powstale trudnosct mozna zredukowaé przez zastosowanie metod przyblizonych opraco-
wanych w pracach A. S. KOSMODAMIANSKIEGO, J. W. MYSOWSKIEGO 1 R. M. MYSOWSKIES
[88—91, 109].

Nalezy zauwazyé, ze plaskie zagadnienia dla plyt z otworem o wolnych brzegach -
i z otworami o brzegach wzmacnianych za pomocg doskonale sztywnych pierscieni dobrze
jest rozwiazywaé jednoczes$nie, poniewaz w toku rozwiazania daje si¢ zauwazy¢ rdznica
jedynie w pewnych statych.

Fizycznie nieliniowe zagadnienia teorii sprezystosci dla ciat wielospdjnych z zastoso-
waniem zmiennych zespolonych rozpatrzone byly. przez A.S. KOSMODAMIANSKIEGO
i I. A. CurpaLa w pracach [92, 110].

4, Zastosowanie teorii funkcji zmicnnych zespolonych dla oSrodkéw anizotropowych

Dia anizotropowych ciat plaskich zmienne rozdzielaja si¢ jedynie w tym przypadku,
gdy w obszarze jednospdjnym brzeg da sie przedstawié za pomoca réwnania drugiego
stopnia (brzeg eliptyczny lub paraboliczny).

Dla przypadku, gdy ciato ostabione jest przez otwdr krzywoliniowy rézny od eliptycz-
nego (kotowego), A. S. KosSMODAMIANSKIS opracowal przyblizona metodg pozwalajacg na
wyrazenie jednych zmiennych przez drugie [93]. Mamy tu do czynienia z jednym z warian-
‘téw metody perturbacji ksztattu granicy. Metoda ta ma te ceche wspdlna z metoda opisana
w rozdziale 1, Ze obie one spelniaja warunki brzegowe z pewnym biedem, ktéry mozna
kontrolowaé w toku rozwigzania utrzymujac go w granicach dowolnego przyblizenia.

Dla wielospdjnych ciat anizotropowych nie udaje sie rozdzielié¢ zmiennych dla Zadnego
przypadku. JednakzZe, jezeli cialo anizotropowe ograniczone jest przez brzegi eliptyczne,
mozna zawsze zastosowaé te metody, ktére zostaly opracowane dla cial izotropowych.

Badanie stanu naprezenia plyty anizotropowej ostabionej rézna iloscia otwordw elip-
tycznych przeprowadzone bylo w pracach A. S. KOSMODAMIANSKIEGO i W. W. MIEGLINS-
KIEGO [94—98, 108]. ‘

Bardziej skomplikowane przypadki otworéw wzmocnionych za pomoca sprezystych
pierécieni badz wkiadek rozpatrzyt W. A. Szwiecow [148—151].
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Zginanie skoficzonych plyt anizotropowych ostabionych otworami eliptycznymi zbadali
W. W. MIENGLINSKI | G. M. Iwanow [61, 122—125].

Zagadnienia stanu naprezenia polplaszczyzny anizotropowej ostabionej eliptycznym
otworem zostaly rozwiazane w pracach S. A. KALOJEROWA i A. S. KOSMODAMIANSKIEGO
[65, 99]. Przy rozwiazaniu tych zagadnien warunki brzegowe na prostoliniowym brzegu sg
spelnione &cidle, a spetnienie warunkdw brzegowych na brzegu otworu prowadzi do nie-
skoniczonego uktadu algebraicznego, ktéry pozostaje quasi-regularny przy dowolnym zbli-
zeniu otworu do brzegu prostoliniowego.

Przypadek, gdy do otworu wklejona jest wkladka sprezysta,.a takze gdy pdtptaszczyzna
ostabiona jest wieloma otworami eliptycznymi, zbadany zostal przez S. A. KALOJEROWA
[62—64].

Jezeli anizotropia osrodka jest silna, to, jak pokazal A.S. Kosmopamianskry [101],
zagadnienie jego stanu naprezenia sprowadza si¢ do szeregu zagadnien brzegowych dla
réwnan harmonicznych z prawymi stronami. Podejscie takie znacznie upraszcza rozwia-
zania, zwlaszcza przy wykorzystaniu elektronicznych maszyn eyfrowych. Dla wielospdjnej
plyty ostabionej przez szereg otwordw nieeliptycznych (niekotowych) celowe jest wykorzys-
tanie jednocze$nie obydwu metod: metody perturbacji ksztattu granicy i metody konstruo-
wania nieskonczonych ukiaddéw algebraicznych przez wykorzystanie rozktadu poszuki-
wanych funkcji w szeregi wielomianéw Fabera kolejno na kazdym brzegu [102]. Analo-
giczne polgczenie obu metod przy wykorzystaniu zmiennych rzeczywistych opisane bylo
w rozdziale 2 przy rozpatrywaniu ciat izotropowych z krzywoliniowymi otworami.

5. Zagadnienia stanu naprezenia plyt izotropowych z otworami w ujeciu przestrzennym

Badanie przestrzennego stanu napreZenia plyt z otworami prowadzi czesto do rozwa-
zania tych samych zagadnien, ktdre rozpatrzone zostaty w pierwszych czterech rozdziatach.

Jak ustalit A, I. Lurig [121], zagadnienie przestrzennego stanu naprezenia plyty izotro-
powej moze by¢ sprowadzone do wyznaczenia funkcji biharmonicznej i przeliczalnej ilosci
funkcji metaharmosicznych. Przy tym w réwnaniach metaharmonicznych wystepuje maly
parametr przy najwyzszej pochodnej. Metoda catkowania takich réwnan w naturalnym
ukladzie wspdirzednych zostala zaproponowana w pracy M. I. Wiszyka i . A. Lu-
STERNIKA [15].

Przy rozwigzywaniu wspompianych zagadniefi powstaje problem rozdzielenia warun-
kéw brzegowych, danych w naprezeniach lub przemieszczeniach dla kazdego biharmo-
nicznego 1 metaharmonicznego réwnania. Jedna z ‘metod prowadzacych do podobnego
rozdzielenia warunkéw brzegowych zrealizowana zostala w pracach 1. I, WOROWICZA,
O. K. AKSENTIANA i O. S. MaLKINY [1—3, 16, 17]. Wykorzystano w tym celu zasady wa-
riacyjne i rozklad wszystkich funkcji w szeregi wedtug matego parametru, ktdry zalezat
od grubodci plyty. Autorzy przeprowadzili przy tym szczegdtowe badania stanu napre-
Zenia plyty ostabionej przez otwdr kotowy.

Inne podejécie prowadzace do rozdzielenia warunkéw brzegowych zaproponowane
zostato przez A. S. KosMoDAMIANSKIEGO, W. N. LoZKINA 1 J. W. MYSOWSKIEGO w pracach
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[105—107]. Rozdzielenie realizowano przy wykorzystaniu podstawowych idei metody
Bubnowa—Galerkina.

Taka droga pozwala na sprowadzenie zagadnienia przestrzennego do rozwigzania
szeregu réwnan biharmonicznych przy coraz bardziej komplikujacych sie warunkach
brzegowych, jak réwniez do rozwigzania pewnego ukladu nieskoniczonego, ktdrego macierz
nie zalezy od geometrii plyty, ani tez od jej stalych sprezystych. Dzieki temu mozna macierz
te odwrdci¢ i nastgpnie w sposob elementarny otrzymywaé rozwiazania zalezne od prawych
stron ukladu nieskonczonego. : '

Przy catkowaniu réwnan biharmonicznych A. S. KosMopamianskiy, W. N. LozZKIN,
i J. W. Mysowsku ustalili zwigzek pomigdzy naturalnymi i zespolonymi zmiennymi.
Pozwolilo to na wykorzystanie silnego aparatu teorii funkcji zmiennej zespolonej przy
rozpatrywaniu p yty ostabionej przez otwory krzywoliniowe.

Efektywne badanie wielospdjnych plyt w ujeciu przestrzennym stalo sic mozliwe po
ustaleniu przez antoréw faktu, Ze wzajemny wplyw otworéw na stan napreZenia plyty
w poblizu kazdego z nich realizuje si¢ wylgcznie za posrednictwem biharmonicznej czeéei
rozwigzania, jezeli tylko odleglo$¢ pomigdzy otworami przewyzsza grubo$é plyty.

Obecnie A. S. KosMODAMIANSKIY 1 W. A. SZALDYRWAN s3 w trakcie opracowywania
metody przewidujacej jednoczesne wykorzystanie zardwno zmiennych zespolonych jak
i rzeczywistych. Oczekuje sig, Ze metoda ta pozwoli na uwolnienie si¢ od ograniczen odnosnie
odleglosci pomigedzy otworami w tych przypadkach, gdy otwory ostabiajace plyte sa kotowe,
lub malo sie r6znia od kotowych. _

Przy konstruowaniu rozwigzafn zagadnien przestrzennych dla plyt wygodnie jest, jak
pokazat to A. 1. Lurig [121], rozpatrywaé oddzielnie zginanie plyty i symetryczne obcia-
zanie plyty w stosunku do jej ptaszczyzny Srodkowej. »

SzczegSlowe badania stanu naprezenia plyty z eliptycznymi i innymi krzywoliniowymi
otworami przy jej zginaniu przeprowadzit W. N. LozkiN [118—120]. Sity zginajace przed-
stawione byly w postaci rozkladu potggowego po grubosci pityty. Wyjasniono, ze wyniki
technicznej teorii zginania plyt opartej na wykorzystaniu hipotez Kirchhoffa prowadza
do istotnych bledow przy zwiekszaniu grubodci plyty, jak réwniez zwiekszaniu krzywizny
brzegu otworu w plycie na jego krawedziach.

Jezeli sily, przylozone do brzegu otworu, zmieniaja si¢ po grubosci plyty w sposéb
silnie réznigcy sie od liniowego, biad teorii technicznej staje si¢ istotny nawet dla bardzo
cienkich plyt.

Analogiczne prawidlowosci wykryte byly przez J. W. MyYSOWSKIEGO dla zagadnief
symetrycznego obcigzania plyty ostabionej otworem krzywoliniowym.

Obliczenia numeryczne dla plyt ostabionych przez dwa i nieskonczony rzad otwordw
kolowych przeprowadzone byly w pracach [105—107].

Stwierdzono, ze w miare zblizania sie otworéw poprawki do wynikéw teorii technicznej
staja si¢ coraz istotniejsze.

Podsumowujac przeglad autorzy uwazaja za swéj obowiazek zwrdcenie uwagi czytel-
nikéw na fakt, ze niekiedy mozna za pomoca stosunkowo prostych metod (w poréwnaniu
choéby z metoda réwnan catkowych) otrzymaé rozwiazania skomplikowanych probleméw
dla obszaréw niekanonicznych.
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MODELOWANIE PEASKICH SPREZYSTOPLASTYCZNYCH ZAGADNIEN
METODA FOTOPLASTYCZNOSCI

ANDRZE] LITEWKA (PozNaN)

1. Wstep

W ostatnim czasie duzo uwagi poswigca si¢ zarowno teoretycznej, jak i doswiadczalnej
analizie sprezystoplastycznych stanéw naprezenia. Teoretyczna analiza takich zagadnien,
z uwagi na ztozono$¢ problemu, dotyczy na ogdl tylko materialow idealnie plastycznych.
Rozwijzania teoretyczne z praktycznego punktu widzenia majg wigc ograniczona przy-
datno$¢, gdyz wykresy rozciggania dla wigkszosci materiatéw konstrukcyjnych odbiegaja
od wykresu rozciggania materiatu idealnie plastycznego. Wyznaczenie na drodze teoretycz-
nej stanu napreZenia i odksztalcenia w cialach o dowolnym wykresie rozciagania, aproksy-
mowénym za pomoca pewnych funkcji, napotyka szereg trudno$ci. Istniejace rozwia-
zania teoretyczne podane przez NEUBERA [8] i PANFEROWA [9] wymagaja przeprowadzenia
pracochtonnych obliczen oraz sa rozwigzaniami przyblizonymi.

Z tego wzgledu duZego znaczenia nabierajg w analizie sprgzystoplastycznych standw
naprezenia metody do$wiadczalne, a szczegdlnie metoda fotoplastycznosci. W niniejsze;
pracy, na przyktadzie osiowo rozciaganego preta z obustronnymi pétkolistymi wycigciami,
omodwiono zastosowanie metody fotoplastycznosci do modelowania plaskich sprezysto-
plastycznych stanéw naprezenia.

2. Warunki podobienstwa modelowego

Przy przenoszeniu wynikéw badan modelowych na prototyp wykonany z innego ma-
teriatu aniZeli model konieczne jest spetnienie warunkéw podobiefistwa modelowego.
W przypadku plaskiego sprezystego stanu naprezenia zachodzi na ogdét konieczno$é
spetnienia tylko dwdéch warunkéw, a mianowicie warunku podobiefistwa geometrycznego
oraz. podobiedstwa obcigzenia. Problem modelowania ptaskich zagadnien sprezysto-
plastycznych przy zastosowaniu metody fotoplastycznoéci jest bardziej zlozony. Poza
wyzej wymienionymi warunkami, ktére dotycza ksztattu modeli oraz sposobu ich obcig-
Zenia muszg by¢ spetnione jeszeze warunki dotyczace wlasnodci uzytego do badan materiatu

2»
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modelowego. Warunki te zostaty podane przez FROCHTA i THOMSONA [1]. Przedstawiajg
si¢ one nastepujaco:

a) krzywe rozciagania materiatu modelowego oraz materiatu, z ktérego wykonany jest
prototyp musza byé podobne,

b) wspolczynniki Poissona w obszarze plastycznym dla obu materiatéw musza byé
réwne lub zbliZzone,

¢) zachowanie obu materiatéw w obszarze plastycznym powinno by¢ opisywane tym
samym warunkiem uplastycznienia.

Sposréd materiatéw konstrukeyjnych, ktdre wykazuja whasnosci plastyczne, najwigksze
znaczenie majg stal oraz aluminium. AZeby istniata mozliwo$¢ modelowania sprezysto-
plastycznych stanéw naprezenia dla elementéw konstrukeyjnych wykonanych z tych ma-
terialéw konieczne jest w metodzic fotoplastycznosci dobranie takiego materiatu modelo-
wego, ktorego whasciwosdei odpowiadalyby postawionym powyzej wymaganiom. Badania
przeprowadzone przez MONCHA i JIRE [2] oraz FROCHTA i THOMSONA [1] wykazaly, ze wy-
magania te najlepiej spetnia celuloid. Jednakze przedstawione powyzej warunki podobien-
stwa modelowego w stosunku do celuloidu oraz metali spetnione sg tylko w przyblizeniu.
W zwigzku z tym nalezy oczekiwaé peWnych bledéw przy przenoszeniu na prototyp wy-
nikéw badan przeprowadzonych metoda fotoplastycznosci.
~ Pierwsza prébe oszacowania blteddw popetnianych przy przenoszeniu na prototyp
wynikéw uzyskanych metoda fotoplastyczno$ci przeprowadzili MONCH i LORECK w pra-
cy [3]. Wnioski wynikajace z ich badan nie sa jednak petne, gdyz dotycza tylko naprezen
wystepujacych na nieobciazonych krawedziach modelu. Wynikato to stad, ze zastosowana
przez nich metoda fotoplastycznosci umozliwiata wyznaczenie naprezen jedynie na swo-
bodnych krawedziach modelu. '

W niniejszej pracy podjeto prébe oszacowania bedéw popetnianych przy przenoszeniu
na prototyp warto$ci naprezed w punktach lezacych nie tylko na krawgdziach, lecz réwniez
wewnatrz konturu modelu. Postuzono sig w tym celu metoda fotoplastycznosci przed-
stawiong w pracy [4] oraz wynikami badan omoéwionymi przez KopyTowAa [5].

3. Okreslenie bleddw modelowania

3.1. Wyznaczenie naprezeni w modelu. Badania rozktadu naprezen w modelu przeprowadzono
na przykladzie preta osiowo rozcigganego z obustronnymi poétkolistymi wycigciami. Jak
juz wspomniano, do obliczenia napr¢zen zastosowano metode fotoplastycznosci oméwiona
w pracy [4]. Metoda ta polega na wyznaczeniu w trakcie badan czterech wielkosci: rzedéw
izochrom m, i m, dla dwéch monochromatycznych Zrédet $wiatta o diugosci fali, odpowied-
nio A, i 4,, dyspersji dwdéjlomnoéci D oraz parametru izoklin 0. Trzy pierwsze wielkoSci
stuza do obliczenia réznicy i sumy naprezen gtdwnych z zaleznosci

g1—0, = @(m),
0140, = L{4oo+/(D)—3(0,— 02} 12,

gdzie go— granica plastycznosci, @(m), f(D) — funkcje, ktérych ksztalt wyznacza sig
do$wiadczalnie przy uzyciu prébek osiowo rozciaganych,
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Brakujacy do pelnego wyznaczenia stanu naprezenia kat nachylenia kierunkéw gidwnych
okreslony jest w calym modelu poprzez obraz izoklin. Granicg pomigdzy obszarem spre-
zystym a plastycznym mozna wyznaczy¢ w oparciu o zdjecia izochrom wykonane dla
dwéch monochromatycznych zZrédel $wiatla jako miejsce geometryczne punktdw zerowej
dyspersji dwdjtomnosci.

Do badan uzyto modeli celuloidowych o nastgpujacych wymiarach: dhugos¢ catkowita
260 mm, dtugos¢ pomigdzy uchwytami 150 mm, szeroko§¢ 60 mm, grubo$é¢ 3 mm, promien

a)

Rys. 1. Izochromy na ciemnym i jasnym tle w precie rozéiqganym z obustronnymi polkolistymi wycigciami
(oir/og = 1,04): a) $wiatlo zdlte, b) §wiatto niebieskie

wycig€¢ 15 mm, minimalna szeroko$é b = 30 mm. Badania przeprowadzono dla dwdéch
przypadkdw obciazenia, przy ktérych stosunek napreZenia $redniego w minimalnym prze-
kroju os, do napreZenia odpowiadajacego granicy plastycznosci wynosit og/o, = 1,04
i 1,22. Zdjecia izochrom otrzymane przy z6ltym i niebieskim §wietle monochromatycznym
przedstawione zostaly na rys. | i 2. Na zdjeciach tych przerywanymi liniami zaznaczono
zasigg strefy uplastycznionej. Poréwnanie rozmiardw obszaréw uplastycznionych dla
osfoy = 1,04 1 1,22 przedstawiono na rys. 3. Dodatkowo naniesiono réwniez na tym
rysunku granice obszaru plastycznoéci dla cbeiazenia wyrazonego stosunkiem oy /o, = 1,34,
otrzymana przez MONCHA i LORECKA [3].



Rys. 2. Izochromy na ciemnym i jasnym tle w precie rozciaganym z obustronnymi pélkolistymi wycieciami
(0%/o, = 1,22):7a) $wiatlo z6lte, b) §wiatlo niebicskie

Rys. 3. Wplyw obciazenia na ksztaltowanie si¢ obszarébw plastycznych w osiowo rozciaganym precie
z obustronnymi polkolistymi wycigciami

122]
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—o—o~ meloda proponowana przez aulora fl!]
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Rys. 4. Wykresy naprezen w przekrojach preta osiowo rozciaganego z obustronnymi pétkolistymi wycieg-
ciami przy obciazeniu: a) os/op = 1,04; b) os/o, = 1,22

[23]
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Postugujac si¢ metoda zaproponowang w pracy [4] wyznaczono napreZenia w charak-
terystycznych przekrojach modelu. W przypadku oy /o, = 1,04 wyznaczono naprgZenia
tylko w przekroju najbardziej ostabionym, natomiast w przypadku og/oy, = 1,22 wyzna-
czono-jeszeze dodatkowo wartosci naprezed w przekroju réwnoleglym do przekroju mini-
malnego i oddalonym od niego o 0,1 b, Obydwa przekroje przy ogfo, = 1,22 lezaly cal-
kowicie w obszarze plastycznym. Dla poréwnania obliczono w tych samych przekrojach
modeli naprezenia postugujac sie metoda Frochta, Otrzymane obu metodami bezwymia-
rowe wykresy naprezen wyrazonych stosunkiem ofo,, przedstawiono na rys. 4. Na tym
samym rysunku naniesiono réwniez rozktady naprezen dla modeli aluminiowych wyzna-
czone przez KOPYTOWA [5].

3.2. Podobieiistsvo modeli celuloidowych i aluminiowych, Koryrow przeprowadzit swe badania
metodg optycznie czulej warstwy powierzchniowej posfugujac si¢ modelami o nastgpuja-
cych wymiarach: diugo$¢ 350 mm, szeroko$¢ 80 mm, grubosé 2,4 mm, promien wycigé
20 mm, minimalny przekrdj 40 mm. Modele te wykonane byty z aluminium DI6AT.
Naprezenia w modelach wyznaczyt on dla pigcin wartosci sity rozciagajacej, dla ktérych
stosunek og/o, wynosit: 0,744, 0,931, 1,023, 1,210 i 1,340. Wartosci og/oy = 1,023 i 1,210

Gi /UDA
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Rys. 5. Wykresy 1ozciggania dla aluminium D16AT oraz dla celuloidu

byly wigc bardzo zblizone do odpowiednich wartosci jakie przyjeto w badaniach opisanych
w niniejszym artykule. Na tej podstawie mozna uwazaé, Ze spelniony jest warunek podo-
bienstwa geometrycznego oraz warunek podobiefistwa obciaZenia. Azeby istniala mozli-
wo$¢ porédwnania warto$ci naprezefi wyznaczonych w obu badaniach musza byé jeszcze
spelnione pozostate warunki oméwione w rozdziale 2.

Poréwnanie ksztattu bezwymiarowych krzywych rozciagania celuloidu oraz aluminium
D16AT przeprowadzone zostalo na rys. 5. Wykresy tych krzywych sporzadzono przez od-
niesienie na osiach wspélrzednych wielkoéci bezwymiarowych okre$lonych stosunkami
ofoq 1 efey zamiast o i &.

Jak wynika z rys. 5 wykresy rozciagania dla celuloidu i aluminium wykazuja dosé¢ duze
podobiefistwo, w zwiazku z czym mozna przyjaé, Ze pierwszy z wymienionych w rozdziale 2
warunkéw podobienistwa jest spetniony. Z badan przedstawionych przez FROCHTA i THOM-
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sona w pracy [1] wynika, Zze spetniony jest rowniez warunek réwnoéci wspoiczynnikéw
Poissona w obszarze plastycznym. Do podobnych wynikow, w przypadku innego materiatu
modelowego, mianowicie polistyrolu, doszedt w swych badaniach HirtscHer [6]. Jak
juz wspomniano w rozdziale 2 speiniony jest takze warunek odnosnie kryterium uplastycz-
nienia materialu modelowego. Badania przeprowadzone przez HILTSCHERA [6], MONCHA
i JIRg [2] oraz NETREBKE [7] wykazaly, Ze uplastycznienie takich tworzyw sztucznych, jak
celuloid i polistyrol, podobnie jak metali, przebiega zgodnie z warunkiem uplastycznienia
Hubera—Misesa—Hencky’ego.

W zwigzku z tym, Ze spetnione sg wszystkie wymagane warunki podobienistwa modelo-
wego istnieje mozliwo$¢ poréwnania wynikéw badan uzyskanych w niniejszej pracy przy
zastosowaniu metody fotoplastycznosci z wynikami przedstawionymi przez KopYTOWA.

Z rys. 4 wynika, Zze najwigksza rozbiezno§¢ pomiedzy wartodcia naprezenia otrzymana
metoda fotoplastycznosei dla modelu celuloidowego a wartoscia otrzymang metodg optycz-
nie czulej warstwy powierzchniowej dla prototypu aluminiowego wystepuje w przypadku
naprezenia ¢, dla punktu x/b = 0 przy o /o, = 1,22. Rozbiezno$¢ ta wynosi 13%, co nie
przekracza maksymalnego bledu metody, ktdry, jak wynika z analizy bledéw przeprowa-
dzonej w pracy [4], wynosi +15%. Rozbieznosci pomiedzy warto$ciami naprezen w innych
punktach sa znacznie mniejsze i wahaja si¢ w granicach $redniego bledu popetniancgo
przy obliczaniu naprezen. Dla zastosowanej w niniejszej pracy metody obliczeniowej btad
ten wynosi £+-8% [4].

4. Wnioski

Poréwnanie wynikéw badan modelowych przeprowadzonych metoda fotoplastyezno$ci
z wynikami uzyskanymi dla modeli aluminiowych przy zastosowaniu metody optycznie
czulej warstwy powierzchniowej umozliwito wyciagniecie nastepujacych wnioskdw:

1. Spetnienie przedstawionych w rozdziale 2 warunkéw podobieidstwa modelowego
umozliwia bezposrednie przeniesienie na prototyp wynikéw badafn przeprowadzonych
metoda fotoplastycznosci. '

2. Biedy popetnione przy przeniesieniu na prototyp wynikéw badan modelowych nie
przekraczaja bledéw obliczenia naprezen metoda fotoplastycznosci.

3. Sredni btad ostatecznych wynikéw, wynoszacy +8%, stanowi dla celéw praktycz-
nych wystarczajaca doktadnos$é.

Na tej podstawie mozna przyjaé, ze metoda fotoplastycznoéei moze byé przydatna do
modelowania plaskich sprezystoplastycznych stanow naprezenia.
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Peszome

MOJOEJUPOBAHME ITNIOCKUX VIPYIO-TINACTHMYECKHX 3AODAY METOIOM
GOTOMNACTUIHOCTH

TIpyumenenne meroma (POTONNACTHYUHOCTH B MOJEIMPOBAHWE IUVIOCKUX YIPYTO-TUIACTHYECKHX 3a/(ay,
MIPEJICTABIICHO HA IPUMEPE OJHOOCHO PACTACMBAEMON NONOCHI C ABYCTPOMHEH MONYKPYTLIOH BBITOYKON.
TlonryueHnble peaynpraThbl CpaBHEHb] C PESYIBTATAMK NOJNYUEHHBIMI HA alIOMHHHEBLIX MOIEJIAX METOIOM
(POTOYNPYrUX TOKPBLITHHA, YTO HAJI0 BO3MOMKHOCTH HPOBECTH OUEHKY MOTPEUIHOCTH NPH NEPEHECEHHH
Ha MPOTOTUN HETANHM, HAPHKEHUN ONpPENeNIeHHBIX METOAOM (POTONIACTHUHOCTH,

Summary

THE MODELING OF THE PLANE ELASTO-PLASTIC PROBLEMS
BY MEANS OF THE PHOTOFPLASTIC METHOD

The tests of the tension bar with the symmetric semicircular notches were presented as the example
of the application of the photoplastic method for the modeling of the plane elasto-plastic problems. The
tests results were compared with the results obtained by means of the photo-elastic coating method for the
aluminium models. This made it possible to estimate the errors of the transition from model to prototype.
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WYZNACZENIE POLA TEMPERATURY I POLA STRUMIENIA CIEPLNEGO
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PRZY HARMONICZNIE ZMIENNYM PRZEPLYWIE CIEPEA

WeADYSEAW TOMCZAK, LUCIA BULZAK-MROZOWSKA (WROCEAW)

Wazniejsze oznaczenia
a wspdlczynnik wyrdwnywania temperatury, [m?/s]
funkcje Thomsona rzedu n

¢ cieplo wiasciwe, [J/kg grd]
i jednostka urojona

funkcje Thomsona rzedu n

g amplituda zespolona fali strumienia cieplnego, [W/m?]
q(r,7) chwilowa warto$é strumienia cieplnego, [W/m?
r wspbirzedna, [m] .
t amplituda zespolona fali strumienia cieplnego, [°C]
t(r,t) chwilowa wartosé fali temperatury, [°C]
A, B stale calkowania
F powierzchnia, [m?]
M, N, P,Q patrz wzory (5) i (6) oraz tablica 2
R wspblrzedna powierzchni ograniczajacej warstwe przegrody ziozonej, [m]
YV objetodé, [m]
W  op6r ciepiny [m? grd/W]
o wspbtczynnik przejmowania ciepta, [W/m? grd]
A wspbtczynnik przewodzenia ciepla, [W/m grd]
o gestode, [kg/m?)
T czas, [s]
w czestotliwo$é katowa, [1/s]
s

y
a dotyczy powierzchni naptywu fali
b dotyczy powierzchni odptywu fali
"k numer warstwy przegrody r-warstwowej

1. Wprowadzenie

Spoérod wielu zagadnien zwiazanych z nieustalonym przewodzeniem ciepla, analiza
przeplywu fal temperatury i zwiazanych z nimi fal strumienia cieplnego zastuguje na szcze-
£26lng uwagg. Gtéwnym powodem wyrdZniajacym ten problem spoéréd wielu innych jest
fakt, ze dowolng funkcje okresows, a wigc takze i temperature zmieniajaca si¢ okresowo
w czasie mozemy rozlozyé w szereg Fouriera, bedacy suma harmonik o réznych ampli-
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tudach, fazach i czestotliwosciach katowych. Tak wigc harmoniczne fale temperatury sa
podstawowymi elementami, z ktérych mozna zbudowaé funkcje¢ wyznaczajaca dowolng
okresowa zmiang temperatury.

Rozwigzania tego typu dla polprzestrzeni znaleZé mozna w pracy [6]. Znane sg takZe
rozwigzania dla przegréd wielowarstwowych plaskich, cylindrycznych i oporéw, podajace
zwigzek pomiedzy amplitudami zespolonymi fal temperatury i strumienia cieplnego na
powierzchniach ograniczajacych te przegrody [1]. W pracy [7] przeprowadzono analizg¢
zagadnienia symetrii przeptywu ciepta w plaskich przegrodach ztozonych. Opracowanie [8]
pos$wiecone jest wyznaczeniu ustalonych pdl temperatury i strumienia cieplnego w przegro-
dach ztozonych z wewnetrznymi zrédtami ciepta. Brak jest dotychczas opracowan uwzgled-
niajacych pojemnodci cieplne o zerowym oporze przewodzenia oraz wzoréw wyznaczajg-
cych chwilowe wartosci temperatury i strumienia cieplnego w dowolnym r-tym punkcie
k-tej warstwy przegrody n-warstwowej. Niniejsza praca poswigcona jest rozwiazaniu
tych wlasnie zagadnien.

2. Réwnanic dla przegrody wielowarstwowej

Rozwiazanie réwnania przewodzenia ciepla

©.1) ot(no) _ a{ﬁ.‘ 101@r,7) 4+ & (r, QJ )

bika | r or or?
gdzie f = 1 dla przegrody ptaskiej, § = 2 dla przegrody cylindrycznej i f = 3 dla przegrody
sferycznej, przy zalozeniu harmonicznie zmiennej temperatury w otoczeniu (lub na po-
wierzchni r = R,) moZna przedstawi¢ w postaci [1]
(2.2) t(r, vy = [AE(r)+ BF(r)]expiwr.
Po zastosowaniu do rownaniu (2.2) prawa Fouriera

L ot(r, v)
2.3) gl 7) = —A—5—

otrzymamy wzor okreslajacy warto$¢ strumienia cieplnego

(2.4) q(r, 7) = [AE,(r)+BF(r)]expiwz.

Funkcje E(r), F(r), E\(r), F;(r)dla g =1, 2, 3 podane sa w tablicy 1. Symbole 4 i B ozna-
czaja stale catkowania.

Wyrazenia znajdujace sig w nawiasach kwadratowych prawych stron réwnan (2.2)
i (2.4) okreslaja odpowiednio amplitudy zespolone fali temperatury i fali strumienia
cieplnego. W dalszym ciggu operowal bedziemy amplitudami zespolonymi pomijajac
czlon expiwt wymuszajacy okresowosé zjawiska [1].

Przyjmujac w réwnaniach (2.3} i (2.4) r = R,; mozemy wyznaczyé stale 4 i B. Po
przeprowadzeniu przeksztatced, amplitudy zespolone fali temperatury i1 fali strumienia
cieplnego na powierzchni naptywu tych fal mozemy wyrazié poprzez amplitudy zespolone
na powierzchni odptywu
2.5 far = Mty 1 +N g, 1,

(2.6) Qa,s = Prly 1+0Q1 g1
Wielkodci M, N, P i Q przedstawiono w tablicy 2. Wskaznik a dotyczy powierzchni na-
plywu, a wskaznik b — powierzchni odptywu fal.
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Tablica 2. Rzeczywiste i urojone czesci elementow macierzy réZnego rodzaju warstw
Przegroda plaska Przegroda cylindryczna Przegroda sferyczna Opor E:)ézzl-
B=1 =2 g=3 —
1 2 3 4 5 6
Zp .
—— 2 [berzq(kei, zp—ker, zp) +
V2 (shhcosb+chhsink) +
. 2Rpz
Re My chdcosd +ber, zp(keiz, +-kerzg) + 2 1 1
— bei zy(kei, zp+ker, zp) + + -2 chhecosh
—bei, zp(keiz,—kerza)] Ry

b .

—_ ———]berz,(kei, zp - ker, zp) +- .

= 1/2 ! atkeli 25 1% EY NS (ch/isinh—~shhcosh)+

k= bz

Im M} shdsind +ber; zp(keiz,—kerzg) + R 0
+bei z,(kei; zp—ker; zp) + + E(L sh/sink
b
L bei, zp(keiz, —ker z,)]
_ R [shdcosd+ = [beizakeizp+berzpkerz,+ 1 R4 A .
Re N, 22d A _TZ-R—,,(Sh hcosh4chhsinh) 0
+chdsind] —berz,keiz,—beizpkeiz,)
R [shdcosd+ b |
———|shdcos — [berzpkeiz, 4+ beizykerz,+ 1
Tm Ny 2Ad ) A & ¢ ¢ - Fa (shhcosh—chhsink) 0
—chdsind) —berz keizp—beiz ker zy) 2 A




3 ‘ 4 6
4 .
-— (sh/icosh 4-chhsinh) +
2 e Rpz
—d[shdcosd+ zj [ber, zp ker, zo+ ber, z, ker, zp+ R, ]
Re Py R . + bei, z, kei, z— bei, zy kei, z,] +lzR— (chhsinh—shhcosh)+ 0
—chdsind] : ; Rb 2
— M chhicosh
Ry
A . .
-— (chh sinfi—sh/icosh)+
A Ryz
—_—— ) 72 1. 2, n Ra
m P, R d[sha’cosd-|—' Az} [ber, zbkell-a.—i- berlz,,ker,zb.—i- 7222 chhsink+shicosh) + v
: . +bei z  ker, zy—bei; zpker, 2,) Ry F
+chdsind]
. A(Rp—R,) .
- shhsink
Ry
& zp )
= ~]/—2_: [ber zp(kei, zg—ker, z4) -+ R, R, _
~——chhcosh— —— (ch/isinh+ F
Re Oy chdcosd +ber, z,(keiz, +kerz,) 4- Ry Rz u
—beizp(kei; za+ ker, z,) + ~+shhkcosh) £

ImQy shdsind

— bei, z,(kei zp —ker )]

Zp . -
72: [ber zy(kei, zq+ker, z5) +

+ber, z5(keiz, — kerzp) +
+bei zy(kei, z,—ker, z,) -
+bei, z,(kei, z;—ker, zp)] .

R R
2 shhsinh— —2- (chhsinA+
Rb Ril

—shhcosh)

S
w
d_RVZI

za=Ra]/%; z, = Ry, l/%

R — grubos$¢ warstwy

(Rp—Rg) — grubosé warstwy

(Rp —R,) — gruboéé warstwy

Uwaga: Wspéiczynniki w podanych w tablicy wzorach datycza waystwy k, ze wzgledu na uproszczenie zapisu pominigto przy nich indeks &,
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Uklad réwnan (2.5), (2.6) przedstawié mozna w postaci macierzowej, [1, 2, 5]:
@n [ta,1:| _ [Ml Nl] Iifb,l]‘
qa,1 P Ol L

Warto$ci M|, Ny, P,, @, dlaf = 1, 2, 3 przedstawiono w tablicy 2. Teori¢ funkcji Thomsona
wystepujacych w kolumnie 3 tej tabeli znalezé mozna w pracy [3].

| e
. | v N FEPv e IS <
S =
¢ . | @ // . @ \® N
NN . Bla
. | N AN
/: / @ / \ / \ .
Rok=_ L7/ ZIN N P! | N \\
=R k1 \ ¥ / \' N N
Rb,k-1‘ /“‘ 7a W ' AN . AN
~Raj NI J_/Jr g - _' D
tas =tz tha=lo3 ther=tok ta(RaxtW)=tas  tos=Taket " tpprcten toe
Qa1 90=Ga2  Gb2=Gaj3 Gbk-1<Qak Qbk(Rak*W)=0as  Qbs=Qae Qbn-1=Gan  Qnn

Rys. 1. Przegroda n-warstwowa

Jezeli dana jest przegroda skiadajaca si¢ z n warstw, pomigdzy ktérymi nic ma oporu
cieplnego, czyli kiedy spelnione sa zwiazki (rys. 1):

Tox = Tt
1

bl
bk = Ga,k+1

2.8) <n,

A
=

to zalezno$é pomiedzy amplitudami fal temperatury i strumienia na powierzchniach ogra-
niczajacych te przegrode moZzemy przedstawi¢ w postaci réwnania macierzowego

AN
() qa,l o P Qj (]b,n ’

gdzie
S
(2.10) rool= e ol

3. Macierzowe przedstawienie oporu

Jezeli na styku dowolnej warstwy k i k41 istnieje op6r cieplny W, to bedziemy mieli

1
3.1 ok = W (o —takril
oraz
(3.2) bk = Gak+1-

Po przeksztatceniach uktad réwnan (3.1), (3.2) mozna zapisaé w postaci macierzowej

33 ok I W toksr
@) [Qb,k] - [0 1J l:qa,k+lj|'
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Op6r mozemy zatem traktowac jak warstwe, ktdrej pojemno$¢ cieplna réwna jest zeru.
Wspblczynniki macierzy tej warstwy sa liczbami rzeczywistymi. Typowym przyktadem
takiej warstwy jest opor przy naptywie fali temperatury na powierzchnig przegrody. Réwny
on jest odwrotnoéci wspdlezynnika przejmowania ciepta. Elementy macierzy warstwy —
oporu przedstawione sa w rubryce 5 tablicy 2.

4. Macierzowe przedstawienie pojemnosci cieplnej

Niech bedzie dana warstwa zbudowana z materiatu o nieskofczenie malym oporze
przewodzenia ciepta. Przez powierzchni¢ F, naplywa na t¢ warstwe zmienny w czasie
strumien ciepla g, expimwt powodujac wzrost temperatury. Jednocze$nie z powierzchni F,
odplywa strumien g, expimt powodujgc jej obnizenie. Z pewnym przyblizeniem za taka
warstwe uwazaé mozemy warstwg ptynu, ktérego zmiany temperatury sg stosunkowo wolne
w czasie [6]. Bilans cieplny dla takiej warstwy przedstawiat si¢ bedzie nastepujaco:

4.1) F g expiotdr— F, g expiwtdr = coV dt(7),

gdzie ¥ jest pojemnodcia warstwy. Przyjmujemy, ze zmiany temperatury otoczenia na gra-
nicy z powierzchnia F; maja charakter harmoniczny. Harmoniczne bedy takze zmiany
temperatury w warstwie,

42 - K1) = texpiwt.

Oznaczajac przez t; amplitudg zespolong fali temperatury na powierzchni Fy, a przez
t, amplitude na powierzchni F,, otrzymamy

(4.3) =t =1.

Po zrézniczkowaniu zaleznosdci (4.2) wzgledem czasu i uwzglednieniu jej w réwnaniu
(4.1) oraz po przeprowadzeniu dziatan otrzymamy '

) Vv F
(4.4) ¢ = ZCQCO'};T -+ 7? 4z

Uktad réwnan (4.3), (4.4) mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j

45 t 1 0 t,
@ il B
ql \.(’L’Fl Fl q2

Elementy macierzy dla warstwy — pojemnoscei przedstawiono w kolumnie 6 tablicy 2.

W celu blizszego wyja$nienia rozwazan podanych w rozdzialach 3 i 4 postuzymy sig
nastepujacym przykladem. |

Warstwa k (rys. 1) przegrody n-warstwowej o pojemnosci ¥ wypelniona jest plynem
o cieple wlasciwym ¢y i gestosci g,. Wspdtezynniki przejmowania ciepta na powierzchniach
For-11 Fypyy wynosza odpowiednio o, p_1 1 Up ks

Formalnie mamy tutaj do czynienia z polaczeniem trzech warstw: oporem, pojemnoscia
cieplng i oporem. Przypisujac oporom kolejne numery k—1 oraz k41 mozemy, po wyko-

3 Mechanika teoretyczna
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rzystaniu rozwiagzan zawartych w rozdziale 3 i 4 napisa¢ zaleznoé¢ pomiedzy amplitudami
na powierzchniach statych przegrody, ograniczajacej warstwe ptynu

. . 1
a1 1 1 0 L= fo41
aa,k—x aa,k+1
(4.6) = . -
Gak-1 0 1 e, 0 —— Zhkel 1

e Do,k 1
Fa,k—-l Fa,k—l

Dla przegrody plaskiej mamy F,= F| i };V"— = R,, gdzie R, jest grubo$cia k-tej
ak—1

warstwy.

5. Analiza wzordw z tablicy 2

Wzory dla przegrody cylindrycznej i sferycznej podane w kolumnach 3 i 4 tablicy 2
przechodza dla R, > R, > R,—R, we wzory dla przegrody ptaskiej przedstawione w ko-
lumnie 2 tejze tablicy.

Tak wigc, przegrode ptaska (kolumna 2) mozemy traktowaé jako szczegdlny przypadek
przegrdd cylindrycznej i sferycznej. Ma on miejsce wtedy, kiedy mamy do czynienia z du-
zymi zmianami krzywizn. Z dobra dokladnodcia mozemy przyjaé, ze ma to miejsce dla

w
R,,I/EE>3,

Przyjmujac w zaleznoSciach podanych w kolumnie 2, 3 i 4 cog =0, czylia = Afcp = o0,
przy przejsciu do granicy otrzymamy zaleznosci uwidocznione w kolumnie 5. Jest to
zupelnie zrozumiate, poniewaz zalozenie cp = 0 oznacza, Ze pojemnos¢ cieplna przegrody
jest réwna zeru, a wiec mamy do czynienia tylko z oporem. Wreszcie przyjmujac, ze opdr
cieplny jest rowny zeru, czyli ze 1 = c0 po wyznaczeniv granic z zaleznoéci przedstawionych
w kolumnach 2, 3, 4 otrzymamy zwigzki dla pojemnosci przedstawione w kolumnie 6.

Opdr i1 pojemnosé cieplna sa zatem szczegdlnymi przypadkami warstw opisanych wzo-
rami w kolumnach 2, 3 1 4.

6. Wyznaczenie chwilowej wartosci temperatury i strumienia cieplnego
w dowolnym punkcie przegrody wielowadrstwowej

Zwiazek pomigdzy amplitudami na wejéciu i wyjéciu w przegrodzie wielowarstwowej
okreslony jest réwnaniem (2.9). Moze by¢ to przegroda skladajaca sie z oporéw, pojem-
nosci i warstw spetniajacych rownanie Fouriera przewodzenia ciepla. Spoérdd czterech
amplitud zespolonych: ¢,1, qa1, to,u | g, Wystarczy znaé¢ dwie, Zzeby za pomoca wzoru
(2.9) wyznaczyé dwie pozostale. Znajomo$¢ dwéch amplitud jest rownoznaczna ze znajo-
moécia dwdoch warunkow brzegowych, a wyznaczenie pozostatych amplitud za pomoca
zaleznofci (2.9) uwzglednia wplyw wlasnoéci materiatu wszystkich warstw na ich wartoéci.
Mozemy zatem przyjaé, Ze znamy wartoSci .., qp,n-



WYZNACZENIE POLA TEMPERATURY I TLUMIENIA CIEPLNEGO 35

Wykorzystujac to stwierdzenie wyznaczymy wzor okreslajacy amplitudy zespolone
fali temperatury i fali strumienia cieplnego w dowolnym punkcie k-tej warstwy przegrody
n-warstwowe;j.

Podzielmy umownie k-ta warstwg na dwie warstwy zbudowane z tego samego ma-
terialu, ograniczone powierzchniami o wspétrzednych Ry = R, 5 Ry = Ry O1aZ
Row = Rus; Ros = Rapyys gdzie (rys. 1)

Ra,k "< w '< Ra,k+1-

Amplitudy zespolone na powierzchni R, x+w = R, ,, = R, beda réwne
1k (Re,w) M, N[ ton
6.1 [qk(-Rb,w)] a [P“, Qw] [(]b,n]’
gdzie
M, N, MR, +w) NRox+w[ Myt Nega M, N,
62 [Pw Qw] - [P(Ra.k+w> O(Ry -I-W)][Pk+1 Qm] [P,, Q,,]'

Z zaleznofci (6.1), po uwzglednieniu czlonu expicwr wymuszajacego okresowo$é zja-
wiska, wyznaczymy wzory okreslajace chwilowe wartoSci fali temperatury i fali strumienia
cieplnego w dowolnym punkcie k-tej warstwy przegrody n-warstwowe;:

(63) tk(-Rb,w: T) = [(Mw fb,n + Nw qb,n)] CXP i(L)‘L' 2
(64) Qk(Rb,w: T) = [(Pw tb,u + Qw qb,n)] exXp iwt.

Zazwyczaj znamy warto$ci amplitud na obu powierzchniach przegrody ztoZzonej. Jest
to réwnoznaczne, w ujeciu macierzowym, ze znajomoscia warunkéw brzegowych pierwsze-
go lub trzeciego rodzaju.

Po wyznaczeniu z réwnania (2.9) wartoéei gy, Wstawieniu jej do wzordw (6.3) 1. (6.4)
i wykonaniu przeksztalcen otrzymamy zwiazek okre$lajacy amplitudy zespolone fali tem-
peratury i strumienia cieplnego w dowolnym punkeie k-tej warstwy przegrody #-warstwo-
wej, jako funkcje amplitud temperatury na powierzchniach ograniczajacych te¢ przegrode,

(6‘5) | tk(-Rb,wa T) = [(Mw_ ]]V\;—V M) tb,n_l_%tu,l] expiwf;
(66) qk(Rb,w: T) = [(P\v_ ”QT\‘;_M) tb,n+ 'Qﬁ t(.r,l:l eXp Z(L)T

Znajac amplitudy zespolone zawarte w nawiasach kwadratowych prawych stron rownan

(6.5) i (6.6) bez trudu wyznaczymy amplitudy rzeczywiste oraz przesuniecia faz fali tempe-
ratury i strumienia cieplnego.

7. Whnioski

W niniejszej pracy przedstawiono metode wyznaczania pola temperatury i pola stru-
mienia cieplnego w wielowarstwowych przegrodach plaskich, cylindrycznych i sferycz-
nych przedzielanych oporami i pojemno$ciami cieplnymi, przy zatoZzeniu harmonicznej
zmiany temperatury na powierzchniach napltywu. Stosujac rozwiniecie w szereg Fouriera

3%
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mozna za pomoca przedstawionej metody wyznaczy¢ pole temperatur i pole strumienia
cieplnego w przegrodach wielowarstwowych przy zatozeniu dowolnej okresowej zmiany
temperatury na jednej z jej powierzchni. Obliczenia te wykorzysta¢ mozna przy zatoZeniu
warunkoéw brzegowych pierwszego, drugiego i trzeciego rodzaju, a takze przy zatozeniu
mieszanych warunkéw brzegowych.
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Pesome

OIPENEJEHUE TEMITEPATYPHOTO TIOJIA U T10JIS TEIJIOBOTO TIOTOKA
B MHOI‘OCHOVIIIOIX CTEHKE ITPM HU3MEHMIOIMMCA 110 TAPMOHWUYECKOMY
3AKOHY TEITJIOBOM IIOTOKE

B pafoTe MPHBOAMTCS METOL ONpeeNeHHs] MIHOBEHHBIX 3HAUEHH TEMIEpaTyphl M TEMIOBOro IO-
TOKA B TIPOU3BONBHOL #-HOM TOUKE k-TOrO CIIOS n-CJIORHON CTEHKH, B MIPERIIONONEHMH, YTO TeMIIEPaTypa
M3MEHSIETCA 110 TAPMOHHUYECKOMY 3aKOHY. DTOT METOX NAeT BO3MOMCHOCTH IONYUEHHs peleHdd ans
MHOT'OCJIOHHBIX TJIOCKUX, UUIHHIPHYECKUX U CepHUeCKHX CTEHOK, B MPEAHONOYKEHHY KPAEBLIX YCIO-
BRIt TIEPBOTO, BTOPOTO M TPETHETO POAA, 4 TAKYKE CMEINAMHBIX KpacBBIX ycnoBmit. TIpuBoanrcs pacuer-
Hasl CxXeMa YUHTBLIBAIOIAS TEPMHUECKOE CONPOTHBIJIEHHE Ha IOHTAKTE MEM(IY CHOSIMH, 2 TAKME IIPHCYT-
CTBWE CJIOEB C HYJIEBLIM TEPMHUECKHM COTPOTHBIEHUEM M OTIUYHON OT HYyJS1 TEIJIOEMHOCTHIO.

Summary:

DETERMINATION OF THE TEMPERATURE AND HEAT FLUX FIELD
IN A MULTI-LAYER DIAPHRAGM AT HARMONIC HEAT FLOW

The paper presents a method of determination of the values of temperature and heat fiux at an arbitrary
point of the k-th layer of a n-layer diaphragm under the assumptions that the temperature varies
harmonically. The presented method applies to plane, cylindrical and spherical multi-layer diaphragms
with boundary conditions of the 1st, 2nd and 3rd kind or mixed. The proposed procedure takes into
considcrations the thermal resistance between the layers as well as the layers with vanishing resistance
and a definite heat capacity.

POLITECHNIKA WROCLAWSKA

Praca zostala zloZzona w Redakcji dnia 6 czerwea 1969 r.
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O PRZYBLIZONYM INTEGRALNYM OSZACGWANIU KUMULACJI PLAZMY
PODDANEJ DZIALANIU KONCENTRYCZNEGO IMPULSU CISNIENIA

SYLWESTER K ALISKI (WARSZAWA)

1. Wstep -

Basow i wspdtpracownicy [1], jak réwniez autorzy pracy [2] zastosowali u$redniony,
integralny opis problemu ekspansji plazmy deuterowej poddanej dziataniu silnego impulsu
laserowego. Opis ten, mimo daleko idacych uproszczen, doprowadzit do wynikéw pordw-
nywalnych co do rzedu wielkosci z wynikami eksperymentu przeprowadzonego cztery
lata pézniej [3]; potwierdza to jego przydatno$¢ przy jakoSciowej ocenie parametréw
w procesie nagrzewania plazmy.

Ztozonosé mechanizmoéw fizycznych przy impulsowym laserowym nagrzewaniu plazmy
[4, 5, 6] zmusza do wprowadzania szeregu zatoZeni i uproszczen, co z kolei nie daje pewnoéci
odnosnie dokladnodci uzyskanych wynikéw. Poza tym matematyczna analiza proceséw
fal uderzeniowych przy uwzglednieniu skomplikowanych mechanizméw powierzchnio-
wych, strat promieniowania itd. jest niezwykle ziozona i stanowi zrédlo dodatkowych
formalnych przyblizen rachunkowych. W zwigzku z powyzszym metoda integralnego
opisu uérednionego, jak to wynika z poréwnania'[l] {71 i [3], ma okreSlony praktyczny
sens. W oparciu o powyzsza metode udalo sie¢ w [8] rozwigzaé ztoZzony problem nagrze-
wania za pomoca impulsu laserowego plazmy deuterowej zawartej w ggstej otoczce opoz-
niajacej proces ekspansji plazmy.

Model integralnego uérednionego opisu plazmy moZna réwniez zastosowaé z powodze-
niem i do problemu kumulacji plazmy poddanej dziataniu zewnetrznego, koncentrycznego
impulsu cinienia. Zagadnienie to przy spetlnieniu warunkéw samopodobienistwa zostato
dla kuli bez otoczki rozwigzane w sposé6b $cisty stosunkowo dawno (por. [9, 10, 11]).

Metoda integralnego usrednienia stanowi dla kuli bez otoczki daleko bardziej uprosz-
czony opis zagadnienia rozwigzanego §cisle. Jednakze jej zaleta jest to, Ze jest niepordwny-
walnie bardziej prosta oraz, i to jest najistotniejsze, Ze mozna ja zastosowaé.do kuli z otocz-
ka, gdzie rozwigzanie §ciste nie istnieje oraz do bérdziej zlozonych uktadéw, dla ktérych
rozwigzania $cistego nie udaje sie uzyskac i gdzie fizyka wystepujacych zjawisk jest nader
skomplikowana (por. [8]).

Taka sytuacja moZe mie¢ miejsce np. przy kombinowaniu przypadkéw typu [8] i niniej-
szego. W zwigzku z powyZszym rozpatrzymy obecnie, w oparciu o usredniony opis inte-
gralny, rozwigzanie problemu kumulacji plazmy (2 otoczka i bez) poddanej koncentrycz-
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nemu impulsowi ci$nienia, za§ w nast¢pnej pracy, bazujac na rozwigzaniu niniejszym
oraz [8], rozpatrzymy bardziej ztozony problem kombinowany nie dajacy si¢ potraktowaé
Sciéle.

W rozdziale 2 pracy podano réwnania wyj$ciowe oraz zalozenia, w rozdziale 3 rozwig-
zanje problemu oraz w rozdziale 4 przykiad liczbowy.

2. Réwnania problemu

Rozpatrzymy kulke plazmows o promieniu ry, poddana koncentrycznemu dziataniu
impulsu ciénienia. Przyjmiemy wszystkie zaloZenia oraz ograniczenia analogiczne do
podanych w pracach [1] i [8], tj. zaloZzenia odno$nie strat promieniowania, przewodze-
nia itd., jak réwniez zalozenia dotyczace relacji pomigdzy czasem relaksacji a czasem
tworzenia procesu. Przyjmiemy za punkt wyjécia réwnania gazu idealnego.

Zgodnie z powyzszymi zatozeniami skorzystamy, dla integralnego opisu usrednionego
naszego zagadnienia, z réwnan zachowania pedu i energii w postaci

do 2
2.1 G—fdt--—-4m 'p =0,
(2.2) ‘ d (G—v2 +E) =0
’ dr\ 2 o

. d . s . ,
gdzie oznaczono przez v = % — §rednia predkos$¢ rozszerzenia gazodynamicznego (ku-

mulacji), r— promien kuli, p — érednie ciénienie, G — §rednia mas¢ kuli i otoczki,
wzglednie mase samej kuli plazmowej') oraz przez

(2.3) E= % kNT

energie wewngtrzng gazu, przy czym T jest usredniong temperaturg, k — stala Boltzmanna,
N — calkowita liczba czgstek kuli (kuli i otoczki).
Poza tym obowiazuje oczywiscie u$redniona relacja stanu

2.4) ‘ pV = kNT.

Nalezy tutaj zauwazy¢, Ze w ufrednionym rozwigzaniu integralnym wptyw otoczki
uwidacznia si¢ tylko w zmianie G, co stanowi oczywiscie daleko idace uproszczenie w sto-
sunku do rzeczywistosci, gdzie wskutek niejednorodnosci powstaja odbite fale uderzeniowe
i strona matematyczna zagadnienia komplikuje sie niepomiernie w porédwnaniu z [9].

W zwigzku z powyzszym, dla uzyskania realnych oszacowan nalezy zaloZyé niezbyt
duze réznice gestosei materiatu otoczki i kuli oraz stosunkowo male wymiary geometryczne
otoczki?).

3
1Y W przypadku zalozenia statej gestosei i liniowej zmiany predko$ci wzdtuz promienia mamy G = 5 Gy,

gdzie Gy — masa kuli.

%) Dla standw asymptotycznych wyniki beda lepsze dla duzych roznic gestosei.
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Inng wersja rozwiazania moze by¢ oddzielne usrednione rozwigzanie dla otoczki,
a nastepnie dla kuli, dla ktérej warunki poczatkowe (brzegowe) wynikna z rozwigzania dla
otoczki przy zalozeniu okre$lonego mechanizmu oddzialywania. Poniewaz taka procedura
stanowitaby, z pewnymi modyfikacjami, dwukrotne powtdrzenie procedury rozwiazania
niniejszego — pominiemy ja, zwracajac jedynie uwage na to, ze takie dwuetapowe rozwia-
zanie byloby Scidlejsze, szczegllnie przy znacznej réznicy gestosci oérodkdw. Zaktadajac,
2e r = r(t), warunki poczatkowe (odpowiadajg one réwniez brzegowym) bedg miaty postaé

(2.5) ., dla t =

Do warunkéw tych winien doj$¢ jeszeze trzeci warunek, jako Ze ukiad réwnan (2.1), (2.2)
redukuje sie do réwnania trzeciego rzedu wzgledem r(z). Poniewaz warunek ten dotyczy
drugiej pochodnej, wymaga sprecyzowania charakteru impuisu cisnienia.

Zalézmy, ze impuls ten ma postaé

(2.6) I'=Pud() lIub [= Lliitm PAt = const.
-0
P—ooo

Przy takim zatoZzeniu v, oraz I beda z sobg zwiazane relacja

‘ I
(27) Yo = _G",

za$ dla r'’ zalozymy

Warunek (2.8) jest réwnowazny przyjeciu stalej catkowania réwnania (2.2) w postaci:

Gv}

2.9) e,

co odpowiada energii poczatkowej uktadu.

Zalozenie takie prowadzi jednakze w przypadku rozwiazania uérednionego do rozwigza-
nia, dla ktérego zmiana predkoéei r'(¢) fali kumulacji nastgpuje przy r = 0, co oczywiscie
fizycznie jest niemozliwe. Przyjecie impulsu w postaci (2.6) jest dopuszczalne, jezeli zatozy
si¢, ze efekt ten zostal wywolany niesprezystym zderzeniem mas i masa poczatkowa ulega
zwigkszeniu. Masa ta moze pochodzié np. od materii strugi kumulacyjnej. W zwiazku
z powyZszym w miejsce stalej energii poczatkowej (2.9) przyjmiemy:

(2.10) dgﬁ%—,
2
gdzie a > 1.
Zalozenie to prowadzi do eliminacji skrajnego, nierealnego przypadku zmiany pred-
kosci rozszerzenia (kumulacji) hydrodynamicznego r'(¢) przy r = 0.
Ukiad réwnan (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) z warunkami poczatkowymi (2.5) i (2.10) sta-
nowi sformulowanie problemu. Przejdzmy obecnie do konstrukcji rozwigzania ogélnego.
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3. Rozwiazanie rownan

Wykorzystujac (2.4) 1 podstawiajac do (2.3), a nastgpnie do (2.2), mozemy ukliad
rownan (2.1), (2.2) zapisaé nastepujaco

(3.1) _ Gr'—4m’p = 0,
3.2) g3 V)I —0
‘ 2 T T

4 . )
Majac na uwadze, ze V = ?nﬁ oraz, ze na podstawie (3.1)

GI‘,I
(3.3) p= e
otrzymujemy po podstawieniu do (3.2)
(34 %(r'z—i— '’y =0

lub

G SN .
3.5 —4—(1 )" = 0.
Catlkujac (3.5) i uwzgledniajac (2.10) znajdujemy

G v Goi
lub
(3.7) (ry" = 2003,
Po dwukrotnym scatkowaniu mamy zatem
(3.8) r =V a3 P+C 1+ Cy.
Na podstawie pierwszego z warunkdéw poczatkowych (2.5) mamy
(3'9) CO = ’.(2)7)
za$ z drugiego obliczamy
, C,+2avit
(3.10) ()]0 = [ %"___] = —,
2}/1‘0+<x7)0t +C1t 1=0
(311) Cl = '—“27)0"0.
Stad ostatecznie otrzymujemy
3.12) : r(t) = ]/r%—2r0vot+ovz)3t2 ,
(3.13) B P . L
Vi34 avi?—2ry0,t

Dla
(3.14) , L=ty = 0
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zachodzi #'(t) = 0. Wtedy r = ry;, Wynosi

Foin = 1 1 r
(3.15) . min = —'E 0

Maksymalne ci$nienie

ar'’
42

(316) Piax =

t=1p

prowadzi do

3.17 _ G | eed (8t aw? —2rm 1)~ (ewpt —vyro)*
( . ) Pmax = dn (ai)gtz—ZI'oi)ot+r%)5/2
.G @
T 4w ]/
oraz
3t —vgre)
. 2 (owd oo
(3.18) 3N l:%
i
aGog
. T X = )
(3.19) wos = 3N

W przypadku uwzglgdnienia otoczki przyjmujemy:
(3.20) G, = GB.
gdzie f > 1, za$ G jest masg kuli.

4, Przyklad

r3Favdt?—2rgvgt

rg =

aTVy

Gvh

4]

V

5

o
[}

41

Rozpatrzmy krétkie przyklady ilustracyjne. Przyjmiemy nastepujace dane wyjSciowe:

Fo=1,33.10"2¢cm; V¥V = 1075cm?;

(4.1)
G=10%g; a=2; 1vy=25-105cm/sek.

Wtedy

7 1,33.107%
42 = —0 = 27T T = . —9
(42) h = T 2.510° 1,33-107sek,

106 25.10'
4-3 - — -
(3 Poas =558 (1,33 102
4.4) T 2 222V 10500 [scigle] T, =

kN

oGt
3N |

N o 3.0.102ecm;

41/2 glomsek? & 4,8.10'2g/em sek? = 4,8 - 10°kg/cm’.
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W przyktadzie powyZszym przyjeto o = 2, tj. poréwnywalne masy zewnetrzne i wewngtrzne.
Dla bardzo duzych «, rzedu 10*, otrzymamy:

{4.5) o~ 0,27-107 sek;  poax & 2,7-10%kg/em?; T, = 2-107CO.
Dla « bliskich jednoéci, np. rzgdu 1,01
(4.6) fo=2,66-107sek;  puax =~ 2,7-10kgf/cm?; T, & 2-105CO.

Ze wzordw rozdziatu 3 wynika, ze doborem predkoscei poczatkowej, masy i objetoscei
oraz o mozna w istotny sposdb regulowaé ci$nienie maksymalne. Natomiast 7,,, mozna
regulowaé gléwnie za pomoca predkosci poczatkowej oraz « i f.

5. Uwagi koncowe

Uzyskane wyzej rozwigzania obowigzujg dla uktadu z otoczka lub bez niej w zatozeniu,
e B nie r6zni sie od 1 o kilka rzedéw wielkosci. Rozwiazanie §ciste dla uktadu z otoczkg
bytoby zbyt skomplikowane nawet na drodze numerycznej.

Cel niniejszej pracy, jak juz wspomnieliSmy na wstepie, poza uzyskaniem mozliwosci
operowania bardzo prostymi wzorami i uwzglednieniem otoczki — polega, miedzy in-
nymi, na mozliwo$ci kombinowania rozwigzan uzyskanych w niniejszej pracy z rozwiaza-
niami, pracy [8], czego nie daje sie dokonaé na gruncie $cistych rozwazan i co ze wzgledu
na niezwykla zlozono$¢ zjawisk fizycznych nie zawsze jest celowe. W takich przypadkach
metoda integralnego, usrednionego opisu oddaje praktyczne ustugi w zakresie orientacji
w rzgdach wielko$ci parametréw badanego procesu.

W dalszych pracach zajmiemy si¢ kombinowanym problemem zloZzonym z problemu
pracy niniejszej i [8], a nastgpnie u$ciSlonymi (falowymi) rozwiazaniami tych problemdw,
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Peswome

O NPUBJIMKEHHOW WHTETPAJIBPHOM OIEHKE KYMVYJIAIINUN ITJIA3MBI
TIOABEPTHY TOM IEVCTBUIO KOHUEHTPUUECKOI'O ¥IMITY JIBCA OABJIEHUS

B paBore paccmoTtperia npofyiemMma KyMyJUTUNH TUIasMbl ¢ 00osI0uKoi i Gea 000JI0UKH O AeiicTBHEM
KOHLEHTPHYECKOTO HMITYJIbcA HaBJyieHs. Ha rpyHTe TEOpHH HIEaIHOrO rasa PEIUeHHE NAeTCsA OMUpaloLt-
Hecs1 Ha MHTETpanbHOE, YCpeaHeHHoe onucarnue npouecca. OUEHEHLI KPHTHUECKUE NapaMeTphl MPOLECCca.

MeTop yCpeSHCHHOr O ONHCAHNS T03BOJISIET YUCCTh, XOTA C JAJICKO BIYLIHM MPUSIIDKEHHEM,, BIIHITHHE
OBOJOUKH I10 OTHOWIEHHIO K H3BECTHOMY ABTOMOAEILHOMY PELIEHHIO, a TAIOKE IO3BOJIAET O0hLEINHHTH
HacTosIILee pEleHHe Hanpumep ¢ [8], rie mexaHuH3M npouecca HeoOLIUHO CJIOMKEH M TOYHOE peLleHHe
TIONyUUTh HENL3S. Y CPENHEHIOE e PElleHHE NO3BOJUIET KAUECTBEHHO OLEHMMTh NAPaMeTPLI MpoLiecca.
Droit npoGremMoR 3aiimemcs, Ha rpyHTe obeux pador: macroaite#t u [8], orxensHo.

Summary

ON AN APPROXIMATE, INTEGRAL DETERMINATION OF CUMULATION
OF THE PLASMA UNDER THE ACTION OF THE CONCENTRIC PRESSURE
IMPULSE

The problem of cumulation of the plasma, with the shell and without it, under the action of the concentric
impulse of pressure was analysed in this paper. The solution was presented on the ground of theory of the
perfect gas, basing on the integral, averaged description of the process. The critical parameters of the process
were estimated.

The method of averaged description ailows, though with a far going approximation, to take into
consideration, in relation to the known strict self-similar solution, the influence of shell, and allows to
connect this solution with, for instance [8], where the mechanism of process is extraordinary complicated
and a strict solution is unattainable. However, the averaged solution allows to estimate qualitatively the

parameters of the process. We shall deal with this problem on the ground of both this paper and [8]
separately.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Reddkcji dnia 9 czerwca 1969 r.
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ANALIZA PEWNEGO UKEADU NIELINIOWEGO
PRZY WYMUSZENIU STOCHASTYCZNYM

WELODZIMIERZ G AWRONSKI (GDANSK)
1. Opis ukladu

Schemat uktadu przedstawiono na rys. 1.
Jest to ukfad o jednym stopniu swobody, o wspdiczynniku inercyjnosci m, wspdlczyn-

niku tarcia lepkiego /i sile sprezystosci k(x) danej zwiazkiem (1.1) (rys. 2)
ki x dla  [x|<a
(@1 k() = {kzx—l—a(/cl—/cz) dla  |x>a’
Charakterystyka sprezysta k(x) jest nieparzysta. Dla k, > k; ukiad ma charakterystyke
sztywna, dla k, << k; — miekka; gdy k, = k; uklad jest liniowy.

k() &
Xy
-a 01 | -
i 0 a X
&2
'tg oy= K1
tga.2=Kz
Rys. 1 ' Rys. 2

Zaktadamy, Ze sita wymuszajaca F(t) jest procesem stochastycznym typu «bialy szum»

o rozktadzie normalnym. Gesto$¢ widmowa tego procesu wynosi
S(w) = St = const,
za$ funkcja korelacyjna procesu dana jest zwigzkiem
(L.2) R¥(x) = 26%(7),
gdzie
o = nS¥
8(z) —-delta funkcja Diraca.



46 W. GAWRONSKI

Warto$é Srednia procesu F(¢) jest réwna zeru
E[F(H] = 0.

Rownanie stanu dynamicznego uktadu ma postaé

(1.3) mi+Ix+k(x) = F()
lub
(1.4) X+2hx +g(x) = f(1),
gdzie
=L, =",
whx dla  |x]<a

g(x) = {wgbzx—l—aw%(l—bz) dla |x>a

k, k,
of ==, b= e
za$ gesto$¢ widmowa procesu f(¢) jest
S ¢
0= .

Réwnanie (1.4) mozemy przedstawi¢ za pomocg uktadu dwéch réwnan rézniczkowych
rzedu pierwszego

X =0,

(1.5) o= —2ho—g(x)+f().

2, Charakterystyki probabilistyczne reakcji

Funkcja wymuszajaca f(¢) jest stacjonarna, ciagla funkcja losowa, bgdaca zbiorem
poszczegdlnych swych realizacji f(t). Reakcja uktadu x(r), zalezna od whasnoéci dynamicz-
nych ukladu oraz od wymuszenia, jest réwniez zbiorem realizacji X(¢), odpowiadajacych
realizacjom f(t). Dla uktadéw lintowych mozna znalezé wzajemna odpowiednio$¢ migdzy
X(¢) i f(t) za pomocy liniowego funkcjonatu charakteryzujacego dany uklad. Korzystajac
z zasady superpozycji mozna z dowolng doktadnoécia okreS§li¢ charakterystyki funkcji
losowej x(t). Poniewaz dla ukladéw nieliniowych nie obowigzuje zasada superpozycii,
tylko w nielicznych przypadkach mozna znaleZ¢ petne charakterystyki reakcji [jesli uktad
opisany jest réwnaniem rézniczkowym rzedu n-tego, to pelnym opisem reakcji ukladu
bedzie funkcja gestodei rozkladu prawdopodobienstwa n—1 wspdirzgdnych stanu p(x,,
Xay ooy Xu_ts D] .

Do nielicznych wyjatkéw nalezy stacjonarna reakcja ukladu na proces wymuszajacy
typu «biaty szum». W przypadku tym gesto$§¢ rozkladu wspdtrzednych stanu ukiadu
mozna znalezé jako rozwiazanie czastkowego réwnania rézniczkowego, tzw. réwnania
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Fokkera—Plancka. Dotychczas nie znaleziono rozwigzania tego réwnania dla przypadku,
gdy uktad znajduje si¢ w stanie przejsciowym.
Tak wiec, jezeli wymuszenie jest idealnym biatym szumen, to funkcja gestosci rozktadu

. . ) .
prawdopodobienstwa wspéirzednych stanu x i » :é{ti dla ukfadu nieliniowego okres-

lona jest réwnaniem Fokkera—Plancka ([4] s. 14).
Rozwigzaniem réwnania Fokkera—Plancka dla ukiadu réwnan (1.5) jest funkcja
[2, 3]

1 2h|o? '
2.1) px,v) = Cexp{~7[-—+0(x)J},
o1 L 2
gdzie o} = S, — wariancja procesu f(¢), G(x) — energia potencjalna uktadu
2 .
x (U(Z) x? dla lx] < a
(22) G(x)= Oj g(u)du: ) bz 1_b2 2 ) 1_b2
(,L)()? x—l—a—ﬁ— — —b4— dla |x[>a
oraz stala C okreéla sie z warunku normowania
Jow +ow
(2.3) f f plx, v)dxdo = 1.
—w —w
Uwzgledniajac (2.1) i (2.2) otrzymujemy.
2.9 C™' = 2no}w, {erf(s)—l— % [1 —erf (—Z—)]},
gdzie ‘
L W — exp [ 152
00_211(0%’ s—l/zao, B—exp(s 7o)

s

— 2 f —u2 g

erf (s) = ol du.
0
Z réwnania (2.1) wynika, Zze gesto$é rozktadu p(x, v) mozna przedstawié w postact
p(x, v) = Cp((x) py(v),
gdzie

_ 2hG (x - ho?

pifx) = GXP[- 02( )], pz(v)=e)<p(—72~),

1 1

a wiec x 1 v s3 statystycznie niezalezne.

Dla |x| < a rozklad zmiennej losowej x jest normalny, dla |x| > a rozkiad prawdo-
podobienstwa x nie jest gaussowski.

Rozktady graniczne wynosza

: i 1 G(x)
2.5) p(x)= _[0 p(x, v)dv = Vizao.f exp [—— o&wé—]’
o 1 o2
2.6 — _ — ————
2.6) P@ = | pio)dx o™ exp[ Mw%],



48 W. GAWRONSKI

gdzie

J = erf(s)—l—% [l—erf (%)]

Funkcja p(v) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu normalnego. Wykres
p(x) dano na rys. 3.
Wariancja zmiennej losowej x wynosi: .
+o0

2.7 0l = fx2p(x)dx.

— 0

p(x)d
0,6

05
Uv“
03
02

o041

Rys. 3

Zgodnie z (2.5) otrzymamy
oy 2 B { 2s

(2.8) > :l/erf(s)——iexp(—sz)—}- o= —1)x

X exp (— Z—Z) + sz-FZszgl —by [1 —erf (—Z—)]}>

Wielko$é o, jest dyspersja zmiennej x dla rozpatrywanego uklad.iJ, oo — dyspersja x
dla ukiadu liniowego. Wykres zaleznoéci (2.8) dano na rys. 4. Z wykresu rys. 4 widzimy, ze
dla s > 2, a wiec a > 2]/ 20, = 2,82 a5 warjancja reakeji uktadu nieliniowego mato rézni
sie¢ od wariancji reakcji vkiadu liniowego o charakterystyce sprezystej k(x) = k;x. Wynika
to z analizy krzywych gestosci rozktadu prawdopodobiefistwa zmiennej losowej x (rys. 3):
prawdopodobiefistwo, ze zmienna losowa x przyjmie warto§ci x > 3 jest bardzo mate
" (mniejsze niz 0,3%).

' Wariancja zmiennej v wynosi
2.9) o2 — wio},

czyli jest réwna wariancji » dla ukladu liniowego.
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Obliczymy $rednia czesto$¢ przekraczania przez uklad poziomu x = r. Czesto$é te
oznaczymy »;. Poniewaz dany poziom ukltad moze przekraczaé z dotu do gory lub z géry
do dotu, wobec tego przyjmujemy, ze za §rednig czestosé bedziemy uwazali ilosé przejéé

/ot 4k
2
=1
03
05
1
9
bi=2
I 1 -
0 1 2 s
Rys. 4

w jednostce czasu z dotu do géry, a wiec gdy v > 0. Zalozenie to uwzglednia indeks ,,+”
w oznaczeniu ;.

Warto$¢ $rednia czgstodci przekraczania przez uklad poziomu x = r z predkoscia
" dodatnia dana jest zwiazkiem [1,2]

(2.10) vi = [ op(r,0)do.
0

Jezeli przyjmiemy r = 0, wowczas zwiazek (2.10) okre$la $rednig warto$é czestoSci
ukfadu, tj. $rednig ilo$é przekraczania przez uklad poziomu x = 0 w kierunku z doh1 do
gory »§. Zgodnie z (2.10) i (2.1) otrzymujemy

CS, 2hG (1)
(2.11 pt — — 7 s Y
( ) 1" 2h eXI:)I: S()
i

CS,
2.12 e
(2.12) K 2h
Z (2.12) i (2.4) otrzymujemy
+ * 1 1

Yo
(2.13) B — 2 = Fm
27 {erf(s)—l——l«)- [l—erf (3)]} »

4 Mechanika teorelyczna
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Wykres zalezno$ci (2.13) dano na rys. 5. [ tu widzimy, Ze dla duzych wartosci s (s > 2)
warto$é Sredniej czestosei drgan ukiadu nieliniowego zbliZza sig do wartosci czgstosci drgan
uktadu liniowego z powoddw wyZej wymienionych.

= 05

Rys. §

Rozwazania powyzsze dotyczyly reakcji ukfadu na wymuszenie stochastyczne typu
«bialy szum». Uklady mechaniczne sg filtrami dolnoprzepustowymi, wobec tego analiza
powyzsza jest shuszna réwniez dla wymuszenia o funkcji gestoéci widmowej dostatecznie
gtadkiej w zakresie niskich czgstotliwodci.

3. Stabilno$¢ techniczna ukladu

Analize stabilnoéci vkladu przeprowadzono w sensie technicznym [5]. Warunki sta-
tecznoéci sa tu mniej silne od warunkdéw stabilno$ci asymptotycznej procesu stochastycz-
nego (por. [4], s. 50—53; 6], s. 915, 916). Analiza techniczna stabilno$ci w rozpatrywanym
przypadku nie obejmuje zachowania sie ukiadu w procesie przejéciowym, a tylko jego stan
ustalony (ze wzgledu na to, ze nieznane jest niestacjonarne rozwiagzanie réwnania Fokkera—
Plancka). Dla rozwiazan stacjonarnych warunki te sa w wielu wypadkach dostatecznie
doktadne [3].

Dany jest obszar £2 okre$lony zaleZznoScia
3.1 Q={x| < By, o] < B2}
gdzie 8, f, — dane parametry.

Uklad uwazamy za stabilny technicznie, jezeli zmienne losowe x i v naleza do obszaru 2
z zadanym prawdopodobiefistwem 1—¢, tzn. jesli jest spetniony warunek
3.2 Plx, Y= 2] = 1—¢,
gdzie ¢ — dana warto$é, okreslajaca wymagania dotyczace niezawodno$ci ukladu.
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Dla ulatwienia analizy stabilnoSci, nieliniowe réwnanie rézniczkowe ukladu (1.4)
zastapimy réwnaniem liniowym w postaci

(3.3) X4-2h%+wlx = 1),
gdzie w? — zlinearyzowany wspdlezynnik, wyznaczony z réwnosci prac wykonanych przez
sity sprezystoéci w ukladzie liniowym i nieliniowym, zgodnie ze wzorem

3 5

[ edx=a@y =38,

0
stad
w3 dla  |x|<a
G4 wi=1 , B 1—b2 R :
w} b [(ﬂ +a ) —a _b“*] dla  |x|>a

Rozwigzanie rownania Fokkera—Plancka dla uk}adu liniowego (3.3), w stanie ustalo-
nym ma postaé

. h
(3.5 pwm=aw4—7wwdﬁ}
. 1
gdzie
O‘%———ﬂSo, CIZ hwl.
70,

Mamy wiec

+61 +82
(3.6) rlx,v) = 2] = f f p(x, vydxdv.

—$1 —f2
Po podstawieniu (3.5) do (3.6) i odpowiedniej transformacji otrzymujemy

+é  kno

| 1 i
G.7) 2[(x, 9) = Q] :2—-7;_! _J exp[ ¢ +’7 ]dfdn,
gdzie '

(3.8) £y = ﬁwm% %Z%WE

Dla danych ¢, f,, f, 1 07 nalezy dobraé parametry uktadu 4 i w? tak, aby byla spetniona
nierdwno$¢ (3.2). Jezeli we wzorze (3.7) oznaczymy

1 +éo . 52
D, = ]/—Zn_éf exp(—T)dé,
+no

1 2
?, = ﬁ f CXP('%)“’%

/1]

4%
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wowczas warunek stabilnosci (3.2) przyjmie postaé:
D, P, = 1—¢.
Przyktad. Przyjmijmy ¢ = 0,02. Wartosci @, i P, obieramy tak, aby spetniona byla
nieréwnosé :
(3.9) &, @, > 0,98.

Na dwie wielkoéci niezalezne zostat nalozony jeden warunek, wobec tego obieramy
jedna z nich dowolnie, wzglednie narzucamy dodatkowy warunek optymizujacy ukiad.
Przyjmijmy wiec

D, = 0,9836,
wowczas

@, = 0,9973.
Dla tych wartoéci @, i D, z tablicy otrzymujemy

50 > 3,00 Mo = 2,40
Zwiazki (3.7) i (3.8) daja,
(3.10) %—wl V2h = 3,00,
1
(3.11) ’32 ]/211 > 2,40.

Z poréwnania (3.4), (3.10) i (3.11) po przeksztalceniach otrzymujemy warunki stabil-
nodci technicznej uktadu

(3.12) | B> 0,045 ﬂz,
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Peswome

AHAJIIM3 OHOI'O KJIACCA HEIWHENHOM CHCTEMDI
CO CIYUAWHLIM BO3MVYINEHUEM

B paGoTe nccienosana peaxiUsl HEJMHEHHOMN cHCTeMbI C KYCOUHO JIMHEHHON XapaKTEPHCTHKOH IpH
crydaifiiom BosmylleHHK THIA «Bemmit mym». C nomoiuso ypannenns doxxepa—Ilnanxa onpenerena
IJIOTHOCTh PACIPENENIEHHST BEPOSITHOCTH YCTAHOBHBIUETOCsS IIPOLECCA; ONpefesiens BApHaHIMA Iepe-
MELLEAMST H CKOPOCTH H CPEJHAS YacToTa KOJIEGAaHWil CHCTEMDI,

Vccnenosasa YCTOHUMBOCTE CHCTEMBI B TexHuueckom cMblcne [5] v aisi TpebGyemol HaleKHOCTH
CHCTEMBI ONpPEAENIEHO MHOYKECTBO ef mapameTpoB. OIpeseNieHHass Ha 9TOM MHOYKECTBE CHCTEMA TEXHH-
YeCKH YCTOHuMBa.

Summary

ANALYSIS OF ONE CLASS NONLINEAR SYSTEM TO STOCHASTIC
EXCITATION

In the paper the response of the nonlinear system with the piecewise linear spring characteristic to
stochastic excitation «white noise» is given. The probable density of the stationary process is determined
by the Fokker—Planck partial differential equation. The variance of the displacement and the velocity
as well as the mean frequency of the vibration of the system have been found.

The technical stability of the system [5] is analysed. The set of the parameters of the system for its
given reliability have been found. The system determined for this set is technical stability.

POLITECHNIKA GDANSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 8 lipca 1969 r.
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NAPREZENIA KONTAKTOWE W POLPEASZCZYZNIE SPREZYSTEJ
O WZMOCNIONYM BRZEGU

SzczepAN BORXKOWSKI (GLIWICE)

1. Wstep

Zagadnienie wyznaczania naprezen kontaktowych w potptaszezyznie sprezystej, ktorej
brzeg jest wzmocniony pretem, bylo przedmiotem rozwazan kilku autoréw. W pracach
GIRKMANNA, MARGUERRE’A, BIOTA, REISSNERA (por. [2]), rozpatrzono wplyw obcigzenia
poéredniego, ktére przekazywane jest poprzez pret na polplaszczyzne spreZystg. Ostatnio
temat ten — z uwagi na zastosowania (blachownice), zostal podjety przez SZERIEMIETIEWA
[6 7], ktory zajmowal sie wyznaczaniem naprezen w blachownicach o przekroju teowym
i dwuteowym. W pracy LARKINA [5] rozpatrzono wplyw sif skupionych, przylozonych
w plaszczyznie $rodkowej tarczy, na rozktad napreZzern kontaktowych wystepujacych
w miejscu pofaczenia tarczy z pretem. W pracy ARUTUNIANA [4] rozwiazano zagadnienie
kontaktowe dla pétplaszczyzny, ktérej brzeg jest wzmocniony pretem o skonczonej dhu-
goéci. Rozwigzanie tego problemu sprowadzono do réwnania roézniczkowo-catkowego
typu Prandtla.

Gopycxl [3] podal przeglad prac dotyczacych diwigaréw tarczowych z zebrami pod-
porowymi. Przytoczono tam tez analize przydatnodci praktycznej wynikéw teoretycznych
1 do$wiadczalnych; przedstawiono aktualny stan omawianej problematyki ze szczegélnym
uwzglgdnieniem zelbetowych belek—écian. Przeglad omawianej tutaj problematyki, lecz
dla zagadnien termosprezystych, przedstawiono w pracy [1].

W niniejszej pracy rozwiazano zagadnienie wptywu momentu skupionego, lezacego
w plaszczyZnie $rodkowej tarczy, na rozkiad naprezen kontaktowych wystepujacych
W miejscu po{acczema tarczy z pretem. W zakonczeniu pracy przytoczono przyktad licz-
bowy,

2. Sformulowanie zadania

Rozpatrywaé bedziemy polptaszezyzng sprezysta
.0 . D ={x»:x>0, —c0 <y< o},
bedaca powierzchnia érodkowq tarczy o grubosc1 h, majacej modut sprezystosci E, ktdrej
brzeg .
2.2) fg:{(x,y):x=0, — 00 <y < o}
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polaczony jest sprezyécie z pretem; pret ten ma przekrdj Fi i moment bezwladnosci I ; jest
tez obciazony sitami poprzecznymi o intensywnosci r(y). Przyjmowac bedziemy, Ze funkcja
obciazenia r(y) jest funkcja nieparzysta. Zatozymy dalej, ze w punkcie A(x4 = x;, y. = 0)
przylozony jest moment skupiony o wartosci M, ktéry jako para sit réwnolegtych do osi y
znajduje si¢ w plaszczyznie Srodkowej tarczy. Zadaniem naszym bedzie wyznaczenie
naprezen kontaktowych, stycznych i normalnych, wystgpujacych w miejscu polaczenia
preta z brzegiem tarczy. Przystgpujac do formalnego ujecia wystgpujacych w zadaniu
probleméw brzegowych, okreslimy je nastepujaco:

Pret. Mamy wyznaczy¢ funkcje v = u(y) i v = v(p), kolejno klasy C™, C®, ktére
przedstawiaja wspotrzedne, odpowiednio w kierunku osi x i y, wektora przemieszczenia
dowolnego punktu osi preta pofgczonego z tarcza w sposdb sprezysty. Funkcje te czynia
zado§¢ rownaniom rézniczkowym zagadnienia Sciskania i zginania preta prostego

d*
EJFld—yf = —s(y),
2.3)

4

d*u
EJLTV;={I(J’)+’(J’)’

gdzie wystepujace w réwnaniach (2.3) funkcje s(y), g(y) oznaczaja kolejno obciazenie
kontaktowe styczne i normalne wystepujgce w przekroju tarczy x = 0 (brzeg tarczy).

Tarcza. Nalezy wyznaczy¢ funkcje F = F(x, y), ktéra w obszarze & jest klasy C®
i czyni zado$§¢ réwnaniu ptaskiego stanu napreZenia :

' & I
2.4 V3V2F = e f Y, 9dy, dla (x,»)e?,
: Yo
a na brzegu ¥ jest funkcja klasy C® i czyni zado$¢ (por. [6]) warunkom brzegowym postaci

nastepujacej

v 1 ( F 33F)

& = E\aeny 3]
(2.5)
d'u FF OFF
W———[(Z—I— )8x3y 3x33yi]’ dla (x,y)e¢%.

Wystepujace we wzorach (2.4) i (2.5) symbole F, Y oznaczaja, kolejno, funkcje naprezeft
Airy’ego 1 wspétrzedna sity masowej. Te ostatnig wielko§é, zgodnie z naszym zaloZeniem,
przyjmiemy w postaci :

(2.6) Y = —P[0(x, x1; y, 0)—d(x, x, - 4x; y, 0)].

W (2.6) symbolem &(x,x;; y,y;) oznaczono delte Diraca w punkcie o wspdirzednych.
(xls yl)'
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Funkcja F(x, y) powinna mie¢ taki przebieg, aby dla x — oo, y = + o0 spelnione byly
warunki réwnowagi oraz aby funkcje naprezen stycznych i normalnych zerowaly sie dla
przekrojéw tarczy w nieskoficzonosci:

- (')2 e
h .,( 3 2dy — jr(y)dy, dla  x-» oo,
" O°F ~
2.7) h .f Tyzydy“’ _f rMydy+M dla x> o0;
e
digy -0, dla  x-- o,

>*F N &°F

ox? > 0x 0y

Dla zupetnosci sformutowanych zagadnie‘r'l brzegowych potrzebne sg jeszcze warunki

cigglodei rozwiazan na linii x = 0. Warunki te otrzymujemy z pordwnania zaleznosci
(2.3) i (2.5). W naszym przypadku maja one postaé

*F ’rr
S(y) —kh (a a ayi) s

-0 dla y-— 4+ .

5 I F ‘OPF .
GO) () = —xh [(2+v) PR ] dia  (x)€%.

W réwnaniu (2.8) przyjeto

E F, v E T ‘

Eh Eh

Warunki (2.8) wynikaja z réwnan ciggloéci przemieszczen. Oprécz tych warunkow, powinny

(2.9) k=

. . C e, , . 1 1
by¢ jeszcze spetnione rownania cigglosci naprezen na linii x = 0 (rxy =55 0,0, = Zq(y)) .
Doprowadza to nas do zaleznoéci

E
ooy — T RO
(2.10)
‘ FF 1

WZ’EQ(}’); dla  (x,)e?.
Jezeli polgezymy ze soba warunki (2.8) i (2.10), to otrzymamy

PFPF_ 1 #F

axy Vo & oxay

35F &F 1 &*F 1 A

_— —_— = e—— — dl > (‘6’,-

”) (’)x3y4 0x*9)y R xh r); a (%)

W ten sposéb problem zostal sprowadzony do zagadnienia brzegowego, polegajacego
na wyznaczeniu funkcji F(x, y) czyniacej zado§¢ réwnaniu (2.4) oraz warunkom (2.7) i

@.11)
@+
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(2.11). Znajomos§¢ tej funkcji pozwoli obliczyé naprezenia kontaktowe, styczne i normalne,
tj. naprezenia s(y) i q(») [wzory (2.10)], a przy znanym rozkfadzie obcigZzenia r(y) —
umozliwi wyznaczenie pola naprezen w precie. Jezeli chodzi o okreflenie pola naprezen
w tarczy, to uzyskaé to mozemy droga rézniczkowania funkcji naprezen F(x, y). Z tego
tez wzgledu tym zadaniem w pracy zajmowad si¢ nie bedziemy.

3. Rozwiazanie zadania

Zgodnie z zatoZeniem przyjmiemy, ze jedynym obcigZeniem dziatajacym w plaszczyznie
$rodkowej tarczy sa dwie sity skupione (2.6) dziatajace w punktach A(x;, 0) i B(x,+4x, 0).
Sity te sa réwnolegle do osi y, majg te same wartosci, lecz zwroty przeciwne. Przy budo-
waniu funkcji F wykorzystamy pewne rozwigzania zpane dla plaszczyzny sprezystej.
W przypadku bowiem, gdy dziata sita — P, przylozona w punkcie 4(x,, 0), wowczas stan
naprezenia i odksztalcenia opisany jest funkcja (por. [2, 5D

14-» P

3.1) Fy=—-32 TN

1— . . ‘
[ﬁ(m i +:] e~ P¥1=X)sin By dp;

zatem dla sity P, dziatajacej w punkcie B(x;+4x, 0), funkcja okre§lona réwnaniem (3.1)
przyjmie postaé

3.1 Fy = lir—”i [ﬂ(h

~f(xy+dx=x)¢;
-3 ]e sinfydp.
4 7v/10 Jij 14w

W przypadku, gdy dziata para sit (— P, P), wowczas funkcja Airy’ego bedzie sumg funkcji
FyiFy. Jezeli przyjmiemy okrelenia M = lim PAx, a F; = lim (F4-FFj), to otrzymamy

Ax—0 Ax—rw
ostateczme Poon

14y M

(3.2) e %[ﬂ(1 —— ]-ﬂm #sin fiydf

Wprowadzmy do (3.2) nastgpujace oznaczenia

(33) a= -1 fj(ﬂ lzjv)e—m, p L M g,

4 mh ’
woéwezas (3.2) bedziemy mogli zapisaé w postaci

22

(3.2'). Flzf%(a‘l—ﬁbx)eﬂxsinﬂydﬂ.

Poniewai-funkcja (3.2') jest rozwiazaniem dla przypadku tarczy nieskonczonej, obcig-
zonej momentem przytozonym w punkcie A(x,, 0), przeto w rozpatrywanej przez nas
tarczy pojawia si¢ w przekfoju x = 0 naprezenia normalne i-styczne, ktére — ogdlnie
biorac — nie beda réwne. naprezeniom kontaktowym. Otrzymana wiec catke, ktéra dla
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naszego zadania powinni§my uwaza¢ za calke szczegdlna réwnania niejednorodnego (2.4),
nalezy uzupetnié¢ catka ogdlna réwnania jednorodnego. Przy tym wyborze kierowaé be-

dziemy si¢ ksztaltem funkeji (3.2). W-przypadku obciazen przytozonych na brzegu, funkcja
ta ma postaé

@

(3.2) £ [ (e pan)ersinfyds,

w ktdrej wystepuja dwie nieokre§lone funkcje ¢ = ¢(f) 1 d = d(B), odpowiednio do dwu
warunkdéw brzegowych (2.11), gdyz pozostale warunki (2.7) sa przy funkcjach typu (3.2)
spetnione.

Ostatecznie, po dodaniu funkcji Fy i F, otrzymamy funkcjg naprezen w postaci

(3.4) F= f % [(a-+ Bbx) e’* 4 (c 4 Bdx) e~**]sinfydp.

Obcigzenie r(y) przedstawimy w postaci catki Fouriera, dla funkcji nieparzystej; reprezen-
tacja ta moze byé zapisana jako

@«

(3.5) ro)= | r(Bsingyas,
0
gdzie

2
= — * d .
r(f) =~ Of r () sin fudu
Podstawiajac (3.4), (3.5) do warunkéw brzegowych (2.11), otrzymamy
—[1+ Bk +-»)] e+ (Q+28kyd = —[1—pk(1+v)]a—(1—-2pk)b,
[1—2f1+0]c—[2+Fx(1—»))d = —[1+ (1 +v)]a—[2—Fx(1—)]b
Rozwiazujac vklad réwnan (3.6), uzyskamy

(3.6)

. Dc '_ Dd
3.7) =73 d= Dk
gdzie _
D = 14+ 2Bvk+ 285+ fnk (3+2v—v7),
v M, | 4wr(B) - 2—1—511 ( 4lcv)
(3.8) +213f2{’€x11’+4ﬁ3” %[xt+k(2‘3”_1’2)]__Igsk"xx(l"l"’)z},
v M, (ﬂ) px, 3+7v

2B — k) — 28+ Bl (1 +9) (1 59) — 2%y (1 —1—1')2}.
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Korzystajac ze wzoréw (2.10), (3.4), wyznaczymy funkcje naprezen kontaktowych

—-~s(y) f (a-+b—c+d)pcospydp,
(3.9)

/1—151(}’) = f (¢+2b+c—2d)fsinfydp.
0

W zakonczeniu podamy jeszcze, dla ilustracji sposobu rozwigzania, przykiad liczbowy,
ktéry zostat wykonany przy za{ozemu 2e¢ % =k = co. Na podstawie (3.7), (3.8) otrzy-
mujemy

I+y M, 2—=3v—2"4fx (1 +-v)?

(39 4 zh (1 4+»)(3—» ’
1+y M s 14+5v—28(1+7»)x
d= ;
4 mh® 3—p
Sk
'@)
03
02 L <
01 \

\
\ 1 2 G-yl
" A
| e | B
-0z — Sty)_4ay)

N

|
\ / R
]
~03 _ T i
\ / = =y
N A
-g4 X
Rys. 1

a po uwzglednieniu (3.3) i (3.9), uzyskujemy wzory okreslajace naprezenia kontaktowe

l—l—vM

S0) = — fﬂ@ﬂmrMmmw

(3.10)

qm=;ngnf“”mq-mmmﬁ



NAPREZENIA KONTAKTOWE W POLPLASZCZYZNIE SPREZYSTEY 61

Po obliczeniu calek wystepujacych w (3.10), otrzymamy

. 3—r x% = _}jz~—~3 —

St ety v '(1+ﬁf>Ty ’
(3.11)

Y 3 v x? 71j7 _

*(p) L = ’ = =

AOEE 1) = G T

gdzie przez y oznaczono w (3.11) nowa zmienna, okreslona réwnaniem y = y/x,. Wykresy
naprezen kontaktowych stycznych s*(p) i normalnych ¢*(¥), bedace obrazem geometrycz-
nym funkcji (3.11), przedstawiono na rys. 1.
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Pezwme

KOHTAKTHRIE HAIPSHKEHMS B YIIPYTOHM TIONYIIJIOCKOCTH C HOIKPEIJIEHHLIM
KPAEM

"B paGote paccMOTpeHa YIpYras IOJIYIIIOCKocTh, KpaH KOTOPOolf YIIPYTro COEMUHEH CO CTEPHHEN 06Ia-
[AIOLIMM OfipeJlesIeHHbIM CeUeHHEM H MOMEHTOM MHepImy, B mamspefiiies MPHHMMAETCsS, YTO B HEKO-
TOPOH TOUKE NONYMJIOCKOCTH AEHCTBYET COCPeIOTOMEHHBIH MOMEHT, KOTOPBIH, paccMaTpyBaeMblil B Ka-
YeCTBE MapsI Cul, JIeiCTBYET B CepeHHHON muocKkocTH AucKa. IIpuBoaATCs peremss 3agaus O KOHTAKT-
HbIX HOPMAaJIBHBIX M KACATENIBHBIX HANPAM(EHMAX, JIOSBIAIOIIMNXCA Ha COCRHHEHMI CTEeDKHA C Kpaem
aucka. B sakniouenme pmaercst UHCAEHHBIN IMPHMEP. ~
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Summary

CONTACT STRESSES IN ELASTIC HALF-PLANE WITH STIFFENED
BOUNDARY

An elastic half-plane with the boundary elastically connected with a rod of a given crosssection is con-
sidered. At an arbitrary point of the half-plane a moment is applied. The pair of forces forming the couple
is acting in the central plane. The solution for the contact shear and normal stresses acting along the sur-
face between the strip with the half-plane. A numerical example is given.

POLITECHNIKA SLASKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 16 lipca 1969 r.
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O PEWNYM PRZYPADKU PELZANIA POLPEASZCZYZNY
Z NIECIAGEYMI WARUNKAMI BRZEGOWYMI

ZBGNIEW JAN PIEKARSKI, GwiDON SZEFER (Krakow)
1. Wstep

W pracy [2] autorzy podali rozwiazanie problemu pelzania pdlplaszczyzny przy nie-
ciagtych warunkach brzegowych, odpowiadajacych zagadnieniu szczeliny Griffitha. Za-
gadnienie dwéch kolinearnych szczelin obciazonych stalym naprezeniem normalnym na
gruncie teorii sprezysto$ci rozpatrzyl po raz pierwszy WILLMORE [4], stosujac metode
funkcji zmiennej zespolonej. Nastgpnie TRANTER [3] rozwiqzal ponownie problem przy

Xp 4
T N
| |
| |
I I
| l
! G22=-p O22=-P I
s 0 i, e
w0 [4hyibid tp=0 P w0 x

a-b 2h a-b
2a
Rys. 1

- ogdlniejszych zalozeniach (obciazenie normalne szczelin — dowolne), sprowadzajac za-
danie brzegowe do potréjnych réwnan catkowych, dla ktérych znalazt $ciste, zamknigte
rozwiazanie.

W pracy niniejszej rozwazymy potplaszezyzng o brzegu wolnym od naprezen stycznych
012, obcigZong symetrycznie na dwéch odcinkach brzegu napreZzeniem normalnym oy, = .
= const; na pozostalej czeéci brzegu dano przemieszczenie pionowe u, = 0 (rys. 1).

O materiale o$rodka zaktadamy, ze jest lepkosprezysty i podlega liniowej teorii petzania
ze starzeniem wediug ARUTUNIANA [1]. Zwiazki fizyczne, w ogdlnosci nieinwariantne
wzgledem chwili przylozenia obciazenia, maja postaé

] !
&ij = LETS (03— 01j00) —(1+9) f (0y—0y0)8(t, T)de, if=1, 2,

T

(1.1)
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gdzie &, — skladowe tensora odksztalcen, o;; — sktadowe tensora naprezen, d;; — symbol

Kroneckera, 8(t, 7) = <--C(t, 7), » = const — wspotczynnik Poissona, E(1) — modut

1
E(r)
sprezystosci, C(f, T) — miara pelzania.

Rozwazany problem brzegowy jest uogdlnieniem wspomnianych zadai Willmora
i Trantera na gruncie teorii pefzania. MoZe on znalezé zastosowanie réwniez w mechanice
gérotworu do analizy stanu naprezenia i odksztalcenia w otoczeniu filara. Rozwigzanie
podamy w oparciu o funkcje naprezen Airy’ego i transformacje catkowa Fouriera. Mie-
szany problem brzegowy sprowadzimy do ukiadu dwdch réwnan catkowych, dla ktérych
mozna podaé $cisle rozwiazanie zamknigte. '

2. Ogodlna metoda rozwigzania problemu

Jak wiadomo [1], ptaskie zagadnienie teorii petzania dia modelu ciala opisanego zwigz- '
kami (1.1) mozna zawsze sprowadzi¢ do rozwigzania réwnania biharmonicznego dla
funkeji naprezen F(x,, x;, t), ktére po wykonaniu cosinusowej transformacji calkowej
Fouriera wzgledem zmiennej x;, prowadzi do réwnania zwyczajnego

A N T

dla transformaty

f’(a, X)) = ]/%f F(x, x;)cosax;dx;.
0

Catka ogdlna réwnania (2.1), po uwzglednieniu warunku, by dla |x,| = oo znikaly
drugie pochodne funkcji naprezen, przyjmuje postaé

(2.2) F(a, x;) = (A+ Box,) e,
NapreZzenia wyznaczymy ze znanych zwiazkéw
o = Fo, 0 = Fyyy, 012 = — 412,

ktére po wykonaniu transformacji odwrotnej daja

? o]
oy = — ]/Ef [(2 —ax,) B— A]aPe~**2cos ax; do,
0
._2— 2 X
(2.3) : == 5 [4+ Bax,]a*e” "2 cosax, da,
0

2 .
Oy = I/-]-i f [(1—ocx2)B-—A] ole2sinox, do.
; .
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Po wykorzystaniu warunku brzegowego o,(x;, 0) = 0 otrzymujemy 4 = B, skad

7 0
o, = —l/;f A —axy)a’e*2cosox, dat,
J
o
2
(2.4) Oy = — I/Ef Al +oxy)ae~**2 cosax, do,
0

__. ©
/2 ) 3 —0X, qr
Oy = — = Ao’x,e”*28inax, da.
0

Dysponujac naprezeniami (2.4), mozemy z (1.1) wyznaczyé odksztalcenia, a dalej ze
Zwigzkow
’ 1
(2.5) &j = '2‘(ui.j+uj,i)

— przemieszczenia, otrzymujac

_ 14-» 2 fo —aXy o '
u = — 30 l/;d ad(1—2v—ox,)e”**2sinax, du+

7 t o . .
+( -Fv)]/;nf {Of aA(l1—2v—ax,)e f’-smaxlda} a(t, Ddr+-11(x2),
(2.6) :

o 14w
__m

Uy

%[ o A[2(1 —»)+ox,]e"**2cosax; do+
6

—(1—1—7)"/%[{[ ocA[2(1—v)—l—ocxﬂe‘“”coséxda} 3(t, t)dr—l—ﬁ(xd.
T 0

Funkcje fi(x,) i f2(x,), podobnie jak w teoril sprezystosci, przyjmuja posta¢ odpowiadajaca
sztywnemu przemieszczeniu

fl('xZ) t) = C*x2+B*a .f2(x1’ t) = _'C*x1+D*'
Po uwzglednieniu symetrii zadania otrzymujemy C* = B* = 0, skad ostatecznie
2.7 Silx2) =0, folxy, t) = DX(1).

Wzory (2.4), (2.6) i (2.7) pozwalaja na szczegblowe rozpatrzenie dalszych warunkow
brzegowych.

3. Problem brzegowy typu dwdch kolinearnych szczelin

Zgodnie z rys. 1 mamy

Uy == 0, Xy <b;
(3.1 _ dla x, = 0102 = —p, b<x <a;
. u2==0, X > a.

5 Mechanika teoretyczna
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Mieszany warunek brzegowy (3.1) zastapimy formalnie warunkiem ciaglym, przemiesz-
czeniowym

(3.2) u2=g(x1, t)= 'v(xl)a b<xl<a;
0, x1>a

gdzie v(x;, t) jest nieznanym na razie przenneszczemem ktdérego wartos¢ wyznaczymy
na podstawie (3.1),.

Sprowadzenie problemu (3.1) do (3.2) pozwala na bezposrednie wyznaczenie parametru
- A(x) na drodze transformacji odwrotnej. W tym celu podstawiamy wyrazenie (2.6),
z uwzglqdmemem (2.7) do warunku (3. 2)

23— a
w(E(t),))]/_ aAcosox, doe—2(1 —v?) ]/— otAcosomdoc] 6(1‘ T)du--D*(f) =
= g(xla t)-
Oznaczajac dla zwigziosci
5 o0
(3.3) : 2(1 9% ]/~ adcosaxido = w(xy, 1)
< _
otrzymujemy '
t
¢ 1 . .
wg(lt’) )_ cho(xl, (6 et DHE) = g5, 1)
i dalej
I3
(3.4) Co(x, 1)+ fw(xl, NI—EM(t, D)dr = E@)[g(x1, )—D*®)].

Otrzymane réwnanie catkowe Volterry II rodzaju posiada rozwigzanie =
(3.5) w(x;, 1) = E(0)[g(x1, )—D* )] — | E(T)[g(xl,r)—D(T)]R(t, T)dr,

w ktérym funkcja R(¢, T) stanowi rezolwente jadra [ E(t) (t ‘c)] Szézegélowe obli-

czenie tej rezolwenty podane bylo w pracy [2], w tym miejscu wigc ograniczymy si¢ jedynie
do zacytowania gotowego wyniku

(6 R = —y{[qz @+79@1+ 9@ [ E(( )) +W(T)E(r)]}

X f E(@)e "> gy’ - [F()) +yp() E(‘c)]
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stusznego dla funkcji é(¢, 7) postaci (por..[1])

3.7 8, )y = +C(t, 1) = |—q’)(‘[)[1_.g"7(t 9.

E() E(t)

We wzorze (3.6) oznaczono
(3.9) | 7 =y [ [+ pO)E@)1.

Znajac funkcje w(x(, #) [z (3.5)] obliczymy nieznana wielko$c “A(oc) z (3.3), mianowicie

2(1—9)od = d(a, ) = ]/% f w(xy, Dcosax, dx, =
0
= E(t)[]/%df g (xyg, D)cosox, dxl'fD*(i)S(a)] +

_ f []/;2{ f 'g(xl, T)cos axldxl—‘D*(T)ts(Ot)] E(®R(, t)dr.
; ,

Po uwzglednieniu (3.2)

3.9 | 2(1—1ad = ‘E(t) []/72{ f -v().cl, _t)co‘s océc‘l dx, ——D*(t)é(oc)] +

- f[]/—«f-v(xl,‘c)cosocxldxl D*(r)é(oc)] E(®)R(2, 1) dr,

gdzie d(c) jest dystrybucja «deltar Diraca. : -
Otrzymany wynik, zawierajacy nieznang dotad funkcje v(x;jz) czyni zado$é warunkom
(3.1), 3. Podstawienie go do (3.1), daje zwiazek

f oc{E(t) [% fv(lj, t)cosaCdC—,Q*(z)é(a)] — f [32; ffo(é‘, jc)COS_dCdC—_—D"‘(r)é(a)] X
¢ b L o < b S :

X E(T)R(2, r)dr} cosaxydo = —2(1—»%)p,

ktéry po zmianie kolejnoéei catkowania przybiera postaé

.0

2 a . ° o0
— | 9@, HE®) acosal-cosax,de|dl— E(1)D*(t) | ad(@)cosax;de+t -~
=] o020 s e 20000 [ e

_ f [%fv(g, 7) (f occosocé‘-cosaxldoc) dC] E(’c)]%(z‘, T)dr -+
7 b : 0 | '

o0

-+ f E(MR(t, 7) D*(7)dv f o6 (o) cos ouxy dot = 20—Hp.
o . § ,

5%
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Drua i czwarta calka réwne sa zeru na podstawie wlasnodei dystrybucji «deltay, ozna-
czajac dalej

(3.10) 7 %f acosal -cosax,do = K(x,, {)
. ’ 0
dochodzimy do uktadu réwnan catkowych

E®) [0, nK@, 0dE = wix, 1),
(3.11) b
wixy, )— [ Wi, DR Ddr = —2(1—97) p,

T
z ktérych pierwsze jest typu Fredholma I rodzaju, a drugie typu Volterry II rodzaju.
Rozwigzanie (3.11), jest znane [2] i ma postaé

(3.12) w(xy, 1) = —2(1—v)pE@® (1, 7).
Réwniez jadro K(x;, £) wyznaczyé mozna w postaci zamknigtej
(3.13) K(x'c>—~l[ SR ]
' ' R 2L Ga—8 " (a0
korzystajac z rezultatéw teorii dystrybucji. Zatem dla (3.11); otrzymujemy
f'v(C t)[ 1 + ! :Idé‘ =4(1—vpd(t, 7))
LG0T a0y e

b
Niewiadomg funkcje v(¢, 1) poszukiwaé bedziemy w postaci

(3.14) ' v(l, 1) = V()3 (¢, 7).

Wtedy V(£) spetniaé musi réwnanie

: 1 1 )
bf V@[m—c)z * (xl+c)2]"c= W=

ktére po dwukrotnym scatkowaniu wzgledem zmiennej x, przybierze postaé

(3.15) [V©)la2—dt = —2(1 =) px?+Ixy+-m;
b

tutaj /i m sa statymi dowolnymi.
Dokonujac zmiany zmiennych
F=b+s, xj=0+z,
otrzymujemy )

a2—b2

| W inlz—slds = —(l—vz)p(b2+z)+él/b2+z+%,
0 . .
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gdzie
V(P +s)
Wi(s) =
(3.16) © ="
Po dalszej zmianie zmiennych ‘
§ z
R
otrzymujemy réwnanie catkowe
1 .
(3.17) f W) In|y—Llde = —(1=P)py+1' Y y(@—P)+b +m'
0
rozwiazane przez Carlemana
) at— b2 -
= : 3
2YIA-0) @Y I(1=0); St

gdzie 4" 11’ sq stalymi zaleznymi od /i m.
Wykonujac catkowanie dostajemy dalej

: 1 ’ 2 T l_l 2 12
(3.18) W@)—W{m-[—a—wza 2)+ 5 @~ B)%

y(1—y)
Xfy tV - b2)+b2dy]}'

Wystepujaca tu catke

1 .
]/ yA=9) o i_fy(l—y) dy P
y ¢ y(a*—b%) +b* Va—b ; y—¢ ]/}’—(1 —y)(y+d)’ Z—b’

mozemy doprowadzi¢ do postaci

1 y dy
= |- | =y (1-0) | ————+
Y@ —b [ JVy(l——y)(erd) v )ofw(l—y)(wd)

dy
-0 J y=Llyya —y)(y+‘d)]

a po prostych przeksztalceniach i wprowadzeniu podstawien

1 b\* 1
2 __ — 112} - — . a2
k”1 p 1 ( ), n y = 1l—sin®p
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— do postaci

5 o 5
2 {1 dp. i -
(3.19 1=~[(__¢)f:-——f [ IPsimpdo+
) a |\72 5 ]/l—kzsinztp kzo ]/ | pap |

x
2

v G .qu’—ﬁ—]=%[(,§ )K(k) L B+, k)]
0

nsin? )/ 1—ksin’p

gdzie

Kk) = F(%, k) jest calka eliptyczna zupetna I rodia"jﬁ,'

E(k) = E(

(ST

) k) jest catka eliptyczna zupelng 1I rodzaju,

A (n, k) =11 (g —n,,k) jest catka eliptyczna zupelna III rodzaju.

Wyrazenie (II(n, k) przeksztalcié mozna dalej otrzymujac

1 1 = VU0 (ke B, by £ Fip, B,
(3.20) ]/1 ~k (1 C) .
’ N Y= arcsin% = arésin]/ltf.'

Podstawiajac (3,20) "dol _("3.19)\, a to'z kolei do (3.18) otrzymamy

T , b2 K(k)—E(k)
© #Vca—:)‘{[ G—rg+ e

—z:[—(1~v2)pyi-]-1' @b

@b YE=D o
0|+ DS OB+

—E()F(y, k)]}-
Oznaczajac

=B K(k)—E(k)
a 2

B =4 —(1—v2)p5+1 =

2
L=_Z —b

K(k)
otrzymujemy

B'—{(L—(1—})px) 1 E(k)
3. 54 e .
o we = #Yi1—=0) *_ n* Vl—kza—z:)[ @O~ Fw k)]
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Wracajac do (3.16), wzdr na V(£) przybiera postaé
B'—{(L—(1—)pm)
RVEA-0)
L 1 E(k)
i i e —— E , / —_— F S / s
" isea—0 [ RO (R C)]}

Zadajac regularnosei przemieszczenia o(C, 1) nalezy usuna¢ osobliwosci pierwszego wyrazu
dlat =01i¢ = 1. Musi by¢ wtedy '

[B'=(L =0 =N pm)l

VO = WO VFTEE—8) = VT L@ {

020’
1

skad
B =0, L=({—px.

Ostatecznie wiec, po wstawieniu wartosci wspétczynnika k

' (=) pa E(k)
(3.22) Ve = = [E(q), D= ki F /c)].
v g0 3 T,=dni

s

12|~

10 -~

08|~

06

04

02

b=006a b=025a b=05a a ¢

1.—t = 30 dni, 2.—t = 50 dni, 3.—t = 100 dnl, 4—t = 360 (o) dni
Rys. 2

Poszukiwana postaé przemieszczenia na brzegu o(C, t) wynosi wigc na podstawie (3.14)

|  (d—?)pa IE®) |
3.23 . U=)pa B 7).
(3.23) ot )= [E(«p, O=Fm Fw R 6w
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Dla przypadku sprezystego jest 8(¢, 7;) = 1/E = const i otrzymujemy wynik zgodny z rezul-
tatem Willmore’a. '

Wzér (3.23) stanowi rozwigzanie postawionego problemu brzegowego. Dla ilustracji
liczbowej wykonano przykiad obliczeniowy przyjmujac material Arutuniana-—Mastowa
o0 jadrze

(3.24) 0(t, 7)) = 4 p(r)[l —e -,

_1
E(7)
gdzie

E@) = Bl—fe™),  pm) = Cot- 2L

Ty=28dni

10

08 |-
M.

b=006a b=025a b=05a a &

[ —t = 30 dni, 2.~t = 50 dni, 3.—t = 100 dni, 4—t = 360 (=) dui,
Rys. 3

Dla wartoéci parametréw
Ey=2.10° B=1, a=0,03; Cy=090-10; 4, =4,82-107%;, »=0,026

wieku materialu 7, = 14 i 7; = 28 dni oraz réznych warto$ci czasu ¢ sporzadzono wy-
kresy przemieszczen podane na rys. 2 i 3.

4, Zakonczenie

Znajac rozwigzanie problemu brzegowego wyrazone funkcja (3.23) mozemy wyznaczyC
parametr A(x) z (3.9), a stad naprezZenia i przemieszczenia w dowolnym punkcie pdiptasz-
czyzny. Szczegdléw tych obliczed nie bedziemy przytaczaé z uwagi na ich podobiedstwo
z [2]. Warto zauwazy€, ze przeprowadzone rozwazania nie ulegna zmianie, gdy szeroko$é
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przedziatu (b, @) bedzie funkcja czasu: a = a(?), b = b(¢). Wynika to stad, ze réwnanie
catkowe (3.15) pozostanie stuszne dla kazdej chwili 7. Mozemy wiec napisaé [w miejsce
(3.23)] '

)= (1——2&[“’/” k(’))—%ﬁ“(w,k(t))]@(n v, k@)= 1“’[32—2] :

Dalsze uogdlnienie uzyskamy biorac zmienne obciazenie p = p(x,). Bez zadnych zmian
pozostana wtedy obliczenia az do (3.14) wlacznie, a jedynie koncowy wynik spowodowany
catkowaniem wzgledem zmiennej x; [jak to widaé z rozwaZafn poprzedzajacych (3.15)]
bedzie inny. Jak juz we wstepie wspomniano, wyniki pracy moga znalezé zastosowanie
w teorii szczelin, mechanice gérotworu, teorii konstrukcji-i w innych dziedzinach nauk
technicznych.
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Peswowme

OB OODHOM CJIVYAE TIOJI3YYECTH ITOJYIIJIOCKOCTHU C PA3PLIBHBIMH KPAEBBIMU
YCIIOBHSIMM

B cTaThe paccMOTpeHa ION3YYECTE MOJIYILIOCKOCTH M3 BA3KO-YIPYTOro MaTepHasa, NOJYHHAIONIErocs
JIMHENHOH TeOpHH CTapeHusi APYTIOHSHA, IPH CMELIAHHLIX I'PAHUUHBIX YCIOBUAX. [JaHo TOUHOE pelleHue
3aauM, C NPUMEHEHMEM HHTErpabHOro npeobpaszoBaHuss Pypse U JJIEMCHTOB TEOPHH OGOBIIEHHBIX
pynxnmii. Pabora MooxeT HaBiTH NpUMEHEHME B TCOPHH TPEIIHH, MEXaHMKE TOPHOHM ITOPOALI M TEOPHH
KOHCTPYKLIMH.
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Summary

ON A CERTAIN CASE OF CREEP OF A HALF-PLANE
WITH DISCONTINUOUS BOUNDARY CONDITIONS

|
i
'

The problem of creep of a semi-infinite plane made of a Arutunian-type visco-elastic material and subject
to discontinuous boundary conditions has been considered. The exact closed-form solution is based on
the application of Fourier transforms and the elements of the distribution theory. The results can be applied
in the crack theory, rock mechanics and the theory of engineering structures.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 1 sierpnia 1969 r.
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UOGOLNIONE WARUNKI STATECZNOSCI W PROBIE ROZCIAGANIA

Janusz KLEPACZKO (WARSZAWA)

1. Wstep

Zagadnienie sformulowania warunku utraty stateczno$ci w probie rozciagania, uwzgled-
niajacego wplyw predkosci odksztalcenia i temperatury na wiasnoéci plastyczne badanej
probki, jest coraz czeéciej przedmiotem zainteresowania. MozZna tu wymienié na przyktad
prace [1, 2, 3, 5]. ' : B

Nalezy podkre$lié, Zze przyjete w danym przypadku kryterium utraty statecznosci
okresdla otrzymany warunek statecznosci. Dlatego tez wyprowadzone warunki statecznoéci
moga roznié sig w zaleznosci od przyjmowanych kryteridw utraty statecznodcei.

Na przyktad, w pracy [3] przyjeto klasyczne kryterium utraty statecznosci

. dpP F
(1'1) . —E———O; (P——]I‘l?,

to jest przyjeto za punkt utraty statecznodci moment, gdy sita na wykresie P = P(p)
osiaga maksymalng warto$¢; przez ¢ oznaczono odksztalcenie naturalne, Fy oraz F ozna-
czaja odpowiednio pole poczatkowego przekroju prébki i pole aktualne. Réwnoczesne
zaloZenie réwnania konstytutywnego z pominigciem efektéw historii predkosci odksztat-
cenia i temperatury, w formie

. . d
(1.2 o=olp. 1), b=

prowadzi do wartosci sily w danym momencie procesu rozciggania probki
(1.3) P=Fo(p, ., T),
gdzie przez ¢ oznaczono rzeczywiste naprezenie, natomiast pizez ¢ oznaczono predkosé

odksztalcenia w mierze logarytmicznej, T oznacza temperatur¢ w skali absolutnej. Po
zrézniczkowaniu (1.3) wzgledem ¢ otrzymuje si¢

dP d . . dF
= Fg& [o(®, @, T)]+0 (@, @, T)d_qo’

po dalszym zrézniczkowaniu

(1.45' «

3 o dp'. 8o dT

; : d .
1.5) - 4 _ %o 90 dp, todl
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Poniewaz
(1.6) F= Fpe®, .
to
dF . dF
(1.7) Ip = ——-Foe s 7(; = —F,

Biorac pod uwagg kryterium (1.1) oraz (1.4), (1.5) i (1.7) otrzymuje si¢ uogdlniony warunek
statecznosci (1.8) zamieszczony pierwotnie w pracy [3]

o 60 dp , do dT
1.8 9990 L (e, T).
(19) o7 gy = 00T

Mozna tu wyréznié dwa przypadki szczegdlne, mianowicie:

"

a) izotermiczny proces deformacji probki; wowczas ¥ =0,
stad
(1.9) 36 + do dp _ =o(p, ¢, T), T = const.

op dp
Warunek statecznoSci w postaci (1.9) zostal ostatnio przedyskutowany w pracy [2]. Za
procesy izotermiczne mozna uznaé w zasadzie wszystkie procesy odksztalcania prébek
przy malej predkosci deformacji, rzedu ¢ = 107> sek™ lub mniejszych. Przy wigkszych
predkosciach deformacji proces nie jest §cisle izotermiczny i stopniowo zmienia si¢ na
adiabatyczny, zaleznie od intensywno$ci wymiany ciepta z otoczeniem prébki. Mozna
uznad, ze przy predkosci deformacji rzedu ¢ = 10* sek™, czasy deformacji sa tak krétkie,
zwykle kilka milisekund, ze proces deformacji jest wylacznie procesem adiabatycznym.

W przypadku procesu $cifle izotermicznego zwigkszenie predkosci deformacji moze
powodowadé zwigkszenie lub zmniejszenie wydtuzed réwnomiernych zaleznie od wybranego
metalu. Z reguly dla polikrystalicznych metali o sieci regularnej plaskocentrowanej za-
chodzi zwigckszenie wydtuzen réwnomiernych wraz ze wzrostem predkosci odksztalcenia;
b) proces przy stalej predkosci odksztalcenia, Z—(; =0,

stad warunek (1.8) przyjmuje-postaé

do  do dT

(1.10) e + T dy

Klasycznym przyktadem procesu deformacji o zmieniajgcej si¢ temperaturze jest
wspomniany uprzednio proces adiabatyczny. Dokladna analize procesu adiabatycznego
przeprowadzono w pracy [3]. Jak wynika z analizy przeprowadzonej w tej pracy, teore-
tyczne wydtuzenia réwnomierne prébek sa zawsze mniejsze dla procesu adiabatycznego
w poréwnaniu z izotermicznym. Efekt ten nie jest procentowo duzy, rzgdu kilku procent
w zakresie temperatur Srednich i podwyZszonych, 0,2 < T/T,, < 0,5, (T), oznacza tempe-
rature topnienia). Natomiast w zakresie temperatur niskich i skrajnie niskich, T/T,, < 0,2,
réznice w teoretycznym wydtuzeniu rownomxernym dla. tych dwéch proceséw moga do-
~chodzié¢ do kilkuset procent i wigcej.

= a(tp; @, T), @ = const.
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O ile proces deformacji probki zachodzi zaréwno przy stalej predkosei odksztalcenia,
jak i w stalej temperaturze, to uogdlniony warunek (1.9) redukuje sie do postaci analo-
gicznej do dotychczas powszechnie uzywanej w literaturze, mianowicie

T = const

do .
11D : 'a?,;:“("”’ @, T), & = const.

2. Probka niejednorodna

Warunek (1.8) odnosi si¢ wytacznie do idealnej prébki, to jest prébki o idealnie jedno-
rodnym materiale i o idealnie jednakowej powierzchni pola poczatkowego przekroju po-
przecznego Fp. Przypadek probki idealnej zostal szeroko przedyskutowany w pracy [3].
Oczywicie probka taka jest ze wzgledéw technicznych niewykonalna. Zwykle F, zmienia
sie nieco wzdtuz dlugosei prébki liczonej jako x od jednego z jej koncdw. Tak wige 7129
ma zwykle pewna skonczong warto§¢, stad réwnanie (1.7) przedstawi si¢ w nieco innej
formie

dF 1 dF, dx
e @y - ( e )

Warto$é %%— moze byé przyjeta zaréwno jako dodatnia lub ujemna, gdyz fakt ten nie

wplywa na moment utraty statecznoéci. Z fizykalnego punktu widzenia nalezy przyjaé

dp .
Przeza = ) oznaczono pewien parametr nazwany
gradientem odksztalcenia. Uwzgledniajac jak poprzednio réwnania (1.1), (1.4), (1.5)
1 (2.1) otrzymuje si¢ warunek statecznosei (2.2) z uwzglednieniem zmian przekroju poczat-

kowego po dtugosci prébki i gradientem A jako parametrem

) d
wiec warto§¢ bezwzgledna \—;;0—

%0 dp  Go dT _

W obecnym przypadku gradient odksztalcenia A odgrywa rolg parametru. Przyjeta
warto$¢ A determinuje warto§é tak zwanego wydluZenia réwnomiernego, przy czym A
moze zawieraé si¢ w bardzo szerokich granicach, 0 < 1 < . Dla 1 = 0 warto§¢ wydhu-
Zenia réwnomiernego wynosi @, = 0, gdyz nie jest mozliwe uzyskanie takiego procesu
deformacji z réwnoczesnym zalozeniem zmian poczatkowego przekroju probki po diugosei.
W takim przypadku utrata stateczno$ci nastepuje natychmiast. W przypadku dopuszczenia
A = 00, tj. do absolutnej utraty stateczno$ci, wydiuzenie réwnomierne osiaga najwigksza

‘mozliwg warto$¢ teoretyczng. Poniewaz w rzeczywistoéci nawet w obszarze powstalego

. ha prébce przewegzenia warto§ci A nie osiagaja wartoéci nieskonczenie wielkich, to w kon-
kretnych przypadkach wartoéci wydiuzerd réwnomiernych b@dq zawsze zaleZne, od aktualnie
dopuszczalnej wartodci gradientu A.

(2.2) e }"F 0 )
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Celem ilustracji problemu zaklada si¢ proces izotermiczny zachodzacy przy stalef

predkodcei odksztalcenia; wowcezas éﬂ =0; ar = 0. Stad
- : dy doy
oo .1 |aR )

Roéwnoczeénie przyjmuje sie réwnanie konstytutywne, ktdre zostato pierwotnie wykorzy-
stane do podobnej analizy w pracy [3]

(24) o = B(}"m ¢ll(¢)’

gdzie n(p) = ny+-aqp, B, m oraz n(p) oznaczajg odpowiednio modut plastycznosci, wykiad-
nik umocnienia oraz czuto$é na predkos$é odksztatcenia jako rosnaca funkcje odksztalcenia.
Zwykle czulo§é na predko$é n przyjmuje si¢ jako stafa [3], jednak jak wykazano w pracach
[4] i [6], czulo$é na predkosé odksztalcenia n nieco wzrasta ze wzrostem odksztalceriia.
Uwzgledniajac ten fakt mozna bardziej doktadnie opisaé wartoéci modutu stycznego
krzywej umocnienia w obszarze odksztalcen, gdzie tworzy si¢ szyjka. Na przykiad, wedtug
danych z pracy [4]

dla aluominium n(p) = 0,01440,0503 ¢,

dla miedzi _ n{p) = 0,003440,0060¢.

Zmiany poczatkowego pola przekroju poprzecznego przyjeto w liniowej postaci
(2.5) Fy= F§+ax,
to jest w formie stozka o zmieniajacej si¢ érednicy wedhug (2.6)

' o e A
(2.6) d() = d() +‘; ax,

gdzie a oznacza staty, natomiast 4 stanowi najmniejsza $rednice probki.
Modut styczny mozna wyznaczyé z réwnania (2.4) -

do m .
2.7 —=a(—+aln )
I g 4 _
Roéwnoczesnie
| dF,
2.8 il
( ) dx

Podstawiajac zaleznosci (2.4),'(2.5) i (2.8) do warunku statecznodci (2.3) otrzymuje si¢
warto$¢ odksztalcenia w momencie utraty statecznodci

(2.9) : g, = __a’ﬁ .
1 +TFO —alngy

Otrzymany rezultat wskazuje na stabilizujacy wpltyw predkosci odksztalcenia na przebieg
procesu rozciagania z jednej strony oraz na zmniejszanie si¢ wydtuzen ¢, w zakresie od-
ksztalceni statecznych przy powiekszaniu wartosci @, to jest nieréwnomierno$ci poczatko-
wego przekroju, z drugiej. Problem ten zostal przedyskutowany w nieco inny sposéb,
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jednak z podobnym wynikiem w pracy [5]. Z réwnania (2.9) wynika, ze dla pewnej war-
toéci predkosci odksztalcenia ¢, oraz zatozonym A mozna osiagnaé «teoretycznay wartosc
wydtuzenia @, = m; wowczas musi by¢ spetniona zalezno$é

a .
iR —alng, =0,
lub inaczej

a
@, = eXp ToF,

Na przykiad, zaktadajac dopuszczalny gradient w postaci zmiany odksztatcenia na 1 mm
dugosci probki jako de = 1-107%; 2 = 1.107* [1/mm)], zaktadajac dalej warto$¢ a jako
powstala z niedoktadnosci wykonania probki w postaci wzglednej zmiany pola przekroju

a 1 F—F

F, x K

—F,
. Fo
a/Fy = 11075, Otrzymane warto$ci ¢, odpowiednio dla aluminium i miedzi wynosza
aluminium ¢, = b9, - @r = 6,68  sek™, '
miedz | @, = e'%8, " = 1,6-10" sek™.:
Mozna wigc stwierdzié znaczny wplyw czuto$ci na predkoéé odksztalcenia na osiagniecia
teoretycznego wydluzenia ¢, = m. W przypadku niskiej czutodci na predko$é odksztal-
cenia, cojest stuszne w przypadku miedzi, warto$é (p,. Jest zbyt duza aby mogta byé zre-
alizowana w prébach rozciggania. P
Nalezy podkreslié, Ze jezeli przeprowadzié analiz¢ prébki nieidealnej, to wydfuzema
réwnomierne ¢, moga by¢, zaleznie od predkosci odksztalcenia, zaréwno mniejsze, jak
réwniez wicksze od wartoéci teoretycznej g, = m. Przy czym dla takich metali jak alumi-
nium i miedz wzrost predkoéci odksztatcenia pociaga za soba zwiekszenie si¢ ;. Powymzy
wniosek jest zgodny z uzyskanymi wynikami w pracach [3] oraz [5].

i przyjmujac wzgledng zmiang pola przekroju = 1-107* na dtugo$ci 10 mm mamy

3. Prébka‘ idealna, przyklady

Ponizszy fragment pracy moze stanowi¢ ilustracje problemu i pewne uzupetnienie wy-
nikéw uzyskanych w pracy [3]. Rozwazania dotyczy¢ beda prébki idealnej, a wige przy-

padku szczegdlnego dla % = 0. Zaklada sie-dwa rodzaje réwnania konstytutywnego,

mianowicie

B typ A o=@ @)

przy czym f(p) oznacza statyczng krzywg umocnienia, a (¢) jest rosnaca funkcja predkodci
odksztalcenia réwna zeru dla ¢ = 0. Réwnanie konstytutywne typu A moze by¢ w szcze-

gélnodei uzyte do opisu dynamlczuych krzywych umocnienia Zelaza i-miekkich stali z po-,
minieciem przystanku plastycznosci; '

(32) typ B o = () pi)-
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Réwnanie typu B — (3.2) jest zwykle uzywane do opisu krzywych umocnienia z grupy
metali o sieci regularnej plaskocentrowanej; do tego typu nalezy takze réwnanie (2.4),
Moduly styczne krzywych umocnienia mozna przedstawi¢ w formie

(3.3) —f()+awz?’ r= (¢)
(3.4) 20 =L O %’:2 ZZ; '

Warunki stateczno$ci (1.9) przyjma forme

' v de .
(3.5 1)~ @) = 55—,
. f(p) oy, dgp
3.6 —
(3.6) SO~/ 0) =, &5 ot
Struktura otrzymanych réwnan wskazuje, ze w przypadku statej predkodci odksztalcenia
(Zz ), warunek statecznoci (3.6) otrzymany na podstawie réwnania konstytutyw-

nego typu B nie zalezy od predkosci odksztalcenia jako parametru, co udowodniono
uprzednio w pracy [3]. Natomiast dla przypadku réwnania typu A otrzymany warunek
statecznoéci (3.5) wskazuje na przesuwanie sie momentu utraty statecznosci do obszaru
odksztalcen mniejszych przy zwigkszaniu predkosci odksztalcenia. Wynika to ze znaku
minus przed funkcja (@) w réwnaniu (3.5). '

Po przyjeciu w obydwu przypadkach statycznej krzywej umocnienia f{p) w postaci

f(@) = Be™;  f(p) = %f(«m,

otrzymuje si¢ odpowiednio warunki statecznoéci

m oy d(p]
37) A 2 _ v ap
3.7 . o f(<p)[ Q dp dp
1w, dg
38) B mo_ P 99
3-8) @r w(@) dp dp’

Na podstawie (3.7) i (3.8) mozna wyznaczyé warto§ci wydluzenia réwnomiernego w mo-
mencie utraty statecznosci

39) A = "
7 ’ [ @+ dw]
f(<p) dp do
m
(3.10) B g, = oy

w;(tp) 9 do
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Z réwnania (3.9) wynika, ze dla pewnej okreSlonej postaci historii predkosci odksztalcenia
mozna osiagna¢ warto$¢ wydluzenia réwnomiernego rowna wyktadnikowi umocnienia,
@, = m. Zachodzi to dla przypadku, gdy

0 , do
G1) T EE (@) lub —p = p(§ )

W przypadku statej predkosei odksztatcenia ¢, jest zawsze mniejsze od wartosci wyktadnika
dp
dp =0, p <m.

Natomiast posta¢ réwnania (3.10) prowadzi do wniosku, ze dla rosnacych predkoscei
odksztalcenia ¢, jest zawsze wigksze od wartodci wykladnika umocnienia m, o ile y,(p)
jest rosnaca funkcja @. Gdy predkos¢ odksztalcenia maleje podczas procesu deformacii
prébki, to ¢, bedzie mniejsze od m. Ogdlnie mozna wyrdznic trzy przypadki:

umocnienia m, tj. ¢ = const,

de
R 0 Q. >m
dla _ dy = o
r (7.7 v —_— ”Z
dla _57}/;' =0, ¢ = const, Pr >
dp
dla e <0, @ <m.

Biorac pod uwagg réwnanie konstytutywne (2.4) otrzymuje si¢

Y e aw’ . no... alpl _ n A
stad
m
(3.12) ro= g
¢ dop

Takie zachowanie si¢ oraz réwnanie (3.12) przedyskutowano bardziej szczegdtowo w pra-
cy [3].

4. Gradient odksztalcenia jako zmienna niezalezna

Jezeli bardziej doktadnie przesledzi¢ proces deformacji préobki w postaci dtugiego preta,
to okazuje sie, ze proces deformacji przebiega niezupenie jednorodnie. W danym momen-
cie miejsca stabsze wzdiuz dtugosci prébki odksztalcaja sie bardziej intensywnie, zachodzi
w nich szybsze umocnienie materialu, w nastepnym momencie bardziej intensywnie od-
ksztalcaja sie miejsca sasiednie itd. Przy podejéciu tego rodzaju akceptuje si¢ pewna nie-
jednorodnosé deformacii wzdtuz dhugoéei, ktéra wynika z istoty opisanego mechanizmu
odksztalcania si¢ prébki. Niewatpliwie najbardziej odpowiednia miara stanu zaawanso-
wania rozumianego w ten sposéb procesu deformacji prébki jest gradient odksztalcenia

6 Mechanika teoretyczna
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po dtugosei. Pierwotnie gradient jako miare zdefiniowana przy uzyciu odksztalcenia inzy--
nierskiego

o 1 de e 1—‘1()
o 1-'-8%’ ' 10

wprowadzono w pracy [1].
Okazuje sie jednak, ze gradient A lepiej przedstawié¢ uzywajac miary odksztalcenia na-
turalnego ¢, gdzie p = In(1+¢), stad ‘
de dp dp de 1 de

@.1) A=t A T de de  1dedr

Wprowadzenie gradientu zdefiniowanego w naturalnej mierze odksztatcenia, jak to uczy-
niono w niniejszej pracy, znacznie upraszcza dalsze rozwazZania i odpowiednio skraca
zapisy warunkéw stateczno$ci.

Po zréZniczkowaniu réwnania (1.3) wzgledem x otrzymuje si¢

clP_(aa dp 30 dp | do dT) Lo d9F

(4.2) o dx Tapax Tarax) T

=
Na podstawie réwnania (1.6)

(4.3)

ar :e-¢(ﬁ‘o dv?),
dx

. L . . . dP . . :
Poniewaz musi byé spelniony warunek réwnowagi —— == 0, réwnanie (4.2) po uprzed-

dx
o . dr _dr dy dr ., dr . .
nim uwzglednieniu (4.3) oraz (4.1), a takze = %Tx’ s ﬂ.d—(p, przyjmuje na
stepujaca postac
do do do  do dT o dF,
“9 E;}E*(?ﬁﬁw‘”)”ﬁw—
Réwnoczednie d—(p = ﬁ'& stad ostatecz i t je si
Snie - =7, sta atecznie otrzymuje sig
di  d¢ {do  do 4T o dp dF,
4.5 — |t =0 A ===
“-3) i I_aa(atp—'_a(p do )A F, 0 dx

Jest to wigc réwnanie rézniczkowe wzgledem 1, ktdrego rozwiazanie ogdlne stanowi
nastepujaca zaleznosdé

dp {do  do dT
4.6 )» == f— _—t = —
“.6) exp do (3(73 T or dp G) dex

o Op dF, fa(p do 9o dT }
(oAb o [0P (% 90 AT ) g |ar+cl.
X{ F, b0 dx [‘”‘p s \ag Tar ap O | ArC
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Réwnanie (4.6) okresla zmiany gradientu A(1) podczas procesu deformacji nieidealnej
prébki dla dowolnego procesu o zmiennej perkoéci odksztalcenia i zimiennej temperaturze.

dF,
O ile zalozyé prébke idealna, T = = 0, to rozwiazanie (4.6) redukuje sie do postaci

(4.7) xpf

wyznaczajace] biezaca wartod¢ gradientu z dokladnoscia do stalej. W przypadku stalej
predkosci odksztalcenia, ¢ odgrywa rolg parametru i wéwezas ¢ = ¢f; { = ﬂ_; dt = @
P p

Jako definicje utraty statecznos$ci przyjmuje si¢ w tym przypadku obszar na plaszczyZnie

oo d
(— CrTcrdt,

T dy

. . ... dA
(4, @) lub (o, ), w ktérym gradient dazy do nieskonczonosci, tj. i

nikiem nieskonczonego wzrostu gradientu A jest utworzenie sig zlokalizowanej szyjki.
Nalezy rowniez pamigtaé, ze dopuszcza si¢ zaréwno wartoéci + 4 jak i — 4, stad rozwia-
zanie réwnania (4.5) moze mie¢ kilka galezi. Zwiekszenie si¢ gradientu A w pewnym
obszarze nie stanowi jeszcze o utracie statecznoéci. Tak wiec istnieja zawsze dwa obszary,
w pierwszym gradient A roénie, lecz nie dazy do nieskoriczonoéci, jest to obszar deformacji
statecznej. W drugim natomiast A dazy do nieskonficzonoécei, jest to obszar utraty statecz-
nosci.

— 0. Odpowied-

5. Przykiady w przypadku gradientu A jako zmiennej niezaleznej

Zaklada si¢ réwnanie konstytutywne w postaci analogicznej do (2.4), jednak dla nprosz-
czenia ze stalg czutoscia na predkosé odksztalcenia n i z odksztalceniem wstepnym ¢
jako parametrem

(5.1) o = B(pst+e)"¢".

Zakladajac proces izotermiczny otrzymuje si¢

(5.2) Go __m . o _nm.

dp @t " dp @

Po podstawieniu (5.2) do (4.7) i zalozeniu stalej predkosci odksztalcenia, ¢ = ¢f mamy

9 oo [ (1) o]

a po scalkowaniu otrzymuje sig¢ szukane rozwigzanie dla obszaru rosnacego A

l (p0+(p )m/n
5.4 —oin
(54) N ( el y P

6*
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lub

y) 1 (Pn‘l—(P
5.5 log-—~ = —|mlog ——-—9pM|, M=loge.
(-5 gy, =~ w\mlos =~

Otrzymane rozwiazanie (5.5) dla prébki aluminiowej 1 dla ¢y = 0 przy kilku wartoéciach
predkosci odksztalcenia oraz przy kilku wartosciach czutoéci na predkosé odksztatcenia n
przedstawiono na rys. 1. Na rysunku widaé stabilizujacy wptyw wzrostu predkosci od-
ksztatcenia oraz udowodniona uprzednio dla tego réwnania konstytutywnego niewrazli-

(e . dA ‘s .
wos¢ punktu utraty statecznosei, tj. punktu, gdzie »;jzp—z 0, na predko$¢ odksztalcenia,

.. L (- . dr
Rozgraniczajacy obszary statecznodei i niestatecznosci punkt, gdzie d_(p: 0, przypada

zawsze dla rozwazanego réwnania konstytutywnego, przy zalozeniu ¢, = 0, dla warto$ci
odksztatcenia ¢, = m.

W celu dyskusji wptywu poszezegolnych czynnikéw, takich jak ¢, @g, m, n na wartoéci
gradientu A nalezy obliczy¢ nastepujace rézniczki

(5.8) a‘a‘l’fl - %mg (.Eﬂ_;rﬁ),
P

Zaréwno przedstawione wykresy na rys. 1, jak réwniez réwnania od (5.6) do (5.9) wskazuja,
ze zwiekszenie predkodci odksztatcenia oraz wzrost czutoéci na predkos$é odksztalcenia
wplywaja ustateczniajaco na proces deformacji prébki, tj. nastgpuje zmniejszenie gradien-
téw. Natomiast zwigkszenie odksztalcenia wstepnego ¢, oraz wykfadnika umocnienia
m prowadzi do wzrostu gradientu A. Podobne wnioski otrzymano takze w pracy [5].

Przypadkiem szczegblnym réwnania konstytutywnego (5.1) jest zwiagzek, gdy nie za-
chodzi umocnienie, tj. dla m = 0

(5.10) _ o = ayp".

Réwnanie (5.10) moze stanowi¢ w pewnych przypadkach dobry opis zjawiska superpla-
stycznosci metali, wéwczas czuto§é na predkosé odksztalcenia moze osiggaé stosunkowo
duze wartoéel, w przyblizeniu n = 0,1. Dla n = | otrzymuje si¢ réwnanie dla cieczy New-
tona. Dla przypadku réwnania (5.10) rozwiazanie (5.4) upraszcza si¢ do postaci (5.11)
po przyjeciu odpowiedniej galezi rozwiazania

A
(5.11) }—Ozexp%, o =0, @=o.
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Otrzymany wynik przedstawiono na rys. 2 dla réznych wartosci czutosci na predkosé n.
W obecnym przypadku obszar, w ktorym A zwieksza sig nie zmierzajac do nieskonczonosci,
redukuje sie do zera i utrata stateczno$ci nastepuje natychmiast, a wigc dla calego obszaru
zachodzi A(p) — . Jednak obserwuje si¢ wydatne zmniejszenie gradientéw odksztal-
cenia dla materialéw typu cieczy o bardzo duzej lepkosci, co zachodzi dla metali super-
plastycznych.

log 3,
15
6'=G.¢n

-10
5

n=0,02

n=0}
n=1
0 0,10 0,20 03 ¢
Rys. 2

Jako drugi przykiad zaloZono réwnanie konstytutywne o strukturze réwnania (3.1)
w postaci

' »\1/p
(5.12) o= Bp"+|Z lub ¢ = Clo—Bg"]?.
7"+ | & P

Rdéwnanie (5.12) nadaje sie do opisu krzywych umocnienia Zelaza i migkkich stali z pomi-
nigciem przystanku plastycznego [1]. Na podstawie (5.12).

do m m o\
5.13 — = —B ’":-l:o'_.(__\):l ,
G dp " 9" Ty C|

(5.14) %9 _ pp (5) "



50

/

30

@:10-25¢k_‘
S
) s AN
i Y
\R m= 0,223
p=5
i E B = 613 KG/mm?
{
AN &\c 01956-10" ek’
L
A

10

<<\\N

\1\\

(P10k

00

Rys. 3

(87]

020

0o ¢



88 J. KLEPACZKO
Po podstawieniu zwigzkéw (5.13) i (5.14) do réwnania (4.7) otrzymuje sig

1 Iip c\1p
s feeoll] [ ()l
0 .

a po scatkowaniu dla przypadku stalej predkosci odksztalcenia, ¢ = ¢f,

N T T T 1(¢)“”J1
10 71;‘“*’11’3‘”(5) [“” (‘V‘m)‘ff poorsoe

Pr

03

9=0 | 9r=0223

— T TZ7 ¢ 777
= ZZZ AMp)-—=

’ i)
D)

Q!

—6 - ~ .
10 0 1072 100 107 b [sek”)

Rys, 4

- T . . . di
Wartoéci wydiuzenia réwnomiernego @, mozna wyznaczy¢é z warunku —— =0, stad

dp
w(m ()" _

Gdzie wartosé¢ odksztalcenia ¢, (¢) nalezy interpretowad jako warto$¢ rozdzielajaca obszary
stateczno$ci i niestatecznosci, dla ¢ > ¢,, A(p) = co. Rdéwnania (5.16) i (5.17) zostaly
przeanalizowane numerycznie dla przypadku migkkiej stali, p = 5; m = 0,223; C=
0,1956-107* sek™!; B = 61,3 kG/mm? Wartoéci statych p, m, C, B przyjeto za praca [1].
Wyniki obliczen dla czterech wartoci predkosci odksztateenia ¢; = 107 sek™; ¢, = 1072
sek™!; @3 = 10° sek™!; ¢y = 10% sek™* przedstawiono na rys. 3 i 4. W obecnie rozwazanym
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przypadku wida¢ réwniez stabilizujacy wplyw wzrostu predkosci odksztatcenia, jednak
w miare zwiekszania wartosci predkosci odksztatcenia ¢ punkt utraty statecznosci prze-
mieszcza sig w strong mniejszych odksztalcen. Najwickszg wartodé ¢, = 0,223, uzyskuje
sie dla ¢ = 0. Zmiany ¢, w funkcji @ przedstawiono na rys. 4. Zmniejszanie si¢ ¢, wraz
ze wzrostem ¢ wydaje sie by¢ charakterystyczne dla zachowania sig¢ Zelaza i migkkich
stali w przeciwiefistwie do, na przyktad, miedzi lub aluminium.

6. Dyskusja i wnioski

Poréwnanie dwdéch przedstawionych wyzej warunkéw utraty statecznodci w prébie
rozciagania, ktore opieraja si¢ w pierwszym przypadku na definicji gradientu odksztal-
cenia A jako parametru, w drugim natomuast jako zmiennej niezaleznej, prowadzi do wnio-
sku, ze dla A= oo te dwie koncepcje sg zbiezne. Rownowazno$¢ obydwu warunkéw,
wzory (2.2) i (4.5), nalezy rozumie¢ w ten sposéb, ze dla jednakowego typu réwnania

. R 7/ S L L
konstytutywnego 1 idealnej prébki (dxo = O), otrzymuje si¢ jednakowe wartosci ¢, z wa-

A
runku (2.2) oraz z warunku 5—(7) = 0 dla zaleznoéci (4.7).

Spoérdd wazniejszych wnioskéw nalezy wymieni¢:
(1) Opis procesu utraty stateczno$ci przy uzyciu definicji gradientu odksztalcenia w mie-

rze naturalnej 2 = 13’? bardziej dokfadnie opisuje caly proces deformacji prébki w pree-

e . ) . .. dP
ciwienstwie do warunku otrzymanego w oparciu o kryterium maksimum sity T 0,
X

gdzie opis dotyczy jedynie samego punktu utraty statecznosci.

(i) Zwigkszenie predkoéci odksztatcenia wplywa ustateczniajaco na proces rozcia-
gania probki powodujac ogdlne zmniejszenie si¢ gradientéw deformacji po dlugosei
probki.

(itiy Poniewaz dla prébki rzeczywistej punkt utraty statecznoéei zalezy zaréwno od
poczatkowej niejednorodnoéci prébki, jak i od predkosci odksztalcenia, przy czym jezeli
tendencje te sa przeciwstawne, to wydluzenie réwnomierne g, moze byé zaréwno mniejsze,
Jjak i wieksze od wartosci «teoretycznej» dla warunkéw statycznych. W przypadku ma-
terialdéw takich jak stal wzrost predkoéci odksztalcenia moze powodowaé zmniejszanie sig
- wydluzen réwnomiernych wraz ze wzrostem predkosci odksztalcenia.

(1iii) W przypadku zatoZenia jako kryterium utraty stateczno$ci odpowiednio mniej-
szego gradientu odksztalcenia A niz 4 = oo, tj. A <C oo, punkt utraty statecznoéci przesuwa
sie do obszaru odksztalcen mniejszych, wéwezas

((pr)l<oo < ((pr)l=°0 .

W tej sytuacji wydtuzenie réwnomierne ¢,, rozumiane jako wielko§¢ charakteryzujaca
wlasnoéci plastyczne metalu, wymaga bardziej precyzyjnej definicji niz dotychczas. h

7 Mechanika teoretyczna
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Peaome

OBOBUIEHWE VCJIOBUA YCTOMUMBOCTH ITPH HCIIBITAHUAX HA PACTSDKEHHME

B paGore 00cy)galoTcsi ¥ CPaBHMBAIOTCSI ABA YCIOBHS YCTOHUYHBOCTH IJISI MCOLITYEMBIX Ha pacT-
SDKEHME MeTayulHyeckux oOpasnon. [lepsoe 13 0GOOLEHHBIX yCIOBHH [UIA mpueansHOTo oOpasua,
3aBHCALIEE OT; CIIOCOOHOCTH MaTepHajia o0pasia K YUPOWHEHHIO, UYBCTBHTEJILHOCTH K CKOPOCTH Hedop-
MalH¥ ¥ TeMIIepaTyphbl, NPHBONUIOCE Ipexae B paGote [3]. DTo ycrmoBMe, ONHparoLleecss HA KPHTEpHIt
MAKCHMAJIBHOM CHJILI, B HAacTosiuel paGore ofobiuaercs Ha cayual ofpasua ¢ HEOQHOPOIHBIM IO JUIHHE
HCXOIHBIM CEYEHHEM, NIpHYEM B KAUeCTBE IapameTpa BBOAMTCA IPAMEHT HATYPANbHOHR NethopmMalmu @

dp
mo pmune ofpasua: 4 = —.

Bropoe n3 ofobiueHHBIX YCIOBUI ONpefeNieHo Ha OCHOBE rpajneHta pedopmanuy A, paccmaTpHBae-
MOTO B KAUECTBE HE3ABHCHMOMH MepeMeHHON, YTO UPHBOMUT K AuhhepeHINaTIbHOMY YPABHEHHIO OXHCEI-
BAIOWIEMY BECH NIPONECC Aedopmaniu, Pernrenre 3T0T0 YPABHENHA NAET UBMENEHHE TPAJMENTA BO BPEMEHK
A(?). Obnacrs, B xoTopol rpaguent gedopmanuu A CTpemMuTCs K GECKOHEYHOCTH, SIBISIETCSI, 0BIACTBIO
HEyCTOWYMBOCTH.

[nst ofoux ciyuaeB JAaeTCsi HECKONLKO INPHMEPOB, HJUIIOCTPHPYIOILIHMX IOBEACHHE METaNnsIOB TaK
C TpaHElCHTPHPOBAHHOM, KAk ¥ OGHEMHOLIEHTPHPOBAHHON KYGHUECKOH peIerioit.

Summary

DISCUSSION OF THE GENERALIZED CONDITIONS FOR STABILITY
IN THE TENSION TEST

The aim of the present work is a comparlson between two existing conditions for stability in the tension
test of a metal specimen. _

The first stability condition for an ideal speciinen, which takes into consideration the strain hardening
phenomenon the strain rate sensitivity and temperature dependence of a metal investigated, has been
discussed previously in the paper {3]. This condition, which is based on the maximum of the tensile force
criterium, has been generalized in the present paper for the case when the specimen cross-section is initially
nonconstant. The new parameter is mtroduced namely, the strain gradient A, when thc natural measurc
of strain ¢ is used, 4 = ﬁ .

dx
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The second condition has been defined on the basis of the strain gradient 4 as an independent variable.
In this way, the diffrential equation was obtained which describes the all process of deformation. The solution
appears as the changes of strain gradient in a function of time, 4 = A(¢). Over the range of (2, t) plane
when strain gradient tends to infinity the specimen behaviour is unstable.

For both cases some examples illustrating behaviour of specimens made of fee as well bec metals are
given.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 8 sierpnia 1969 r.

T*
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DRUGA LETNIA SZKOLA NA TEMAT
«MODEL SZTYWNO-PLASTYCZNEGO CIALA W TEORII PLYT I POWELOK»

Kidriku (Est. SRR), 2—8 czerwiec 1969 r.

Na wzor pierwszej Letniej Szkoly (Kéiriku, 22—31 lipiec 1966) zorganizowano ponownie konferencjg
poswiecong tym razem zastosowaniom teorii plastycznos$ci w teorii plyt i powlok. Celem tego typu konfe-
rencji jest danie mozliwo$ci wystapienia mtodym pracownikom nauki z wlasnymi pracami, jak tez wyshi-
chanie referatow przegladowych wyglaszanych przez wybitnych specjalistow.

Konferencja zostala zorganizowana pod patronatem Akademii Nauk ZSRR: oraz Ministerstwa Sred-
niego i Wyiszego Szkolnictwa ZSRR przez Tartuski Gos. Uniwersytet. Przewodniczacym «Szkoly» byt
prof. U. Lepik (TGU). W konferencji wzieto udziat 99 uczestnikéw reprezentujacych 23 oérodki naukowe
Zwiazku Radzieckiego i 2 o§rodki Polski (prof. A. Sawczuk i doc. J. RycHLEWSKIZ Warszawy, dr Z. Wasz-
czyszyN z Krakowa). Ogotem wygloszono 27 referatdéw, z czego 5 bylo przegladowych.

Referaty przegladowe, nie ograniczone limitem czasu, obejmowaly réznorodna tematykg. Referaty
wygtosili: Ju. W, NeMIROWSK1, Statyka i dynamika sztywno-plastycznych konstrukcyjnie anizotropowych
i niefednorodnych powlok i plyt, A. S. GRIGORIEW, O teorii powlok przy duzych odksztalceniach, G. I. By-
KOWCEW i T. D. SEMYKINA, Odksztalcenia konstrukeji z lepkoplastycznego materlalu, P. MUURSEPP, 90-lecie
urodzin L. S. Lejbenzona oraz Ju. N. RABOTNOW opowiedzial o swoich osobistych wrazeniach z konferencji
na temat zniszczenia kruchego w Brighton.

Wystapienia pozostatych uczestnikoéw zamykaly si¢ w ramach 20 minut i dajg si¢ z grubsza podzicli¢
na nastgpujace grupy: a) dynamika sztywno-plastycznych plyt i powtok — 7 referatéw, b) zadania statyczne
projektowania i obliczania — 11 referatéw, ¢) optymalne projektowanie — 2 referaty, d) inne zagadnienia
(lepko-sprezystoplastyczno$¢, zagadnienia podstawowe teorii plastycznosci, metody matematyczne) —
3 referaty. .

Nalezy podkreslic, ze zardwno w referatach przegladowych, jak tez przykladach zastosowan wielo-
krotnie cytowano i opierano si¢ na pracach polskich. i

Zaproszeni goscie z Polski wygtosili nastepujace referaty: A, SAwCzUK, Pelne rozwiqzania w teorii piyt,
J. RYCHLEWSKI, O dodatnief okreslonosci mocy dysypacji, Z.. W ASzczYSZYN, Skoriczone ugiecia plastycznych
ortotropowych powlok obrotowo-symetrycznych. '

Konferencja odbyla si¢ w K#idriku — sportowej bazie TGU, potozonej w odlegtosci okoto 60 km na
poludnie od Tartu. Miejscowos¢ liczaca zaledwie kilka doméw, pigkne otoczenie z poBliskim jezioremi la-
sami, wreszcic same budynki bazy wraz z urzadzeniami sportowymi stwarzaly idealne warunki nie tylko-
dla obrad i nawiazania bliskich kontaktéw, ale tez dla odpoczynku. Stworzenie serdecznej atmosfery
1 nadzwyczajna go$cinno§é w stosunku do wszystkich gosci byla dzielem calego Komitetu Organizacyjnego,
a przedz wszystkim prof. U. Lepika oraz prof. U, NIGULA.

Zenon Waszczyszyn (Krakdw)
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) SYMPOZJUM IUTAM
- «NIESTATECZNOSC UKLADOW CIAGLYCH»

Herrenalb (kolo Karlsruhe), 8—12. IX. 1969 r.

Obok wielkich kongreséw migdzynarodowych, obejmujacych swa tematyka caloksztalt zagadnien
mechaniki teoretycznej i stosowanej, a organizowanych co cztery lata, Migdzynarodowa Unia Mechaniki
Teoretycznej i Stosowanej (IUTAM) organizuje corocznie kilka sympozjéow. Sa one poswiccone tematyce
stosunkowo waskiej, dos¢ $cisle sprecyzowanej i skupiaja zazwyczaj okolo stu specjalistow z roznych
krajéw. Listg osdb zainteresowanych ustala przy tym komitct organizacyjny sympozjum, nastgpnie zwraca
sie do nich z imiennymi zaproszeniami, W tej sytuacji wiekszo$¢ uczestnikow referuje swe prace, a jedynie
nieliczni przyjezdzaja w cclu przystuchania si¢ obradom 1 wziecia udzialu w dyskusji.

Jedno z sympozjow, zorganizowanych przez IUTAM w 1969 r., po$wigcone byto problemom niestatecz-

nosci ukladéw ciagtych, zaréwno cial statych, jak i plynéw, ze szczegblnym zwréceniem uwagi na wyko-
rzystanie metod Lapunowa do badania stateccznoéci. Sympozjum odbylo si¢ w Herrenalb, niewielkim
uzdrowisku koto Katlsruhe, w okresic 8—12.1X.1969. Na przewodniczacych Komitetu Naukowego Sym-
pozjum zostali powolani L. J. F. Broer (Eindhoven, Holandia) i H. Leiernorz (Karlsruhe, NRF); powo-
fanie dwéch przewodniczacych zwigzane bylo z istnieniem dwoch zasadniczych kierunkéw obrad — sta-
teczno$ei ptynéw i cial stalych. W sklad Komitetu Naukowego weszli ponadto: W. W, BoroTIN (Moskwa,
ZSRR), L. ConTrI (Padwa, Wlochy), G. HERRMANN (Evanston, USA), M. D. KruskaL (Princeton, USA),
R. MAzeT (Chatillon-sous-Bagneux, Francja), J. T. Stuart (Londyn, Anglia) oraz T. Tatsumr (Xyoto,
Japonia). Przewodniczacym Lokalnego Komitetu Organizacyjnego byt H. LEipHOLZ; komitet ten obejmowat
ogolem 6 0sbb. -
) Sp0516d okoto 150 zaproszonych, udziat w sympozjum zglosito 112 osob z 22 krajbw, mianowicie:
USA —29, NRF—15, W. Brytania— 14, ZSRR —10, Holandia — 7, Wiochy — 6, Kanada— 5,
Norwegla i’ Rumunia po 4, Szwajcaria — 3, Czechoslowacja, Dania i Francja po 2, wreszcie Argentyna,
Austria, Hiszpania, Izrael, Japonia, Polska, Szwecja, Turcja i Wegry po 1 osobie. Rzeczywista liczba
uczestnikéw byla nieco mniejsza, gdyz zabrakio kilku przédstawicieli ZSRR (S. A. AMBARTSUMIANS
E.L GRIGOLUK, A. A, MowczaNn), USA (N. 1. Hor}), Holandii (W.T. Korrer), Wioch (L. CoONTRI),
W. Brytanu (A. H. CHruver) i Izraela (M. REINER),

Komitet Naukowy Sympozjum przyjat do wygloszenia 65 prac z 19 krajow, przewidujac przy tym
nastepujace czasy wyglaszania: 9 referatéw generalnych po 50 minut, 28 referatéw po 30 minut i 28 komuni-
katébw po 15 minut. Pewna innowacja bylo przy tym pozostawienie po 5 minut rezerwy po kazdym refe-
racie na pytania biezace: dzigki temu nie wystgpowaly spdznienia pomimo przedluzania niektérych refe-
ratéw. Dyskusja odbywala si¢ po serii trzech referatdbw; przewidziano na nia tylko 10 minut, co jednak
z reguly okazywalo sic wystarczajace wobec istnienia wspomnianych juz pigciominutowych rezerw cza-
sowych., Tematyke przyjetych referatbw mozina by sklasyfikowaé nastepujaco: stateczno§é konstrukeji
(sprezystych, plastycznych, o$rodkéw Cosseratow) — 24 prace; statecznosé przeplywédw — 14; problemy
matematyczne stateczno$ci — 14; acrosprezysto$é i problemy niekonserwatywne — 103 stateczno$é
drgan — 3. Ostatecznie przedstawiono 58 referatow.

Obrady Sympozjum rozpoczgly si¢ w poniedzialek, 8 wrzesnia 1969, o godz. 9.00, przemoéwieniem
wstepnym prof. H. LEiPrioLza. Obrady odbywaly sig zardwno w godzinach przedpotudniowych, 9.00—12.45,
jak i popotudniowych, 14.30—18.00; jedynie we $rode, 10.IX., zamiast obrad popoludniowych przewi-
dziano dwie wycie¢zki. Obrady przedpoludniowe odbywaly si¢ wspélnie, natomiast popoludniowe, od
godz. 15.30, dzielono na dwie sekcje: jedna z nich byla zazwyczaj poswiecona statecznosei ciat statych,
druga — statecznos$ci przeplywdéw. We czwartek wieczorem burmistrz Herrenalb przyjat wszystkich uczest-
nikéw Sympozjum w salach Domu Zdrojowego. W piatek wieczorem odbylo sig posiedzenie Biura TUTAM,
na ktérym podjeto decyzie w sprawie miejsca najblizszego Migdzynarodowego Kongresu Mechaniki:
odbedzie si¢ on w 1972 r. w Moskwic — zaproszenie ze strony Akademii Nauk ZSRR przekazat
prof. L. I, Stepow. .

Obecnie omobéwimy krotko refelaty generalne 50-minutowe i wymienimy tytuly referatéw 30-minuto-
wych. Pierwszy referat generalny miat wygtosi¢ W, T. Xoiter (Delft, Holandia) na temat «Zalezno$ci
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miedzy teoria statecznosci W hydrodynamice i teoria statecznodci statycznej», Wobec choroby prof. Koitera
referat ten nie zostal wygloszony, natomiast w to miejsce wtaczono referat H. Lriprorza, «Bezposrednic
zastosowanie metody lapunowa do badania statecznodci ukladow ciaghych»; -autor zwrécit szczegdlna
nwage na problemy nickonserwatywne i podat liczne przyklady. W. W. Borotin (Moskwa, ZSRR) w refc-
racie «Stateczno$¢ ukladéw lepkosprezystych w przypadku obciazen niekonserwatywnych» podat ogdlna
teorig statecznosci pretow, wykonanych z materiatu o liniowych wlasnosciach lepkosprezystych, $ciskanych
sita podsledzaca i $ledzaca. D. D. Joseru (Minneapolis, USA) wyglosit referat «Micjscc metod ‘energe-
tycznych w globalnej teorii statecznosci hydrodynamicznej»; autor badat konieczne i wystarczajgce wa-
runki statecznodci przeplywow Couette’a i Poiscuille’a, wprowadzajac pojecie niestatecznosei subliniowey.
Roéwniez W. Ecknaus (Delft, Holandia) w referacie «Stateczno$é rozwiazan periodycznych w mechanice
plyndw» zajatl si¢ przeplywami Poiseuillc’a, mianowicie ich statecznoscia z uwagi na zakldcenia periodyczne;
stwierdzono, ze moze istnie¢ wiele, by¢ moze nawet nieskonczenie wiele ograniczonych rozwigzan réwnania
zasadniczego w zakresic nadkrytycznym. M. CotsarTis (Fontenay-aux-Roses, Francja) przedstawil prace
«W sprawie ogdlnych twierdzen dotyczacych statecznosci», w ktorej sformulowatl zagadnienie okreslenia
statecznosci bezposrednio w oparciu o réwnanie rézniczkowe ruchu, bez jego catkowania; szczegblna
uwage zwrocono przy tym na przejscie od ruchu laminarnego do burzliwego. G. HERRMANN (Evanston,
USA) wyglosil relerat «Determinizm i niepewnos$é w teorii statecznosci», w ktorym poddal szczegstowej
analizie wplyw malego tlumienia na silg krytyczna dla ukiadéw niekonserwatywnych ; wymieniono réwniez
inne pokrewne efekty, jak ttumienie termosprezyste, sprzezenie elektromagnetyczne i §ledzenie opdznione.
W konkluzji autor postutowal poddanie rewizji definicji stateczno$ci w sensie Lapunowa. Pokrewnej
tematyce poswigcony byl referat gencralny H. ZigGLErRA (Ziirich, Szwajcaria) «Efekty $ladowe w teorii
statecznosci», w ktérym zaproponowano pojecie modeli dopuszczalnych dla danego zjawiska fizycznego.
Referat B. D. CoLeMaNA (Pittsburgh, USA) «W sprawie stateczno$ci uktadow nieliniowych wykazujacych
pamie¢ dlugozakresowa» wprowadzil nowe ujecie statycznego i kinetycznego kryterium statecznosci,
oparte o druga zasade termodynamiki. Ostatni referat generalny W. W. RUMIANCEWA (Moskwa, ZSRR)
«Pewne problemy statecznodci ruchu cial sztywnych i sprezystych wypelnionych ciecza» nie zostat wygto-
szony wobec nieobecnosci autora. '

Tytuly referatow potgodzinnych przedstawiaja sie nastepujaco, w kolejnosci ich wyglaszania: J. ANTON,
M. I. FReepMaN, P. FaLB (Providence, USA): «Kryteria obszaréw statecznodci dla uktadéw modelowanych
pewnymi réwnaniami r6zniczkowymi czastkowymi»; E. Apams (Karlsruhe, NRF): «Przyczynek do teorii
hydrodynamicznej niestatecznosci w oparciu o lematy Nagumo i Westphalay; E. H. DoweLL (Princeton,
USA): «Aerospregzysta stateczno$é plyt i powlok»; F. H. Busse (Monachium, NRF): «Obszary statecz-
nodci komérkowego przeplywu plynu»; S. T. ArraraTNAM (Londyn, Anglia): «Stateczno$¢ konstrukeji
przy zaki6eeniach stochastycznych»; H. G. M. VELTHUIZEN, L. van WiNGAARDEN (Enschede, Holandia):
«Statecznos¢ fal grawitacyjnych na powierzchni w przypadku przeplywu o nigjednorodnym rozkladzie
predkosci»; N.D. Poprescu (Petrosani, Rumunia): «Stateczno$§¢ dynamiczna belek prostych zginanych
sitami periodycznie zmiennymi»; C. S. Hsu, T. H. Leg (Berkeley, USA): «Badanie statecznosci ukladéw
ciagtych przy wymuszenin parametrycznym bezposrednia metoda Lapunowa»; R. KopnAr (Bratystawa,
CSRS): «Problemy zastosowania nieliniowych operatordéw do badania statecznosci cienkich plyt i powtok»;
P. C. Parks (Warwick, Anglia): «Pewne zastosowania funkcjonaldéw Lapunowa»; M. H. GrRADOWCZYK
(Buenos Aires, Argentyna): «Niestateczno$é powierzchni granicznej miedzy ciecza i ziarnistym podtozem»;
M. BErGER (Minneapolis, USA): «W sprawie stan6w réwnowagi i drgan periodycznych cienkich nielinio-
wych ukladéw sprezystych»; N. J. Zasusky, G. S. Deem (Whippany, USA): «Dwuwymiarowe przeplywy
burzliwer; G. Aucusti (Providence, USA — Neapol, Wtochy): «W sprawie wyboczenia i niestatecznosci
konstrukeji niesprezystych»; M. SLEMroD, E. F. INraNTE (Providence, USA): «Zasada niezmienniczosci
dla ukladéw dynamicznych w przestrzeniach Hilberta»; R.J. Knops, L. E. Payne (Newcastle, Anglia):
«Stateczno$é i ciagta zalezno$¢ od warunkéw poczatkowych w teorii sprezystosci»; M. KruskaL (Princeton,
USA): «Istnienie, jednoznacznosé i nieistnicnie wielomianowych praw zachowania dla pewnych nielinio-
wych réwnan rézniczkowych czastkowych»; S. NEMAT-NASSER (San Diego, USA): «Termosprezysta sta-
tecznoéé ciata przy odksztalceniach skonczonych pod dzialaniem obciazen niekonserwatywnych»;
A. C. NewgLL, J. A. WrxTeHEAD (Los Angeles, USA): «Konwekcja o skoficzonej amplitudzie przy skos-
czonej szerokodci pasma»; S. H. Davis (Baltimore, USA): «W sprawie mozliwosci wystgpowania niesta-
tecznodci przy skorczonej amplitudzie»; R. F. BrrGERON (Cambridge, Mass., USA): «Pewna klasa nie-
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ustalonych fal nieliniowych w przypadku przeplyw6w réwnoleglych» ; F, WiLLe (Freiburg, NRF): «W spra-
wie statecznoéci skrzydla w zakresie poddiwiekowym»; M. Zyczkowsky, A. GAJEwskI (Krakdw, Polska):
«Optymalne ksztaltowanie wytrzymato§ciowe w przypadku niekonserwatywnych probleméw statecznogci»;
T. Tazsumr, K. Gorton (Kyoto, Japonia): «Nieliniowa niestateczno$¢ przeplywdw swobodnych)»; P. K. C.
WANG (Los Angeles, USA): «Stabilizacja zwrotna réwnowagi hydromagnetycznej»; M. Como (Neapol,
Wiochy): «Teoria spr¢zysto-plastycznego wyboczenia konstrukeji».

Na zakonczenie konferencji odbyla si¢ godzinna «konferencja okraglego stolu», w trakcie ktorej padio
szereg cennych uwag ogdinych, dotyczacych pojecia stateczno$ci. Konferengje prowadzit G. HERRMANN
(USA). o

Obszerne streszczenia prac, referowanych na Sympozjum, opublikowane zostana w specjalnej ksiedze
pokonferencyjnej w ramach wydawnictwa Springer-Verlag. Z uwagi na narzucony limit objetosci (380
stron) Komitet Organizacyjny postawil bardzo ostre ograniczenia diugosci poszczegdlnych prac.

Michal Zyczkowski (Krakdw)
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PLANOWANE SYMPOZJA IUTAM

1970

. Second IUTAM Symposium on Creep in Structures
Miejsce: Gothenburg, Sweden :
Termin: sierpien, 17-21, 1970
Przewodniczacy: Prof. F.K.G. Odqgvist
Torstenssonsviagen 7D
S-18264 Djursholm, Sweden
. TUTAM Symposium on High-Speed Computing of Elastic Structures
Miejsce: Liége, Belgium
Termin: 29 sierpien do 4 wrzeénia, 1970
Przewodniczacy: Prof. B. Fraeijs de Veubeke
Laboratoire d’Aeronautique
Université de Liége
75, Rue du Val Benoit, Li¢ge, Belgium

1971

. Joint IUTAM/IUGG Symposium on Flow of Multiphase Fluids in Porous Media
Miejsce: Calgary; Canada
Termin: maj, 11-15, 1971
Przewodniczacy: Prof. W. D, Baines
Dept. of Mechanical Engineering
University of Toronto
Toronto 181, Ontario, Canada
. TUTAM Symposium on Unsteady Boundary Layers
Miejsce: Quebec, Canada
Termin: maj 1971 :
Przewodniczacy: Prof. E. A. Eichelbrenner
Laval University
Quebec, Canada
. JUTAM Symposium on Nonsteady Flow of Water at High Speeds
Miejsce: Leningrad, USSR
Termin: czerwiec, 22-26, 1971
Przewodniczacy: Prof. L. I. Sedov
MGU, Zone 1, kw. 84
Moscow B-234, USSR
. JTUTAM Symposium on Dynamics of Ionized Gases
Miejsce: Tokyo, Japan
Termin: wrzesien1. 1971
Przewodniczacy : Prof. M. J. Lighthill
Dept. of Applied Mathematics and Theoretical Physics
The University of Cambridge
Silver Street, Cambridge, UK

97
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1972

1. Joint IJUTAM/ITTC Symposium on the Directional Stability and Control

of Bodies Moving in Water

Miejsce: London, UK

Termin: marzec lub kwiecien 1972

Przewodniczacy: Prof. R. E. D. Bishop
Dept. of Mechanical Engineering
University College London
Gower Street, London WC [, UK

Sekretarz Generalny IUT AM
Fritiof I. Niordson

Professor, Ph, D.

Rigensgade 13

1316 Copenliagen K, Denmark
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TOM V, ZESZYT 1/1967

1. I. BLecuMAN, Zagadnienie dynamiki maszyn wibracyjnych
BO]’IpOC JAHHAMIIKH BH6paL[HOHHI)IX MaluHH
The problems of vibration machines dynamics
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MECHANIKA TEORETYCZNA: I STOSOW AN A jest organem Polskiego Towarzystwa Mechaniki
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