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CIECZE NIENEWTONOWSKIE W SWIETLE MECHANIKI KONTINUUM

STEFAN ZAHORSKI1 {WARSZAWA)

1. Wstep

Zainteresowanie cieczami nienewtonowskimi, ktérych wlasno$ci mechaniczne odbiegaja
istotnie od cieczy klasycznych, wzrasta ostatnio znacznie z uwagi na rozwdj przemystu
tworzyw sztucznych, przemystu papierniczego i spozywczego, przemystu paliw plynnych
i smaréw itp. Prowadzenie i wlasciwe ukierunkowanie badan doswiadczalnych wymaga
znajomosci odpowiedniej teorii pozwalajacej opisac¢ i objasni¢ liczne zjawiska obserwo-
wane w cieczach nieklasycznych. Do chwili obecnej powstala juz obszerna literatura teore-
tyczna i do§wiadczalna ujmujgca zagadnienie w sposdb mniej lub bardziej racjonalny i efek-
tywny (por. [, 2,3,4,5, 6)]).

Niniejszy przeglad stawia sobie za cel zaznajomienie z najwazniejszymi zagadnieniami
teorii 1 wynikami do$wiadczen w ujeciu mechaniki kontinuum. Sposdb przedstawienia
obliczony jest na czytelnika zaznajomionego z podstawami mechaniki kontinuum, lecz
nie bedacego specjalista w dziedzinie cieczy nienewtonowskich. Innymi stowy, jest to wy-
specjalizowany przeglad dla zainteresowanych niespecjalistow. '

Nalezy rowniez podkreslié, Ze przeglad ten nie pretenduje do zbyt wielkiej ogdlnosci
1 reprezentatywnosci; czesciowy wybdér literatury dokonany zostal w celu jak najlepszego
i najpetniejszego, w opinii autora, zilustrowania pewnych zjawisk i sposobdéw ich wyjaénie-
nia. Z uwagi na obszernos$¢ przedmiotu, celowo pominieto takie zagadnienia, jak struktura
cieczy, termodynamika, dyfuzja, przeplywy zaburzone itp. Nie omoéwiono takze licznych
modeli cieczy badanych metodami mechaniki kontinuum, jak ciecze anizotropowe, cickle
krysztaly, podciecze itp., odsylajac zainteresowanego czytelnika do monografii [1]. Szeroko
rozwinigta klasyczna teoria liniowych o$rodkéw lepkosprezystych rdowniez znalazia sig
poza przegladem (por. [7, 8]).

W niniejszej pracy, po rozwazeniu ograniczen teorii klasycznych, rozwinigto teorig
niedcisliwych cieczy prostych obejmujaca, w pewnym sensie, wigkszo$§¢ starszych teorii
cieczy nienewtonowskich. Oméwiono klasg tzw. przeplywdéw wiskometrycznych o duzym
znaczeniu laboratoryjnym i praktycznym, zwracajac szczegélna uwage na efekty naprgzen
normalnych. Niektore typy przeptywow przedstawiono krétko dla uproszczonych modeli
cieczy. Dokonano ogdlnej klasyfikacji rownan konstytutywnych cieczy zwiazanych bez-
posrednio lub posrednio z niesci$liwymi cieczami prostymi. Troche wiecej miejsca po-
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$wigcono cieczom drugiego stopnia i tzw. cieczom z konwekcyjng sprezystoécia. Na zakon-
czenie przedyskutowano krétko zagadnienia statecznosci, zwlaszcza dla plaskich ustalonych
przeplywow $cinajacych.

2. Ograniczenia teorii cieczy newtonowskich

Klasyczne réwnania konstytutywne cieczy lepkich, wyrazajace prawo Newtona-Cauchy-
Poissona
.1 T = —(p+2trD)1+29,D,
gdzie T jest symetrycznym tensorem napre¢Zenia w sensie Cauchy, D —— tensorem predkosci
deformacji, tj. symetryczng czgécia gradientu pola predkosei, 1 — tensorem jednostkowym,
za§ A, my — stalymi cieczy charakteryzujacymi odpowiednio §ci§liwo$¢ i lepko$é new-
tonowskaV, przybieraja w przypadku cieczy niesci§liwych szczegdlnie prosta postaé
(2.2) T = —pl4+2n,D, trD=0.
Zaleznosci powyzsze po wstawieniu do dynamicznych réwnan réwnowagi prowadza do
rownan Naviera—-Stokesa powszechnie stosowanych w klasycznej hydrodynamice. Stad
tez czgsto, w literaturze przedmiotu, zaleznosci (2.2) nazywaja sie zalezno§ciami opisu-
jacymi ciecz Naviera-Stokesa (por. [2]).

Z rozwiazania rownan Naviera-Stokesa dla ustalonego przeplywu Poiseuille’a otrzymuje
si¢ znane prawo Hagena-Poiseuille’a
aRY
87]() ’

(2.3) Q=

wyrazajace liniowy zwiazek migdzy wydatkiem cieczy na jednostke czasu Q i ggstoscia sily
inicjujacej f (gradientem ci$nienia w kierunku przeptywu). Wydatek cieczy jest wprost
proporcjonalny do czwartej pot¢gi promienia rury, natomiast odwrotnie proporcjonalny
do lepkosci 1o. Podobnie ma si¢ sprawa dla ustalonego przeptywu Couette’a, dla ktdrego
proporcjonalno§é momentu M okre§lonego na jednostke wysokosci do predkosci kato-
wej £2 z jaka obraca si¢ jeden z cylindréw, wyraza si¢ wzorem nastepujacym:
47ny R} R?

(2.4) M = ‘RngTQ’
przy czym R, i R, oznaczaja odpowiednio promien zewnetrzny i wewnetrzny wiskozy-
metru. Z do$wiadczen wynika, Ze dla wielu realnych cieczy (zwlaszcza tych o niskim ci¢zarze
czasteczkowym) spetnione sa zaréwno zaleznosei (2.2), jak i (2.3), (2.4).

Istnieje wiele praktycznie nieécisliwych cieczy o znaczeniu technicznym i laboratoryjnym,
ktérych zachowanie nie daje si¢ opisaé réwnaniami (2.2). Naleza do nich roztwory i stopione

') Notacja uzywana w pracy zostala w znacznej mierze zaczerpnigta z monografii [1, 2], gdzie mozna
znalezé szczegblowe definicje wprowadzonych wielkosci i symboli. Wektory i tensory oznaczono odpo-
wiednio pélgrubymi malymi i duzymi literami. Tensory nalezy rozumieé jako liniowe transformacje przy-
porzadkowujace kazdemu wektorowi drugi wektor; trT oznacza operacje $ladu przyporzadkowujaca
tensorowi liczbe, podobnie det T jest wyznacznikiem tensora, a TT — tensorem transponowanym. Funkcjo-
naly konstytutywne oznaczono literami gotyckimi, za$ funkcje i stale materialowe — literami greckimi.




CIECZE NIENEWTONOWSKIE 387

polimery, roztwory mydla i celulozy, roztwory biologiczne, rézne koloidy, itp., a takze
farby, smoty, asfalty, kleje 1 inne, ktérych «ciekly» charakter nie ulega najmniejszej watpli-
woéci. Badania doswiadczalne wykazaly, ze odpowiednie funkcje Q(f) lub M(L) sa dla
tych cieczy wyraznie nieliniowe (por. rys. 1). Okazalo sie, Ze dla szerokiej klasy cieczy
nienewtonowskich funkcje typu Q(f) i M({.) moga by¢ obliczone na podstawie znajomosci
Sunkcji lepkosci n(x) zaleznej wylacznie od gradientu $cinania » (predkosci $cinania).
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Rys. 1. Predko$é katowa w zaleznosci od momentu skr¢cajacego w wiskozymetrze Couette’a. Lateks kauczu-
kowy (GR-S) zawierajacy 62,29 czgsci statych (I. M. Krieger i S. H. Maron, J. Appl. Phys. 25, 1954, 72)

Rézny charakter zmienno$ci #(x) warunkujacy nieliniowa zaleZzno$¢ napreZenia $cina-
jacego T od gradientu x, postuzyl w reologii do podziatu o$rodkéw nienewtonowskich na
«pseudoplastyki», «ciecze dylatancyjne» i «o$rodki Binghama» (por. [4, 5]). Zgodnie ze
schematem przedstawionym na rys. 2, lepko$¢ pseudoplastykow i roztwordw polimeréw
maleje w poréwnaniu z wartoscia 7n(0), czgsto osiagajac asymptotycznie statg warto$é %(oo),
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Rys. 2. Schemat podziatu cieczy nienewtonowskich. P — pseudoplastyki i roztwory polimeréw, D — ciecze
dylatancyjne, B — o§rodki Binghama, N — ciecze nienewtonowskie

podczas gdy dla cieczy dylatancyjnych odpowiednia lepko$é wzrasta wraz ze wzrostem gra-
dientu $cinania. Dla plastycznych o$rodkéw Binghama proces plynigcia rozpoczyna sig
w momencie kiedy napre¢Zenie T osigga pewna warto$¢ krytyczna.

Zjawiska polegajace na zmniejszaniu si¢ lub wzroscie napr¢zenia stycznego w zaleZnosci
od okresu czasu, w ktérym realizowany jest proces §cinania, stanowia podstawg podziatu
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cieczy nienewtonowskich na tiksotropowe i reopeksyjne (por. [3, 4]). Wiedziano od dawna,
ze niektore farby daja si¢ fatwiej miesza¢ w miar¢ uplywu czasu mieszania oraz ze drobno-
ziarnisty piasek nasycony woda odksztalca si¢ nieznacznie pod wptywem szybkich i krétko-
trwalych obciazen, w przeciwienstwie do obciazen dlugotrwatych. Nalezy jednak podkreslic,
ze pojecia tiksotropii i reopeksji wydaja si¢ dos¢ sztuczne i w gruncie rzeczy zbgdne dla
wystarczajaco ogolnych — zaleznych od historii procesu — rownan konstytutywnych
cieczy prostych (por. [1]). Wprowadzenie tych poje¢ do opisu zjawisk makroskopowych
wynikalo raczej z niedoskonaloéci stosowanych modeli, co nie oznacza, ze na gruncie
opisu mikroskopowego osrodkéw wielofazowych nie posiadajy one okreslonego znaczenia.

Innym zjawiskiem, istotnie odrdézniajacym ciecze nienewtonowskie od klasycznych cieczy
lepkich, jest wystepowanie okreslonych naprgzen normalnych, podobnie do efektu Poyn-
tinga w ciatach stalych. Z rozwazenia réznicy naprezen normalnych w kierunku promie-
niowym dla ustalonego przeptywu Couette’a cieczy newtonowskiej wynika, ze

R
(2.5) AT = TR =T (R) = — | orlo(r)Pdr < 0,
Ry

gdzie o jest gestoscia cieczy, za$ w(r) — predkoscia katowa w odleglosci r od osi cylindrow.
Poniewaz naciski na $cianki sa rowne odpowiednim naprezeniom wzigtym ze znakiem
przeciwnym, nacisk na $cianke zewnetrzna —T<">(R;) jest wigkszy od nacisku na $cianke
wewnetrzng —7<¢"(R,). Powierzchnia swobodna cieczy przybiera wowczas charaktery-

2,

=

AR

2 .
Rys. 3. Podnoszenie si¢ cieczy na powierzchni Rys. 4. Zwickszanie si¢ $rednicy swobodnej strugi
wewnctrznego walca w przeplywie Couette’a cieczy wyptywajacej z kapilary

styczny ksztatt paraboloidy obrotowej. Do$wiadczenia wykazuja jednak, Ze dla takich
cieczy nienewtonowskich, jak np. roztwory polimeréw, obserwuje si¢ zjawisko odwrotne,
tj. wystepowanie wigkszych naciskow na §ciance wewngtrznej, oraz Ze faktu tego nie mozna
wyttumaczy¢ tylko przez wiasciwy dobdr funkcji lepkosci n(x); potrzebne sa inne funkcje
zalezne od bardziej ztozonego modelu cieczy.

Czesto obserwowano «wpelzanie» farb na wewngtrzne mieszadio oraz znaczne zwigksze-
nie $rednicy swobodnej strugi cieczy wyplywajacej z kapilary (nazywane w jezyku angiel-
skim die swell), lecz nie wiazano tego z efektami napr¢zen normalnych (por. rys. 3, 4),
Systematyczne studia tych zjawisk oraz préby ich teoretycznego wyjasnienia datuja sig
od czasu ostatniej wojny. Zostaly one zapoczatkowane w W. Brytanii badaniami GARNERA,
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NissaNA, WoODA, WEISSENBERGA i innych (por. [9, 10, 11]). Zwlaszcza do$wiadczalne
1 teoretyczne prace WEISSENBERGA 1 jego szkoly przedstawione na Migdzynarodowym
Kongresie Reologii w roku 1948 (por. [12]), zwrécity powszechna uwagg na efekt naprezen
normalnych zwany czesto w literaturze efektem Weissenberga. Wspomniane juz zjawisko
zwiekszenia $rednicy strugi cieczy nazywane jest czgsto efektem Barusa [13] lub efektem
Merringtona [14]; odgrywa ono istotng rol¢ w procesic formowania widkien sztucznych
(por. [15]). Istnieja liczne proby wyjasnienia wspomnianych zjawisk poprzez wplyw historii
przeptywu, wplyw sprezystych wlasnosci cieczy itp. (por. np. [2, 3]); probe teoretycznego
jakosciowego opisu w oparciu o ogdlna teori¢ cieczy prostych COLEMANA i NOLLA omd-
wimy w jednym z nast¢pnych punktéw.

Przy rozwazaniu momentow ograniczajacych stosowalno$¢ klasycznej teorii Naviera—
Stokesa, nalezy zwrdci¢ uwage na zjawiska relaksacji naprgzen i nawrotu sprezystego
obserwowane czesto w cieczach nienewtonowskich. Postuzyly one za podstawg podziatu
cieczy nieklasycznych na ciecze lepkie lub ciecze niesprezyste (inelastic) z jednej strony,
a ciecze lepkosprezyste lub ciecze sprezyste z drugiej strony (por. [3]). Nalezy jednak pod-
kreslié, ze terminy te nie sa zawsze jednoznaczne i powodujg duzo nieporozumien. Niektorzy
autorzy, na przyklad, wigza pojecie sprezystosci cieczy z efektami napr¢zen normalnych,
inni natomiast za decydujacy moment uwazaja istnienie historii deformacji lub przeplywu.
Trzeba réwniez pamigtaé, ze niektore teorie cieczy sprezystych, bedace formalnym prze-
niesieniem sprezystych wlasnoscei ciat stalych na ciecze, w ktérych nie istnieje okreslona
konfiguracja odniesienia — stan naturalny (por. p. 3), sa bledne z teoretycznego punktu
widzenia (por. uwagi w monografii [1]).

Wiekszo$é efektéw rézniacych istotnie ciecze nienewtonowskie od klasycznych odkry-
wano przede wszystkim w trakcie badan do$wiadczalnych. Zasadnicza przeszkoda na
drodze zbudowania wystarczajaco ogdlnych réwnan konstytutywnych byt fakt, ze w okres-
lonych typach przeplywow, zwlaszcza realizowanych w réznego rodzaju wiskozymetrach,
ujawniaty si¢ tylko niektére wlasnoéci cieczy. Na przyklad, w przepltywach ustalonych
rola historii deformacji jest istotnie ograniczona, za$§ w ustalonym przeplywie migdzy
nieruchomymi koncentrycznymi walcami nie mozna rozrézni¢ ogdlnej cieczy prostej od
czysto lepkiej cieczy typu Reinera—Rivlina (por. p. 5.4) itp.

W ciagu ostatnich kilkunastu lat wtoZzono duzo pracy w rozwdj réznych koncepcji cieczy
nieklasycznych; doprowadzita ona do teorii nieéciSliwych cieczy prostych Colemana-
Nolla (por. [1, 2]) zapoczatkowanej fundamentalna praca NoLLa z roku 1958 [16]V.
Zasadnicze zaloZenia tej teorii, niektére wyniki teoretyczne oraz préby ich weryfikacji
do$wiadczalnej beda stanowié treéé kilku kolejnych punktéw w pierwszej czeSci niniejszego
przegladu.

3. Niesci§liwe ciecze proste

Przechodzac do krdtkiego oméwienia teorii niescisliwych cieczy prostych® nalezy zasta-
nowic¢ si¢ nad ogdlna definicja cieczy. Zgodnie z okresleniem OLDROYDA [18] i LODGE'A
(3] cieczq nazywamy osrodek, dla ktérego naprezenia zawsze osiqgajq stan réwnowagi odpo-

') Znacznie mniej rozwini¢ta teorie $ci§liwych cieczy prostych mozna znalezé w pracy [17].

?) Teoria Colemana-Nolla dotyczy w gruncie rzeczy niesci§liwych plynéw prostych. Z uwagi na ograni-
czenie naloZone w tytule niniejszego przegladu pozostaniemy przy polskim terminie: ciecz prosta.
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wiadajqcy obciqzeniu izotropowemu lub zerowemu, o ile osrodek pozostaje w stalym ksztalcie.
Pociaga to za sobg stwierdzenie, Zze ciecz w stanie spoczynku nie moze przenosi¢ naprezen
Scinajgcych.

W zalozeniu, ze x oznacza polozenie w przestrzeni euklidesowej punktu materialnego X
w aktualnym czasie 7, zas § jest polozeniem tego samego punktu materialnego w dowolnej
chwili (7 <X 1), ruch mozna zapisa¢ w postaci
3.1 E=y(x 1), —oco<T<{,

w ktorej %, oznacza funkcj¢ wzglednej deformacji. Gradient wzglednej deformacji

(3.2) Fi (1) = Vixu(x, 1), F(t)=1,

opisuje zmiang¢ lokalnej konfiguracji X migdzy czasem 7 i ¢£. Funkcje tensorowa

(3.3) F(s) £ F,(t—s) dla oo >s>0,

nazywamy historia wzglednego gradientu deformacji. Je$li mamy dane pole predkosci

¥(x, 1), to biorac pod uwage, ze
|

(3.4) v(x, t) = dir wx, 7)),

=1

mozna okreslié funkcje wzglednej deformacji z rozwigzania réwnan:

(3.5) §(0) = v(§(7), 7), () =x,
gdzie kropka oznaczono rézniczkowanie po czasie 7.

Po tych wstepnych definicjach wielko$ci kinematycznych zapisujemy réwnania konsty-
tutywne cieczy prostej w postaci nastepujacej (por. [l, 2]):

(3.6) T()ipl = & (F(s)), detF(s)=1,
s=0

o0
przy czym p jest cisnieniem hydrostatycznym, za$ § oznacza funkcjonal konstytutywny,
s=0

ktérego argumentem jest cala przeszia historia deformacji. Rownania (3.6) wyrazaja fakt,
ze nieScisliwe ciecze proste to klasa osrodkdw, dia kidrych tensor naprezenia jest okreslony,
z dokladnosciq do cisnienia hydrostatycznego, przez historie wzglednego gradientu deformacji,

[o.¢]
oraz ze dopuszczaine sq jedynie przeplywy izochoryczne. Oczywiscie funkcjonal § jest inny
s=0

dla kazdego przypadku cieczy prostej specyfikujac w ten sposdb jej mechaniczne zacho-
wanie sie",
W szczegdlnym przypadku cieczy newtonowskiej mamy

%0 d
(3.7) s.igo(F(s)) = = 4 (F(s)—%F(s)r)isso.

Wystepujaca w réwnaniach (3.6) niejednoznacznoéé funkcjonatu konstytutywnego (wobec
nieokre$lonego cisnienia p) usuwamy przez zaloZenie

(3.8) : tr E) (F(s)) =0, p= ——%trT.
s=0

1) Uog6lnienie rébwnan konstytutywnych cieczy prostych na inne niemechaniczne efekty jest calkowicie
mozliwe. Termodynamika o$rodkéw prostych zostala zaproponowana przez Colemans [19] (por. takze [1]).
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Dalsze informacje dotyczace wlasnoéci funkcjonatu konstytutywnego wynikaja z zadania
spelnienia znanej ogdlnej zasady mechaniki kontinuum nazywanej zasadq materialnej
obiektywnosci (por. np. [1]). W myél tej zasady wszystkie rownania konstytutywne musza
by¢ niezmiennicze wzgledem zmian uktadu odniesienia w przestrzeni euklidesowej— wyra-
zonych zaleznoscia (por. [16])

(3.9) x* = ¢c(1)+Q(1)[x—ql,

w ktorej q jest niezalezne od czasu, zas Q(r) oznacza dowolny zalezny od czasu tensor
ortogonalny, tj. QQT = 1. Zasada materialnej obiektywnosci wyraZa niezaleznosé wlasnosci
osrodka od ruchu «obserwatora» w przestrzeni; co jest zreszta w zgodzie z czysto intuicyj-
nym odczuciem.

Stosujac powyzsza zasade¢ do réwnan (3.6) otrzymamy, Ze (por. [2])

(3.10) RO § (FO)RO' = § (REOFGRO),

dla kazdej cigglej funkcji R(s), ktdrej wartosci sa tensorami ortogonalnymi i dla kazdej
historii F(s). Innymi stowy, warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, zeby funkcjonat
definiowat ciecz prosta jest spetnienie zaleznosei (3.10).

tatwo zauwazyé, ze wprowadzona definicja cieczy prostej jest zgodna z definicja cieczy
przytoczona na poczatku niniejszego punktu. Na podstawie (3.10) mozna udowodnic
(por. [2]), ze zarowno dla cieczy prostej pozostajacej caty czas w spoczynku, tj. F(s) =
= 1(s) = 1, jak i dla poruszajacej si¢ ruchem sztywnym, tj. F(s)F(s)" = 1, napreZenie
jest cisnieniem hydrostatycznym, mianowicie

G.11) o (1)) =0, T= —pl.
5s=0

Zasady materialnej obiektywnos$ci nie nalezy myli¢ z zagadnieniem niezmienniczosci
rownan konstytutywnych wzgledem zmiany odpowiedniej konfiguracji odniesienia zgodnie
z wewnetrzng symetria oS§rodka. Rownanie konstytutywne dowolnego os$rodka prostego,
mianowicie

$

G

(3.12) T= O (F)), Fus) EF(—s), oc0o>s>0,

0

s

It

gdzie F,(7) jest gradientem deformacji wzgledem dowolnej konfiguracji odniesienia »
(nie bedacej konfiguracja w chwili aktualnej), musza byé niezmiennicze wzglgdem odpo-
wiedniej grupy izotropii § (por. [1]). Przez grupe izotropii G wzgledem konfiguracji »
rozumie si¢ zbidr wszystkich takich unimodularnych transformacji H € U, ze

(3.13) 6_’30 (Fu(s)) = E_fso (F.(s)H).

Jesli grupa izotropii osrodka dla dowolnej konfiguracji odniesienia jest podgrupa grupy
unimodularnej, wowczas mamy proste cialo stale; jesli jest réwna grupie unimodularnej
otrzymujemy nowa definicj¢ cieczy prostej. W szczegdlnym przypadku, gdy grupa jest
grupa ortogonalna otrzymamy izotropowe proste cialo stale. Rozumowanie powyzsze
pozwala nie tylko uécisli¢ w sensie matematycznym definicje cieczy prostej i wykazad jej
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zgodno$¢ z (3.6), ale prowadzi réwniez do wniosku, ze kazda ciecz prosta jest izotropowa,
tzn., ze jej wlasnosci sa jednakowe we wszystkich kierunkach i dla kazdego ksztattu?.

Przy rozwazaniach ogdlnych, zwlaszcza przeplywéw wiskometrycznych (por. p. 4),
nie sg potrzebne zadne dodatkowe ograniczenia ani na postac funkcjonatu konstytutywnego
(3.6), ani tez na histori¢ gradientu $cinania. Aby umozliwié jednak rézne aproksymacje
oraz zrozumie¢ wlasciwie rolg cieczy klasycznych i ich najprostszych uogdlnier na tle
teorii cieczy prostych, konieczne jest wprowadzenie zasady zanikajgcej pamieci (por. [21]).
Zasada ta w jezyku matematycznym wyraza fakt, ze daleka przeszto$¢ historii deformacji
ma znacznie mniejszy wptyw na aktualne naprezenia, niz historia ostatnia; wymaga to
nalozenia pewnych ograniczen na dziedzine funkcjonatu .%oo i sam funkcjonat (por. [11).

5=
W przestrzeni wektorowej historii deformacji

(3.14) G(s) = C()—1Z F($)TF($)—1, |G(s)| = (trGTG)' 2,

rozwazmy nastepujaca norme:

(3.15) |G (s)

= | fm [h(5)IG(s) Pds)

przy czym h(s) jest dodatnio okre$lona funkcja wplywu zdefiniowana w przedziale 0 <<

© § < oo, znormalizowana, tj. #(0) = 1, oraz dazaca do zera tak, ze lims"a(s) = 0 mono-
5§00

tonicznie dla duzych s. Przestrzen historii deformacji G(s) z tak okre$long norma jest
przestrzenia Hilberta, tzn. G(s) € 9.
Spetniona jest zasada zanikajqcej pamigci w sensie slabym, jesli istnieje funkcja wplywu
oo
rzedu r > 1/2 oraz funkcjonal konstytutywny & jest zdefiniowany i ciagly w otoczeniu o
s=0
przestrzeni 9.
Spetniona jest zasada zanikajqcej pamieci w sensie mocnym, jesli istnieje funkcja wplywu
o0
rzgdu r > 1/2+4n oraz funkcjonal § jest zdefiniowany i posiada n-krotna pochodna
s=0
Frécheta w otoczeniu o przestrzeni ).
Tak okreslona zasade zanikajacej pamigci wykorzystuje si¢ przy wyprowadzaniu nie-
ktdrych aproksymacji przedyskutowanych w p. 8.

4. Przeplywy wiskometryczne

Istnicje szeroka klasa przeplywdéw zwanych przeplywami wiskometrycznymi (z uwagi
na ich znaczenie doswiadczalne i realizacje w réznego typu wiskozymetrach), dla ktdrej
teoria cieczy prostych prowadzi do szczegdlnie cennych wynikéw. Zagadnieniom prze-
plywdw wiskometrycznych po$wigcona jest obszerna literatura zebrana w znacznej czesci
w specjalnej monografii COLEMANA, MARKOVITZA i NOLLA [2] zawierajacej 370 pozycji

‘.)Eiejq (;érod ki, dla ktorych grupy izotropii nie sa réwne grupie unimodularnej i nie zawieraja w sobie
grupy ortogonalnej. Przyktadem stuza tzw. proste podciecze (simple subfluids), ktorych teoria zostala rez-
winigta przez Wanga [20]. .
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bibliograficznych. Do niej odsytamy czytelnikdw zainteresowanych w glgbszym poznaniu
tych zagadnien (por. takze [1]).

Rozwazmy najprostszy przeplyw s$cinajacy, dla ktéorego w kartezjanskim ukladzie od-
niesienia (rys. 5) wspdtrzedne fizyczne predkosci sa nastepujace:

(41) ol = O, ol = %X, < = (.
Catkujac rownania (3.5) otrzymamy :
“4.2) () =x, n()=y+xx(z—1t), &)=z,

Rys. 5. Prosty przeplyw Scinajacy

a zatem historie wzglednego gradientu deformacji mozna zapisa¢ w postaci

000
4.3) F(s)=1—sM, [M]=|[» 0 Of,
000

gdzie M jest stalym tensorem. Podstawiajac (4.3) do (3.6),1(3.10), w zalozeniu, ze R(s) = Q
i Q jest niezalezne od s, otrzymamy

4.4) T+pl =pHM), QHM)Q” = HIQMQ")
dla wszystkich ortogonalnych Q.

Jesli w dowolnej chwili czasu i dla dowolnego punktu materialnego historia wzglednego
gradientu deformacji przybiera postaé (4.3) w pewnej ortogonalnej bazie g¢?, mozna bez
trudu dowie$¢, ze macierz tensora naprezenia musi by¢ nastepujaca (por. np. [2]):

T, TA>
4.5) [T]=|T¢® T 0

0 0 TG
przy czym wspoirzgdne macierzy zaleza wylacznie od ». Wprowadzajac nastepujace funkcje
wiskometryczne

(4.6) TID = 1(x), TID—T = g,(x), TR—T = gy(x),

b

fatwo jest stwierdzic, Zze okre$laja one calkowicie wilasnosci cieczy dla rozwazanego typu
przeplywu. Funkcje 7(x) nazwano funkcjq naprezenia scinajgcego, zas funkcje o,(x) i 02(x)
Junkcjami naprezer normalnych (por. [1, 2]).

Mozna w dalszym ciagu dowie$¢, ze funkcje wiskometryczne nie zaleza od wyboru bazy
g¢” oraz, Ze spetniaja zaleznosci (por. [1, 2]).
4.7 (—x) = —1(x), o1(—%) =0(x), o0x—x)=0x),
4.8) 1(0) = 0¢,(0) = 0,(0) = 0.
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Naturalne jest zalozenie, Zze kierunek przeplywu powinien byé zgodny z kierunkiem
dzialania obcigZen $cinajacych, wowczas?

(4.9 x1(x) >0 dla x#£0.

Zamiast funkcji 7(x) stosuje si¢ czesto wspomniana juz funkcje lepkosci zdefiniowana
nastgpujaco:

(4.10) 169 =, 1 = 7(0) = limy () = 7'0).

Z (4.9) wynika, ze nie tylko n(») > 0, ale rowniez 7°(0) > 0; mozna zatem wprowadzié
funkcj¢ odwrotna 4

(4.11) = AS), S=1(),

nazywana funkcjq predkosci scinania.

Dotychczasowa analiz¢ mozna rozszerzy¢ (por. [2]) na przypadki zmiennej macierzy
[M], tj. na przypadki, w ktérych x i baza g¢> zaleza od czasu ¢ i poloZenia x zajmowanego
przez punkt materialny w czasie 1. Dopuszczalne sg takZze historie wzglednego gradientu
deformacji rézniace si¢ od (4.3), o zalezng od czasu zmiang ukiadu odniesienia. Podamy
zatem nastgpujaca definicje przeptywu wiskometrycznego [2]:

Przeplyw nazywamy przeplywem wiskometrycznym, jesii historia wzglednego gradientu
deformacji, dla kazdego x i t przybiera postac
(4.12) F(s) = R(s)(1—-sM),
przy czym macierz tensora M w bazie g ma postaé (4.3),, zas R(s) jest tensorem ortogo-
nalnym dla kazdego s i R(0) = 1.

Wazng klas¢ przeplywdéw wiskometrycznych stanowia tzw. przeplywy krzywolinearne
(curvilineal); dla ktérych w dowolnym ortogonalnym uktadzie wspétrzednych (x', x%, x%)
pole predkosci wyraza si¢ w postaci
(4.13) o' =0, o2=u(x"), 2°=wx).

Fizyczne skladowe tensora napre¢zenia sa nastgpujace:

T2 = y1(sx),
T = pr(x),
@.14) TP = uyoy(%),
TAD_TEH = g,(x)— plo,(x),
TRH T = (12— pu?) oy(x),
gdzie
%53 u W_’ ﬁ

ny e 1 2,2 72 ,2\1/2 _ .
(4.15) /{—e—l(ll ez‘J[—W 63) , 'V—Z;, H = p” el,

za$ e; oznaczaja dlugosci wektoréw naturalnej bazy e; uktadu (x', x% x*). Tak zdefinio-
wana klasa przeplywow reprezentuje ustalone przeplywy wiskometryczne, do ktérych

') Coleman [22] wykazal, Ze nierdwno$¢ (4.9), dopuszczajaca takze znak réwnosel, wynika z rozwazan
termodynamicznych.
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zalicza si¢ wigkszo$§¢ przeplywow spotykanych w wiskozymetrach oraz niektére przeptywy
0 znaczeniu technicznym i przemystowym,

Warto jeszcze podkresli¢, ze nie kazdy przepltyw ustalony jest przeplywem wiskometrycz-
nym, w ktérym wlasnosci cieczy lacznie z efektami napr¢zen normalnych opisane sa przez
trzy funkcje materiatlowe: 7(x) (lub %(x)), 0:(x), o2(x). Na przyklad, proste rozciaganie
strugi cieczy, opisujace w przyblizeniu cze$¢ procesu formowania widkien sztucznych,
nie jest przeplywem wiskometrycznym (por. p. 7.2).

5. Szczegoblne przypadki przeplywow wiskometrycznych

Z najwazniejszych ustalonych przeptywéw wiskometrycznych nalezy wymienié:
a) plaski przeplyw Poiseuille’a, dla ktorego w ukladzie wspoétrzednych kartezjanskich

(5.1 v* =0, v =u9), °=0;
b) przeplywy helikoidalne, dla ktérych w walcowym ukladzie wspdtrzednych
(5.2) : vr=0, o=0w(), 9%=ul),

i do ktérych zaliczamy w szczegdlnosci przeplyw micdzy wspotosiowymi cylindrami,
przeplyw Couette’a, przeplyw Poiseuille’a i przeptyw miedzy nieruchomymi wspélosiowymi
cylindrami;

) przeplyw migdzy obracajqcymi sie plytq i stozkiem, dla ktérego w kulistym ukladzie
wspotrzednych

(5.3) v"=0, ¢°=0, v°=0w(0);

d) przeplyw skrecajgcy miedzy wirujqcymi plytami, dla ktérego w walcowym ukladzie
wspotrzednych

(5.9 v"=0, =w(), v°=0.

W dalszym ciggu scharakteryzujemy niektdre z nich zwracajac rowniez uwage na do§wiad-
czalne mozliwosci wyznaczenia odpowiednich funkcji wiskometrycznych (por. [2, 3]).
5.1. Plaski przeplyw Poiseuille’a. Na podstawie (5.1) i dynamicznych réwnan réwnowagi

(por. [1])
(5.1.1) divT+pb = pa, b= —grady,

gdzie a jest przyspieszeniem, p — potencjalem sil masowych, otrzymamy
(5.1.2) x=20(x) = A—xf+b), (@)= —xf+b,

przy czym f, b sa stalymi catkowania, a funkcja A( ) zostala zdefiniowana przez (4.11).
Uwzglednienie warunku przylegania na $ciankach, tj. v = 0 dla x = +d/2, daje nastQpUJacy
profil predkos$ci oraz wydatek cieczy na jednostke czasu:

dj2 5 a/]2
(5.1.3) o) = [ Adt, Q=7 | SHS)ds,

X
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gdzie f odgrywa role gradientu ci$nienia inicjujacego przeptyw. Zalezno$é ostatnia moze
by¢ rozwiazana wzgledem funkcji 4, mianowicie

df) 298, ,
(5.1.4) ’1(_2', =7 5f(f ),
skad, na podstawie doswiadczalnej znajomosci Q(f), wylicza si¢ funkcje naprezenia $cina-
jacego t(x) lub funkcje lepkosci n(x).

Naprezenia dane sg zaleznosciami (4.6) z tym, Ze
(5.1.5) T = —xf, T = op4-yf+h(1),
gdzie A(r) jest nieokreslong, zalezna wytacznie od czasu, funkcja ci$nienia.

5.2. Przeplyw Couette’a. Przeptyw tego typu posiada duze znaczenie doswiadczalne, totez
wielu badaczy konstruowalo specjalne wiskozymetry Couette’a w celu okreslenia nie tylko
funkcji lepkosci, ale réwniez napre¢zen normalnych (por. [2]).

(dyn/cm?)]

25 | i f

A

[8,-84

i
\
! ,L,
L
0

25 3
log [S+ (dyn/em®)]

20

Rys. 6. Roznica funkcji naprezen normainych w specjalnym wiskozymetrze Couette’a dla 5,4% roztworu
poliizobutylenu w cetanic. Oznaczenia: O — R, — 0,500 cm, R, = 1,270 cm; 71— R, = 0,500 cm, R, =
0,743 cm (wg [23])

Rozwazenie rownowagi dynamicznej przeptywu prowadzi do nastepujgcej zaleznosci
migdzy roznica predkodci katowych i momentem skrecajacym na jednostke wysokosci:

R S
) Sl M 1 f 1
7 _(:.) = - A - = . - A8
(5.2.1) 1 j . /(zmz)m 5 | ¢ M,
R] SZ
M M
ST R T gape
ktéra moze by¢ odwrécona w celu doswiadczalnego pomiaru funkcji A2(M), mianowicie
eAD : R?
(5.2.2) 2M = AS)—2 (—---5 )
oM ' R:™
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Gdy réznica $rednic miedzy cylindrami zewnetrznym i wewngtrznym jest mala, korzysta

si¢ czesto z zaleznoscei

(5.2.3) 40 = R
R

R 1

2LS)+0 (’R_Z (Rz—R,)Z)‘

1 1

W celu pomiaru efektéw naprezen normalnych wykorzystuje sie réznice naprezen nor-

malinych w kierunku promieniowym

R» .
A I BN M M
e — —lol === | — - ) )2
(529 AT RJ {r [d~(2nr2) s (anz)] greo(r) }dr,

gdzie oznaczono 0;(S) = o;[A(S)]. Dla malej réznicy érednic otrzymamy

R;—R, 4 A 1
"%k*’*l [GZ(SI)—GI(SI)_QQH(2R$]+O (—Rz‘ (RZ_RI)Z)-
1 1

(5.2.5) AT =

Z zaleznosci (5.2.4) 1 (5.2.5) wida¢, ze pomiar 4T pozwala wyznaczyé odpowiednia
roznicg funkcji wiskometrycznych o,—o,. Poniewaz czlon inercjalny jest ujemny, warun-
kiem koniecznym do tego, zeby AT<"> bylo dodatnie dla wszystkich M w otoczeniu zera,
jest o,>0, dla wszystkich x w otoczeniu zera. Na rys. 6 pokazano przyktadowo wyniki
uzyskane przez MaARrRkoviTzAa [23] dla 5,49 roztworu poliizobutylenu w cetanie.

5.3. Przeplyw miedzy stoikiem i plyta. Rozne aparaty skonstruowane na zasadzie stozka
i plyty obok swych niewatpliwych zalet (np. fatwo$¢ postugiwania sig, mata ilo$¢ badane;j
cieczy, mozliwo$¢ nalozenia ruchéw okresowych itp.) posiadajq takze liczne wady. Wynikaja
one z faktu, ze pole predkosci (5.3) spelnia dynamiczne réwnania réownowagi w sposob
przyblizony, jesli pominie si¢ cztony inercjalne oraz przyjmie mate katy a(a < 4°) miedzy
ptyta i stozkiem (por. [2]). Nalezy rowniez pamigta¢ o zaburzeniach w poblizu krawedzi
stozka, prowadzgcych w efekcie do wystapienia tzw. wtérnego przeplywu (por. p. 7.1)".

W zatozeniu zwykle czynionych uproszczen uzyskuje sie nastepujacy zwigzek miedzy
przylozonym momentem a réznicg predkosci katowych:

(53.1) M=2artt), x=0'@x 2,

gdzie R jest promieniem zewnetrznym urzadzenia.
Zaleznos¢ w postaci

aT<90>

(5.3.2) S

-= 01(3%)+0x(),

stuzy zwykle do wyznaczenia sumy funkcji wiskometrycznych o, +o,. Rysunek 7 przed-
stawia odpowiednie jej wartoéci otrzymane przez MARKOVITZA i BROWNA [25] dla 6,9%
roztworu poliizobutylenu w cetanie.

Niektdrzy autorzy (np. [26]) zakiadajac, ze powierzchnia r = R jest powierzchnia swo-
bodna pozestajaca w kontakcie z atmosferycznym ci$nieniem p, oraz, Ze nie istniejg zadne

'} Szeroko stosowany w praktycznych pomiarach reogoniometr Weissenberga [24] jest zbudowany na
zasadzie stozka i plyty.
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efekty powierzchniowe, korzystaja z nastgpujacego wyrazenia na catkowita normalna
site utrzymujaca stozek i plyte na miejscu:

(53.3) N = —aRpo+ 5 K1)~ ()],

w celu obliczenia odpowiedniej réznicy funkcji wiskometrycznych o,—a,. Postepowanie
takie, z uwagi na wspomniane juz efekty brzegowe, moze byé stosowane w sensie bardzo

przyblizonym (por. [2]).
40 T
M
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Rys. 7. Suma funkcji napr¢zen normalnych w przeplywie miedzy stozkicm i plyta dla 6,99 roztworu poli-
izobutylenu w cetanie (wg [25])

5.4. Inne przeplywy i wyznaczanie funkcji naprezen normalnych. Do pomiardw naprgzen nor-
malnych uzywa sig¢ takze przeplywu skrecajacego migdzy dwoma obracajacymi si¢ tarczami,
ktéry zreszta jako pierwszy postuzyt do zademonstrowania tych naprezen (por. [9, 11, 12]).
Byt on takZe wykorzystany przy konstrukcji specjalnego urzadzenia stosowanego przez
GREENSMITHA 1 RIVLINA [27] we wczesnych badaniach cieczy nienewtonowskich.

Przeptyw skrecajacy bada sie, podobnie jak przeptyw miedzy stozkiem i plyta, przy
pominigciu efektédw inercjalnych i zaburzen wywolanych obecnoscia krawedzi. Umozliwia
to wyznaczenie kombinacji funkcji naprezen normalnych w postaci 1/x g2(x)+01(x¢) lub
jej catki, ktora nalezy uzupetni¢ pomiarami w innych typach przeptywoéw.

MARKOVITZ i BROWN [23, 25, 28, 29] przeprowadzili badania napr¢zen normalnych dla
roztwordw poliizobutylenu w cetanie opierajac si¢ na trzech typach przeplywow wisko-
metrycznych. Wedlug ich programu przeptyw Couette’a postuzyl do wyznaczenia réznicy
o,—o, [por. (5.2.5), rys. 6], zas przeptyw miedzy stozkiem i tarcza do wyznaczania sumy
a,+0, [por. (5.3.2), rys. 7]. Majac wyznaczone funkcje o, i 0, mozna bylo przewidzieé
rozklad naprezeri normalnych w przeplywie skrecajacym i poréwnaé go z wynikami ekspe-
rymentdéw; poréwnanie takie wykazato bardzo dobra zgodno$é wynikéw do$wiadczalnych
z teorig. Na rys. 8 przytaczamy odpowiednie wykresy funkcji naprgzen normalnych i funkcji
naprezenia $cinajacego wedlug badan MarkoviTza i BRowNa (por. [1]).
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W niektorych starszych teoriach cieczy nienewtonowskich stwierdza si¢ istnienie pro-
porcjonalnosci 0, = ko, migdzy odpowiednimi funkcjami naprezen normalnych (por. [1]).
W teoriach WEISSENBERGA, LODGE’A i innych (por. [3]) zaklada sie nawet, Ze k = 0, co
pociaga za soba o, = 0 lub TP = T Nie tylko wyniki dotychczas przytoczonych
dos$wiadczen przeczg takim zaloZeniom, ale rowniez przecza specjalne doswiadczenia
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Rys. 8. Funkcje wiskometryczne uzyskane przez Markovitza i Browna dla 5,47, roztworu poliizobutylenu
w cetanie (wg [1])

podjete w celu stwierdzenia istnienia i nieproporcjonalnosci dwéch réznic naprezen normal-
nych (np. [30]). Istnieje zresztag przeplyw wiskometryczny pozwalajacy stwierdzi¢ bez-
poérednio wartoéé funkcji oy # 0. Dla przeplywu cieczy migdzy nieruchomymi koncen-
trycznymi cylindrami odpowiednia réznica naprezen normalnych w kierunku promienio-
wym wyraza si¢ nastepujaco (por. [2]):
R'z
(5.4.1) AT = — J %81(S(r))dr, S(r) = %——g[,
Ry

gdzie b jest znang stala, za$ f oznacza gradient ci$nienia na jednostke dlugo$ci przewodu.
W mys$l najnowszych pogladéw, proporcjonalno$é funkeji naprezen normalnych moze miec
miejsce dla bardzo szczegdlnych rodzajéw cieczy i w pewnych tylko przedzialach zmien-
nosci predkosci §cinania. Regula jest niezalezno$é o, i g, z tym, ze funkcje te wyznaczone

dla okres§lonych przeptywdw wiskometrycznych sg stuszne dla innych przeptywéw wisko-
metrycznych.

6. Jako$ciowe wyjasnienie efektow naprezen normalnych

W p. 2 opisaliémy efekty naprezen normalnych przy przeptywie Couette’a i przy wyplywie
swobodnej strugi cieczy z kapilary, Zjawiska te moga byé wyja$nione na gruncie teorii
cieczy prostych, w zaloZeniu, ze rozwiazania teoretyczne stuszne dla nieskonczonych cylind-

2 Mcchanika teoretyczna



400 S. ZAHORSK]

réw lub rur opisuja w sposéb przyblizony to, co zachodzi w rzeczywistych przyrzadach
Jaboratoryjnych (por. [2]).

Dla przeptywu Couette’a (rys. 3) oznaczmy przez /| = py-- T¢ nadwyzke ci$nienia
atmosferycznego p, nad odpowiednim naciskiem —7T¢* cieczy w kierunku osiowyn.
Poniewaz z reguly /1 s 0, powierzchnia swobodna cieczy nie moze by¢ plaska. Jes!li odpo-
wiednia pochodna w kierunku promieniowym

¢l Lo A M ] . { M M o.M
e (o e —=a T e T
.1 ér ero(ry r [O‘(Zﬂzrz; T )] T D (271;'2)’

jest ujemna, jak to ma miejsce w przypadku gdy o, = ¢, == 0, mozna spodziewaé sig, ze
swobodna powierzchnia cieczy bedzie si¢ podnosi¢ od cylindra wewnetrznego do zewngtrz-
nego. Natomiast warunek
(6.2) oy,
or

ktory jest speiniony tylko wtedy, gdy funkcje naprezen normalnych nie sa tozsamosciowo
rowne zeru, daje odwrotne pochylenie powierzchni swobodnej, powodujac jak gdyby
«wpelzanie» cieczy na powierzchni¢ cylindra wewngtrznego.

Dla przeplywu Poiseuille’a, oznaczajac przez 1" = p,+T¢"|,_r nadwyike ci$nienia
atmosferycznego p, nad odpowiednim naciskiem — 79" |,_p cieczy na §ciankg rury,
otrzymamy

. . 1 x n - N [ I.
(6.3) 1) = olp@)~pO+/z+ 45 Of ' ["' (sz) ‘2"-’(%)] ar

Jesli funkcje naprezen normalnych nie sa tozsamosciowo réwne zeru, /'(0) na wyjsciu
z rury moze byé rézne od zera. W zaleznosci od tego czy I'(0) < 0 czy tez I'(0) > 0,
otrzymamy zwiekszenie lub zmniejszenie $rednicy strugi cieczy. Mozna zatem oczekiwac,
ze zwiekszenie §rednicy nastapi wtedy, gdy

(6.4) 2&2(§)—&1 (g) >0 dla 0< Lzr <f§ .

7. Niektére niewiskometryczne przeplywy cieczy prostych

7.1. Wtérne przeplywy w rurach. Dla ustalonego przepfywu cieczy prostych przez rury,
ktérych przekroje nie sa kolowo symetryczne, nie jest, w ogdlnym przypadku, mozliwe
otrzymanie prostoliniowych linii pradu -okreslonych nastgpujacym polem predkosci
(por. [1]):

(7.1.1) v=o(pk, o(p) = 0 na konturze,

gdzie k jest jednostkowym wektorem w kierunku przeplywu, a p wektorem charakteryzu-
jacym potozenie punktu materialnego na przekroju. Aby przeplyw taki byt mozliwy, musza
by¢ spelnione zaleZznosci

(1.1.2) div(y(x)Vo) = —a, v@div("‘_/(f) w) +Vg =0,
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przy czym « jest stalag odpowiadajaca gradientowi ci$nienia, za$ g pewna funkcja wektora p.
Poniewaz nie wszystkie rozwiazania (7.1.2), spelniaja (7.1.2),, przeplywy prostoliniowe
przez rury o przekroju niekolowym sg dynamicznie mozliwe tylko dia szczegdlnych przy-
padkow cieczy (por. [31, 32]). Dotyczy to w szczegdlnosci liniowo lepkich cieczy newtonow-
skich, dla ktérych: #(x) = n, = const, ¢, = 0; cleczy drugiego stopnia (por. p. 9), dla
ktorych: () = 3, = const, o, == »* - const; cieczy Reinera-Rivlina (por. p. 8), itp.
Nastgpnym krokiem w rozwinigciu teorii przeplywdéw cieczy prostych przez rury o dowol-
nym przekroju jest rozwazenie pola predkosci w postaci
(7.1.3) v = v(p)k+u(p), v =0 nakonturze,
gdzie u(p) jest dodatkowym polem predkosci charakteryzujacym tzw. widrne przeplywy
cieczy w plaszczyznie przekroju rury (por. [l1]). Z punktu widzenia teorii, zagadnienie

Jest znacznie bardzicej ztozone i tylko przypadki niektérych szczegdlnych przekrojow daly
si¢ rozwiazac¢ efektywnie.

Rys. 9. Schemat wtdrnych przeplywow w eliptycznym przekroju rury

RIVLIN i GREEN [32] oraz LANGLOIS i RIVLIN [33, 34] rozwiazali, na przyklad, przeplyw
w rurze o przekroju eliptycznym, rozwijajac pole v(p) w szereg potggowy wedtug malych
wartosci gradientu ci$nienja a. Dla tego przekroju przeplyw wtérny charakteryzuje si¢ na-
stepujacymi sktadowymi predkoscei:

)

2 2 2 2
— (B L ) (5 ) xro
Uy = nSaA(c2+b2 ])(c2+ o 1|x40(a),

b Xyt _l)(sz z

(7.1.49)
» o
Uy, = +—7‘7§a4/4 (——’r— C—2+F_l)J’+0(05),

A
przy czym o oznacza stala zalezna od wlasnosci cieczy, a A — stala zalezng od wymiardow
elipsy, ktorej polosie wynosza odpowiednio ¢ i b. A zatem przeplywy wtérne wywotlane
sa w tym przypadku dopiero efektami czwartego rzedu, tj. proporcjonalnymi do a*, zas
kierunek przeplywow zalezy od znaku 4. Na rys. 9 przedstawiono schematycznie charakter
przeptywu wtdrnego w przekroju eliptycznym dla § > 0; dla é < O kierunek zawirowan
bedzie przeciwny.

Inny charakter wtérnych przeptywdw obserwowano dla przypadku stozka i plyty oraz
przeplywu skrecajacege (por. [2]). RivLin [35] podkreslit analogie, jaka moze mieé miejsce

2%
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migdzy laminarnymi przeptywami cieczy nienewtonowskich i przeplywami zaburzonymi
klasycznych cieczy Naviera-Stokesa.

7.2. Ustalone rozciaganie. Przypadek cieczy prostej w ksztalcie diugiego walca (swobodna
struga cieczy), poddanej prostemu ustalonemu rozciaganiu w kierunku osi, zostal rozwa-
zony przez COLEMANA | NOLLA [36], jako szczegllny przypadek tzw. przeplywéw ze stalq
historig deformacji.

Dla prostego ustalonego rozciggania réwnania na funkcje wzglednej deformacji w kar-
tezjanskim ukladzie odniesienia sa nastgpujace:

Ya oo
(7.2.1) £ = xexp[D(r—1)], [D]= 2

1
0 0 —tz—d

Prowadza one do normalnych napig¢ na powierzchniach czolowych i powierzchni tworzace;j
walca w postaci

1 o1 2 2 1, 35 3 53
ty = ~2~Qd (Z (r*—R?%)-- B—L +§d}.l’+ Zd la,

| PN ) 2 ‘,2 2) 305 37 25
(722) L, = ‘:Z—Qd (Z(l R) i 3L - P d2.|+ 4d ).2,

1
Ir = — od* (zz« LZ) ,

3
gdzie R i L oznaczajg promieni zewnetrzny i dtugosé¢ walca, za§ funkcje materialowe 3.1
zostaty zdefiniowane nastgpujaco:

/g 3
(7.2.3) =2 (129 d, 517), i=1,2.

Jak widac¢ z (7.2.2), nawet przy pominigciu efektow inercyjnych, wiasnosci cieczy w roz-
wazanym typie przeplywu zaleza tylko od dwdch funkcji materiatlowych niezaleznych od
poprzednio zdefiniowanych funkcji wiskometrycznych z, ¢, i o, (por. p. 4). Mozna réwniez
stwierdzi¢ (por. [1]), ze w do$wiadczeniach z prostym ustalonym rozcigganiem nie daje
si¢ odroznic¢ klasy cieczy prostych od czysto lepkich cieczy Reinera-Rivlina (por. p. 8).

8. Klasyfikacja cieczy nienewtonowskich

Pozostawiajac na uboczu naszych rozwazan ciecze nienewtonowskie nieproste lub ciecze
posiadajace wewnetrzng strukturg (ciecze anizotropowe, ciekte krysztaty, podciecze, ciecze
wielobiegunowe itp.), mozna pokazaé, ze wickszo$¢é stosowanych w literaturze typow
rownan konstytutywnych stanowi szczegélne przypadki niesci§liwych cieczy prostych.
Réwnania takie otrzymuje sie badz przez wlasciwie potraktowany proces aproksymacii,
badZ tez przez postulowanie zwiazkéw miedzy napr¢zeniem i odpowiednimi parametrami
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kinematycznymi. W niniejszym punkcie omowimy tylko najwazniejsze typy rownan kon-
stytutywnych cieczy nieécisliwych, dla ktérych dalsze szczegdély mozna znalezé¢ w obszernej
monografii TRUESDELLA i NoLta [1].

W zalozeniu, Zze tylko bardzo krotka historia gradientu deformacji jest istotna, mozna
zazadaé, aby tensor napreZenia zalezal od n kolejnych pochodnych czasowych gradientu
deformacji. Takie rozumowanie doprowadzito RivLINA i ERICKSENA [37] do sformuto-
wania ogdlnych rownan cieczy niescisliwej typu rézniczkowego w postaci

(8.1) T — —pl+a(Ay, A, ..., A,
gdzie
(8.2) A, — d ", €)= ROTR®),

lrt

oznaczaja tensory kinematyczne Rivlina-Ericksena. Zastuga RivLINA 1 SPENCERA [38, 39]
byto wyprowadzenie twierdzen o reprezentacji funkcji tensorowej q w zaleznosci od tenso-
row A, i ich wspdlnych niezmiennikéw (por. [1]). Dla ustalonych przeplywéw wiskometrycz-
nych, dla ktérych Ay = 0 dla k == 3 (por. [l]), otrzymamy

(8.3) T = —pl-ta, A Faa Ayt o3 AT+ o, AS+as(A Ay +ALA )+
+ da(A% A+ AzA%H‘OH(Al A%+ A§A1)+as(A%A§+-A%A%),

gdzie o; (i = 1, ... 8) sa funkcjami niezmiennikdw utworzonych z tensordow A, i A,. Zwia-
zek miedzy zdefiniowanymi w p. 4 funkcjami wiskometrycznymi i wspélczynnikami «;
jest nastepujacy:

() = o+ 2205+ 4oy,
(8.4) 01(3) = #* oty +- o3+ 420+ 4o+ 85 ag)
6,(%) = #2ats.
W szczegblnym przypadku, gdy rownanie konstytutywne przedstawia zwigzek tensora
naprezenia i jego p kolejnych pochodnych czasowych z gradientem deformacji i jego r

kolejnymi pochodnymi po czasie, mamy do czynienia z cieczami typu predkoSciowego.
Réwnanie cieczy typu predkosciowego moze by¢ wyrazone w postaci (por. [1])

W =D
(8.5) T=i(T,T,..., T ;A,...,A),

gdzie litera p u géry symbolu oznacza odpowiednio zdefiniowany (por. [1, 40]) p-ty stru-
mien (uogdlniona obiektywna pochodna po czasie). W klasie cieczy typu predkosciowego?
mieszcza si¢ ciecze sprezysto-lepkie rozwazane przez OLDROYDA [18]. Ich réwnania kon-
stytutywne w postaci

T = —pl4+P,

D) Rowname w postaci (8.5) moze rownie dobrze definiowaé ciecz jak i cialo stale, w zaleznosci od warun-
k6w symetrii i warunkéw poczatkowych (por. [1]).
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zawierajg pie¢ stalych materialowych 4, u;, 7o, 42, g2 oraz roznia si¢ odpowiednio ko-
wariantng (typ 4) i kontrawariantna (typ B) reprezentacja tensora PV,

W zaloZeniu, ze funkcjonal konstytutywny cieczy prostej moze by¢ wyrazony w postaci
sumy szeregu calek wielokrotnych, GREEN 1 RivLIN [42] zbudowali teori¢ cieczy typu
calkowego; byla to zreszta najwczesniejsza teoria ogdlna uwzgledniajaca zlozone efekty
pamieci o$rodka. Dla cieczy typu calkowego rzedu drugiego otrzymuje sig

o0 oC

8.7  T=—pl+ [ (©)GE)ds+ | [ {alsi, s)trG(s)]Gas:) +
0 o 0

+B(s1, 52)G(5:) G(s2)} dsy dsz,
przy czym G(s) zdefiniowano wzorem (3.14), za$ ¢, « i § nosza charakter funkcji materiato-
wych. Szczegdlnymi przypadkami cieczy typu catkowego (rzgdu pierwszego) sa ciecze
spelniajace rownania skorczonej liniowej lepkosprezystosci [por. (8.9)] oraz infinitezymalinej
liniowej lepkosprezystosci (rownania Boltzmanna). Zastuga COLEMANA i NoLLA [43] jest
pokazanie racjonalnego przejécia od koncepcji cieczy prostych do koncepcji klasycznych
cieczy lepkosprezystych.

Mozliwa jest oczywiscie teoria cieczy typu mieszanego, tj. calkowo-rézniczkowego
(por. [1]), chociaz nie znalazta ona szerszego praktycznego zastosowania.

Opracowane przez COLEMANA i NorLra [21] metody asymptotycznej aproksymacji
funkcjonaléw konstytutywnych, spetniajacych zasadg zanikajacej pamigci w sensie mocnym
(por. p. 3), daly poczatek catemu szeregowi réownan konstytutywnych opisujacych rézne
podklasy cieczy prostych.

Roéwnania cieczy prostej rzedu n (por. [1]) mozna zapisaé w postaci nastgpujacej:

(8.8) T——pl+ Y %(,) (G(),

1=1 5=
w ktorej B, oznacza ograniczony funkcjonat wielomianowy stopnia ¢. Dla n =1, po
wykorzystaniu twierdzenia o calkowej reprezentacji funkcjonatu liniowego, otrzymamy
réwnania

(8.9) T=—pl+ [ KG)G©)ds, [ IK(s)Ph(syds < oo,
V] 0

odpowiadajace skoriczonej liniowej lepkosprezystosci.

Stosujac do funkeji historii deformacji G(s) proces retardacji (por. [21]), polegajacy
na nastepujacej zmianie skali czasu:
(8.10) G*(s) = G(as), O<a<l,
gdzie czynnik retardacji « charakteryzuje «spowalnianie» przeplywu®, uzyskuje sie réw-
nania cieczy typu rézniczkowego stopnia n
(8.11) T=—pl+ D [, 1A ... Al+o(e”)

Ur-do)
1< jp<jpp..jiS<n, j+it.. tisn,
1) Ich uog6lnienie na efekty pamieci (typ A4’ i B’) zostalo przedstawione przez Waltersa (por. [41]).

2) Podobne wyniki mozna uzyskaé stosujac zaproponowane przez Rivlina [44] rozwinigcie predkosci
w szereg potegowy: v = av,+alvy+ ...
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rownowazne w pewnym sensie rownaniom (8.1).1; ; [ ] oznacza tutaj ¢-liniowa forme,
a znak sumy rozciaga sie na wszystkie zbiory (j; ... J,) speilniajace wymienione warunki.

W szczegdlnosel dla n = 0 mamy ciecz idealng, za$ dla n = 1 ciecz newtonowska opisana
rownaniem (2.2).

W celu dalszej ilustracji rozwazimy ciecz typu rozniczkowego stopnia czwartego, dla
ktérej pelna reprezentacja wynosi

T = —p1+S,+8S,4+S;+8S,,
S, = nAy,
S, =« Az‘f'azA%,
S: = Bi1 A3+ (A A+ A A )+ B5(trAy) A,
Ss = Y1 As+YAA A+ A A )+ 73 AT+ 9,(A, AT AT Ay) +ys(trA2) Ao+
+y6(trA) AT+ [y1trAs+ystr(A A Ay,

przy czym wspotczynniki a;, f;, y; sa stalymi materialowymi. Dla ustalonych przeptywéw
wiskometrycznych mamy (por. [1])

(8.12)

M) = - 70e) = Mot 2Bat B0,

8.13
( ) gy (”) = 2oyt az) ¥+ [4(y3+yet+ 75)‘1‘2)’6]”4‘{‘ 0(”4) ,

05(%) = oy x*-F 26+ 0(x%),
a zatem odpowiednia funkcja lepkosci okres$lona jest réwnaniami (8.12) z dokladnoscia
do cztonéw o(x”), podczas gdy funkcje naprezen normalnych z dokfadno$cia do cztonéw
o(x%).

Przypadek cieczy stopnia drugiego, szeroko stosowany w rozwiazaniach réznych iagad-

nien konkretnych, otrzymamy zachowujac w (8.12) tylko S, i S, (por. [1])

(8.14) T = —pl4+nAi+a A+ A7, A, = 2D.

Jest to najprostsze uogdlnienie réwnan konstytutywnych cieczy newtonowskiej prowadzace
do efektéw naprezen normalnych (por. p. 9).

Roéwnanie (8.14) jest w literaturze stosowane i rozumiane jako przyblizenie cieczy prostej
dla wystarczajaco powolnych przeptywdéw i jako opisujace pewien idealny model cieczy
dla dowolnych przeptywdw; ten drugi sposob podejicia moze prowadzi¢ jednak do wynikow
niezadawalajacych (por. p. 9).

Osobna pozycje w teorii cieczy nienewtonowskich zajmuja réwnania, wspomnianej juz,
nieScisliwej cieczy lepkiej Reinera—Riviina (por. [1]), mianowicie
(8.15) T = —pl+u D+u,D?, D =124,

gdzie u; i u, sa dowolnymi funkcjami niezmiennikéw trD?, trD*(trD = 0). Ciecze tego
typu doczekaly si¢ obszernej literatury teoretycznej i do§wiadczalnej, chociaz z uwagi na
nastepujace zaleznosci dla ustalonych przeptywow wiskometrycznych:

1
77(%) = _,1—‘- T(K) = 7#1 (% ,‘2, 0))
(8.16)

1 1
0,(x) = 02(%) = sz,uz (74— »2, 0) s
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nie moga wlaéciwie opisywaé zachowania si¢ licznych cieczy nienewtonowskich, dla
ktérych o, # o0,.

Zalezno$ci miedzy poszczegdlnymi klasami cieczy, oméwionymi w niniejszym punkcie,
zostaly schematycznie przedstawione na rys. 10. Nalezy pamietaé, ze linie laczace rézne

typy cieczy ilustruja formalnie istniejace zwigzki, nie precyzujagc wcale zalozen, ktdrych
spelnienia wymagaja odpowiednie przejscia.

Crecze nieproste
{c.anizotropowe
Ciecze proste  f————— POTE

ciekte krysztaly
podciecze itp)

Ciecz typu catko-
wego rzedu n

Ciecz typu catkowo-
\/ rd2niczkowego

Ciecz typu roznicz-
kowego rzedu n

Ciecz typu predko-
sSciowego z n-tym
strum.

Ciecz prosta rzedu n

Sprezysto-lepkie ciecze

Oldroydatyp A1 B
k!
Y 7
~ |
Ciecz typu rozniczko- ‘\
wego stopnian 1
- \
// 1
Ve Ciecz Stokesa \
\I d ‘
7 |
e \\‘l
e
Skonczona liniowa Liniowa ciecz
lepkosprezystos¢ Ciecz slopnia 2 lepkosprezysta Ciecz Reinera-Rivlina
(rzad (Riviin)
i
Infinitezymaina linio-
wa le%?“sg:ﬁiﬁlosc Ciecz newtonowska
( ‘ (Navier-Slokes)

Rys. 10. Klasyfikacja cieczy nienewtonowskich na tle cieczy prostych

Trzeba réwniez dodaé, Zze przedstawiona klasyfikacja nie wyczerpuje wszystkich mozli-
woéci opisu cieczy nienewtonowskich i zawiera tylko najbardziej racjonalng ich czgéé.
Pominigto, na przyklad, tzw. teorie sprezystych cieczy, o ktérych byta mowa w p. 2. Po-
minigto réwniez ciecze opisywane prawem potggowym (por. np. [4]), ktérego nie mozna
uznaé za shuszne z teoretycznego punktu widzenia z uwagi na nieobiektywno$¢ sformuto-
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wania, niemozno$¢ opisania efektdw naprezen normalnych, ograniczenie do zagadnien
jednowymiarowych itp.

9. Niektore rozwigzania dla cieczy drugiego stopnia

Jak juz wspominali§my w punkcie poprzednim, réwnania cieczy drugiego stopnia (8.14)
byly szeroko stosowane do rozwigzan zagadnien konkretnych. Ich stosunkowa prostota
(state wspolczynniki materiatowe) pozwolila przeanalizowad pewne przypadki przeplywow
nieustalonych — niemozliwe do rozwiazania dla bardziej ogdlnych teorii (por. [1]).

Dla nieustalonego prostego przeplywu scinajqcego (por. p. 4), w zalozeniu zerowych sit
masowych, otrzymamy rdwnanie nast¢pujace:

.1 noaxxv_*‘alaxlxv = 00,7,
rézniace si¢ od réwnania parabolicznego teorii klasycznej mieszang pochodng czastkowa

trzeciego rzgdu.
Jego szczegdlne rozwigzanie dla fal harmonicznych w postaci

(9.2) v = Ve **cos(wt—bx),

gdzie a i b sg okreslonymi funkcjami & = oyw /7, zostato przeanalizowane przez TRUES-
DELLA [45]. Wykazal on m.in., ze dla o; > 0, tlumienie @ jest monotoniczna funkcjg &
i osiaga granice (o/a,)"? przy & — oo; natomiast dla o, < OV, a najpierw wzrasta z czestos-
cig, osiagajac maksimum réwne — ¢/8a, przy w = 07,/8 ]/3 af, a nastepnie asymptotycznie
opada do zera. A zatem dla o, < 0 przy duzych czgstosciach zaburzenia propaguja sie
nieznacznie zmniejszone. W kazdym przypadku niezerowa wartoéé «, redukuje zdolno$é
cieczy do $cinania, lecz pozwala na propagacj¢ zaburzen na wigksza odleglosé.

Rozwazono rdéwniez drgania cieczy zawartej miedzy koncentrycznymi cylindrami,
z ktérych wewnetrzny jest nieruchomy, za$ zewngtrzny oscyluje wzdluz osi z czgstoscia
v (por. [1]). Réznica migdzy napr¢zeniami promieniowymi na $ciankach cylindréw wynosi
w przyblizeniu

pa :
9.3 AT = Qa,+a,) oK [( ;g) coszvt—{—O(gz)] ,
g=(R—Ry)[R, > 0.

Podobnie dla drgan skrgtnych otrzymano
22 )
9.4) AT = —2a, ?[l—{—O(g)]cos e,

Warto réwniez zwréci¢ uwage na zagadnienie statecznosci rozwiqzania réwnania (9.1)
przedyskutowane przez COLEMANA, DUFFINA i MIZELA [46], z uwagi na dalsze konsekwencje
dla statecznosci przeptywdéw §cinajacych (por. p. 11). Udowodnili oni, ze dla «; < 0 roz-
wigzanie szczegdlne (9.1) w postaci

2,,2
. hm NN 0
9. — Aedntsin — = , =1/ ——,
(9.5) v = Ae%'sin X, q (=) (P — o) c l/( S

') To jest przypadek obserwowany dla roztwordw poluzobutylenu w cetanie [25]; porbwnaj takze roz-
wazania punktu 10, gdzie «, < 0 z definicji.
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speiniajace warunki brzegowe: v(0, 1) = v(d, ) = 0, jest nicograniczone, gdy n > od/=.
Kazde ograniczone rozwiqzanie v(x, t) liniowego rownania (9.1) jest niestateczne w tym sensie,
Ze istnieje nieograniczone rozwigzanie v*(x, () z tymi samymi warunkami brzegowymi,
co v(x, 1), lecz posiadajqce wartoSci poczqtkowe v*(x,0) rézniqce si¢ dowolnie malo od
wartoSci poczqtkowych v(x, 0). Poniewaz nieograniczone rozwiazania dla cieczy drugiego
stopnia nie maja fizycznego znaczenia, nalezy albo zalozy¢, Zze w pewnym momencie prze-
plywy przestaja by¢ linearne (por. p. 7.1), albo tez wylgczy¢ je z klasy «powolnychy» prze-
plywédw w sensie retardacji (por. p. 8).

10. Ciecze z konwekcyjna spreiystoscia

Stwierdzajac, Ze takie terminy, jak ciecz niesprezysta, ciecz lepkosprezysta itp. nie
posiadaja zdefiniowanego jednoznacznie znaczenia oraz ze rézne teorie begdace formal-
nym przeniesieniem wiasnosci cial sprezystych na ciecze sa niestuszne (por. p. 2), dochodzi-
my do pytania czy koncepcji sprezystosci cieczy mozna nadac¢ wlasciwe racjonalne znaczenie.

Znaczenic takie posiada wprowadzona przez TRUESDELLA [47] definicja cieczy z kon-
wekcying sprezystoscig, dla ktorej konfiguracja odniesienia jest konfiguracja zajmowana
przez punkt materialny w czasie r—¢*, przy czym ¢ oznacza czas aktualny, za$ r* jest stala
cieczy nazywana czasem charakterystycznym (response time). Rédwnania konstytutywne
tego szczegblnego przypadku niescisliwej cieczy prostej mozna zapisaé w postaci (por. [48])

T = —pL+f(Bi—ie(1)) = —p1-+g(Fi—ie(1))

10.1
( ) B = Ft—t'F;r-t--

Z uwagi na pewne ogolne zwiazki, ktére obowiazuja w o$rodkach sprezystych (por. [1]),
funkcje wiskometryczne cieczy z konwekceyjng sprezystoscia muszg byé zwiazane naste-
pujaca zaleznoscia

(10.2) 02(%)—0,(2) = *3n(3).
Stad widaé, ze dla przeptywdéw wiskometrycznych réwnania takich cieczy moga nic opisy-
waé w sposob wystarczajaco ogdlny zachowania si¢ cieczy prostych. Natomiast dla tej
klasy przeptywéw wyniki przewidziane przez teori¢ cieczy drugiego stopnia sa identyczne
z wynikami dla teorii cieczy z konwekcyjna sprezystoscia, jesli * = — 2o, /noY.

Jesli historia wzglgdnego gradientu deformacji wystepujacego w (10.1) jest analityczna,
réwnania konstytutywne niescisliwej cieczy z konwekcyjna sprezystoéeia przyjmuja postaé
alternatywna

(103)  T= —pl—{—(a—{—Zﬂ)Z(—_’:‘*—) A+ Z S“ m,,)z, " ALA,,
n=1 '

m=
w ktérej o 1 § sa funkcjami nastepujacych niezmiennikéw tensoréw Rivlina-Ericksena:
(t*)*trAy, (¢*)+'trA A;. LOCKETT i ZAHORSKI [48] pokazali, ze niescisliwa ciecz typu
rézniczkowego, w ustalonych przeplywach wiskometrycznych, nie moze byc¢ odrézniona od

) Zgodnie z zasada przyczynowosci t* > 0, a zatem a, < 0; stanowi to, obok wynikéw do$wiadczal-
nych, jeszcze jedna motywacj¢ znaku stalej «, .
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cieczy z uogdlnionq postaciq konwek cyjnej sprezystosci. To samo odnosi si¢ do niescisliwych
cieczy trzeciego stopnia w dowolnych przeplywach 1 cieczy czwartego stopnia w dwuwy-
miarowych przeplywach, jesli tylko odpowiednie historie deformacji sa analityczne.

Uogélnienie réwnania (10.1) na ciecze proste mozna otrzymaé wprowadzajac cale widmo
charakterystycznych czaséw ¢* (i =1, ..., n) i przechodzac do zaleznosci funkcjonalnej
dla n — oco.

11. Stateczno§¢ przeplywow $cinajacych

Zagadnienie statecznoéci przeplywow cieczy nienewtonowskich posiada znaczenie nie
tylko teoretyczne, ale i praktyczne, zwlaszcza w technologii polimeréw, masy papier-
niczej itp. Towarzyszace takim przeplywom anomalie (przeptywy wtdrne, zjawisko Tomsa
w przeplywie zaburzonym, efektywny poslizg na S$ciankach, itp.) moga mieé zwiazek
z utratg stateczno$ci (np. [49]), chociaz nie istnieje jednolity poglad, czy anomalie takie
dadza si¢ wyja$ni¢ na gruncie teorii kontynualnych, czy tez rozwazan czysto struktural-
nych. Na przyklad, zjawisko Tomsa (por. [50]) —wyrazna redukcje opordw przeplywu
nawet dla bardzo rozcienczonych roztworéw polimeréw w poréwnaniu z przeplywem
czystego rozpuszczalnika — niektdrzy autorzy wiaza z takimi czy innymi wlasnosciami
sprezystymi cieczy (por. np. [51]), inni doszukuja si¢ gléwnych przyczyn w zjawisku pos-
lizgu w warstwie przySciennej tworzacej sic na skutek odpowiedniej orientacji struktury
(por. np. [52]).

Ogdlng teori¢ niestatecznoéci wywolanej falami §cinania w ustalonych przeptywach
cieczy prostych przedstawili niedawno COLEMAN i GURTIN [53]. Stwierdzili oni m.in.,
ze w obszarach poddanych écinaniu amplitudy fal przyspieszenia moga w sprzyjajacych
warunkach dazy¢é do nieskonczono$ci w skoficzonym przedziale czasu. Im wigksza jest
predko$¢ Scinania, tym mniejsza jest krytyczna amplituda, ktdrej odwrotnosé zalezy pro-
porcjonalnie od chwilowego modulu drugiego rzedu zdefiniowanego przez druga pochodng
funkcjonalng od funkcjonatu konstytutywnego (por. p. 3).

Krétki przeglad zagadnien statecznosci dla ptaskich ustalonych przeplywéw $cinajacych
z okre§lonymi warunkami brzegowymi zamieszczono w pracach [49, 54]; przedstawimy
obecnie tylko niektére wyniki.

Wigkszo§é rozwiazanych przypadkéw dotyczy dwuwymiarowych zaburzen nalozonych
na plaski przeplyw podstawowy (por. np. [55, 56, 57, 58]), co wobec nieistnienia odpowied-
nika twierdzenia Squire’a dla cieczy nienewtonowskich ogranicza ich znaczenie. Okazuje
si¢ bowiem, Ze obszar stateczno$ci dla zaburzen tréjwymiarowych moze nie zawieraé sig
w analogicznym obszarze dla zaburzen dwuwymiarowych (por. [59, 60]).

W zagadnieniach plaskich przeplywdéw cieczy ze swobodna powierzchnia rozréznia sie
dwa rodzaje fal zaburzenia: raczej krétkie fale $cinania o duzej czestodci i diugie fale po-
wierzchniowe propagujace si¢ stosunkowo wolno (por. [61]). Dla cieczy typu rézniczkowego
drugiego lub wyZszego stopnia, rozwazenie fal §cinania prowadzi zawsze do niestatecznosci
przeptywu lub fizycznie niedopuszczalnych wnioskéw (por. [57, 62]), co jest konsekwencja
przyblizonego charakteru réwnan konstytutywnych (por. p. 8). Uniknaé tego mozna przez
wladciwie uwzgledniona pamieé oérodka.
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Rozwiazania zagadnien statecznoséci dla plaskich przeplywdw Poiseuille’a (np. [55, 58])
oraz dla warstw cieczy splywajqcych po nachylonych plaszczyznach (np. [56, 57]) wykazuja
racze) destabilizujacy charakter parametréow odpowiedzialnych za sprezyste lub lepko-

sprezyste wlasnosci cieczy drugiego stopnia, cieczy sprezysto-lepkich typu Oldroyda itp.
(por. rys. 11, 12).

Liczba falowa k

Liczba Reynoldsa R

Rys. 11. Krzywa neutralnej statecznosci dla plaskiego przeplywu Poiseuille’a. S — obszar statecznosci,
N — obszar niestatecznosci

Rozwazania przeprowadzone przez ZAHORSKIEGO [49] nad nieéci$liwa ciecza z kon-
wekeyjna sprezystoscia stopnia trzeciego (por. p. 10), splywajaca po plaszczyznie nachylo-

nej pod katem ¢ do poziomu, doprowadzity do nastgpujacej krytycznej liczby Reynoldsa
dla zaburzen powierzchniowych:

|3 15 2 62 128
e {2 Ry vz | | 1208 52
(11.1)  Ryfetgd (3 < M+ M)[(ls ios M+ 4 M)—|—

1 1 417 -
10| - M+ —— M? )
i Q(3 s Mt M )]
gdzie parametr Q > 0 reprezentuje sprezyste wlasnosci cieczy (Q jest proporcjonalny do
stalej o, dla cieczy drugiego stopnia), za§ maty parametr M okresla w przyblizeniu zmiane

Liczba falowa k

Ry  Liczha Reynoldsa R

Rys. 12. Krzywa ncutralnej statecznosci fal powierzchniowych dla plaskiego przeplywu po nachylonej
ptaszczyznie. S — obszar stateczno$ci, N — obszar niestatecznodci, Ry, — punkt bifurkacji

lepkosci w zalezno$ci od predkosci Scinania. Dla M > 0, mozna spodziewaé si¢ efektow
stabilizujacych, zwiaszcza dla silnie sptaszczonych profili predkosci i wigkszych grubosci
warstwy.

Zagadnienia utraty stateczno$ci znacznie si¢ komplikuja dla dwuwarstwowych przeplywéw
po nachylonej plaszczyzinie, wykazujac réznorodny wptyw parametréw charakteryzujacych
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rozwarstwienie ggstoscl i lepkosci (por. [63, 64]). W pracy [54], w oparciu o pewne wyniki
Kao [65], wykazano, m.in., ze dla fal powierzchniowych w dwuwarstwowym przeplywie
cieczy z konwekcyjna sprezystoscig stopnia drugiego, krytyczna liczba Reynoldsa wy-
raza si¢ nastgpujgco:

(11.2) Ry fetgd = m[F(8, m)+Q,r*]7",

gdzie F jest pewna znana funkcja parametréw & i m okreslajacych odpowiednio stosunek
grubodci i lepkosci warstwy dolnej do gornej, a Q, charakteryzuje wptyw wlasnosci sprezy-
stych. Stabilizujacy lub destabilizujacy (w poréwnaniu z warstwa jednorodna) wplyw tych
wlasnosci zalezy istotnie od wielkosci * definiujgcej stosunek czaséw charakterystycznych
(por. p. 10) w cieczy dolnej i gérnej. Pomimo do$é zlozonego obrazu zjawiska, mozna
spodziewad sig efektu stabilizujqcego, gdy v < 0, tj. dia bardziej sprezystej warstwy
gornej. Odpowiadaloby to z grubsza rzecz biorac roli jaka odgrywaja zanieczyszczenia
powierzchniowe (por. [66]) i rozwarstwienie cieczy obserwowane przy przeptywach roz-
tworéw i stopéw polimeréw oraz bardzo drobnych zawiesin (por. [67, 68]).
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Pesome
HEHBIOTOHOBCKHE XHNIKOCTHM B CBETE MEXAHMKM CITJIOIIHBIX CPEI

BospacTarowsil HHTEpeC K HEHbIOTOHOBCKHM YHAKOCTAM, MEXaHMUECKHE CBOMCTBA KOTOPBIX 3HAUH-
TEJILHO OTJIMYAIOTCS! OT CBOMCTB KJIaCCHUYECKHX MKHIKOCTEH, TECHO CBA3aH ¢ HAYUYHBIMH U IIPOMbBIIIEHHbI-
MH Hy>xJIamH. B HacTosiiue#i paGoTe naeTca 0630p HauGosiee CYLIECTBEHHBIX TEOPETHYECKHX M 3KCIEPH-
MEHTAJIBHBIX Pe3YJILTATOR, MOJIYUEHHbIX Ha OCHOBE MEXaHHKH CIUIOIIHBIX cped. MHorouucieHHbie Bo-
MPOCHE KaK HAMp. CTPYKTYPHLIE METOAbI, TEPMOMMHAMUKA H TelUlonepenaya, nucdysus, Bo3mMylLUEHHOE
TEUEHHE U AP. He BOULIM B 0030p HApaBHE ¢ BOMPOCAMH HH(HHUTE3HMAJIBHON BASKOYIIPYTOCTH.
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B Hauasne paGoTnl mpeAcTaBseHbl OrpaHuueHHsa Kiaccuueckoli Teopun Hasee-Crokca, KoTOpas cripa-
BeAJIMBA JIMLIb U1 HHIOTOHOBCKHX YKHAKOCTeH. 3aTeM HpeAcTaBiieHa GoJiee MOAPOGHO TCOPHS HECHKII-
MaeMbIX IPOCTHIX >KHAKOCTEH B NPHMEHEHHH K BHCKOMETPHUECKHM TcuciHam. OOJCYKAalIOTCA Taloke
OpYyrye BHAbI TEYEHHI M7 YNPOLUEHHBIX MOAeIel »uaKocTeli. B ofHUM U3 fanbHeilnx pasesios npe-
CTaBJIeHa 001IAA 11aCCH(MHKALMA YKUAKOCTEH HEMOCPENCTBEHHO, HIIH KOCBEHHO, CBA3AHHDBIX C MPOCTBLIMU
KUAKocTAMH. KpaTo paccMOTpeHb! T. Ha3. YKHJIKOCTH BTOPOIO MOPSAKA M YKHIAKOCTH ¢ KOHBEKTHBHOIM
ynpyroctsio. HarkoHew 08cyyKIeHbl HEKOTOPbIE BONPOCHI YCTOHYHBOCTH, OCOOEHHO ISl CAYYAs ILIOCKHX
YCTaHOBHMBIUMXCST TEUEHHH CO CABHIOM.

Summary

NON-NEWTONIAN LIQUIDS IN THE LIGHT OF CONTINUUM MECHANICS

The growing interest in non-Newtonian liquids, the mcchanical behaviour of which considerably differs
from that of classical liquids, remains in close connection with scientific and industrial purposcs. The present
paper gives a general survey of the most important results achieved so far on the basis of continuum mecha-
nics. Many problems of more specialized validity, e.g. structural mcthods, thermodynamics and heat tran-
sfer, diffusion, turbulent flows etc.. are not included into the survey as well as the problems of infinitesimal
linear viscoelasticity.

The paper begins with presentation of some limitations of the classical theory of Navier-Stokes valid
only to Newtonian liquids. Next, the theory of incompressible simple fluids as applicd to the class of visco-
metri flows is devcloped in greater detail. Some other types of flows for simplified models are also dis-
cussed. A general <lassification of liquids cirectly or indirectly rclated to incompressible simple fluids is
presentea in one of further sections. So called fluids of the sccond grade and fluids with convected elasticity
are briefly ontlined. At the end of the Laper some problems of stability are discussed, especially for the
case of plane steady shearing [lows.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN
WARSZAWA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 11 kwietnia 1969 r.
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1 STOSOWANA
4, 7 (1969)

SPOSOB ELEKTRYCZNEGO MODELOWANIA ROWNAN ROZNICZKOWYCH LINIOWYCH
ZWYCZAJNYCH 1 CZASTKOWYCH O WSPOLCZYNNIKACH STALYCH I CZEONACH
RZEDU PARZYSTEGO

ALEKSANDER L1sows K1 (KRAKOW)

1. Ilorazy r6znicowe

Dowolne réwnanie rézniczkowe zwyczajne o postaci
d'w ta d'w 4o ta dw+a 0
Ay e o S —+ay =
"dxt T gyl Ydx
mozna, przy spelnieniu pewnych warunkéw, ktérymi nie bedziemy si¢ tutaj zajmowali,
zastapi¢ rownaniem réznicowym zamieniajagc rézniczki na réznice skonczone
. A"w n A w
Q-
P Axm T Axn1

+ e +a] %K +ao — 0.
X

(2 / ¢ ] 4

(-
~
'

E3

Wie 2|
Y

L
W/X ) - 1 7 1 71
Rys. 1. Oznaczenia punktéw w metodzie rdznic skonczonych

W pracy niniejszej zajmiemy si¢ modelowaniem dowolnych réwnan réznicowych o czto-
nach parzystych

n n-2 2
(1.1 A"w A" %y A*w

ay Ax" + a,_2 Ax"_z" + —*—aszi— +ao = 0,

gdzie n jest dodatnig liczbg parzysta.

Wyrazmy kolejne ilorazy réznicowe przez wartosci funkcji w w okolicy punktu 7, ktéry
przyjmujemy za centralny (dla ktérego pisaé bedziemy wyraZenia réznicowe). Oznaczajac
wartosci funkeji w (zgodnie z oznaczeniem punktéw na rys. 1, przyjmujac odstgpy zmien-
nej niezaleznej Ax = const) w punkcie i przez w;, a punktéw sasiednich przez w;_, oraz
Wiy, Otrzymamy pierwsze ilorazy réznicowe «w przéd»

AW,' 1
Ax = Ix(wl+l_wi):

3 Mechanika teoretyczna
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albo ilorazy réznicowe centralne
AW,‘ 1
(1.2) Ax Eﬂ(wi-fl—wi—l)-
llorazy réznicowe parzystego rzedu, ktére beda omawiane dalej, wyrazaja si¢ wzorami

AZW,' a
(1.3) az’z]xé‘ :T;(Wi+1'“2wi+wi—l),

A a

(]-4) as W = A;“‘ (WA'—2—4wi—l+6W1_4wi+l+wi+z),
A6

(1.5) dg —A;Hé = % (wi_3—6w;_>+ 15w, —20w; 15w, 1 — 6w+ wiis),
AS

(1.6) "841—):: — Aa—;(w;_4»—8w,-_3+28w,-_2—56w,-_1+70w,-—56w,-+1 +

428w — 8w 3t wily).

2. Modelowanie czlonéw réwnan réznicowych w sieci elektrycznej

Modelujac np. czion réznicowy

A"w a,

(2'1) . a, AxT+ao — ZF(WI'—!'- — ... +—\t’i+%)+a0

przyjmiemy nast¢pujace wspotczynniki przeniesienia analogii: wspélczynnik przeniesienia
pradowego my;

(2.2) I} = aym;,
wspolczynnik przeniesienia napieciowego m,
2.3) Ui = wim,,

wspdlczynnik przeniesienia opornosci nz,

Ax*
(2.4) rioi=k m,,
gdzie I, U; i r;;_, oznaczaja wielkosci elektryczne, mianowicie I; — natgzenie pradu
w amperach, U; — napigcie w woltach oraz r; ;_; — opdr w omach, a k — pewien wspot-

czynnik proporcjonalnosci.
Pomigdzy wspdiczynnikami przeniesienia istnieje znany zwigzek wynikly z prawa Ohma
(patrz np. [3])
2.5 m, = nm;m,.
Przejdzmy do podania schematéw sieci modelujacych poszczegdlne ilorazy réZnicowe.
2.1. Réinica rzedu drugiego. Réwnanie (1.3) moze byé tatwo modelowane w sieci elektrycz-
nej. Rozpatrzmy ukfad podany na rys. 2. Wypiszmy warunek rownowagi wezla i (pierw-
sze prawo Kirchhoffa) z uwzglednieniem wystgpowania wyrazu wolnego

=1+l + 17 =0.
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Wyrazajac prady przez napigcia w wezlach sieci otrzymamy (zgodnie z prawem Ohma)

&_L_fx 1 U Ul+l

Sk +17 =0,
Fiica Fiiig1
a przyjmujac stala warto$¢ oporéw r; ;_; = r = const, mozna napisa¢
|
(2.6) Uiy = 2Ui4Up) =17 = 0.
=
S R R —
|‘ Tii1 T Teis1 *
= = ]
o 4 5
mm b b

Rys. 2. Modelowanie roznicy rzedu drugiego w sieci elektrycznej

Jest oczywiste, Ze réwnanie (2.6) spelnia iloraz réznicowy drugiego rzedu (1.3), gdy przyj-
mie si¢ podstawienie
F= Ax? m,, U =wm, oraz I} =aym;.
a
Odpowiednie zaleznosci, ktére narzucaja miana wspolczynnikow przeniesienia (w efekcie
opér r musi by¢ wyrazony w omach itd.) podane zostaly w sposdb ogdlny we wzorach
(2.2) do (2.5). ‘

2.2. Réznica rzedu czwartego. Analizujgc réwnanie réznicowe dowolnego rzedu widzimy,
ze suma wspdlczynnikdw dodatnich i ujemnych jest sobie réwna. Obecnie rozwazane
réwnanie nie da si¢ zmodelowa¢ w ramach jednej siatki, gdyz taczac bezpo$rednio np.
wezet k z wezlem i otrzymamy wartosé rzedu

nie mozna wigc uwzgledni¢ réznych znakéw funkcji w weztach sasiednich. Gdybysmy
jednak to zrobili wedlug schematu podanego na rys. 3a, to otrzymamy

Ui—Ui—l U U1+1 U U 2 U u+2

Zf, = 20 DT D —0.
rf,.'-l ri,i+l rll 2 rl i+2
Czyniac zado$¢ rownaniu (1.4), przyjmiemy
1
(a) Fijiig=VFiiq2=7r Ordz  ri i1 =Triis1 =z"

i otrzymamy

]
s (Ui +4U;_— 10U +4U; 41 + U.-__z) =0.
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W celu uwzglednienia ujemnych znakéw przy niewiadomych U;_, oraz U, zastosowad
mozna uktad dwdéch siatek podany na rys. 3b (gdornej i dolnej).
Napiszmy warunek réwnowagi wezta i siatki gérnej (oznaczenia bez indekséw)

(b) Sh=1T gt Tt Iy = U"_r(ﬁ+ UimUiz U‘;E° ~ 0.
a 7L i-2 Tiie2
2
2
b
2

Rys. 3. Modelowanie réznicy rzedu czwartego w sieci elektrycznej

Odpowiednio warunek réwnowagi dla wezla i siatki dolnej da zaleznoéé

U.—Ui_yy U.—Uirry  U.—E
2l = Loy +1ogery +1p = —l(i + 1& + _R_o =0,
Zr Z-r
a stad
U, —~FE 4U;. — Uiy AU, — Uiy 1y
© SR _(_( v 1>?+('—‘<+1>) ,

Przyjmujemy nastepnie, Ze odpowiednie potencjaly weztdw siatki gérnej i dolnej sg sobie
réwne, czyli w rozwazanym przypadku
(d) U, = U, Uiy = Ui, oraz  Uiyry = Uis.
Podstawiajac wyrazenie (¢) do réwnania (b) z uwzglednieniem (d) otrzymamy

1
2.7 : T(Ui_2—4Ui—1‘|‘6Ui—4Ui+1+U:’+2) = 0.

Widzimy zatem, Zze warunek analogii zostal spetniony?.

') Spos6b ten w zastosowaniu do réwnania biharmonicznego oraz réwnan przemieszczeniowych pla-
skiej teorii sprezystosci podany jest np. w pracach [1, 3].

%) Wartos¢ sily elektromotorycznej E, jest zasadniczo bez znaczenia. W praktyce regulujemy zmienna
‘warto$¢ zasilania napigciowego do tego momentu, az oba potencjaly siatki gbrnej i dolnej si¢ wyréwnaja,
«co fatwo stwierdzi¢ na woltomierzu.
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Nalezy podkresli¢, ze w mozliwosciach modelowania réwnania réznicowego w sieci
elektrycznej decydujaca role odgrywa symetria wspélczynnikéw wzglgdem punktu $rod-
kowego, dla ktdérego jest to rownanie wypisane oraz warunek, aby suma wspélczynnikéw
przy odpowiednich rz¢dnych funkcji w réwnaniu byla réwna zeru. Jezeli zatem mozna
uzyska¢ wilaSciwe wartosci wszystkich wspoltczynnikéw dla punktéw sasiednich, to i war-
to$¢ wspdltczynnika dla punktu i musi by¢ spetniona.

Wyjasnione zalozenia pozwalaja juz bez trudu podaé ukiad sieci elektrycznej spetniaja-
cej rownanie réznicowe dowolnego parzystego rzedu.

2.3. Roinica rzedu széstego, Uwzgledniajac znaki wspéiczynnikéw przy réwnaniu (1.5) od

razn mnatna nauvnadaiad Yo Aa wvasle ‘ EARRE 1 B e L L A 122201
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dla pozostalych potaczen otrzymamy

Fiogic2y = Fir(ig2y = g" oraz Fijic1 = Fijig1 = %l‘

Przyjecie rownych oporéw R taczacych wezly dolnej i gérnej siatki konieczne jest dla
spetnienia warunku rownoséci pradéw splywajacych z wezldw i oraz i’ na mase.

2.4. Réinica rzedu 6smego. Uwzgledniajac wyzej podane objasnienia od razu mozemy przej$é
do modelowania réwnania (1.6) w siecl elektrycznej. Wezlami gornej siatki beda punkty
i—4,i—2,1, i+2 oraz i+4, a warto$¢ oporu

Ax?

Fiicqg =Triza=F=——m,..

Potaczenia weztdw siatki oraz wartosci opordw podane zostaly na rys. 5.

3. Modelowanie dowolnego réwnania réznicowego ziozonego z czlonéw rzedu parzystego

Rozwazmy dla przykladu réwnanie réznicowe
A%w A, T APwy
(a) 6A6+4A4 zAz—Lkw—}—ao_O

W réwnaniu powyzszym oproécz cztondw rzgdéw parzystych dodano czton zawierajacy
samg funkcje w,. Z nastgpujacego rozwaZama okaze sig¢, ze ten dodatkowy czlon tatwo
jest zmodelowac w sieci.

Roéwnanie (a) z uwzglednieniem warto$ci poszczegdlnych czionéw (1.3)-(1.5) i uwzgled-
nieniem znakdéw przyjmie postaé

2]‘%6 (Wim3—6w; o+ 15w,y — 20w + 15w, 4| — 6Wi 2 +Wigs) 1+ % (Wia—4w;_ +

+6wi— 4w+ wign)— ;—;2 (Wisy—2wi+wip) +kw,+ao = 0.

Po zgrupowaniu wyrazéw otrzymamy

ag [273
a2 . 4 k
Wis3 s w"2(6Ax6 Ax")+w' ‘( s 4 e )+W( +
a a a
(b) +20 RA 4+2—)Tu,+1(152%—441—;—h;)+
a,
—'wi+2(6£6—%’)+Wi+3T;6+00=0.

Polaczenia wezta i z weztami i—1, i—2, i—3 oraz i+1, i+2, i+3 zalezy od znakéw przy
odpowiednich czlonach. Oznaczajac warto$é oporu laczacego punkt i z wezlami skraj-
nymi przez

(© r=riiy=Fri,y=—m,
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oraz przyjmujqc-wartoéci w nawiasach za dodatnie (w konkretnym przypadku nalezy
to sprawdzic)

a a
6 _9¢ 44>0’

Axé T A
d G 4 G D2

(d) 150 =4 4 — 7z = O

Qo g Gs _, G

—k+20W —6 ) 2 T >0

otrzymamy dodatnie wspétczynniki funkcji dla punktéw i—3, i—1, i+1 oraz i+3, wobec

czego wezly te (razem z punktem i) nalezeé¢ beda do siatki gornej, a wezly pozostale tj.

i—2, i4+2 — do dolnej. Model réwnania (b) w sieci elektrycznej z uwzglgdnieniem przy-

Rys. 6. Modelowanie réwnania réznicowego rzedu széstego w sieci elektrycznej

jetych zatozen (d) podany zostat na rys. 6. Nalezy jeszcze wyjasni¢ modelowanie przed-
ostatniego czlonu réwnania (a), czyli kw;. Czton ten wchodzi do réwnania wezla dolnego
i'i w réwnaniu réwnowagi wezta pojawi si¢ jako czton: Ufo.

Przyjmujac zalezno$é

3.1) 0= m,,
k
réwnanie (b) bedzie w sieci spetnione.

Nalezy podkreéli¢, ze przedstawiony sposéb modelowania réznicowych czlonéw rzedu
parzystego zastosowaé mozna takze do réwnan czastkowych, gdzie wystgpuje wigcej
niz jedna zmienna, zalezna lub niezalezna, wraz z uwzglednieniem cztonéw réznicowych
wzgledem dwéch (lub wiecej) niewiadomych. Rozpatrzmy dla przykladu czlon rzedu
parzystego (przy przyjeciu Ax = Ay = ¢) )

A%w 1
Ax2Ay7 = F[4wi.j_2(wi—1,j+wi+l,j+Wi,j+l+wi.j—l)+

FWigr, je1TWistj—1+Wio, 41 +W.'—1,j—1)] .
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Oznaczenia weztow siatki w ukladzie osi x, y wraz z podaniem wspétczynnikéw réwnania
(3.2) podane zostaty na rys. 7a.
Zgodnie z oznaczeniami poprzednimi przyj¢to dla siatki gérnej

c
F= e =
oraz dla siatki dolnej
1
T e tjety = 7"-

Schemat uktadu podany zostal na rys. 7b.
Zagadnieniem modelowania elektrycznego warunkéw brzegowych 1 poczatkowych
nie bedziemy sie w tej pracy zajmowali; jest ono przedmiotem osobnego opracowania.

I L1 (*1y1

oty it ihj1

1 .yl ey

Rys. 7. Modelowanie czlonu czastkowego rzedu czwartego w sieci elektrycznej

4. Zastosowania w zakresie teorii sprezystosci

Po przedstawieniu mozliwoéci modelowania elektrycznego réwnan réznicowych przej-
dziemy do podania kilku praktycznych zastosowan w zakresie teorii sprezystosci. Ukltady
sieci, ktére beda podane dotyczyé beda punktow, w ktérych nie sa modelowane warunki
brzegowe lub poczatkowe.

4.1. Réwnanie belki na sprezystym podlozu. Réwnanie belki na spreZystym podiozu winkle-
rowskim ma postaé

4

d'y .
1) E1S2 +hy = p(),

gdzie EJ— sztywno$¢ zginania belki (przyjmiemy ja jako stala), k — stala podioza
(wartos$é¢ sity powodujaca jednostkowe ugiecie sprezyny modelujacej podloze sprezyste),
p(x) — obciagzenie zewnetrzne dzialajace na belke prostopadle do jej osi.
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Réwnanie (4.1) w zapisie réZnicowym przyjmie postaé
EJ
4.2) A Yica—4Yic1 +6y;—4yis 1+ yisa) Thiyi—Pi =0,

gdzie P; przedstawia wypadkowe obciaZenie przypadajace na wezet i.

~

Rys. 8. Modelowanie réwnania belki na sprezystym podtozu

Uklad sieci modelujacej réwnanie (4.2) podany zostal na rys. 8.
Odpowiednie wielkosci oznaczone na rysunku wynosza
Ax? 1

F=-—m 0 =
rs -~ k‘

£ m,, I'=Pm oraz U =ym,.

DP T []P T

4 - 4

A —V‘/;' ) o
()D QD

Rys. 9. Modcl belki lezacej na sprezystym podiozu (czesé srodkowa belki)

Uktad sieci dla kilku punktéw podany zostal na rys. 9.
4.2. Réwnanie zginania plyty. RéZniczkowe rownanie powierzchni odksztalconej plyty ma
postaé

(4.3) _3“»:) 2. a*w dw _ q(x,y)
x

3 xr T e T D
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gdzie D — sztywnos¢ zginania pltyty, a g(x, y) — obciazenie dzialajace na jednostke po-
wierzchni plyty.
Réwnanie réznicowe o postaci
A ”, ;+ Yw, 4Wi.j Qi.;

Ax2A 2t =g

moZna zapisa¢ uwzgledniajac oznaczenia podane na rys. 10a oraz wzory (1.3) i (3.2)
1 2 ,
ZXT (Wi—2,j_4wi—l,1+ 6W,'_j'—'4w,~+1,j+)1’i+2'j)+ ZW})Z 4wi,j_2()vf—l,jT

I
+W.+1,j+Wi.j+1+Wi,j-1)+(wi+|,j+x+“’.‘+1.j-1+Wi-1.j+1+“'i—l,j—1)+ F (“’i.j-zT

—4w; ;0w j—dw i w ) = Qi'j]-

D
a b
. L2 '
|
i et | o1
2y il if 0l i2j x

S VI T

1j*2

¥

Rys. 10. Modelowanie réwnania plyty

Przy zaloZeniu siatki o oczkach kwadratowych, czyli dla Ax = Ay = ¢, otrzymamy po
Zsumowaniu

1
7 [20w; ;=8 (Wi_g, j Wiy Wiy Wi e D200y o Wit o1 Wign e+
4.4) Ax?

Qij

D= 0.
Model powyzszego réwnania w sieci podany zostal na rys. 10b?. Odpowiednie wielkosci
oznaczone na rysunku wynosza

Ax* 0
r=—m,, I ;=0Q,;m oraz Uy,;=w,m,,

+wi—1,j+l)+(wi—2,j+ wi,j—2+wi+2,j+wi,1+2)] -

gdzie Q, ; przedstawia obciaZenie zewngtrzne dziatajace na wezel i, j.

1) Rozwigzanie w sieci elektrycznej réwnania plyty podano np. w pracach [1, 2, 4].
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4.3. Réwnania przemieszczeniowe teorii sprezystosci cial izotropowych. Przemieszczenia dowolnego

punktu wewnatrz ciala liniowo sprezystego, izotropowego spetniaja uklad réwnan

Pu ,,(32“ i 32£)+3_2”+_€1+ X 0

Mo T e V) Vaxay Tavez T iTG T
0% v Pu  Pw Y

4-3) N +”(a}2 + azf) toyax T e ire O
»w Pw  Pw\  Pu z

(ar= +"(W+a—yf)+ gzax T ezey T itG O

gdzie X, Y, Z — sktadowe sit masowych wzdtuz odpowiednich osi uktadu ortogonalnego
x, y, z w odniesieniu do jednostki objetoéci materiatu, G — wspétczynnik sprezystosci

"t'/,j'/,/(‘/

?['l,j'/,k

_ Rys. 11, Oznaczenia punktéw w ukladzie ortogonalnym osi x, y, z

poprzecznej (modut Kirchhoffa) u, v i w — skladowe przemieszczenia wzdluz osi x, y, z.

Wspétczynniki m, n i 4 okre$lone sa wzorami

AL+2G G 2v
4-6 _ = —_— = —
(4.6) m="e, n=qog  oraz A l—2vG’

gdzie ¥ — wspéiczynnik Poissona.

i L1 [ / -
& L4k ( Chjk

4z

4z
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Przepiszmy rownania (4.5) w postaci réznicowej dla punktu i, j, k

Azu,"j,k Azu,-,j,k Azu,-‘j‘k) AZ‘Z),-‘j,k . AZW,',J-_k Xi,j,k .
) Ax’2‘+"( Ay T Az | T axdy Taxdy Taie =9
AZ‘U,‘ ik AZ‘U- ik AZ‘Z)~ 'k) Azu- ik AZW,' ik Y; Pk
4.7 oL iJj, ikl i A gk
@.7) AR +"( A T4z )T dydx T Aydz T 246 -
AZWI-J'k AZW,',J-,R AZW,"J-,R Azu,-_j,k AZ‘Z),',j,k Zi,j,k o
_Az'2+"( de T oAy )T dzix T awdy TarG =

gdzie X;;x Yi;x Zix— wypadkowe obciaZzenia dzialajace na wyodrebniony wezet
siatki przestrzennej o oczkach Ax - Ay - Az.

Dalej rozpiszemy pierwsze réwnanie (4.7) zgodnie z oznaczeniami punktéw podanymi
dla ukladu ortogonalnego osi x, y, z (patrz rys. 11). Dla uproszczenia przyjeto podziat
staty i jednakowy wzgledem wszystkich trzech osi, czyli dx = Ay = Az = ¢, przy czym
wspdtrzedna i okredla potozenie punktu wzgledem osi x, wspétrzedne j — wzgledem osi y
oraz k — wzgledem osi z.

Pierwsze réwnanie (4.7) mozna zapisa¢ w postaci

m n
Tix? iz gy —2Ui jat iy, 1)+ Ay (Uijorh— 20 i jo10)+
1

n
+ e (U o1 —20, U k1) + ﬂ?&é]ﬁy @iy ik — Vot ekt

Vi1, jo k= Vigt,jo1k) T A Az (Wit ke 1= Wi, jkmt T Wisy jk—1 T

_H/‘l'—l,j,k+l)+[Xl'.j,k == 0,

gdzie I = 1/(A+G).
Grupujac wyrazy otrzymamy przy uwzglednieniu dx = dy = Az = ¢

m n m m n n
— 2;2"-*-4? ui,j,k-*-?z-ui_l,j,k-i‘ _c'z"ui+l,j,k+7lli,j—l.k+?ui,j+l,k+

1

(4 8) n R )
: +?ui,j,k—l‘i'?ui,j,k+l+Zc_z(vi+l.j+l,k“_vf—l,j+l,k+'vi—1,j—l,k_vi+l,j—l,k +

+ ) (“"f+1,j,k+1 — Wit k-1 T Wis1, jk—-1 -"Vl—l,j,k+1)+ IX,-,M =0,
W rozpatrywanym punkcie i, /, & obszaru mamy uklad trzech réwnan rdznicowych,
gdzie wyste¢puja niewiadome w; jx, vijx i wi k. Dla wyznaczenia kazdej sktadowej prze-
sunigcia punktu i, j, k poprowadzimy potrdjne siatki, ktére oznaczone sa w odrebny spo-
$6b na rys. 12: wzgledem osi x — w sposéb ciagly, osi y — przerywany i osi z — kropko-
wany. Réwnania (4.8) zostaly zmodelowane w sieci przy przyjeciu
c? c? 4c?

4.9) ro= palT ry = 7m, oraz ry = —l—m,;

obciazenie sieci okresla wartosé I = 1X; jm,.



SPOSOB ELEKTRYCZNEGO MODELOWANIA ROWNAN 427

W analogiczny sposob zapisa¢ mozna dwa pozostate réwnania (4.7) i zmodelowaé
w sieci elektrycznej. Wéwcezas centralnymi punktami beda wezly /, j, k dla siatki oznaczo-
nej linia przerywana (wspotrzedne v; ;) oraz linia kropkowang (wspdirzedne i ;i).

Modelowanie przesunie¢ ukladu przestrzennego jest niewatpliwie do$¢ pracochtonne,
gdyz kazdy wezet posiada w ogélnym przypadku trzy skladowe przesunigé u, v, w, czyli
dla modelowania n wezléw potrzebna bedzie sie¢ zlozona z 3n wezldw.

poziom

7

el

—_——

Rys. 12. Modelowanie rownan przemieszczeniowych teorii sprezystosci ciat izotropowych

Na przyklad modelowanie szescianu z podzialem krawgdzi na polowy, czyli Ax = Ay =
=Az = a/2 wedlug rys. 11 wymagaé begdzie sieci elektrycznej o 27x3 = 81 wezlach.

W praktyce wykorzystaé¢ naturalnie mozna ewentualny warunek symetrii, co pozwala
rozwazy¢ przy tej samej liczbie niewiadomych ukiady kilkakrotnie bardziej zlozone.

Oddzielng sprawa jest uwzglednienie warunkéw brzegowych lub poczatkowych. Wy-
korzystuje si¢ tu te same zwiazki, ktore wystepuja w metodach obliczeniowych, a wiec np.
warunek zerowego ugiecia, czy zerowej wartosci momentu zginajacego lub sity poprzecz-
nej. Sprawa ta bedzié rozwazona w oddzielnym artykule.
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Pesome

METOI 3JIEKTPHUUYECKOI'O MOJIEJIMPOBAHHUS OBBIKHOBEHHBIX
JUDDEPEHIMAJIBHBIX YPABHEHMN U YPABHEHUM C UACTHBIMU
ITPOM3BOIHBIMHU C TTOCTOAHHBIMH KOS P PHUUMEHTAMH
W YJIEHAMH YETHOIO IOPSIKA

OnuchbIBAeTC1 METOJ IIOCTPOEHMSI 3JIEKTPUYECKUX Mmojeneit auddepeHUNansHbIX BbIPAXKEHHIT CO-
AeprKalux NPOU3BOAHbIE UCTHOro nopsaara. [IpumeHeHbl ABe OTACNIbHbIE CETH (BEPXHAA M HIDKHSIA).
PaccmoTpennl Tarxke HeoQHOpoaHble AU depeHIHaNTbHbIE YPABHEHHS .

IpuBoautcst psaa npumepoB: AuddepeHunaNsHOr0 YPaBHEHMST H3rudaeMoi GaZiKM Ha yIPYIoM OCHO-
BaHiM, ©arnba TOHKOM MJIMTHI @ TAKX<e AJIA CHCTEMb! YDaBHEHHH Ha nepemelleHHst o0Lell TeOpHUH yIIpy-
TOCTH.

Summary

ELECTRIC NETWORK MODELS OF ORDINARY AND PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
WITH CONSTANT COEFFICIENTS AND EVEN ORDER TERMS

The method of constructing the electric models of an even order finite difference expression has been
described, two separate networks (the upper and lower ones) being introduced. Non-homogeneous differen-
tial equations are taken into consideration.

Examples of several types of models are given; the equations of bending of a beam on elastic founda-
tion, bending of a thin elastic plate and the displacement equations of general elasticity theory have been
discussed in particular.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 18 kwietnia 1969 r. — przeredogowana (po raz pierwszy wplynela
dnia 15 lipca 1968 r.)
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I STOSOWANA
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PRZYKEADY MODELOWANIA ELEKTRYCZNEGO WARUNKOW BRZEGOWYCH
1 POCZATKOWYCH ROWNAN ROZNICZKOWYCH WYSTEPUJACYCH
W ZAGADNIENIACH MECHANIKI

ALEKSANDER L1sow skl (KRakOw)

W pracy [4] podal autor podstawy modelowania w sieci elektrycznej réwnan rozniczko-
‘wych liniowych zwyczajnych i czastkowych o wspodtczynnikach statych i pochodnych rzedu
parzystego. Obecnie rozwazonych bedzie kilka typdéw rownan wystepujacych czesto w za-
gadnieniach technicznych: réwnanie Laplace’a, réwnania Lamégo oraz réwnanie falowe
1 réwnanie drgan swobodnych. Podane beda przyktady elektrycznego modelowania réwnan
z uwzglednieniem warunkow brzegowych i poczatkowych.

1. Przyklady zastosowan réownan rézniczkowych do zagadnien mechaniki

L.1. Réwnanie drgan swobodnych nietlumionych. Rozpatrzmy réwnanie rézniczkowe drugiego
rzedu o postaci

(1 m——-+kn =20,

gdzie m — masa drgajacego ciatla o jednym stopniu swobody, 7 — wychylenie. od poto-
Zenia rownowagi, k — warto$¢ sity powodujacej jednostkowe ugiecie. Rownanie (1.1)
napisane dla punktu / w zapisie réZnicowym przyjmie postac

m 2m m
(1.2) g i1 (z“z —k)n,-+ i Mis =0

Piszac rownania dla kolejnych momentéw o odstgpie czasu At otrzymamy

m 2m m
dla =20 Z?ﬁlf—(zﬁ—k)ﬂo—f—rtzﬂl:(),

m 2m

m .
(123) dla = lA’ th_no_(z-tf_k)nl+w7]2:oa

m 2m m .
dla t, = 24t th'l'h— (A[z —k) 7’]2+ Zt? N3 = 0 itd.
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Przyjmujac warunki poczatkowe dla r = 0, mianowicie

(1.2b) oy — T Oraz %17,3 _ o,
otrzymamy z réwnania pierwszego (1.2a) warto$¢ wychylenia #n, (w czasie ¢,), nastepnie
z réwnania drugiego (1.2a) — wychylenie 7,, z réwnania trzeciego (l.2a) — wychylenie
7, itd. Nizej podamy przyklad konkretny.

Przykltad 1.1. Zmodelowaé w sieci réwnania drgan swobodnych (1.2) oraz obliczy¢
kolejne wychylenia- masy, przyjmujac dane ukiadu (m = P/g, gdzie g przyspieszenie
ziemskie 981 cm/sek?)

kG

—— .sek?
m cm . kG
(1.20) /_1—[2 =1]1- SCT i k= 0,5 I:E]
oraz warunki poczatkowe -
(1.2d) no=1[em] i 79=0.
Uwzgledniajac (1.2¢) w réwnaniu (1.2) otrzymamy
h]i-l_ |,577i+177,'+1 =0.
7 g g 10 -
|
L [ s

Rys. 1. Wykres drgan swobodnych masy do przykladu 1.1

Z drugiego warunku (1.2b)

M= _ .
24¢ 0

z uwzglednieniem (1.2d) otrzymamy zwigzek okreslajacy wychylenie w pomocniczym
punkcie I’ (patrz rys. 1)
(1.2¢) N =M.

Uwzgledniajac (1.2d) i (1.2e) w réwnaniach (1.2a) otrzymamy wychylenie masy w kolej-
nych odstepach czasu, mianowicie

no = lem, n, =0,75cm, n, = 0,125cm, 73 = —0,5625cm, 7, = —0,96875¢m,

7s = —0,89062¢cm, #; = —0,36719cm, #n;= 0,33984cm, xz= 0,87695¢cm,

1o = 0,97559 cm itd.
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Wykres podany na rys. 1 przedstawia wychylenie masy. Jak wiadomo, rozwigzanie
réwnania (1.1) przedstawia zalezno$¢ sinusoidalng, co wyraznie jest uwidocznione w otrzy-
manym przebiegu (jest to przypadek drgan niegasnacych o stalej amplitudzie).

Przejdzmy do modelowania rownan (1.2a) w sieci z uwzglednieniem warunkéw poczatko-
wych.

Przyjmiemy nast¢pujace wspélczynniki przeniesienia modelowego m, i m,,

Ae? 1

-m, @ =, Ui:nimu;

(1.2f) r="_ -

woéwczas réwnanie (1.2) mozna zapisaé¢ w postaci

Ui —2U+ Uiy _*_ﬂ: 0.

r 0

Y

Uktad sieci spetniajacy powyzsze réwnanie podany jest na rys. 2.

Rys. 2. Elektryczny model réwnania réznicowego drgan swobodnych niettumionych

vy, o
—{— 3}
-

Rys. 3. Elektryczny model uktadu réznicowego drgan przy zalozonym odstepie A¢

Wstawiona sita elektromotoryczna E, ma za zadanie wyréwnanie potencjaléw i oraz i’
Dotaczony do wezla prad I; modeluje obciazenie zewngtrzne [np. sile wymuszajaca w réw-
2

naniu m %727 +kn = P(1)]. Dla przedstawienia ukladu réwnan (1.2a) nalezy odpowiednie

schematy modelujace poszczegdlne réwnania odpowiednio polaczyé ze soba (patrz rys. 3).

4 Mechanika teorctyczna
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Przejdzmy do modelowania warunkdéw poczatkowych. Jako warunki poczatkowe zadania
przyjmujemy, ze w chwili # = 0 znane jest wychylenie 7, oraz pr¢dkos¢ no. Uwzgledniajac
(1.2¢) oraz (1.2f) otrzymamy wartoséci napi¢¢ modelujace wychylenia masy

(1.2g) Uy = nom, oraz U, = U, = nym,.

Do dalszych rozwazan przyjmiemy wartosci wspéiczynnikéw przeniesienia

cm \%

(1.2h) m, = 100 [?G -QJ oraz m, =1 [cm]'

Ze znanej zaleznosci m,, = m;m, obliczymy wspoétczynnik przeniesienia pradowego

kG-A

2i — o001 X9A ]

(1.21) m; = 0,0 [ o ]

Obecnie okresli¢ mozemy wielkosci wchodzace w obwdd sieci. Podstawiajac do (1.2f)
otrzymamy

p 2

. At? cm cm
(1.2)) r= me= 1 [kG]-IOO[kG-QJ =100Q, o

v.
(1.2k) Uy = nom, = 1 [cm]- 1 [cm] =1V;

- 71 m, = 200Q,

dodatkowo zaktadamy R = 1000 Q.

Modelujac réwnanie réznicowe drgan poczynajac od punktu O nalezy do tego wezla
przylozyé napigcie U, (w rozpatrywanym przypadku — | V) modelujace wychylenie po-
czatkowe. Drugi warunek uzyskamy rozpisujac pierwsze rownanie (1.2a), ktére z uwzgled-
nieniem przyjetych wielkosci (1.2f) i (1.2¢) — przyjmie postac

11U, —(2—0,5U,+1U, = 0.
Uwzgledniajac ponadto warunki poczatkowe (U, = U, oraz U, = | V) otrzymamy

(1.21) U = ILSZUE =0,75V.

Uklad sieci poczynajac od punktu 0 podany zostal na rys. 4. Po zasileniu uktadu
napigciem réwnym 1 V tak manipulujemy sita elektromotoryczna E, nalezaca do wezla
1, aby uzyskaé¢ w wezle siatki dolnej 1’ napiecie réwne 0,75 V. Nast¢pnie przechodzimy
do wezla 2 i tak regulujemy napieciem E, (nalezacym do tego wezla), aby potencjaly
po obu stronach oporéw R weztow | i 1° zréwnaly si¢ ze sobg. Dokonujemy pomiaru
w wezle 2 1 na to zmierzone napigcie ustalamy (ponownie regulujac sitg elektromotorycz-
na E,) potencjal wezta 2'. Przechodzimy nastepnie do sity elektromotorycznej E, nalezacej
do wezla 3, ktdra ustalamy z warunku zréwnania potencjatéw w weztach 2 i 2’ i opisang
poprzednio czynnos$¢ powtarzamy. W opisany sposéb otrzymuje si¢ rozklad pradéw w sieci,
przy czym napiecia w wezlach gérnej (lub dolnej) siatki z uwzglgdnieniem wspdtczyn-
nikéw (1.2h) okreslaja wartoé¢ wychylenia masy w kolejnych odstgpach czasu (1.2g).

Rozktad napie¢ i wartosci pradéw dla kilku pierwszych punktow rozwazanego przykladu
podany zostat na rys. 4.
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Przyktad 1.2. Zmodelowac ukiad wedtug danych przykiadu poprzedniego, przyjmu-
jac warunki poczatkowe

0,3 cm
121 = lcm, ! =i —
(12 o o At sek
U1y U075v
1008 1009
02500 1005 16250 00 26875 4062
i 3750 uA 625 u A 2810 u A
| G = (@]
| g S 8
> ] 450v S S
| o]~ ok w
777 o] o] g
g 8 g
RT3A iV -0562v3’
arv 3750 A 2 625 uA 2810 u A
o] ] o
S S S

Rys. 4. Elektryczny model ukiadu réwnania drgan wedlug danych przyktadu 1.1

Z ostatniego warunku otrzymamy 7. = 7,—0,6. Piszemy réwnanie réznicowe (1.2)
dla punktu poczatkowego

m 2m m
AT (217 —") =0

4

Rys. 5. Elektryczny model réwnania drgan oraz wykres drgan swobodnych masy do przykladu 1.2

4


file:///3750pA
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Uwzgledniajac dane zadania (l.2c) oraz warunki poczatkowe (1.21) w rdwnaniu
N-—1,570+1n, = 0 otrzymamy 7, = 1,05 cm.

Przyjmujac wspétczynniki przeniesienia takie jak w zadaniu poprzednim (1.2f) otrzymano
wielkos$ci napie¢ dla punktéw poczatkowych Uy =1V i U, = 1,05V, a wielkosci napieé
z pomiaréw na analogu

U,=0,575V, U;= —0,188V, U,= —0,85V, Us= —1,097V,
Us= —0,789V, U, = —0,087V, Us=0,659V, Uy= 1,075V itd.

Uktad sieci, warunki poczatkowe oraz wartosci napig¢ i rozdziat pradéw podany zostal
dla kilku poczatkowych punktow sieci na rys. 5a. Wykres drgan podano na rys. 5b. Z wy-
kresu widaé, ze w chwili poczatkowej zachodzi ruch masy w kierunku dodatnich wychylen
i po osiagnieciu wartosci 7,,. =~ 1,1 cm nastapi ruch w kierunku przeciwnym.

W odréznieniu do wykresu podanego na rys. 1, fazy ruchu sa przesunigte oraz ruch
nastepuje przy wickszej amplitudzie, natomiast czestotliwosé drgan, ktora nie zalezy od
warunkow poczatkowych, zostala ta sama.

1.2. Réwnanie drgan struny. Rozpatrzmy réwnanie falowe

N | &
R N L ) Ty o5 —
oxt ' ooy? ' Gzt T2

jako zagadnienie jednowymiarowe (odpowiadaé to bedzie drganiom poprzecznym struny)

o 1 &

(13 ae T e =0
W zapisie réznicowym

A Ly

Axr & At

(1.4) =0.

Réwnanie powyzsze rozpisane dla punktu i, j (patrz rys. 6a) przyjmie postac

i 1 1
(1.5) A i1, j—2mi 5+ i1 ) — A7 (Mijo1— 271,57 j21) = 0.

Uktad sieci spetniajacy powyzsze réwnanie podany jest na rys. 6b. Napiecie modelowac
bedzie (jak poprzednio) wychylenie, a opornosci — parametry réwnania wedtug wzoréw

(153.) U,',j = N, jMy,

Ax? 212

(1.5b) o= Iv m,, r,= ¢ ILm,.
Uktad sieci modelujacej rownanie (1.4) omoéwimy na przyktadzie konkretnym.

Przyktad 1.3. Okreélic wychylenia punktéw wezlowych struny stosujac podzial
na 4 réwne czesci, przyjmujac stan poczatkowy przy obciazeniu struny sita w punkcie 1
wedtug rys. 7a.

Jako dane zadania przyjeto

I 1 1 1

1.5 oy b Loy b
(1.59 Ax? 'cmz’ cAr? " em?



~ DA
- |
= | , o
- #}/ S hoE
=y . ‘
. Y
A

(1)

Rys. 6. Oznaczenia punktow oraz model elektryczny réwnania drgan struny

a
Q@
0,667
p 0333 b
L ] { L 4
Ry B S R
K g il d ful
b
1 2 3
00 10 20 30 10
X
af 14 21 3/ 41
02 12 22 32 47
03 13 23 33 43
| I Bl

Rys. 7. Warunki poczatkowe drgan struny oraz oznaczenia punktéw do przykiadu 1.3
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Réwnanie (1.5) przyjmie zatem postac
(1.5d) Niet 0t Mivr,;— 1,571 j21— 1,575 5,0 = 0.

Zgodnie z rys. 7a przyjmiemy wychylenia poczatkowe (dla t = 0)
(1.5¢) Mmo=lcm, 17,0=0,667cm, 7;0=0,333cm.

Warunki brzegowe okreslaja w dowolnej chwili zerowe wychylenia struny na podporach
(1.5f) » Mo =0, 7, =0.

Jako dodatkowe warunki poczatkowe przyjeto zerowe predkosci punktow /, 2, 3 w chwili,

od ktorej bedziemy mierzyé czas, czylidlar =0

on o iﬂz o 70_7737 —0.

ar  ar ot
Z zaleznosci ostatnich wynika
(1.5g) N = N1, N2 = M2,1, M3 = M35
gdzie 7;. oznacza teoretyczne wychylenie punktu i/ dla r = —Ar. Napiszemy rdéwnania

(1.5d) dla punktéw 7, 2 i 3 dla chwili = 0

dla punktu /  0+140,667—1,59,.— 1,59, = 0,
(1.5h)  dla punktu 2 140,667+0,333—1,59,.—1,517,,1 = 0,
dla punktu 3 0,6674-0,333+0—1,59,,— 1,593, = 0,
gdzie np. ;. oznacza wychylenie punktu / w chwilit = —A¢ oraz 9, ; — dla chwili r = A¢.
Uwzgledniajac zaleznoéci (1.5g) wynikle z zalozonych warunkdw poczatkowych z réw-
nan (1.5h) obliczymy
(1.51) M1 = 0,555, 72, = 0,667, 7, = 0,333.
Oznaczajac wychylenia poszczegdlnych punktéw ukladu w czasie zgodnie z rys. 7b
otrzymano wartosci dalszych wychylen
M, = —0,185, #,,= 0,370, 73,2 = 0,333,
M, = —0,431, 7,3 = —0,320, 1#;;=0,135,
m,s= —0,316, 17,,= —0,782, 1n;,= —0,457, itd.
PrzejdZzmy do modelowania ukladu w sieci elektrycznej. Przyjmiemy nastepujace wspol-
czynniki przeniesienia
m, = 150 Qfem?,  m,=1V/cm,
wowczas
_Ax? ctAr?

r —Tm,z 150 Q, r, = 1—m,= 100 Q.

Dodatkowo zakiadamy R = 500 Q.
Uktad sieci dla kilku poczatkowych chwil (w odstgpach czasu At) podany jest na rys. 8.
Rozwiazujac ukiad na drodze eksperymentalnej najpierw modelujemy warunki poczat-
kowe przykiadajac do punktéw I, 0; 2,0 i 3,0 napiecia odpowiednio U, o =1V, U, =
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= 0,667V, Uyo = 0,333V, zgodnie z przyjetymi wychyleniami poczatkowymi (1.5e).

Wychylenia koncow struny w dowolnym czasie sa rowne zeru, co uzyskujemy podlaczajac
do masy wezty 0,1; 0,2; 0,3 itd. oraz 4,1; 4,2; 4,3 itd.

t,:0

Rys. 8. Elektryczny model ukladu réwnania réznicowego drgan struny wedlug danych przykladu 1.3

Warunek poczatkowych predkosci ujety jest w zaleZznosci (1.5i). Modelowanie tych
wartosci w elektrycznym analogu uzyskujemy w ten sposdb, Ze tak regulujemy warto$ciami
sit elektromotorycznych E; nalezacych do weztéw 1,1, 2,1 i 3,1, aby uzyskaé w tych weztach
wymagane napiecia w stosunku do masy réwne

U,,=0,55V, U, =0667V oraz U, =0,333V.

Po ustaleniu wyjsciowych napig¢ w weztach gérnych dla chwil 7 oraz t, (patrz rys. 8)
przechodzimy do zasilania wezléw (wlaczania sit elektromotorycznych E;) dla chwili 7,
poczynajac np. od wezta 1,2. Tak regulujemy zmienng sita E, nalezaca do wezla 1,2, aby
wyréwnaé réznice napieé pomiedzy weztami 1,1 1 (1,1) gérnej i dolnej siatki. Dalej prze-
chodzimy do sily E, wezta 2,2, ktérej warto§é ustalamy z warunku wyréwnania potencjatow
2,11 (2,1). Opisang czynno$¢ powtarzamy dla wezta 3,2. Po skontrolowaniu, czy warunki
rownowartoéci potencjaléw odpowiednich wezléw gérnej i dolnej siatki sa speinione dla
chwili ¢,, przechodzimy do ustalenia sit elektromotorycznych E, dla weztéw chwili t,
z warunku wyréwnania potencjatéw gérnych i dolnych weztéw chwili #,. Opisana czynno$é
powtarzamy dla dalszych nastepujacych chwil.

Wynik przyktadu dla dwunastu chwil podany jest na rys. 9. Z przebiegu kolejnych wy-
kreséw widaé ciekawy przebieg odksztatcen, gdy od chwili poczatkowej f, punkt I o naj-
wiekszym wychyleniu uzyskuje najwigkszy przyrost predkosci powodujac wygiecie struny
w strong przeciwng, podczas gdy pozostate punkty maja jeszcze wychylenie dodatnie (dla
1 = 24¢). Dalej nastepuje ruch w dalszym ciagu do dotu z tym, ze dla ¢ = 54¢ uzyskujemy
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niemal antysymetryczna postaé podksztalcenia w stosunku do schematu wyjsciowego,
Dalej cykl powtarza si¢ powodujac ruch poszczegélnych punktéw w gore.

——
g 7 7 3 ¢
—/\
t:at
1241 =
' |
{;:301 =—— T J
|
i
{40t \
| i
{2541 R — 7
\-

{760t =

i e
/
ty=84¢ —
/
{y:94¢
£ 100t
Y.
I
[’f/]At L \l

Rys. 9. Postacie drgaf struny w kolejnych odstepach czasu At

1.3. Réwnanie zginania plyt cienkich. Ugiecia w(x, y) powierzchni $rodkowej plyty speiniaja
réwnanie biharmoniczne

c')“ _d'w 4w q(x, y)
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W zapisie roznicowym

/J4le A4W-j A4W~j Q i
ALY T, R PaiA R S
(1.7) Ax* + AxXPAyr Ayt D
Rozpisujac powyzsze réwnanie dla punktu /, j (patrz rys. 10a) oraz przyjmujac dodat-
kowe uproszczenie, ze Ax = Ay, otrzymamy

(1.8)  20w; ;—8(wi_1 jtwWijotwin;+ Wi )2y Wi jor Wit

qi_iji

FWis )t Wiie j A Wijoat Wige it Wi = D

Rys. 10. Elektryczny model rownania réznicowego plyty i oznaczenia punktow siatki

Widzimy, Ze wspdlczynniki wystepujace przy ugigciach punktow sasiednich tworza
uklad symetryczny wzgledem punktu centralnego i/, j. Elektryczny model réwnania plyty
podany zostal na rys. 10b. Odpowiednie zalezno$ci, pozwalajace modelowac¢ w sieci elek-
trycznej réwnanie plyty wynosza

A 4
(1.9 r= -—g~ m,, liy=qjm, U= w,m,.

Miedzy wspdlczynnikami przeniesienia istnieje znana zalezno$¢

(1.10) my = mym,.
Przejdzmy do modelowania warunkéw brzegowych.

1.3.1. Powierzchnia odksztalcenia plyty posiada o$ symetrii a—b (rys. 1la). Wéwczas
z warunku symetrii mozna przyjaé

(a) Wip1,j-1 = Wi_1,j Wiy1,; = Wit Wit2,j = Wio2,js Wittj+1 = Wi_,j41-

Uwzgledniajac powyZsze zaleznosci w (1.8) otrzymamy réwnanie

D
(1.1 % [20w; ;—8(2w;_1,jtwi o1t wi e )+ 2@wWily 2w, )+

T 2Wig Wi 2t Wi a2l = iy
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ktérego model, zgodnie z oznaczeniami (1.9), podany zostal na rys. 11b. Biorgc pod uwage
powiazanie punktéw polozonych na osi symetrii z punktami wewngtrznymi (punkt 7, j
taczy sie z punktami i—2, j; i—1, j; i—1, j+1 oraz weztami dolnej siatki i—1, j) nalezy
dazyé do tego, aby byly réwnocze$nie spetnione réwnania (1.8) i (1.9), czyli punkty te

o

b
—
03 symetru

Rys. 11. Modelowanie punktéw potozonych na osi symetrii

winny laczyé si¢ za posrednictwem tych samych oporéw. Mozemy to uzyskaé dzielgc
wszystkie wyrazy réwnania (1.9) przez dwa — wdwczas analogiem dla punktu polozonego
na osi symetrii bedzie uktad podany na rys. llc.

Porownujac schemat sieci podanej na rys. 10b oraz llc widac, ze przy modelowaniu
siatki plyty przyjmowaé bedziemy dla punktéw wewnetrznych uklady wedlug schematu
podanego na rys. 10b, a dopiero dla punktéw potozonych na osi symetrii odksztalconej
powierzchni plyty — uktady wedle schematu podanego na rys. 1lc.
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W przypadku podwdjnej symetrii wzgledem osi x oraz y wynikaja zaleznosci
(b) Wira,j = Wiczjpy  Wije2 = Wij_a,

Wirlj—1 = Wiglj+1 = Wist 1 = Wit j, Wij+l = Wij_1, Wisl,j = Wi_,j-

Uwzgledniajac (b) w (1.11) otrzymamy réwnanie

g.;Ax*
(1.12) 20w, ;—8(wi_y;- 24 wi ;o1 - 2)+2(Wiy j D+ Wig - 24w ;22 = — D
w ktorym podzielimy wszystkie wyrazy przez cztery. Uklad sieci modelujacej réwnanie
rozpisane dla punktu centralnego (przez ktdéry przechodza obie osie symetrii) podano na
rys. 11d.

PrzejdZmy nastgpnie do modelowania warunkéw brzegowych. Rozpatrzmy dwa naj-
czedeiej wystepujace przypadki — krawedz plyty oparta w sposéb przegubowy oraz calko-
wicie utwierdzona.

1.3.2. Krawed? swobodnie oparta na podporze. Z warunku oparcia plyty wzdtuz jej kra-
wedzi przyjmuje sie, ze ugiecia wzdluz tej krawedzi sa réwne zeru. Dla przykladu rozpatrz-
my krawegdz a—b plyty (patrz rys. 12a). Z warunku przylegania plyty do podpory mozna
zapisad

(© Wa = Wii1,jo1 = Wig1,j = Wiprj41 = Wy = 0.

Drugim warunkiem okre§lajacym przegubowy sposéb podparcia jest zerowa wartoéé
momentu zginajacego w danym przypadku wzgledem osi y.

a*w o*w

W zapisie réznicowym dla wezla i+ 1, j lezacego na krawegdzi otrzymamy

Wi i —2Wiiy ;T Wita,j + Wi+1.j—1—2Wi+1,j+Wr+1.j+1) —0

(L14) Mgy, = —D( 24x 24y

Uwzgledniajac (c) otrzymamy

1)) Wips,j = —Wij.
Réwnanie powierzchni odksztalconej plyty (1.8) rozpisane dla punktu /41, j oddalo-
nego o Ax od krawedzi opartej w sposob przegubowy z uwzglednieniem (¢) i (d) przyjmie

postaé
20w ;—8(wi_ ;Wi o1t Wit T Wi 1) F2Wis Wity je i HWisn o Wig i) +

Ql,ij4

FWig j+Wij 2t Wit Wi ;= D

Uwzglednienie warunku zerowych ugi¢¢ na krawedzi podparcia prowadzi w modelu
elektrycznym do zapewnienia tym weziom zerowych potencjatéw. Uzyskuje si¢ to przez
polaczenie punktéw i+1, j—1; i+1, j+11ii+1,j przewodem bezoporowym z masg
(patrz rys. 12b).

Warunek (d) fatwo jest spetni¢ w sieci laczac wezel i, j z masa za posrednictwem oporu
réwnego r/2. '
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Latwo sprawdzié, ze warto$¢ pradu taczacego wezly i, j 1 i+2, j, zgodnie z zaloZe-

niem (d), wynosi
I — Uij—Uisa; _ 2U.‘,j :Eg.,;
r r rj2’

co spetnia warunek brzegowy podany na rys. 12b.

Rys. 12, Modelowanie warunkow brzegowych oparcia plyty na podporze pozwalajacej na swobodny obrét
oraz calkowicie utwierdzajacej



PRZYKLADY MODELOWANIA ELEKTRYCZNEGO 443

1.3.3. Krawed? calkowicie utwierdzona. Rozpatrzmy jak wyZej krawedZ rownolegla do
osi y.
Z warunkow podparcia otrzymujemy

(@) Wir1,j-1 = Wig1,j = Wisrj+1 = 0
Aw  wij—Wia
Ax = adx

co prowadzi do zaleznosci

® Wisay = Wi,

Przy spetnieniu warunku (f) nie poplynie prad przez opdr r taczacy wezty i, j1i+2, J.
W sieci elektrycznej najwygodniej to spetni¢ nie dajac polaczenia miedzy tymi wezlami.
Uklad sieci podany dla wezta i, j oddalonego od Ax od krawedzi utwierdzajacej podany
zostal na rys. 12c.

W zakonczeniu podamy kilka uwag dotyczacych celowosci modelowania w sieci elektrycz-
nej rownan roznicowych.

Zasadniczym zakresem stosowalnosci analogowych maszyn uniwersalnych jest rozwia-
zywanie rownan rézniczkowych. Maszyny analogowe maja tu t¢ wyzszos$é nad cyfrowymi,
ze oprécz czterech dziatan arytmetycznych potrafia jako jedna operacje wykonywacé cal-
kowanie, a w ograniczonych zastosowaniach — rézniczkowanie. Maszyny analogowe,
przez uzycie cztondéw calkujacych i sumujacych, zezwalaja na modelowanie poszczegol-
nych cztondw réwnania rézniczkowego oraz otrzymanie w postaci wykresow lub odczytow
cyfrowych zarédwno ostatecznego rozwiazania, jak i wszystkich kolejnych pochodnych
funkcji do rzedu najwyzszej pochodnej réwnania wlacznie [3].

Przedstawiony w pracy niniejszej sposdb modelowania w sieci réwnan réznicowych
wymaga montazu sieci zlozonej ze znacznej nieraz liczby weztéw (wymaganej dla otrzy-
mania wystarczajaco dokladnego rozwiazania). Zmontowanie uktadu dla réwnania drgan
swobodnych (l.1) czy tlumionych na maszynie uniwersalnej jest stosunkowo proste (przy-
kiad 1.1 i 1.2) i ma t¢ ponadto zaletg, Ze rozwiazanie uzyskuje sie¢ w postaci ciaglej funkcji.
Jest jednak szereg takich zjawisk opisanych réwnaniami rézniczkowymi, w ktorych modelo-
wanie rownania jest klopotliwe na maszynie uniwersalnej, a wiec przede wszystkim w row-
naniach czastkowych, ktore mozna rozwiazaé¢ stosujac metode réznic skonczonych; wy-
maga to jednak z kolei duZej liczby wzmacniaczy operacyjnych. W takich przypadkach
przedstawiony sposob moze by¢ szczegdlnie uzyteczny, choéby przy rozwiazywaniu rownan
falowych (przyktad 1.3) czy rownania biharmonicznego. Dodatkowym aspektem, ktory
mozna podkres$li¢ jest fakt, ze montaz ukladu analogowego w sieci elektrycznej moze byé
wykonany w niemal prymitywny sposob w kazdym laboratorium przy uzyciu elementar-
nego wyposazenia, a cena uniwersalnych maszyn analogowych jest nieporéwnanie wyzsza.
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Peszome

MPHMEPHI SJIEKTPUYECKOI'O MOJIEJIMPOBAHUMS KPAEBBIX M HAUAJIBHBIX
YCJIOBUY TUDDEPEHIUANIBHBIX YPABHEHUI NJISI BOIIPOCOB MEXAHUKH

ITpUBOOUTCH PAL IPUMEPOB MOAENUPOBAHHS B 3JICKTPHUECKON CETH TAKUX SIBJIEHHM, KaK cBOGOMHbBIE
HenemrupoBaHHble KONeGaHUS CTPYHbBI, M3MMO TOHKOH yNpPYroi NauThbl C Pa3HbIMM KPAeBbIMHM YCIOBH-
sAMH (OMrapmMoHHYECKOe ypaBHeHME) W Ap. IIpencraBsieHHbIH METOL MOM<eT ObITh OCOOEHHO NPHIOAHBIM
OAA Psifa 4acTHLIX CJyuaes, KOT[A [PHMCHEHHE ©0Jiee YHHBEpPCAJIbHBIX aHAJIOMOBBIX MaLIHH HECKO-
HOMHKYHO.

Summary

EXAMPLES OF ELECTRICAL NETWORK MODELS SIMULATING THE INITIAL AND
BOUNDARY VALUE PROBLEMS OF APPLIED MECHANICS

Several examples of electrical network models are given for such problems as free undamped vibrations
of a string, bending of a thin plate with various boundary conditions (biharmonic differential equa-
tion) etc. The method presented in the paper seems to be particularly suited in many cases when the appli-
cation of more universal analogue computers proves inefficient.
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1. Wstep

W niniejszej pracy omowione bgda doswiadczalne badania czgstosci i postaci drgan
wilasnych modeli rusztu cylindrycznego. Jak wiadomo, ruszty przestrzenne typu cylindrycz-
nego lub tez innego moga wystepowacé w postaci przekry¢ hal przemystowych, hangaréw,
a takze moga tworzy¢ konstrukcje no$ng hal sportowych, targowych itp. W szeregu przy-
padkéw, dla oceny tego rodzaju budowli pod wzgledem dynamicznym wystarczy zbadaé
ich podstawowe charakterystyki dynamiczne, tj. czgstosci i postaci drgan wlasnych. Czasem
wystarczy ograniczy¢ si¢ tylko do tzw. obliczania budowli na rezonans, tj. poréwnanie
drgan wlasnych z wymuszonymi, gdyZz moze to juz wystarczy¢ do stwierdzenia nieprzydat-
nosci konstrukcji nawet bez szczegélowego wyliczenia amplitud przemieszczen i naprezen.
Teoretyczne badania wspomnianych wyzej charakterystyk dynamicznych rusztéw cylin-
drycznych byly przedmiotem pracy [9]. Obliczenia dynamiczne tego rodzaju zlozonych
ukladow pretowych najczeéciej prowadzi si¢ w sposéb przyblizony. Migdzy innymi przyj-
muje si¢ nastgpujace zalozenia upraszczajace: masy pochodzace od cigzaru wilasnego
1 uzytkowego skupione sg w wezlach krzyzujacych si¢ pretéw; krzyZujace sig¢ prety po-
laczone sa przegubowo; prety zakrzywione (np. koliste) zastgpuje si¢ odcinkami prostych.
Mimo przyjmowania wymienionych upraszczajacych zatozen obliczenia sa zlozone oraz
pracochlonne i nastreczaja duze trudnosci rachunkowe.

W zwigzku z wyZej podanymi uwagami celowe jest prowadzenie badan modelowych,
stuzacych do weryfikacji lub uzupelnienia obliczen teoretycznych. Niekiedy wystarczy
przeprowadzi¢ badania modelowe zamiast obliczen i z kolei opierajac si¢ na prawach
podobienstwa, znajac czestoéci rezonansowe modelu, mozna podaé czgstosci drgan
wiasnych obiektu rzeczywistego. Obliczanie rusztow walcowych od obcigZen statycznych
podane jest w [1], a zagadnienia statecznosci tego typu konstrukcji oméwione sa w [2].
Problem obliczania statycznego oraz statecznosci tzw. siatkowych powtok cylindrycznych

(rombowa siatka pretéw, w szczegélnym przypadku przechodzaca w ortogonalna) oméwio-
no w [11].
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2. Ustalenie praw modelowych

Zanim przejdziemy do badan rusztéw, nalezy ustali¢ warunki, jakie powinien spetnia¢
model obiektu rzeczywistego, ktérego whasnoséci chcielibysmy pozna¢ na podstawie badan
modelu. Wiadomo, Ze technika modelowania opiera si¢ na fizycznym podobienstwie,
oznacza to przede wszystkim, ze model (M) powinien by¢ geometrycznie podobny do obiek-
tu rzeczywistego (O) i ze jednakowe fizyczne procesy w modelu i obiekcie powinny by¢
opisywane tymi samymi matematycznymi réwnaniami. Nie zajmujemy si¢ tu metoda
analogii, ktéra nie wymaga fizycznego podobienistwa modelu i obiektu i opiera si¢ na dwo-
jakim zastosowaniu tych samych matematycznych funkcji, opisujacych badany proces
w naturze na podobnym jej modelu. Méwimy, ze stany obiektu naturalnego i modelu
oraz zachodzace w nich procesy sa fizycznie podobne w tym przypadku, kiedy w naturze
i modelu przyczyny o tym samym charakterze wywotuja odpowiednio réwne skutki. Przy
tym geometryczne podobienistwo obiektu i modelu bgdace koniecznym warunkiem podo-
bienstwa powinno by¢ zachowane takze wtedy, kiedy stany obiektu i modelu sa funkcjami
czasu. Spetnienie tych warunkéw umozliwia przenoszenie wynikéw pomiarow z modelu
na obiekt przy uwzglednieniu tzw. skal wynikajacych z praw podobienstwa [5].

Prawa podobiefstwa wyrazaja zalezno$ci migdzy podstawowymi wielkosciami -okresla-
jacymi przebieg proceséw w rzeczywistym obiekcie i modelu. Prawa podobiefistwa mozna
otrzyma¢ na podstawie analizy wymiarowej [3, 5, 10].

Rozwazania ograniczamy do przypadku §cistego podobienstwa geometrycznego modelu
do obiektu rzeczywistego. Takie zatoZenie przyjmuje si¢ zwykle, gdy przechodzi si¢ do
konkretnych rozwiazan. Zakladamy, ze material, z ktérego wykonujemy model i kon-
strukcje jest jednorodny, izotropowy i liniowo sprezysty. Z interpretacji fizycznej wynika,
ze czesto§¢ drgan wlasnych rusztu zalezy od L, E, G i m, gdzie L okre$la wszystkie wymiary
geometryczne ukladu, E i G stale materialowe, a m jest masa skupiong. Powyzsze zapiszemy
w postaci funkeji

(2.1) w = O(L, E, m, G).
L, E, G i m wyrazimy w ukladzie jednostek kG, cm, sek, czyli:
[L] = [kG°cm'sek?], [E]= [kG'cm™?sek®], [m] = [kG'cm™ sek’],
[G] = [kG!cm 2sek’], [w] = [KG®cm®sek™].
Wszystkie wielkosci, od ktérych zalezy o, mozna wyrazi¢ za pomoca trzech jednostek
kG, cm, sek; moga zatem wystapi¢ najwyzej trzy wielkoSci wymiarowo niezalezne. Przy-

jeto, Ze sa nimi L, E, m. Tworzymy wyznacznik z wykladnikéw przy wymiarach wielkosci
przyjetych za wymiarowo niezalezne (w ukladzie kG, cm, sek)

01 0
1 =2 0 =_—2%0.
1 —1 2

Utworzony wyznacznik z wykladnikéw przy wymiarach tych jednostek jest rézny od zera.
wigc spetniony jest warunek wymiarowej niezaleznoéci. Pozostata wielko$c, tj. G jest od
nich wymiarowo zalezna. Z twierdzenia s stosowanego w analizie wymiarowej wynika,
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Ze je§li w wymiarowo niezmienniczej i jednorodnej funkcji @(E, L, m, G) argumenty E, L
i m sa wymiarowo niezalezne, a argument G wymiarowo zaleZny, tzn. wyraza sie w sposob
nastepujacy

2.2) G = m EaLoem®,

gdzie 7, jest wielkoScia bezwymiarowa (liczba), a wykladniki e, e, i e; sa liczbami rzeczy-
wistymi, to funkcja @ musi mie¢ postaé

DP(E, L, m; G) = ¢(n)) EoLe2mes,

gdzie @(m;) jest zwykia funkcja liczbowa argumentu bezwymiarowego m; i nie zalezy od
E, L im, awykladniki e, e, i e; (rzeczywiste) nie zaleza od =, ani od E, L, m. Wyrazamy
wymiary pozostatej wielkosci, tj. G za pomoca wymiaréw [E], [L], [m]

[kG' cm™2sek®] = [kG® cm™2e cm®2kG®cm™ 3 sek?e].

Z poréwnania stronami wyktadnikéw potggowych przy jednakowych wymiarach otrzy-
mujemy uklad réwnan, ktérego rozwigzaniem jest

2.3) ee=1, e=0, e =0; [G]=]I[E]

Z definicji wymiaru wynika, ze

(24) Ty, = f.

Wielko$¢ bezwymiarowa 7, bywa nazywana niezmiennikiem podobienistwa. Stosujac twier-
dzenie # mamy

@.5) » = q)(—g—) ESL%m®,

Wyktadniki potggowe e, e;, e; nie zaleza od =, ani od E, L, m. Wykladniki te wyznaczymy
z warunku

2.6) [0] = [E% L%m™],

W ten sposdb, ze podstawimy za wymiary [E], [L], [m], [w] ich wyrazenia w uktadzie jedno-
stek kG, cm, sek

[kG®cm®sek™'] = [kG" cm=""'em kG cm” “sek>].

Poréwnujac wyktadniki przy kG, cm, sek i rozwiazujac otrzymany uktad réwnan dostajemy

, 1 , 1 ;1
@7 el—“z—,. ez——z, €3 = —70
zatem
G EL
2. = —_— _—
(2.8) @ <'Z)(E) m

Modelowanie zjawiska opisywanego za pomoca funkcji @ polega na tym, Ze wartoéci
Ep, Lo, mp, Go mnozymy przez pewne liczby 4,, 4,, 31 ¢ tzn., ze

(2.9) Ey = MEog, Ly = ALo, my= Asmy, iGM = ¢,Go,

5 Mechanika teoretyczna
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gdzie 2,, A,, 451 ¢, sa tzw. skalami modelu [3]. Poszukujemy stosunku wy/we. Z warunku
jednorodno$ci wymiarowej wy/wo jest liczba. Na podstawie twierdzenia m napiszemy,
ze skoro zachodzi (2.8) to

) G
(210) wo = ([)(7[1 -O)E(])IZL})/Z’nal/My 751,0 = Eio';
0
G, &G £
2.11) oy = @) ExP Ly my'?, i = E: - lllA—E% =0 an
Wobec tego na podstawie (2.9), (2.10), (2.11) bedzie
(2.12) Oy _ Pu(Tim) A2 42 g2,
Wo ®o(71,0)

Z uwagi na to, Ze z analizy wymiarowej nie da si¢ wyznaczyé ¢(n;), na skale 4,, 1, A;1i ¢
naktadamy dodatkowy warunek wynikajacy z twierdzenia, ze zjawiska opisane za pomoca
tej samej funkcji nazywamy podobnymi, jesli ich piezmienniki podobienstwa sa réwne [3]

(2.13) nl,O = nl,M'

Na cztery skale A;, 1,, 151 ¢, nakltadamy jeden warunek, pozostale tj. tyle, ile jest wielkosci
wymiarowo niezaleznych wybieramy dowolnie. Warunek (2.13) nazywamy kryterium
podobienstwa. Z (2.12) przy uwzglednieniu (2.13) otrzymamy
_ OM _ 12912 9-122
(2.14) O =—= MW*1BEY2,
Wo
gdzie O jest skala czestosci drgan wlasnych. Je$li zakladamy, ze materiat obiektu i modelu
jest ten sam, to masy zmieniamy w tej samej skali co objetosei, czyli A; = A3 oraz 4, = 1,
zatem
2.15 O = —.
(2.15) ~
Na przyklad dla modelu rusztu 100 razy mniejszego od obiektu naturalnego, 4, = 1/100
i na podstawie (2.15) @ = 100, zatem z (2.14) wynika, ze cz¢stosci drgan whasnych obiektu

. LT 4 *CO
naturalnego beda sto razy mniejsze od czestosci drgan wlasnych modelu (wo = 10”(') )
Bardziej szczegétowe oméwienie niektérych innych zagadnien modelowania mozna znalezé

w literaturze, np. w [5, 10].

3. Opis modelu

Dla przeprowadzenia pomiardw czgstosel i postaci drgan wilasnych rusztu cylindrycznego
wykonano stalowy model. Wymiary modelu s3 podane na rys. 1. Rzut z géry tworzy
prostokat 90,0 59,0 cm o ortogonalnej siatce pretow. Luki w liczbie dwdch wykonane sa
z odcinkdw pretdw prostych (po pigé cieciw w kazdym tuku). Osiowa dhugosé cieciw teore-
tycznie wynosi 11,98 cm (dtugosé fuku odpowiadajaca wymienionej dtugosci cieciwy wynosi
12,0 cm). Odcinki proste zalamanego prgta poprzecznego tworza cieciwy odcinka kota
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o promieniu R = 95,4 cm; kat $rodkowy odpowiadajacy odcinkowi kota tworzacemu tuk
kolisty wynosi ¢ = 36°, zatem kat ¢, odpowiadajacy jednej cieciwie réwna si¢ 7°12°. Sto-
sunek strzatki tuku do rozpigtosci f7/ wynosi 0,08. Cztery poziome prety podiuzne o diu-
gosci 90,0 cm w odstgpach co 30,0 cm potaczone sa z pregtami poprzecznymi. Przekroje
pretow siatki rusztu sg state na catej dtugosei i jednakowe dla wszystkich pretéw; wynosza
one 5x 10 mm (poréwnaj rys. 1b). Wezly krzyzujacych si¢ pretéw polaczone sa sztywno.

V7 P

R
W

i

v
a |

a,=14%4

59.0 cm

Rys. 1

Kornce pretéw zamocowane sa zupetnie. Dla zapewnienia sztywnych potaczen prety w wez-
tach zespawano. Spawania dokonano metoda elektryczna, jako elektrody uzyto stali.
Wplywy termiczne byly niewielkie; spawanie prowadzono bardzo powoli. Korice pretéw
wpuszczone sa w otwory obudowy i zaspawane jak wyZej. Obudowg stanowi sztywna
stalowa rama zamknigta o wymiarach osiowych 61x92 cm, wykonana z plaskownika
0 przekroju poprzecznym 20 80 mm. Rame¢ w narozach polaczono sztywno za pomoca
kotkéw stalowych (spawanie mogtoby spowodowaé deformacje¢ ramy z powodu duzych
wymiaréw przekroju). W celu uniemozliwienia przemieszczen poziomych, wywolanych
rozporem, w podluzne prety obudowy wmontowano dwa sztywne prety stalowe o $rednicy
20 mm symetrycznie rozmieszczone w odleglosci 3 cm od punktéw zamocowania pretéw
poprzecznych. Prety te wmontowano w taki sposob, aby uniemozliwialy odksztalcenia

5%
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W osi poprzecznej obudowy na zewnatrz i do wewnatrz. Caly model jest wsparty na ba-
dawczym stendzie wykonanym z katownikéw i ceownikdw, tworzacym sztywna rame
przestrzenng. Omawiany wyzej model wykonano w Zakladzie Aparatury Naukowej AGH,
Rysunek 2 przedstawia model rusztu wraz ze stendem.

Rys. 2

4. Pomiary dynamiczne

4.1. Zastosowana aparatura. Badania dynamiczne przeprowadzono w oparciu o aparature
pomiarowa bgdaca w dyspozycji Pracowni Badan Dynamicznych i Modelowych Katedry
Dynamiki Budowli Politechniki Krakowskiej. Stosowana aparatura pomiarowa skiada sie
z trzech zasadniczych czesci:

1) czujnika, czyli urzadzenia do zmiany wielko$ci mechanicznej na elektryczna,

2) wzmacniacza lampowego do wiernego powigkszania amplitud w celu uzyskania wigk-
szej czutosci,

3) urzadzenia wskaZnikowego (oscyloskop elektronowy lub rejestrator).

Do pomiaréw czgstoéci i postaci drgafi wtasnych modelu rusztu zastosowano bezdoty-
kowe indukeyjne czujniki przemieszczen typu OT18, produkcji Zaktadu Produkeji Dos$wiad-
czalnej Instytutu Lotnictwa z 1966 r. Czujniki OT18 przeznaczone s3 do pomiaru prze-
mieszczent lub drgan elementéw maszyn w zakresie 4-0,15 mm. Czujniki te mozna latwo
ustawia¢ nad badanym punktem. Zaleta omawianych tu czujnikéw jest fakt braku dotyku
do przedmiotu; czujnik nie obciaza konstrukcji, co jest szczegllnie waZne w pracy na
modelach. Czujniki te moga pracowaé¢ w duzym pasmie czgstoéci. Dla umocowania czujni-
kéw nad weztami wykonano specjalne wsporcze urzadzenie. Najczgsciej urzadzenie takie
przymocowuje si¢ do stendu, na ktérym spoczywa model. W tym przypadku konstrukcje
wsporcza dla czujnikéw polaczono sztywno z rama obudowy modelu rusztu, co wyelimino-
wato mozliwo$¢ zaktécen pomiardw na skutek ewentualnych ruchéw modelu w stosunku
do stendu spowodowanych np. odksztalceniami stropu, na ktérym stoi stend. Rysunek
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Rys. 3a

Rys. 3b

3a, b przedstawia sposSb polaczenia urzadzenia wsporczego do obudowy wraz z zamoco-
wanymi czujnikami i podtaczonymi kablami.

Jako wzmacniacza lampowego uzyto 8-kanatowego elektronicznego miernika wielkoéci
mechanicznych typu RF-01-A, B, rowniez produkcji ZPD Inst. Lotn. Miernik ten moze
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by¢ stosowany do pomiaru przemieszczen drgan, przyspieszen i ci$nien przy uzyciu od-
powiednich do tych wielkoéci przetwornikéw. Aparatura daje mozliwosci rejestracji
mierzonych wielko$ci przy uzyciu oscylografu petlicowego lub katodowego. Aparatura
RF-01-A, B moze pracowaé w granicach 0-500 Hz, a z wigkszym bledem przy 700 Hz.
Dos$¢ wysoki zakres czgstosci jest potrzebny zwlaszcza przy wyzszych harmonicznych po-
staciach drgan modeli wykonywanych z metalu, a wladnie stalowy model rusztu jest przed-
miotem badan. Czujniki OT18 wspdlpracuja z aparaturg typu RFOI.

W toku pomiaréw stosowano dwustrumieniowy oscylo-synchroskop, typ Ok7-2s. Jest
to przyrzad wysokiej klasy, przeznaczony do badan i pomiaréw jednorazowych i okreso-
wych przebiegéw elektrycznych. Dla trwalego zapisu przebiegéw drgan stosowano 12-
kanalowy rejestrujacy oscylograf petlicowy 12LS-1, typ — Nr 462110, produkcji RFT

Rys. 4

(NRD). Zaleta wymienionego rejestratora jest mozliwos¢ zapisu z réznymi posuwami
tasmy od 0,16 m/sek, do 1,6 m/sek. SzczegSlnie wazna przy wysokich czgstoéciach drgan
jest gérna granica. «Rozciagniety» zapis tatwiej pozwala przy wysokich czgstosciach okresli¢
fazowos$¢ rejestrowanych przebiegéw. Rysunek 4 przedstawia komplet aparatury.

Przed kilku latami autor badat drgania wlasne identycznego modelu stalowego rusztu
w b. Pracowni Modelowego Badania Powlok ZMOC IPPT. Model rusztu wykonany byt
réwniez przez Zaklad Ap. Nauk. AGH. Wyposazenie aparaturowe bylo tam duzo ubozsze.
Do pomiaréw drgan zastosowano wéwczas czujniki pojemnosciowe (tylko dwa) specjalnie
skonstruowane do badan dynamicznych modeli powtok. W pracach [6, 7, 8] podane s3
szczegdtowe zasady, na ktdrych oparte jest dzialanie omawianych czujnikéw. Zaréwno
obecnie, jak i poprzednio, jako czynnika pobudzajacego do drgan uzywano w pierwszym
rzedzie glo$nika akustycznego. W toku obecnych pomiaréw stosowano glosnik GD36/25
0 mocy 25 W. W poprzednich badaniach byt to glosnik o mocy 40 W. Cale urzadzenie
wymuszajace sktadalo si¢ z generatora napigcia zmiennego (generator RC, typ POI0,
zakres czestosci 1-20 kHz, produkcja ZO PAN, Warszawa) oraz wzmacniacza (WR75/62,
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produkcja Panstw. Zakl. Teletransm., Warszawa) zasilajacego glo$nik akustyczny usta-
wiony pod modelem. Na rys. 5 podano blokowy schemat aparatury pomiarowo-rejestru-
jacej oraz pobudzajacej drgania. Oprocz glosnika, jako zrédla drgan uzywano glowice
elektrodynamiczng PR926!1 z zestawu Philipsa stosowana najczgéciej do pomiaru drgan
wzglednych. Zakres dziatania 0--1000 Hz. Nacisk wywierany koncowka czujnika jest sto-
sunkowo maly, jednak o ile zostanie osiagnigta czgsto$é rezonansowa modelu, amplitudy
drgan moga by¢ duze. Koncédwka czujnika wywotuje nacisk 3,08 g na mA. Przy maksymal-

- 8-kanatowy elektro-
Czujniki ; Carnil wi
MODEL | g | miczny miernik wiel- - 0scylosko
przemieszczen kosci mechanicznych yiosiop
pofaczenie
Glognik . eleklryczne

- Rejestrator

— Wzmacniacz - Generator

Rys. §

nym nat¢Zzeniu pradu amplituda sity wynosi 77 g. Stala sila sprezyny przyciskajacej
glowice do przedmiotu wynosi 850 g. Wada glowicy stosowanej jako Zrédla drgan jest
wywieranie nacisku na przedmiot. Dla modeli metalowych, bedacych sztywnymi konstruk-
cjami (stad wysokie czestosci drgan wlasnych), nie jest to nacisk wielki i moze dawa¢ mini-
malny blad w pomiarach. W sklad urzadzenia wymuszajacego oprécz glowicy Philipsa
wchodzi jeszcze generator napigcia (jak wyzej) oraz miliamperomierz (tutaj EAW). Na

Gtowica elektrodynamiczna Philipsa jako wzbudnik drgar

MODEL

potaczenie mechaniczne
—e— polgczenie elektryczne

0 Generalor

Rys. 6

rys. 6 podano schemat blokowy urzadzenia pobudzajacego drgania w przypadku stosowa-
nia glowicy Philipsa jako zrédla drgan. Przy badaniach wykonywanych w b. Pracowni
Modelowego Badania Powlok jako czynnika pobudzajacego do drgan, oprocz gloénika
akustycznego, uzyto elektromagnesu (wraz z generatorem i wzmacniaczem). Stosowanie
elektromagnesu jest mozliwe, poniewaz model wykonany byt ze stali.

4.2. Opis i wyniki pomiaréw. Pomiary drgan') prowadzono w o$miu weztach krzyzujacych
si¢ pretow, Nad kazdym wezlem umieszczony byl bezdotykowy czujnik OT18. Drgania

'} W przeprowadzaniu pomiaréw obok autora brali udzial pracownicy Pracowni Badan Dynamicznych
i Modelowych: mgr inz. Mieczystaw Pieronek i technicy: Antoni Abratanski i Zbigniew Nasinski.
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wzbudzano ze zmienng czgstoscia i w ten sposob poszukiwano stref rezonansowych. Dla
wstepnej wizualnej oceny czestosci rezonansowych przebiegi obserwowano na oscyloskopie.
Na oscyloskopie mozna bylo jednocze$nie obserwowaé dwa przebiegi (dwa punkty pomia-
rowe). Dla okreslenia wzajemnego poloZenia o§miu badanych punktéw, w toku drgan,
przyjmowano jeden przebieg jako poréwnawczy (odpowiedni czujnik stale potaczony
z oscyloskopem), a pozostale czujniki kolejno podigczano do oscyloskopu. W toku obser-
wacji stwierdzono, ze dla kazdej wzbudzonej czgstosci, mierzone czgstosci drgan wszystkich
badanych punktéw byly jednakowe. Obserwujac przebiegi na oscyloskopie stwierdzono,
ze mamy do czynienia z fala stojaca. W nastgpnej kolejnosci podlaczono rejestrator dla
trwalego zapisu wszystkich o§miu przebiegdw. Na podstawie wibrograméw oceniono
strefy rezonansowe i poréwnywano je z wynikami otrzymanymi na oscyloskopie. Otrzy-
mywano te same rezonansowe czg¢stosci drgan.

Dla wykrycia czgstosci rezonansowych, odpowiadajacych czestosci drgan wlasnych
ukladu, wzbudzajac drgania glowica elektrodynamiczng wielokrotnie zmieniano jej usy-
tuowanie. I tak przykiadajac glowice w punktach 7,2, 3,4,5,6,7 i 8 oraz w punktach
a,b,c,d, e, f,g i h (badz w poblizu tych punktéw — poréwnaj rys. 1) otrzymano dwie
najnizsze czgstosci drgan wlasnych n, = 207 Hz i n, = 263 Hz. Dla n, postac¢ odksztalcenia
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Rys. 7

rusztu jest symetryczna wzgledem osi x i antysymetryczna wzgledem osi y. Dla n, postaé
odksztalcenia rusztu jest antysymetryczna wzgledem osi x i y.

Wzajemne usytuowanie wezléw krzyzujacych si¢ pretdw dla ny przedstawia wibrogram?)
pokazany na rys. 7, a dla n, wibrogram pokazany na rys. 8. Widoczne jest gwaltowne
narastanie amplitud przy zblizaniu si¢ do czgstoéci rezonansowej i réwniez szybkie ich
zmniejszanie si¢ przy oddaleniu si¢ od rezonansu. Numeracja przebiegédw na wibrogramach
odpowiada oznaczeniom wezléw rusztu (poréwnaj rys. 1). Wzbudzajac glowica drgania

') Znacznik czasu na wszystkich wibrogramach oznacza 0,01 sek.’
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w punkcie j lub &k (rys. 1) znajdowano tylko n,, bowiem dla n, przez punkty i, j, k, ! prze-
chodzi 0§ wezléw o zerowej amplitudzie. Te same dwie pierwsze rezonansowe czg¢stosci
drgan otrzymano przy wzbudzeniu drgan glo$nikiem akustycznym. O ile autorowi wiadomo,
dotychczas glosnika akustycznego jako wzbudnika drgat uzywano dla modeli konstrukcji
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Rys. 8

powierzchniowych (np. dla powtok w [6]). Okazatlo si¢ jednak, ze moze on z powodzeniem
byé stosowany do wzbudzania drgan modeli uktadéw prgtowych. Amplitudy drgan wy-
muszone glo$nikiem sa jednak znacznie mniejsze, niz w przypadku postugiwania si¢ glowica
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elektrodynamiczng. Warto nadmienié, ze gdy w pracy [9] postugiwano si¢ gtoénikiem 40-wa-
towym, wéwczas dla pierwszej czestosci drgan amplitudy byly tak duze, Ze z tatwoscia
wyczuwalo si¢ je palcami. Znacznie wigksze amplitudy drgan zaréwno dla n, jak i n, uzys-
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kano nawet przy pomocy gtosnika 25-watowego, dzigki zastosowaniu prostego zabiegu.
Dla n, z uwagi na antysymetri¢ odksztalcenia wzgledem osi y zastonigto potowe glosnika
(wzglgdem osi y), a dla n, z uwagi na antysymetrie wzgledem obu osi zaslonigto 3/4 tuby
glosnika. Wibrogram pokazany na rys. 9 przedstawia przebiegi drgarn wzbudzone gloéni-
kiem o czestosci 263 Hz.
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Wzbudzajac drgania w punktach m i n otrzymano dwie dalsze czgstosci drgan wlasnych
ny = 285 Hz i n, = 340 Hz. Postacie odksztalcenia ukladu, towarzyszace tym czestosciom,
s symetryczne wzgledem osi y oraz dla n; symetryczne wzgledem osi x i dla n, antysyme-
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tryczne wzglgdem tejze osi. Dla przyktadu na rys. 10 zamieszczono wibrogram, odpowia-
dajacy n, (wzbudzenie drgan glo$nikiem). Wzbudzajac drgania w punktach m i nie udaje
si¢ zmierzyé n, i ny; przez wymienione punkty przechodzi wéwczas linia wezldw o zero-
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wej amplitudzie. Te same czestosci n; i 1y uzyskano wzbudzajac drgania gltoénikiem. Dla
zwigkszania amplitud drgan przy n, zastaniano pét glosnika (wzgledem osi x). Wprawienie
rusztu w drgania, odpowiadajace wyzszej postaci odksztalcenia, jest coraz trudniejsze.
Drgania maja mniejsza amplitude oraz wymagaja lepszego dostrojenia czynnika pobudza-
jacego do drgan o czgstosci rezonansowej rusztu. Mimo tego udalo si¢ wykryé zaréwno
przy pomocy glowicy jak i glo$nika dalsze strefy rezonansowe przy czgstoéci n = 430 Hz,
a nawet przy n = 580 Hz (tylko glowica). Wibrogram na rys. 11 przedstawia przebiegi
drgan wywolane glo$nikiem dla n = 430 Hz. Postacie odksztalcenia sa symetryczne wzgle-
dem obu osi; charakterystyczne jest, ze srodkowe wezly krzyZzujacych si¢ pretéw osiagaja
w stosunku do bocznych bardzo mate amplitudy. Dla okre$lenia postaci odksztalcen przy
wyzszych czgstosciach osiem punktéw pomiarowych juz nie wystarcza, bowiem zaréwno
w kierunku podtuznym (), jak i przede wszystkim poprzecznym (x) tworzy si¢ kilka potfal.
Pomiar odksztalcenia ukladu jest wéwczas réwniez mozliwy. Jeden punkt przyjmuje sig
jako staly, a zmieniajac w sposob ciagly potozenie drugiego punktu badawczego i rzucajac
oba przebiegi na dwustrumieniowy oscyloskop mozna wizualnie ustali¢ postacie odksztal-
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cenia. Jest to sposob bardzo zmudny i pracochlonny. Wiadomo, Ze jednak z punktu
widzenia technicznego najwazniejsza jest najnizsza czgsto$¢ drgan wlasnych, jej tez towa-
rzysza najwigksze amplitudy drgan. W pracy [6] w oparciu o rozwazania teoretyczne nad
ukladami pretowymi i plytami oraz na podstawie pomiardw drgan na modelach powlok
sformutowano zalozenie wigzace wyboczenie ukladu z jego postacia drgan. Wedlug tego
zalozenia pierwsza najniZsza (podstawowa) posta¢ drgan ukladu jest zgodna z postacia
wyboczenia tego uktadu. Ponadto stwierdzono tam, Ze posta¢ wyboczenia ukladu ma
charakter podobny do odksztalcenia tego uktadu pod dzialaniem sity skupionej. Miejsce
zaczepienia sily skupionej jest zasadniczo dowolne. Zatem, je$li si¢ okresli odksztalcenia
uktadu pod dziataniem sily skupionej, to znana bgdzie zarazem podstawowa postaé¢ drgan
uktadu. Na podstawie pomiaréw na modelu rusztu, przy wzbudzaniu drgan gtowica elek-
trodynamiczng, ktora spelnia tu role sity skupionej, udalo si¢ okredli¢ posta¢ odksztal-
cenia nie tylko dla podstawowej, ale i dla wyzszych czgsto$ci drgan. Przy najwolniejszym
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przesuwie tasémy rejestratora (0,16 m/sek) w trakcie szybkiego zmieniania wzbudzonych
czestosci glowica w strefie n, i #, uzyskano odcinki przebiegow drgan odpowiadajace
tzw. efektowi Sommerfelda obserwowanemu w ukladzie drgajacym o jednym stopniu
swobody (z ttumieniem) przy zmiennym obcigZeniu sita bezwladnosci, pochodzaca od
niezrOwnowazonych mas silnika, pracujacego ze zmiennymi czesto$ciami w strefie
rezonansu (poréwnaj np. [4, 12, 13]). Wibrogram na rys. 12 jest tego przykladem — nie-
ustalony proces (dla strefy n, = 262 Hz) przejawia si¢ silnymi dudnieniami.

Przy pomiarach przeprowadzonych w pracy [9] z uwagi na skromne éwczesne wyposa-
Zenie aparaturowe nie rejestrowano wynikow pomiaréw, a czesto$ci drgan oceniano na
podstawie generatora zmiennych czestosci stuzacego do wymuszania drgan wzbudnikiem.
Postacie odksztalcenia oceniano przez obserwacj¢ dwu przebiegdw na oscyloskopie; jeden
przebieg przyjmowano jako poréwnawczy, drugi przebieg pochodzi od czujnika, ktérego
polozenie zmieniano. Na tej podstawie oceniono fazowos$¢ wszystkich badanych punktéw
i okreslono odpowiednie postacie odksztalcenia. W toku pomiaréw mierzono wowczas
tylko dwie najnizsze czestosci. Otrzymano n, = 220 Hz i n, = 248 Hz. Postacie odksztal-
cenia byly takie same, jak w toku obecnych pomiaréw.

5. Pomiary statyczne

Traktujac ruszt jako schemat ustroju z o§mioma masami skupionymi w weztach krzy-
zujacych sie pretéw otrzymujemy uklad o o$miu stopniach swobody. Powyzsze przyjecie
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Rys. 13

w omawianym przypadku jest mozliwe, poniewaz ruszt ma mata wyniostoé¢ (f// = 0,08)
i skladowe poziome sit bezwladnosci mozna wéwczas pominaé (zaloZenie stosowane dla
powlok o malej wyniostosci). Dla przyjetego wyZej modelu ukiadu z masami skupionymi
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mozliwe jest wyznaczenie czestosci i postaci drgan wlasnych, jesli znane sa jednost-
kowe przemieszczenia punktdw przylozenia mas. Dla otrzymania tych wielkoéci przeprowa-
dzono badania pozwalajace wyznaczy¢ pionowe ugigcia weztdw krzyzujacych sig pretow.

5.1. Stosowana aparatura. Pomiary ugi¢¢ wezlow wykonano dwukrotnie przy pomocy dwu
réznych zestawéw aparatury. Pierwszy zestaw obejmowal aparaturg elektryczna. Do
pomiaru ugi¢¢ badanych punktéw zastosowano indukcyjne czujniki przemieszczen linio-
wych typu OT12 o zakresie -1 mm (4 sztuki) i typu OT14 o zakresie +5 mm (4 sztuki)
produkcji ZPD Inst. Lotn. (1966 r.). Przy pomocy tych czujnikéw mierzono przemieszcze-
nia rzedu ulamka mikrometra. Czujniki te przymocowywano do omdwionej juz w p. 4.1
konstrukcji wsporczej przeznaczonej dla czujnikow bezdotykowych OTI18. Czujniki te
wspolpracuja z aparaturg RFOL. Czujniki te wywierajag minimalny nacisk na przedmiot.
Szkic czujnika OT12 podaje rys. 13, czujnik OT14 ma podobny wyglad. Do «wyzerowa-
nia» czujnikéw stosowano caly zestaw 8-kanalowego miernika RF-01,A,B o ktérym byla
juz mowa w p. 4.1.

Rys. 14

Rys. 14 przedstawia komplet aparatury elektrycznej wraz z modelem. Drugi zestaw
aparatury sklada si¢ ze zwyklych czujnikow zegarowych o dokladnosci 0,001 mm. Kon-
strukcja wsporcza postuzyla do umocowania podstaw czujnikéw.

5.2. Opis i wyniki pomiaréw. Pomiar przemieszczen przeprowadzono przy obciaZeniu
weztdw krzyzujacych si¢ pretow sitami 2,0, 3,0, 5,0 i 7,0 kG. Wezly obciazano kolejno
1=-8. Pomiary powtarzano kilkakrotnie dla obu zestawéw aparatury. Zamieszczone po-
niZej wielkosci ugie¢ otrzymano z pomiaréw przy pomocy czujnikéw OT12 i OT14. Wyniki
otrzymane z pomiaréw czujnikami zegarowymi byly bardzo bliskie lub réwne otrzymanym
aparatura elektryczna. Stwierdzono zupelna liniowa zalezno$¢ ugieé od obcigZenia oraz
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speinienic prawa o wzajemnosci przemieszczen. I tak np. dla pomiaréw czujnikami zegaro-
wymi bylo

0 = 14,6 um, 63 = 14,0um, b = 14,7um, J53 = 14,3 um.
W zwigzku z tym dla prostoty dalszych obliczen wyznaczono $rednie wielkodci ugigé.
Tabela wspolczynnikdw 9, mm przy zalozeniu obciazenia sita 1,0 kG

01 = 04y = Oss = Ogg = 0,0112, 0y = 033 = dg6 = 047 = 0,0141,

O = 521 = 03 = 043 = 556 = &5 = 678 = 587 = 0,0049,

513 = 631 = (524 = 542 = 557 = 575 = 568 = 68(. = —0,0056,

015 = 04 = 055 = 585 = —0,0053, é;5= 551 = 045 = O3y = 0,0014,

516 = ‘5(‘1 = 525 = (352 = (533 - 583 = ‘574 = 547 = 0,00“,

517 = 671 = 535 = (353 = 546 = 564 = (523 = 582 = —0,0007,

05 = Oy = 05y = 045 = —0,0009, &y = 03, = g7 = 075 = 0,0012,

026 = 062 = 0y7 = 0735 = 0,0017, 627 = 052 = 35 = g3 = 0,0001.

- 1000 . . . , -
Podstawiajac z = o gdzie m jest masg skupiona w wezle, a w czgstoscia kolowq drgan
1

wlasnych otrzymamy uklad réwnan dla metody sit pozwalajacy obliczy¢ czestosci drgan
whasnych i postacie odksztalcenia im odpowiadajace.

(1,12—2)C,+0,49 C,—0,56 C;—0,53 C,+0,14 Cs+0,11 C4—0,07C;—0,09C; = 0
0,49C,+(1,41—2)C,+0,12C3—0,56 C4+0,11 C;4+0,17 C4+0,01 C,—0,07C5 = 0
—0,09C,—0,07C,+0,11C3+0,14C,—0,53C5—0,56Cs+0,49C; +(1,12—2)Cy = 0.
Uwzgledniajac krzyZzowa symetrie ukladu o$miu réwnan dochodzi sie do znacznych
uproszczen w obliczeniach. Dla symetrii C, = Cg, C, = C;, C3 = Cs, Cy = Cs otrzy-
mujemy dwa uklady po cztery réwnania. Uwzgledniajac w dalszym ciagu symetrie
krzyzowa kazdy ukiad rozlozymy na dwa dalsze uklady (po dwa réwnania) symetryczny
i antysymetryczny. Przyjmujac C; = C,, C, = C; mamy
(0,64—2)C,—0,03C, =0
—0,03C,+(1,71—2)C, = 0.
Z przyréwnania wyznacznika do zera mamy z; = 1,712, z, = 0,638.
Ta droga wyznaczono i pozostate wartosci wlasne. Uwzgledniajac dane materialowe
y = 0,00785 kG/cm’, E = 2,1 -10° kG/cm? oraz wymiary modelu znajdziemy m =

2
— 0,00016804 <5 K"
cm

Z kolei jest

;1000

w;
o= 2
mz;’ oom?

Nizej podano cztery pierwsze czestosci, dalsze z uwagi na przyjety model ukiadu z masami
skupionymi sa obarczone duzymi bledami.

n =224 Hz, n,=263Hz, n,=297Hz, n,=333Hz.
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Obliczone z odpowiednich réwnan jednorodnych postacie odksztalcenia sa takie same,
jak pomierzone w toku pomiaréw dynamicznych.

Przykiadowo na rys. 15 schematycznie zaznaczono postacie odksztalcenia dla n; i n,
wyznaczone na podstawie pomiaréw statycznych. Poréwnujac rys. 15b odpowiadajacy
ns = 333 Hz z wibrogramem na rys. 10, odpowiadajacym n, = 340 Hz stwierdzamy na
tym ostatnim rysunku réznicge w fazie w jednym skrajnym wezle; punkt ten praktycznie

Rys. 15

nie podlega drganiom; stad prawie zerowa jego amplituda, a poza tym trudno okreslié
fazowos¢ tego punktu z uwagi na jej niezupelnie ustalony charakter. Najnizsza czesto$é
drgan obliczona na podstawie przemieszczenn wyznaczonych czujnikami zegarowymi wy-
niosta 229 Hz.

6. Poréwnanie wynikow pomiardw i obliczen

Z poréwnania wynikéw badan dynamicznych i statycznych widzimy, ze réznia sie one
w granicach nie przekraczajacych 10%. Jako szczegdlnie przydatne nalezy ocenié badania
dynamiczne, ktére z powodzeniem mozna stosowaé i dla rusztéw cylindrycznych o duzej
wyniostosci.

W pracy [9] przeprowadzono dwoma sposobami obliczenia dwu pierwszych czestosci
drgan wlasnych i postaci odksztalcern im odpowiadajacych omawianego tu modelu rusztu.
Prowadzac obliczenia metoda sit z uwzglednieniem wptywu sit podtuznych (dla dwu pierw-
szych czgsto$ci maja one znikomy wplyw mimo malej wyniostoéci uktadu), poziomych
sktadowych sit bezwtadnosci (ich wplyw jest rowniez niewielki) i momentéw skrecajacych
(sztywne potaczenia w wezlach) otrzymano n, = 220 Hz. Liczac w sposéb przyblizony
otrzymano n, = 258 Hz. Na podstawie badan przeprowadzonych dawniej w [9], jak wspo-
mniano w p. 4.2, z pomiaréw dynamicznych otrzymano n, = 220 Hz i n, = 248 Hz;
z pomiardéw statycznych (prowadzonych tylko czujnikami zegarowymi o doktadnosci
0,01 mm) n; = 235 Hz i n, = 258 Hz. Wynik z pomiaréw dynamicznych dla n, doktadnie
zgadzal si¢ z obliczeniowym, co, jak nalezy sadzié, byto dzietem przypadku. Z kolei n,
z pomiaréw statycznych bylo zgodne z obliczeniowym. Obecnie, z uwagi na znacznie
lepsze wyposazenie laboratorium w aparature pomiarowa ponownie przeprowadzono
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badania, lecz w nieporéwnanie wigkszym zakresie, na nowym, identycznym modelu. Z obu
badan otrzymano poréwnywalne wyniki, co pozwala sformutowaé wniosek o celowosci
i przydatnoéci tego rodzaju badan na modelach. Okazuje si¢, Ze dynamiczny pomiar na
modelach rusztéw cylindrycznych pozwala okre§laé nie tylko podstawowa ale i kilka
nastgpnych czgstoécei i postaci drgan wiasnych.
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Pesome

D KCINEPUMEHTAJIBHBIA AHAJIN3 COBCTBEHHBIX KOJIEBAHUN LMIMHIPUYECKUX
PEIIETOK

Ha ocHose aHanu3sa pasmepHOCTeH oIpenesieH 3aKOH MOJEJILHOrO NONOOHA UIA KOoJIeGaHHH pelnerox.
Onupasce Ha 3TOT 3aKOH MOXKHO OMNPENEJISATh YACTOTY KoJleGaHHii AeCTBHTENBHON KOHCTPYKIHH H3MePAs
COOTBETCTBYIOLLHE YACTOTLI Ha MoAeNH. IIpuBoasATca pe3yssTaThl CTATHUECKHMX H AMHAMMUYECKHX HCCIe-
JOBaHUH CTaJIbHOH MOAENH LMIMHEPHYECKOH pewreTky. OMHCBIBAETCA TAKMKE CaMa MOAEIs H NPHMEHA-
emas anmapaTypa. OKCIepHMEHTalbHble JaHHbIE CPABHHUBAIOTCA C PE3YJITATAMH IONYUEHHBIMH Teope-
THYECKHM ITyTEM.
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Summary

EXPERIMENTAL ANALYSIS OF FREE VIBRATIONS OF CYLINDRICAL GRIDS

Using the dimensional analysis the law of model similarity for vibrations of grids is determined. Thus
the frequencies of vibrations of the natural object may be calculated, if the frequencies of a model are mea-
sured. Presented are static and dynamic investigations of a steel model of a cylindrical grid. Described is
the model and the measuring equipment. Experimental results are compared with those obtained from the
hzoretical analy sis.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 21 lutego 1969 r.
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ROWNANIA STATYKI DWURZEDOWEGO KULKOWEGO
LOZYSKA WIENCOWEGO

TertsA GIBCZYNKSKA, MICHAL ZYCZKOWSKI (KRAKOW)

1. Wstep

Konstrukcja lozysk wiencowych znacznie rézni si¢ od konstrukcji katalogowych tozysk
tocznych, powszechnie stosowanych w budowie maszyn. Charakterystyczna cecha dwu-
rzedowych lozysk wiencowych sg duze wymiary $rednic, wynoszace od okoto 0,5 m do
okoto 3,5 m [23], przy czym jeden z pierScieni fozyska — wewngtrzny lub zewngtrzny —
posiada wieniec zebaty (rys. 1). Lozyska te dzigki swej konstrukcji przenosza sily osiowe,

h\:ilI =1 W
7 |
i N |
7N
L‘“‘] uns |
Rys. 1

promieniowe (kat dziatania 0 << a < 90°) i momenty oraz zapewniaja duza dokladnoéé
i pewnos$é przenoszonego ruchu. W stosunku do tradycyjnych rozwiazan z czopem cen-
trujacym, posiadaja zwarta budowe i sg lzejsze. Wymagajg jednak znacznie sztywniejszych
konstrukcji wsporczych oraz nie moga by¢ obcigZone bezposérednio sitami skupionymi. Za-
tem uogdlnione sily, przenoszone przez lozysko, sa wypadkowymi wszystkich obcigzen
zewngtrznych, dziatajacych na cze$¢ obrotowa maszyny, zwiazang z lozyskiem.
Analiza rozkladu sil na poszczegdlne kulki w tozysku wiencowym oraz okreéleniem ich
maksymalnych wartoéci zajmowali si¢ GOLDSZTEIN [7], OHNRICH [15], KAZANSKU
[10], MATTHIAS [11], oraz Szucki [21]. Przy czym GOLDSZTEIN, MATTHIAS i SZUCKI
podali metode obliczania lozysk o kacie dzialania a = 90° (wzdluznych dwukierun-

L
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kowych) obcigzonych sily osiowa 1 momentem. Natomiast KazaNskiy i1 OHNRICH
uwzglednili dzialanie sity promieniowej na lozysko, lecz obliczanie maksymalnych nacis-
kow na kulki oparli na zasadzie superpozycji sit. Stosowanie w tym przypadku zasady
supcrpozycji jest niewlasciwe, gdyz na podstawie wzoréw Hertza [9] dla styku punk-
towego w zakresie odksztalcen sprezystych mamy nieliniowa zalezno$¢ miedzy odksztat-
ceniem a sila nacisku
(1.1) f= P,
C jest staly zalezna od geometrii i od materialu stykajacych si¢ elementow.

Jak z powyzszego wynika, do tej pory brak jest dostatecznie dokladnych metod pozwa-
lajacych na okreslenie sztywnosci tozyska i sit dziatajacych na poszczegdlne kulki. Nie zo-
stal rowniez wyjasniony wplyw kata dziatania o < 90° na pracg tozyska.

2, Zalozenia

Opierajac obliczenia na teorii Hertza [9] oraz na metodzie Stribecka [20] przyjmiemy
nastepujace zaloZenia:

& 2V Pozioma os fozyska
B, Py po odksztatceniu
$1i o Ag;
4 Pn
X
(7]
Ap,
¢z i
Yy
Rys. 2

1. Naprezenia zastgpcze nie przekraczaja granicy proporcjonalnosci.
2. Powierzchnie stykajacych sie cial sa idealnie gladkie (nie wystgpuje tarcie) oraz po-
siadaja idealne ksztalty geometryczne.
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3. Odksztalcenie wystepuje tylko w miejscach styku kulek z biezniami. Powierzchnia
styku jest plaska, a jej wymiary sa mate w poréwnaniu z promieniami krzywizn stykajacych
si¢ elementow.

4. Pierscienie lozyska sa sztywne. Pierscien zewng¢trzny nie przemieszcza si¢, natomiast
pierscien wewngtrzny przemieszcza si¢ jako cialo sztywne.

5. Obcigzenie dziala w jednej plaszczyznie.

Oprocz powyzszych zalozen przyjeto dodatkowo: maly stosunek /R (rys. 2), co pozwala
na pominigcie poziomych skladowych przemieszczenia kulek zwiazanych z obrotem pier-
$cienia; luz tozyskowy — réwny zeru.

3. Okreslenie podstawowych wielkosci

W pracy zajmowac si¢ bedziemy tozyskiem obciazonym uogdlnionymi sitami Q, Hi M,
lezacymi w jednej ptaszczyznie. Sily te sa wypadkowymi wszystkich obcigzen zewnetrznych
dzialajacych na cze$¢ obrotowa maszyny zwiazana z lozyskiem.

Za wielkosci dodatnie uogdlnionych obciazen bedziemy uwazali ten moment M i te sity
0, H, ktorych zwroty sa zgodne ze zwrotami uogdlnionych sit, przedstawionych na rys. 2.
Rozkiad naciskéw na kulki w tozysku zalezy od wartosci i znakéw (zwrotéw) poszczegdl-
nych sit zewnetrznych.

Dla ujgcia catosci zagadnienia rozkladu sit wystarczy rozpatrzyé dwa uklady obciazen
zewnetrznych, mianowicie jeden uklad taki, jak na rys. 2, oraz drugi réZniacy sie od
pierwszego jedynie znakiem sity H.

Dla innych mozliwych wariantow obciazefi zewnetrznych rozkiad sit na kulki bedzie
symetryczny lub antymetryczny w stosunku do rozkladu sit wewng¢trznych, wynikajacego
z wyzej wymienionych dwdch ukladow.

Na skutek dzialania obciazen zewngtrznych pierscien wewnetrzny wraz z kulkami prze-
miesci sie w kierunku osi x i z odpowiednio o x, i zy, 2 ponadto obrdci sie jako bryla sztywna
dookota osi y o kat n (rys. 2).

W lozysku nieobciazonym, srodek kazdej kulki lezy na prostej taczacej punkty styku
kulki z poszczegélnymi pierécieniami i przechodzacej przez $rodki krzywizn dwu biezni
w plaszczyZnie potudnikowej. Kat dziatania zawarty miedzy ta prosta a osia x (rys. 2)
jest staly dla wszystkich kulek znajdujacych si¢ w jednym rzgdzie i dla rzgdu pierwszego
wynosi ¢, a dla drugiego a,. W praktyce najcz¢éciej stosuje si¢ tozyska, w ktérych katy
dzialania w obu rzedach sa sobie réwne

@G.1n oy = Oy = 0.

Gdy pierscien wewnetrzny wraz z kulkami przemieéci si¢ pod wplywem obciaZenia,
wowczas kat dzialania kazdej kulki ulegnie zmianie i bgdzie funkcja kata ¢ (rys. 2), okreé-
lajacego potozenie kulki. Kat ten oznaczaé bedziemy przez oy — dla i-tej kulki rzedu
pierwszego i oy; — dla i-tej kulki rzedu drugiego (rys. 3). Jezeli zalozymy, Ze krzywizna
biezni w plaszczyznie potudnikowej jest réwna zeru [14,16], kat dziatania mimo odksztal-

cania si¢ kulek i biezni nie ulegnie zmianie i w dalszym ciagu bedzie obowigzywala zale-
no$¢ (3.1). :
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Zblizenie dwu pierscieni mierzone wzdtuz prostej taczacej punkty styku kulek z biez-
niami (rys. 3) wynosi
(32) imi == ami_am; m = 1, 27

gdzie a,, jest odlegtoscia migdzy Srodkami krzywizn w plaszczyZnie poludnikowej biezni
zewngtrznej i wewnetrznej rzedu pierwszego lub drugiego przed odksztalceniem, za$ a,;
jest odlegloscia migdzy §rodkami krzywizn w plaszczyznie potudnikowej bizzni zewnetrznej
i wewnetrznej dla /-tej kulki rzgdu pierwszego lub drugiego po odksztalceniu.

a b
Pierscien wewnetrzni - Piersciern zewnetrzny
—% N N
N > 8 ; Piersciar wewnelrzny
N = N
b X COS Pz
v | st
&y (i Ry
N/ it Uw

% AN e i4
Nl /7T N AE— %
\/7/ §T | Z

4 | | xpcos s S

o

- s . <:
Pierscier zewnetrzny K
&

Jezeli a,; > am, wOwczas pierécienie w punktach styku z i-ta kulka oraz kulka ulegaja
odksztalceniu sprezystemu, ktére odpowiada zblizeniu tych pierscieni fi; = fou; m = 1, 2.

Gdy a,; < an, przyjmujemy, ze odksztalcenie i-tej kulki i pierScieni jest réwne zeru
Smi = 0.

Odlegtoé¢ a,,, mozemy wyznaczy¢ jako funkcje uogdlnionych przemieszcezen xg, zg i 7,
z zalezno$ci geometrycznych przedstawionych na rys. 3.

Zblizenie f,,; wyrazimy zaleznoscig

a0

Rys. 3

3.3) f;_,,,- = [(@wSIN &y =20+ RSINY COS Ppyi)? (@ €OS 0,y F X0 COS i)’ > —ay; m =1, 2.

Znaki gorne obowiazuja dla rz¢gdu pierwszego, znaki dolne dla rzgdu drugiego.
W przypadku, gdy a,, = oo, tzn. gdy krzywizna co najmniej jednej biezni w plaszczyznie
potudnikowej jest réwna zeru, zblizenie okre$limy wzorem prostszym

(3.9 St = 425SIN 0, F X COS &, COS P+ R SIN 7 SIN A1 COS Py

Gdy foi < 0, przyjmujemy f,,; = 0.
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Stosujac wzdér Hertza [9] wiazacy odksztalcenie f,; z sila P,; dzialajaca na i-ta kulke,
wyrazimy P,; w funkcji uogdlnionych przemieszczen pierscienia wewnetrznego x,, zo, 7,
mianowicie

3.5) P = CfY2.

4. Statyka lozyska

Zwiagzki migdzy obciazeniami zewngtrznymi a uogdlnionymi przemieszczeniami xo,
zo 1 1 znajdziemy z warunkow réwnowagi pierscienia wewnetrznego, ktdére dla uktadu sit
przedstawionego na rys. 2 sa nastgpujace:

n

D Priz— X Pue—Q =0, ' Piy— D Pyt H=0;
i=1 i=1 i=1 i=1

(4.1)

n n n

ZPqucosq?..-Jr szi:RCOS(PzH— Z Pl.-xh+z Pyxh—M =0,
i=1 i

i=I i=I i=1

gdzie: P\;; = Py;sinoy; jest rzutem sity dzialajacej na i-ta kulke' rzedu pierwszego, na o z
(rys. 2); Piix = Pjcosay;cosey; jest rzutem sily, dziatajacej na i-ta kulke rzedu pierwszego,
na of x; P,;; = Pysinay; jest rzutem sily, dziatajacej na i-ta kulke rzedu drugiego, na o$ z;
Py = Pyicosaycosgy jest rzutem sily, dzialajacej na i-ta kulke rzedu drugiego, na o$ x;
n oznacza liczbe kulek w jednym rzedzie.

Sumowanie obejmuje wszystkie kulki (praktycznie — kulki obciazone), za§ R, h i ¢
oznaczaja wymiary lozyska oznaczone na rys. 2.

Kat dzialania o, jest funkcja kata ¢,; i obowiazuja dla niego zaleZzno$ci:

A SIN Apt=2o+ RSIN 7 COS Py

sin oty = - R
“2) V (@ Sin oty =25+ RSIN7 COS Q)2+ (@1 COS iy T X0 COS o)
' Ay COS Oy X COS Py
COS Qi = - - ,
V (@ Sin 0= 2o+ RSIN 7 COS @) >+ (@ COS Oy T X0 COS Py
m=1, 2.

Znak goérny dotyczy rzedu pierwszego, a znak dolny — rzedu drugiego.

Jezeli a, = oo, wowcezas oy; = oy, Oy = 0y, dla wszystkich i =1,2, ... n.

Przy duzej ilosci kulek zamiast sit skupionych, dziatajacych na kulki, mozemy wpro-
wadzié rdownowazne obciazenie ciagle na obwodzie biezni, zastepujac sumowanie wielkoé-
ci P,; przez catkowanie funkcji

P ((P)
Agy,

dpm,

gdzie Aeg, =2—n, m =1, 2, za§ n, oznacza liczbe kulek w jednym rzedzie.
n

m

W przypadku n, = n, = n, mamy Ag, = A, = Ap oraz ¢; = @y = ¢
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Wstawiajac do rownan (4.1) wyraZenia okreslone wzorami (3.3) i (4.2) otrzymamy

- [p/(a_lsin—aﬁjzoﬂ—Rs_imycoséJl)zﬂ— (a,cosay —xocos<;o,)2-a,]3/2 X

ﬂ J X (a;sino; +zo+ Rsinncos ¢,)d o, n

cn

V/ (a;sin o, +zo+ Rsinycos @, )>+ (a, cos o —XoCOS @, )

- [1/ (a;8in o, —zo+ Rsiny cos @2)*+ (@>¢08 ot -+ X, COS P2 —as) 2

2

_f X (azsin o, —zo+ Rsinncos g,)dp,
P V/ (@, sin ay—zo+ Rsinycos @2)>+ (@08 ot, + X0 COS @y)*

2

7,, [l/(alsina,+z§—}]3§i"n17cosqal)2+(a,cosal—xocos¢,)3-—a,]3/2><

1

nH _f X (@) €080 — X, COS @, ) cos g, dop,
]/(a, sin o +zo+ R sinncosp,)?+ (ala);a, —Xo co&;)nz_

+

- []/(a—zsin 43— Zo+ Rsin 7 €08 @,)>+ (a>¢0s o+ Xo cos_<;o§2—a2]3/2 X

n f X (@,€08 X, COS ¢2) COS P d p,
5 ]/(az sin o, — zo+ Rsin# cos ¢,)*+ (@, CoSs tr+ X, COS ,)? ’
4.3) ] ) ]
- [V (a,sina, + zo+ Rsinycos ¢,)>+ (a, cos oy — xpcos @, )2 —a, |2 x

aM f X (a;sino;+2zo+ Rsinncosg,)cosp, dg, n
]/(al sin o -+ zo+ Rsin cos @, >+ (a, cos o — XoCOS @, )?

_ [|/(a2 sin o, —zo+ Rsin7cos ¢,)2 4 (a,c0s o+ X, cOs )2 —ay] Y2
2

P
X (@, sinay—2zo+ Rsinn cosg,)cos p,d g,
+R s . . o 72‘_v ——— _2 +
§ ]/(az sin o, — 2o+ Rsin7 cos ¢;)* 4 (@ €0s a4y + X4 COS ;)

; []/(al sinay+zo+ Rsinncos g, )* + (a, cos a; — xocos @, ) —al] Y2

h J X (@) c0s ot} —x(COS @) cos @, dp, N
]/(al sina,+zo+ Rsinncos @,)*+ (a, cos?zz,—xocosq)l)/2

1]

- [V (a2sin a;— 2o+ Rsin 1€08 ) + (@2€0S o3+ X0 COS 2)> — a3 ] %
‘f'hf X (@2€08 ay+ X COS @2) COS @ dps
V/ (asin et;—zo+ Rsinzcos @2)*+ (@208 a +x0COS P2)* '

0

Granice calkowania ¢, i @, wyznaczymy z warunku f,,; = 0 (rys. 4).

Réwnania (4.3) obowiazuja dla ukladu sit przedstawionych na rys. 2 z tym, ze sita H
powinna byé tak niewielka, aby maksymalna sita dzialajaca na kulk¢ rzedu pierwszego
wystapila przy ¢, = 0. Jezeli sita H jest bardzo duza, wéwczas obcigzenie rz¢du pierwszego
ulegnie zmianie (rys. 5) i maksymalna sita dziatajaca na kulke wystapi przy ¢, = 180°,
Réwnania (4.3.) beda jednak w dalszym ciagu obowigzywaly z tym tylko, ze w calkach
odnoszacych si¢ do rzgdu pierwszego nalezy zmienié dolng i gérna granice calkowania.
Granica dolna bedzie rowna ’_<;51, a gérna s, Jezeli sita H ma zwrot przeciwny (—H) row-
nania beda obowiazywaly tak dtugo, jak dtugo f,(0°) = 0. Rozwiazujac uklad (4.3.) i od-
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wracajac go wyznaczylibySmy uogolnione przemieszczenia x,, zo, 7 — a tym samym rozklad
naciskdw na kulki w tozysku — w funkcji uogdlnionych sit zewnetrznych

(44) x0:Fl(Q’ H’ M)a 20:F2(Q’ H’ M)’ 77:F3(Q, H’ M)

Réwnania (4.3) nie nadaja sie jednak do dalszej analizy, zaréwno z uwagi na trudnosci
calkowania, jak i konieczno$¢ poZniejszego rozwigzywania ukladu réwnan przestepnych
ze zlozonymi funkcjami nieelementarnymi. Mozna je rozwigza¢ metoda przyblizona przed-
stawiajac wyrazZenia niewymierne w postaci potrojnych szeregdw potggowych. Na przyktad:

1 o0 o0 oo
\ !
. . ; P " —k
_fl(‘phal,zo;xO: ,7,7)_ ) 5 2 biik(gy, @y zo) xpsiny’ar .
) L L L

Rozwiagzanie réownan (4.3) za pomoca szeregdw bedzie przedmiotem oddzielnej pracy,
natomiast obecnie zajmiemy si¢ rozwigzaniem s$cistym tych réwnan zakladajac a,, = oo
(pominiemy zmiang¢ kata dzialania, co byloby $ciste w przypadku co najmniej jednej biezni
stozkowej, natomiast dla biezni toroidalnych stanowi dogodne przyblizenie), wowczas
prawa strona powyzszej zaleznosci bedzie réwna wyrazeniu (3.4) i uklad rownan (4.3)
przyjmie znacznie prostsza postac:
0 P
7 . .
—= = | (z¢SIna—Xx(COS®CcOS @+ Rsinysinacos @) 2dp4-
aneh g of (zo 0 o+ n @) dep4
»2

— f (—2zosin a+ xocos acos @+ Rsinzysinacos ¢)*2dgp,
0

P1

nH . L
= = f (zosin a—x,c08 0 cos ¢+ Rsiny sin o.cos @)** cos pdp +
cncosa 5

4.5) _

P2
+ f (—2zosin a+xocos acos g+ Rsinysin acos @)**cos pdp,
0

71
aM . . . K
en(R T hotga)sins = Of (zosin ot— xoc0s ccos @+ Rsinysin wcos g)**cos pd g+

P2
+ f (—zoSin o+ xc0s 0. cOs p-+ Rsinzsin acos )**cos pd .
0

W réwnaniach tych przyjeto « = «, = a,, a ponadto obie zmienne ¢, i g, oznaczono
krétko przez ¢.
Granice catkowania (rys. 4) wyznaczymy z warunku f,;, = 0; m =1, 2, a wigc

_ Zo
4.6 = arc cos ——
(4.6) 1 ! xoctga— Rsiny’
Zo

4.7 P = -
S ?2 arccosxoctga+Rsimy
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W przypadku

Zo

(4.8) < —1,

;nctga—Rsinn o
mamy @, = 7.

Uktad ten jest mniej skomplikowany niz (4.3) 1 w zwiazku z tym prawe strony réwnan
mozna bedzie scatkowaé. Rozwigzanie prowadzi do réwnan przestgpnych zawierajacych
catki eliptyczne.

Odwrdcenie tych réwnan i przedstawienie uogdlnionych przemieszczen w postaci (4.4)
jest jednak w dalszym ciagu niemozliwe. Przemieszczenia moZzemy wyznaczy¢ jedynie na
drodze numerycznej (rozwigzywanie rownan przestepnych) lub metoda przyblizona np.
metodg szeregdw poteggowych, ktéra stosowano w pracy [6] do rozwiazania tego ukladu
réownan, dla pewnego zakresu ,obciazen zewngtrznych (duzy moment, male sily — osiowa
i promieniowa).

W przypadku dziatania na tozysko tylko jednej uogdlnionej sity ukiad réwnan sprowadzi
si¢ do jednego réownania, mianowicie:

1. W przypadku dzialania sity osiowej Q

20 pgosp nd .
- = Z0sin ozof ®;
stad
2/3
_ Q
(4.9) o= (cnsinma ’

2. W przypadku dzialania momentu M

aj2 aj2
. ?ZCA: = 2sin3’2a(Rsinn)3/2(Rsinaf cosslztpdtp—]—hcosaf COSS/Z(pdtp);
0 0

stad

. 273
(4.10) Rsiny — [ nM ]

1,4378 cn(R-+hctga) sin%/%a

3. W przypadku dzialania sity poziomej H

nj2
nH _ 3/2 12 2 .
— = 2x3/*cos® ozofcoss’ pde;
stad
2/3
nH
4, = - :
(4.11) Xoctg (1,4378cnsm-”2acosa)

Powyzsze trzy przypadki sa znane, w 'literaturze [14,17]; zaleznoéci (4.9)-(4.11) przyto-
czyliémy ze wzgledu na to, ze bedziemy z nich korzysta¢ w dalszej czgéci pracy.
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5. Rozwiazanie Scisle rownan w przypadku a,, = oo

Przystepujac do rozwiazania ukladu réwnan (4.5) zatozymy z, # 0 i wyciagniemy
(zosin=)** przed znak calki oraz zastosujemy nastepujace podstawienia:

XoCtga i Rsinn ’

5.1 U= — % Z
(5.2) v — XoCtga n Rs~m77
2o Zo
273
_ Q
9o = ( cnsin®?a |
2/3
M
(5.3) au = = —|
1,4378 cn(R+hctgo)sin®? o
. ( H 23
In = 1,4378 cncosasin®?a |

gdzie u i v nosza charakter bezwymiarowych uogdlnionych przemieszczen pierscienia
wewngtrznego, g — zredukowanych obcigzen [o wymiarze dlugosci wg zaleznodci (4.9)-
(4.11)].

Odksztalcenia i-tej kulki i pierScienia wewngtrznego (3.4) wyrazone za pomoca para-
metréow u i v przyjma postaé: w rzedzie pierwszym

(5.4) Si(@) = zo(14ucosp)sina,
w rz¢dzie drugim
(5-5) Sf2(p) = zo(—1+wcosg)sina;

skad przy zo # 0
_— 1 . 1
1 =arccos|—--|, @, = arccos >/

Réwnania (4.5) po uwzglednieniu zaleznosci (5.1)-(5.3) zapiszemy nastepujaco:

’71 v2

‘132/2: U (1 +ucosp)*dp— f(—l+vcos¢)3/zd¢],
V]
® ?2
32 3 32 . 32
(5.6) g 14378[ f(H ucos )**cos pdp - f( 1 +vcosy) COS(pd!p],

3/ 1 ‘PZ
o = 1,4378 [( (l+ucos<p)3-cosgvdgv+J (—1+vcosq>)3/zcosq)d¢)]
Z analizy funkcji podcalkowych wynika, Ze parametr u dla przyjetego ukladu obcigzen
zewnetrznych moze przyjmowaé dowolne wartosci, natomiast parametr v winien spetniaé
warunek v = 1.
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Wartosci parametru v wskazuja na rodzaj obciazenia rzedu gérnego. Szczegolnie inte-
resujace sa jego wartoéci graniczne, odpowiadajace takiemu obcigzeniu, przy jakim f;(0°) =
= 0 albo f,(180°) = 0.

Rozpatrzymy przypadek pierwszy, tzn. gdy f,(0°) = 0. Woéwczas korzystajac z zaleznosci
(5.4), otrzymamy

Xoctga  Rsinnp
— o 4 T —

S . —1,l a wigc dla f,(0°) =0, mamy v = —1. Podobnie dla
0 "

J1(180°) = 0, mamy v = 1.

Analizujac w dalszym ciagu wyrazenie podcalkowe (5.6) mozemy stwierdzié, ze dla
|u| << 1 caly pierwszy rzad kulek bedzie obciazony (gérna granica catkowania ¢, = 7),
a dla |u| > 1 tylko cze$¢ tego rzedu bedzie przenosi¢ obciazenie. Wartosé bezwzglgdna
parametru v wskazuje, ktdra czes$¢ rzedu pierwszego przenosi obciazenie. Na rys. 6 przed-
stawiono rzuty odksztalcenn na 0§ z w zalezno$ci od wartosci parametru u.

I
R Rcos 51_—!

Rys. 6

Dla dodatnich warto$ci parametru ¥ maksymalne odksztalcenie w rz¢dzie pierwszym
wystapi przy ¢, = 0° a dla ujemnych przy ¢, = 180° (duza sita H). Widzimy wigc, Ze
réwnania (5.6) beda obowigzywatly tylko dla dodatnich warto$ci parametru ». Dla warto$ci
ujemnych nalezy zmieni¢ granice catkowania we wszystkich catkach, zawierajacych ten
parametr.

W odniesieniu do warto§ci parametru », winien on spetnia¢ warunek v = 1, co wynika
z poprzednio przyj¢tego zatoZenia f>(0°) = O.
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Roéwnania dla ujemnych wartoéci parametru u zapiszemy nastepujaco:

—u

[f(l—ucos<p)3/2d<p— }z(—l+vcos<p)3/2d<p],
= 6

P1

32 z/?
qdo. =
‘ 7

" Pz

(5.7) Y2 __ 7" _f 1— 372 d f 1 312 d

. 9H = 12378 (I—ucosg)’’*cospdp+ | (—1+4wvcosg)?cospdyp|,
? - 0

1
352
32 2o

= ?2
qm —m[f (1—ucos<p)3lzcos<pd<p+f (—l+vCOS(p)3/ZCOS(pdtp].
> = 0

P1
Z uwagi na fakt, ze w powyZszych réwnaniach uwzgledniono juz znak ujemny para-
metru u, to w dalszym ciagu rozwazan calki te bedziemy rozwiazywali tylko dla wartosci
dodatnich tego parametru, przy czym w definicji (5.1) nalezy zmienié¢ znaki po prawej
stronie wyrazenia.
Dolna granica catkowania

Zy

¢ = arccos Xo ctga— Rsiny BRA
w przypadku, gdy

Zp
— SE—*
Xoctgoa— Rsiny -

H

wynosi ¢, = 0.

Calki zawarte w rownaniach (5.6) i (5.7) sprowadzimy do calek eliptycznych pierwszego
i drugiego rodzaju.

Najpierw zajmiemy si¢ rozwigzaniem pierwszej calki z uktadu réwnan (5.6), zawiera-
jacej parametr 4. W tym celu zastosujemy podstawienie

(5.8) cosp = 1—2sin%y,

gdzie y = (5 Calka ta przyjmie wigc postaé:

L4 "
(59) | (rucosg)2dp = 2(1+uw2 [ (14bisiny)*Pdy,

0 g
gdzie

2u
(5.10) b, = l/m’
(5.11) ?1=arcsin]/l+u,
2u

Rozwiazanie catki znajdujacej si¢ po prawej stronie réwnosci (5.9) zalezne jest od war-
tosci parametru b, [18], a tym samym od wartosci parametru u. Poniewaz parametr u
moze przyjmowaé dowolne dodatnie wartosci, calka ta bgdzie miala dwa rodzaje rozwigzan
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w zalezno$ci od przedzialu zmiennoéci tego parametru. Przedzialy te okreé§limy nieréwnos-
ciami: 1) dla 0 < b, < 1, co odpowiada 0 < u <X 1; 2) dla b, == 1, co odpowiada u > 1.

W przypadku, gdy 0 < u< 1 (p, = =), catka (5.9) zgodnie z katalogiem calek [18]
bedzie miata rozwigzanie

n/2 2

[ (—bisinty)ridy = S @—bYE®G)—
0
gdzie K(k) jest calka eliptyczna pelng pierwszego rodzaju, E(k) jest calka eliptyczna pelng
drugiego rodzaju, a modut k = b,.

Podstawiajac za b, wyrazenie (5.10) otrzymamy

1—-b}

K (&),

n

2 i
(5.12) 6f(H—ucosqo)”quo =3 V1+u [4E ( I/I%:;) —(1—w)K (]/liflu)]

Catke (5.9) w przypadku u = 1| rozwigzemy [18]:

71

2 1 1 —p? 1
—pein® N2y — 15X (0—p? |+ b
(')f(l bisin '}’) d‘}/ {3 2 bl)[blE(yz,bl)+ b, F(yz”bl)]+
71
1—b}

1\ o
) . B H __h2qinn2
3, F(yz, bx) -3 sinycosy )/ 1—b2sin y}

0
gdzie F (yz’b%) jest calka eliptyczng pierwszego rodzaju, E (yz,b%) — catka eliptycz-
na drugiego rodzaju, za$
(5.13) y, = arcsin(b;siny).

Dla dolnej granicy catkowania warto$¢ y, = 0, a dla gérnej y, = n/2.
Ostatecznie catke (5.9) dla u > | przedstawimy nastg¢pujaco

1 . . 2 , I+u 1+u
(5.14) Of (1+ucos p)**dy —31/—2_“[(“ _4"+3)K(|/ 2u )+8uE (]/ 2u )]

?1
Nastepna calke f (14+ucosp)**cos pdp rozwiazemy, wykorzystujac poprzednio stoso-
0
wane podstawienia. PoniewaZ sposéb rozwiazania jest analogiczny, podamy tylko wzory
koncowe. I tak dla 0 < u<1

r 2 —I 2u
32 _ 2 _
(5.15) !(l+ucos<p) cospdp = o V1+u _(3u +DHE (]/ 1)

a-anly/ )

?1
2 1+u
(5.16 1+ ucos@)*’?*cospd =—;[2 3ut+1 E(]/ )+
) Of ( ®) pdp 5y ( ) ey

—(u—1)Gu—DK ( l/ 1;;”)].

adlau=>1




478 T. GiBczYRsKA, M. ZYCZKOWSKI

Nastepnie przystapimy do rozwigzania calek uktadu réwnan (5.7) zawierajacych para-
metr u. W tym przypadku zamiast podstawienia (5.8) korzystniejsze jest podstawienie
cosp = 2cos’y—1, gdzie y = ¢/2; a zatem

n n!Z
(5.17) f(l-ucos<p)3’2d<p =2(1+u)’? | (1—bjcosty)*dy.
o 7

Dla 0 < u< 1, @, = 0, calka zgodnie z katalogiem calek [18] bedzie miala rozwiazanie

nf2 .

2 bysinycosy

1—bicosy)*d ={~(2—bz)[5(  b)— ]
6{( l T 3 1 7 V 1—bicos?y

1_ % n/2

3

’

- ‘
F(ys, bl)—i-%sinycos;; ]/1 —bfsmzy} f
0

. . siny
gdzie p3 == arcsin ————= .
Y 1—bZcosy
Dla dolnej granicy calkowania y; = 0, dla gérnej y3 = =/2. Wobec tego po wstawieniu
granic calkowania otrzymamy

T

Ny a— 12ul |2u|
(518) | (1—ucosg)dg = 5 V/1+1ul [4E( 11;‘,1;[)_(1—'“01(( 1+|u|)]'

0

Z uwagi na to, ze znak minus parametru u zostat juz uwzgledniony w wyrazeniach pod-
catkowych uktadu réwnan (5.7), do rozwiazania (5.18) wprowadzono jego warto$é bez-
wzgledna. Warto$¢ catki (5.18) jest réwna wartosci wyrazenia (5.12) i podobnie dla u = 1
catka (5.17) bedzie réwna calce (5.14). Ponadto mozna sprawdzié, ze dla wszystkich
wartosci parametru u bedzie obowigzywala réwnosé

n 71
(5.19) - f(l—ucos¢)3lzcos¢d<p = f (14ucosp)**cospdp.

0
14

Nast¢pnie przystapimy do obliczenia calek zawierajacych parametr ©. Calki te beda
mialy jeden rodzaj rozwiazania, poniewaz v == 1. Tok post¢powania przy rozwiazaniu
tych calek jest analogiczny do sposobu rozwigzywania calek zawierajacych parametr u
i dlatego tez ograniczymy sie tylko do podania wzoréw koncowych. A wiec

P2 a 2 —1 —1
(5.20) 6f (—1+4vcos ) *dp = 3120 [(”+1)(7’+3)K (]/Uzv ) —80E(]/v2v )]

P2 m—
. 2 v—1
372 _ 2
(5.21) j (—1+wvcose) cos<pd<p—5 ; [2(31) +1)E(]/ 27})

b V20
—
—(v+1)(3v+1)K(‘/”2”1)].
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Wstawiajac rozwigzania catek do uktadéw réwnan (5.6) i (5.7) otrzymamy dwa rodzaje

rozwigzan:
dla 0 < Juj< 1

U ) P ppua— 2\ 2l
9 “7{?V1+‘”'[4E( 1+|u|) ¢ '“')K( 1+|u|)]Jr
! v—1 v—1
5% [wenwrox(y/ ) -se () 2]

32 ) —2sgnu  ,—— / 12ul 24|
- oy )
qu 1,4378! s VIl [(3” TOEL) 14

~ )], 2 i v——l)

- '“')K( 1+|u|]+ ,/20[2(3”*‘)E(V 20 |t

(5.22) —
_(v+1)(3v+l)K(l/ ”2v )]}

e ]2sgnu I E( 2u| )
m 14378[ 54l Vit '[(3“ +D T+a) "

)2 o1
_(I—WDK(]/HI?I)]JFS V20 [267} +1)E(]/ 20 )+

— @+ 1D Bv+ DK l/
dla Jul| =2 |

9y’ = ::Z{B/D;'[(lul—l)(lul o | L) e (]/
T RRleR A e
v

R 1+|u|)
32 20 sgnu 2

— 23+ 1 E( +
i 1,4378{ sV 2l [( ) 12u

T4 Ju 2 : o1
ooy el -
—(v+1)(3v+1)x(]/”2;1)]},
3/2

o % [ 2sgnu [2 3241 E( 1—{—|u_|)

W= 14378 sy LOF T 2 | T
)]}
29 )

i

Sk
il

(5.23)

1414l
S R e
—(v+1)(3v+1)E(]/

7 Mechanika teoretyczna



480 T. GiBCZYNSKA, M. ZYCZKOWSKI

W przypadku granicznym |u| = 1, réwnania znacznie si¢ uproszcza i mozemy je przed-
stawi¢ w nastepujacej postaci:

o = E%f{gyz -W,* [<v+1)<v+3)K(]/“ ) 8 E(]/;)T)]}

32

p_ @ [—8sgnu s 2 | -1
W= g s V2 5V§5[2(3v2+])E(]/ 277)+
o—1
(5.24) —(v+1)(3v+l)K(l/ = )]}

3t |8sgnu - 2 —1
32 2o 14 / s 2 ( “ )
Iu 1,4378 { 5 V2 5120 [2(3 v+ DE 20

</ v—1
—(v+ D Bv+ DK ( I/2E)-)]}'

Kazdy z uktadéw réownan (5.22) i (5.23), zawierajacy trzy niewiadome: zy, x4 1 % (po-
przez u i v), da si¢ sprowadzi¢ do uktadu prostszego zawierajacego tylko dwie niewiadome
uiv. Wtym celu réwnania (5.22) i (5.23) zapiszemy krdtko nastg¢pujaco:

Fy(u, v)
oy =

32 3/2 Fz(u 7))

(5.25) =0 74378

32 __ 32 FJ(“ 7’)
M0 14378

Nastepnie kazde z powyzszych rownan podniesiemy do potegi 2/3 i dodamy stronami
do siebie. W ten sposdb wyznaczymy

20 Fl(u, 7)) 2/3 [Fz(u 7)):| [F;;(Ll 7))_ 2,’3[_1
o 7 {[ 5’] “Liars | Tlhams]

gdzie ¢ = go+qu—+qm-
Wstawiajac {5.26) do (5.25) i podnoszac réownania do potegi 2/3 otrzymamy

—_{EMﬁ”ﬂ @w@”y_ﬁm@”Y"ﬂw@r’
9o = p 14378 1,4378 | a ’
o A" [Feo)]” | [Feo) 2’3}“ [ Fy(u, v)]z”
Qu = p 1,4378 1,4378 1,4378 |
przy czym wielkoéci 9o = 99/9, 94 = qu/q, gu = 1 —qu—go uwazamy za znane.

Stosujac metody numeryczne z réwnan tych mozemy wyznaczyé u i v, a nastepnie,
korzystajac z zaleznosci (5.1) i (5.2), pozostale uogdlnione przemieszczenia pierscienia

lozyska
xoctga _ v—u || Fi(u, v) 2'3+ £(u, v) 2’3+ Ey(u, v)]m\"l
g 2l = 1,4378 14378 |

Rsing _ otul[F6 o)™ [ o) TR, v)]w}—l
g 2 pe 14378 1,4378 :

(5.27)

(5.28)
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6. Zakonczenie

W niniejszej pracy podaliSmy rozwiazanie $ciste (5.22), (5.23) réwnan statyki tozyska
w przypadku pominigcia zmiany kata dzialania na skutek odksztalcenia sig¢ kulek i biezni
(przyjecie stalego kata dzialania odpowiada stosowanej w wytrzymalosci materiatow
zasadzie zesztywnienia). Réwnan tych nie da sie odwréci¢ — wykorzystaé je jednak mozna,
korzystajac z wyrazen (5.26), (5.27) i (5.28) do przedstawienia graficznego lub tabelarycz-
nego zaleznosci

Z — —
7" = D,(Gu, In),
(5.29)
Xoctg o _ Rsin —~ =
—O—q—g— = qu(qAI, qH): _q 7Z = gD-"(ql‘ff’ qH)’

tzn. do przedstawienia uogdlnionych przemieszczen w funkcji obciaZzen zewngtrznych
wyrazonych za posrednictwem zmiennych ¢y i ¢,r. Stosowanie wyrazen (5.29) jest szcze-
golnie wygodne, gdyz zmienne gy i ) zmieniaja si¢ w granicach od zera do jednosci.

Wyniki obecnej pracy znajda przede wszystkim zastosowanie przy ocenie dokladnosci
wzorow aproksymacyjnych, okre$lajacych sztywnos¢ tozysk w sposob jawny; wyprowa-
dzenie tych wzordow bedzie tematem oddzielnego opracowania.
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Peswme

YPABHEHUMA CTATHKHM OJIS JIBYXPAOHOI'O WAPHMKOBOI'O ITOJNUIHUITHUKA

B pabote naioTcst TOuHbiE PEIIEHHUS YPAaBHEHHI PaBHOBECHS NBYXPSJHOTO IUAPHKOBOTO MOMLLIMITHUKA.
OnpeneneHre Harpy30K OCHOBAaHO Ha TEOPHUM Leplia, B CBA3M C ueM NPHHATHI NPEANIOIONEHUS KIaCCH-
YECKOH TEOPHH YNPYrOCTH, CBEPX TOrO IIPEIOJIaraercs:

1. IocrostHeTBO yrna QeHCTBHs MOALUMNHMKA (TIpeHeOpEraeTcst H3MEHEHHEM 3TOTO YIJIA CBSZaHHBIM
¢ nedopmaneil MOALIMNHHKA),

2. JKecTkue KosbLa MOMLLIMITHHKA,

3. He6onbmwoe otHowenue A/R (puc. 2),

4, 3a30p B NOMILHMITHMKE PaBEH HYJIIO.

Cuauana omnpepeneHa ynpyras nedopmands /{-TOrO WIAPUKAa, YUUTbIBasg M3MEHEHMS yria OeicTBHUS
BClleacTBHE Aedbopmaniiy LrapuKoB M fopoXckH (3.3) a 3aTem npeHebperast aTiM namenennem. Onpenenena
Clla [eMcTBYHOLAs Ha i-ThIH IUAPHMK M ITOCTPOEHbI YCJIOBHS DPAaBHOBECHS [JISI BHYTPEHHETO KOJblA
nomuwmnunka (4.1). C uensio onpenesieHuss OGLIErO PELICHUST He 3aBUCHMOTO OT UMCIIA LUAPHKOB CYMMU-
POBaHME 3aMEHAETCsT HHTErpHpoBaHHeM. IIpenensl HHTErPUPOBAaHMS ONpeReNeHbl U3 YCIOBHS f,,; = 0.
Tlonyuennsle ypaBHenus (4.3) He NPHMIOAHBLI IJIA JaJbHEHIIEro aHanM3a, TAK M3 3a 3aTPYJHEHMI NpH
HMHTEIDHPOBRHHH, KaK H HEOOXOOUMOCTH PEIeHHsI CHCTEMbI TPAHCUEHAEHTHLIX YPABHEHHUH €O CJIOMKHBIMU
HeaJIeMEeHTapHbIMH GyHKIMAMH. st OansHeHInero pacCMOTPEHHST HE YUYMTBHIBAJIOCh M3MEHEHHE Yria
ReHCTBHA; YPAaBHEHUS CTAaTMKH 3HAUHTEJIBHO YNPOCTHIHCH (4.5) M CBENHCH K TPAaHCLIEHAEHTHbIM ypaB-
HeHusm (5.22) u (5.23) comepiKkalliuM MOJNHbIE 3JUTHITHYECKHE MHTErpalibl MepBOro M BTOPOTO pona
3aBHCHMEIE OT IapaMeTpOB 4 M v omnpenencHHblx dopmynamu (5.1) u (5.2).

Pe3ynpraTbl HacTOALUeH paboThl HAHAYT Npe)<ae BCEro NPHMEHEHHE [T OLIEHKH TOWYHOCTH NMPHOH-
SKEHHBIX (GOPMYJ1 ONpENEIIAIOLIMX ABHO H(ECTKOCTb MOJUIHIHUKOB; BBIBOX 3THX (OpMYyN OYOeT Temoii
OTAENbHOH pPaGOTHI.

Summary

EQUATIONS OF STATICS OF DOUBLE-ROW RADIAL-THRUST BALL BEARING

Paper gives an exact solution of the equilibrium equations of double-row radial-thrust ball bearing.

The determination of loading acting on individual balls is based on Hertz’s theory, thus the classical
assumptions of the theory of elasticity are accepted; further assumptions are as follows:

1) The pressure angle (rake angle) a is constant (the change of this angle due to elastic deformation of

the balls is neglected),
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2) The bearing rings are rigid,

3) The ratio A/R is small (Fig. 2),

4) The bearing clearance equals to zero.

The elastic deformation of the i-th ball is determined at first with the change of the pressure angle a
being taken into account (3.3), and then with being neglected, (3.4).

The force acting on the i-th ball is then determined and the equations of equilibrium of the inner ring
of the bearing are formulated, (4.1). To obtain a general solution independent on the number of balls the
summation is replaced by the integration. The limit of integration is determined by the condition of no
deformation of the ball, f,,; = 0. The obtained equations (4.3) are almost useless to the further analysis
because of the difficulties of integration as well as the necessity of solution of the system of transcendental
equations with involved non-elementary functions. Thus in the further analysis the change of the pressure
angle « is neglected; the equations of statics take then considerably simplified form, (4.5), and may be
reduced to transcendental equations (5.22) and (5.23) containing elliptic integrals of the first and of the
second kind, depending on the parameters « and v, defined by the formulae (5.1) and (5.2).

The results of the present paper will be applicd, above all, to the estimation of the accuracy of the appro-
ximative formulae determining the stiffness of the bearing in an explicit form; the derivation of such for-
mulae will be given in a subsequent paper.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 28 marca 1969 r.
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WPLYW POZIOMU NAPREZENIA I WSPOLCZYNNIKA AMPLITUDY
NAPREZENIA NA PROCES WIBROPELZANIA)

ANATOLIUSZ JAKOWLUK (BIALYSTOK)
1. Wstep

Przedstawiana praca poswigcona jest zbadaniu wplywu niektérych parametréw na pro-
ces wibropeizania probek, poddanych dziataniu jednoosiowego stanu naprezenia. Dla
ustalenia tych parametréw i zdefiniowania pojecia «wibropelzanie» przeanalizujemy zasto-
sowang zmienno$¢ naprezenia w czasie.

Niech naprezenie o(¢) zmienia si¢ w czasie w sposdb okre§lony zaleznoscia

(1.1) o(t) = opto,sinwt,

gdzie: o, — naprezenie $rednie, o, — amplituda napreZzen zmiennych, w — predkosé
katowa.

Wprowadzajac stosunek amplitudy napreZenia o, do naprezenia $redniego o,
(1.2) Ay = e

zwanego dalej wspoétczynnikiem amplitudy naprezenia, wyrazenie (1.1) mozna zapisaé
w postaci:

(1.3) o(t) = ou(1+A4gsinwt).

Dobierajac odpowiednio wartosci naprezen o, i 0, mozemy wyrézni¢ dwa nastepujace

przypadki graniczne:
Om# 0, 0,=0 (A4, =0) — pelzanie statyczne,
om =0, 0,7# 0 (4, = co) — zmeczenie przy cyklu symetrycznym.

W przedziale zawartym migdzy wymienionymi przypadkami granicznymi, przy matych
wartosciach wspélczynnika amplitudy naprezenia A4,, przewazaé bedzie proces pelzania
nad procesem zmeczenia, przy wzroscie za§ A4, zachodzi zjawisko odwrotne — zmeczenie
bedzie przewazaé nad procesem pelzania. Ztozony proces pelzania zachodzacy w roz-
patrywanym przedziale bedziemy nazywaé ogdlnie pelzaniem dynamicznym. Odpowiednio
w literaturze angielskiej utrwala si¢ nazwa dynamic creep [1, 2, ...], w rosyjskiej za§ wibro-

) Artykut jest pierwsza czescia pracy wyrdznionej I nagroda na ogélnopolskim konkursie na prace
do$wiadczalne z mechaniki, zorganizowanym przez Qddziat Wroctawski PTMTS w 1968 r.
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polzucziest’ [3 ...]. W pelzaniu dynamicznym wedlug autora [4] nalezy wyrdznié¢ dwa za-
kresy, kiedy:

1) wibracje przy malym A4, nie powoduja zmgczenia (zlom nie ma charakteru zmecze-
niowego), ale lacznie z dzialaniem napre¢zenia statycznego wywoluja proces pelzania,
bedziemy nazywali wibropelzaniem,

2) wibracje przy duzym A, powoduja proces pelzania i zmeczenia bedziemy nazywali
pelzaniem w procesie zmeczenia.

Oczywiste jest, ze nie da si¢ przeprowadzi¢ wyraznej granicy podzialu miedzy wibro-
pelzaniem a pelzaniem w procesie zmeczenia. Jednakze ze wzgledu na istotng réznice
w mechanizmach powstawania standéw dekohezji (przy pelzaniu w procesie zmeczenia
zlom rozdzielezy, przy wibropelzaniu przetom poslizgowy [5]), jak réwniez z uwagi na to,
ze przy duzych A, trwalo$¢ probek jest rzedu kilkuset tysiecy cykli, podczas gdy przy matych
A, 1 przy stosunkowo duzych odksztalceniach pelzania ¢, prébki moga przenosi¢ setki
milionéw cykli, autor uwazal za celowe dokonanie takiego rozréznienia. Poznanie obu
procesdéw ma duze znaczenie praktyczne.

Dla wigkszych 4,, przy ograniczonej granicy zmeczenia, tj. dla pelzania w procesie zme-
czenia, przy projektowaniu elementéw niektorych konstrukeji nalezy uwzglednié¢ nie tylko
warunek wytrzymalosci na zmeczenie, lecz rowniez warunek sztywnosei czasowej odksztal-
cenia przy zmeczeniu w postaci

(1.9) €55 €pdop-

Prac na temat pelzania w procesie zmgczenia ukazalo sie sporo. Pierwsze informacje
na temat istnienia pelzania w procesie zmeczenia pochodza z konca lat trzydziestych od
badaczy niemieckich. Do pierwszych badan doswiadczalnych z tej dziedziny, przeprowa-
dzonych w sposéb usystematyzowany, nalezy zaliczy¢ badania Lazana [1]z 1949 r. Jednak-
ze w badaniach tych odksztalcenia mierzono dopiero po zniszczeniu probki. Bardzo duzy
wklad wniosla szkota japonska na poczatku lat szesédziesiatych. Pierwsze badania krajowe
na ten temat przedstawil autor [6] w 1964 r. Bardziej szczegolowe omowienie tej proble-
matyki oraz bibliografi¢ do niej, mozna znalezé w pracy autora [4]. '

PrzejdZzmy do bezposredniego tematu niniejszej pracy, tj. do wibropelzania.

Zagadnienie wibropelzania ma duZe znaczenie w wielu dziedzinach praktyki inzynier-
skiej, takich jak: lotnictwo, technika rakietowa, energetyka, budowa mostéw kolejowych
oraz drogowych itp. A wigc wszedzie tam, gdzie wystepuja duze naprezenia $rednie o,
a obok nich male wibracje pochodzace od pracy silnikéw, badz innych czynnikéw wzbu-
dzajacych drgania elementéw konstrukcji.

Dotychczas na temat wibropeizania w metalach ukazalo si¢ niewiele prac, przy czym
niektdrzy autorzy dochodza do przeciwstawnych wnioskow. Do pierwszych z tej dziedziny
nalezy zaliczy¢ prace KENNEDY'EGO [7] z 1956 r., w ktérej zostaly przedstawione badania
wplywu nalozenia na stale napreZenie osiowe napr¢Zenia zmiennego ze stosunkowo mala
amplituda (4, =0,016—0,116) na proces pelzania. Badaniom byly poddane prébki z oto-
wiu w temperaturze 305°K. Z badan tych wynika, Ze naloZenie na napreZenie statyczne
om Napr¢zenia zmiennego o amplitudzie stanowiacej 5,6% o, wywoluje wickszy efekt pel-
zania, niz przykladanie na takie same okresy czasu przeciazenia statycznego stanowiacego
6,69 o,. Efekt byt bardzo wyrazny, ale nalezy podkresli¢, Ze pelzanie odbywalo sie przy
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duzym poziomie naprezenia o,,, gdyz odksztalcenia natychmiastowe wynosity okoto 3%,
odksztalcenia catkowite za§ — do 119. Czas do zerowania w prébie najdiluzej trwajacej
wynosit zaledwie 100 minut.

Aktywujacy wplyw wibracji na proces pelzania stwierdzono w pracy ZIEMBY i autora [8]
na stopie aluminiowym Al-Mg-Si(PA4) przy A, = 0,0066—0,20. W pracy autora [5]
na stopie Al-MgS5(PA3) przy A4, = 0,0061 oprocz aktywacji pelzania stwierdzono skro-
cenie Zywotnosci probek. Na tych stopach badania byly prowadzone w temperaturze
296°K i przy czestotliwosci 31 Hz.

MaNJoINE [9] na stopie Al-Cu przy temperaturze 478°K i przy naprezeniach o,4-0, =
= 155415 MN/m? z czestotliwosciag » = 20 Hz stwierdzit wigksze predkosci pelzania,
niz przy napreZeniu statycznym o, = 155 MN/m? Jednakze przy nizszym poziomie na-
prezenia o, byto odwrotnie.

W pracy Zukowa i ITwaNowEs [10] przy badaniu stali Zaroodpornej w temperaturze
873°K. stwierdzono, Ze nalozenie malych naprezen zmiennych na naprezenie statyczne
powoduje hamujacy wplyw na proces pelzania. Jednakze pelzanie w tym przypadku od-
bywalo sie przy stosunkowo malych napr¢Zeniach $rednich wywotujacych odksztalcenia
0,05-0,4% po 100 h. Przy tak matych odksztalceniach mogto si¢ zdarzyé, ze przyczyna
hamujgca proces pelzania nie byly wibracje. Ogdlnie, mate réznice matych wielkosci moga
byé spowodowane na przykiad bledami maszyny itp. W szczegblnych przypadkach jest
mozliwe, ze wibracje beda wywieraé hamujacy wplyw na proces pelzania. Byloby tak
wowczas, gdyby wibracje przyspieszaly dyspersyjne utwardzanie danego tworzywa kilku-
fazowego.

Z przedstawionego przegladu prac wynika, ze efekt wibropelzania nie jest jednoznaczny.
Dotychczas nie wyjasniono dostatecznie wpltywu na ten efekt poziomu naprgzenia oraz
warunkow termicznych. Nie wyjasniono réwniez wplywu czestotliwosci.

Badaniu wplywu poziomu naprezenia i czestotliwosci na proces wibropelzania autor
poswiecit prace [11].

Celem niniejszej pracy jest wyjasnienie, na stopie Al-Mg-Si(PA4) w stalej tempera-
turze, wplywu na proces wibropelzania nastgpujacych parametrow:

1) poziomu napreZenia,

2) wspolczynnika amplitudy napr¢zenia A4,, naprezenia §redniego o, 1 naprezenia maksy-
malnego o ax-

Ostatni punkt od strony jako$ciowej byl przedstawiony we wczesniejszej pracy
autora [12]. W tym miejscu badania te bgda przedstawione réwniez od strony ilosciowe;j.

2. Dane dotyczgace realizacji préb

2.1. Tworzywo, prébki, dokladno$¢ pomiaru wydluzen. Badania przeprowadzono na prob-
kach ze stopu aluminium Al-Mg-Si(PA4) wykonanych z pretow o $rednicy d = 15 mm.
Wszystkie prety dostarczone przez hutg byly wykonane z jednego wlewka. Skiad chemiczny
stopu, zgodnie z atestem hutniczym, jest nastgpujacy: Cu — 0,109, Fe — 0,219, Mn —
0,71%, Mg — 0,95%, Si — 1,0%, Zn — 0,18%;, Al — reszta.

Prety po walcowaniu na zimno byly w ciggu 5 h poddane przesycaniu przez wygrzewanie
w temperaturze 803°K. Nastepnie, po ochtodzeniu w wodzie w temperaturze 363°K, w ciagu
okoto 1 h zostaly poddane sztucznemu starzeniu w temperaturze 428-433°K.
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Oznaczenie jednorodnos$ci materiatu i wyznaczenie podstawowych wlasnosci mechanicz-
nych badanego stopu zostaly podane w pracy [4]. W tym miejscu nalezy jedynie stwierdzié,
ze tworzywo bylo do$¢ jednorodne, a jego wilasnosci mechaniczne podlegaly rozktadowi
normalnemu. Wartosci $rednie wielkos$ci mechanicznych, uzyskane w temperaturze 296°K,
sa nastepujace: R, = 368 MN/m?, R, = 266 MN/m?, Ry, = 248 MN/m? E = 732
GN/m?, As = 17,0%, Z = 29,0%.

Do prob pelzania 1 wibropetzania byty stosowane probki przedstawione na rys. 1.

N
bvi]
I [ © . _ e s}
t e e b
13 28 8 28 13
200

Rys. 1. Prébka do przeprowadzania prob na wibropelzanie

Przy realizacji prob na pelzanie (4, = 0) do pomiaru wydtuzen byt uzywany dwuczujni-
kowy tensometr typu Mk3 produkcji NRD, z zastosowaniem bazy pomiarowej Lo =
= 50 mm, z elementarng dziatkg 0,01 mm. Odczyt robiono z kilkakrotnie wieksza doktad-
noscia, gdyz ze wzgledu na do$¢ szeroka dziatke elementarna mozna byto wzrokowo okresli¢
wynik z dokladnoscia do okoto 0,002 mm.

Przy realizacji prob na wibropelzanie, do pomiaru wydluzen postugiwano si¢ mikro-
skopem firmy Zeiss ze spirala Archimedesa o dzialce elementarnej 1 wm. Dla kontroli
pomiaréw prowadzonych w trakcie badan probki przed poddaniem ich procesowi wibro-
pelzania i po zakonczeniu préoby mierzono na komparatorze firmy Zeiss réwniez z do-
ktadnoscig do 1 um.

2.2. Maszyny uiyte do realizacji prob. Proby na pelzanie statyczne (A4, = 0) zostaly prze-
prowadzone na pelzarkach firmy Schopper. Pelzarki przed przeprowadzeniem préb zostaty
poddane legalizacji, ktorg przeprowadzit Okregowy Urzad Miar w Warszawie. W wyniku
przeprowadzonej legalizacji dla kazdej pelzarki zostat ustalony tzw. «btad maszyny» sig¢ga-
jacy +1%. W celu wyeliminowania wplywu bledu maszyny na uzyskiwane wyniki, na-
preZzenia ustalone dla danej proby korygowano o dany btad maszyny.

Proby wibropetzania przeprowadzono na adaptowanej do tego celu pelzarce, o maksy-
malnym zakresie 49 kN (5000 kG) firmy Schopper. Do wywolywania w prébce naprezenia
zmiennego o amplitudzie o, wlaczono nad probke wibrator bezwladnosciowy. Wibrator
zostal skonstruowany w ten sposéb, ze masy mimosrodowe zamocowano na dwoch tar-
czach blizniaczych umieszczonych symetrycznie wzgledem osi uchwytéw probki. Zwigk-
szenie amplitudy sily wibratora uzyskuje si¢ przez dokladanie odpowiednich stalowych
plytek réwnocze$nie na obie tarcze, wzglednie zwigkszanie mimosrodu, lub tez réwno-
cze$nie przez dokladanie i przesuwanie mas. Wibrator zostal przystosowany do pracy
przy réznych czestotliwosciach wymuszenia. Osiowo$é dzialania sity wymuszajacej w sto-
sunku do prdbki osiagnigto przez odpowiednie wywazenie dynamiczne. W celu wyelimino-
wania zginania prébek, mocowano je za pomocg przegub6w kulistych. Wartoéci liczbowe
amplitud napr¢zen zmiennych w ustalonej probce dla réznych wartoécei mas, ich potozen
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i réznych czestotliwosci wymuszenia zostaly wyznaczone droga cechowania. Analize sta-
tecznosdci pracy tej wibropelzarki jako ukladu dynamicznego oraz informacje odnosnie
cechowania mozna znalezé w pracy [4]. W tym miejscu nalezy jedynie stwierdzié, ze praca
wibropetzarki w szerokim zakresie czgstotliwosci byla do$¢ spokojna. Dokladnosé usta-
lania wartosci amplitudy naprezen, przy bardzo matych amplitudach, wynosita okoto
0,2 MN/m?, a wigkszych — okoto 0,49 MN/m?

2.3. Uwagi ogélne. Proby pelzania i wibropelzania przeprowadzono w temperaturze
otoczenia wynoszacej 2964-0,5°K. Temperaturg w pomieszczeniu stabilizowano przez
dylatacyjny termometr, ktéry wiaczal i wylaczal zainstalowane uklady grzejne.

Wybdr stopu aluminium do badan oraz realizacja prob w temperaturze otoczenia zostaty
podyktowane nast¢pujacymi wzglgdami:

1) Stopy aluminium maja duze zastosowanie w praktyce wlasnie w warunkach zblizo-
nych do temperatury otoczenia.

2) Temperatura otoczenia dla aluminium jest temperatura podwyzszong. Szczegdlnie
jest to widoczne, kiedy temperatur¢ bedziemy mierzy¢ w skali homologicznej. Dla bada-
nego stopu PA4 temperatura otoczenia mierzona w skali homologicznej wynosi

T 296
2.1 0.——7,—'"—%:0,33,
gdzie: T i T,,— odpowiednio temperatury eksperymentu i topnienia mierzone w skali
bezwzglednej. Nalezy zaznaczy¢, Ze temperature @ > 0,5 okreslamy jako temperaturg
wysoka, co dla badanego stopu odpowiada T > 463°K.

3) Przeprowadzajac proby w temperaturze otoczenia, znacznie uproszczono warunki
badan, eliminujac takie czynniki, jak wahania temperatury zwiazane z jej regulacja, ewen-
tualne zmiany fazowe itd.

4) Na podstawie wynikéw badan stopu aluminiowego, przeprowadzonych w tempera-
turze otoczenia, mozna wyciagnaé wnioski jakosciowe o zachowaniu si¢ innych tworzyw
metalowych w temperaturach podwyzszonych.

Dla wyciagniecia wnioskéw ilosciowych, co do wplywu wibracji na proces pelzania,
nizej poréwnuje sie $rednie krzywe pelzanie otrzymane z pieciu lub czterech prob petzania,
w wyjatkowych za$ przypadkach — z trzech.

3. Wyniki badan

3.1. Wplyw wspolczynnika amplitudy naprezenia A5, naprezenia $redniego o,, i napre¢zenia maksymalnego
Omax 02 proces wibropelzania. Préby przeprowadzono przy czgstotliwosci » = 31 Hz. Dla
wyswietlenia wplywu parametréw A,, o, i 0, na proces wibropetzania wystarczy badaé
tylko dwa z nich, gdyz migdzy nimi istnicje zwigzek (1.3).

a. Badania wplywu o, na proces wibropelzania.

Dla zbadania wplywu g, ustalono o,,,, na jednym poziomie
3.D Omax = Tm(1+A,) = const = 302,9 MN/m?,

Poniewaz o,, z zaloZenia jest zmienne, wobec tego dla zachowania statosci iloczynu musi
by¢ zmienne A4,. Préby przeprowadzono przy nastepujacych A4,: 0, 0,0066, 0,050, 0,100.
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Rys. 2. Krzywe pelzania (4, = 0) przy o = 302,9 [MN/m?]
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Rys. 3. Krzywe wibropelzania (4, = 0,0066 dla 6,,,« = 302,9 [MN/m?] przy » = 7,6 [Hz}

Krzywe wibropelzania z przeprowadzonych préb, dla kolejno wzrastajacych wspokczyn-
nikéw amplitudy naprezenia 4,, przedstawiono na rys. 2-5. Na tych rysunkach linig prze-
rywang naniesiono s$rednie krzywe wibropelzania.
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Rys. 4. Krzywe wibropelzania (4, = 0,050) dla o, = 288,6 [MN/m?] przy » = 31 [Hz]
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Rys. 5. Krzywe wibropetzania (4, = 0,100) dla o, = 302,9 [MN/m?] przy » = 31 [Hz]
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Rys. 6. Zestawienie krzywych wibropelzania o réznych A, i statych 0, = 302,9 [MN/m?]
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Rye. 7. Krzywe izochroniczne zmiennosci predkosci wibropelzania &, w zaleznosci od Ag przy o, == 302,8
[MN/m? i » = 31 [Hz]
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Srednie krzywe wibropelzania zestawiono na rys. 6.
W oparciu o $rednie krzywe wibropeizania obliczono dla czaséw ustalonych predkosci
wibropelzania &,. Wspolrzedne srednich krzywych &,(r) i &,(t) zestawiono w tablicy 1.

Tablica 1. Zestawienie wspolrzednych krzywych (1) i £p(1) Przy opax = 302,9 [MN/m’]

As =0 Ay = 0,0066 Ay = 0,050 Ao = 0,100
Czas |7 T R ) . - T
&p-10° | &p-10° ép-10° &p-10°
o | e 1 7 ! o ! ; !
SRR B e R L)
|
0 1,787 | 1,941 1,305 1,253
I 2,189 29 | 2235 172 1,640 215 1,727 255
2 | 2,244 2,285 1,720 1,777
52313 193 | 2359 19,2 1,790 18,5 1,823 15,7
8 2360 | 2,400 1,831 1,858
10 2379 | 950 2,424 11,0 1,846 8,75 1,882 9,50
12 2,398 | 2,444 1,864 1,896
20 | 2,449 2,502 | 1912 1,936
25 | 2471 4,40 2,531 510 | 1,935 4,50 1,955 3,40
30 2493 | 2,553 1,957 1,970
40 | 2,523 2,592 1,993 1,994
50 | 2,547 2,05 2,623 270 | 2,023 | 2,90 2,016 1,90
60 | 2,564 2,646 | 2,051 | 2,032
80 i 2,596 | 2,691 2,101 2,060
100 | 2625 | 140 | 2,737 223 | 2,148 2,33 2,081 0,775
120 | 2,652 | 2,780 | 2,194 2,091
130 2,666 | 2,803 | L2214 2,098
150 | 2,693 1,33 2846 | 2,18 2254 1,90 2,116 0,62
170 | 2719 2,800 2,290 2,123

Na rys. 7 przedstawiono krzywe izochroniczne zmiennosci predkosci wibropetzania
¢, w zaleznoéci od wspdtczynnika amplitudy naprezenia A,, ktére zbudowano w oparciu
o tablice 1 dla czaséw ¢ = 5, 10, 25, 50, 100 i 150 [h].

b. Badania wplywu o, ha proces wibropelzania.

Dla zbadania wplywu o,,. na proces wibropelzania ustalono naprgzenie $rednie na
nastgpujacym poziomie:

. Gmnx = — 2
(3.2) Oy = 4. const = 288,6 [MN/m?].

W tym przypadku z zalozenia zmienne jest o,,,., wobec tego dla zachowania staloéci
ilorazu nalezy zmienia¢ wspdiczynnik amplitudy napre¢zenia A,. Proby przeprowadzono
przy nastepujacych 4,:0; 0,0066; 0,0132; 0,050 10,100. Krzywe wibropelzania przy 4, =0,
0,0066 i 0,0132 sa przedstawione kolejno na rys. 8-10. Przy 4, = 0,500 wykorzystujemy
krzywe wibropelzania podane na rys. 4.

Na rys. 11 podano zestawienie poréwnawcze §rednich krzywych wibropeizania z rys.
8-10 i 4. Na rys. 11 dodatkowo naniesiono pojedyncza krzywa wibropeizania dla 4, =
= 0,100, ktéra oczywiscie ma tylko znaczenie jakosciowe.
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W oparciu o $rednie krzywe wibropelzania zestawione na rys. 11 obliczono dla czaséw
ustalonych predkosci wibropelzania &,. Wspéirzedne $rednich krzywych e,(z) i &,(¢) sa
podane w tablicy 2. Na podstawie danych z tablicy 2 i wartosci £, z kolumny dla 4, = 0,050
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Rys. 8. Krzywe pelzania (A4; = 0) dla ¢ = 288,6 [MN/m?]
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Rys. 9. Krzywe wibropeizania (4, = 0,066) dla o,, = 288,6 [MN/m?] przy » = 31 [Hz]

z tablicy 1 zbudowano krzywe izochroniczne zmiennosci predkosci wibropetzania &, w za-
lezno$ci od wspoétczynnika amplitudy naprezenia A4, dla czaséw ¢ = 5, 10, 25, 50, 100 i 150
[h] (rys. 12).
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c. Analiza wynikéw | wnioski szczegdlowe.

1) Z zestawienia krzywych wibropelzania, dla stalego napre¢zenia &mx = 302,9 [MN/m?],
przedstawionego na rys. 6 wynika, ze krzywe wibropetzania ukladaja si¢ tym nizej od krzy-
wej pelzania (4, = 0) im wigkszy jest wspolczynnik amplitudy napr¢zenia A4,. Jest to
niewatpliwy efekt zmniejszania si¢ wartosci naprezenia $redniego o,,.
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Rys. 10. KrzyWe wibropetzania (4, = 0,0132) dla 6, = 288,6 [MN/m?] przy v = 31 [Hz]
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Rys. 11. Zestawienie krzywych wibropetzania dla réoznych A, i stalych naprezen o, = 288,6 [MN/m?)

Jednakze krzywa wibropeizania odpowiadajaca bardzo malemu A4, = 0,0066, mimo
obniZenia wartoéci napr¢Zenia sredniego o, ulozyla sie wyzej od krzywej pelzania (4, = 0).
Jest to niewatpliwie silny wplyw dzialania wibracji o malych amplitudach na proces wibro-
pefzania.

8 Mechanika teoretyczna
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Tablica 2. Zestawicnie wspélrzednych krzywych ¢p(¢) i &p(r) przy o, = 288,6 [MN/m?]

Ag =0 ‘ As = 0,0066 Ay = 0,0132 As = 0,100
CZaS . '._ T o - b S ) ) N I - S5 | 2 S
' . £p-10 . ép- 10 ; ¢ &y 10 5 ! ép-10
IR R AR
o ‘ F ! o F | [4] ‘B_ | o ‘ ‘E
! ‘ 1 ‘ ‘
o 1,24 111 ! 1,339 1 1,168 \
L 1616 | 2165 | 1,600 | 260 L 1,563 ‘ 1330 | 2,024 451
20 1,657 Lo1e32 | 1,605 2,075
S OLTI3 158 | 1,698 17,5 1,689 20,30 2,137 16,3
8 1,752 LoL737 1,727 o2
10 1,768 7,50 1,754 9,00 | 1,752 10,25 2,187 | 7,50
12 1782 CLTT3 1768 2,202
20 | 1,828 1823 L 1,816 | 2,250
25 . 1,843 1 3,00 1,845 4,00 1,837 | 3,40 2,270 3,90
30 1,858 1,863 1,850 2,289
40 1,880 1,800 | 1,876 2,313 |
50 1,806 . 1,55 1,912 2,05 1,898 1,95 | 2331 | 145
60 1911 1,931 1915 2,342
80 1937 | 1,964 1,947 to2355 |
100 1,953 0,800 1,990 | 1,275 1,970 | 1,375 2,362 0,275
120 | 1,969 2,015 | 2,002 2,366 |
130 | 1,980 2,025 | 2,014 !
150 | 1,99 0,775 ' 2,047 0,975 | 2,040 1,150 |
170.| 2011 2,064 | 2,060 \

Z poréwnania krzywych izochronicznych zaleznoéci ¢,(A4,) przedstawionych na rys. 7
dla 0.« = 302,9 MN/m? wynika, ze krzywe te nie sa podobne. To znaczy, ze dla réznych
czasow wplyw wspolczynnika amplitudy naprezenia A, na predkos¢ wibropetzania é,
jest rézny. O ile dla malych czaséw obserwujemy silny wplyw wibracji na predkosé ¢,
dla bardzo malych A4,, to w miar¢ wzrostu czasu maksimum efektu istnienia wibracji prze-
suwa si¢ ku nieco wigkszym wspélczynnikom amplitudy naprezenia. Dla pelzania ustalo-
nego, tj. dla r = 150 h, predkos¢ wibropelzania ¢, osiaga swe maksimum przy wartosci
A. ~ 0,03,

2) Z zestawienia krzywych wibropelzania przy stalym naprezeniu $rednim o, = 288,6
MN/m? (rys. 11) wynika, ze krzywe wibropelzania (ogélna tendencja) ukladaja si¢ tym
wyzej od krzywej pelzania (4, = 0) im wickszy jest wspétczynnik amplitudy naprezenia
A, . Taki stan rzeczy jest wynikiem dziatania dwdch czynnikéw: wzrostu warto$ci napreze-
nia maksymalnego wraz ze wzrostem A, i aktywujacego wptywu istnienia wibracji.

Analizujac zestawienie krzywych izochronicznych zaleznosci &, (4,) (rys. 12) widzimy,
ze i w tym przypadku nie sa one podobne. Istnieje silniejszy wplyw wibracji matych na
predkos¢ wibropelzania dla czaséw matych. Przy czasach zblizonych do pelzania ustalo-
nego, predko$¢ wibropelzania ¢, osiaga swe maksimum przy wigkszych wspdlczynnikach
amplitudy napr¢zenia 4,. Maksimum to znajduje si¢ w obszarze 4, ~ 0,050. Przesuniecie
tego maksimum w kierunku wigkszych A,, w stosunku do przypadku o,,,, = const, jest
wynikiem wzrostu ¢, tj. wzrostu amplitudy naprezenia o,.
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3.2. Wplyw poziomu naprezenia na proces wibropelzania. W punkcie 3.1 wykazali§my, ze pro-
ces wibropelzania zalezy zardwno od naprezenia $redniego ¢, i napreZzenia maksymalnego
Omax» jak 1 od aktywujacego wplywu istnienia samej wibracji. Jednakze z tych wynikéw
nie mozemy wydzieli¢ udziatu ilodciowego w procesie wibropelzania przypadajacego na

€310 °[1/n]

20 [ \
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16
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2

\ o t=10h

!
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0 ) 3050 at00 0150
g, g Ag=0g [om

Rys. 12, Krzywe izochroniczne zmiennosci predkosci wibropelzania &, w zaleznosci od 4, dla o, = 288,6
[MN/m?]i» = 31 [Hz]

poszczegdlne parametry. W tym miejscu zbadamy wplyw poziomu napreZenia na proces
wibropelzania przy stosowaniu stalego bardzo malego wspétczynnika amplitudy naprezenia
A, = 0,0066. Stosowanie malego A, ma podwdjne znaczenie. Przy malych A4,, zgodnie
z wynikami przedstawionymi wyZej, wystepuje duza aktywacja procesu wibropelzania.
Poza tym, stosowanie bardzo malych A4, pozwala w pierwszym przyblizeniu pominaé
wplyw na proces wibropelzania samej amplitudy naprezenia ¢,. Dla podkreslenia akty-
wujacego wplywu samego istnienia matych wibracji na proces wibropelzania, przyblizenie
to zostalo zastosowane na niekorzy$é efektu wibropelzania. Mianowicie, poréwnuje sie
krzywe pelzania statycznego od napreZenia o; z krzywymi wibropelzania od napreZenia
Oimax. Przy tym, migdzy naprezeniami zachodzi relacja o; = 0; ... Przyjeto do badan
trzy nastepujace poziomy naprezen: 290,4; 302,9 i 333,4 MN/m? Préby wibropelzania
przeprowadzono przy czestotliwosci v = 7,6 Hz.

a. Wyniki badan.

Dla poziomu naprezenia 290,4 MN/m? krzywe pelzania i wibropelzania przedstawiono
narys. 131 14,

B*
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Dla poziomu napre¢zenia 302,9 MN/m? wykorzystujemy krzywe pelzania i krzywe wibro-
petzania na rys. 21 3.
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Rys. 13. Krzywe pelzania (44, = 0) dla ¢ = 290,4 [MN/m?]
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Rys. 14. Krzywe wibropetzania (4, = 0,0066) dia 0,, = 288,6 [MN/m?] przy v = 7,6 [Hz]

Dla poziomu naprezenia 333,4 MN/m? krzywe pelzania podano na rys. 15, na rys. 16
za$ krzywe wibropelzania.

Srednie krzywe pelzania i wibropelzania przedstawione na rys. 13-16 oraz na rys. 2 i 3
(linie przerywane) zestawiono parami na rys. 17.
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Rys. 15. Krzywe pelzania (4, = 0) dla 0 = 333,4 [MN/m?]
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Rys. 16. Krzywe wibropelzania (4q = 0,0066) dla o,,,x = 333,4 [MN/m?] przy v = 7,6 [Hz]

W oparciu o $rednie krzywe pelzania i wibropetzania obliczono dla ustalonych czaséw
predkosei é,. Wspdtrzedne srednich krzywych e,(¢) 1 &,(f) zestawiono w tablicy 3.
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Tablica 3. Zestawicnie wspolrzednych krzywych e,(¢) i &,(1)

] o - 290,4 [MN/m?] ’ Omax = 2904 [MN/m?] | ¢ = 333,4 [MN/m?] |6pmex = 333,4[MN/|n£]
Czas |

=0 Ag = 0,0066 Az =0 | Ay = 0,0066
e =)
! £,-10° &,-10° £.-105 | & 108
moor O A L B S
% oA A TR TR
0 1,290 ( 1,358 3,978 | 4,234 !
1 1,637 | 201 1,634 ' 157 4710 | 416 L4793 35
2 1,692 | 1,671 | 4,810 | . 4935
5 1,765 17,5 1,746 19,2 4,982 44,8 5137 56,7
8 1,795 1,785 5,076 5,275
10 1,812 7,00 1,803 825 | 5,126 260 . 5352 355
12 | 1,825 1,818 5,180 L5417
20 | 1,866 1,861 5327 | 5619
25 | 1,885 | 3,40 1,882 410 | 5407 152 | 5721 19,9
30 | 1,900 | 1,902 5,479 5,818
40 1,922 | | 1,934 | 559 5,981
50 | 1,939 ‘ 1,55 | 1,962 2,50 5,680 8,25 6,142 15,0
60 | 1,953 1,984 5,755 6,280
80 | 1,972 2,021 5,902 6,523
100 | 1,995 1,03 2,058 1,83 6,015 ‘ 510 | 6726 | 9,75
120 2,013 L 2,094 | 6,106 | 6913
130 | 2,024 2,112 6,153 | 7,001
150 | 2,040 0,800 | 2,148 ‘ 1,80 2,240 1 4,47 7,177 | 8,60
170 2,056 | 2,184 | 6,332 7,345
ep[%] 6
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Rys. 17. Zestawienie poréwnawcze par krzywych pelzania i wibropetzania
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Rys. 18. Zestawienie porownawcze krzywych predkosci pelzania i wibropelzania &,(¢) dla réznych poziomow
naprezen
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Rys. 19. Krzywe izochroniczne zmienno$ci predkosci wibropelzania &, od poziomu naprezenia Gmax dla
czestotliwosci v = 7,6  [Hz]
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Na rys. 18 przedstawiono zestawienie porownawcze krzywych predkoéci petzania i wibro-
pelzania ¢,(¢) dla réznych poziomdw naprezen, ktére zbudowano w oparciu o tablice 3
i czesciowo tablice 1 (4, = 01 0,0066).

Na rys. 19 podano krzywe izochroniczne zmiennosci predkosci petzania i wibropetzania
¢, w zaleznosci od poziomu naprezenia o, ktére zbudowano réwniez w oparciu o tablicg 3
i czeSciowo tablice 1 (4, = 010,0066) dla czaséw ¢ = 5, 10, 25, 50, 100 i 150 [h].

b. Analiza wynikéw [ wnioski szczegdlowe.

Z rys. 171 18 wynika, ze im wyzszy jest poziom naprgzenia tym wigksza aktywacje pelza-
nia wywotuje dzialanie wibracji. Z rys. 19 wida¢, ze przyrosty predkosci wibropelzania ¢,
dla wyzszych pozioméw naprezen sa znacznie wyzsze od przyrostow predkodei pelzania ¢,.
Stosunek tych predkosci dla czasdw ustalonych przy poziomach naprezen 302,9 i 333,4
MN/m? podaje tablica 4.

Tablica 4. Zestawienie porownawcze f_!’_”. dla poziomdw naprezen 302,9 i 333,4 [MN/Mm?)

€p

Cas | 3029MNm] | 33B4MNm)
’ po Epv
[h] &p : ép

. — r — _ .
5 1,00 ‘ 1,26
o 1,16 : 1,36
25 1,16 1,31
50 1,31 1,82
100 | 1,59 1,91
150 | 1,64 1,93

Z tablicy 4 wynika, ze istnieja znaczne wzglgdne przyrosty predkosci wibropelzania ¢,
w stosunku do przyrostow pre¢dkosci pelzania &,. Poza tym, dla czaséw wigkszych przy-
rosty wzglgdne sg wigksze.

Nalezy przypomnieé, ze ta znaczna aktywacja predkosci wibropelzania zostata uzyskana
mimo mniejszych naprezen $rednich o, przy préobach wibropetzania od napre¢zen o przy
probach pelzania statycznego (proby przeprowadzono przy o,,.. = o). Wynika stad, ze
zaobserwowany efekt wibropelzania nalezy przypisa¢ jedynie aktywujacemu wplywowi
samego istnienia wibracji.

4. Whioski ogélne

1) Wplyw wspétczynnika amplitudy naprezenia 4,, napr¢Zenia $redniego o, i naprezenia
maksymalnego o, na proces wibropetzania.

Dla statego naprezenia maksymalnego o,,,, krzywe wibropetzania ukiadaja si¢ tym niZej
od krzywej pelzania (4, = 0) im wigksze jest A,. Wyjatek stanowia krzywe przy bardzo
malych wibracjach, ktére mimo mniejszego naprezenia $redniego o, ukladaja si¢ wyzej
od krzywej pelzania. Pierwszy przypadek jest wynikiem zmniejszania si¢ wartoéci napre-
Zenia §redniego o, drugi — wynikiem istnienia silnego wplywu dzialania wibracji o matych
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amplitudach. Ustalona predkos¢ wibropelzania &, osiaga maksimum przy wartosci A4, ~
~ 0,03.

Dla stalego naprezenia $redniego o,, krzywe wibropelzania ukladajg sie tym wyzej od
krzywej petzania (4, = 0) im wigkszy jest wspolczynnik amplitudy napreZenia A,. Jest to
wynikiem wzrostu naprezenia maksymalnego o,,,., tj. wzrostu amplitudy naprezenia
zmiennego g,. Dla czaséw zblizonych do wibropetzania ustalonego pre¢dkosé maksymalna

€ max WYstepuje przy A, =~ 0,050.

Zaréwno przy d,.. = const, jak i przy o, = const w pierwszym okresie wibropelzania
maksima predkosci wibropelzania &, wystgpuja przy tym mniejszych A, im krotsze sa
czasy ustalone ¢ (rys. 71 12).

2) Wplyw poziomu napr¢zenia na proces wibropelzania.

Z badan wynika, ze im wyZszy jest poziom naprezenia, tym procentowo wigkszy wplyw
na proces wibropelzania wywotuja wibracje w stosunku do petzania statycznego. Poza tym,
przy czasach wigkszych przyrosty wzgledne sa wigksze.

W jaki sposob mozna interpretowac przyspieszajacy wplyw malych wibracji i poziomu
naprezenia na proces wibropetzania? Zagadnienie jest bardzo trudne dla ujgcia Scistego.
Dla realnego stopu, posiadajacego wstepna gestosé dyslokacji, przeszkody w postaci wtér-
nej fazy, wtracenia granice ziarn itp., model fizyczny begdzie bardzo ztoZony. Jednakze
mozna poda¢ jakosciowy obraz mechanizmu badanego zjawiska. PrzyloZzenie do prébki
wibracji o malej amplitudzie, oprdcz aktywacji poszczegdlnych atomdéw, powoduje réwniez
wzrost ruchliwosci dyslokacji, co przy istnieniu odpowiedniego poziomu napre¢Zenia $red-
niego a,, nadaje temu ruchowi-— ruch dryfujacy o okreslonym kierunku.

Jak wiadomo, ze Zrédta Franka-Reada moze powstaé tym wigcej dyslokacji im wyZsze
jest napre¢zenie krytyczne i im mniej jest przeszkdd na drodze tych dyslokacji. Efekt suma-
ryczny pracy wszystkich Zrodet w skali makro poprawnie opisuje silnie nieliniowa zaleznosé
predkosci pelzania od poziomu napr¢zenia o, zaproponowana dla badanego stopu w pracy
[13] w postaci

.1 ¢, = B(1)o"®,

gdzie: B(r) — funkcja proporcjonalnosci predkosci petzania, n(r) — funkcja wskaznika
nieliniowosci pelzania.

Przy istnieniu wibracji dyslokacje latwiej pokonuja przeszkody, przeszkody za$ staja
siec mniej stabilne. Latwiej powstaja nowe Zrodla Franka—-Reada, a ich zZywotno$§é wzrasta.
Powoduje to, ze proces wibropelzania wzrasta jeszcze bardziej nieliniowo wraz ze wzrostem
naprezenia ¢ w porownaniu z procesem pelzania statycznego.

3) Czy uzyskane wyniki moga by¢ przeniesione na inne stopy metali? Oczywiscie nie
mozna wyciagnaé z przedstawionych badan wniosku, ze wibracje w kazdej temperaturze
przy$pieszaja proces pelzania. Na przykiad, omoéwione na wstepie wyniki badan MANJOINE
[9], jako$ciowo rdzniace si¢ przy niskim i wysokim poziomie napre¢zenia, nalezy interpre-
towaé nastepujaco. Proby na stopie Al-Cu byly przeprowadzane w temperaturze, w ktérej
zachodzi proces starzenia. Przy niskim poziomie napr¢zenia $redniego o,, wplyw wibracji
i napr¢zenia o,,, byl mniejszy, niz intensywny proces utwardzenia dyspersyjnego przy
istnieniu wibracji. Przy wysokim poziomie o, zgodnie ze zwiazkiem (4.1) proces pelzania
przebiega znacznie intensywniej. W tym przypadku taczne dzialanie g,,,, 1 samego istnienia
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wibracji spowodowato dodatnie przyrosty &, mimo przyspieszajacego wptywu wibracji na
proces utwardzania dyspersyjnego. Wynika stad, Ze przy przenoszeniu wynikéw badan
na inne stopy naleZzy zachowac duza ostrozno$é, gdyz stopy moga by¢ o bardzo zloZonej
strukturze i sktadzie chemicznym. Jednakze mozna wyciagnac jakosciowe wnioski, co do
zachowania sie innych stopdw, o ile zastosuje si¢ teori¢ podobienstwa i analiz¢ wymiarowa
w odniesieniu do wspdlnej ustalonej temperatury w skali homologicznej i uwzgledni sie
wlasciwosci niektorych stopow do dyspersyjnego utwardzania.
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Pesome

BJIMAHME YPOBHSA HATIPSDDKEHHA U KOOPPHUITMEHTA AMITIMTY bl HAIIPSDKEHMSA
HA TIPOLIECC ITOJIBYYECTH

HccnenoBaHMA Benuch Ha amomunueBom cisiase AL-MG-Si (PA4) B 0QHOOCHOM HAaNpsiXKEHHOM CO-
croauun npu Temepatrype 296°K u npu uacrore 31 ru.

I1pH MOCTOAHHOM CPEIHEM HANPSYKEHHU Oy, KPUBbIE BUOPOION3Y4ECTH YK/ ALIBAIOTCA TEM BBILIE Haf
KPUBOH IOJI3YYECTH, YeM Bble KO3(DMHIIMEHT aMIUTUTY bl HANIPYKEHUA A g = 0,/0,,. IIpH nocroaHHOM
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MaKCHMaJIbHOM HATIDSAYKCHUH O,5x. KPUBBIE BHOPOMOJI3YUECTH VKJIAALIBAIOTCA TEM HMIKE, 4YeM ConbliIe
A,. Opnaxo anst ouens Manoro Ay (0,0066) xpuBnie BUGPONON3yUeCcTH YKIAAbIBAIOTCA BbILE KPHBOIL
MOJI3YyYECTH, YTO CBHAETENLCTBYET O CHJILHOM aKTHMBHDYIOUIEM BIIMAHHM Maloi BHOPalMM Ha NPOLECC
BHBDPONION3YyUECTH.

Inst manoro A4 (0,0066) ycTaHOBNEHO, 4TO YeM Bbille YPOBEHL HATPSHKEHUS TeM GONblIe BIHAHME
BuOpauyy Ha npouecc BuOpononasyyectd. B paGore npuMBOOMTCS (DM3MUECKOE OOBACHEHME SBJIEHMA
BHOp ONIONI3YUECTH.

Summary

THE EFFECT OF STRESS LEVEL AND THE STRESS AMPLITUDE
COEFFICIENT ON THE PROCESS OF VIBRATIONAL CREEP

The investigations were carried out on an aluminium alloy Al-Mg-Si (PA4) under an uniaxial statz of
stress at a temperature of 296° K and a frequency of 31 Hz. For a constant mean stress o,,, the vibrational
creep curves are the higher in respect to the creep curve, the greater the stress amplitude coefficient 4, =
= 04/0,,. For a constant maximum stress o,,,., the vibrational creep curves are the lower, the greater the
Aq. However, for a very small 44(0,0066) the vibrational creep curve is highcr than the creep curve. Thug
strongly activating influence of small vibrations on the vibrational creep process is clearly visible.

In the case of a small 4,(0,0066), it was found that the higher the level of stress, the greater is the effect
of the vibrations on the vibrational creep process.

A physical interpretation of the vibrational creep is also presented in the paper.

WYZSZA SZKOLA INZYNIERSKA

BIALYSTOK

Praca zostala zlviona w Redakcii dnia 5 maja 1969 r.
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WPLYW CZESTOTLIWOSCI WIBRACJI NA PROCES WIBROPELZANIA"
ANATOLIUSZ JAKOWLUK (BIALYSTOK)

1. Wstep

W pracy [I] autor przedstawit wyniki badan nad wplywem nastepujacych parametrow
na proces wibropelzania: poziomu napr¢zenia, wspétczynnika amplitudy naprezenia A4,,
naprezenia $redniego o, i naprezenia maksymalnego o,,.«. Badania byly przeprowadzone
na rozcigganie w jednoosiowym stanie napre¢zenia na probkach ze stopu aluminium
Al-Mg-Si (PA4). Stwierdzono, ze krzywe wibropelzania ukladaja sie miedzy krzywymi
pelzania statycznego przy napreZeniach ¢ = ¢, i 0 = 0,,,, przy czym przy matych wspot-
czynnikach amplitudy napreZenia 4, krzywe wibropetzania ukladaja sie wyzej od krzywej
pelzania statycznego przy napreieniu ¢ = 0,,.. Swiadczy to aktywujagcym wplywie
samego istnienia wibracji na proces wibropelzania. Poza tym stwierdzono, ze im wyzszy
jest poziom napreZenia tym silniej przejawia si¢ ta aktywacja istnienia wibracji.

W niniejszej pracy autor postawil sobie za cel zbadanie wplywu czestotliwoséci wibracji »
na proces wibropeizania. Zagadnienie to w literaturze dotychczas nie znalazto dostatecz-
nego na$wietlenia. Z przegladu prac réznych autoréw na temat wibropelzania przedstawio-
nego w pracy [2] oraz krotkiego przegladu przedstawionego w pracy [1] wynika, Zze w pra-
cach tych stosowano jedna tylko czgstotliwosé z przedziatu najczesciej stosowanych w prak-
tyce inzynierskiej czgstotliwosci. Istnieje wsrdd badaczy zmeczenia do$¢ szeroko rozpow-
szechniony poglad, Ze zmiany czestotliwoéci w tym przedziale nie prowadza do istotnych
zmian wytrzymato$ci zmeczeniowe;j. Jest to poniekad uzasadnione przy wyznaczaniu fizycz-
nej granicy zmeczenia, tj. trwalej granicy zmeczenia.

Poglad ten w pewnym stopniu zostal przeniesiony rowniez na badania wibropelzania
oraz badania pefzania w procesie zmgczenia. Nalezy jednakze zaznaczyé, ze wzrost czesto-
tliwoéci obciazenia moze spowodowacé ponad trzykrotne zwigkszenie ograniczonej wytrzy-
matoéci zmeczeniowej. Szczegdlnie jest to istotne dla niektérych stopéw aluminium, gdzie
wedlug WADE 1 GROOTENHUISA [3] przy wzroscie czestotliwo$ci obciazenia nawet do 3800 Hz
obserwowano ciagly wzrost ograniczonej i trwalej wytrzymatosci zmeczeniowej.

Zauwazmy, ze przy ogélnej interpretacji zjawiska zmeczenia za czynnik decydujacy
uwaZamy nie napr¢zenie, lecz wywolane przez nie odksztalcenie plastyczne. Na takim

') Jest to druga cze$¢ pracy wyr6znionej I nagroda na ogdlnopolskim konkursie na prace doswiadczalne
z mechaniki, zorganizowanym przez Oddzial Wroctawski PTMTS, w 1968 r.
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zalozeniu zbudowane sa wszystkie hipotezy dyslokacyjne. PoniewaZ zmiana czestotliwosci
obciazenia powoduje zmiane wytrzymatosci zmgczeniowej, przeto musi réwniez powodo-
wacé zmiang odksztatcen plastycznych. Wobec tego zmiana czestotliwosci obciazenia musi
powodowacd rowniez zmiany w wibropelzaniu. Poznanie tego procesu umozliwi nie tylko
wyznaczenie potrzebnych wielkosci wibropelzania, lecz réwniez bedzie pomocne w inter-
pretacji zjawiska zmegczenia.

2, Dane dotyczace realizacji prob

Préby przeprowadzono na prébkach ze stopu aluminium Al-Mg-Si (PA4) w tempera-
turze 296-+0,5°K. Informacje na temat sktadu chemicznego i wlasnodci mechanicznych
tego stopu oraz informacje na temat maszyn i aparatury pomiarowej, zastosowanych do
przeprowadzenia préb, zostaly podane w pracy [1].

3. Wyniki badan

Dia osiagniecia wyznaczonego celu zrealizowano nastepujacy program badan. Poziom
naprgzen $rednich o, ustalono na 288,6 MN/m?. Proby przeprowadzono przy dwéch
wspotczynnikach amplitudy naprezenia A, = 0,0066 1 0,050 przy réznych czestotliwosciach
obciazenia. Za baze porownawcza dla krzywych wibropelzania stuza odpowiednie krzywe
petzania statycznego (A4, = 0) uzyskane przy trzech poziomach naprezen: ¢ = g, =
= 288,6 MN/m?%, 0., = 0,(1+0,0066) = 290,4 MN/m? i 0., = 0(1+0,050) = 302,9
MN/m?.

Dla uzyskania wynikéw ilosciowych poréwnuje si¢ nie pojedyncze krzywe pelzania i wi-
bropelzania, a $rednie krzywe pelzania i wibropelzania uzyskane z pigciu lub czterech prob.

3.1. Wyniki badan przy A, = 0,050. Préby przeprowadzono przy nastgpujacych czestotli-
wosciach obciazenia zmiennego: 0,0033; 21,8; 31; 37 Hz. Na rys. | przedstawiono krzywe
pelzania (4, = 0) przy o = 288,6 MN/m? Krzywe pelzania (4, = 0) odpowiadajace
naprezeniu 0, = 0n+06, = 302,9 MN/m? przedstawiono na rys. 2.

Krzywe wibropelzania odpowiadajace czestotliwosciom 0,0033, 21,8, 31 i 37 Hz sa
odpowiednio przedstawione na rys. 3-6.

Na przedstawionych rys. 1-6 linig przerywana naniesiono $rednia krzywa pelzania ¢,(1) =

Men(t . L . . ..
== sl ) Srednie krzywe petzania i wibropelzania zestawiono na rys. 7. Z zestawienia
n

poréwnawczego krzywych ¢,(¢) (rys. 7) wynika, Ze krzywe wibropelzania uktadaja si¢ migdzy
krzywymi petzania statycznego 1 i 6 z tym, Ze im niZsza jest czg¢stotliwo$e v tym wyzej
uktadaja si¢ krzywe. Dla przeprowadzenia pelnej analizy wplywu czgstotliwosci » na proces
wibropelzania nalezy zbadal jeszcze predkosci wibropelzania. W tym celu dla $rednich
krzywych obliczono predkosci petzania dla ustalonych czasdéw. Zestawienie wspoirzednych
§rednich krzywych ¢,(2) i £,(¢) podaje tablica 1.

Na rys. 8 przedstawiono zestawienie porownawcze krzywych predkosci petzania i wibro-
pefzania &,(¢). Z zestawienia tego widzimy, ze dla czaséw zblizonych do pelzania ustalo-
nego 150 h ukiadanie si¢ krzywych &,(¢) jest odwrotne niz krzywych pelzania ¢,(¢) narys. 7,
tj. im wyZsza jest czgstotliwo$cé tym predkosé jest wigksza.
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Rys. 3. Krzywe wibropelzania (4, = 0,050) dla o,, = 288,6 J4[MN/m?| przy » = 0,0033 [Hz]

Ep[%J
25 —
- ! 4
, | o~ ’_ﬁg/ g
L] - LT
20 [[ / P o canil = ol
7 // 1
/_,,./
/’/
15
———Zép;/n
0 50 100 150
t[h]

Rys. 4. Krzywe wibropelzania (4, = 0,050) dla 5,, = 288,6 [MN/m?] przy » = 21,8 [Hz]
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Rys. 5. Krzywe wibropelzania (4, = 0,050) dla o,, = 288,6 [MN;m?] przy v = 31 [Hz]
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Rys. 6. Krzywe wibropetzania (4, = 0,050) dla o,, = 288,6 [MN/m?] przy v = 37 [Hz]
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Doktadniejszych informacji o zmiennos$ci predkosci wibropelzania &, w zaleznosci od
czgstotliwosci v dostarczaja nam krzywe izochroniczne dla ustalonych czasow ¢ (rys. 9),
ktore zbudowano w oparciu o tablice |,

Idac od malych czasow 1 do wigkszych obserwujemy wystepowanie maksimow predkosci
e, przy roznych czgstotliwosciach, ktore przy wigkszych czasach przesuwaja sie ku czesto-
tliwoéciom mniejszym, z tym, Ze te maksima dia wiekszych czasow staja sie¢ mniej wyrazne.
W koncu dla pelzania ustalonego maksimum zanika, a zalezno$¢ predkosci &, od czesto-
tliwosci » staje si¢ lintlowo wzrastajaca.

ep[%] |

25

5|t e L e

50 100 150

ifn]

Rys. 7. Zestawicnic pordwnawcze krzywych ep(1) dla réznych czestotliwosei przy A, -- 0,050

3.2. Wyniki badan przy A, = 0,0066. Dla dokonania konfrontacji wplywu réznych czestotli-
wosci wibracji przy 4, = 0,0066 proby przeprowadzono przy nastepujacych czestotliwos-
ciach »: 0; 7,6 1 31 Hz. W badaniach tych amplituda naprezenia o, wynosita zaledwie
okoto 1,9 MN/m?.

Na rys. 10 1 11 przedstawiono krzywe wibropelzania dla czestotliwosci 7,6 1 31 Hz. Na
rys. 12 przedstawiono krzywe pelzania statycznego przy o = o,,,. = 290,4 MN/m2% Na
rysunkach tych linig przerywang naniesiono srednie krzywe e,(1).

DIa srednich krzywych ¢,(¢) obliczono predkosci pelzania dla ustalonych czaséw. Zesta-
wienie wspotrzgdnych srednich krzywych ¢,(¢) i £,(1) podaje tablica 2.

Na rys. 13 przedstawiono zestawienie porownawcze $rednich krzywych e,(1). Wspot-
rzgdne dla krzywej / wzigto z tablicy 1. W oparciu o tablicg 2 i 1 zbudowano krzywe €,(r)
(rys. 14) oraz krzywe izochroniczne zmiennosci predkosci wibropelzania w zaleznosci od
czgstotliwosci (rys. 15) dla czasow ustalonych &,(»).

Z zestawienia poréwnawczego krzywych e,(¢) (rys. 13) wynika, ze dla bardzo malych
wibracji krzywe wibropelzania ukladaja si¢ wyze] przy niZszych czestotliwosdciach. Jeshi
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Rys. 10. Krzywe wibropelzania (4, = 0.066:dla 0,, = 288,6 [MN/m?] przy » = 7,6 [Hz]
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Rys. 11. Krzywe wibropelzania (4, = 0,0066) dla 0,, = 288,6 [MN/m?] przy » = 31 [Hz]
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chodzi o krzywe predkosci wibropelzania ¢,(r), to ukiadaja si¢ one podobnie jak ¢,(¢),
tj. krzywa &,(t) przy 7,6 Hz uklada si¢ wyzej od krzywej &,(¢) przy v = 31 Hz (rys. 14).
Poza tym, krzywe wibropetzania przy obu czgstotliwosciach ukiadaja si¢ wyzZej od krzywej

&p [%]
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Rys. 12. Krzywe petrania (44 = 0) dla ¢ = 290,4 [MN/m?)
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Rys. 13. Zestawienie poréwnawcze krzywych e,(r) dla roznych czestotliwodci przy A, = 0,0066

pelzania (4, = 0) przy naprezeniu ¢ = o,,, mimo mniejszego napreZenia $redniego o,
(rys. 13). WAnika stad wniosek, ze samo istnienie nawet bardzo matej wibracji powodowato
znaczna aktywacj¢ procesu pelzania.
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Przy A, = 0,0066 krzywe izochroniczne £,(») maja nieco odmienny charakter niz przy
A, = 0,050. Poczynajac od r = 25 h wystepuja maksima &, (rys. 15). Maksima te dla wiek-

szych ustalonych czaséw ¢ przesuwaja sie ku mniejszym czestotliwosciom ». Dla wibro-
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Rys. 14. Zestawicnic porownawcze kizywych #,(r) dia roznych czestotliwosei » przy 4, = 0,0066
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Rys. 15. Krzywe izochroniczne zmiennoéci predkosci wibropetzania &, w zaleznosci od czestotliwosei »
dla A, = 0,0066 i1 o, = 288,6 [MN/m?]

pelzania ustalonego (+ = 150 h) maksimum to wystepuje przy okolo 8 Hz. Natomiast

przy A, = 0,050, przy wibropelzaniu ustalonym, &, wzrastalo wraz ze wzrostem czgsto-
thiwosci.
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Tablica 2. Zestawienic wspolrzednych $rednich krzywych ep(f) i &5(7)

Ags = 0,0066

A, = 0,0066

H Aa =0 ‘
g = 290,4 [MN/m] v = 7,6 [Hz] i v =31 [Hz]
Czas ; Om = 288,6 [MN/m?] | o, = 288,6 [MN/m’]
y i — s == e Sy L SRR S
] &, 10° &, 108 | 5100
[h] :f p | f‘" p | f” P |
I [+] & [+] [+
1,290 1,358 CooLur |
1 Lo1,637 1 201 1,634 157 | 1,600 260
2 1692 1,671 bo1L,632
5 SIS | 11S 1,746 19,2 | 1,698 17,5
8 1,795 | 1,785 L1,737
10 1,812 7,00 1,803 8,25 1,754 9,0
12 1,825 1,818 1,773
20 1,866 ! 1,861 1,823 |
25 1,885 3,40 1,882 4,10 1,845 | 4,0
30 1,900 1,902 1,863
40 1,922 1,934 1.890
50 1,939 1,55 1,962 2,50 1,912 2,05
60 1,953 1,984 1,931
80 P1,972 2,021 1,964
100 1,995 . 1,03 2,058 1,83 1,990 1,275
120 2,013 2,094 2015
130 2,024 2,112 2,025 |
150 2,040 0,800 2,148 1,80 2,047 0,975
170 2,056 2,184 2,064

4, Whnioski i interpretacja wynikow

Konfrontujac wyniki badan wibropelzania przy 4, = 0,050 i 0,0066 stwierdzi¢ nalezy,
ze w obu przypadkach istotny wplyw na proces wibropelzania wywiera czestotliwo$é na-
prezenia zmiennego.

Istnieje jako$ciowa roznica we wplywie czestotliwosci wibracji » na pregdkosé wibropet-
zania przy réznych wspélczynnikach amplitudy naprezenia A,. Przy wibropelzaniu ustalo-
nym dla 4, = 0,050 obserwujemy liniowy wzrost predkoéci &, wraz ze wzrostem czestotli-
wosci wibracji ». Natomiast przy wibropelzaniu ustalonym dla matego wspdiczynnika
amplitudy napreZenia 4, = 0,0066 maksimum pregdkosci €, wystepuje w poblizu czgstotli-
wosci » réwnej okoto 8 Hz.

Dla obu wspélczynnikéw amplitudy naprgzenia A, stwierdzono przy jednakowym na-
prezeniu $rednim o,,, ze krzywe wibropelzania ¢,(s) ukiadaja sie¢ tym wyzej im mniejsza
jest czestotliwos¢ wibracji v. Efekt ten przy 4, = 0,0066 nalezy ttumaczy¢ przede wszystkim
aktywujacym wplywem istnienia samej wibracji, gdyz krzywe wibropelzania ukladaja sie
nawet nad krzywa pelzania uzyskana przy napreZeniu o = o,,,. Natomiast, przy 4, =
= 0,050 efekt ten uzyskuje si¢ dzigki napr¢Zeniu o,,,, i aktywujacemu dziataniu istnienia
wibracji. Na poczatku pierwszego okresu wibropelzania obserwujemy duze odksztalcenia
trwale i to tym wigksze im mniejsza jest czgstotliwosé naprezen zmiennych v (rys. 7). Czym
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nalezy to ttumaczy¢? Najpierw zwrocié nalezy uwage na to, Zze stwierdzone ukladanie sig
krzywych wibropelzania miedzy krzywymi pelzania statycznego przy ¢ = o, i 0 = 0,
(rys. 7) $wiadczy o nieliniowosci procesu petzania badanego stopu').

Dla podbudowania ostatniego stwierdzenia przypomnijmy, Ze dla liniowych modeli
reologicznych naprezenia cyklicznie zmienne nie wywotuja przyspieszenia petzania. Oma-
wiane efekty wibropelzania mozna interpretowaé przy pomocy impulsu sity. Poniewaz
badany stop jest reologicznie silnie nieliniowy ze wzgledu na poziom naprgzenia ¢ [5],
co mozna wykazaé zwiazkiem

@.1) £ (1) = B(1)o"®

gdzie n(t) — funkcja wskaznika nieliniowoéci petzania rosnaca w pierwszym okresie pel-
zania do swojej wartosci skonczonej wynoszacej okoto 12,25, to mozna w pierwszym przy-
blizeniu pominaé jako maty wptyw dolnych potowek sinusoid obciazenia zmiennego P(¢) =
= P,sinwt. Wéwczas o omawianym efekcie decydowaé beda dodatnie impulsy sity na-
ktadane na obciazenie statyczne P, co pol okresu T. Wychodzac z wyrazenia na impuls
sity

. “
(4.2) 1= [ P@yar
{o
i uwzgledniajac sinusoidalny charakter zmienno$ci obciaZzenia otrzymujemy wyraZenie:
T
; P T
4.3) I= df P sinwtdt = ﬁ (l—coswf).

Po uwzglednieniu, Ze w = 2nv 1v = T wyrazenie na dodatni impuls obcigZenia zmiennego

przyjmie postaé

4.4 I= 21;‘; (1—cosm) = %‘:

Na podstawie zwiazku (4.4) stwierdzamy, ze dodatni impuls obciazenia zmiennego jest
proporcjonalny do amplitudy sity P, i odwrotnie proporcjonalny do czgstotliwosci », tj.
im mniejsza jest czestotliwo§¢, tym impulsy sity sa wigksze. Wywotuje on wigc wigksze
poslizgi i wigksze umocnienie prébki (rys. 7). Przechodzac za$ do granicy obciaZenia sta-
tycznego P = P,+P, stwierdzamy, Ze tu poczatkowo poSlizgi sa najwigksze, a zatem
i umocnienie (rys. 7, krzywa 6). Jest to tylko jedna strona efektu dzialania impulséw obcia-
Zenia zmiennego.

Obok wplywu samych impulséw dodatnich, aktywujaca rolg odgrywa czgstotliwos§¢
dziatania dodatnio-ujemnych impulséw. Szczegdlnie jest to widoczne dla wibropelzania
ustalonego przy A, = 0,050 (rys. 9), gdzie ¢, przy ¢+ = 150 h wzrasta liniowo ze wzrostu
‘czgstotliwosci ». Z punktu widzenia fizyki ciala dzialanie wibracji powoduje wzrost ruchli-
woséci dyslokacji. Dyslokacje tatwiej pokonuja przeszkody; same przeszkody staja si¢ mniej

') Silng nieliniowo$¢ pelzania badanego stopu oméwiono w pracach [4, 5]

10 Mechanika teoretyczna
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stabilne. Prowadzi to do rozluznienia skupisk dyslokacji i w konsekwencji do zmniejszenia
lokalnych naprezen. Zmniejszenie lokalnych naprezen powoduje ostabienie, a to przy istnie-
niu naprezenia §redniego o,, sprzyja pefzaniu. Na temat wplywu samej wibracji i poziomu
napreZenia na proces wibropelzania byla mowa szerzej w pracy [l].

Dla bardzo malych 4, (rys. 13-15) wplyw impulséw dodatnich na umocnienie jest maly,
natomiast istotny wplyw wywieraja wibracje dodatnio-ujemnych impulséw. Laczne dziala-
nie impulséw dodatnich i wibracji powoduje, ze dla czaséw bliskich pefzaniu ustalonemu
mamy maksimum predkosci wibropelzania w obrebie czgstotliwosci okoto 8 Hz.

Istnieje wiec istotna réznica migdzy wplywem czgstotliwosci » dla matych i wigkszych
wspolczynnikéw amplitudy naprezenia 4,. Na podstawie powyzszego i pracy [1] mozna
wnioskowad, ze proces wibropetzania jest zjawiskiem bardzo zlozonym, a wplyw czgsto-
tliwosci na proces wibropelzania znaczny.

Na zakonczenie sprébujmy przedyskutowacd postaé hipotezy, ktéra poprawnie opisywala-
by proces wibropeizania. Biorac pod uwage wyniki uzyskane w pracy [1] i w pracy niniej-
szej oraz dla uproszczenia ustalajac temperaturg nalezatoby poszukiwa¢ funkcji w postaci

(45) F(Ep’ép,o'm,Ao',v) = 0'

Taka funkcja, ktora mozna by nazwaé dynamiczna hipoteza umocnienia, powinna po-
prawnie opisywaé pefzanie w procesie zmeczenia i proces wibropelzania, gdyz ujmuje
wszystkie gldwne parametry tych procesow. Proponowana nazwa jest uzasadniona tym,
7e przy statycznym dzialaniu napr¢zenia wzor (4.5) sprowadza si¢ do znanej hipotezy
umocnienia w postaci

(4.6) Fy(ep, £y, 0) = 0.

Poza tym, hipoteza umocnienia jest najodpowiedniejsza dla stopéw metali ze wzgledu
na posiadana przez nie ceche umocnienia. Oczywiscie przy stosowaniu hipotezy (4.5) wy-
stapia duze trudnoéci matematyczne. Dla oceny przydatnosci tej hipotezy nalezaloby
przeprowadzi¢ znaczng ilo$¢ odpowiednio zaprogramowanych badan przy réznych pozio-
mach naprezenia $redniego o,,, przy réznych wspoéiczynnikach amplitudy naprezenia 4,
i przy réznych czestotliwoéciach obciaZenia zmiennego .
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Pesionme

BJIUAHNE YACTOTBI BUBPALMI HA TIPOILIECC BHBPOITOJI3YUECTH

HMccneponanitst BeIHCh HA aJIIOMHHEEBOM criiaBe Al-Mg-Si (PA4) B OQHOOCHOM HANPSKEHHOM COCTOS-
HuK npu Temneparype 296°K. DKCIICPUMEHTLI BEUCH NP MIOCTOSTHHOM CPEIHEM HATIDSKEHHH Oy, H DU

o
PaIMUHLIX KO3((hHILIEHTAX AMIUIMTYALI Hanpsikenus 4, = -.2 =0, 0,0066 n0,050. s 4, = 0,0066
U"l

nccneoBanust HpoBoGUCEL npn vactote ¥ = 0, 7,6 1 31 ru; aa A = 0,050 — npu uacrore v = 0,
0,0033, 21, 8, 31 u 37 ru. B oBoux cayuasx yCTaHOBJIEHO, UTO KPUBblE BUOPOMOJI3YUECTH YIKJIAALIBAKOTCS
TCAM BbIUIE HA KPHBOIT NOJ3yUeCTH, UeM MEHBLLIE UACTOTA NepeMeHHOH Harpy3kH r. [Tonyuennniit adexr
DBJIMSHHS YaCTOTLI OOBLSICHSETCSI IOJIO)KHTENIbHBIMH HMITYAbCAMM BEPXHHX IIOJIYCHHYCOMI I€PeMEHHOFM
HArpy3KH, KOTOPLIE BLI3BIRAIOT A06ABOYHOE CKOJILKEHHSI H YIIDOUHEHHE 00pasia, U 3HAKOMNEPEMEHHBIX
HMIIYJILCOB, BLISLIBAIOMX Jpeidyioniee ABIbKEHHE TUCIOKAUMH, CBA3AHHOE C HANPABJIEHHEM JIeHCTBHA
HAINpsDKEHUS 0,,. CVILECTBYET KAYECTBEHHOE OTJIUHMEe BHODPOIOJ3YUECTH INPH OOJIBLIMX H MalbIX Ag.
Bo BTOpO#t CTaiMH ION3YUYECTH MUIsL GOJIBLIINX Ay, C POCTOM ¥, 3HAKONEPCMEHHAsA BUOpauis JMHeiiHO
VBEJIMUHB2ET CKOPOCTh BUOponoayuecti &,. ITpu 4, = 0,0066 coBMecTHOE ACHCTBHE NOJIONKUTCIBHBIX U
3HAKOIEPEMEHIILIX HMITYJILCOB NIPUBOAUT K TOMY, UTO BO BTOPO§i CTA[I MOJBYUECTH &) ypy POSIBIISETCS
upy v ~ 8 tu.

Summary

THE EFFECT OF VIBRATION FREQUENCY ON THE VIBRATIONAL
CREEP PROCESS

The investigations were carried out on an aluminium alloy Al-Mg-Si (PA4) under an uniaxial state of
stress at a temperature of 296°K. The tests were performed with a constant mean stress ¢, and various
stress amplitude coefficients 4q = »Zf’— = 0; 0,0066 and 0,050. For 4, = 0,0066, the frequencies of the osci-

m
llating load » = 0; 7,6 and 31 Hz were applied. For 4, = 0,050, the frequencies were v = 0, 0,0033; 21,8;
31 and 37 Hz. In both cascs it was found that the vibrational creep curves were the higher, in relation to
the static creep curve, the lower the applied frequency. The observed effect of the frequency was inter-
preted by means of positive impulses of upper half-sinusoids of the oscillating load which induce addi-
tional slips and strain hardening of the specimen, and positive-negative impulses causing a drifting dis-
location movement related to the direction of the o,, stress. Therc is a qualitative difference in vibrational
creep for large and small Aq. Together with the increase of », for higher 4,, the oscillatory positive-
negative impulses lincarly increase the speed of vibrational creep &,. For 4, = 0.0066, the combined
action of positive impulses and positive-negative vibrations, result in the appearance of &p 5. for v ~ 8 Hz.

WYZSZA SZKOLA INZYNIERSKA
BIALYSTOK

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 6 maja 1969 r.
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SPRAWOZDANIE

Z DZIALALNOSCI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI
TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ ZA ROK 1968

I. ROZWIJANIE DZIALALNOSCI W DZIEDZINIE MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

I. Organizowanie regularnych zebran naukowych w Oddzialach PTMTS

: Liczba zebran Liczba Liczba ‘ Liczba
Oddzial = = === —— | refera- uczest- | dysku-
" Tkw. 68 ' I kw. 68 I kw. 68: IV kw. 68 " Razem I tow nikow J tantow
o o - _‘ |
Gdarnsk boo— 2 — 2 ‘ 4 4 104 32
Gliwice boo— 2 — | s | 7 7 111 75
Krakow S 1o 5 7 66 30
L6dz - - { — | 4 4 4 50 16
Poznan 2 | 3 — 3 8 8 118 40
Szezecin g Il 4 7 = | 1 5 5 90 25
Warszawa 3 I 1 5 5 125 32
Wroclaw o2 b — 3 6 6 80 24
.10 12 2 44 46 844 | 274

2. Organizowanie sympozjow i konferencji naukowych dotyczqcych wybranych dzialow specjal-
nych

1)Oddziat w Gliwicach zorganizowal w dniach od 25 lutego do 3 marca 1968 r. Konwersa-
torium nt. Zagadnienia optymalizacji w mechanice. Wziely w nim udzial 63 osoby. Wygtoszono ogélem 26
referatéow.

2)Oddzial w Poznaniu zorganizowal w dniach 26 i 27 kwietnia 1968 r. Sympozjum nt. Teoria
Drgan (liniowych i stochastycznych). W obradach wziglo udziat 51 oséb. Zgloszono ogdlen 35 referatéw,
z ktoérych wygloszono 28. Dotyczyly one nastepujacej tematyki: a) prac écisle teoretycznych, b) zastosowan
technicznych teorii drgan, c¢) drgan ukladéw mechanicznych z wymuszeniem stochastycznym, d) syntezy
ukiad6éw drgajacych, e) prac do$wiadczalnych.

3)Oddziatl Warszawski wspdlnie z Zarzadem Gléwnym zorganizowal w dniach 5 i 6 listopada
1968 r., z okazji X-lecia PTMTS, Walny Zjazd czlonké6w Towarzystwa potaczony z sesja naukowa. Wzielo
W nim udzial 156 zgloszonych uczestnikéw, a na uroczystym otwarciu bylo obecnych ponad 200 0séb.
Wygloszono 7 referatéw przegladowych obrazujacych dorobek podstawowych dziedzin mechaniki teore-
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tycznej i stosowanej w okresic dziesigciolecia 1958-1968, z= specjalnym uwzglednicnicm roli i dzialalnosci
Towarzystwa. Referaty przygotowywane byly przez Oddzialy terenowe, ktore wspdlpracowaly ze sobg
1 konsultowaly poszczegdlne zagadnicnia.

3. Konkursy naukowe

HNOddzial w Warszawie przeprowadzil w roku [968 konkurs na najlepsza teoretyczng prace
naukowa 7 zakresu konstrukcji maszynowych i budowlanych. Zgloszono do udzialu w konkursic 12 prac
Zarzad Oddzialu, zgodnie z wnioskami Sadu Konkursowego pod przewodnictwem Prof. dra Z. Brzoski,
przyznal nastepujace nagrody:

I w wysokosci zt. 10.000 — zespotowi w skladzie — Doc. H. Frackiewicz, Mgt inz. A. Legat i Mgr inz.
J. Lewinski; dwie rownorzedne 11 nagrody w wysokosci zt. 5.500 — kazda — Dr. Z. Waszczyszynowi z Kra-
kowa oraz Dr E. Wlodarczykowi z Warszawy.

2)Oddziatl we Wroctawiu przeprowadzil konkurs naukowy na prace doswiadczalne z dziedziny
mechaniki. Zgloszono 10 prac. Zarzad Oddzialu na wniosck Sadu Konkursowego przyznal nastepujace
nagrody:

[ w wysokosci zt. 8.000 — A. Jakowukowi; Il w wysokosci z. 6.000 — R. S. Doroszkiewiczowi; dwie
rownorzedne 111 nagrody po zl. 3.500 — kazda — E. Maciggowi i St. Wojcikowi.

4, Finansowanie prac naukowych

W okresie sprawozdawczym nie finansowano prac naukowych ze wzgledu na skromne fundusze Towa-
rzystwa, jak i zarzadzenia Sekrctarza Naukowego PAN nie zezwalajace na prowadzenic tego rodzaju akcji
przez towarzystwa naukowe,

5. Udzial w konferencjach i kongresach krajowych i zagranicznych

Czlonkowie PTMTS brali czynny udzial w konferencjach i kongresach naukowych, wyglaszujac na
nich referaty z prac wilasnych.

Sprawozdania z kongresow i konferencji, w ktorych uczestniczyli cztonkowie Towarzystwa publikowane
sq w organie wydawniczym PTMTS — MECHANIKA TEORETYCZNA [ STOSOWANA.

6. Organizowanie wymiany naukowej z zagranicq

W ramach wymiany naukowej z zagranicg poszczegdlne Oddzialy organizowaly zebrania naukowe,
sympozja, konfcrencje lub spotkania, na ktérych referaty wygtaszali prelegenci zagraniczni.

I tak np. w Oddziale Krakowskim wyglaszali referaty: Prof. J. Lepik z Estonskiej SRR, Prof. W. Noll
z USA i Prof. W. Nash, réwnicz z USA, w Oddzialc Warszawskim — Prof. P. Wisnicki z British Columbia
University.

I, ROZPOWSZECHNIANIE MECHANIKI TEORETYCZNEJ [ STOSOWANEJ
1. Kontvnuowanie i rozwijanie akcji wydawniczej Towarzystwa

I)Organ PTMTS MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA. W roku 1968 organ
PTMTS MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA ukazywal si¢ w formie kwartalnika. Wydano
4 zeszyty: tom 6, zeszyt 1; tom 6, zcszyt 2; tom 6, zeszyt 3 itom 6, zeszyt 4, z tym, ze zeszyt 3 (o zwigk-
szonej objetosci 16 arkuszy wy(iawniczych) poswiecony byl catkowicic dziesiecioleciu PTMTS. Zawieral
on referaty wygloszone podczas sesji naukowej zwiazancj z jubilcuszem Towarzystwa. Ponadto tematyka
zeszytdw wydawanych w roku 1968 zawicrala, zgodnie z zalozeniami programowymi: ariykuly przegladowe
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z roznych galezi mechaniki, prace oryginalne, prace doswiadczalne, Biuletyn PTMTS, sprawozdania z sym-
pozjéw naukowych PTMTS, konferencji itp.

2)Oddziat w Gliwicach wydal materialy konfercncyjne zwiazanc z organizowanym konwer-
satorium nt. Zagadnienia optymalizacji w mechanice.

3)Oddziat w Poznaniu wydal materialty konferencyjne zwiazane z sympozjum nt. Teoria
Drgan.

2. Popularyzacja wiedzy w postaci organizowania kursokonferencji, kurséw, wykladéw po-
pularyzujgcveh oraz seminariow
a) Kursy

DOddziat w Gdansku zorganizowal w okresie I'i 11 kwartalu 1968 r. kurs nt. Metody probabi-
lisiyczne w mechanice. Kurs prowadzit Prof. dr J. Wigckowski.

2)Oddziat w Poznaniu przeprowadzit kurs z zakresu transformacji catkowych.
b) Seminaria

Oddzial w Gdansku przeprowadzit seminaria nt. Nieliniowa teoria powlok, w I, 11 i 1V kwartale
1968 r.

3. Wazrost liczby czlonkdw

Dazenie do zwigkszenia liczby czlonkéw PTMTS ilustruje nast¢pujaca tablica:

: ‘ i
‘ Ikw. 68 | 11 kw. 68 | Il kw. 68 | IV kw. 68 | Przybylo tub ubylo w okre-
Oddzial IV kw. 67 f | sie sprawozdawczym
| okres sprawozdawczy | liczba | %
Gdansk 37 38 { 38 39 39 43 | +5,4
Gliwice 59 | 58 | 59 59 58 -1 —-1,5
Krakow .58 8 60 60 74 | 16| +277
Lodz 30 1 30 30 32 31| +1 i +3,3
Poznan | so | st s0 50 |50 - 1 =
Szczecin | 25 1 21 | 27 ‘ 28 | 28 +3 +12,0
Warszawa | 144 146 | 146 139 | 143 | —1 —0,6
Wroclaw : 56 | 56 56 5 | 59 | +3 45,3
e — P - _ | _ —_— -
Razem 459 | 464 466 | 463 | 482 | +25 +5,4

Stosunkowo niewielki przyrost cztonkéw PTMTS spowodowany byl powaznym ubytkiem jaki nastapit
w okresiec sprawozdawczym, na skutek skreslenia z listy czlonkéw wielu osdb uporczywie zalegajacych
z placeniem skladek.

111. ROZNE

. Zebrania organizacyjne

Liczba zebran organizacyjnych w okresic sprawozdawczym przcdstawia si¢ nastgpujaco:
Zjazd Delcgatow
Zebran Zarzadu Glownego
Zcebran Prezydium Zarzadu Glownego
Zcbran Gléwnej Komisji Rewizyjnej
Zebran Komitetu Organizacyjnego Obchodow dziesigciolecia PTMTS
Walnych Zgromadzen Oddzialow

00— W —
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Zebran Zarzadow Oddziatéw:

Gdansk

Gliwice

Krakow

t.odz

Poznan

Szczecin

Warszawa

Wroclaw 47

Innych zebran organizacyjnych w Oddzialach ) ) 4

R azem zecbran organizacyjnych . 71

!U\u-\lu-.l:-\loou-

2. Kontrole

W okresie sprawozdawczym przeprowadzone zostaly nastepujace kontrole:

1)Oddziat w Krakowie. W dniu 30 marca 1968 r. Inspektor Zakladu Ubezpieczen Spotecz-
nych w Krakowie przcprowadzil kontrolg obliczania i odprowadzania skladek ubezpieczeniowych za rok
1966 i 1967. Zadnych usterck w tym zakresie nie stwierdzono.

Zarzad Gloéwny kontrolowany byt pigciokrotnie, mianowicie:

— 27.11.68 r. przez Inspcktora Wydzialu Finansowego PRN — sprawdzenie potracania i odprowadza-
nia podatkéw od wynagrodzen;

— w okresie od 5do 28.11.68 r. Inspektor PAN dokonat kontroli dzialalnosci finansowej Towarzystwa;

— 15.V.68 r. Inspcktor ZUS dokonal kontroli naliczania sktadek ubezpieczeniowych;

— 4.1X.68 r. Inspektor Wydzialu Finansowego PRN dokonat kontroli prowadzenia ksiag finansowych.

Poza drobnymi uwagami natury porzadkowej, wszystkie wyzej wymienione kontrole stwierdzily pra-
widlowos$¢ prowadzenia dzialalnosci finansowej Towarzystwa.

IV. ANALITYCZNE PODSUMOWANIE DZJALALNOSCI TOWARZYSTWA

W ciagu roku 1968 liczba czlonkdéw Towarzystwa wzrosta o 9 0sdb, co stanowi 1,9%. (W roku 1967
wzrost ten wynosil 6 0séb, co stanowito 1,3%). Liczba ta bylaby o wiele wyzsza, gdyby nie powazny ubytek
na skutek skreslen z listy czlonkéw za nieptacenic skladek.

Zebran organizacyjnych odbylo sig¢ 71.

Liczba zebran naukowych wyniosla 44, a liczba wygloszonych na nich referatow — 46, W zebraniach
tych wzigly udzial 844 osoby oraz 274 — zabraly glos w dyskusji.

Ponadto, w ramach dzialalnosci rzeczowej, zorganizowano:

I konwersatorium z udziatem 63 oséb, na ktérym wygloszono 26 referatdow;

I sympozjum z udzialem 51 os6b, na ktorym wygloszono 28 referatow;

1 sesje naukowa (w ramach obchoddw dziesigciolecia PTMTS) z udzialem okoto 200 0s6b, podczas ktorej
wygloszono 7 referatow przegladowych;

2 konkursy naukowe, ogélnokrajowe, na ktore zgloszono 22 prace;

2 kursy naukowe;

1 seminarium prowadzone przez trzy kwartaly (I, 111 1V).

Poza tym ukazaly si¢ 3 pozycje wydawnicze, w tym staly organ PTMTS kwartalnik MECHANIKA
TEORETYCZNA 1 STOSOWANA (40 arkuszy wydawniczych, 4 zeszyty) oraz 2 wydawnictwa materialéw
konferencyjnych.

Tematyka organizowanych imprez i zebran naukowych dotyczyla zagadnien stereomechaniki, hydro-
mechaniki, aeromechaniki, termodynamiki.

Podzial prac wedlug ich przeznaczenia technicznego przedstawial si¢ nast¢pujaco:

1. Prace o charakterze ogdélnym nie zwiazane wyraznie z zadnym dzialem przemysiu.
2. Prace zwiazane z budownictwem lagdowym i wodnym.
3. Prace zwiazanc z konstrukcjami maszyn, samochodbéw, okretdéw.
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4. Prace dotyczace gornictwa i hutnictwa.
5. Prace zwiazane z energetyka.
6. Prace dotyczace techniki nuklearnej.

W liczbie wygloszonych referatéw nadal ogromna przewage mialy tematy z mechaniki stosowanej, a sto-
sunkowo nieliczne dotyczyly mechaniki teoretyczne;j.

Analizujac dzialalno$¢ Towarzystwa w roku 1968 nalezy stwierdzi¢, Ze koncentrowala si¢ ona glownie
na przygotowaniach do sesji naukowej zwiazanej z obchodami dziesi¢ciolecia PTMTS. Przygotowania
te trwaly prawie 3 lata i bralo w nich udziat cale Towarzystwo. Referaty przegladowe, opracowywane zespo-
owo przy wspdlpracy roznych osrodkéw naukowych w kraju, stanowily podsumowanie mechaniki polskiej
na przestrzeni lat 1958-1968, z podkresleniem udziatu w nim PTMTS. Tematyka referatow w czasie trwania
przygotowan konsultowana byla wielokrotnic na zebraniach Komitetu Organizacyjnego oraz Prezydium
i Plenum Zarzadu Giéwnego.

Ze wzgledu na uroczysty charakter imprezy i udzial w niej szeregu wysoko postawionych o0s6b, rowniez
przygotowania organizacyjne wymagaly specjalnej starannosci i duzego nakladu pracy.

Obecnosé 7 gosci zagranicznych na uroczystosciach tez zobowiazywala do zorganizowania im odpowied-
nich warunkoéw i goscinnego przyjecia.

W zwiazku z wysitkami skoncentrowanymi na przygotowaniach i obchodach dziesigciolecia Towarzystwa,
stosunkowo skromnie, w pordwnaniu z latami ubieglymi, wypadly inne formy dzialalnosci Towarzystwa.
(Np. spadia nieco liczba zorganizowanych zebran naukowych z 48 w roku 1967 do 46 w roku 1968 oraz
wygloszonych na nich referatéw z 60 do 46). Liczba sympozjoéw zmniejszyla si¢ o jedno. Rownicz konkurséw
naukowych zorganizowano mniej o jeden, co jednak spowodowane byto dazeniem do oglaszania mnicjszej
liczby konkurséw, ale za to bardziej atrakcyjnych, z wyzszymi nagrodami i o zasiggu ogélnokrajowym.

V. SPRAWY FINANSOWE

Dla pelniejszego obrazu pracy Towarzystwa w okresie sprawozdawczym podane zostaja zasadnicze
dane dotyczace spraw finansowych.

A. Dochody

1.Sktadkiczltonkowskie
planowano zt. 25.000.—
wplynelo ,, 27.610.—
wskaznik wykonania wynosi — 110,4%;

2.Sprzedaz zeszytédw MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ]

planowano zh. 25.000.—
wplynelo ,, 28.097,10
wskaznik wykonania — 112,4%

3.Wplywy zwiazane z uczestnictwem w sympozjach, konwe-
rsatoriach itp.
planowano zh, 25.000.—
wplyneto —

4. Dotacja Polskicj Akademii Nauk na dzialalno$§¢ wydawnicza, popula-
ryzacje wiedzy i administracje
planowano zt. 578.000.—
wplynelo ,» 578.000.—
wskaZznik wykonania — 100,0%;
suma ta objeta jest rowniez dotacja na cze$ciowe pokrycie wydatkow zwigzanych z jubi-
leuszem Towarzystwa.
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Na przejsciowe dodatki mieszkaniowe

planowano zt.  2.460.—

wplynglo .» 1.852.—

wskaznik wykonania — 75,3%

tj. do wysokosci rzeczywiscic wyplaconych dodatkow.

Ogdlem: planowano dochody zt. 655.460.—

osiagnigto ,» 635.559,10
wskaznik wykonania wynosi 98,59

B. Koszty

Ogolne wykonanic budzetu w tym zakresie przedstawia si¢ nastepujaco:

Wskaznik

|
Rodzaj Plan Wykonanie | .
! wykonania
__ ——————=— _
1. Dzialalnos¢ wydawnicza | 21295.500.— l z} 247.352,70 I 83,7%
2. Popularyzacja wiedzy . 227.412.— ., 90.134,12 39,7%
3. Administracja ,, 159.148.— ,, 138.088,82 | 89,3%
; _ i , ! _ g
Razem | zt 682.060.— | 2t 475.575,64 69,7%
w tym:
koszty osobowe (facznie z nagrodami)
planowano zt. 366.438.—
wykonano ,s 269.259,75

wskaznik wykonania wynosi 73,5%,
przy czym najwigksza oszczednosé, siggajaca blisko 90 tys. zlotych osiagnieto w bezosobowym funduszu
plac.
Na koszty rzeczowe:
planowano zh, 313.162.—
wykonano ,, 204.463,89
wskaznik wykonania wynosi 65,3%
Powazniejsze oszczednosci osiagnieto:
w kosztach na podroze stuzbowe (okoto 28 tys. zlotych) glownie w zwiazku ze zjazdem jubileuszowym,
oraz w dziale ustug materialnych — okoto 49 tys. zlotych w tym na popularyzacj¢ wiedzy przypada okolo
30 tys. zlotych.
Powyzsze danc nie obejmuja przejsciowego dodatku mieszkaniowego.
Koszty wydawnictwa ksztattujg si¢ nastepujaco:

osobowe: plan zt. 131.000.—
wykonanie ,, 105.744,40
wskaznik wykonania 81,4%;

druk: plan zt. 160.000.—
wykonanie ,, 140.974,80

wskaznik wykonania 88,19
drobne koszty rzeczowe:
plan zt.  4.500.—
wykonanie 'y 633,50
W okresie sprawozdawczym wydano 4 zeszyty MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANE)J.
Przecigtny koszt jednego zeszytu wynidsl okolo 62 tys, ztotych, zeszytu jubileuszowego okolo 81 tys. zlotych.
Dzialalnosci gospodarczej Towarzystwo nie prowadzito.
Petnienie funkcji w organach PTMTS bylto bezplatne, referaty wygtaszane byty honorowo.
Finansowanic dzialalno$ci Towarzystwa przebicgalo zgodnie z obowigzujacymi przepisami. Wydatki
znajdowaly pokrycie w dzialalno$ci finansowe;j.



POZYCJE OPUBLIKOWANE W TOMIE MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANE]J
W ROKU 1969

Zeszyt 1

J. Zi16rkowski, Stan naprezen i odksztatcen w kole wirnikowym z mala liczba bocznych lopatek
promieniowych
Hanpsokennoe n 1epopMHpPOBaHHOE COCTOSIHHE B POTOPE C MAJIbIM UHC/IOM GOKOBBIX pa-
JIMAJIBHBIX JIOTIOTOK
State of stress and strain in a rotor with a small number of radial side blades

Z. SosCczyNsKA, Dzialanie ruchomcego, punktowego zrédla ciepta w przestrzeni nieograniczonej
BoapeiicTBHe MOABMIKHOIO TOUEUHOLO TEMUIOBOTO MCTOUHHKA HA HEOTPAHMUEHHOE NpPOCT-
PaHCTBO )
Action of a moving concentrated hcat source in elastic space

S. Mazurkiewicz, Dynamiczne badania wlasno$ci mechanicznych poliamidu Tarlon X-A
JuHaMHueCKHe HCCIeNOBaHHA MEXaHHYECKMX CBoiicTB monvamuma Tapyion X-A
Dynamic investigation of mechanical properties of polyamide Tarlon X-A

H. Kopecki, Stan sprezysto-plastyczny i pelzanie geometrycznie nieliniowej powloki stozkowej
VIpyro-nnacTHUeCKOe COCTOSIHHE M MOJI3YUECTb MEOMETPHUECKH HEIHHEITHOH KOHHUECKOit
000JI0UKH
Elasto-plastic state and creep of a geomectrically non-linear conoidal shell

J. MARYNIAK, Uproszczona analiza statecznoscei bocznej szybowca holowanego na linie
YIpOLUEHHDBIA aHanu3 GOKOBOH YCTOHUMBOCTH NJaHepa GVKCHPYEMOTO Ha KaHATe
Simplified analysis of lateral stability of towed glider

J. SaMBoRrsk1, Drgania grubosciennej rury przy wewnetrznym i zewngtrznym przeplywic cieczy
KonebaHust TONCTOCTCHHOH TPYOBLI 00TEKAEMOIT BHVYTPH H CHAPY)KH JKUKOCTBIO
Vibrations of a thick-walled tube in internal and external {lows of fluids

J. Miastkowski, Nos$no$¢ graniczna rozciaganych pretéw z karbami katowymi o dowolnych wy-
miarach cz¢sci nad karbami
Hecyiwast crnocoGHOCT pacTATHBAEMbIX CTEP)KHEH C YrJIOBBLIMH HAApPE3aMH ¥ NPOH3BOJb-
HOIf LUIMPUHOH BHE HAOPEIOB
Plastic yielding of tensile v-notched clements with arbitrary intermediate shoulder ratio.

Zeszyt 2

S. BorkowskI, Przeglad prac dotyczacych naprgzen termicznych w cialach statych (lata 1965-1967)
O630p padoT, KACAIOLLIMXCA TEPMUUECKHX 1ANDPSHIKEHHH B TBepAbIX Tenax (1965-1967)
Thermal stresses in solids. Survey of papers published in 1965-1967

J. KLEPACZKO, O pewnym przypadku anizotropii
O HEKOTOPOM Ciiyuae aHH3OTPOIHH
On a certain case of anisotropy

Z. WisNiewski, Analiza ukladu wibro-uderzeniowego z nieliniowa charakterystyka
Aunanus BUGPOYNAPHOI CUCTEMbI ¢ HEJHHEITHOH yNpyroi XapaKTepHCTHKON
Analysis of vibratory-impact system with nonlinear spring characteristics

Str.
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25

39

55

73

181

107

155

165
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J. Orkisz, J. WiLK, Numeryczne obliczahie wiotkich obrotowo-symetrycznych powtok poddanych
plastycznemu plynieciu w zakresie duzych odksztalcen
UnCneHHOE peleHHe O TIACTHUECKOM TeUeHMHM T'MOKHX 000NoueK BpallEHHA B OOJIacTH
KOHEUHBIX aecopmanHii
Numerical calculation of flexible rotationally symmetric shells subjected to plastic flow at
finite strains .

Z. WesorowsKl, Skonczone odksztalcenia sprezystego klina i stozka
KoHeunble nmedopmauuu ynpyroro KJjiMHa M KOHyca
Finite deformations of an elastic wedge and cone

W. BaRraNskI, Statyka powierzchniowych o$rodkéw widknistych
CratHKa NOBEPXHOCTHOI BOJOKHHMCTOM Cpefbl
Statics of surface fibrous media

Zeszyt 3

J. Bukowski, W. J. ProsNAK, Kierunki rozwoju mechaniki plyndw w dziesigcioleciu 1958-1967
Hanpasnensnst pasBuTHA MEXAHHKH >KHAKOCTEN M razon B MHHYBIUeM AecsaTusneTun 1958-
1967
Development trends of mechanics of fluids in 1958-1967
J. KLEpaczko, Fizyczne koncepcje rownan konstytutywnych i termicznie aktywowane procesy dyslo-
kacyjne w metalach
D u3MyecKasT KOHUETUHST ONPEAEAIONIMX VPABHEHUI H TEPMHUECKH aKTHBHPOBAHHbBIE OUC-
JIOKAUMOHHbIE NPOUECCHl B METasnax
Physical concepts in the constitutive equation and thermally activated processes in mctals
J. PieTRZAK, K. WRZESNIOWSKI, Zastosowanie grafow przeplywu do pewnych zagadnieft mechaniki
budowli
[pimenerne rpad)oB TEUEHUA K HEKOTODBLIM BOMPOCAM COOPYYKEHHMIT
Application of flow graphs to some problems of structural mechanics
J. HALAUNBRENNER, B. LecHowicz, Obszar kontaktu sztywnej kuli z polprzestrzenia lepko-sprezysta
O61aCcTh KOHTAKTA YKECTKOrO UIApa ¢ BS3KO-YIIPYTHAM TOJYIPOCTPAHCTBOM
The contact zone between a rigid sphere and a visco-elastic half-space
M. MakowsKI, Zalezno$¢ ryzyka awarii od parametréow procesu obciazenia
3aBHCHUMOCTb BO3MOXHOCTH aBapHH OT NApPAMETPOB IPOLIECCA HArPY3KH
Dependence of the risk of failure on loading process parameters
B. OLszowski, Ksztaltowanie dynamiczne elementow konstrukgji
OnTyManbHblil JIMHAMHUYECKUH DPACUeT 3JIEMEHTOB KOHCTPYKUHMH
Optimum dynamic design of structural elements
A. GAJEWSKI, Stateczno$é niepryzmatycznych pretéw w strumieniu plynu
YV CTOHUMBOCTD HENPU3MATHUECKHX CTEP (HeiHl, ODTEKaeMbIX IMOTOKOM M(HMIKOCTH
Stability of nonprismatic bars in fluid flow
A. DKRESCHER, O pewnej metodzie wyznaczania kryterium zniszczenia polimeréw
O HEKOTOPOM METOJE ONpeesieHHs] KPUTEPHA PaspylUeHHs ITOJIMMEPOB
On a certain method of determination of a fracture criterion for polymers
J. M1asTtkowsKI, W, SzczepiNskI, Analiza no§no$ci granicznej rozciaganego pasma z otworami
AHanM3a Hecylleit CmoCOGHOCTH MOJIOChl ¢ OTBEPCTHSIMM, MNOABEPraeMON PaCTSYKEHHIO
Limit analysis of strip with holes
E. ZtATANOWA, Zagadnienie osiowo-symetryczne dla obszarbéw sprezystych niesci§liwych ograni-
czonych kulistymi powierzchniami
OcecumMmeTpHUeCKasl 3a0aya ISl HEC)KHMMAEMOR ynpyroil obnacti orpaHuueHHoi cdepu-
YECKOH IOBEPXHOCTHIO
Axi-symmetric problem for incompressible elastic regions bounded by spherical surfaces

179

195

205

233

261

273

283

280

299

311

323

335

353
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Zeszyt 4

S. ZaHORSK1, Ciecze nienewtonowskie w $wietle mechaniki continuum
HeHBIOTOHOBCKHE YKHAKOCTH B CBETE MEXAHWKM CIUIOLUIHBIX CPeX
Non-Newtonian liquids in the light of continuum mechanics

A. Lisowsk1, Sposob elektrycznego modelowania réwnan rézniczkowych liniowych zwyczajnych
i czastkowych o wspdiczynnikach statych i cztonach rzedu parzystego
MeTo[ 3JIEKTPHUECKOr0 MOJEHPOBAHUA OGBIKHOBEHHBIX AMddepeHIMaNbHBIX ypaBHEHUIT
" ypaBHeHHﬁ C YaCTHLIMH INPOHU3BOOHBIMH C INOCTOAHHLIMHU KOQ(quH[IP[CHTaMH H 4dJieramu
YETHOrO MOPAAKA
Electric network models of ordinary and partial differential equations with constant coeffi-
cients and even order terms

A. Lisowskl1, Przyktady modelowania elektrycznego warunkéw brzegowych i poczatkowych roéwnan
roézniczkowych wystepujacych w zagadnieniach mechaniki
TIpumephbl 3JIEKTPUUECKOrO MOJAENIMPOBAHUA KDaeBbIX H HaualibHbLIX YCJIOBMH anddepen-
LIHAJbHBIX YPABHEHMHA [UISl BOIIPOCOB MEXAHMKH
Examples of electrical network models simulating the initial and boundary value problems
of applied mechanics

E. MaciaG, Do$wiadczalna analiza drgan wlasnych rusztéw cylindrycznych
DKCIEePUMEHTAIbHbIA aHaaM3 COOCTBEHHBIX KOJIEGAaHMH LIMIMHAPHYECKHUX PELIETOK
Experimental analysis of free vibrations of cylindrical grids

T. GiBczy&skA, M. Zyczkowskl, Rownania statyki dwurzgdowego kulkowego tozyska wieficowego
ypaBHeHHﬂ CTaTHUKHU JIA ,ElByXpH,ElHOFO HIAPpHUKOBOI'O NOAIUHAIIHHKA
Equations of statics of double-row radial-thrust ball bearing

A. JAKOWLUK, Wplyw poziomu naprg¢zenia i wspédlczynnika amplitudy naprezenia na proces wibro-
pelzania
BinsAnne ypoBHA HANpsOKEHHsT M KO3(DGHLMEHTa aMILTUTYAbl HANPsKEHMS Ha MpoLecc
TIOJI3YUECTH
The effect of stress level and the stress amplitude coefficient on the process of vibrational creep

A. JakowLUK, Wplyw czestotliwo$ci wibracji na proces wibropelzania
BnusiHMe 4acTOTBI BHOpalMM HAa NPOLECC BUOPOMON3YdeCcTH
The effect of vibration frequency on the vibrational creep process
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KOMUNIKAT

Zarzad Oddrialu Poznanskiego PTMTIS zamicrza zorganizowaé w drugiej polowic pazdzier-
nika 1970 r. sympozjum dotyczgce nast¢pujacej problematyki:

1. Drgania nielintowe ukladow dyskretnych i ciaglych

2. Stateczno$é ruchu

3. Mctody optymalizacji

4. Proccsy stochastyczne

5. Modelowanie maszyn i proceséOw ukladami dyskretnymi

Zgloszenia referatdéw wraz ze streszczeniami (okolo 2 strony maszynopisu) nalezy nadsyla¢
pod adresem:

Polskie Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej
Oddzial w Poznaniu, Poznan, ul. Strzelecka 11

do 3! marca 1970 r. Czas przewidziany na wygloszenie referatu — 20 min.

Przewodniczqcy Komiiteru Organizacyjnego
(—) Prof. dr E. Karaskiewicz






W tomie 8, zeszyt 1 ukazg si¢ nastepujgce prace:

G.N. SawiN, A.N. Guz, A.S. KosMopAMIANSKI, Zagadnienia mechaniki o§rodk6éw ciaglych
dla obszaré6w niekanonicznych (przeglad prac radzieckich)
3amaur MEXaHHKH CIUIOLIHBIX Cpefl AJIA HeKaHOHHUYecKuXx obnacteit (O630p COBETCHMX
craTeit)
Problems of mechanics of continuous media for non-canonical regions (survey of Soviet
papers)

A. LITEwKA, Modelowanie plaskich sprg¢zysto-plastycznych zagadnien metoda fotoplastycznodci
MopempoBaHue IJIOCKMX YNPYTO-NJIACTHYECKHX 3afay MeTOAOM (OTOIUIACTHYHOCT M
The modeling of the plane elasto-plastic problems by means of the photoplastic method

W. Tomczak, L. BuLzaAk-MROZOWSKA, Wyznaczenie pola temperatury i pola strumienia cieplnego
w przegrodzie wielowarstwowej przy harmonicznie zmiennym przeplywie ciepla
OlpesiesieHHe TEMIIEPATYPHOTO IOJIA M MOJISA TENJIOBOTO B MHOLOCTIOMHON CTE€HKe MPH MU3-
MEHSIOIIEHiCA N0 TAPMOHMUECKOMY 3aKOHY TEIIOBOM ITOTOK €
Determination of the temperature and heat flux field in a multilayer diaphragm at harmonic
heat flow

S. KaLisk1, O przyblizonym integralnym oszacowaniu kumulacji plazmy poddanej dziataniu kon-
centrycznego impulsu ci$nienia
AHann3 OJHOIO KJIacca HEeJHHEHHOH CHCTEMBI CO CIy4aliHbIM BO3MYILIECHHEM
On an approximate, integral determination of cumulation of the plasma under the action
of the concentric pressure impulse

W. GaAwRONsKI, Analiza pewnego ukladu nieliniowego przy wymuszeniu stochastycznym
AHaNMH3 OJHOTO KJIACCA HEeJIMHEMHOH CHUCTEMBI CO CITyyaHHBIM BO3MYILIEHHEM
Analysis of one class nonlinear system to stochastic excitation

S. Borkowskl, Naprezenia kontaktowe w pélplaszczyZnie sprezystej o wzmocnionym brzegu
KoHTaKTHBIE HAMpPSYKEHUS B YNPYTOH IMOJIYMIIOCKOCTH C NOAKPEIUICHHBIM Kpaem
Contact stresses in elastic half-plane with stiffened boundary

Z.J. PiekarskI, G. SzefFer, O pewnym przypadku pelzania p6iplaszczyzny z nieciaglymi warunkami
brzegowymi
OG6 ogHOM CNyyae MOJI3yUeCTH MMOJIS IVIOCKOCTH € Pa3spbIBHbIMM KpAaeBBIMH YCIOBHAMHK
On a certain case of creep of a helf-plane with discontinuous boundary conditions

J. KLeraczko, Uogblnione warunki stateczno§ci w probie rozciggania
OGob1eHHe YCJIOBHS YCTOMYMBOCTH NIPH MCIBITAHHSTX HA PacTAYKEHHE
Discussion of the generalized conditions for stability in the tension test
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Cena zi 30.—

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Mechaniki -,

‘Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje sie poczynajac od 1 stycznia 1967 r. jako kwartalnik. Zeszyty =« = .

‘z lat poprzednich moina nabywaé w sekretariacie Zarzqdu Gléwnego PTMTS .( Warszawa, Palac
Kultury i Nauki, pietro 17, poudj 1724)

Mech. Teor., T. 7, z. 4, s. 385—532, Warszawa 1969, Indeks. 36712
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