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PRZEGLAD PRAC DOTYCZACYCH NAPREZEN TERMICZNYCH
W CIALACH STALYCH (LATA 1965-1967)

SzczepAN BORKOWSKI (GLIWICE)
1. Wstep

Przedstawiony tutaj przeglad prac dotyczacych wyznaczania p6l odksztalceri i naprg-
zen, ktore zostaly wywolane polami termicznymi, odnosi si¢ do publikacji jakie uka-
zaly sie w latach 1965-1967. Niniejsze zestawienie obejmuje tematyke nalezaca do me-
chaniki o$rodka ciaglego stalego. ’

Przeglad prac wezesniejszych jest wystarczajaco oméwiony w monografiach: B. A. Bo-
LEYA, J. H. WEINERA [16, 300], B. E. GaTEwooDA [64, 318], E. MELANA, H. PARKUSA
[167, 408], W. NOWACKIEGO [186, 200], H. PARKUSA [216, 423] oraz pracy zbiorowej pod
redakcja 1. I. GOLDENBLATA [319]. Z tym tematem wia2q si¢ rowniez prace przegladowe
W. NowAackieGo [193], odnoszace si¢ do sprzgzonych zagadnief dynamicznych, i G. A. KiL-
CZYNSKIE) [365], po$wiecone procesom falowym w o$rodkach termosprezystych. O kie-
runkach rozwojowych, migdzy innymi i termosprezystosci, traktuje praca W. NOWACKIE-
Go [203]. '

Oméwione tutaj prace odnosza si¢ do osrodkéw sprezystych, plastycznych, lepkich
itp.; reprezentuja tez obszerna tematyke, ktéra znalazta odbicie w publikacjach przede
wszystkim typu naukowego; niemniej jednak, w niniejszy przeglad wlaczono réwniez
i prace dotyczace zagadnien stosowanych. W ten sposéb otrzymany przeglad obejmuje
bardzo obszerny zbidr zagadnien, zaréwno teoretycznych, jak i o wyraznie praktycznych
zastosowaniach.

Podzial na problemy jest nast¢pujacy: najpierw omawiamy prace dotyczace ogdlnych
zagadnien teoretycznych, po czym problemy zwiazane z przestrzenia i pdlprzestrzenia;
dalej — zagadnienia wiazace si¢ z oSrodkami uksztaltowanymi jako elementy gruboscien-
ne, nastgpnie — obszerna dziedzing dotyczaca powlok cienkosciennych, w dalszej ko-
lejno$ci — zagadnienia odnoszace si¢ do tarcz i plyt, a wreszcie najmniej liczna grupg
prac dotyczaca problematyki pretowej.

Prace oznaczone w wykazie literatury gwiazdka nie byly przez autora przegladane,
a informacje o nich podano w oparciu o czasopisma przegiadowe.

2. Zagadnienia ogélne

W pracy M. BeN-AMozA [14] zostala sformulowana zasada wariacyjna sprzg¢Zonej
termosprezystosci. B. A. BOLEY [17] zajmuje si¢ zagadnieniem szacowania bledéw przy
aproksymacji pél temperatur i napr¢zen. L. BRUN [21] zajmowal si¢ analogia wzoru
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Clapeyrona w dynamicznej termosprezystosci. C. L. CHOw, R. A. HoyLE [33], stosujac
metod¢ rdéznic skonczonych, podali rozwigzanie osiowo-symetrycznych zadan termo-
sprezystosci. Opracowang metode zastosowano do obliczenia napregZzen termicznych w wir-
niku turbiny. J. L. ERICKSEN [51], wychodzac z nieréwnosci Clausiusa—Duhema, roz-
patrzy! réwnania nieliniowej termosprezystosci i wykazal, Ze znane kryterium statecznosci
sprezystej moze byé otrzymane z rozwigzania termo-kinetycznego. A. C. ERINGEN [52]
rozwingl metodg, formalng i aksjomatyczng, budowy réwnan zagadnienia termospre-
zysto$ci w mechanice o$rodka cigglego. Przedstawiona teoria obejmuje i uogdlnia wczes-
niejsze teorie, a w szczegdlnosci teorie osSrodkow prostych i cieczy. Szczegétowo zbadano
klase nieprostych cieczy lepkich. J. D. HovANesiaN, H. C. KowaLsk1 [86], wychodzac
z réwnan quasi-statycznego zagadnienia termospr¢zystosci, ustalili podobienstwo dla
przestrzennych 1 plaskich stanéw; podobne rozwazania przeprowadzili tez dla réwnania
przewodnictwa ciepta uwzglgdniajac w tym ostatnim czlon odnoszacy si¢ do zrddet ciepta.
J. IoNAczak, W. Nowacki [100, 101] otrzymali przedstawienie podstawowych funkcji
termosprezysto$ci w postaci calek powierzchniowych. Otrzymane rozwiazanie wykorzysta-
no przy wprowadzaniu ogdlnych potencjaléw termosprezystosci dla warstwy pojedynczej
i podwdjnej. W pracy podano tez réwnania catkowe osobliwe dla spotykanych zagadnief
brzegowych. V. IoNescu [102], postugujac si¢ potencjalami termosprezystosci, podata
uogélniong analogi¢ twierdzenia Castigliano. Wprowadzajac funkcje dysypacji tempera-
tury i stosujac jeden z potencjaléw termosprezystosci, sformulowala ona zasad¢ waria-
cyjna quasi-statycznej sprzezonej termosprezystosci. L. JENTSCH [108] sformutowatl dla
réwnan przemieszczeniowych termosprezystosci, w o§rodkach podobszarami jednorod-
nych, pierwsze i drugie zadanie brzegowe. J. MINARDI [170] okreslit wptyw zmiany wspot-
czynnika rozszerzalnosci cieplnej na pole naprezen termicznych. M. V. MOUTFORT [174]
wykazal, ze przy uzyciu — zamiast funkcji temperatury — dwu innych funkcji, z ktérych
jedna jest nieznana, druga natomiast proporcjonalna do niezmiennika tensora naprg-
Zenia, istnieje mozliwo$¢ rozbicia sprzgzonych réwnan quasi-statycznego zagadnienia
na réwnania nie sprzezone, lecz ze sprz¢zonymi warunkami brzegowymi. W. NOWACKI
[192] podat zasad¢ wzajemnoéci dla sprzezonych pdl mechanicznych i termoelektrycznych,
dla o$rodka z krysztaléw piezoelektrycznych. W pracach [194, 195, 196, 418] podano
réwnania konstytutywne termosprezystosci dla oérodka Cosseratéw, zbudowane przy
uwzglednieniu termodynamiki proceséw nieodwracalnych. Przytoczono zasade wzajem-
noéci oraz twierdzenia o jednoznacznosci. Uwzgledniono takze sprzgzenie pdl odksztalcen
i temperatur. W pracy [198] podano niektére twierdzenia termosprezystosci dla drgan
harmonicznych oé$rodka ciagiego. Uogdlniono twierdzenia Helmholtza 1 Greena. Roz-
patrzono réwniez fale kuliste w nieskonczonym oS$rodku sprezystym. W pracy [199]
podano podstawowe réwnania rézniczkowe, sformutowanie zasady wariacyjnej i zasady
wzajemnosci dla dystorsyjnych zadan termosprezystosci. Praca [201] zawiera twierdzenia
odnoszace si¢ do niesymetrycznej termospreZystoéci, a w szczegélno$ci zawiera twier-
dzenie o minimum energii potencjalnej, twierdzenie o minimum energii uzupetniajacej
oraz uogdlnione twierdzenie Reissnera. W pracy [202] udowodniono twierdzenie o zu-
petnosci funkcji naprezef w sprzgzonej termosprezystoéci. Przeprowadzono dyskusje
- przejécia od probleméw sprzgzonej termosprezystoéci do tzw. technicznej teorii naprezen
termicznych. G. PaouLiNt [214], postugujac si¢ podstawowymi réwnaniami i zasadami
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termodynamiki, otrzymal ogdlne wyrazenia dla potencjatéw termodynamicznych i entropii
dla oSrodkdéw sprezystych izotropowych. A.I. SOLER, M. A. BRULL [244] rozwiazywali
sprzg¢zone zadania termosprezystosci stosujac metode perturbacji. E. S06s [245] omdwit
rol¢ funkcji naprezen w sprzezonej termosprezystosci. E. VARLEY, A. DAY [261] badali
rownowage faz sprezystego osrodka przy réwnomiernie rozloZzonej temperaturze i cisnie-
niu. J. WYRwINSKI [277] podal rozwiazanie réwnan termosprezystoéci dla osrodka Cos-
seratow. Okreslono pola przemieszczen i temperatur od wplywéw bedacych funkcjami
okresowo zmiennymi (harmonicznymi) czasu. W pracy [278] uogdlniono zasade Webera
na przypadek sprzezonej termosprezystosci. J. L. ZEMAN [282, 283] przedstawil stocha-
styczne podejScie do rozwigzywania liniowych zadan termosprezystosci 1 rdwnan prze-
wodnictwa cieplnego. S. W. ALEKSANDROWSKI [291] podal sposoby obliczania konstrukcji
zelbetowych z uwzglednieniem, miedzy innymi, wplywdw termicznych. B. A. BATUROW
[297], wykorzystujac sposéb Samarskiego (ekonomiczny schemat réznicowy), przedstawit
algorytm rozwiazania rdznicowego niektorych problemdéw brzegowych termosprezystosci.
S. G. WINOKUROW [314], stosujac rozdzielenie tensora napreZenia na sum¢ dwu tensoréw
(jeden zwiazany z prawem Hooke'a, drugi — z «obciazeniem cieplnym») otrzymal roz-
bicie energii na analogiczne dwa skladniki. Formutujac konfcowe réwnania termospre-
zystodci, wykorzystano réwnania wariacyjne Lagrange’a i Castigliano. W. I. DANILOW-
SKkA, I. P. FRENKINA [333] podaly algorytm (na maszyn¢ cyfrowa) rozwigzujacy problem
wyznaczania pola naprezen dla podanego pola temperatur. Przy rozwiazywaniu zadania
stosowano metode Filonienki-Borodicza. N. S. MozZArROwSKI, A. A. JUSZCZENKO [412]
badali wplyw czasu na wielko$¢ residualnych naprezen przy nagrzewaniu oraz przy zmien-
nych warunkach termicznych.

P. Cuabwick, B. POwDRILL [24] rozwingli ogdlna teori¢ powierzchni nieciaglo$ci
w rozwigzaniach réwnan liniowej sprzezonej termosprgzystosci. Rozpatrzone rodzaje
nieciaglych fal termosprezystych w zaleznosci od rzedu powierzchni nieciagto$ci, w polu
przemieszczen i temperatur: fala staba (silna) —rzad > 2 (rzad 0 lub 1). S. KALISKI
[115, 116] wyprowadzit réwnania falowe termosprezystosci przy uwzglednieniu nowych
rownan falowych przewodnictwa ciepta. W tych ostatnich uwzgledniono skonczone pred-
kosci propagacji zaburzen sprezysto-termicznych. C. M. PURUSHOTHAMA [222] rozpatrywal
plaskie fale magneto-termosprezyste. Rozwiazanie zadania podano dla o§rodkéw posiada-
jacych przewodno§¢ elektryczna, przy uwzglednieniu wplywéw pola magnetycznego
i temperatury. P. M. ZoLOTAROW [342] wyprowadzil réwnania falowe dla oérodkéw po-
rowatych przy uwzglednieniu wplywdéw termicznych. N. A. KiLczewskl, E. A. BRUSIEN-
COWA [362] podali uogdlnione réwnania przewodnictwa ciepla dla osrodka ciaglego
z dyslokacjami. Otrzymano réwnanie typu hiperbolicznego, co pozwala wprowadzié
okresdlenie falowego rozchodzenia si¢ pola temperatur.

L. DraGos [42, 43] podal réwnania magneto-termosprezystoéci i przedstawil ich
rozwigzanie za pomoca potencjatéw. S. KALiski [114] podal réwnania opisujace model
ofrodka ciaglego przy uwzglednieniu efektéw cieplnych i magneto-elektrycznych. Uwzgled-
niono tez uogdlnione prawo przewodnictwa cieplnego, co pozwala na bardziej realne
rozpatrywanie rozprzestrzeniania si¢ ciepta (propagacja fal ze skonczona pregdkoscia).
W pracy [117], z ukladu réwnan magneto-termosprezystoéci typu hiperbolicznego, wy-
prowadzono zasad¢ wzajemno$ci, a w [118] analogiczna zasad¢ podano dla zagadnien
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termo-piezoelektrycznych. S. KALiski, W. Nowackr [119, 120] sformutowali zasade
wzajemnosci dla oSrodka magneto-termosprezystego, a w [121] podali te zasade dla prze-
wodnikéw anizotropowych. S. Levoni [145] sformulowal zasad¢ jednoznacznosci dla
réwnan opisujacych drgania magneto-termosprezyste, a w [146] podat zasade wzajemnosci
dla o$rodkow znajdujacych si¢ w polu termicznym i elektromagnetycznym. W tej ostatniej
pracy otrzymano catkowe sprzezenie dwu stanéw termodynamicznych o$rodka, ktdre
ujmuje sity zewnetrzne, pole termiczne, wspotrzedne tensora Maxwella i wektora Poin-
tinga, a takze poczatkowe wartosci wektora przemieszczen, predkosci i strumienia elektro-
magnetycznego energii pola. W. Nowack1 [188] zajal sie zagadnieniem liniowej sprze-
zonej magneto-termosprezystosci; podal tez zasady energetyczne i twierdzenia o jedno-
znaczno$ci rozwigzan. Osrodek rozpatrzono jako sprezysty, bedacy pod wplywem pola
magnetycznego, o skonczonej przewodnosci elektrycznej. Uwzgledniono sprzezenie ze
soba pola przemieszczen, temperatury i pola elektromechanicznego. W [189] rozpatrzono
zagadnienie liniowej sprzgzonej magneto-termosprezystosci oraz podano zasade wariacyjna
dla takich o$rodkéw. W {190, 417] analizowano zagadnienie propagacji plaskich fal
w nieograniczonym osrodku wywotanych dziataniem sit masowych i zrédet ciepta. Osro-
dek znajduje si¢ tez w stalym polu magnetycznym. J. I. BURAK [309] podal réwnania réz-
niczkowe oSrodka sprezystego przewodzacego elektryczno$é. Przyjeto, ze energia swobodna
jest.kwadratowa funkcja temperatury, potencjalu elektrostatycznego i tensora odksztal-
cenia. Zatozono tez, ze strumien cieplny i elektryczny sa funkcjami liniowymi gradientow
temperatury i potencjatu elektrycznego.

D. IesaN [97] analizowal niejednorodny ofrodek anizotropowy z uwagi na przyjete
niestacjonarne zadanie termosprezysto$ci. Podano uklady rownan wraz ze sformulowaniem
podstawowych oraz mieszanych zagadnien brzegowych dla problemu sprz¢zonego. W pra-
cy [99] podano rédwnania dla o§rodka z naprezeniami momentowymi przy zatoZzonej jedno-
rodnosci i anizotropii. Podano twierdzenie o wzajemnoéci, z ktérego otrzymano twierdze-
nie Somigliano. Sformutowano zagadnienie wariacyjne. A. M. MESSNER, D. R. SCHLIESS-
MANN [168] zajmowali si¢ zagadnieniami niestacjonarnych naprezen termicznych w ziarnach
stalego paliwa rakietowego. C. WoZNiak [271] podal réwnania termosprezystosci dla
oSrodkdow z mikrostruktura, a w [272] dla o$rodka charakteryzujacego si¢ szeScioma
lokalnymi stopniami swobody. W pracy [274] analizowano, w zakresie duzych od-
ksztalcen i przy uwzglednieniu linearyzacji rownan, zagadnienia termospr¢zystosci dla
ofrodkéw z mikrostruktura. W [275] rozpatrzono szczegdlny przypadek oérodka z mikro-
struktura, tj. ofrodka nieprostego (ze wzgledéw mechanicznych i termicznych). W pracy
{276] analizowano zadanie termosprezysto$ci dla oérodka z przestrzenna dyspersja i we-
wnetrznymi stopniami swobody, uogdlniajac je na przypadek zjawisk nieizotermicznych
teori¢ modelu ofrodka podanego w pracach Nolla, Mindlina, Greena i Rivlina.
L. P. CHOROSZUN [485] rozpatrywal oérodek sprezysty zbrojony losowo rozioZzonymi ele-
mentami o zadanych wilasno$ciach termospre¢zystych. Rozpatrzono o$rodki warstwowe,
jednokierunkowe, widkniste i ziarniste. W. M. LEwIN [395] badal odksztalcenia termiczne
o$rodkéw niejednorodnych, bedacych potaczeniem dyskretnym ofrodkéw jednorodnych
izotropowych i sprezystych. Zakladano przy tym, ze kazda taka faza jednorodna jest na
tyle duza, iz moze byé rozpatrywana jako ofrodek ciagly. W.S. PAwLINA [420] zajeta
sic wplywem dyfuzji na naprezenia termiczne ofrodka w obszarze wyciecia walcowego.
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J. S. PopsTRIGACZ [430] podal uogdlnienie zagadnienia o rozkladzie pdl temperatur
i napreZzen dla ofrodkéw zawierajacych wtracenia zioZzone z innych o$rodkdw.

A.D. FINE [54] podal réwnania sprz¢Zzonej teorii termoplastycznodci wraz z warun-
kami na powierzchni nieciagloéci, to jest powierzchni oddzielajacej obszary sprezyste
od obszaréw plastycznych. Wykazano, ze warunki na powierzchni niecigglosci maja
taka postaé, jak i na powierzchni czota fali plastycznej. Autorzy pracy [292] analizowali
osiowo-symetryczne zagadnienia termiczne w teorii spr¢Zystosci, plastycznosci i pelza-
nia. Podali tez uniwersalny program na maszyn¢ cyfrowa, ktéry umozliwia wyznaczenie
pol naprezen dla cylindréw, dyskow, pierscieni 1 powlok walcowych. D. A. HOCHFELD
[324] uogdlnit kinetyczne twierdzenie Koitera na przypadek cyklicznie dzialajacych,
niestacjonarnych pdl temperatur w osrodkach sprezysto-plastycznych. W pracy [325]
zajeto si¢ problemem adaptacji ofrodkéw nieréwnomiernie nagrzewanych. W charakterze
przykladu rozpatrzono zagadnienie plyty kotowej utwierdzonej na brzegu i poddanej
obcigZeniu oraz polu temperatur. S. D. Kiaczko [370] podat przeglad prac po§wigco-
nych analogii mi¢dzy zadaniami termosprezystoéci i termoplastyczno$ci a problemami
w ofrodkach nienagrzewanych. J. N. SzewcCzeNko [497] udowodnil dwa twierdzenia
o odciazaniu w teorii matych odksztalcen sprezysto-plastycznych przy uwzglednieniu
nierdwnomiernego ogrzania, W rozwazaniach tych uwzgledniono zaleZnoéé wiasnoéci
sprezystych od temperatury. W pracy [498], w oparciu o postulat plastycznosci 1ljuszyna
i przy uwzglednieniu zalezno$ci wlasnosci fizycznych od temperatury i deformacji plastycz-
nej, otrzymano uogdlnione stowarzyszone prawo plyniecia. Prawo to jest shuszne dla
przypadku nieizotermicznego obciazenia i dla modelu o§rodka ze wzmocnieniem. W pracy
[499], wychodzac z teorii maltych odksztalcen sprezysto-plastycznych, warunkdéw ciaglosci
i réwnan przewodnictwa ciepla, otrzymano (dla sformulowanych warunkdéw poczatko-
wych i brzegowych) zamknigty uktad réwnan wyj$ciowych pozwalajacy analizowa¢ histori¢
obcigZenia ofrodka — przy nieréwnomiernym nagrzewaniu.

H. H. HiLron, S. B. DoNG [84] podali analogi¢ sprezysto-lepkosprezysta dla ani-
zotropowej liniowej termo-lepkosprezysto$ci. A. JOHANSHAHI [110] badal pole naprezen
w liniowym ofrodku lepkosprezystym, ktére zostalo wywotane wolno przemieszczajacym
sic polem temperatur o stalej predkosci. E. H. Leg, T. G. RoGERs [143] badali rozkiad
naprezen residualnych w oérodku termo-lepkosprezystym o symetrii kulistej. H. PARKUS
[217], wychodzac z zaleznoéci energetycznych, analizowal liniowe réwnania stanu opisu-
jace pole naprezen termicznych w ofrodku lepkosprezystym, ktérego wlasnosci reologicz-
ne s3 funkcjami temperatury. G. A. WAN Fo Fy [312] rozpatrywal mozliwo$¢ zastosowania .
réwnan anizotropowej termo-lepkosprezystoéci do analizy pracy konstrukeji wykonanych
z mas plastycznych. A. A. ILiuszyN, P. M. OcGiBaLow [347] przeprowadzili krytyczna
analiz¢ prac odnoszacych si¢ do analogii czasowo-termicznej przy wzigciu pod uwage
mozliwosci zastosowania jej do zagadnien wytrzymatoéci na dlugotrwale obciaZenie.
L. M. KaczaNow [359] analizuje zagadnienie pelzania w przypadku, gdy pole temperatur
jest funkcja okresowo zmienng. M. A. KoLtTunow [381] zajmowat si¢ nieliniowa termo-
lepkosprezystoscia. A. M. SKUDRA, W. M. ANTANS [461] podali reologiczne réwnania
stanu dla oérodka termo-lepkosprezystego zbrojonego materiatem o wlasnosciach lepko-
sprezystych. £.P. CHORoszUN [486] rozpatrywal reologiczne wiasnoSci o$rodkdéw ze
stochastycznie rozlozonymi niejednorodnoéciami. W pracy przyjeto zalezno$é miedzy
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lokalnymi napr¢zeniami a odksztatceniami, jak dla osrodka sprezysto-lepkiego bedacego
elementem strukturalnym o$rodka globalnego przy statystycznie roztozonych niejedno-
rodnosciach. Zalezno$¢ ta ma posta¢ prawa Boltzmanna-Volterry, w ktérym wystepujace
jadra zawieraja funkcje wspotrzgdnych stochastycznych. A. 1. CzupNowsx1 [490], w oparciu
o ogdblne zasady termodynamiki proceséw nieodwracalnych, wyprowadzit zwiazki miedzy
naprezeniami a odksztatceniami dla odrodka termo-lepkosprezystego.

D. Iesan [98] zajmowal si¢ nieliniowa termosprezystoscia. K. A. V. PANDALAL, A. PATEL
SHARAD [212] analizowali napre¢zenia termiczne w o$rodku niesprezystym wykorzystujac
uogdlnione zwiazki Ramberga-Osgooda. Szczegétowo badano cylinder i kulista powloke
gruboscienna. Ofrodki te poddane byly dzialaniu ci$nienia wewngtrznego i zewngtrznego
oraz dzialaniu pola temperatur. N. W. WAaSILENKO [313] wypiowadzit réwnania nieliniowe;j
termosprezystosci.

J. Krepaczko [130] analizowal potggowa postaé mechanicznego rdéwnania stanu
przy uwzglgdnieniu wptywow temperatury. Otrzymano podstawowe réwnanie za pomoca
analizy wynikéw do$wiadczalnych. Otrzymane réwnania dobrze opisuja pierwsze stadium
pelzania i relaksacji.

M. F. Mc CARrTHY [506] rozpatrywal propagacj¢ fal przyspieszen w osrodku spre-
zystym o doskonalej elektroprzewodnosci i skoriczonej przewodnoéci cieplnej. Podano
warunki propagacji tych fal oraz predko$¢ propagacji w dowolnym kierunku. Rozwia-
zanie przeprowadzono dla sprezystego oSrodka anizotropowego znajdujacego si¢ — przed
nadejéciem czota fali — w dowolnym stanie odksztalcenia i magnesowania. H. W. LorD,
Y. A. SHULMAN [515] zajmowali si¢ uogdlnieniem dynamicznej termosprezystosci. Zato-
zono, ze wektor strumienia cieplnego i temperatura zwigzane sa uogdlnionym prawem
Fouriera (uwzglednienie czasu relaksacji). Podano réwnania sprzg¢zone, a nastgpnie
przeprowadzono ich linearyzacj¢. Rozwiazano jednowymiarowe zadanie propagacji
fal dla potprzestrzeni. Stwierdzono, ze w rozwazonym przykladzie czolo fali termicznej
propaguje sie szybciej niz czoto fali sprezystej. Autorzy pracy [516] wyznaczali napr¢Zenia
termiczne w asfaltobetonie, ktéry stanowi pokrycie nawierzchni drogi. Stwierdzono, Ze
naprezenia termiczne (przy obniZeniu temperatury poniZej zera) przekraczaja znacznie
wytrzymato$é oérodka na rozrywanie, co powoduje powstanie charakterystycznych rys.
Zadanie rozwigzano w zakresie liniowej termo-lepkosprezystosci. Otrzymane rozwiaza-
nie teoretyczne potwierdzono badaniami do§wiadczalnymi. Autorzy pracy [524] podali
rozwiazanie zadania Cauchy’ego dla uktadu réwnan rézniczkowych termodyfuzji i dla
odksztalcalnych oérodkéw izotropowych. Wykazano jednoznaczno$¢ rozwiazania zagad-
nienia w klasie wybranych funkcji. T.J. ZAGOrskl, G. S. IWANIENKO [525] rozwigzali
zadanie Cauchy’ego dla réwnan przemieszczeniowych quasi-statycznego zadania termo-
sprezysto$ci. Wykazano istnienie i jednoznaczno$¢ otrzymanego rozwigzania.

3. Przestrzen i pélprzestrzen

J. R. BArBER, K. WRIGHT [11], wykorzystujac rozwigzania dla pola temperatur z punk-
towym Zrédlem ciepla, otrzymali pole przemieszczen brzegu péiprzestrzeni. N. Fox [56]
wyznaczy! pole naprezen w péiprzestrzeni wywolane liniowo roziozonym Zrédiem ciepta,
ktére porusza si¢ na brzegu pétprzestrzeni. A. GALKA [60] otrzymal funkcje Greena dla
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temperatury w nieograniczonej przestrzeni termospre¢zystej dla zagadnien tréj- i dwu-
wymiarowych. Zadanie rozwiazano dla problemu sprz¢Zonego. W pracy [61] wyznaczono
rozktad temperatury i pole przemieszczen dla przestrzeni termosprezystej, wywolane
nieokresowym dzialaniem punktowego Zrodia ciepta, a w [62] podano przyblizone roz-
wiazanie plaskiego zadania w nieograniczonej przestrzeni dla wplywéw podobnych, jak
w [61]. Z. ). HoLy [88] rozpatruje pole temperatur i napr¢zen w polprzestrzeni przy za-
tozeniu osiowo-symetrycznej powierzchni przejmowania ciepta. W pracy [89] analizuje si¢
osiowo-symetryczne zadanie dla przestrzeni pdinieskonczonej przy lokalnym wzbudzeniu
termicznym na powierzchni brzegowej. A. JAHANSHAHI [111] wyznaczyl quasi-statyczne
pole naprezen wywolane — stalym wewnatrz okrggu — poruszajacym si¢ polem tempera-
tur, ktdre zostaje zlokalizowane na brzegu pdiprzestrzeni. J. KowALEwsKI [138] wyznaczyt
funkcje wptywu dla przemieszczen i naprezen wywolanych polem temperatur. C. VAN
Mow, S. H. CHENG [175] wyznaczyli napreZenia cieplne w pélprzestrzeni sprezystej wy-
wolane ruchomym, dowolnie rozlozonym zZrédlem ciepta, przy zaloZeniu, Ze gradient
przeptywu ciepta w kierunku ruchu jest maly w pordwnaniu z gradientem w kierunku
poprzecznym. W. Nowacki [191] rozpatrywal zagadnienie rozchodzenia si¢ termospre-
zystych fal podtuznych w nieograniczonym osrodku, a w [187, 197], w ramach sprz¢-
zonego zadania termosprezystosci, rozpatrzono zagadnienie quasi-statyczne dla przestrzeni
przy uwzglednieniu dzialania sily skupionej i skupionego Zrédla ciepta. Podano wzory
okreslajace pole temperatur, pole przemieszczen oraz funkcj¢ Greena. H. REISMANN [236]
podal rozwiazanie zadania termospre¢zystosci dia przestrzeni w przypadku, gdy dzialaja
ruchome plaskie zrédla. E. Sods [246] wyznaczyl przedstawienie typu Galorkina dla
termosprezysto$ci sprzezonej przy zastosowaniu macierzy stowarzyszonych. W. E. WAR-
REN, J. A. WEESE [264] rozpatrzyli zagadnienie osiowo-symetrycznej deformacji przestrzeni
wywolanej polem temperatur. Rozpatrzono w szczegdlnoSci przestrzen z dwiema sy-
metrycznymi pustkami oraz polprzestrzen z wycigciem sferycznym. E. V. WILMS [268]
rozwiazal sposobem iteracyjnym niestacjonarne sprz¢zone zagadnienie termospr¢zystosci
dla przestrzeni z pustka kulista, wewnatrz ktérej przyloZono nagle stale ciénienie.
E. M. SzerTER [500] rozwiazal zagadnienie polegajace na okresleniu pola naprezen w prze-
strzeni spreZystej wywolanego dziataniem promieniowania i strumienia energii cieplnej.

E. DEuTSCH [39] badat rozklad naprezen termicznych w nieskonczonym oérodku za-
wierajacym szczeling w postaci walca kotowego. Y. K. MEHTA [165] podal rozkiad na-
prezen termicznych wokot szczeliny znajdujacej si¢ w pdinieskonczonym oérodku o izo-
tropii poprzecznej. N. M. Boropaczew [303] rozpatrzyl zagadnienie termosprezystosci
dla szczeliny w przypadku, gdy wewnatrz dziala ciénienie i okre§lone pole temperatur.
M. M. SIDLAR [450] rozwiazal plaskie zadanie polegajace na wyznaczeniu naprezen w nie-
skonczonej przestrzeni sprezystej ze szczeling walcowa w przypadku, gdy dzialaja dwa
skupione (zmienne okresowo w czasie) Zrédla ciepta.

Liu HsieN CHIH [147] rozpatrzyt zagadnienie kontaktowe, okre$lone przez wciskanie
walca w pélprzestrzen, przy zalozeniu réwnych temperatur walca i potprzestrzeni oraz
przyjeciu réwnolegloéci osi walca do brzegu pélprzestrzeni. Z. OLESIAK, J. SLIZEwICZ
[208] wyznaczyli pole naprezen i odksztalcen w polprzestrzeni sprezystej wywotane na-
grzaniem zamocowanej czeSci plaszczyzny brzegowej. Z. OLEsIAK [209] rozpatruje zagad-
nienie kontaktowe termosprezystosci dla polprzestrzeni sprezystej w przypadku, gdy na
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brzegu potprzestrzeni (na powierzchni stykowej) zadana jest temperatura, a na pozostalej
czgSci temperatura jest rowna zeru. W pracy [210] rozpatrzono zadanie kontaktowe
i zagadnienie szczeliny przy uwzglednieniu wplywéw fermicznych. I. D. KieL [361] wy-
znaczyl pole naprezen w polprzestrzeni sprezystej wywolane kontaktem brzegowym
z osrodkiem, ktérego temperatura jest okreslong funkcja przy zalozonej wymianie ciepta
zgodnej z prawem Newtona. A. M. SIMONJAN [455] rozpatrzyl zagadnienie kontaktowe
dla dwu os$rodkow ortotropowych znajdujacych sie w strumieniu cieplnym, przy zato-
Zeniu wyst¢powania kilku obszaréw styku. Zadanie rozwiazano przyjmujac plaski stan
odksztalcenia. W pracy [456] badano nacisk w obszarze styku dwu $ciskanych osiowo-
symetrycznych osrodkow o izotropii poprzecznej, znajdujacych si¢ w osiowo-symetrycz-
nym polu temperatur. A. F. CHRUSTALEW [487] rozwigzal zadanie kontaktowe dla pol-
przestrzeni, w ktdra wciskany jest stempel o dowolnym przekroju poprzecznym i posiadaja-
cy stala temperature.

Liv Hsien CHIH [149] podal rozwigzanie plaskiego zadania termosprezysto$ci dla
polprzestrzeni, ktora zawiera wtracenia w postaci graniastostupa o podstawie prosto-
katnej przy zalozonych réznych wspolczynnikach rozszerzalnosci liniowej. J. S. PODSTRI-
Gacz, 1. W. Garwas’' [431] rozpatrzyli zagadnienie termospr¢zyste dla nieograniczonej
sfery. z wtraceniem walcowym.

KoBajasul AKIRA [133] rozpatrzyl jednowymiarowe dynamiczne zagadnienie termo-
sprezystoséci dla potprzestrzeni, ktérej powierzchnia brzegowa przemieszcza si¢ na skutek
ablacji ze stala predkos$cia. W pracy [134] rozpatrywano zagadnienia termosprezyste
dla uktadu gaz—oSrodek staly, wynikajace z uprzedniego naglego ogrzania brzegu pot-
przestrzeni ofrodka statego do temperatury przewyzszajacej temperatur¢ sublimacji
osrodka drugiego. H. MULLER, K. STARK [176] rozpatrywali plaskie fale termosprezyste
w nieskonczonym osrodku. M. MURTHY, GOPALA KRISHNA [178] rozpatrywali zagadnie-
nia dynamiczne dla poiprzestrzeni traktujac problem jednowymiarowo. Rozpatrzono
tez oérodek termo-lepkosprezysty. D.V. SINGH [243] rozpatrywal udarowe nagrzanie
poétprzestrzeni sprezystej w wyniku naglego pojawienia sie strumienia ciepta skierowanego
na brzeg tej pdlprzestrzeni. Y. Tsur [255] rozwiazal dynamiczne zagadnienie termospre-
zystoéci dla polprzestrzeni o temperaturze brzegu stalej w skonczonych przedziatach
czasu. Otrzymane rozwigzanie poréwnano z wynikami uzyskanymi przez W. J. Dani-
fowska. W. Nowackr [191] podatl funkcj¢ Greena w zamknigtej postaci dla nieskonczo-
nego ofrodka sprezystego w przypadku, gdy dzialaja sily skupione i Zrédia ciepta. Zada-
nie rozwiazano dla zagadnienia quasi-statycznego. E. ZIEGLER [285] rozpatrywal propa-
gacje fal plaskich w pélprzestrzeni przy wzbudzaniu stochastycznym, z uwzglednieniem
zwiazku pola przemieszczen i temperatur. E. B. Porow [439] rozpatrywal sprzezone dy-
namiczne zagadnienie termosprezystoéei dla pdtprzestrzeni przy uwzglednieniu skonczonej
predkosci rozprzestrzeniania si¢ ciepla i przy zaloZeniu, Zze temperatura jest skoriczong
i okre$lona funkcja czasu, a brzeg jest nieobciaZzony.

D. IEsAN [96] rozpatrywal dwuwymiarowe zagadnienie termosprezystoéci dla oérodka
anizotropowego.

W. K. Nowack1 [204, 205] badal udary cieplne na brzegu spre¢zysto-lepkoplastycznej
pOlprzestrzeni. Rozwiazal tez zagadnienie propagacji fal w polprzestrzeni spre¢zysto-
lepkoplastycznej dla udaréw termicznych przy zalozeniu skonczonej predkosci zmian na
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brzegu. W pracy [206] podano rozwigzanie zadania o udarze termicznym na powierzchni
sferycznej pustki w ofrodku sprezysto-lepkoplastycznym. W. K. NowAcx1, B. RANIECKI
[207] rozpatrzyli przypadek propagacji fal termosprezystych ze szczegélnym uwzgled-
nieniem rozwiazania dla pdlprzestrzeni i plyty nieskonczonej spoczywajacej na podiozu
sprezystym. B. RANIECKI [225] rozpatrywal quasi-statyczne zagadnienie termoplastycznoéci
dla ofrodka z wycigciem sferycznym, w ktérym zadana jest temperatura zmienna w czasie,
W pracy [226] rozpatrzono zagadnienie udaru termicznego dla przestrzeni z pustka ku-
lista i dla o$rodka termoplastycznego. J. STEFANIAK [247, 248] rozpatrywal propagacje
fal w nieskoficzconym ofrodku sprezysto-lepkim wywotang dzialaniem plaskiego Zrédia
ciepla, ktdrego nate¢Zenie jest funkcja okresowo zmienna w czasie.

A.D. FiNe, H. KrAus [511] przedstawili rozwigzanie dynamicznych probleméw
termoplastycznosci dla zagadnien niesprzezonych. Szczegélowe rozwigzanie podano dla
polprzestrzeni. W. WARREN, J. A. WEsE [520] wyznaczyli pole napreZenn termicznych
dla przestrzeni zawierajacej dwie pustki kuliste znajdujace si¢ w dowolnej odlegloéci.
Praca ta jest kontynuacja rozwazan podanych w [264]. D. F. LAazuTkIN [530], wyko-
rzystujac twierdzenie Bettiego, rozpatrzyt zagadnienie liniowej termosprezystoéci w ujeciu
quasi-statycznym i otrzymatl rozwiazanie zagadnienia dla przestrzeni przy uwzglednieniu
sit skupionych lub skupionych Zrddet ciepla.

4. Ustroje grubo$cienne

W. ALBRECHT [2] analizowal pole niestacjonarnych naprg¢zen termicznych w cylindrze,
w ktérym powierzchnia zewngtrzna jest izolowana, a na wewnetrznej zachodzi wymiana
ciepta przez konwekcje. ATsuMi AKIRA [5] podal rozwiazanie dla cylindra z wycigciem
sferycznym w przypadku, gdy wewnatrz przeplywa stacjonarny strumieri cieplny po-
siadajacy staly gradient temperatury. H. BUTKIEWICZJUS [22] podal rozwiazanie niestacjo-
narnego zadania termosprezystoéci dla nieskoficzonego cylindra przy zatoZeniu, ze wy-
miana ciepla z otaczajacym osérodkiem zewngtrznym i wewnetrznym zachodzi zgodnie
z prawem Newtona. CHALTOPADHYAY NETAI CHAND [23] badal napr¢Zenia termiczne w cy-
lindrze, bedacym w kontakcie z gladkimi sztywnymi plytami w przypadku, gdy zadane
jest pole temperatur na powierzchniach walcowych. CHANDRA BAGHI MADHAB [25] roz-
wiazal zagadnienie, polegajace na wyznaczeniu naprezen termicznych w dhugim cylindrze
anizotropowym nagrzewanym promieniowaniem gamma. W pracy [26] rozpatrzono
stan napreZen pojawiajacy sie¢ w sprezystym stozku poinieskoniczonym w przypadku,
gdy jadro termosprezystej deformacji znajduje si¢ w osi stozka. Praca [27] dotyczy naprezen
termicznych wystgpujacych w dlugim cylindrze, a wywolanych ogrzaniem zewnetrznej
powierzchni do stalej temperatury przez kontakt z rozgrzanym pierécieniem. W pracy
[28] rozpatrzono stan naprgzen termicznych wystepujacych w cylindrze znajdujacym sig
w kontakcie z gladkimi izolowanymi i sztywnymi plytami. Cylinder posiada skonczona
dlugo$é, a temperatura na jego powierzchniach walcowych jest zadana. K. CHANDRA-
SHEKHARA [29] wyznaczy! naprezenia termiczne dla skonczonego cylindra wywotane osiowo-
symetrycznym polem temperatur. D. DELGAO, J. Jost [38] rozpatrzyli zagadnienie osiowo-
symetryczne termosprezystosci dla cylindra i dla warunkéw brzegowych pierwszego
i drugiego rodzaju. A.F. EMERY [47] rozpatruje diugi cylinder poddany dzialaniu nie-

’
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stacjonarnego pola temperatur. Przyjeto réwniez, ze jedna z powierzchni cylindra posiada
stalg temperature, a na drugiej nastepuje wymiana ciepta wedtug prawa Newtona. Zalo-
zono tez, ze w cylindrze istnieja dwuwymiarowe szczeliny, poloZone na zewngtrznej lub
wewnetrznej powierzchni. R. A. GeLLATLY, P. P. BuraarD, R. M. GALLAGHAR [66]
analizowali napreZenia termiczne 1 zagadnienie termostatecznosci tréjwarstwowego
cylindra, sztywno zamocowanego na podporach. D. S. GrIFFIN, R. B. KELLOG [72] zasto-
sowali metode réznic skonczonych dla zadan termosprezystych (plaskich i osiowo-sy-
metrycznych) wraz z podaniem algorytmu na maszyne cyfrowa. Podano liczbowe wyniki
dla koncentracji naprezen w obszarze przejécia rury grubo$ciennej o wigkszej $rednicy
zewnetrznej na $rednicg mniejsza. I. GRINDEI [73] analizowal osiowo-symetryczne stany
naprezen termicznych wystepujace w walcach o skonczonej dlugosci przy izolowanych
brzegach plaskich. W pracy [74] rozpatrzono napre¢Zenia termiczne w cylindrze dla przy-
padku, gdy temperatura jest funkcja nieciagla na powierzchni walca. K. HERMANN [83]
podat rozwiazanie zagadnienia termosprezystoéci dla cylindra, przy temperaturze bedacej
funkcja przedziatami ciagla. HWwANG CHIN-TSUN, F. R. DEUT [94] rozpatrywali napreZenia
termiczne w cylindrze wywotane ochladzaniem jego powierzchni. Zadanie rozpatrzono
dla stanéw sprezystych i spreZysto-plastycznych. D. IESAN [95] wyznaczyt naprg¢zenia
termiczne w cylindrze skladajacym si¢ z dwu réZznych materialéw. K. T. IYENGAR SUN-
DARARAJA, K. CHANDRASHEKHARA [104, 106] wyznaczyli napre¢Zenia termiczne w cylindrze
o skoriczonej diugo$ci wywolane osiowo-symetrycznym polem temperatur zadanym na -
jednym z brzegéw cylindra. K. T. IYENGAR SUNDARARAJA [105] rozpatrywal napr¢zenia
termiczne w cylindrze o skonczonej dlugosci. Zalozono, ze na powierzchniach walco-
wych temperatura jest zalezna od wspéirzednej tworzacej te powierzchnig. Yu Dia Cry
[107] podal rozwiazanie niestacjonarnego zadania przewodnictwa ciepla dla cylindra
przy warunkach brzegowych zaleznych od czasu. Nast¢pnie wyznaczono pole naprg¢zen.
Kasuki Kapzuo [123] wyznaczyl rozktad temperatur, naprezen i odksztalcen (dla zadania
quasi-statycznego), wywolany zmiana temperatury w nieskonczenie diugim cylindrze,
znajdujacym si¢ w kontakcie z dwoma os$rodkami o réznych wspdiczynnikach przewod-
nictwa ciepla. KoipzuMa Takasi, TANIWAKI TiKARA [131] przedstawili analiz¢ niestacjo-
parnych naprezen termicznych w cylindrze, zanurzajacym si¢ w o$rodku o zerowej tem-
peraturze przy zaloZeniu, e cylinder posiada stala temperatur¢. KoOIDZUMA TAKASI,
NAKAHARA YTiRO [132] wyznaczyli naprezenia termiczne w cylindrze pod dziataniem
niestacjonarnego Zrédta ciepla znajdujacego si¢ na wewngtrznej powierzchni cylindra.
M. V. KorovcHiINskI [136] rozpatrywal plaskie quasi-statyczne zagadnienie termosprezys-
toSci przy uwzglednieniu wydzielania ciepta na powierzchni kontaktowej. Rozpatrzono
zagadnienie przesuwania si¢ jednego cylindra w drugim przy uwzglednieniu tarcia na
powierzchni kontaktowej. C. W. Lee [144] analizowal pole napr¢Zen termicznych w cy-
lindrze przy zaloZeniu istnienia osiowych gradientéw pola temperatur. C. K. Liu, C. H.
CHANG [153] okreélili dynamiczne napreZenia termiczne pojawiajace si¢ w nieskonficzenie
dhugim cylindrze, poddanym dziataniu wewnetrznego ci$nienia oraz osiowo-symetrycz-
nemu polu temperatur. R. LONGO [154] rozwiazat zadanie termosprezystoSci dla ani-
zotropowego cylindra. MAHALANABIS RANJIT KuMaR [161] analizuje zadania osiowo-
symetryczne o napreZeniach termicznych w nieskoficzonym cylindrze przy mieszanych
warunkach brzegowych na powierzchni zewngtrznej. P. MARTINOT [164] rozwiazat metoda
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graficzna zagadnienie termosprezystosci dla rurociagu grubosciennego. N. NAERLOVIC-
VELJIAKOVIC [182] rozpatrzyla zagadnienie naprezen termicznych w cylindrze dla nielinio-
wego modelu oSrodka przy zatoZonej réznicy temperatur powierzchni zewnetrznej i we-
wnetrznej cylindra. Autorzy pracy [185] wyznaczyli naprezenia termiczne dla dlugiego
walca przy zatozeniu stalych temperatur na jego powierzchniach. K. A. V. PANDALAI,
A. PATEL SHARAD [212] podali analiz¢ napreZen termicznych w o§rodku niesprezystym
przy szczegbélnym rozwiagzaniu dla cylindra i kuli, poddanych dziataniu ciénienia oraz
réznicy temperatur §cianki zewnetrznej i wewnetrznej. T. RozNowskl [232] badat nie-
stacjonarny rozktad temperatury w diugim cylindrze, ktérego potowa powierzchni bocznej
jest chwilowo nagrzana do stalej temperatury, po czym ogrzanie to przesuwa si¢ wzdiuz
osi cylindra ze stala predkoscia. W pracy [233] rozpatrzono przypadek nieustalonego
rozkladu temperatury w dtugim walcu, a w [234] badano quasi-statyczny osiowo-symetrycz-
ny problem termosprezystosci przy warunkach brzegowych zaleznych od czasu. P. D.
ScHwIEBERT [238] badal sprezysto-plastyczne odksztalcenia oraz petzanie dlugich cylindrow
dla oérodkéw ze wzmocnieniem poddanych zmiennej temperaturze lub obciaZeniom
mechanicznym. K. STIEPER, R. HOFFMANN [249] wyznaczyli napreZenia termiczne w cy-
lindrze w przypadku, gdy temperatura jest funkcja czasu — liniowa lub odcinkami ciagta.
R. SyAIL [240] zajmowal si¢ wyznaczaniem naprezen termicznych w cylindrach i rurach
cienko$ciennych. J. VALENTA [259] analizowal osiowo-symetryczne zagadnienia termo-
sprezystosci w grubosciennych powtokach walcowych. G. WiLIAM [267] rozpatrywal
napre¢zenia termiczne w wycinku walca wywolane dziataniem statego strumienia cieplnego.
S. WoELKE [269] wyznaczal napre¢zenia dynamiczne wystgpujace w nieskonczenie diugim
walcu, ktore wywolane zostaly zmiennym polem temperatur. J. L. ZEMAN [280, 281],
stosujac teori¢ korelacji, podat rozklad temperatur dla o$rodka bedacego pod wplywem
Zrédet ciepta, ktére sa rozlozone losowo. Otrzymane wyniki zastosowano do wyznaczenia
pola temperatur w nieskonczonym walcu kolowym przy umieszczeniu zrédia ciepla na
Jego zewngtrznej powierzchni. Nastgpnie wyznaczono pole naprezen przy zaloZeniu, Ze
powierzchnia cylindra odksztalca si¢ swobodnie. W. W. BotrotiN, K. S. BoLoTINA [302]
okreélili napr¢Zenia termiczne w cylindrze wykonanym z o§rodka zbrojonego warstwowo.
G. M. Watrow [311] rozpatrzyl zadanie kontaktowe odnoszace si¢ do osiowo-symetrycz-
nego zagadnienia termospre¢Zystosci wystepujacego w nieskonczenie dlugim cylindrze.
W. T. GRINCZENKO [330] rozpatrywal osiowo-symetryczne zagadnienia termosprezystoscei
dla cylindra o skonczonej dlugoséci w ujeciu quasi-statycznym. I. A. DANIUszewsk1, G. CH.
ListwiNsk1 [334] rozpatrzyli zadanie ustalonego pelzania rury gruboSciennej poddanej
ciénieniu wewngtrznemu i nieréwnomiernemu nagrzaniu na obwodzie. G.B. KoiLczIN
[382] rozpatrywal naprezenia termiczne w betonie w czasie jego tezenia. W. 1. MACHO-
WIKOW [404] wyznaczyt ustalone termosprezyste drgania cylindra przy zaloZeniu, Ze na
powierzchni bocznej cylindra zadana jest temperatura okresowo zmienna w czasie, a na
brzegach bocznych zadana jest alternatywnie temperatura, obcigZenie normalne i dwie
wspolrzedne wektora przemieszczenia lub podana jest normalna wspélrzedna strumienia
cieplnego oraz obciazenie styczne i radialne przemieszczenie. W pracy [405] rozpatrzono
dynamiczne zadanie termosprezystosci dla ofrodka obrotowego o izotropii poprzecznej
Z wycigciem otrzymanym za pomoca dwu poélplaszczyzn potudnikowych. A. K. Mos-
SIEJENKO, I. A. CURPAL [414] rozwigzali zagadnienie wyznaczenia naprezen w cylindrze
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poddanym cisnieniu zewngtrznemu i wewngtrznemu oraz ogrzewanym strumieniem
ciepta. Zadanie rozwigzano przy zatozeniu oérodka fizycznie nieliniowego. 1. A. MoTto-
wILOWIEC, I. F. KirICZOK [415] okreslili osiowo-symetryczny stan naprezen w cylindrze
o nieskonczonej dlugosci, znajdujacym si¢ w warunkach wymiany ciepla z otaczajacym
osrodkiem. D. A. PIERIEWIERZIEW [424] rozwiazal zadanie niestacjonarnego przewodnictwa
ciepinego w cylindrze tréjwarstwowym o nieskonczonej diugoscei, przy warunkach brze-
gowych trzeciego rodzaju. W rozwiazaniu wyznaczono tez pole naprezen. A. I. PODGORNY
[429] rozpatrywal termosprezyste osiowo-symetryczne zagadnienie dla cylindra pod-
danego wplywom obciazenia i pola temperatur. W. G. SAWCZENKO [444] badal napreZenia
termiczne w cylindrze posiadajacym wyciecia, a wykonanym z os$rodka lepkosprezystego.
J. A. SAMONLOWICZ [446] rozpatrzyt stan sprezysto-plastyczny, dla warunku plastycznosci
Misesa—Hubera-Hencky’ego, w cylindrze znajdujacym si¢ w nierdwnomiernym polu
temperatur. A. M. SIMONJAN [452] rozpatruje termoplastyczne zagadnienie zwiazane
z rura walcowa bedaca pod dzialaniem ci$nienia i strumienia cieplnego. Zadanie sprowa-
dzono do nieliniowego réwnania funkcyjnego. W pracy [453] rozpatrzono zagadnienie
pefzania rury obracajacej si¢ wokot osi i znajdujacej si¢ pod dziataniem strumienia cieplne-
go. Zadanie rozwiazano dla przypadku plaskiego stanu odksztalcenia. P.S. Soromin
[462] podal rozwiazanie nieustalonego zagadnienia termosprezystego dla cylindra troj-
warstwowego w ujeciu quasi-statycznym, a w [463] podano rozwiazanie nieustalonego
zadania teimo-lepkosprezystego dla rury walcowej p1zy wykorzystaniu analogii. sprezysto-
lepkosprezystej. B. F. TRACHTENBERG, M. S. KENis [468] rozpatrywali zagadnienie quasi-
statyczne termosprezysto$ci dla cylindra o nieskonczonej diugosci poddanego dziataniu
Zrddet ciepta, umieszczonych na wewnetrznej powierzchni cylindra, o natezeniu zmiennym
w czasie. B. D. CHAN’ZOw [481] zbudowal funkcjonat dla osiowo-symetrycznego zadania
wariacyjnego termospregzystosci, dla cylindra o skonczonej dtugosci. Autorzy pracy [502]
analizowali sprezysto-plastyczny stan naprezen termicznych w odlewach o ksztalcie walca
przy nagrzewaniu w niestacjonarnym polu temperatur.

Z.]J. HoLy [87] podal algorytm przydatny dla obliczen numerycznych na maszynie
cyfrowej, dotyczacy wyznaczania naprezen termicznych w kuli zawierajacej Zrddla
ciepla. P. Purl [221] analizuje zagadnienie udaru cieplnego dla kuli nagle ogrzanej na
powierzchni. B. RANIECKI [227] rozpatrywal termoplastyczne zagadnienie dla kuli wy-
drazonej, ktéra znajduje si¢ w zmiennym polu temperatur. W pracy [228] rozpatrzono
wplyw wspdlczynnika przenikania ciepla na koricowy stan naprezenia w kuli poddane;
procesowi ochladzania. O$rodek rozpatrywano jako sprezysto-plastyczny. T. Tsui, H.
KRraUs [254] rozwiazali zagadnienie propagacji fal termosprezystych w kuli gruboscienne;j
wywolanych nagtym podwyzZszeniem temperatury na wewngtrznej powierzchni kuli.
Autorzy pracy [292] przedstawili rozwiagzanie osiowo-symetrycznych zadan termospre-
zystoéci, termoplastycznodci i termolepko$ci z podaniem algorytmu obliczeniowego na
maszyne cyfrowa. A. Sz. DADASZEW [331] podal rozwiazanie zagadnienia termoplastycz-
nego dla wydrazonej kuli z cienkim wewngtrznym pokryciem wykonanym z materiatu
réznego od kuli podstawowej, poddanej wplywom symetrycznego pola temperatur.
D. KoLArROW, A. BALTOWwW [380] rozpatrzyli dynamiczne zagadnienie termo-lepkoplastycz-
no$ci, przy uwzglednieniu zaleznosci whasnoéci fizycznych od temperatury, dla sferycznej
powloki grubosciennej poddanej wewnetrznemu ci$nieniu i zmiennemu polu temperatur.
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A. M. SIMONJAN [454] rozpatrywal zadania termo-lepkosprezystosci dla oérodkéw o sfe-
rycznej symetrii. Jako szczegdlny przypadek rozpatrzono gruboscienny zbiornik sferyczny
poddany dziataniu ci$nienia wewngtrznego i strumienia cieplnego.

J. DVORAK [509] wyznaczyl pole temperatur i naprezen w gruboéciennym i cienko-
$ciennym cylindrze, w ktérym zachodzi wymiana ciepta migdzy powierzchnia zewnetrzna
cylindra a of$rodkiem otaczajacym. ZaloZzono, ze powierzchnia wewngtrzna jest izolowana
cieplnie. Otrzymane wyniki liczbowe zostaly zestawione na wykresach. Z. J. HoLy [512]
rozpatrzyl zadanie polegajace na wyznaczeniu pola temperatur i naprgzen w kuli spre-
zystej, w ktdérej znajduja si¢ rozlozone Zrddla ciepta o stalej intensywnoéci. Zatozono,
Ze na powierzchni kuli nastgpuje wymiana ciepla z otaczajgcym o$rodkiem. A. BALTOW,
N. BogpaNow [523] wyznaczyli pole naprezen termicznych w nieskonczonym cylindrze
wykonanym z oSrodka sztywno-plastycznego poddanym dzialaniu -pola temperatur.
Rozpatrzono przypadek stacjonarnego i niestacjonarnego pola temperatur. W przypadku

pola stacjonarnego i quasi-statycznego problemu plynigcia otrzymano rozwiazanie w postaci
zamkKniete;).

5. Powloki

S. A. AMBARTSUMIAN, S. M. DURGARIAN [l] rozpatrywali zagadnienia drgan i statecz-
noéci powlok matowyniostych i plyt w ujeciu nieliniowym geometrycznie. W analizie
przyjeto nieustalone pola temperatur. A. P. Boresi, I. C. WANG [18] wyprowadzili wzory
okre$lajace energie odksztalcenia przy uwzglednieniu duzych ugieé. Wzory te sa waZne
dla powlok izotropowych sprezystych (walcowa, stozkowa, sferyczna), poddanych wply-
wom pola temperatur. Autor pracy [19] zastosowal metodg sit zespolonych w teorii powlok
ortotropowych przy uwzglednieniu wplywdw termicznych. K. Czarnowsk1 [36] przed-
stawil porownanie réznych metod obliczen zbiornikéw ciénieniowych z wykladzing.
W pracy zaproponowano sposob, ktdéry pozwala na uwzglgdnienie wplywu nieustalonego
przeptywu ciepla na napre¢Zenia w wykladzinach wielowarstwowych. M. H. GRADOwCZYK
{70, 711 wyprowadzil podstawowe réwnania dla teorii blonowej i zgigciowej powlok
o malej wyniostosci przy uwzglednieniu faktu, Ze pole temperatur jest stacjonarne. E. HEER
[82] podal podstawowe réwnania teorii powlok z uwzglednieniem wptywéw dynamicznych,
wywolanych zmiennym polem temperatur. H. PARKuUS [218] wyznaczy} napreZenia termicz-
ne w powloce kontaktujacej si¢ ze sztywnym gladkim o$rodkiem. C. N. SiLva, S. J. ALLEN
[242] zajmowali si¢ liniowymi, termosprezystymi zadaniami w teorii powlok. C. WOZNIAK
[273] badal beznaprezeniowe stany w powlokach wywotane polem temperatur. Z. ZuDAUS
{287] uwzglednial wplywy dynamiczne w powlokach, wywolane impulsami mechanicznymi
i termicznymi. E. L. AKSELRAD [289] rozpatrywal zagadnienia termosprezyste dla niejed-
norodnych powlok ortotropowych. W. W. BOLOTIN, W. M. M0OskALENKO [301] zajmowali
si¢ losowymi napr¢zeniami termicznymi; podali tez oceng¢ termosprezystego stochastycz-
nego efektu brzegowego w powlokach walcowych. A.I. BrRusiLowskl, J. A. TOROSIAN
[304] wyprowadzili réwnania dla tréjwarstwowych malowyniostych powlok z uwzgled-
nieniem wplywow termicznych. O. J. KALEKIN [351] rozpatrywal zagadnienia termospre-
zyste dla powlok obrotowych §redniej grubosci. G. A. KILCzyNskA [366] badala problemy
dynamiki powlok w warunkach wysokich temperatur i przy uwzglednieniu, ze wiasnosci
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sprezyste sa funkcjami temperatury. A. D. KOwWALENKO, W.G. KARNOUCHOW [372]
wychodzac z réwnan termodynamiki proceséw nieodwracalnych, otrzymali uklady réwnan
opisujace problemy termo-lepkosprezyste w powlokach. Przyjeto, Zze wlasnosci sprezyste
sa zalezne od temperatury. A. N. Kubinow [391], przyjmujac za punkt wyjscia teorie
nieliniowa, wyprowadzil réwnania ujmujace zagadnienia termospregzyste i termostateczne
w powlokach ortotropowych o matej wyniostosci. W.I. MACHNIENKO, E. A. WIELIKO-
IWANIENKO [403] analizowali proces rozwijania termoplastycznych odksztalcen i naprezen
w powloce obrotowej malowyniostej o zmiennej grubosci. Zagadnienie rozpatrywano
jako niestacjonarne, w sformulowaniu dogodnym dla techniki maszyn cyfrowych.
N. D. PANkRATOW [421] rozpatrzyl zagadnienie termosprezystosci dla dwukrzywiznowych
powlok matowyniostych. W. W. PIeETROw [425] badal pola naprezen w powlokach malo-
wyniostych w ujgciu teorii ugieé skonczonych przy uwzglednieniu, Zze wlasnoSci sprezyste
zaleza od temperatury. W.S. CzerNINA [488] rozpatrywala zagadnienia termosprezyste
dla powlok obrotowych. R. N. Szwec [493] udowodnil twierdzenia o jednoznacznoéci
rozwigzania zagadnienia brzegowego w teorii powlok dla liniowego sprzezonego zagad-
nienia termosprezystoéci. S.J. JAREMA, T. W. ZELEZNIAK [503] zajmowali si¢ termo-
stateczno$cia matowyniostych powlok obrotowych. E. M. JAsIN [504] zbadal w zakresie
nieliniowym kilka przypadkdéw, dotyczacych zagadnien termostatecznosci w plytach
i powlokach (powltoka walcowa i plyta nieograniczona).

A. A. BELES, M. SoARrE [12, 13] zajmowali si¢ wplywem réwnomiernej zmiany tem-
peratury na pole ugie¢ skonczonych w malowyniostych powlokach typu paraboloidy
hiperbolicznej o prostokatnym konturze. Autorzy pracy [48] wyznaczyli stacjonarne pole
naprezen w pierscieniu czg§ciowo wypetnionym ciecza chlodzaca przyjmujac, ze warunki
brzegowe sa trzeciego rodzaju. A. C. Rarier, T. M. JoNES [231] zajmowali si¢ zagad-
nieniami termospreZzystymi wystepujacymi przy obliczaniu elementéw recaktora. W. A.
SUCHAREwW [465] rozpatrywal osiowo-symetryczne odksztalcenia toroidalnej powloki
o zmiennej sztywno$ci znajdujacej si¢ w stacjonarnym polu temperatur. Z. BACZYNSKI
[7] zajat sie wyznaczaniem napreZen termicznych w powloce kulistej w przypadku, gdy
pole temperatur jest osiowo-symetryczne. Zalozono, Ze brzeg powtoki posiada temperaturg
zerowa. H. Kraus [139] analizowat drgania swobodnie podpartych powtok sferycznych,
ktére zostaly wywolane strumieniem ciepla réwnomiernie roztoZzonym na zewnetrznej
powierzchni powloki. N. NEARLOVIC-VELJAKOVIC [183] rozpatrzyla zagadnienie napr¢zen
termicznych, przy duzych odksztalceniach, dla powloki sferycznej w przypadku, gdy
zadana jest temperatura na zewngtrznej i wewngtrznej powierzchni powloki. Autorzy
pracy [235] wyznaczyli pole przemieszczen w powloce sferycznej o malej wyniostosci,
poddanej dzialaniu skupionych obcigzen lub punktowemu nagrzaniu. I. S. ACHMEDJANOW
[294] badal osiowo-symetryczne zagadnienie termosprezystosci dla powtok sferycznych;
podobne zagadnienia rozpatrywano w pracy T. W. BUGNIKOWEJ [307]. W. F, GRIBANOW,
N. M. SMirNow [327] podali rozwigzanie lokalnego zagadnienia termostatecznosci dla
powloki sferycznej. O. N. IwaNow [344] rozwiazal problem osiowo-symetrycznego zadania
termosprezystoéci wystepujacy w dnie sferycznym ostabionym otworem kotowym. Dno
wykonane jest z ofrodka, ktérego wlasnoSci sprezyste zaleza od temperatury. B. A. Kor-
BUT [385] analizowal zagadnienie termostatecznoéci dla powloki sferycznej z wypetnieniem
sprezystym. J. A. CzZERNUCHA [489] badala zagadnienia termostatecznosci w powloce
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sferycznej przy uwzglgdnieniu ugigé skonczonych. G.S. SzACHROMANOW [49]1] podat
funkcje ugigcia dla powloki sferycznej poddanej wplywom termicznym, ktdrej rzut na
plaszczyzne prostopadia do osi powloki jest prostokatem.

D. BeEnNDAWID, J. SINGER [15] analizowali zagadnienie termostateczno$ci dla mato-
wyniostej powloki stozkowej. Otrzymane wyniki por¢wnano z danymi do$wiadczalnymi.
S.Y. Lu, C. L. SuN [156] rozpatrywali zagadnienia udardéw cieplnych w powlokach stoz-
kowych przy uwzglednieniu czlondw inercyjnych zwigzanych z przemieszczeniami nor-
malnymi do powierzchni §rodkowej powloki. S. Y. Lu, L. K. CHANG [157], przyjmujac
réownania teorii powlok malowyniostych, analizowali zagadnienia termostatecznosci
w powlokach stozkowych utwierdzonych lub przegubowo zamocowanych na brzegu.
F. Twarposz [257] wyznaczal naprezenia termiczne wystepujace w powlokach stozkowych.
A. D. KowALENKO [371] analizowal pole przemieszczefi i naprezen w powtokach stoz-
kowych wywotane wplywami termicznymi.

D. H. CuenG, N. A. WEIL [30] rozpatrywali osiowo-symetryczne zagadnienia dla
powloki walcowej, ktorej brzegi poddane sa dzialaniu ustalonego pola temperatur. S. CUR-
JIONI [35] badal stan naprgzenia w polaczeniach reaktora jadrowego z rura doprowa-
dzajacy ciecz chlodzaca. Uwzgledniono przy tym wplywy termiczne i ci$nienie wewnetrzne.
J. EiBL [46] wyznaczal napreZenia termiczne w powlokach przekryciowych. M. FINTEL,
F. R. KHAN [55] podali uproszczony, wykreslno-analityczny sposéb wyznaczania pola
temperatur i przemieszczeri wystepujacych w kolumnach destylacyjnych. P. HRYCAK,
R. E. HELGAUs [90] rozpatrywali stacjonarne zagadnienie termosprezysto$ci dla powloki
walcowej nagrzewanej w czasie ruchu w kosmosie. A. E. JounsoN, B. KHAN [112] zajmo-
wali si¢ obliczaniem zbiornikéw ci$nieniowych poddanych wplywom termicznym. M.
KLeCkowA [128] analizowala niestacjonarny stan naprgzen w powloce walcowej w ob-
szarze polaczenia z kolnierzem. W pracy [129] rozpatrywala ona naprezenia termiczne
w powloce walcowej wywotane chwilowa zmiang temperatury przeplywajacego medium.
J. KRZEMINSKI [141] rozpatrywal stan naprezenia w nieskoficzenie dlugiej powloce walco-
wej wywolany dzialaniem przesuwajacego si¢ zrédla ciepla. Zadanie rozwiazano jako
niesprz¢zone i quasi-statyczne. W pracy [140] rozpatrzono analogiczne pole termiczne
przy nieruchomym zrédle ciepla. MizogucHr Koxi1 [171] rozpatrywal quasi-statyczne za-
danie dla powloki walcowej przy zatozeniu liniowego rozktadu temperatury na elemencie
normalnym. K. VARGA [260] analizowal naprezenia w strefie polaczenia kolumny z pier-
$cieniem oporowym wywolane gradientami temperatur. L.I. BALaBUCH, L. A. SzApo-
WALOW [296] rozpatrywali zagadnienia termospigzyste dla powlok walcowych otwartych
wzmocnionych ukladem zZeber. N. Butkiewiczius, W. BaBiLus [308] analizowali pole
temperatur i przemieszczen wyst¢pujace w walcowych i sferycznych kokilach, ktére znajduja
si¢ w warunkach konwekcyjnej wymiany ciepla z otoczeniem. R. N, GorocHOWSKI [321]
analizowal stan napr¢zen w powloce walcowej, wywolany réwnomiernym polem tempe-
ratur. Autorzy pracy [328] sformulowali zadanie wariacyjne dla powloki walcowej znaj-
dujacej si¢ w osiowo-symetrycznym polu temperatur. J. M. ZIGALKO [339] wyznaczyl
funkcj¢ Greena dla zagadnienia termosprezystego w powloce walcowej. W pracy [340]
Przytoczono asymptotyczne wzory dla wielkoSci wewngtrznych w powloce walcowej
W otoczeniu skupionego zrédia ciepta. W. A. Zarucki, T. A. NIESZUMAJEWA [341] roz-
patrzyli stan naprezen w powlokach walcowych uzebrowanych wzdhiz tworzacych wy-
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wolany dziataniem stacjonarnego pola temperatur. Zbadano wplyw usztywnienia Zebrami
w przypadku, gdy powloka jest podparta przegubowo. Z. G. Kierimow, N. I. JAGubow
[360] wyznaczyli napr¢Zzenia termiczne w kolumnach destylacyjnych. K. CH. KoOZACH-
METOW, R. M. FINKELSZTEIN [373] rozpatrywali osiowo-symetryczne zagadnienia termo-
sprezystosci dla pétnieskonczonej i skonczonej powloki walcowej, pod dzialaniem ruchc-
mego zrodia ciepla. W. N. MOsxALENKO [410] rozpatrzyl losowy efekt brzegowy w powloce
walcowej dla osiowo-symetrycznego stanu napre¢Zen termicznych. Przyjeto, ze zachodzi
konwekcyjna wymiana ciepta z dwoma réznymi ofrodkami. A.B. PucHowskl [427]
rozpatrywal wplyw nagrzania stonecznego na pole napregzen w powlokach walcowych.
W pracy [428] rozpatrzono powlok¢ walcowa wzmocniong pretami i nagrzewang od
zewnatrz: L.I. FRIDMAN [478] wyznaczyl pole naprezen termicznych w ostonie komory
spalania.

Autorzy pracy [45] badali trojwarstwowe powloki przy dowolnych obcigZeniach i przy
uwzglednieniu wpltywow termicznych. HAGao CHiIroSI [77] rozpatrywal osiowo-symetrycz-
ny stan napr¢zen termicznych w tréjwarstwowej powloce walcowej swobodnie podpartej
na brzegu. W. P. KarnozyCkl, P. G. TyDykow [356] analizowali napreZenia termiczne
w powlokach walcowych tréjwarstwowych ze sztywnym wypelnieniem przy zaloZeniu,
ze temperatura jest funkcja promienia. Podobne zagadnienie rozpatrzono w pracy [358].
J. S. PopsTRIGACZ, P. R. SZEwCzZUK [434] okre§lili warunki termomechanicznego wspol-
dzialania ofrodkow sprezystych z ofrodkami warstwowymi pokrywajacymi. I. B. TARA-
sow [466] podal obliczenia wytrzymalto$ciowe zbiornikéw walcowych wylozonych warstwa-
mi ognioodpornymi.

V. J. Mob1 [180] rozpatrzyt drgania powloki walcowej swobodnie podpartej na brzegu
i poddanej wpltywom ciénienia i promieniowego gradientu temperatury.

T. HavasHi [81] zajmowal si¢ zagadnieniami duzych ugie¢ i standw pokrytycznych
w powloce matowyniostej wywolanych obciaZeniami i polem temperatur. M. A, MAHAYNI
[159] badat problem termostateczno$ci malowyniostego wycinka powloki walcowej swo-
bodnie podpartej na brzegu. W. W. KaBaNow [348] rozpatrzyt wplyw efektu brzegowego
na wytrzymalo$¢ i stateczno$¢ powloki walcowej o ortotropii konstrukcyjnej przy uwzgled-
nieniu, migdzy innymi, réznicy temperatur powloki i podpor. W pracy [349] zajeto sig
zagadnieniem stateczno$ci powloki walcowej wzmocnionej wzdhuznymi Zzebrami, posiada-
jacymi temperature rézng od temperatury powloki, przy osiowym $ciskaniu. W. P. KAR-
NOZYCKI [355] wyznaczy! krytyczne napre¢zenie w §ciskanej powloce walcowej tréjwarstwo-
wej przy zaloZeniu, Ze temperatura jest zmienna wzdiuz elementu normalnego powloki.
G. L. KoMissarOwa, S. A. LroNow [383] badali dynamiczne zagadnienia termostatecznosci
powloki walcowej pofatldowanej w kierunku osiowym pod wplywem nieréwnomiernego
pola temperatur. G. L. KomissaRowa [384] badala dynamiczne zagadnienia ustroju
skiadajacego si¢ z dwu walcowych powlok wspdlosiowych, $ciskanych sitami osiowymi.
Przyj¢to, 2e na wewngtrzng powloke dziala — zmienne w czasie — osiowo-symetryczne
pole temperatur, a migdzy powlokami przeptywa ofrodek chlodzacy. B. A. KORBU'lj [386]
rozpatrywal stateczno$¢ powloki walcowej swobodnie podpartej na brzegu w przypadku,
gdy jest ona §ciskana osiowo, skrecana, poddana ci$nieniu i réwnomiernie ogrzana.

J. A. WIELIKOIWANIENKO, W.I. MACHNIENKO [315] badali termoplastyczne quasi-
statyczne zagadnienie dla powloki walcowej o gruboéci zmiennej wzdhuz osi, przy osiowo-
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symetrycznym obciaZeniu i niestacjonarnym polu temperatur. Zadanie rozwigzano dla
modelu Prandtla-Reissa i przy warunku plastyczno$ci Hubera—-Misesa—Hencky’ego.
Autorzy pracy [323] analizowali stan naprezen w powloce walcowej przy uwzglednieniu
dziatania niestacjonarnego osiowo-symetrycznego pola temperatur i dla o$rodka spre-
zysto-plastycznegq ze wzmocnieniem. G.G. MiIENIKow, W. M. SwieszNnikow [407]
rozpatrywali proces relaksacji naprezen termicznych przy nieustalonym i ustalonym pet-
zaniu powloki walcowej. W. W. PISKUN [426] rozpatrywal spreZysto-plastyczny, osiowo-
symetryczny stan naprezen w powloce walcowej wywolany wewngtrznym ci$nieniem, sita
osiowa i niestacjonarnym polem temperatur. L. I. PoLAkow, M. A. Rubis [436] wyznaczyt
no$nos¢ graniczna dwuwarstwowej powloki walcowej przy zmiennym polu temperatur
i uwzglednieniu faktu, Zze fak modul wzmocnienia, jak i granica plastycznosci sa funkcjami
temperatury. J. G. SKOMOROWSKI [460] analizuje pole naprezen termicznych w betonowej
powloce walcowej przy uwzglednieniu pelzania.

Autorzy pracy [507] rozpatrywali tréjwarstwowe wycinki powloki malowymoslej,
poddanej wplywom gradientéw temperatur, normalnych do powierzchni Srodkowej.
Roéwnanie rézniczkowe i warunki brzegowe zadania otrzymano na gzasadzie prac przygoto-
wanych. F. J. Lockert, L. W. MORLAND [514] wyznaczyli naprezenia termiczne w lepko-
sprezystej powloce walcowej przyjmujac, ze wlasnoéci fizyczne ofrodka zaleza od tempe-
ratury. E.J. Akorow, B.S. WasiLkow [521] podali przyklady obliczen wielofalowych
przekryé dwukrzywiznowych przy zatoZeniu, Ze temperatura jest réwnomiernie rozloZzona.
A. A. AnTirow [522] podat obliczenia malowyniostego wycinka powloki tréjwarstwowej
przy zatozeniu stacjonarnego nagrzewania.

6. Plyty i tarcze

W. ALBRECHT [3] analizuje niestacjonarne naprezenia termiczne pojawiajace si¢ w plycie
na skutek udaru cieplnego. Zaklada sie, Ze miedzy plyta a otaczajacym o$rodkiem istnieje
wymiana ciepla. R. ARIENTI [4] badal naprezenia w plycie szklanej wywolane nagrzaniem
stonecznym. ATsumi AKIRA, YOSHIDA KiMIO [6] podali rozwiazanie zagadnienia termospre-
zystosci dla grubej plyty posiadajacej sferyczne wycigcie, a znajdujacej si¢ w symetrycznym
polu temperatur. B. R. BAKER [8] rozpatruje plaskie zadania termosprezystosci w klinach
ortotropowych i pasmach. W pracy [9] rozpatrzono stacjonarne zadanie termosprezystosci
dla plyty ortotropowej, ktorej powierzchnie sg izolowane. A. BRODEAN [20] bada napre-
Zenia termiczne w $cianach podluznic. F. DunN, C. LiBove [44] podali liczbowe wyniki
obliczen plaskiego pola temperatur i napr¢zen dla tarczy kwadratowej ograniczonej
czterema brzegowymi Zebrami. Tarcza poddana jest dzialaniu stalego — wzdiuz elementu
normalnego — pola temperatur. J. FILIPKOWSKXI [53] otrzymal ogdlne rozwigzanie dwu-
wymiarowego zagadnienia termosprezystoéci przez wprowadzenie funkcji zmiennej zespo-
lonej. I. GRINDEI [75] badal quasi-statyczne napre¢Zenia termiczne w plycie kotowej przy
przyjeciu zaloZenia o liniowym rozkladzie temperatury na elemencie normalnym plyty.
K.S. HAVNER [78] zastosowal metode rdéznic skonczonych do rozwiazania osiowo-sy-
metrycznego zadania termosprezystosci dla plyty kolowej o stalej i zmiennej grubosci.
W rozwiazaniu uwzgledniono, ze wlasnoéci sprezyste zaleza od temperatury. K. S. Hav- .
NER, E. L. STANTON [79] rozpatrzyli mieszany problem brzegowy plaskiego zadania ter-
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mosprezystosci przy uwzglednieniu zaleznoéci wiasnoéci sprezystych od temperatury.
M. HoLLAND [85] analizowal stan naprg¢zen termicznych w dyskach. Autorzy pracy [103]
wyznaczyli naprezenia termiczne w skonczonej i pdinieskoniczonej piycie prostokatnej
przy zatoZeniu, Ze pole temperatur jest dowolna funkcja wspotrzednych punktu powierzchni
$rodkowej. Kawar TapacHko [125] podat analize plaskich zadan termosprezystosci
stosujac «dyslokacyjna» teorig¢ Volterry. E. Kackr [122] analizowal zagadnienia termo-
sprezystosci dla belki tarczowej. Stan naprezen wywotany jest nagrzaniem za pomoca stru-
mienia elektrycznego o stalym nateZeniu, a nast¢gpnie — ochtodzeniem. Wymiane ciepla
z otoczeniem przyjeto zgodnie z prawem Newtona. L. M. Keer, W. S. Fu [126] badali
pola naprezen w plycie wywolane kontaktem ze sztywnym ogrzanym stemplem. N. LAws
[142] rozpatrywal ustalone zagadnienia termosprezystosci w plytach. Liu HSIEN-CHIH
[150] analizowal naprezenia i odksztalcenia w nieskonczonej ptycie pod wptywem ustalo-
nego skupionego zrddia ciepta znajdujacego si¢ wewnatrz plyty. W pracach [148, 150,
151, 152] badano zagadnienia termosprezystosci dla ptyt, w ktorych znajduja si¢ réznego
ksztattu wtracenia (sferyczne, cylindryczne, pryzmatyczne). R. A. Luca, F. ERDOGAN
[155] rozpatrzyli quasi-statyczne zagadnienie termosprezystosci dla nieskonczonego
klina wywolane dzialaniem chwilowego Zrddla ciepla przylozonego w dowolnym punkcie
o$§rodka. MaHALANABIS RANJIIT KUMAR [160] wyznaczyl napreZenia i przemieszczenia
w polplaszczyznie sprezystej w przypadku, gdy na obszarze kolowym zadana jest tem-
peratura, a na pozostalej czesci plaszczyzny zachodzi wymiana ciepta z otoczeniem.
K. MocH [172] rozpatrzyl zagadnienie termosprezystosci dla plyty poddanej dziataniu nie-
cigglego pola temperatur dzialajacego na jednej powierzchni. Na drugiej powierzchni
zalozono idealng izolacje cieplna. S. K. PAN [211] wyznaczyl napreZenia termiczne w plycie
eliptycznej wywolane Zrédlem ciepla przy zaloZeniu, Ze brzegi plyty sa izolowane cieplnie.
R. SHAIL [239] rozwiazal zagadnienie termosprezystosci dla plyty nieskonczonej, zamoco-
wanej na jednej powierzchni (z zerowa temperatura) i nieobcigzonej na drugiej powierzchni
(z temperaturg bedaca funkcja wspdtrzednych biegunowych). Autorzy pracy [250] roz-
patrywali analogie miedzy plaskim zadaniem teorii sprezystosci, a zagadnieniem zginania
plyty dla obszaréw wielospdjnych. TAKENTI YOTIRO [252] rozpatrywal naprezenia termiczne
w tarczach kolowych wywblane niestacjonarnym liniowym Zrédlem ciepta; w pracy [253]
uwzgledniono, Ze Zrédlo jest ruchome. WAN THEIN [262] rqzpatrywal napreZenia ter-
miczne w tarczy prostokatnej wywolane dowolnym polem temperatur, stalym na grubodci
tarczy. W. E. WARREN [263] rozwiazal zagadnienie koncentracji napreZen termicznych
w polplaszczyznie posiadajacej wyciecie. J. P. H. WEBBER, D. S. HOUGHTON [265] zajmowali
sie wyznaczaniem niestacjonarnych pdl temperatury i napre¢zen w skrzydtach samolotéw.
J.P.H. WEBBER [266] podal rozwiazania zadania termosprezystosci dla plyty prosto-
katnej o zmiennej grubosci poddanej wplywom nieréwnomiernego pola temperatury.
C. K. YOUNGDAHL [279] zajmowal si¢ wyznaczaniem napreZefn termicznych w plytach
paliwowych reaktoréw atomowych. W. A. ABrasiski, G. A. DzeNa [288] wyznaczyli
napreZenia termiczne w kutych z catosci wirnikach turbin. W pracy zalozono, Ze tempera-
tura kazdego dysku zmienia si¢ wzdtuz promienia, a sam dysk znajduje si¢ w plaskim
stanie napreZenia. Rozpatrzono konstrukcje dyskowe i bebnowe. W. G. BAZENOwW [295]
rozpatrywal plaskie stacjonarne zadania przewodnictwa cieplnego dla dowolnych obsza-
réw dwuspdjnych przy zalozeniu, Ze na brzegach obszaréw zadane sg warunki wymiany
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ciepla z otaczajacym oSrodkiem. Podano tez program na maszyng¢ cyfrowa obliczania
pol temperatur i naprezen. S.I. BocoMmorow, A. M. ZURAWLEWA [298] przedstawili
probe zastosowania maszyn cyfrowych do obliczenia drgan gigtnych dyskow turbin i kom-
presorow poddanych dzialaniu obciazen oraz pola temperatur. J. F. BURMISTROW [310]
analizowal zadanie termosprezystosci dla plyty prostokatnej znajdujacej si¢ w stacjonarnym
polu temperatur, liniowo zmiennym wzdluz elementu normalnego do powierzchni plyty;
podobne zadanie rozpatrywatl P. G. GoLoskow [320] lecz przy zalozeniu zmiennej grubosci
piyty. W. T. GRINCZENKO, A. F. ULiTko [329] rozpatrywali zagadnienia quasi-statyczne
dla plyty prostokatnej przy niestacjonarnym polu temperatur w przypadku, gdy brzegi
sa nieobcigzone. A. A. JEMIELIANOw [337] wyznaczal napreZenia termiczne w plytach.
Otrzymane wyniki moga znalez¢é zastosowanie przy obliczaniu $cian i przekry¢ budynkow.
A. 1, IwANOWA [345] wyznaczyla ugiecie ptyty o zmiennej grubosdci dla dowolnego zna-
nego pola temperatury. J. M. KoLANO, J. A. MAKULA [378] otrzymali rozwiazanie niestacjo-
narnego zagadnienia termosprezystoéci dla nieograniczonej plyty ogrzewanej Zrodiami
ciepla, przy uwzglednieniu wymiany ciepla z otoczeniem. Podobne zadanie rozpatrywat
J. M. KoraNo [377]. B. G. KoreNIEwW [387] rozpatrywal problem termospr¢zystosci dla
nieskonczonej plyty wymieniajacej cieplo z otoczeniem na powierzchniach brzegowych.
Na powierzchniach tych dzialaja zrédia ciepla bedace funkcjami okresowymi czasu.
W. W. KOROBIEINIKOW [388] analizowal plaskie zagadnienia termosprezystosci dla nie-
skonczonego klina. W. R. KULBACH [393] wyznaczyl odksztalcenia termiczne w plytach
kotowych przy uwzglednieniu skupionych (w §rodku plyty) Zrédet ciepta. A. I. LoBaNOwW,
M. M. SIDLAR [398] rozpatrywali quasi-statyczne sprz¢zone zagadnienia termosprezystosci
dla péinieskoriczonej plyty, ktora znajduje si¢ w warunkach konwekcyjnej wymiany
ciepla z otoczeniem, a w pracy [399] rozpatrzono szczegolowe rozwiazanie dla plyty
kolowej w przypadku okresowej zmiany jej temperatury. L. A. MALASZENKO [401] wyznacza
napreZenia termiczne w konstrukcjach cienko$ciennych ze wzmocnieniami. I. A. MIED-
NIKOW [406] rozpatrywal zadania sprowadzajace si¢ do wyznaczenia naprezed termicz-
nych w prostokatnych plytach betonowych. W, W. MOSKALENKO [410, 411] podat roz-
wigzanie zagadnienia wyznaczania losowego pola temperatur i naprezen w plytach,
poddanych oplywowi nieizotermicznego burzliwego strumienia. N.S. Ryzkow, G.S.
TIER-AKOPIAN [442] podali przyblizony sposéb wyznaczania nieustalonego pola tem-
peratur i naprezeni w dyskach bebndw turbin parowych. L. P. TRaPEZNIKOW [467] wyzna-
czyl napre¢Zenia termiczne w graniastostupie dla plaskiego stanu napr¢zenia i dla zadanego
pola temperatur. A, G. UGcobczykow [474], stosujac analogie. Timoshenki, podat rozwig-
zanie plaskiego, stacjonarnego, quasi-statycznego zagadnienia termosprezystosci przy
zastosowaniu funkcji zmiennej zespolonej. W pracy [473] przedstawiono metodg
wyznaczania dwuwymiarowych stacjonarnych pol temperatur i naprezen w przypadku
dowolnie polozonych Zrédel ciepla i dla warunkéw brzegowych pierwszego rodzaju.
W. M. CHoroLskl [482] rozpatrywal quasi-statyczne zagadnienia rozkladu naprezen
termicznych, wywolanych chwilowymi oraz ciagle dzialajacymi Zréditami ciepla w klinie
nieskoficzonym z adiabatycznymi brzegami. W. M. CHoOROLskl, W.W. Basow [483]
podali rozwiazanie plaskiego zagadnienia niestacjonarnych naprezen termicznych w ujgciu
quasi-statycznym dla nieskonczonego klina z liniowym Zrédiem ciepla umieszczonym
w wierzchotku. R. N. Szwec [492], stosujac termodynamike proceséw nieodwracainych,
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wyprowadzil sprz¢zone réwnania termospre¢zystosci dla plyty przy uwzglednieniu wymiany
ciepta na powierzchniach plyty. A. A. SZEwIELEwW [494] zajmuje si¢ wyborem warunkow
optymalnego nagrzewania plyt z uwagi na problem wywotanych pdl naprezen. W pracy
[496] rozpatrzono powyzsze zagadnienie dla przypadku, gdy temperatura jest funkcja
wykladnicza zmiennej czasowe;j.

CHANDRA BaGHI MaDHAB [27] badal zagadnienia stacjonarne termosprezystoéci dla
nieskorniczonej anizotropowej plyty spoczywajacej na izolowanym podiozu. Zrédla ciepta
potozone sa na powierzchni zewnetrznej wzgledem podioza. W. T. CHEN [31] badat plaski
stan napr¢zen wywolany strumieniem ciepla w ofrodku ortotropowym posiadajacym
otwér izolowany cieplnie. B. E. GATEwooD, N. OHANIAN [65] badali napr¢Zenia ter-
miczne we wzmocnionych plytach anizotropowych o zmiennej gruboéci. Y. K. MEHTA
[166] analizowal naprezenia termiczne w tarczach o izotropii poprzecznej. Szczegdlowe
obliczenia przytoczono dla przypadku, gdy wplywy termiczne s3 wywotane powierzchnio-
wym promieniowaniem. Autorzy pracy [179] rozpatrywali termosprezyste zadania dla
potnieskonczonej ortotropowej plyty w przypadku, gdy na czgsci brzegu zadana jest stata
temperatura. F. PIETRAS, J. WYRWINSKI [219] okre§lili pole napreZen termicznych w ptaskim
anizotropowym continuum Cosseratéw o trzech lokalnych stopniach swobody. Autorzy
pracy [352] badali plaskie zadania termosprezystosci przedstawiajac funkcj¢ temperatury
w postaci podwdjnego szeregu potegowego. J. M. KoLaNo [376] analizowat zagadnienia
dla ortotropowego i izotropowego pasma plytowego w przypadku, gdy na powierzchniach
bocznych oraz na jednym z brzegéw nastgpuje wymiana ciepta z oSrodkiem zgodnie
z prawem Newtona. Pozostale brzegi sg izolowane. W pracy [379] analizowano niestacjo-
narne pola temperatur i naprezen w plytach wymieniajacych cieplo z otoczeniem przy
zaloZeniu, ze wlasnoéci sprezyste zaleza od temperatury. W. S. SARKISIAN [447] uwzglednit
w roéwnaniu plyt anizotropowych cztony termijczne od liniowo w kierunku normalnym
zmiennej funkcji temperatury. W pracy [448] badano naprgzZenia termiczne w plycie o cy-
lindrycznej anizotropii. A.I. UzGALEw [470] rozwiazal zadanie termospre¢zystosci dla
plyty eliptycznej przy zadanej na brzegu temperaturze. W pracy [460] rozpatrzono nie-
skonczong plyte ortotropowa, w ktdrej dziataja niestacjonarne Zrédla ciepta. A. I. UzDALOW
[472] rozpatrzyt plaskie zadania termosprezystosci dla pasma ortotropowego poddanego
wplywom skupionych zZrddet ciepta.

D. BarBARO [10] rozwiazat zagadnienie termosprezystoéci dla pasma plytowego trdj-
warstwowego przy zaloZeniu, Ze warstwa §rodkowa jest cienka, a pozostale warstwy sg
symetrycznie usytuowane. V. KovARrik [137] analizowal zagadnienia rozkladu naprezen
termicznych w ortotropowej plycie tréjwarstwowej ze sztywnym wypetnieniem, znajdujacej
sie pod dzialaniem obcigZenia i pola temperatur. ZaloZono, iz na powierzchniach warstw
zewnetrznych temperatura jest wielkoScia znana, a na powierzchniach brzegowych jest
ona réwna zeru. L. E. BRIUKKER [305, 306] badal zagadnienia termosprgzyste dla plyt
tréjwarstwowych o réznych warstwach skrajnych. A. F. Ryasow [443] rozpatrywal za-
gadnienia termosprezyste dla plyt wielowarstwowych przy zalozeniu liniowej zmiany
temperatury na elemencie normalnym. J. A. SZEwLAKOW, G. A. FEN’ [476, 495] zajmowali
si¢ zagadnieniami termosprezystymi plyt, skladajacych si¢ z nieskoriczonych warstw po-
siadajacych rozne wlasno$ci sprezyste i cieplne.

P. CHOUDHURY, S. C. GHOsH [32] podali wzory okre§lajgce pole przemieszczen punktéw
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powierzchni szczeliny umieszczonej wewnatrz plaszczyzny $rodkowej plyty. Wewnatrz
szczeliny dziala strumien ciepla lub stala temperatura. H. D. CoNwAYy [34] wyznaczyl
napr¢Zenia termiczne w pasmach i walcach, wywolane przez réwnomiernie ogrzane i central-
nie usytuowane elementy kotowe lub kuliste. E. FuNajoLI [58] rozpatrywal zagadnienie
termosprezyste dla ptyty znajdujacej si¢ pod wpltywem Zrédla ciepta, dowolnie potozonego
w plaszczyznie plyty i posiadajacej otwory eliptyczne. Zadanie rozpatrzono przy stalej
temperaturze brzegéw. J. N. GOobDIER, A. L. FLORENCE [68] rozpatrywali koncentracje
napr¢zen termicznych wokot szczeliny oraz termiczne warunki, przy ktérych wystapi
rozprzestrzenianie si¢ szczeliny. Zadanie rozpatrywano dla plaskiego stanu odksztalcenia.
MuraMACcU MasaMicu [177] wyznaczyl napreZenia termiczne w nieskonczonej plycie
zawierajacej trzy otwory kotowe, ktérych érodki leza na jednej prostej. Zadanie rozwia-
zano, zakladajac istnienie jednorodnego Zrédla ciepla. PREM NARAIN [220] wyznaczyl
napr¢zenia termiczne w belce nieskonczenie dlugiej posiadajacej plaska szczeling, na ktéra
dziala ciénienie i temperatura. P. RAFALSKI [224] wyznaczyl pole temperatur i naprezen
dla pdinieskonczonej §ciany posiadajacej jeden lub dwa cylindryczne kanaly chlodzace.
Przyjeto, ze na brzegach rozpatrywanych obszaréw dziala ci$nienie i temperatura. B. N.
RAO SrREANIVAS [230] wyznaczyl naprezenia termiczne w nieskonczonej plycie posiadajacej
izolowany otwor epitrochoidalny, ktéry narusza ciaglos¢ jednorodnego strumienia cieplne-
go. F. SzeLAGowski [25]1] rozwiazal problem wyznaczenia pola naprgzen teimicznych
w tarczy nieskonczonej posiadajacej otwor eliptyczny. Stan naprgzenia wywolany jest
obnizeniem temperatury ofrodka. I. W. Gaywas [316] badal wplyw otworéw izolowanych
cieplnie, a takZze wtracen eliptycznych na stan naprgZenia w plycie poddanej dziataniu
strumienia cieplnego. G. Kit, J. S. PODSTRIGACZ [369] badali rozklad naprezen- w nie-
skonczonej plycie posiadajacej szczeling plaska przy zaloZeniu, ze w nieskonczonoéci
istnieje Zrodlo ciepta. A. K. MoISIEJENKO, 1. A. CURPAL [413] przedstawili metodeg, poz-
walajaca okresli¢ plaskie pole temperatur i naprgzen w nieskoficzonym sprezystym oérodku,
posiadajacym krzywoliniowa szczeling. W pracy [414] zajeto si¢ zagadnieniem koncentracji
naprezen termicznych w plycie wykonanej z ofrodka nieliniowego fizycznie, posiadajacej
otwor izolowany cieplnie. Na plyte dziala jednorodny strumien cieplny. J. S. PODSTRI-
Gacz, G. S. Kir [433] rozwiazali problem plaskiego zadania termosprezystosci dla tarczy
posiadajacej szczeling o dowolnym konturze. B. L. FoMIN [477] rozwiazal zagadnienie
termosprgzystodci dla plaszczyzny sprezystej posiadajgcej wycigcie kolowe. :
M. A. GOPALAKRISHNA MURTHY [69] rozpatruje dynamiczne zagadnienia termo-
sprezystosci w tarczach kotowych. A. JAHANSHAHI [109] analizowal dynamiczne zagadnie-
nia dla plyt nieskoriczonych przy uwzglednieniu ruchomych skupionych Zrédet ciepla.
R. K. KAuUL [124] zajmowal si¢ drganiami termicznymi w plytach anizotropowych stosujac
jako réwnania wyjéciowe — réwnania teorii ugigé skonczonych. W.C. Lyons [158]
badal drgania poprzeczne w plycie, wywolane polem temperatur. Przedstawiona praca jest
kontynuacja tematu podanego w [286]. C. D. Motk [173, 181] zajal si¢ problemem wplywu
nieustalonych naprezZen termicznych na czesto$¢ drgan wlasnych tarcz kotowych. G. PAPA,
A. TARANTINI [215] rozpatruja stan napreZzenia w plycie kolowej swobodnie podpartej,
ktéry jest wywolany dzialaniem chwilowego punktowego zrédla ciepla. H. Zorski,
W. C. Lyons [286] wyprowadzili réwnania dynamiczne termospreZystoéci dla plyt stosujac.
uogdlnienie metody symbolicznej Luriego, przy uwzglednieniu sprzezenia pola temperatur
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i przemieszczen. W.I. DANILOwsKA [332] zajmowala si¢ dynamicznymi naprezeniami
pojawiajacymi si¢ W pasmie nieskoniczonym, a wywolanymi zmiana temperatury jednego
z brzegéw, przy ustalonej temperaturze drugiego. Autorzy pracy [343] badali zagadnienia
dynamiczne termosprezystosci plyt przy zalozeniu, Ze pole temperatur zalezy tylko od
czasu. G. A. KiLczyNskA [367] analizowala zagadnienie propagacji fal termosprezystych
w warstwie przy uwzglednieniu konwekcyjnej wymiany ciepta na powierzchni warstwy.
L.J. KuzmiNn [392] rozpatrzyt uklad réwnan plaskiego dynamicznego zadania termo-
sprezystosci. Dla przykiadu wyznaczono naprgzenia w sprezystej warstwie, ktérej dolna
powierzchnia spoczywa na izolowanym podiozu, a na powierzchni¢ zewnetrzna przylozono
nagle strumien cieplny o okre$lonym nat¢zeniu. M. M. SIDLAR [451] zajmuje si¢ rozwig-
zaniem dynamicznego zadania termosprezystosci dla plyty przy uwzglednieniu kon-
wekcyjnej wymiany ciepta z otoczeniem. A. G. SINICYN [457] podal metode wyznaczania
drgan nieliniowych dla uktadéw pretowych i plyt, wywotanych udarami cieplnymi. W pracy
[458] rozpatrzono drgania termospre¢zyste w plycie na podiozu sprezystym, ktéra znaj-
duje si¢ pod wplywem chwilowo przylozonego, poprzecznego strumienia cieplnego. W pracy
[459] analizowano zagadnienie termosprgzyste dla plyty prostokatnej tréjwarstwowej
podpartej na brzegu. Zalozono, Ze na plyte dziata strumien cieplny w postaci duzej liczby
przypadkowych impulséw termicznych o malym natgZeniu,

B. GuUERRINI [76] zajmowal si¢ zagadnieniami termostateczno$ci plyt paliwowych
reaktoréw. HUANG JU-CnIN, J. K. ABcCiOGLU [92] badali tréjwarstwowa plyte bedaca
pod dzialaniem sit $ciskajacych i gradientéw temperatur. K. I. McKENziE [127] rozpatry-
wal utrat¢ statecznoéci przedniej warstwy skrzydia samolotu przy polaczonym dzialaniu
naprezen termicznych i obcigZefi aerodynamicznych. E. H. MANSFIELD [162] rozpatrywat
zagadnienie utraty statecznoSci plyty eliptycznej o zmiennej grubosci, spowodowane;j
gradientem temperatur w kierunku normalnym do powierzchni $rodkowej. Zadanie
rozpatrzono w ujeciu teorii ugieé skonczonych. W pracy [163] rozwiazano zagadnienie
termostatecznoéci dla plyty kolowej o zmiennej gruboéci, majacej ksztalt soczewki dwu-
wypuklej. C. MICKIEWICZ [169] rozpatrywal stany pokrytyczne w plytach pier§cieniowych,
przy stacjonarnych polach temperatur. UEMURA MaAsubz1 [258] analizowal zagadnienia
stateczno$ci dla pretow i plyt poddanych dzialaniu nieréwnomiernego pola temperatur.
J. M. ARTUCHIN [293] badal stateczno$¢ prostokatnej bimetalicznej plyty nieréwnomiernie
ogrzewanej. S. K. GaLiMmow, M. S. GANIEJEwA [317], stosujac metode Bubnowa-Galor-
kina, rozwiazali zagadnienie stateczno$ci plyty prostokatnej sztywno utwierdzonej na
obwodzie, poddanej dzialaniu pola temperatur. M. A. ILGamow, Ch. M. MUSZTARI
[346] zajeli si¢ rozwiazaniem zagadnienja termostateczno$ci dla plyt tréjwarstwowych,
poddanych dzialaniu sity $ciskajacej i nieréwnomiernemu nagrzewaniu warstw no$nych.
M. Kozarow [374] podal réwnania plyty ortotropowej nieréwnomiernie ogrzanej i ob-
ciazonej sitami lezacymi w plaszczyznie Srodkowej plyty. Zadanie rozpatrywano w zakresie
pokrytycznym. N. D. PANKRATOW [422] analizowal zagadnienie utraty statecznosci orto-
tropowej, nieréownomiernie ogrzewanej plyty kotowej. W.J. Porowicz [437] zajmuje
si¢ zagadnieniem statecznoSci plyty prostokatnej nieréwnomiernie ogrzewanej i o zmiennej
sztywnoéci, przy uwzglednieniu zaleznoéci wlasnosci sprezystych od temperatury. W pracy
[438] rozpatrzono zagadnienie termostateczno$ci dla nierdéwnomiernie ogrzanej plyty
pierécieniowe;j.
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HsiunG TsIEN-Kuo [91] przedstawil pordwnanie plaskiego stanu naprg¢zenia z ptaskim
stanem odksztalcenia dla liniowej termo-lepkospr¢zystoéci. P. RAFALSX1 [223] rozwigzal
zadanie termo-lepkosprezyste dla warstwy plaskiej poddanej dzialaniu niestacjonarnych
wewngtrznych zZrddet ciepta i nieustalonych pdl temperatur na brzegach. N. N. GorLus
[322] rozwiazal zadanie o najszybszym nagrzewaniu lepkosprezystej plyty przy zatozeniu,
ze wzrost napreZen termicznych powinien by¢ z géry ograniczony. W. A. ZALNIN [338]
badal wplyw pola temperatur na nieliniowy o$rodek lepkosprezysty (plyty i powtoki
obrotowe). S. S. KResTowsKI [389] rozpatrywal zagadnienie zginania skrzydia samolotu
dla obcigzen oraz nagrzania, przy uwzglednieniu pelzania elementdw no$nych. W. W. KR1-
SALNY [390] rozpatrywal plaski stan naprezenia dla diugiego bloku o przekroju prosto-
katnym w przypadku, gdy jego temperatura zmienia si¢ wzdluz osi. Rozpatrzono tez
przypadek ukiadu dwu blokéw, wolnych od wigzéw wewngtrznych i lezacych na sztywnym
podtozu. W rozwiazaniu uwzglgdniono pelzanie betonu. A. A. PozpieJEw, A. M. SzaA-
LAWIN [435] rozpatrzyli odksztalcenia topatki nieréwnomiernie nagrzewanego, wirujacego
dysku przy uwzglednieniu petzania. Do rozwiazania zastosowano teorie¢ malych spre¢zysto-
plastycznych odksztalcen. F. W. DoPiNsk1, W. A. MARACHOWSKI [336] wyznaczyli napre-
Zenia termiczne w grubej plycie wykonanej z polimeru, przy zatoZeniu istnienia gradientu
temperatury wzdluz elementu normalnego.

U. GaMER [63] badat napre¢zenia termiczne w idealnie plastycznym dysku, nagrze-
wanym kotowym zrodlem ciepta o stalym natgzeniu. Rozpatrzono stan naprezenia w czasie
dzialania zZrédla ciepla i po jego zniknigciu (odciazenie). Rozpatrzono tez wplyw powtor-
nego nagrzania. W. N. ALPERT [290] analizowal skonczone spr¢zysto-plastyczne odksztal-
cenia nierdwnomiernie nagrzewanych dyskéw. D. A. HOCHFELD, O.F. CzERNIAWSKI
[326] zastosowali metod¢ programowania liniowego do zagadnienia obciazen granicznych
i problemu adaptacji konstrukcji, wystepujacego w plycie kotowej poddanej osiowo-
symetrycznym obciazeniom i wplywom temperatur. M. G. KABIELEWSKI [350] zastosowat
teori¢ odksztalceniowa do obliczania odksztalcen plastycznych, wystepujacych w dyskach
turbin pracujacych w zmiennych w czasie polach temperatur i obcigzen. Podano metode
obliczen i przytoczono wyniki badan do$wiadczalnych. J. LEpix [396], stosujac teorie
matych odksztalcen sprezysto-plastycznych, uogdlnit teorie Karmana odnoszaca si¢ do
skoficzonych ugig¢ plyt —na przypadek wplywéw termicznych. W. 1. MACHNIENKO,
E. A. WIELIKOIWANIENKO [402] badali quasi-statyczne zadanie dla plyty ogrzewanej
walcowym Zrédtem cieptla, ktdrego wydajno$¢ jest dowolna ograniczong funkcja promienia
i czasu. Do rozwiazania zadania zastosowano teorie plastycznego plyniecia. G. Z. SIE-
RIEBRIENNIKOW [449] rozpatrywal koncentracj¢ naprezen wokdét otworéw w plytach pod-
danych dzialaniu pola temperatur przy uwzglednieniu stanéw plastycznych. L. I. FRIED-
MAN [479] rozpatrywal problem odnoszacy si¢ do narastania odksztalcer plastycznych
przy nieréwnomiernym ogrzewaniu w plytach prostokatnych. W pracy [480] badano
zagadnienie adaptacji nieréwnomiernie ogrzewanego, wirujagcego dysku. Dysk posiada
zmienng grubo$¢ i jest obciazony sitami radialnymr dzialajacymi na obwodzie.

N. GAJENDAR [59], wychodzac z nieliniowych ukladéw réwnan i formutujac zasady
wariacyjne dla zagadnienia termosprezystego, przeanalizowal napreZenia termiczne wyste-
pujace w plycie prostokatnej. Plyta ta jest utwierdzona na dwu przeciwlegtych brzegach,
a na pozostatlych — swobodnie podparta. Ogrzewanie ptyty jest typu aerodynamicznego.
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NAGAO CHIrOs1 [184] badal trojwarstwowe plyty nieréwnomiernie nagrzewane przy
uwzglednieniu geometrycznej nieliniowos$ci. Rozpatrzono plyt¢ prostokatng utwierdzona
na obwodzie oraz podparta na dwu brzegach swobodnie, a na pozostatych utwierdzong.
B. Rao KErsAava, S. Rao RaMA [229] rozpatrzyli skonczone odksztalcenia termiczne
w dyskach, wywolane polem temperatur i obcigZzeniem na brzegu. W. G. SAWCZENKO
[445] badal plaskie zadania termosprezystosci, przy zalozeniu nieliniowosci fizycznej
i geometrycznej o$rodka. Rozpatrzono procesy odwracalne, wykorzystujac do rozwigzania
funkcje zmiennej zespolonej. A.G. UGopczYKow [475] podal rozwiazanie plaskiego
zadania termospre¢zystos$ci, wprowadzajac potencjaly Muschieliszwiliego oraz dwie uogdl-
nione funkcje analityczne. Zadanie rozwiazano dla o$rodka nieliniowego fizycznie.

J. S. PODSTRIGACZ, W. S. PAWLINA [432] wyprowadzili podstawowe réwnania ptaskiego
zagadnienia termodyfuz;i.

BAGHI MADHAB CHANDRA [505] rozpatrywal termosprezyste naprgzenia w péinie-
skoficzonym pasmie o izotropii poprzecznej przy zadanym rozkladzie temperatury na
brzegu skoficzonym oraz przy izolowanych cieplnie brzegach pozostatych. R. DzIECIELAK
[510] badal potpasmo ptytowe utwierdzone na brzegu skonczonym, a swobodnie pod-
parte na pozostalych brzegach. Rozpatrzono wplyw stacjonarnego pola temperatur.
Zadanie sprowadzono do réwnania catkowego Fredholma pierwszego rodzaju. V. Ko-
VARIK [513] rozpatrywal zadania termostatecznosci dla plyty trojwarstwowej ortotropo-
wej ze sztywnym wypelnieniem dla stacjonarnego pola temperatur. Rozpatrzono tez
drgania plyt prostokatnych, ktére zostaly wywolane niestacjonarnym polem temperatur.
S. K. SARKAR [517] badatl quasi-statyczne zginanie izotropowej plyty prostokatnej o zmien-
nej sztywnos$ci przy zalozeniu, Ze pole temperatur jest niestacjonarne. Tsur Isamu [519]
analizuje zagadnienie napreZen termicznych wystgpujacych w belce tarczowej, a wywola-
nych cyklicznym dzialaniem pola temperatur. Tarcza obcigZona sitami osiowymi oraz
momentami zginajacymi przylozonymi do brzegéw rozpatrywana jest jako oSrodek
sprezysto-plastyczny ze wzmocnieniem. Zadanie rozwiazano stosujac hipoteze plaskich
przekrojéw. N. N. KarkuzaszwiLl [526, 527] rozwiazal zadanie termosprezystoéci dla
pasma plytowego, poddanego dzialaniu temperatury na jednym brzegu, przy izolowanym

brzegu pozostatym.

7. Prety

G. DARRIEUS [37] rozpatrywal odksztalcenia termiczne waldw. O. W. DILLON [40]
rozwiazal trzy zadania termosprezystoéci dla nieskonczenie dlugiego preta. Zadanie
rozwigzano przy warunkach: a) temperatura powierzchni preta jest odcinkami ciagla,
b) odksztalcenie na powierzchni jest odcinkami ciagle, ¢) szybko$é udaru jest stala. Celem
pracy bylo poréwnanie wynikéw otrzymanych dla sprz¢zonych i niesprzezonych zagadnien
termosprezystosci. W pracy [41] rozpatrzono zagadnienia termosprezystoéci dla preta
pdinieskonczonego przy zatoZeniach: a) state odksztalcenie na koncu preta, b) stala pred-
ko$é udaru, c) stala predko$¢ odksztalcenia, d) stale przyspieszenie. Wyniki otrzymane
z maszyny cyfrowej zestawiono na wykresach. R. ERICH [50] analizowal zmniejszanie si¢
termicznego ugiecia walu turbiny parowej w warunkach zmniejszonej liczby obrotéw.
J. GoLECKI [67] przyjmujac, Zze pole temperatur zalezy od iloczynu trzech funkcji: czasu,
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wspotrzednej przekroju belki i wspdlrzgdnych punktu przekroju, wyznaczyl pole prze-
mieszczen i naprezen w odlewie. B. PANT, P. BADHE [213] analizowali stan naprezen
termicznych w belce spoczywajacej na podlozu sprezystym. Y. L. SapaNA, K. C. VERMA
[237] badali efekty termiczne w ramach Zelbetowych. SHEN Mok-KONG [241] podat wzory
okre$lajace naprezenia i odksztalcenia w nieskonczenie dlugiej belce bimetalicznej, pod-
danej wplywom réwnomiernego ogrzania. E. S. KAREPIETOW [353, 354] badal naprezenia
termiczne pojawiajace si¢ W wstepnie sprezonych konstrukcjach w procesie ich eksploa-
tacji. R.I. KURPAT, J. D. MIROSZNICZENKO [394] podali rozwigzanie teoretyczne, wraz
z badaniami do$wiadczalnymi, problemu napre¢Zzen termicznych wystepujacych w lopat-
kach turbin gazowych. W. A. NikoNow [416] zajmuje si¢ wyznaczaniem napr¢zen ter-
micznych dla ukladéw statycznie niewyznaczalnych oraz podaje algorytm rozwigzujacy
na maszyne cyfrowa. J. S. RUDNICKI [440] bada naprezenia termiczne dla zagadnienia
quasi-statycznego w pierécieniu ochladzajacym si¢ w oSrodku ze stala temperatura.
W. M. CHORrRoOLSKI, W. W. Basow [484] badaja naprgZenia termiczne wystepujace w narze-
dziach skrawajacych w procesie obrébki.

B.I. Ogarkow [419] badal napreZenia termiczne w ofrodku prgtowym anizotro-
powym nasiaknigtym wilgocia, przy uwzglednieniu zalezno$ci wlasnoéci sprezystych od
temperatury i wilgotnosci.

P. H. FraNcis [57] rozpatrywal propagacj¢ fal w cienkim precie przy uwzglednieniu
liniowej zalezno$ci modulu sprezystosci od temperatury. J. JOHN [113] rozpatrywat drgania
belki podpartej przegubowo, przy uwzglednieniu gradientéw termicznych na brzegach.
Zalozono tez, ze powierzchnie boczne i brzegi sa izolowane. Zadanie rozwigzano dla
sprz¢zonych réwnan termospre¢zystosci. Rozpatrzono drgania poprzeczne i podluzne
i stwierdzono, ze w obydwu przypadkach wplyw sprzgZenia jest nieznaczny. Autorzy
pracy [299] badali niesprzg¢zone zagadnienie termospre¢zystoSci w precie przegubowo
zamocowanym dla wplywow naglego ogrzania jednego z brzegéw. Zalozono, Ze po-
wierzchnie boczne s3 izolowane. G. A. KILCZYNsxA [363] badala drgania podtuzne preta
przy wysokich temperaturach, przy uwzglednieniu liniowej zalezno$ci sprezystych
wlasnoéci ofrodka od temperatury. W pracy [364] rozpatrzono wplyw sprzg¢Zenia termicz-
nego i obcigzen okresowo zmiennych w czasie na stateczno$¢ preta. W rozwigzaniu
uwzgledniono zalezno$¢ wlasnoéci sprezystych od temperatury. G. A. KILCZYNSKA,
M. M. PiETRIENKO [368] badali zagadnienia fal termicznych, wystepujacych przy drga-
niach podiuznych w precie o stalym przekroju poprzecznym. Zadanie rozwigzano w ujg-
ciu sprzezonym. J. W. Luszczyckr [400] rozwiazal zagadnienie fal termicznych wyste-
pujacych w precie, przy uwzglednieniu doprowadzenia ciepta z brzegu i bocznych po-
wierzchni preta. ZatoZzono, ze temperatura otaczajacego oSrodka jest funkcja okresowa.
M. M. STRATONOWA [464] rozwiazala zagadnienie dynamicznych napreZen termosprezys-
tych w precie. Naprezenia te zostaly wywolane naglym ogrzaniem brzegu preta potnie-
skoficzonego. Brzeg przyjeto jako nieobciazony lub utwierdzony.

I.S. Tusa, D.P. WEI [256] rozpatrywali zagadnienie termoplastycznoéci dla preta
nieskonczenie dlugiego o przekroju prostokatnym, posiadajacego rdzen otulony zewnetrzng
powloka. Zadanie rozwiazano stosujac teori¢ matych odksztalcen spreZysto-plastycznych
przy uwzglednieniu wzmocnienia i przy nieréwnomiernym rozkladzie temperatury.

G. L. ENGLAND [49] podal réwnania umozliwiajace okre§lenie wielko$ci wewnetrznych
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w belce dwuprzestowej poddanej wplywom termicznym oraz obcigZeniu, przy uwzgled-
nieniu petzania. T. HavasHI, A. KixucHI [80] rozpatrywali zagadnienie statecznosci preta,
w warunkach petzania, przy nierdwnomiernym rozkladzie temperatury wzdtuz osi. N. C.
Huang, E. H. Lee [93] badali zagadnienie drgan ustalonych w precie lepko-sprezystym
przy uwzglednieniu zaleznosci wlasnosci fizycznych od temperatury. W pracy rozwigzano
problem rozktadu temperatur i naprezen dla preta o okreslonej temperaturze poczatkowe;j
poddanego okresowo zmiennym obcigzeniom. KoBAJASHI AKIRA [135] badal wplyw nie-
réwnomiernego rozktadu temperatury (funkcja potegowa wspéirzednej przekroju preta)
na wyboczenie preta. Zadanie rozwiazano dla ofrodka lepko-sprezystego, przy uwzgled-
nieniu czteroparametrowego modelu, W. G. Litwinow [397], stosujac podstawowe za-
lozenia o widknach znajdujacych si¢ w o$rodku lepko-sprezystym (polimer), podat pod-
stawowe rownania opisujace proces usytuowania si¢ widkien w takim o$rodku. J. S. Rup-
NICKI [441] rozpatruje fale naprezen w pierScieniu, wywolane naglym podwyZszeniem
temperatury powierzchni zewnetrznej. Zadanie rozwiazano dla ofrodka lepko-sprezystego.
R. A. Turusow, M. M. STRATONOWA [469] podali rozwiazanie zagadnienia pelzania
preta o stalym przekroju poprzecznym, utwierdzonego na brzegach, w warunkach nie-
jednorodnego nagrzewania. O. F. SzLENsKI, W. F. MLIsko [501] podali wykre$lno-anali-
tyczny sposéb obliczenia odksztalcen preta rozciaganego dla odrodka lepko-sprezystego,
przy niestacjonarnym polu temperatur.

G. DINcX [508] rozpatrywal wplyw temperatury na propagacj¢ fal w rozcigganych
niciach przy uwzglednieniu zagadnienia sprze¢zonego. C. SiLLi [518] bada mozliwosci
pojawienia si¢ osobliwych fal nieciaglo$ci w nici termosprezystej. W. 1. Krivow [528]
rozpatrywal wplyw nieréwnomiernego nagrzania na pole napreZen termicznych w pretach
cienkoéciennych o profilu otwartym. Autorzy pracy [529] analizowali stan napr¢Zenia
w lopatkach turbin gazowych przy niestacjonarnych warunkach nagrzewania i ochfa-
dzania. A. M. SzaEAwIN [531] podal metod¢ obliczania (na pelzanie) pieréwnomiernie
nagrzewanych lopatek turbin gazowych. W pracy wykorzystano zwiazki analogiczne do
réwnan otrzymanych z teorii malych odksztalcen sprezysto-plastycznych.
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¢ 3anoaHumensem useowus Kanad, YIsB. BbICc. yueG. 3aB., ABuau. Texs., 4, 1965, 90-96.

B. IT. KapHoouuukwmit, B. I1. Hurvneuos, Bauanue memnepamnyprsx Hanpascenuti Ha YCmoiuuaocms
MPEXCAOUHOT NAHEAU KPbIAA HECUMMEMPUYHOH cmpyKkniyps, Tes. Hanp. B 3JieM. KOHCTP., BbUI. 6,
Kues 1966, 205-212.

B. I1. Kapunoxxuuucuit, B. JI. MurvnsuoB, Temnepamyprsie HanpANCEHUR & mpexcAouHOl yuAUHODU-
veckoti obonouxe Koneunoti daunvl, Ilpukn. Mex., 5, 3 (1967).

JI. M. Kauanos, O 3adauax noasyuecmu npu mepmoOuHAMUECKUX UIMEHEHUAX THEMNEPAMYPHO0 NOAA,
Tenn. Hanp. B 37eM. KOHCTP., Bbin. 6, Kues 1966, 23-28.

3. I'. Keeumos, H. H. SIrvsoB, Tepmoynpyzue nanpascenun 6 obcadnoii noaonne, Y1aB. AH, Asep®.
CCP, Cep. ®Pua.-Texu. Mar. H., 5, 1965, 154-159. ]

W. 1. Kunns, O mepmoynpyzux Hanpascenunx enympu nosynpocmparicmea, Vimk. JXypH., MTT,
1, 1966, 140-144.

H. A. Kunsuesckuii, E. A. Brycenuosa, Boanogoe pacnpocmparenue menia ¢ KOHIMUHYYMe ¢ OUCA0-
xayuamu, Temwl. Hanp. B anem. KOHCTP., BbIn. 7, Kues 1967, 155-158.

. A. KunvuuHckAst, Heaunetinvie sgdexme npu xorebanunx ynpyaux cmepicuen 8 YCA0BUAX 8bICOKO-
memnepamyprozo Hazpesa, Ilpurxn. Mex., 4, 1 (1965), 73-78.

. A. KunbuuHcKAsl, JuHamuueckan ycmoduueocms HepasHOMEPHO Hazpenozo cmepocHa, JIHH. CHCT.
TBepA. M xum. Ten, Kues 1965, 49-55.

. A. Kunvumsckas, Hccaedosanue sonHogsix npoyeccog ¢ obpamusis mepmoynpyaus sgpexmon 8 na-
epembix ynpyeux meaax, Ipuxn. Mex., 10, 2 (1966), 16-21.

. A. KunbuuHcKast, Bausanue HecmayuoHapHO2o 6blCOKOMEMNePamypHo20 NoAA Ha OUHAMUNECKYIO
ycmotiuugocms menAonpogod Augeti oborouxu, JIMH. CUCT. TBePA. M >xul. Ten, Kues 1966, 37-46.

. A. KunvuuackAst, Pacnpocmparnenue mepumoynpyzux 604H 6 Ynpy20M C¢/A0€ nNpu KOHEBEKMUBHOM
mennoobmerne Ha e20 nodepxnocmax, Temu. Hamp. B ajieM. KOHCTD., BbIN. 6, Kuep 1966, 174-183.
. A. Kunpunnackasa, M. M. IIerpenno, Pacnpocmparerue npoooasHuix mepmoynpyux 604H 8 CrmepacHe,
Tenn. Hanp. B 9JIeM. KOHCTP., BoIn. 5, Kues 1965, 189-195.

. Kur, 5. C. Iloncreurau, Onpedenenue CmayuOHapHOz0 NIEMNEPamypHO0 NOAR U HANPANCEHUL

& oxpecmHocmu weau, obaazaiowyelt mepmoconpomusnenues, Pus. Xum. Mex. Marep., 3, 2 (1966),
247-252.

370* C. . Knauko, Anarocus mexncdy memnepamypHuMu 3a0QUAMU MeOPUU Ynpy20cmu U nAGCHmudHOCIY

371.

372.

373.

u 3adavamu 048 Henazpemsix med, Tp. HoBocuG. HH. HHXK. YK.-I. TPAHCI., BbIN. 62, 1967, 296-304.
A. . KoBaneuko, Bepascenun 04a menaoguix HanpadsiceHusi u nepemewyenuti 8 KoHuvecko 0060a0uke
npu yuxauunoi dedopmayuu, Tenn. Hanp. B d1eM. KOHCTP., Bhll. 6, Kues 1966, 283-290.

A. . KoBanEHKo, B. I'. KAPHOYXOB, YpasHeHuA u peuseHus HeKOMOPHIX 3a0av meopuu 6A3K0-ynpy-
2ux obonouex, Temn. Hamp. B aseM. KOHCTP., Boul. 7, Kues 1967, 11-24.

K. X. Ko>kaAXMETOB, P. M. OMHKETSIUTENH, LJusundpuueckan 0600uka u niacmuna nod Oeticmauem
1008udICHO20 uCHOUHUKA menaa, Yccaen. Mo ynp. M mnact., Buil. 4, Jlenunrpan 1965, 86-106.

374* M, KosaroB, Teproesacmuuna ycmoinugocms Ha anusomponHot naouu, Texn. Mucoi., 2, 4 (1967),

63-69.
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375* M. Ko3APOB, 3azybeane Ha 3AQCHUNHAMA YCMOUNBOCM HA YUAUHOPUNHI HePYNKY, 3aNBAHEAU C IAG-
cinuven Mamepuan om OeicmeUemo Ha BsHEUHO HaA2anue u memnepamypa, Texu. Mucsn, 3, 4 (1967),
59-65.

376. YO. M. Konano, Hecrmayuonaproe memnepamypHoe none u meMnepamyprble HanPAMNCEHUA 8 MOHKUX
NAGORUHKAX ¢ Menaoomoaueti, MmepMoynpyzue xapaKmePpucmuxy KOmopux 3agucAm om memMnepamypsl,
Tenmn. Hanp. B 3JIeM. KOHCTp., BbiN. 5, Kues 1965, 111-126.
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398. A. Y. JlosanoB, M. M. Cunnar, Bausanue é3aumodeticmeun noseti dedopmayuii u memnepamyps Ha
K8A3UCMAMUYECKOE HANPANCENNOE COCIROAHUE MOHKOL naacmunku, Tems. Hamp. B 3JIeM. KOHCTD.,

Bbin. 6, Kues 1966, 164-168.
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399. A. U. NlosanoB, M. M. Cunnse, Ceasannsie 3adauu mepmoynpyzocmu OAR MOHKUX NAACIUNOK
Tenn. Hanp. B 3JleM. KOHCTP., Buin. 7, Kues 1967, 243-252.
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406* V. A. Menuuxos, Hexomopsie 6onpocs pacuema O0POMCHNX GEMOHHBIX NAUM Ha memnepamypy u na-
2py3xy, Tp. roc. Bcec. ZOp. H.M. MH., BhIN. 7, 1966, 69-79.

407. I'. T'. MeiitaukoB, B. M. Cseumnukos, Peasxcayus memnepamypHuX HAnPpANCEHULl 8 MOHKOCINEHHOU
mpybe & ycAosuAx ynpyzo-naacmueckozo degopmuposanun, Vap. Beic1. yuebH. 3aB., ABnau. TexH.,
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408. O. MEenau, I'. I1arxyc, Tepmoynpyzue HanpANCEHUR 8bI3bI6ACMBIE CINAYUOHADHBMU me,unebamjzpubmu
noaamu, dusamatrus, 1958. :

409. B. H. Mockanesko, Cmoxacmudeckue kpaessie IHHEKMsl 6 OCCCUMMEMPUYHBX 3A0aUAX mePHoynpy-
20cmu OAR KPy208wx yuauxOpuueckux obosouex, Vwx. Xypu., MTT, 3, 1967, 95-101.

410. B. H. MocKANEHKO, Cmoxacmuueckue kxpaessie sddexmu 6 naacmunax, Ylss. AH Apm. CCP,
Mex., 5, 20 (1967), 38—47.

411. B. H. MOCKANEHKO, O CAYUQIIHbX MEPMOYNPY2UX HANPANCEHUAX 6 naacmunax, Tenn. Hanp. B JeM.
KOHCTp., Bbm. 7, Kuen 1967, 209-216.

412. H. C. MosxaroBckuii, A. A. IOwmEaKo, Ocmamoutbie HANPANCEHUR NPU MENAOCMEHAX U UX 6AUAHUE
Ha donzogeunocms memanna, Terwt. Hanp. B 3nmem. KOHCTP., BeiI. 7, Kues 1967, §4-92.

413. A. K. Moiceeuxo, 1. A. Livenan, Kouyenmpayia mepmoHAnpyssceHs 8 (i3uuno neatnidnit npyscHii
naacmunyi 3 omsepos npu odxopioHoMy menaonomoyi, Nonos. AH YCCP, AS, 1967, 453—457.

414. A. K. Mouceeuko, U. A. Lyenan, TeunepamypHsle HanpAXsCEHUA 8 NOA00M YUAUHODE U NAACHIUHKE
¢ omeepcmuen u3 Heaureiinozo mamepuara, TeIUl. HAND. B 3JIEM. KOHCTP., BhIn. 7, Kues 1967, 130-
140. .

415. U. A. Mortoswioseld, U. . Kupnyok, Hanpastcenrnoe cocmoanue yuauHopa npu CHeUGHHBX 2pa-

' HUYHbLX YCAOSURX Hazpesa, TeIul. HAMD. B 3JIeM. KOHCTP., Boil. 7, Kues 1967, 217-226.

416. B. A. HuxoHoB, Tepmoynpyzue HAnpAXNCeHUR 8 Camuyecku Heonpedeaumux cucmemax, Ilpuxi. Mex.,
9, 2 (1966), 107-112.

417. B. HoBauxuit, I[nockan 3adaua maznumomepmoynpyzocmu, Ilpman. Mex., 6, 1 (1965), 1-7.

418. B. HoBauxuit, Mosennusie nanpasicenun ¢ mepmoynpyzocmu, Ilpukn. Mex., 1, 3 (1967), 3-17.

419. B. V. OTAPKOB, TemnepaniypHo-6AancHOCIHBE HANPANCEHUR 8 QHU3OMPONHOM KOAbye C YuemoM 3a-
sucumMOCIIU MOOYAEH YNPY20cmu MAMePUasa om memnepamypsl # eaaxcHocmu, VIss. BbIcmi. yueGH.
3aB., MaWIMHOCTP., 5, 1966, 26-30.

420. B. C. TTasmuna, O sausHuu duddyuu Ha memnepamyprsie HaNPAICEHUR & OKPECMHOCIY YUAUHODU-
veckoti noaocmero, Pus.-Xum. Mex. Marep., 4, 1 (1965), 390-394.

421* H, II. [1aukpATOB, TeMnepantypHsie HaNPAMNCEHUA 8 NOAOMX MOHKUX 06010uKax OB0RKOU KPUBUIHLL,
Capatosck ITosn. Uuc., Bem. Texu., 1965, 207-211.

422* H. 1. TTAHKPATOB, Ycmoiuugocms KpyzasiX KOHCMPYKIMUBHO OPMOMPONHHIX NAACMUH npu HepasHo-
MepHom nazpege, Hayu. tp. Capatosck ITon. Un., som. 23, 1966, 193-198.

423. T, Ilapxyc, Heycmanosusuueca mesnepamypuse nanpaxcenusn, Mockea 1963.
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1. A. ITereBEP3EB, Hecmayuonapran menaonposoOHOCHs U mepMOYNPY20Cmb 8 MHO20CAOUHBX YUAURO-
puueckux cucmemax, Teml. Hanp. B 3JIeM. KOHCTP., BbiN. 7, Kues 1967, 182-193.

425*% B. B. IIeTPoB, Pacuem noaozux oboaoueKk 8 meMnepamypHoM none npu KOHEUHHX NPoubax ¢ yuemom

426.

427.

428.

WUIMEHEHUA C80Licmé Mamepuaaa om nazpesanun, Tp. mon. yu. Capar. IToms. Hu., Bem. Tex., 1965,
333-341.

B. B. IInckyH, Ynpyzo-naacmuueckoe 0Cecu MMempPuyHoe HanpANCEHHOe COCIMOANUE KPY2060li YUAUHODU-
weckoii 060A0UKU NOCMOAKHONR MOAUUHRY. NPU HECMAYUOHAPHOM Hazpese, TeIUl. Hallp. B 3JIeM. KOHCTD.,
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A. B, TlyxoBckuit, O cmamuyeckor pacuéme 3aMKHYMbX MEeMANAUYECKUX YUAUHOPULECKUX 060a0ueK
Ha Oesicmeue coaneunoii paduayuu, Ctp. Apx., 3, 1965, 27-32.

A. B. ITvxoBckuit, O6 00HOti 3a0aue cmamuveckoz0 pPacuéma MemasauvecKux YUAUHOpUvecKux o06o-
A0uEK 8 YCA0BURX OOHOCMOPONHO20 Hazpesa, VI3B. BbIcul. yuebH. 3aB., Ctp. ¥ Apx., 3, 1967, 27-32.

429* A_ U, TloarorHblil, Tepmoynpyzue HanpAMCEHUA 8 IMOACHOCMEHHOM YUAUHODE KOHeuHON Oaunbl, ITuH.

430.
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432.

433.

434,

M mpou. martep., Pecr. Mewxsen. Hayu. Tex. ¢6., Bbm. 2, 1965, 89-95.

S1. C. TloncTeuray, Bausnue uopoOHNX MAKPOGKAYHEHUS HA pacnpedencHue meMnepamyphux noneti
u nanpaxcenuti ¢ ynpyaux meaax, Konu. namp., soimn. 1, Kues 1965, 207-218.

S1. C. Tlopcteurau, H. B. TaitBack, [JeymepHan zadaua mepmoynpyocmu 048 bOecKOHeuHot cpedul
¢ yuauHopuueckum exaiouenues, Ilpuxn. Mex., 3, 2 (1966), 124-126. .

S. C. Tlogcrrurau, B. C. I1aBnunA, OcHo8Hbie ypasHeHUR naockol 3adavu mepmoouddysuu, Ilpurr.
Mex., 3, 1 (1965), 101-106. i

A. C. Nopcreurau, I'. C. Kur, Onpedenenue mesnepamypHux noseti u HanpAsCERULi 6 oKpecmHocmu
menaonposod Aausux mpewsur, Temi. Hanmp. B 3JeM. KOHCTP., Bhil. 7, Kues 1967, 194-201.

S1. C. Tloncteurau, I1. P. lleBuvk, Teunepamyprbie noAs u HANPANCEHUR 6 MeAAX C MOHKUMU NO-
Kpumuamu, Tenn. Hanp. B aneM. KOHCTD., Bbin. 7, Knes 1967, 227-233.

435* A. A. TlosneeB, A. M. llanaBuH, Pacuému HanpAasscenHo-0eGopMupoOsanH020 COCIMOARHUR NPU NOA3Y-
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438.
439.
440.
441.

442,

443.

445.

447.

448.

weCmU 6 HepAGHOMePHOM meMnepamypHom none, I'a3ofuH. NBHUT., AHH. W NPOYH. Maul., 1967, 3-9.
JI. U. TlonskxoB, M. A. Pyauc, O npedeasnom pasrosecu O06YXCAOUHOL yuAuHOpuueckod o0bonouxu
¢ yuemom memnepamyprux Ifgexmos, Teli. Hanp. B 3NeM. KOHCTP., Buil. 6, Kues 1966, 70-78.
B. E. ITonoBuY, Ycmotiuueocms HePpasoOMEPHO HAZPEMbIX NPAMOY20AbHbX NAGCIHUH NEPEMEHHOU Dicecm-

xocmu, Pacy. Ha npouH., Bbin. 12, Mocksa 1966, 378-385.
B. E. Tlonosuu, OcecummempuuHan nomepus YCrmowuusocmu HePASHOMEPHO Hazpemod no paduycy

KOAbYEEOti NAGCMUHKY muna wnanzoysa, VI3B. Bbicul. yueOH. 3aB., ABnan. TexH., 2, 1967, 67-73.
E. B. TlonoB, [Juuamuueckas c6A31AR 3a0aua IMEPMOYNPY20CMu OAR NOAYNPOCMPAHCMEA C YHEMOM
KOHeuHocmu pacnpedenenun menaa, Ilpukn. Mat. Mex., 2, 31 (1967), 328-334.

10. C. Pyauuckuii, KeasicmayioHapHi mepMonpyssci HAnpysceHuR 8 KiAvyi uso 0X0A00MCYIMCA Y ce-
pedosuwyi 13 cmanorw memnepamyporo, HonoB. AH YCCP, 10, 1965, 1298-1303.

I0. C. Pyaguuckuit, Tenaosuil y0ap no 306HIUHOMY KOHMYPY KIAbYA 3 6PAXYEAHHAM EAIKONPYIHCHOZ0
demngipysanna xoaubans 6 mamepiani, Jonos. AH YPCP, 11, 1965, 1455-1460.

H. C. Popxros, I'. C. Tep-Axonsinu, ITpubausiceHHuiti memood pacuéma HeyCmaHOBUSUIe20CA memne-
Damyproz0 noaA u HanpAxceruti 8 QUCKO8HX Pomopax napossix nypbur, TEII. Hanp. B 3/1eM. KOHCTP.,
Bem. 5, Kues 1965, 76-90.

A. @, PasoB, 3adaua mepsoynpyzocmu 048 MHozocaotinoi naacmunxu, Ilpukn. Mex., 4, 3 (1967),
16-23.

. B.T'. CaBurnko, Hanpascennoe cocrmosnue 6R3KO-YNpPy2020 HEPAGHOMEPHO HAZDEMO20 YUAUKOPA €O

36e30006pasnoii nosocio, Tems. Hanp. B 3j1eM. KOHCTp., BbIN. 5, Kues 1965, 137-146.
B. I'. CABYEHKO, IT10ckas 3adaua mepMoynpy20cmu ¢ yuemoM Gustuueckoid u 20 Mempuieckot Heau=-
netinocmu, Terl. Hamp. B a/eM. KOHCTp., Bbin. 7, KueB 1967, 119-129.

. 10. A. CamounoBuu, Ynpyzo-nisacmuueckoe pagHosecue CnAOWIHO20 KPY208020 YUAUHOPA 6 HEPAGHO-
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O PEWNYM PRZYPADKU ANIZOTROPII

JANUSZ KLEPACZ KO (WARSZAWA)

Dotychczasowe badania eksperymentalne warunku plastyczno$ci sprowadzaly sie
gtéwnie do $ledzenia zmian pewnej powierzchni, ktdra jest geometrycznym przedsta-
wieniem matematycznego sformulowania takiego warunku w dziewigciowymiarowej
przestrzeni naprezen. Ze wzgledu na trudnoéci zwiazane z technika eksperymentu, do§wiad-
czenia przeprowadza si¢ zazwyczaj dla plaskiego stanu naprezenia, gdy jedna ze skladowych
stanu naprezenia jest réwna zeru; na przyklad ¢, = 0. Taki schemat do$wiadczalny od-
powiada przeprowadzaniu prob na cienkoéciennych prébkach rurkowych lub na blachach
rozciaganych w odpowiedni sposéb. Zwykle do§wiadczenia takie sa przeprowadzane dla
materialdéw, ktére moZna uwazaé za izotropowe przy malych warto§ciach odksztalcen,
na przyklad ¢,,,, = 0,005. Wyniki sa przedstawiane w postaci powierzchni lub przekrojow
tej powierzchni dla jednakowych warto$ci odksztalcen w trojwymiarowej przestrzeni
naprezen oy, Oy, Txy.

Jak wiadomo, podczas odksztalcania metali w stanie wyZzarzonym do wartoéci od-
ksztalcen w przyblizeniu wigkszych niz 0,5%, (¢ > 0,005), daje si¢ wyraznie zauwazyé
zjawisko anizotropii. Wéwczas poszczegolne krzywe umocnienia sa funkcja kierunku,
przy czym gléwne kierunki anizotropii moga si¢ rézni¢ od kierunkéw naprezen giéwnych.

Zwykle mozna wyrozni¢ dwa przypadki anizotropii, a mianowicie:

a. Material, ktéry mozna uznaé poczatkowo za izotropowy nabywa cech anizotropo-
wych podczas procesu deformacji. Jest to przypadek tzw. anizotropii odksztalceniowej.
Jako przyklad takiego zachowania si¢ mozna wymieni¢ rury lub blachy w stanie wyza-
rzonym poddawane odksztalceniu plastycznemu o odpowiednio duzej wartosci.

b. Anizotropia, ktdra istnieje juz w materiale przed przystapieniem do badan. Jest to
pPrzypadek tzw. anizotropii rodzimej. Przykladem takiego zachowania si¢ sa plastiki
zbrojone, drewno itp.

Przedmiotem dyskusji w niniejszej pracy jest przypadek a.

Jednym z warunkéw plastycznos$ci dla cial anizotropowych jest warunek przedyskuto-
wany w pracy [2] oraz [3]

1) F(oy,— 0, +G(0,—0x)*+ H(0:—0,)+ 2Lz}, + 2M72,+ 2N}, = 1,

gdzie F, G, H, L, M, N sa pewnymi parametrami charakteryzujacymi biezacy stan ani-
Zotropii w ciele. Réwnocze$nie pomija si¢ efekt Bauschingera i wplyw ci$nienia hydro-
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statycznego, a gldwne osie anizotropii pokrywaja si¢ z ukladem wspodtrzednych x, y, z,
w ktérych opisuje si¢ stan naprezenia. W przypadku istnienia izotropii réwnanie (1)
redukuje si¢ do warunku plastycznodci Hubera-Misesa; wowczas

L=M=N=3H=3G=3F
oraz
1
=

gdzie o jest naprezeniem plastycznego plynigcia przy jednoosiowym rozcigganiu, k sta-
nowi analogiczna wielko§¢ przy czystym $cinaniu. Bardziej ogolna dyskusje warunkdw
plastycznosci z uwzglednieniem anizotropii zamieszczono w pracy [5], gdzie warunek (1)
- wynika jako jeden z przypadkéw szczegdlnych.

Dla przypadku plaskiego stanu napr¢zenia, tj. dla ¢, = 0, warunek (1) przyjmuje
postaé

2 (G+H)oi—2Ho.0,+ (H+ F)ol+2N72, = |;

2F o? = 3k,

gdy istnieje izotropia, warunek plastycznosci przedstawia elipsoide (3) w przestrzen
napre¢zen oy, Oy, Txy,

) 0i—0x0,+03+37%, = 3k~

Tak wi¢c w przypadku plaskiego stanu naprg¢zenia pozostaja do wyznaczenia cztery stale
F, G, H, N, oczywiscie o ile traktowa¢ je jako stale, a nie jako parametry zalezne od od-
ksztalcenia. '

Gdy prébki wycina si¢ z arkusza blachy pod katem o w stosunku do kierunku walco-
wania, wowczas naprezenie plastycznego plynigcia o w funkeji kierunku o mozna przed-
stawi¢ jako nastepujaca zaleznos$c

4 o(a) = [Fsin®a+ Gcos'a+ H(sin*a—cos?a)’+ 2Nsin®acos?a]~1/2,
Réwnoczeénie w przypadku plaskiego stanu napre¢zenia, stosunek odksztalcenia w kierunku
poprzecznym do osi wycigtej pod katem o probki do odksztalcenia po gruboéci blachy
wyraza si¢ zalezno$cia

__ H@N—F—G—4H)sin*acos?x
o Fsin®a+ Gcos?a

) .

Geometryczne przedstawienie warunku (2) w postaci pewnej powierzchni rézni sie
nieco od elipsoidy (3). Kilka tego typu powierzchni dla réznych materialéw anizotro-
powych zostalo przedstawionych w pracy [1].

Celem obecnej pracy jest dyskusja stwierdzonego do$wiadczalnie pewnego przypadku
anizotropii blachy z technicznie czystego aluminium w stanie wyZarzonym,

Eksperymenty przeprowadzono w nastepujacy sposob. Arkusz blachy aluminiowej
(99,69 Al) o grubosci g = 1,40 mm pocieto na duze prébki o wymiarach 250 300 mm
i nastgpnie wyzarzono rekrystalizacyjnie w temperaturze 450°C w czasie jednej godziny.
Tak przygotowane prébki shuzyly badZ do pociecia na male prébki celem przeprowadzenia
préb rozciagania w siedmiu kierunkach w odniesieniu do kierunku walcowania, badz do
rozciggania w postaci duzej prébki w kierunku zgodnym z kierunkiem walcowania, a nastep-
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nie do dalszych préb rozciagania dla kolejnych siedmiu kierunkéw. W ten sposéb badano
anizotropi¢ odksztalceniowa lub wplyw wstepnego odksztalcenia przy o = 0 (kierunek
wstepnego rozciagania pokrywa si¢ z kierunkiem walcowania) na pdZniejszy stan ani-
zotropii blachy. Podobna metode badan, jednak w innym celu, zastosowano w pracy [6].

Duze prébki rozciggano w specjalnych uchwytach na zrywarce hydraulicznej typu
ZD-10 z automatyczna rejestracja wydtuZzenia za pomoca urzadzenia typu Mke z tenso-
metrem indukcyjnym. Taka technika eksperymentu umozliwiala uzyskiwanie dokladnych
krzywych umocnienia do odksztalcenia maksymalnego ¢,,, = 0,05; baza tensometru
Iy = 20 mm. Mniejsze probki rozciagano na odpowiednio mniejszej maszynie. Wszystkie
doéwiadczenia przeprowadzano w przyblizeniu stalej predkosci odksztalcenia é =
= 8,3 - 10~%sek~".

Jako jeden z wynikéw do$wiadczen przeprowadzonych dla badanego aluminium
w stanie wyzarzonym uzyskano wykresy biegunowe wielkosci odksztalcen w funkcji
kierunku o przy stalej $redniej warto§ci naprezenia ¢ = const, (¢ = 2,500 kG/mm?)
oraz o = 5,849 kG/mm? Wykres przedstawiono na rys. 1. Korzyéci z przedstawienia

€y

MR
/ .
004 f

Q
5
& & =5,849 kG/mm?
/_L__—
003
\ of
d‘f

002

5=5000 kG/mm* = —

5=2500 kG/mm*® \
\_I—'_—

0 0,01 0,02 0,03 0,04 a5 Ex

Rys. 1. Wykres biegunowy wielkosci odksztalcen w funkcji kierunku « dla stalej warto$ci naprezenia
¢ = 5,849 kG/mm? oraz = 2,500 kG/mm?; a« = 0° jest kierunkiem walcowania. Poszczegblne punkty
stanowia $rednie dla trzech prébek

wlasnoéci anizotropowych w takich wspdirzednych przy wigkszych odksztalceniach
plastycznych wynikaja z rys. 2 i sa oczywiste, gdyz wowczas anizotropia jest bardziej
wyraznie widoczna. Podobne wykresy sporzadzono réwniez dla innych warto$ci na-
prezen uzyskujac podobne krzywe. Na podstawie rys. 1 mozna stwierdzié, ze badana blacha
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aluminiowa ma najwyzsze wlasnodci wytrzymalo$ciowe w kierunku prostopadlym do
kierunku walcowania, tj. dla ¢ = 90°. Dla tego kierunku krzywa umocnienia lezy naj-
wyzej. Minimum wlasno$ci wytrzymatosciowych obserwuje si¢ w zakresie 45° < a < 60°,
natomiast dla kierunku walcowania wlasno$ci wytrzymalo$ciowe sa zblizone do wartosci
$redniej. Srednia warto$¢ wydtuzenia dla o = 5,849 kG/mm?® zaznaczono tukiem okregu
cienka linia.

o .

o1

X2

o3

| __o=const_ ~
I
| |
} |
| [
| f |
l : |
o |
| ' '
| ! |
| { |
| ] |
} I I
| | |
| | [
I | {
| | 1 -
0 € & &3 £

Rys. 2. Schematyczne wyjas$nienie sposobu w jaki otrzymano rys. 1

Pamietajac o zalezno$ci (4) dla plaskiego stanu naprezenia nalezy stwierdzié, iz aby
wyznaczy¢ parametry anizotropii F, G, H, N nalezaloby zna¢ wartosci naprezenia plastycz-
nego plyniecia dla czterech wybranych kierunkéw. Jednak zagadnienie to jest niewyzna-
czalne w ten sposob, gdyz nawet w plaskim stanie naprezenia stale anizotropii F, G oraz
H sa réwniez funkcjami naprezenia plastycznego plyniecia w kierunku z, tj. po grubosci
blachy. Z tego powodu nalezy réwnocze$nie uwzgledniaé réwnanie (5).

Celem wyznaczenia statlych anizotropii dla badanego aluminium, przyjeto zgodnie
z rys. 1 charakterystyczne warto$ci napr¢zenia plastycznego plyniecia dla trzech katéw a,
a mianowicie dla o = 0° ¢(0°); dla a = 60°, ¢(60°) = 0,,,,; dla & = 90°, 6(90°) = 0, 5x-
W ten sposob warunek (5) dla o« = 0° i réwnanie (4) dla trzech podanych warto$ci katow o
dostarczaja ukladu czterech réwnan z niewiadomymi F, G, H, N. Otrzymano nastepujacy
uklad rownan

qG—H =0,
1
= @y
(6)
F+H !

= Fe07”
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16
9F+G+4H+6N = 2609
W wyniku rozwiazania ukladu réwnan (6) otrzymuje si¢ szukane parametry anizotropii
Fe 1 _q 1
©6%(90°)  1+q *(0%)’
1 1
G= 144 o*(0°)’
g9 1
H =
14+¢ *(0°)’
N — 10g—2 1 n 8 1 3 1

12(1+9) 02(0% ' 3 o2(60° 2 ¢2(90°)

Dla znalezienia liczbowych wartosci wspdlczynnikéw anizotropii wybrano z danych
do$wiadczalnych nastgpujace wartoéci o()

a(0°) = 5,90 kG/mm?,
0(60°) = 5,77 kG/mm?,
#(90°) = 6,30 kG/mm?.

Wszystkie dane odnosza sie¢ do wartoéci odksztalcenia &, &~ 0,05. Zmierzono réwniez
dla jednej serii probek wartosci ¢; Srednia warto$¢ ¢ dla &x = 0,05 wynosi ¢ =~ 1,05. W wy-
niku obliczenr uzyskano nastepujace waitosci liczbowe wspoélczynnikéw anizotropii dla
e = 0,05:

F = 0,01048 mm*/kG?,

G = 0,01401 mm*/kG?,

H = 0,01471 mm*/kG?,

N = 0,06613 mm*/kG?.

Jak wspomniano poprzednio, przeprowadzono réwniez badania celem stwierdzenia
wplywu wstepnego odksztalcenia dla o = 0° (odksztalcenie wstgpne zgodne z kierunkiem
walcowania) na pdzniejsze wilasnoéci anizotropowe blachy. W tym celu duZe probki
odksztalcano wstgpnie do trzech wartoéci odksztalcen &; (g), = 0,01, (g). = 0,03,
(g0)s = 0,05, dalej wycinano probki mniejsze i poddawano je dalszemu odksztalcaniu
dla pozostatych szeéciu kierunkéw. Wartosci wybranych katéw podano na rys. 1. Na
wykresach rys. 3 i 4 przedstawiono uzyskane wyniki dla o = 0° i « = 90°. Poniewaz
tensometr indukcyjny wraz z ukladem rejestrujacym zostal przystosowany do pomiaru
odksztalcen wickszych, przeto otrzymane krzywe umocnienia nie sa zbyt dokladne w ob-
szarze odksztalcen sprezystych, z tego tez powodu te czgéci krzywych zaznaczono liniami
przerywanymi.

W wyniku tych doéwiadczen mozna stwierdzi€, ze odksztalcanie wstepne blachy wy-
‘kazujacej cechy anizotropii odksztalceniowej w kierunku stabszym, tj. dla « = 0°, powoduje
réwnoczesne bardziej intensywne umacnianie si¢ tej blachy w kierunku prostopadlym, t;.
dla o = 90°. Podczas ponownego odksztalcania dla « = 90° omawiany efekt daje sig
zauwazyé jednak wylgcznie przy wigkszych warto$ciach odksztalcenia ¥, tj. okoto &* >
= 0,5% dla odksztalcenia wstepnego & = 0,05. Przy mniejszych odksztalceniach dodat-
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kowych &* efekt ten moze pozosta¢ w ogdle niezauwazony i material mégtby byé uwazany
za w przyblizeniu izotropowy. Anizotropia odksztalceniowa mozZe pozostawaé rowniez
niezauwazalna dla stanu wyzarzonego przy matych wartoSciach odksztalcen poczatkowych,
Zagadnienie to jest szczegdlnie wazne z punktu widzenia weryfikacji doswiadczalnej
warunkow plastycznosci dla materialdw odksztalconych wstepnie.

Podane fakty prowadzityby do dalszych wnioskéw, a mianowicie po pierwsze, przy
obciazeniach proporcjonalnych ze stanu wyZarzonego powierzchnia plastycznosci, po-
siadajaca poczatkowo w obecnym przypadku ksztalt zblizony do elipsoidy, stopniowo,

6]
[kG/mm?]

60 <

40
a=90°
a=90°

30 } 1
|
|
|

=0} |
2b ]
I

101
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|

0 Qo1 0,02 003 . 004 13

Rys. 3. Krzywe umocnienia badanej blachy aluminiowej dla dwdch kierunkéw, o = 0° oraz a = 90°;

kierunek réwnolegly i prostopadly do kierunku walcowania; @ u$redniona krzywa umocnienia z trzech

préb dla o = 90°, O krzywa umocnienia ze zmiang kierunku rozciagania, odksztalcenie wstepne &, = 0,01
dla « = 0° a nastepnie dalsze odksztalcanie dla « = 90°

w miare wzrostu odksztalcenia deformuje si¢ odbiegajac coraz bardziej od ksztattu po-
czatkowego. Jednak proces deformacji elipsoidy przebiega w ten sposéb, ze kolejne bryly
s podobne. Fakt ten stwierdzono do$wiadczalnie, gdy sporzadzono wykres przedstawiony
na rys. 5. Na wykresie tym zaznaczono punktami dla trzech prébek wartosci stosunku
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a(90°)
a(0°)
w funkcji odksztalcenia e; wykres odnosi si¢ do obcigzania proporcjonalnego. Otrzy-
mano praktycznie stala warto$¢ y, ¥ = 1,088, oprdcz matych wartosci odksztalcen, gdzie
warto$¢ ¥ powinna byc¢ zblizona do jednosci.

Po drugie, przy naglej zmianie kierunku obciaZania material «zapomina» stopniowo
o tej zmianie, co przejawia si¢ w stopniowym zblizaniu si¢ dwéch krzywych uzyskanych
dla jednakowej wartosci o, np. & = 90°. Przy czym jedna z tych krzywych odnosi si¢ do

[+ _an®
kG/mm?Y) oi—90 N
60 o JI_ I
1

50— . — il———
Q0 _
30
2'0 [
w ;

i
0 apt a2 ap3 004 005 006 om o a09 [/

Rys. 4. Krzywe umocnienia badanej blachy aluminiowej dla « = 0° oraz « = 90°; @ uéredniona krzywa
umocnienia z trzech préb rozciagania dla « = 90°, O krzywe umocnienia ze zmiana kierunku rozciagania,
odksztalcenie wstgpne &, &~ 0,03 oraz & = 0,05 dla « = 0°, nastepnie dalsze odksztalcenie dla o = 90°

stalej wartosci «, druga do zmienianej podczas procesu deformacji. Nalezy podkresli¢,
Ze zaobserwowany efekt pamieci nie ma nic wspdlnego z efektem pamigci reologicznej
wywotlanej lepkoScia.

Funkcje «zapominania» o zmianie kierunku o uzyskane dla dwdch prébek przedsta-
wiono na rys. 6; odksztalcenie wstepne dla tych probek wynosi g = 0,05. Z rysunku
wynika, ze odksztalcenie dodatkowe ¢*, ¢* =~ 0,01 mozna praktycznie uznaé za wartos¢,
powyzej ktorej material praktycznie zapomnial o zmianie kierunku odksztalcenia; oczy-
widcie stwierdzenie to odnosi si¢ wylacznie do wartoéci odksztalcenia wstepnego & = 0,05.
Przez Ao oznaczono Ao = ¢(90°)—a*(90°); 0*(90°) oznacza naprezenie plastycznego
plyniecia krzywej umocnienia po zmianie kierunku z ¢ = 0° do a« = 90°. Dla mniejszych
wartoéci odksztalcenia wstepnego &, efekt praktycznie calkowitego zapominania zachodzi
przy nieco mniejszych wartoéciach odksztatceft dodatkowych e*. Przy czym jako definicje
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catkowitego zapominania przyjeto, ze Ao stanowi okoto 107, wartosci poczatkowej dla
e* = 0.

Réwnoczeénie nalezy dodaé, ze podobny efekt zapominania, jednak w przypadku
zmiany znaku odksztalcenia przy $cinaniu, zaobserwowano dla miedzi w pracy [4].

15
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stala wartoéc x dla e > 0,005, = 1,088

Rys. 5. Wykres stosunku y = w funkcji odksztalcenia. Dla trzech probek otrzymano praktycznie
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Rys. 6. Funkcje «zapominania« Ao = Ado(e*) dla dwéch probek przy o = 90°. £* oznacza odksztalcenie
dodatkowe liczone od momentu zmiany kierunku rozciagania, &, odksztalcenie wst¢pne, Ao oznacza przy-
rost naprezenia zgodnie z rys. 5

Zaréwno przedstawione fakty jak i dyskusja wskazuja, Ze nalezaloby podja¢ dalsze
badania nad zjawiskiem anizotropii odksztalceniowej ze szczegdlnym uwzglgdnieniem
wplywu tego efektu na warunek plastycznoéci. Badania takie pozwolilyby uscidli¢ na
gruncie teorii plastyczno$ci propozycje opiséw zachowania si¢ cial anizotropowych.
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Pesome

O HEKOTOPOM CJIVUAE AHU3OTPOITNHU

PaGoTa ABIAETCA aHAJIM3OM HEKOTOPOro CIyyasd aHU3OTPONMM JJa JIMCTOBOTO AIOMMHMA B OTOX-
YEHHOM cocTosiHMM. OOGCYy)KAeHHe OrpPaHHUMBAETCA IUIA CJlydasa AeopMHpOBaHHONM aHM3OTPONMH,
T. €. aHU3OTPOIHH NPUOGPETEHHOM BO BpeMs IIpoliecca, AedopmanuM oOpasloB, B MPOTHBOMNOJIOXKHOCTE
C €CTECTBEHHOM aHU3OTPONHei, CYIeCTBYIOLEH B MaTepuasie OO Hauyajla MCCJIeIOBaHHH.

TlpuBogunucy ABE CepUM 3KCIIEPHMEHTOB. B mepBoil cepum, o6paslbl NOJBEPTAMCh PACTIKEHHIO
B OTOMOKEHHOM COCTOSIHMM B CEMH BBLIGPAHHBIX HAIIPAaBJICHHAX IO OTHOLIEHHIO K Ipokatke. Ha asTom
OCHOBAHMH, ONMpPEAENAIOTCA K03(h(OUIMEHTHI aHU3OTPONUH AJIA NJIOCKOTO HANPSHKEHHOTO COocToAHMsA. Bo
BTOPO# cepHH, AchopMUpOBaHHbIE 0GPa3Lbl M0 HANPABJIEHUIO K IPOKATKE, MOABEPraIMCL AOGABOYHOMY
PACTS>KEHHIO B APYTHX HANpPaBJIEHUAX. B pe3ynbTare 9THX 9KCIEPHMEHTOB, Habmoaanca agdexT «3a6b1-
BaHMA» 00 HM3MEHEHHUH HANpPaBJICHHA AedopmaLuu.

Summary

ON A CERTAIN CASE OF ANISOTROPY

This work represents an analysis of a certain case of anisotropy for an annealed aluminium sheet. The
entire analysis is focused on the case when anisotropy takes place during the testing, ¢ ntrary to the case
when a tested material exhibits anisotropy before the testing. Two series of experiments hav. been carried
out. In the first series the stress-strain characteristics for seven directions were taken. On this basis the
anisotropy coefficients were obtained. In the second series, the specimens deformed in the rolling direction
were reloaded in six different directions. As a result of reloading the «fading memory» effects were observed

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIEJ AKADEMIT NAUK

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 11 pazdziernika 1968 r. po uzupelnieniu (dnia 7 pazdziernika 1967 r.
; po raz pierwszy)
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ANALIZA UKEADU WIBRO-UDERZENIOWEGO Z NIELINIOWA
CHARAKTERYSTYKA SPREZYSTA

ZBIGNIEW WISNIEWSKI (GDANSK)

Wykaz wazniejszych oznaczen

n

pole powierzchni dna ttoka elementu sprezystego,
maksymalna odleglto$¢ pomi¢dzy dnem tloka a dnem cylindra,
cidnienie w przestrzeni spr¢zania przy X =/,
wyktadnik adiabaty,

przemieszczenie masy drgajacej,

predko$¢ masy drgajacej,

przyspieszenie masy drgajacej,

bezwymiarowe przemieszczenie,

bezwymiarowa predkosé,

bezwymiarowe przyspieszenie,

czas,

czestosé sity wymuszajacej,

kat przesuniecia fazowego pomig¢dzy sila wymuszajaca i przemieszczeniem,
wspélczynnik restytucii,

predkoéé uderzenia masy drgajacej o ogranicznik,
bezwymiarowa predkoé¢ uderzenia,

luz pomiedzy czeécia uderzajaca a ogranicznikiem,
luz bezwymiarowy,

amplituda sity wymuszajacej,

ciezar masy drgajacej,

stosunek okresu ruchu do okresu sity wymuszajacej.

o)
S

SN w o B o ok Db X
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X

1. Wprowadzenie

Jednym 2z kierunkow prac nad rozwojem konstrukcji wibro-uderzeniowych urzadzen
do pograzania pali (tzw. wibromiotéw) byly badania ukladéw z nieliniowymi elementami
sprezystymi. Celem zastosowania takich elementéw bylo uzyskanie mozliwoéci regulacii
czestoSci uderzen, co mie¢ moze istotne znaczenie dla poprawy efektywno$ci pracy wi-
bromlotéw. -

Bardzo obszerna bibliografia dotyczaca ukiadéw wibro-uderzeniowych dotyczy w za-
sadzie jedynie takich ukladéw, ktére opisane sa liniowymi (w przedziale czasu miedzy
uderzeniami) réwnaniami. Metody stosowane do badania takich ukladéw nie dadzg si¢
zastosowaé w przypadkach, gdy w réwnaniach ruchu wystgpuja elementy nieliniowe.
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W niniejszej pracy rozwaza sie mozliwo$¢ badania ruchu uktadu wibro-uderzeniowego
z nieliniowa charakterystyka sprezysta za pomoca znanych przyblizonych metod anali-
tycznych oraz pewna metoda numeryczna zaproponowang przez autora.

2. Sformulowanie zagadnienia

Badaé bedziemy uklad wibro-uderzeniowy zawierajacy element sprezysty posiadajacy
te wlasno$¢, ze umozliwia on zmiang sztywnosci, a wigc posrednio i czgstosci uderzen
ukladu w sposéb ciagly.

Schemat elementu sprezystego przedstawiono na rys. 1. Do wibratora / zamocowano

%)

Rys. 1

ttok 2 poruszajacy sie w cylindrze 3 polaczonym sztywno z nieruchomym ogranicznikiem.
Do przestrzeni miedzy tlokiem a cylindrem dostarcza si¢ poprzez zawér 4 powietrze.
Gdy zawdr jest zamknigty, ttok poruszajac si¢ w kierunku dna cy]indr/a, spreza powietrze,
ktérego warstwa znajdujaca sie migdzy tlokiem a dnem cylindra tworzy spreZyste zawie-
szenie masy zamocowanej do tloka. Ruch tloka wymuszany jest sila wywolana przez
obrot niewywazonych mas wibratora bezwladno$ciowego.

ol )

2+

Rys. 2

Gdy sila wymuszajaca i ci$nienie powietrza sa odpowiednio dobrane, ruch tloka ma
charakter oscylacyjny, a przy dostatecznie duZej amplitudzie drgan nast¢puja zderzenia
masy drgajacej z ogranicznikiem na powierzchni 5.

Przy zaloZeniu, ze zmiana ci$nienia i objetosci powietrza ma charakter adiabatyczny,
zalezno$¢ sily sprezystej od potoZenia tloka (rys. 2) okre§la zwiazek
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.1 N= spo[(1—§)—”—1].

Rozpatrzymy ruch masy drgajacej, zawieszonej na opisanym wyZej elemencie spre-
Zystym, przy nast¢pujacych zalozeniach:

1) mozliwe sa drgania okresowe o okresie réwnym okresowi sily wymuszajacej lub
jego krotnoéci;

2) drgania wymuszone sa sila harmoniczna skierowana wzdtuz osi tloka elementu
sprezystego, przy czym czgsto$¢ sity wymuszajacej jest stata w ciagu cyklu ruchu;

3) uderzenia masy drgajacej o ogranicznik zachodza w przedziale czasu malym w po-
réwnaniu z okresem ruchu;

4) zderzenie charakteryzuje si¢ wspdlczynnikiem restytucji 0 << R < 1, ktéry zalezy
wylacznie od rodzaju materialow zderzajacych sie czesci;

5) masa ogranicznika jest nieskonczenie wielka i nie bierze udzialu w drganiach;

6) w przedziale czasu migdzy uderzeniami na ukiad nie dzialaja Zadne sily oporu;

7) nie wystgpuja wzajemne oddziatywania ukiadu i Zrédla energii;

8) masa drgajaca skupiona jest w $rodku masy, przy czym ruch mas wibratora nie
wplywa na potozenie §rodka masy;

9) wszystkie parametry uktadu maja charakter zdeterminowany. Zgodnie z powyzszymi
zatozeniami ruch uktadu opisywaé bedzie réwnanie

(2.2) —?A’-&Spe [(1—31,-) —1] = Fycos(wt+¢).
Warunki okresowosci ruchu maja postaé (rys. 3)
X(0)=X0 X(i)—nn)=xO,
(2.3)
X(@©0) = RV X(%n)= —V.
XA
RV ___________
\ ’:\
0 ! e
T T
_V —————————— l
o
T
Rys. 3

Charakterystyke sprezysta (2.1) aproksymowaé¢ mozna wielomianem szdstego stopnia

dla % € [0=0,8].
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W pierwszej fazie analizy ruchu ukladu ograniczymy si¢ do badania charakterystyki
w postaci wielomianu trzeciego stopnia.
Otrzymamy wigc

(2.4) N(X) = 42X+ BX°.

Wprowadzajac podstawienia

_ Fog A _ .
2.5) X = .szx, T = wt,
otrzymamy réwnanie ruchu we wspéirzednych bezwymiarowych
(2.6) X+a*x+bx® = cos(z+¢),
gdzie
SpoA’g SpoBFig’
2 Pref s = SEO0ZC 05
(2.7 a- = Qw? 0'w?

Warunki okresowosci przybiora teraz postaé

x(0) = xo. x(27n) = x,,
(2.8)

X(0) = Ro, XQnn) = —o,
przy czym oznaczono

Fog
==V,
v Qw

3. Wybér metody rozwigzania

Znane metody rozwiazywania réwnan rézniczkowych nieliniowych nie sa w pelni
ogdblne, odnosza sie bowiem do pewnych okre§lonych klas zagadnien. Badanie ukiaddw
silnie nieliniowych prowadzi si¢ w zasadzie wylacznie metodami numerycznymi, gdyz
przyblizone metody analityczne odnosza si¢ przewaznie do ukladéw stabo nieliniowych.

Stosowanie metody numerycznej do badanego ukladu wibro-uderzeniowego wymaga
znajomosci warunkéw poczatkowych, ktérych w rozpatrywanym przypadku nie znamy,
poniewaz warunki poczatkowe odpowiadajace rozwiazaniu spelniajacemu warunki okre-
sowosci sa funkcja parametréw ukladu [2, 3].

Na przykladzie dwéch typowych metod badania ukladéw nieliniowych wykazemy, ze
z uwagi na specyficzne cechy ukladéw wibro-uderzeniowych nalezy poszukiwaé¢ nowych
metod.

3.1. Metoda kolejnych przyblizen. Metoda kolejnych przyblizen stosowana jest zwykle do
réwnan zawierajacych nieliniowo$¢ w postaci wielomianu [1].

Jako pierwszy krok przyblizenia przyjmiemy calke réwnania

3.1) ' X+ a*x; = cos(z+¢)
z warunkami okresowosci (2.8).
Rozwiazanie takiego zagadnienia dla a # 1 podano w pracy [2]. Mamy wiec
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(3.2) Xi(z) = Acos(ar+y)+_;—cos(z+¢)

pPrzy ¢zym 0znaczono

_v(+R) 1 _
4= 2a sinma > YT ™
1—
sing = (02-1)0(27]2); cosp = (az—l)[xo—"%actg”"a]’
3.3)
2,
__2 oSt (@—1pF e 1+R ctgana
v = l—R 1+f2 ) - _R a .
W drugim kroku iteracji podstawiamy do réwnania (2.6) zwiazek (3.2)
(34) 5&2-}-02)(2 = COS(T+ <P)—bxf(r),

a stad po przeksztalceniach otrzymujemy

X+atx, = A;cos(v+@)— A, cos(ar+y)—Ascos3(v+ @) —Ascos 3(ar+yp)—

3.5 —Ascosa— Agcosf— A,cosy— Agcosd,
gdzie
3b 3bA? A3 A
= TR e
b bA? 34%

L=ia—y AT AT AT ey

3.6)
34b
Ar= Ay = g iy

= @+2p+Q2a+Dr; f= QRa—Dr+2yp—op;
y = (a+2)t+yp+2p; 0= (2—a)r+2p—y.
Catlka ogélna réwnania (3.5) ma postaé

x, = Acos(ar+y)+ C,cos(t+¢)— C, Tsin(ar+y)+ Cycos 3(z+ @)+

3.7 + C4cos3(ar+y)+ Cscosa+ Cscos f+ Cocosy+ Cyeos d,
gdzie
=gty Gegp Gogla Gk
(3.8) Cs=H—4::L—3g; C°=—a—A++1 G = 4(0,4;1)
S

5 Mechanika teoretyczna
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Podstawiajac do (3.7) warunki okresowosci (2.8) otrzymujemy ukifad czterech réwnan
dla wyznaczenia stalych: 4, v, v, @:

Acosy-+ C cos p—C,sinyp—+ Cicos3p+- Cyco8 3+ Cscos(p+2y) +
+ Cscos(2y— @)+ Crecos(p+2y)+ Cyeos2p—y) = Xo;
— Aasiny—C,sinp—C,cosyp—3C,sin3¢p—3C,sin3yp—
—(14+2a) Cssin(p+2y) — (2a—1) CesinQp— @) — (a+2) Cysin(p+2¢) —
—(2—a)Cysin(Qp—y) = Ru;
AcosQnna-+y)+C,cos p— C,sin(2nmna-+ )+ Cyco8 3p-+ Cycos 3(2mna )+
+Cscos[<p+2(2nna+1p)]+Cﬁcos[2(2nna—!—1pj~<p]+C7cos(2nna—!—1p+(p)+
+ CcosQep—2nna—y) = xy;
— Aasin(nna+y)— C;sinp— C,(2nna-+y)—3Cssin3p—
—3Cysin3Qmana+y)— (14 2a) Cssinfp+-2Q2rna-+y)]—
—(2a—1)Cssin[2(2nna+y)—]l—(a+2) C;cos2nna+yp+2¢)—
—(2—a)CygsinQep—2nna—y) = —v.

3.9

Réwnania (3.9) sa rownaniami przestepnymi.

Rozwiazanie tego ukladu wymaga, jak wykazala wstgpna analiza, okoto 20 godzin
ciaglej pracy maszyny cyfrowej o nominalnej szybko$ci 200 elementarnych operacji na
sekunde. PoniewaZ jednak nie ma pewnosci, czy drugi krok iteracji bgdzie wystarczajaco
dokladnym przyblizeniem rozwiazania, za§ nastepny krok wymagalby nieporéwnanie
bardziej pracochtonnych obliczen, mozna stwierdzi¢, Ze metoda kolejnych przyblizen
nie prowadzi do pozytywnych wynikow.

3.2. Metoda linearyzacji. Sposrod wielu wariantéw metody linearyzacji do badania uktadéw
silnie nieliniowych mozna stosowaé jedynie metode PANowko [4], oparta na kryterium

energetycznym.
Charakterystyke elementu sprezystego okre$lona funkcja
(3.10) f(x) = a*x+bx®

zastepujemy przez wyrazenie
S*(x) = o?(x+4)

gdzie 4 = XO:L, za$ L — maksymalne wychylenic masy drgajacej od poloZenia réwno-
wagi.

Oznaczmy r(x) = f(x)—a*(x+4),

oraz m(x) = (x+A)r(x).

Wartoéé wspélczynnika o wyznaczymy przyjmujac kryterium najmniejszej réznicy mig-
dzy charakterystyka (3.10), a charakterystyka ukladu zlinearyzowanego.
Warunek ten sformulujemy nastgpujaco

L
(3.11) I'= [m(x)dx = min.
X0
Aby catka (3.11) osiagngta minimum, musi by¢
ol
) o,
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a stad

L
J 1) (x4-4y dx
(3.12) =X

L
J (x+Lytdx

Oznaczajac licznik prawej strony zwigzku (3.12) przez I,, za§ mianownik przez I,, otrzy-
mujemy

_ T3, 133, o 16247169633 N TAY
3 (2 3,0\, x[2,69, 2\,2 133 )

713 \
80( pisia,

I, = 242154 390L*x,+ 180L3x5+ 180L% x5 — 390 Lx§—242x3 .

Podstawiajac wyrazenia (3.13) do (3.12) otrzymujemy zalezno$¢ wiaZzaca wspdtczynnik
zlinearyzowanej charakterystyki o? oraz amplitude L. Poniewaz jednak warto$¢ L nie jest
znana, do wyznaczenia L konieczne jest dodatkowe réwnanie.

Aby bezwymiarowe przemieszczenie masy drgajacej osiagnglo warto$¢ maksymalna

(3.14) x(7, o) =
musi by¢ spetniony warunek
(3.15) x(z, @) = 0.

Je§li T = 1, bedzie pierwiastkiem réwnania (3.15) oraz je§li spelniony bedzie warunek
“*(Tl', (Z) < 0,

to zwigzek (3.14) okre$laé bedzie maksimum lokalne przemieszczenia x.

Jednakze rownanie (3.15) zawiera nieznang warto$¢ «, a zatem nie moZemy wyznaczyé
jego pierwiastkéw.

Zastosujemy wigc nastgpujacy sposob postepowania:

1) dla przyjetej wartosci T = 7; wyznaczymy z réwnania (3.15) odpowiednie wartosci
&= a; -

2) parg liczb (o;; 7,) podstawimy do (3.14) i obliczymy odpowiadajaca wartos¢ x = x;;

3) powtarzajac czynnoéci wymienione w p. 1) i 2) dla szeregu wartosci t; z przedziatu
[0; 2ntn] otrzymamy ciag par wartosci (x;; 7;), przy czym jedna z tych wartosci x; jest
przyblizeniem amplitudy L;

4) w ukladzie wspoirzednych (o, x) kre§limy przebieg zaleznosci okreslonej zwiazkiem
(3.12) oraz zaleznosci a(L).

Punkt przecigcia si¢ tych dwdch linii wyznacza szukana pare wartosci («, L). Latwo
udowodnié, Ze istnieje jeden i tylko jeden punkt przecigcia tych linii (tylko jedna warto§¢
WSpélbzynxﬁka o spetniajacego warunki linearyzacji).

Linearyzujac réownanie (2.6) zastgpujemy je réwnaniem
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(3.16) X+a’x = cos(t+¢),

ktérego catka [5] ma postac (n = 1):

3.17) x = E(lziﬁ [ctgma (cosar—cosT)+sinaz]+ xoc08 T— ’U(l—;B) sint,
za$ pochodna

3.18) x = v(l;_—l—e)—[ctgna (%sinr—sinar)—{—cosar]—xosinr—ﬁzR)cosr.

Zrealizowanie wyZej opisanego post¢gpowania wigze si¢ z dwiema zasadniczymi trud-
nosciami:

1) konieczno$cia wielokrotnego rozwiazywania ukladu réwnan przestgpnych o zlo-
zonej formie, co wymaga stosowania odpowiednio szybkiej maszyny cyfrowej;

2) sprawdzeniem poprawnosci rozwiazania, ktére wymaga mozliwo$ci oceny bledu, za$
dla oszacowania bledu trzeba znaé warto$¢ kata przesunigcia fazowego ¢, ktdra zalezy od
warunkéw poczatkowych oraz parametrow ukladu, a wigc wymaga znajomosci rozwia-
zania. Oszacowanie dokladno$ci rozwiazania jedynie na podstawie liczbowego poréwnania
charakterystyki nieliniowej i zlinearyzowanej nie daje dostatecznej pewnosci, czy roz-
wiazanie rownania zlinearyzowanego dostatecznie dobrze przybliza rozwiazanie rzeczy-
wiste.

Tak wiec metoda linearyzacji réwniez nie nadaje si¢ do zastosowania do badania
nieliniowych ukladéw wibro-uderzeniowych.

4. Metoda prébnego doboru parametréw

Podstawowa trudnoécia zwiazang z omdwionymi wyzej metodami byly pracochtonne
obliczenia, wymagajace stosowania elektronicznej techniki obliczeniowe;.

Dalsze poszukiwania prowadzono zatem w kierunku opracowania procesu numerycz-
nego wymagajacego mozliwie najmniejszej ilosci obliczen.

Ogdlnie znane metody numeryczne wymagaja znajomo$ci warunkéw poczatkowych
réwnania, za§ w rozpatrywanym przypadku warunki poczatkowe dla rozwigzan okreso-
wych sa m.in. funkcja predkoéci uderzenia, ktérej nie znamy.

Tak wigc omawiana metoda przyjmuje za punkt wyjécia poszukiwanie pary warto$ci
predkoéci uderzenia i kata przesunigcia fazowego, ktérym odpowiada rozwiazanie
okresowe.

Metoda probnego doboru parametréw przewiduje nastepujacy tok postepowania.

1. Okresla si¢ wstepnie obszar I, w ktérym nalezy poszukiwaé wartosci v i ¢.

2. Badane réwnanie modeluje si¢ na maszynie analogowej i wybierajac kolejno pary
wartoéci v i ¢, ktérym odpowiadaja poszczegllne punkty obszaru, obserwuje si¢ roz-
wiazanie np. na oscyloskopie katodowym.

3. Takie postepowanie pozwoli okre§li¢ poszukiwane rozwigzanie okresowe dla da-
nych wartoéci xo i R, z niewielka doktadnoécig (ze wzglgdu na do$¢ duzy btad modelowania
cztonu nieliniowego rys. 4). Jako wynik préb na maszynie analogowej otrzymamy cztery
pary wartoéci v i ¢, okreflajace obszar II, wewnatrz ktérego poszukiwaé bgdziemy roz-
wigzania przy pomocy maszyny cyfrowej, co pozwoli uzyskaé dokladniejszy wynik.
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Opisany tok postgpowania obrazuja schematy operacyjne na rys. 5 i 6. Zastosowanie
maszyny analogowej zwiazane jest z mozliwosécia szybkiej zmiany parametréw, co pozwala
na prowadzenie poszukiwan w wickszym obszarze. Maszyna cyfrowa natomiast pozwala
prowadzi¢ obliczenia z wigksza dokladnoscia, przy uzyciu standartowych metod nume-
rycznych. '

Kazda préba (zaréwno na maszynie analogowej, jak i cyfrowej) obejmuje sprawdzenie
trzech warunkow
4.1) xQnn) = x0; XQmn)= —v; x>x, dla 71e(0,2nn).

W przypadku, gdy ktérykolwiek z warunkéw (4.1) nie zostanie spelniony, wybiera si¢
nastgpna par¢ wartosci v 1 ¢.

Skala 1—=5V o

<}
sing cosg
sinft+g) KM

d
<

Rys. 4. Schemat blokowy modelu analogowego réwnania (2.6)

Wobec tego, ze dokladno$§¢ modelowania tak ciaglego, jak i dyskretnego jest ogra-
niczona, warunki (4.1) b¢da mialy postaé
|xan)—xo| < &,
4.2 |X(2an)—(—2)| < &,
|X—Xo| < Ex»
‘gdzie: &,; &,; & — zalozone dopuszczalne odchylki otrzymanych wynikéw od wartoéci
oczekiwanych.
Oméwiony wyzej tok postgpowania zilustrujemy przyktadem.
Poszukujemy rozwiazania okresowego réwnania

X4-0,25x+0,20x* = cos(z+¢),
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z warunkami okresowoéci
x(0) =0, x(0) = 0,52,
x(2n) =0, x(Q2n) = —v,
awigccxo=0, R=0,5 n=1.
Badania prowadzono przy pomocy maszyny analogowej ELWAT-1 oraz maszyny cyfrowej
ZAM-2 beta.

Wstepnie ustalono, Zze warto$ci @ i v poszukiwane beda w zbiorze I(v, @): v € [0; 5,0];
@ € [0; 27).

*x(0)=vi-R
¢
nR |
Xo 1 f
! | ¥ § -
Wejscie
|T-2nn| < eq
TAK NIE
t Vi —= Vi1
I—wv lub L

Qi — Pis1

[x(2mn)-(-vi)| <€y

TAK NIE
‘ \ Vi — Vieq
\ lub
Pt —> P41
| x-xq| > €4
TAK NIE
v ¥ Vi — Vi41
lub
EMC @ — Pi+q

Rys. 5. Schemat operacyjny dzialai maszyny analogowej

W wyniku badan na maszynie analogowej okre$lono przyblizone rozwiazanie (rys. 7)
@, p): vel2,1;25]; ¢el28;3,6].
Préby prowadzone na maszynie cyfrowej daly w wyniku warto$ci
v =225, ¢@=314.

Przebieg rozwiazania przedstawiono na rys. 8.
Aby zmniejszyé czas trwania prob negatywnych drukowano wylacznie wartosci po-
czatkowe i koncowe, a dopiero po uzyskaniu przebiegu spelniajacego warunki okreso-
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woéci z zadana dokladnoscia nastgpowalo drukowanie dla dostatecznie malego kroku
zmiennej 7.

Warto$¢ wspoélczynnika restytucji R, obliczona jako stosunek moduléw poczatkowej
i koncowej warto$ci predkoéci w otrzymanym rozwiazaniu wynosi

R = 0,498,
a wiec rozni sie 0 0,4% od wartosci przyjetej.

%(0)=R-v;
Pi
R n xq
Wejscie

!

Drukuj T({xg)

|T~2mn| <eg

TAK | NIE 134

' Vi =" Vis1
lub et

Pi—" Pis1

Drukuj x(2mn)

| %(2m)-(-v)| <ey

TAK NIE
Vi =" V{44
lub
PL—= i1
[ %= x| > xo
TAK NIE
t Vi —_— Vi+4
- . lub '
¢ — Qis1
x(1)
o(8t)2nn

Rys. 6. Schemat operacyjny dzialan maszyny cyfrowej

Kontynuujac préby moznaby oczywiécie uzyskac¢ mniejszy blad (dla szeregu zbadanych
przykladéw uzyskano rozwiazanie z blgdem mniejszym niz 0,1%).

Omawiana metoda pozwala réwniez na uzyskanie pewnych informacji o stabilnosgi
strukturalnej badanego ukladu, a éciSlej — o wplywie malych zmian parametréw ukladu
na przebieg rozwiazania. Wprowadzajac mianowicie pewne zaburzenia warunkéw po-
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czatkowych lub parametréw ukladu mozna zaobserwowaé, jak zmienia si¢ przebieg
rozwigzania w stosunku do rozwigzania niezaburzonego oraz jak zmienia si¢ rdZnica
w miar¢ wzrostu iloéci cykli ruchu (tablica 1).

x A
X
N N
\ |
\ TN | \
\ N ‘
/ |
X
\\ / \\ Ii
0 AL ./ | \ v =
‘\15L// n \ :27! T
I
\ l
]
\ |
\
1
\ |
4}
\ !
1
\ i
\
\\‘ ;
\
-2k \ i
\
Rys. 8
Tablica 1
T Xz Xz Xg—X
-+0,00000 -+0,00000 +1,12500 +0,00000
+0,50000 +0,43439 +0,61196 —0,00022
—+1,00000 +0,62232 +0,16103 —0,00167
+1,50000 +0,62662 —0,10461 —0,00497
+2,00000 +0,56065 —0,11577 —0,00981
+2,50000 +0,55028 +0,10093 —0,01541
—+3,00000 +0,68999 +0,46197 —0,02115
-+ 3,50000 +1,00678 +0,78195 —0,02657
+4,00000 +1,42776 +0,83598 —0,03130
+4,50000 +1,75986 +0,40252 —0,03522
+5,00000 +1,75673 —0,45630 —0,03818
+5,50000 +1,30306 —1,32550 —0,03871
+6,00000 +0,47152 —1,96718 —0,03582
+6,20000 +0,05662 —2,17872 —0,03397

n=1a=0,51,5b=0.21,x, =00, R=0,5 ¢ = 3,14159, A = 0,05.
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5. Whioski koncowe

Na podstawie analizy mozliwosci zastosowania do rozpatrywanego ukladu réznych
metod badania uktadéw nieliniowych stwierdzono, Ze nie nadaja si¢ one do ukiadow
wibro-uderzeniowych, zawierajacych czlony nieliniowe.

Zaproponowana w niniejszym artykule metoda pozwala uzyska¢ przybliZone rozwig-
zanie numeryczne z dokladnoscia nie mniejsza niz metody stosowane w innych zagad-
nieniach nieliniowych.

Omawiana metoda pozwala uzyska¢ pewne informacje o stabilnoéci strukturalnej, co
ma istotne znaczenie ze wzgledu na nieuniknione réznice pomiedzy zalozonymi a rzeczy-
wistymi warto$ciami parametréow ukladu, wynikajacymi zawsze przy realizacji technicznej.
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Pesome

AHAJIM3 BUBPOYIAPHONM CHUCTEMBI C HEJMHENHOM YIIPYTON
XAPAKTEPUCTHKOH

B paboTe M3yYeHO NBMYKEHHe BMOPOYNAPHON CHCTEMBI C OJHON CTENEHBIO CBOGOABI M HeWHeHHOH
yrpyroif XapaKTepHCTHKOH.

PaccmaTpupaemast HeJIMHEHAHOCT TMNA MHOTOUJIEHA IO OTHOIWIEHHIO K IEPEMELEHNAM Konebmomeica
Macchbl IOTyvaeTcsl M3 aguabaTUUecKON aNMpOKCHMALHM XAPAKTEPHCTHKM YIIPYroro 3J€MEHTA NPHMEHS-
€MOr0 B CHCTEME. :

Hcenenyercs BO3MOXHOCTb PELIEHHs YPABHEHHSA ABIYKEHHSA IIPH NOMOLIH METOMAA IOCTIeAOBATEIbHBIX
npuGIKeHUA MM meTona JmHeapusauuu ITaHoBko. [ToKasbIBAIOTCH TPYAHOCTH CBA3AHHBLIE C NpUME-
HEHHEM 3THX MeToROB. llpeiyaraercs HEKOTOPbIH UHCICHHBIH METOL, B KOTOPOM COBMECTHO HCIIONb3Y-
IOTCAl 3JIEKTPOHHBIE aHAnoropad M UM(POBasA BBIYMCIIMTC/IBHBIC MalIMHbBI.

Summary

ANALYSIS OF A VIBRATORY-IMPACT SYSTEM WITH NONLINEAR
SPRING CHARACTERISTICS

The paper deals with an oscillatory system with one degree of freedom. The vibrating mass is suspended
on nonlinear spring, and striking a rigid stop. Two methods of solution are assumed: the perturbation
method and Panovko’s direct linearization method. On account of difficulties involved, the methods

"mentioned above had to be replaced by a certain digital method based on cooperation of analog and di-
gital computers.

POLITECHNIKA GDANSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 31 lipca 1968 r.
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1. Sformulowanie problemu i uwagi wstepne

W pracy [l4] rozwazany byl problem wiotkich obrotowo-symetrycznych powlok
w Swietle teorii plyni¢cia plastycznego uogdlnionej na zakres skoficzonych odksztalcen.
Przyjeto Ze: material powloki jest plastyczny nieécisliwy, izotropowy, obciaZenie dowolne
obrotowo-symetryczne, a sama powloka jest wiotka, tj. moze znajdowaé sie jedynie w sta-
nie blonowym i przenosi¢ tylko napreZenia rozciagajace. Przy powyzszych zatozeniach
wyprowadzony zostal uklad quasi-liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych,

ox _ beosg  op _ p o, kcosg (. xQ, )_ﬂﬂ
BE uxcosyp’ 0F  u 9 uxicosyp\P2T P fucosg] f dE’
dy Esing dop £ O sing

wy o= S8 = (&, TP
& uxcosy 0§  puxcosyp\ fu x

u(p, +pz)(;—:+x(2pz—p1)z—: =0,

opisujacych forme¢ napreZenia i odksztalcenia w procesie obcigzania takich powlok.
W réwnaniach tych niewiadomymi sa wspéirzedne Eulera punktu powtoki x(&, 7) i y(£, 1),
rzeczywiste naprezenia gldwne pi(&, v) i py(§, ©), kat (&, t) zawarty miedzy styczng do
potudnika (po odksztalceniu) a osig x (rys. 1) oraz sprowadzona grubos$¢ powtoki u(§, 7),
zmiennymi niezaleznymi sg: £ — osiowa wspdirzedna punktu powloki oraz * — parametr
wzrostu obciaZenia. Szdste réwnanie, ktére nalezy rozpatrywaé lacznie z ukladem (1.1)
ma charakter algebraiczny, a jego postaé zalezy od zaloZonej fizycznej charakterystyki
F(py, p:, &, &5) = 0 materialu powloki. W dalszych rozwazaniach przyjmiemy ja dla
prostoty obliczen jako zalezno$é potegowa (u — stata materialowa)

(1.2) pi=¢

miedzy intensywno$ciami rzeczywistych naprezen p; i odksztalcen ¢, liczonych w mierze
logarytmicznej Hencky’ego. W rozpatrywanym tu plaskim stanie napreZenia

2
(1.3) pi=Vpi+pi—pps &= ﬁl/eé+e§+eze3,
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przy czym indeks 1 oznacza kierunek poludnikowy, 2 — réwnoleznikowy, 3 — normalny
do powloki. Odksztalcenia gléwne wyrazaja si¢ poprzez pozostale funkcje nastgpujaco:
1 cosy
ax cos g
&
gdzie y = y(£) — oznacza kat zawarty miedzy styczng do potudnika (przed odksztal-
ceniem) a osig x. Pozostale wielkosci (por. rys. 1), ktére traktujemy jako znane oznaczaja:
On = 0n(x, ¥, 1) 1 Qs = Qy(x, y, ) — obciazenia liczone na jednostke powierzchni od-
ksztalconej powloki odpowiednio w kierunku normalnym i potudnikowym, f= f(§) —
funkcj¢ opisujaca zmiang grubosei §cianki powtoki w stanie nieodksztalconym.

Wszystkie wyraZzenia we wzorach (1.1)-(1.4) zapisane sa w wielko§ciach bezwymiaro-
wych (por. [14]).

(1.4) & =In & = lnu,

s & = ln'

Rys. 1. Powtoka przed odksztalceniem i po odksztaiceniu

Dla réwnan (1.1) podane zostaly warunki poczatkowe
(1.5) x(&,0) = x4(8), y(& 0) = yu(8), u(é, 0) = u, (),

P& 0) = @u(8), pi(£0) =p1u(E), P& 0) = pre(§)
zdeterminowane przez stan wyjéciowy (oznaczony ,) w powloce, w ktdrym intensywnoéé
naprezen osigga co najmniej granicg plastycznodci. Sformulowane réwniez byly rézne
typy warunkéw brzegowych (por. [14]).

Praca [14] nie zawiera jednak rozwiazania tak postawionego problemu. Zagadnienie
to podejmuje niniejsza praca, ktorej celem jest podanie pewnej numerycznej metody
catkowania ukladu réwnan (1.1) i opracowanie na tej podstawie schematu blokowego
oraz programu obliczen na maszyn¢ cyfrowa, a nast¢pnie rozwigzanie tym sposobem
konkretnego przypadku powloki walcowej obciaZonej parciem wewnetrznym. Roéwno-
cze$nie przeprowadzono poréwnanie otrzymanych wynikéw z rozwiazaniem analogicz-
nego zadania w oparciu o odksztalceniowg teori¢ plastycznosci uogdlniona na zakres
skonczonych odksztalcen.
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Zastosowanie teorii plynigcia plastycznego w teorii wiotkich powlok napotyka znaczne
trudnoéci natury matematycznej. Dlatego tez podjeto w tym kierunku jedynie nieliczne
préby. Stosunkowo najwigcej uwagi po§wigcono stacjonarnym procesom obrébki plastycz-
nej rur cienkoéciennych. Zagadnienie przeciagania rur bez uwzgl¢dnienia wzmocnienia
rozwazal ILjuszyN [7], a ze wzmocnieniem izotropowym, lecz w sposob uproszczony
Swirr [18] (por. takze Kuko [8]). Sciste ujecie tego problemu przy warunku plastycznosci
Hubera-Misesa i bez pomijania tarcia daje MALININ [9], a SzCczePINSKI [20] uwzglednia
ponadto kinematyczna hipotez¢ wzmocnienia.

Pierwsze rozwiazanie niestacjonarnego osiowo-symetrycznego zagadnienia tloczenia
podat HiLL [5] dla izotropowej hipotezy wzmocnienia, przyjmujac przy tym znaczne
uproszczenia. Scisle rozwiazanie tego problemu, tak dla hipotezy wzmocnienia izotropo-
wego, jak i anizotropowego, podaje SzCzePINSKI [20]. Praca ta zawiera réwniez przyklady
liczbowe rozwiazane numerycznie metoda iteracyjna (por. [19]). HiLL [4], [5] i nastgpnie
TrAN Lyu CzioNG [24] (wzmocnienie anizotropowe) rozpatrzyli — w ujeciu teorii ply-
niecia — skonczone odksztalcenia plastyczne kolowej membrany poddanej réwnomier-
nemu ci$nieniu. Uzyskali oni przyblizone rozwiazanie przy aproksymacji formy odksztal-
conej membrany powierzchnia kulista. Analogiczne zadanie przy zaloZeniu jedynie duzych
przemieszczenh omawiaja Ross i PRAGER [17].

Przedstawione wyzZej zagadnienia omawiaja tez monografie [6], [10], [12], [21], [22],
[23]. Précz wspomnianych juz rozwigzan podaja one réwniez uproszczone inZynierskie
metody obliczen stosowanych w procesach plastycznej obrébki metali. Wspdlna cecha
tych wszystkich zadan (z wyjatkiem membrany) jest to, ze forma powloki, tak przed
odksztalceniem, jak i po odksztalceniu jest z géry ustalona. Upraszcza to znacznie zagad-
nienie w stosunku do rozpatrywanego w niniejszej pracy, gdzie forma koncowa jest po-
szukiwana.

2. Metoda calkowania roéwnan powloki

Przedstawimy obecnie pewna numeryczng metod¢ rozwiazania ukladu réwnan (1.1).
Yaczy ona w sobie elementy metody charakterystyk oraz tzw. «metody prostych» (por.
[1], [2]) i polega na sprowadzeniu ukiadu réwnan czastkowych do dwéch uktadéw réwnan
zwyczajnych, ktore nastepnie rozwiazuje si¢ cifle lub (jak w naszym przypadku) jedna
ze znanych metod numerycznych. Sposéb tego sprowadzenia nie jest jednak dowolny,
lecz zdeterminowany rozkladem charakterystyk rozpatrywanego ukladu réwnan.

Przed przystapieniem do numerycznego catkowania danego ukladu nalezy wigc okresli¢
jego typ, znalezé rozklad charakterystyk (jeéli one istnieja), a takZe ustali¢ rodzaj warunkéw
brzegowych. Kierunki charakterystyczne ukladu réwnan (1.1) otrzymamy (por. [11],
[16]) z warunku zerowania si¢ wyznacznika

]»c 00 0 u(p,+p2)a
0 4 0 0 0
0 00 A 0

0 0 %lg 0 x(2p,—pi)A
0 0 4 O 0

@2.1) A= = x(2p,—p) A, = 0.
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Znajdujemy stad wektory wlasne Z;*(zb 0) i 1%(0, ). Réwnania (1.1) stanowig zatem
pewien szczegdlny quasi-liniowy uklad hiperboliczny, ktdérego charakterystykami sa
linie & = const (jednokrotna) oraz T = const (czterokrotna), co wynika z przyjecia wspol-
rzednej Lagrange’a & (a nie x) jako zmiennej niezaleznej i znacznie upraszcza sposcb
rozwiazywania. Warunki zgodnoéci na charakterystyce & = const sprowadzaja sie do
réwnania:

22 W p2) A x(2pp) B = 0.

Podobnie dla drugiego kierunku charakterystycznego (z = const) otrzymujemy réwnania
dx _ fcosg  dpy prdu £ cosp (. xQ0s |\ podf
dé ~ uxcosy’ df  u dE  ux® cosy PP cos g

fodg’
2.3) .

dy _ &sing dy 3 On P2

AE " uxcosy’ & m(f—u—ys'“¢)~
Tak wiec ukiad (1.1) rozpadt si¢ na dwie grupy zwyczajnych réwnan rdézniczkowych
(2.2) i (2.3), ktére moga by¢ spetnione wzdluz odpowiednich charakterystyk. Réwnania
te rozwigzywa¢ bedziemy numerycznie. Z postaci warunkow zgodnoéci wynika, ze funkcje
u mozemy wyznaczy¢ z rownania (2.2), funkcje x, y, @, p; z réwnan (2.3), za$ p, z alge-
braicznego zwiazku (1.2), ktéry po rozwiklaniu ma postac

3
2.4 P2 = p_2, +l/e?“— Tp% .

Obszar catkowania D(&, ) podzielimy na n czgSci za pomoca linii v = t; = const,
j=20,1,2, ..., nprzeprowadzonych w jednakowych odstgpach At = 1;—7;_;. Dla
uproszczenia zapisu oznaczymy krétko

25  wE ) =u@® =y, LT _dy o dbD o dy

e d&’ dv [ier, dr’

Podobnie jak w metodzie prostych réownanie (2.2) zamieniamy na réznicowe. Korzystnie
jest przy tym dla pochodnej funkcji postuZy¢ si¢ wzorem réznicowym

k
duj_ 1
2.6) djr L= A_rz Brrttj—r,
r=0

ktéry jest stabilny. Wartoéci liczbowe kilku pierwszych wspdlczynnikéw By, zawiera tab-
lica 1. Z réwnania (2.2) ta droga obliczymy:

Tablica 1. Wspblczynniki £y,

;
N 0 1 2 3 4

._.
_
|
—

2 1/2 0 —1/2
3 1/3 172 —1 /6
4 1/4 5/6 —3/2 1j2 —1/12
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k k
! u(pl+pz)] Z ! 2
2.7 U= ——5— P Xjey——— A,
@7) ! Bro [x(2pz—Pn) ji-1 r=0ﬂk J Bro rzlﬂk J
W najprostszym przypadku, gdy & = 1 mamy stad
PitD: Xj
2.8 u; = ;. [H—(h) (1— )]
28) ! - 2pr—pilia Xj-

Przy = = 0 wszystkie funkcje wystepujace w tych wzorach sa okref§lone przez warunki
poczatkowe (1.5).

Podstawiajac do (2.3) p, oraz u; wyrazone odpowiednio wzorami (2.4) i (2.7) dostaje-
my przy v = t1; = const uklad zwyczajnych réwnan rdzniczkowych zawierajacy jedynie
cztery niewiadome funkcje x;, y;, @;, (p));. Warunki brzegowe dla tego ukladu otrzy-
mamy kladac v = 7; w podanych w pracy [14] zaleznosciach (3.2)-(3.5). Warunki te nie
pozwalaja na bezpo$rednie obliczenie na brzegu & = &, wartosci wszystkich poszukiwa-
nych funkcji i prowadza do problemdéw brzegowych dla réwnan (2.3). Problemy te spro-
wadzamy nastgpnie do zagadnien poczatkowych (poniewaZ z uwagi na znaczng nielinio-
wo$¢ prawych stron rownan (2.3) korzystamy z metod numerycznych takich jak Eulera,
Adamsa, Rungego-Kutty itp., w ktérych catkowanie odbywa si¢ krok po kroku poczawszy
od punktu wyjsciowego), zakladajac na brzegu wyjsciowym pewne dodatkowe warunki
i rozwiazujac zadanie metoda pdlodwrotna. Do rozpoczecia obliczen potrzebna jest
zatem znajomo$¢ wartoSci funkeji x(&, 1), y(&, 7), (&, 7), P1(&, T) (PO czgéci wyzna-
czamy je z warunkow brzegowych, a brakujace zakladamy dodatkowo) oraz u(&,, r)
i p2(&y, 7) dla kazdego v = t;. Dla warunkdw (3.2) sprecyzowanych w pracy [14] wystarczy
zalozyé jedynie u(0, 7;), a woéwczas z rownan fizycznych znajdujemy

2.9 P20, 7= p:(0, 7)) = [—1nu(0, 7).

Z warunkéw brzegowych (3.4) i (3.5) bezpoérednio mozemy okresli¢ tylko x(&, 7))
i y(&, ;) zaktadajac dodatkowo u(&,, 7;) otrzymamy (ze zwiazkéw fizycznych)

2
V3
a nastepnie ¢(&,, 7) z zalezno$ci (3.3). Inne warunki wymagaja przyjecia dwéch dodat-
kowych danych na brzegu & = &,. WielkoSci, ktore dodatkowo zakladamy dla & = &,
kolejno na kazdej linii v = 7; = const, musza byé¢ tak dobrane, aby kazdorazowo spet-
nione byly wszystkie warunki zadane na obu brzegach. Wymaga to na ogdét wielu prob
(iteracja), przy czym w pierwszym przyblizeniu wygodnie jest przyjaé, ze dla 7 = 7
brakujace dane osiagaja na brzegu & = &, te same wartosci co dla 7 = 7;_, np. u(&, 7;) =
= u(&, Tj-1).

2.10) palEor ) = 12p,(E0, ) = ( )“ [—Inu(, T,

3. Algorytm obliczen

Catkowanie réwnan czastkowych (1.1) sprowadza si¢ wigc do rozwiazywania szeregu
ukiaddw zwyczajnych réwnan rézniczkowych (2.3) wzdiuz kolejnych linii T = 7; = const,
J=1,2,...,n w calym obszarze D(§, t) przy oméwionych wyzej warunkach brzegowych.
Roéwnania te bedziemy rozwigzywaé numerycznie. MozZna to uczynié opierajac si¢ $cisle
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na metodzie prostych, czyli rugujac w tych réwnaniach u; i (p,); za pomoca zwiazkéw
(2.7) i (2.4). Taki sposob postgpowania nie bylby jednak dogodny ze wzgledu na obli-
czanie pochodnej (:’1_12 wystepujacej w rownaniach (2.3). Wprawdzie wystarczyloby

wowczas zroZzniczkowaé wyraZenie (2.7), ale wtedy zachodzilaby potrzeba (zwlaszcza
przy wigkszej dokladno$ci wzoréw rdzmicowych) zachowania w pamigci maszyny

cyfrowej zbyt wielu danych na liniach 7= 7;_, =const, r=1,2, 3, ..., k, co czgsto
praktycznie nie jest mozliwe. Obliczymy wigc t¢ pochodna nieco inaczej. Podzielmy w tym
celu obszar calkowania na 2 m czg¢éci za pomocg linii § = & =const, i =0,1,2,...,2m

przeprowadzonych w jednakowych odstgpach 1/24¢ = 1/2(§—¢&;_;). Niech w(¢, 1)
przedstawia dowolng z rozpatrywanych funkcji; aby uproécié zapis oznaczmy krétko
w(&;, ;) = w;i;. W niektorych przypadkach dla lepszego rozréznienia wskaznikéw roz-

dzielaé je bedziemy przecinkiem. Chcac teraz obliczy¢ pochodnag (35) znajdujemy
i—1s]

naprzéd ze wzoru (2.7) u;;, a nastgpnie korzystamy ze schematu réznicowego analogicz-
nego do (2.6).

Pokazemy obecnie jaki ma ostatecznie przebieg numeryczne rozwigzywanie ukiadu
(1.1) oparte na metodzie Rungego-Kutty (por. [2]) calkowania zwyczajnych réwnan
rézniczkowych. Dla uproszczenia zapisu wprowadzimy przy tym nastgpujace oznaczenia
[por. (2.3), (2.4), (2.6), (2.7)]:

bcosp _ax . _ B (&_P_z sin )_éz
" uxcosy  df’ peospl\fu  x ¥ T g
B xQ 1df |1 du) dp,
3.1 = | p— 2 ||y
G.D b u(p2 p'+fucos<p) pl(fd§+u d¢ dt”’

_ _dy _ D Zy__i 2 __
E_Btg(p——d_é-) F—7+]/8l 4PI_P2y

(32) , 2,] — A&Zﬂksu‘ —s5— 1]—((15)‘ 2]

o sm (] Shl S

(3.4) M,(W)i; = yKyowiss

gdzie

(3.5) Koy = Ag, v=1,2,3,4.
dt

4
(3.6) i) = 1/6 > 0K yupicas-

rel
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Wielkoéci ¥y = y(¥) i w = w(¥) bedace wspdiczynnikami wystgpujacymi we wzorach
Rungego-Kutty przybieraja wartoéci dyskretne 1/2, 1/2, 1, 1 oraz 1, 2, 2, 1, podobnie
jak wyrazenie o = a(v) = 2, 1, 1, 0. Przy przyjetych wyzej oznaczeniach proces obliczen
bedzie przebiegac nast¢pujaco
Kv(x)i—a,j = Bi—a,jdfa
Kv(y)i—a,j = Ei—a,jAé-a
Kv(‘P)i—a.j = Cz-a.jdf,
Xiyzy-2,) = Xiz2,j+ My(X)i—a,j»
Vivay-2,) = Yi-2. 3+ M,(V)i-a,j»
Piv2y-2,) = Pi-2,j+ M, (P)i-a,>
(3.7 Uiyzy—2,) = Sl+2y—2,ja

du
(d_f)i—a,j = Li-es

K\(p))icay = Dt—a,jdf,
(P)iv2y-2.j = (PYi—2 )+ My(P)i-aj»
(Pz)i+zy—2,j = Fi+27—2,] .
Ostatecznie dla » = 4 wartosci poszukiwanych funkcji w punkcie (&;, 7;) wyznaczamy ze
WZorow
Xij = Xioa,;+H(x)i_2,5,
Yy = Yicay T HO)i2,5
@iy = Qi+ H(@i2,y,

(3.8) Uy = Siy,

(P)ij = (Piz2,j T H(P))i-2,5

(P2 = Fy,
po czym przechodzimy do punktéw (&2, 7)), (5114, 7)), -5 (62m» 7)), @ Potem na linie
Tj41 = const, 7;,, = const ..., T, = const, az skonstruujemy rozwigzanie w catym

obszarze D(¢, 7).

Jak wida¢ ze wzoréw réznicowych (3.2) i (3.3) do prowadzenia sukcesywnych obliczen
moze byé potrzebna (przy dokladniejszych wzorach) znajomos$¢ wartoéci poszukiwanych
funkeji w kilku poczatkowych punktach na liniach £ = §; = const oraz T = 7; = const.
Wartoéci te uzyskujemy za pomoca tzw. iteracji wejécia zaleznej od przyjetej metody
rozwiazywania, zastosowanych wzordw réznicowych i zadanej dokladnosci obliczen.

Przytoczone wyzej rozwazania dotyczyly, jak to zaznaczyliSmy na wstepie, powlok
wykonanych z materialéw izotropowych o charakterystyce fizycznej opisanej rownaniem
(1.2); latwo zauwazy¢, Ze przyjecie ortotropii materialu, jak w pracy [15], lub tez innego
rownania fizycznego typu F(p,, P2, &, €3) = 0 W niczym nie zmienia przedstawionego
toku obliczen. ’

4. Przyklad

W charakterze przyktadu rozpatrzymy powloke o ksztalcie walca kotowego (w stanie
nieodksztatconym) zakonczona dwoma sztywnymi, swobodnie przesuwnymi denkami,
obciazong réwnomiernie rozlozonym parciem wewnetrznym. Scianka powloki nieobcig-

6 Mechanika teoretyczna
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Zonej ma stalg grubo$¢ (f= 1). Podstawowy uklad rownan w $wietle teorii plynigcia
plastycznego ma wodwczas postaé (por. [16])

dx _ cosg dpy . p du  cosg
T ux o u _37+~—_ux (p2—p)),
dy _ sing du
4.1) %— w u(PrH’z) +x(2p2 Pl)a =0,
xQ(z)

sing = s p2=12p+ Ve —3/4pt,

2pu
gdzie 7 jest osiowa wspdtrzgdna powloki (typu Lagrange’a — por. rys. 1), a Q(z) do-
wolna monotonicznie rosnaca funkcja, ktora odtad przyjmowaé bedziemy jako Q(z) =
= Qo+7. Przy zaloZeniu pierwotnej dlugosci powtoki Ly = 2, réwnania (4.1) maja spel-
ni¢ nastgpujace warunki brzegowe (por. [14]):

4.2) x(0,7)=1, »0,7)=0, x(2, 1) =1,
3) 20, ©) = 29,0, 7) = 2 (V—23_) A —

W obliczeniach zamiast trzeciego z warunkéw (4.2) z uwagi na symetri¢ korzystamy
z zaleznoéci (1, 1) = n/2.

Warunki poczatkowe dla réwnan (4.1) stanowi rozwiazanie (przy warunkach brzego-
wych (4.2) uktadu réwnan — por. [16])

1 dx
dx _ cosg du [1+D(1+BT']

an - ux %_.—“ B(1+BD+2 ‘

CX

dy _ sing . xQ
dn ux S0P = o
powloki walcowej opartych na fizycznych zwiazkach deformacyjnej teorii plastycznosci
uogdlnionej na zakres skonczonych odksztalcen. W réwnaniach tych

2D Beetde, D=lete,
i

el=ln(d—x L » &=Inx, & =Inu.
dn cosg

T =

4.5)

Do obliczen przyjeto u = 1/3 oraz Q, = 0,4.

Réwnania (4.4) obowiazuja w danym punkcie powloki do chwili osiagniecia przez
intensywno$¢ rzeczywistych napreZzen p; granicy plastycznosci p, za ktéra w przypadku
potggowego wzmocnienia (1.2) mozna np. przyjaé tzw. umowna granicg plastycznosci.
Przy wzroscie obciazenia Q od zera do pelnej wielko$ci — warto$§é tak czy inaczej zdefi-
niowanej granicy plastycznoéci nie jest oczywiscie osiagana w calej powltoce jednocze$nie,
lecz stopniowo w coraz to wigkszej strefie. Wobec tego, w pewnym zakresie obcigzen
nalezaloby w niektérych obszarach powtoki stosowaé réwnania (4.1) (dla pi(n, 7) > p),
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a w pozostalych réwnania (4.4) (dla p,(n, 7) < p) tak dlugo, dopdki w calej powtoce nie
bedzie speiniony warunek p; > p. Taki sposob rozwigzywania cho¢ poprawny meryto-
rycznie okazuje si¢ jednak niecelowy praktycznie, gdyz jak wynika z konkretnych obliczen,
réznice migdzy rezultatami osiagnigtymi w oparciu o obie rozwazane teorie plastycznosci
sa znikomo mate w zakresie odksztalcen odpowiadajacych p. Z tego wzgledu w naszym
przyktadzie poprzestaliémy na rozwiazaniu ukladu (4.4) dla jednej ustalonej wartosci
obcigzenia Q = 0,4, a otrzymane rezultaty przyjeto jako warunki poczatkowe dla réwnan
(4.1) od razu w calej powloce. Przy Q > 0,4 obliczenia przeprowadzono juz na podstawie
rownan (4.1); réwnoczesnie jednak, celem poréwnania obu teorii, scatkowano tez ukiad
(4.4) dla szeregu wybranych wartosci Q.

Wyniki przedstawione sa na rys. 2-7*. Rysunek 2 pokazuje jakie warto$ci ostatecznie
przybiera — w zaleznoéci od zadanego obciagZenia Q — parametr u, (grubo$¢ powitoki
przy denku) przyjmowany dodatkowo (droga préb) przy zamianie problemu brzegowego
dla réwnan (4.1) i (4.4) na problem poczatkowy. Rysunek ten rzuca réwniez $wiatlo na
zagadnienie stateczno$ci powloki; dla teorii odksztalceniowej widaé wyraznie maksimum
obciazenia Q = 0,64, natomiast przy zastosowaniu zwiazkéw fizycznych teorii plynigcia

Q ———=

— \

04

085 as 095 Up 10

Rys. 2. Wykresy funkcji @ = f(uo)

plastycznego obciazenie nie moze przekroczyé (czego nie da si¢ juz stwierdzié bezpoérednio
na wykresie) warto$ci Q = 0,77. Rysunek 3 ilustruje zmian¢ formy powloki w procesie
obciazenia. W miarg wzrostu obcigZenia roznice w ksztalcie powloki obliczanej w my$l
réwnan (4.1) i (4.4) wyraZnie si¢ poglgbiaja. Podobny wniosek nasuwa analiza rys. 41 S,
gdzie przedstawione sa krzywe opisujace zmiang¢ intensywno$ci naprg¢zen p; = p(Q) oraz
odksztalcen &, = £(Q) wybranego punktu w §rodku dhugoéci powloki (n == 1) w zalez-
noéci od obcigZenia Q. Na rys. 6 i 7 pokazano rozkiad napreZen i odksztalcer w powloce
dla Q = 0,64, tj. wowczas, gdy réznice migdzy wynikami obu teorii (w zakresie statecz-
nym dla teorii odksztalceniowej) sa najwigksze.

*Linia przerywana odpowiada teorii plyniecia na rys. 2, 3, 6, 7 oraz teorii deformacyjnej na rys. 4i 5,

[
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Rys. 3. Forma odksztalconej powtoki dla r6znych warstw obciazenia Q

10
P
H

a8 7
/ —
7 —

,//
" == =
/,
04—
02
as a5 a7 Q

Rys. 4. Intensywno$é rzeczywistych naprezen p; w $rodku dlugosci powtoki jako funkcja obcigzenia Q

Z przytoczonych tu poréwnan wynikaja nastgpujace spostrzezenia:
1) zgodno$¢ obu teorii jest dobra przy stosunkowo niewielkich odksztalceniach;

2) w miare wzrostu obciazen zgodno$¢ ta sie psuje i powstaja istotne réZnice ilo$ciowe
i jakoSciowe;
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3) w calym zakresie obcigzen teoria plynigcia plastycznego daje nizsze wartoéci naprezen
i odksztalcen w powloce niz teoria odksztalceniowa;

4) powloka traci stateczno$¢ przy nizszej wartosci obciazenia dla teorii odksztalce-
niowe;j. .
Catkowanie zwyczajnych réwnan rézniczkowych (4.4) odbywalo si¢ metoda Rungego-
Kutty. Obliczenia przeprowadzono sposobem pdlodwrotnym, przy czym program prze-
widywal automatyczna korekte danych wyjsciowych (uy) az do spelnienia z zadang doklad-
noscig warunku ¢(l, ) = #/2 na drugim brzegu (n = 1). Schemat blokowy obliczefi
pokazuje tablica 2.

06
i
!
|
/
04 4
]
/I
7
v
02 oid >
/’,,/
/\/
25 as a7 Q G8

Rys. 5. Intensywno$¢ odksztalcenn ¢; w §rodku dlugoéci powloki jako funkcja obcigzenia Q

a6

a4

MiiiAAdrA L~ _/ p1 0 /6’
2 o
" o —__-pz / Lo == =2 H

/.—2/

.
|

06 A = -
= 0 e |02 04 o6 08 p 10
———— P < <
04 " ‘\._“-~-
4 02 . = &
02 == v
04 \\
~
g2 o as @8 p W 06 [
Rys. 6. Rozkiad rzeczywistych naprezen glow- Rys. 7. Rozklad odksztalcer giéwnych wzdiuz
nych wzdluz dlugosci powloki dla obcigze- dlugosci powloki dla obciazenia Q = 0,64

nia Q = 0,64



Tablica 2. Schemat blokowy algorytmu obliczeit ukladu réwnan (4.4)

WEJSCIE

Wybor adresbw poczatkowych
Pierwsze przyblizenie wartosci U,

|
¥ ¥

Ustawienie warunkéw na pierwszym brzegu
x(ne) = Xo y(ne) =0
+
Podprogram obliczen prawych stron
Zr

= br(nezes) r,s=1,2,3.

¥ y
(K1r)i—, = Anbr(ni_y, (Zs)-l

i=0,1,2,3, ... 2m  (2m = 100)

1
(K2n)io, = Anbr(ni-1, (Zs)i-2 +“2_(K1’)l—z

¥
1
(K3r)(_, = Anbr[m_l » (Zs)i—z +7(K2r)i—|

4
| (Kar); = Anbrlni, (Z8)i-o+ (K31 |
_ ¥
‘ A, = 1/6(Klr+2K2r+2KJr+K4r) ’
4
(Zr) = (Zr)j+Ar
dZr A
(f) = brlng, (Z8)i-a+ir]
L dan /i
¥
DRUK WYNIKOW
9, sing, x, &, p\, P2, &, €2, &
N
\ i=2m

]
|

Modyfikacja adres6w

TAK | NIE

Badanie zgodno$ci warunkéw na
14

drugim brzegu: ¢ = 5

TAK | NIE )

Dobér nowej wartosci 4, przy

_)
( zastosowaniu metody siecznych

KONIEC l
[190]



Tablica 3. Schemat blokowy algorytmu obliczen ukladéw réwnan (1.1) i (4.1)

WEJSCIE

Y

Wezytanie wartoséci poczatkowych
x*(,0, Y0, prE0), piEo0)

v g

Ustawienie adreséw, pierwsze przyblizenie u,;
Q1=Qj—l+AQ j=0) 112) 3: ~-"K

¥ ¥

Ustawienie warunk6w na pierwszym brzegu
XoJs Yoj> Poj» (Pl)ojy (Pz)oj

¥ v {

Kv(x)i—a,j = Bi_a,j4¢,
Ky(®)i-a,) = Ci_a A,
Yit2y~2,] = .Vl-z,j‘*‘Mv(}’)l—a,j.

Kv(p)i_a.j = Di_q jA¢,

Kv(y)i-a,j = El—dJAg
Xitr2y-2,] = xi—z.j+Mv(x)i-a,j
Piy2y-2 ] = ‘Pi—z,j‘*‘Mv(‘P)i-a.j
 du
Ul+2y—z,j = S; +27-2,J» (d_E)‘ «) = Li—-a,j
(Pl)i+zy—z.j = (Px)l—z,j+Mv(Px)l—a.j
(Pz)l+zy—2,j = Fl+zy—z.j

¥
r=47
NIE | TAK
S ‘g —-— e —— l
< 8 v
23 Xty =Xia j+HX)i2.5 Vij = Yiea j+
8.8 +HO)i2,j
€ g Pi.) = P2 jHH@)ijy,  uij = Sij
§ % @) = P2 j+HP D12, jy (P)ij = Fyj
N © 3
= i=2m? l
TAK | NIE
¥
Zgodno$¢ warunkéw na drugim brzegu?
_TAK | NIE
7 .

DRUK WYNIKOW
_E) Sin‘P, X, Y, U, D15 D2, 62' 6)

|

Zapis do pamieci obliczonych funkcji
odpow. biezacej linii czasowej

>

¥

Qj = ?

Poprawianie wartosci u,,

TAK

-NIE

Przesylanie w pamieci obliczonych funkcji i
w strefe odpowiadajaca poprzedniej linii czasowej

J ’

wg metody siecznych

-—>‘

KONIE
! C

[
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Celem numerycznego calkowania réwnan (1.1) dla dowolnej obrotowo-symetryczne]
powloki w oparciu o algorytm (3.7), (3.8) opracowany zostal schemat blokowy, ktdrego
wersje przeznaczona réwniez dla powloki walcowej przedstawia tablica 3. Sporzadzono
takze odpowiedni [stuszny zaréwno dla réwnan (4.1) jak i ogdlnego uktadu (1.1)] prog-
ram obliczen na elektroniczna maszyne cyfrowa ODRA-1013 gwarantujacy pelna automa-
tyzacje rachunkéw. Program jest opracowany w jezyku wewngtrznym maszyny, wszystkie
operacje matematyczne (za wyjatkiem rozkazoéw organizacyjnych) sa wykonywane w pa-
mieci ferrytowej. Zapewnia to maksymalna szybko$é obliczen mozliwa do uzyskania na
maszynie cyfrowej ODRA-1013. Pomimo to otrzymanie kompletnych wynikéw liczbowych
rozwigzanej powloki wymagalo kilkudziesigciu godzin nieprzerwanej pracy maszyny.
Program jest obecnie przechowywany w Osrodku Maszyn Cyfrowych przy Katedrze
Mechaniki Teoretycznej Politechniki Krakowskiej, gdzie wykonane byly wszystkie obli-
czenia.
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Pesome

YHUCJHEHHOE PENEHHME TINTACTHYECKOI'O TEUEHHUA
T'HBKUX OBOJIOUEK BPAUIEHHS B OBJIACTH KOHEUHBIX IE®OPMAIINNA

B pa6oTe paccmMaTpHBaeTCs pa3paGOTaHHBIA aBTOPAaMHM METO YMCIIEHHOTO MHTErPUPOBAHUA CHCTEMBI
(1.1), KBa3MIMHEHHBLIX CUNEPGONTAYECKUX MU DepeHIMAILHBIX YPABHEHMI NMEPBOro IOPANKA, (BbIBe-
IOeHHBIX B pabore [14]), omucobiBaommx GOPMY, HanpsyKeHUA M OedopManuH THOKHX BpaTaTeNbHO-
CHMMETPHUECKHX 000N04eK, C TOYKH 3PEHHSA TEOPHH IUIACTHYECKOTO TeueHHs, oGobiienHoi Ha obnacts
KoHeuHbIX Oedopmanmii. Ha ocrose, npencraBnexHoit B paGore GIOKCXeMbl, COCT2BJIEHO IPOrPAMMY BbI-
YHCNEHH Ha 2NEKTPOHHOM cuersoit maumae ONPA-1013, ¢ noMouso KOTOpOH peuraeTca, ¢ GoJBIIOR
TOYHOCTBIO, KOHKDETHBIH CITyuail THOKOM UHIMHADHUYECKOR ODOJIOUKH, 3arpy»KEHHOH DPABHOMEPHBIM
BHYTPEHHHMM JaBNEHHEM. Pe3ysTaThl 3THX PacueToB, CPABHMBAIOTCA C PEIICHHMEM 3HAJIOTHYHON 3ajaum
0boB1meHHoN Ae(OPMALIMOHHON TEOPHH IIJIACTUYHOCTH, NPH Pa3HBIX BEJIMUYMHAX HArPY3KH.

Summary

NUMERICAL CALCULATION OF FLEXIBLE SHELLS OF REVOLUTION
SUBJECTED TO PLASTIC FLOW AT FINITE STRAINS

The paper is concerned with a method of numerical integration of the system (1.1) of quasi-linear
hyperbolic partial differential equations that has been derived by the authors in [14]. These equations de-
scribe the form, the stresses, and the deformations of flexible shells in the light of the theory of plastic flow,
generalized for finite strains. On the basis of a block scheme (presented in the paper), a program for the
electronic computer ODRA-1013 has been established and a particular case of a thin cylindrical shell
under uniform internal pressure has been solved with great accuracy. The results of calculations have.
been compared with a solutions of an analogous problem on the basis of physical relations in the gene-
ralized deformational plastic theory at different intensities of load.
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Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 23 pazdziernika 1968 r.
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SKONCZONE ODKSZTALCENIA SPREZYSTEGO KLINA I STOZKA

ZBIGNIEW WESOLOWSKI (WARSZAWA)

W nieliniowej teorii sprezystoéci znanych jest dotychczas zaledwie kilka §cistych roz-
wiazan (por. [1]1i [2]). Spowodowane to jest faktem, Ze réwnania nieliniowej teorii sprezys-
toéci sa znacznie bardziej zloZzone niZ teorii liniowej. Ta zlozonoéé ogranicza w istotny
sposob mozliwo$¢ uzyskania rozwiagzan ogélnych.

Praktycznie biorac istnieje szansa rozwiazania zagadnienia nieliniowego je§li sprowadza
si¢ ono do jednego réwnania rézniczkowego zwyczajnego. Nalezy podkreslié, ze nawet
w przypadku, gdy poszukiwane funkcje sa funkcjami jednej tylko zmiennej, na ogét
otrzymuje si¢ nie jedno réwnanie, a ukfad rownan rézniczkowych zwyczajnych, co wobec
nieliniowos$ci uniemozliwia rozwigzanie.

W niniejszej pracy przeprowadzono obliczenia dla dwdéch odksztalcen, dla ktérych
zagadnienie sprowadza si¢ do rozwiazania jednego réwnania rézniczkowego zwyczajnego.

1. Podstawowe zaleznosci

Przed przystapieniem do obliczen konkretnych przypadkéw podamy tutaj za praca
[1] podstawowe zalezno$ci dotyczace nieliniowej teorii sprezystosci. WprowadZzmy dwa
na ogot rézne uklady wspéirzednych: uktad {x'} z tensorem metrycznym g;; oraz uklad
{X°} z tensorem metrycznym g,5. Wspoirzegdne typowego punktu P rozwazanego ciala
w stanie naturalnym w ukladzie {X°} oznaczmy przez X*. Wspétrzedne tego samego punktu
w stanie odksztalconym w ukladzie {x'} oznaczymy przez x°

1.1 xt = x'(X?).
Czastkowe pochodne funkgji x/(X®) wzgledem X*
(1.2) F! = ax'[ox*

nazywamy . gradientami odksztalcenia. Lewy tensor Cauchy-Greena zdefiniowany jest
przez zwiazek

(1.3) BY = FiFjg”,

a jego niezmienniki przez zwiazki
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Il = Bl‘)
1 .

(1.4) I =5 [ —(B)],

13 - det B;,
przy czym
(L.5) (BZ)U = BirBjsgrs'
Jesli deformacja jest izochoryczna
(1.6) L=1.

Dla rozwazanych dalej izotropowych nieécisliwych materialdéw sprezystych tensor
naprezenia '/ okre§lony jest zwigzkiem
(1.7) T = 51 B+ x,(B%) +pgt,
gdzie p jest dowolna funkcja skalarowa, a y, i ¥, funkcjami niezmiennikéw 7, i I,. Funkcje
te sa funkcjami materiatlowymi, charakterystycznymi dla danego materialu. Réwnania
rownowagi sa
(1.8) Vi1V =0,
gdzie V; oznacza rdzniczkowanie kowariantne w ukladzie {x'}. Obciazenia brzegowe
' odniesione do jednostki powierzchni w stanie odksztalconym okre§lone sa zwiazkami
(1.9) = 1n;,
gdzie n; jest jednostkowa normalna do powierzchni ciata w stanie odksztalconym.

2. Deformacja klina

Rozwazmy deformacje, ktéra w ustalonym walcowym ukiadzie wspotrzgdnych opisana
jest zwigzkami

r = Ra(0),
(2.1) ¥ = p(0),
z = AZ,

gdzie a oraz f sa pewnymi funkcjami, a A ustalonym parametrem. Jak wynika z (2.1)
plaszczyzny Z = const przechodza w plaszczyzny z = const, a linie proste & = const




SKONCZONE ODKSZTALCENIA SPREZYSTEGO KLINA I STOZKA 197

w linie proste & = const. Okrg¢gi R = const nie przechodza przy tym w okregi r = const,
lecz doznaja pewnego znieksztalcenia opisanego funkcja a(®). Celem dalszych rozwazan
jest takie okreélenie funkcji a i B, zeby deformacja byta mozliwa.

Oznaczajac x' = (r, &, z), X* = (R, 0, Z) mamy

B A

10 0 (1 0 o0
(22) 8ij = 0 r2 0 s gij: 0 1/"2 0 ,
0 0 1] (U] 1
[1 0 0] [1 0 0]
2.3) gp=|0 REO|, g¥=|0 1/R* 0].
0 0 1] |0 0 1]
Obliczajac teraz w oparciu o (2.1) gradient odksztalcenia F} otrzymujemy
o Ra" O
2.4 Fl=1]0 p 0},
0O 0 1

gdzie primem oznaczono rézniczkowanie wzglegdem @. W oparciu o (1.3), (1.4) oraz (2.2)
(2.3) mozemy teraz wyznaczyé tensor B oraz (B%)Y

o +a?  «B/R O

2.5) B =|a'f/R B?/R* 0|,
0 0 A2
(o + "%+ a2a'28? a'B (@ +a2+a?f?/R O
(2.6) (BY = | (P +a*+a?fH)R (o +02)/R 0
0 0 ral
Zgodnie z (1.4) pierwsze dwa niezmienniki tensora BY sa
@.7) I = a+attalf?4 2,

I = '8+ (I, — 22).

Dla rozpatrywanego tutaj materialu nieécisliwego zgodnie z (1.6) trzeci niezmiennik

I, jest réwny jednoéci; obliczajac ten niezmiennik i przyréwnujac go do jednosci otrzymu-
jemy

2.9) A2 = 1,
skad wynika
' 1 r 1

Warunek niesci$liwosci jest wigc spetniony jesli zachodzi (2.9), lub (2.9),. Dalsze roz-

wazania ograniczymy do przypadku, kiedy zachodzi (2.9),. Podstawiajac (2.9) do (2.5)-(2.7)
otrzymujemy :

1 o
2, p2 1
o*+p R &1 0
(2.10) Bi=|1 o 1 ol
R 22 o2

a2
0 0 A
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I , a? 1fa o o l
@+ + o 7(7+m+ﬁ) 0
(2.11) BY=|1{a¢ o« o 1{a? 1 )
®Rat et ar merten) ©
0 0 ol
1 1
(2.12) Il = 12+a2+a,2+a27, 12 = F—}‘}.Z(Il—}.)z.

Jak wynika z (2.12) niezmienniki I,, I, sg jedynie funkcjami kata @, nie sa natomiast fun-
kcjami promienia r. Fakt ten istotnie upraszcza dalsze obliczenia.
Przejdziemy teraz do wyznaczenia naprezen t'. (Zgodnie z (1.7) mamy

= 1 (? +a2)+x2(a“+a"‘+24 a2+ a'?)+p,
2.[22 _ x }. o 2_}_x2(1 Za—ZaIZ_}_}. 4 —4)_}_p’ -
(2.13) ™ =g }.2—}—)52}.4—}—‘0,
= y Ao (A e + A e e A%,
o,

W walcowym ukladzie wspolrzednych réwnania réwnowagi (1.8) przyjmuja postac

a11 azl 1 1,222\ __
27 +%r +7(r r’z¥#%) =0,

(214) _aa_rrlz_}_aa_ﬁ.[ZZ_}_%TlZ — 0’
a 33
'a—zT =0,

Zgodnie z (2.1) i (2.9) nalezy przy tym pamietaé, ze d/dr = a™' d/dR, d|d} = 1/f' d/dO =
= Aa? d/dO. Podstawiajac do powyzszych réwnan (2.13) i uwzgledniajac (2.12) otrzymu-
jemy

pb_
3_R_ LI(R’ 0)9

op _
(2.15) 56— DR 0),

op
z="
gdzie

(2.16) RLI(Ry 0) — xl(a ___}.—2 —2+aan)+
+x (a — A 4 -4 3}-_2(112—]"3&2&’2—}"“3 H_}_3aa/2 u)+

| %11 23
1272 22,2 2
+20' % (a® +aa’ — A% )((.)I1 + A A +

aXZ _}_12 3752)

+2a/2(a2+aa//_l—Za—Z)(aZ_}_alZ_}_l—Za—Z)( i a7
1 2
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.17 Aa?L,(R, O) = 2x2(aa’l“+a’a"l"1—3a’a_31‘3)+

o~ axl 2 axl 2 1 a-2, -2
+ (311 +2 A (4o —272a"%) 4

+ —( 71 +-12 ?;2 ) (o oo’ — A% 2) (a2 A 2a72),
2

Z réwnania (2.15); wynika, Ze p nie zalezy od Z, p = p(R, @). Koniecznym warunkiem
istnienia funkcji p jest wigc

oL, dL,
(2.18) 20 ~ 3R’

co wobec niezaleznoéci L,(®) od R prowadzi do wniosku, ze L (R, ©) nie zalezy od .
Zgodnie z (2.15), warunkiem réwnowagi jest wiec

11 (=220 2 4o )+ g (et — A4 30Pa' 2 — 3420 2 - oo’ + 3o 2+ A2 L)

(2.19) +2a '2( Z% +22 ?;z )(a2+aa”—l‘za_z)(az—i—a’z—i—l‘za_z)—{—
2

+2a’2( ?2 + 22 ?2 )(az—i—aa”——l‘za_z) =H
gdzie H jest dowolna stala. Zwiazek ten jest nieliniowym zwyczajnym réwnaniem réznicz-
kowym pozwalajacym wyznaczy¢ funkcje a(®). Rozwigzanie réwnania (2.19) mozliwe
jest jednak dopiero po podaniu funkcji xi(ly, L) oraz x,(I, L,).

Dalsze rozwazania ograniczamy do materiatu, gdzie y, jest stala materialowa, a 7,
jest rowne zeru (tzw. neohookean)

(2.20) n=C, x1=0.
Dla tego materialu (2.19) redukuje si¢ do réwnania
| ., 1 _H
(221) oo _W = ?
Oznaczajac
(2.22) «'(0) = %(x(9)),
mamy
d
(2.23) o = xd—z.
Roéwnanie (2.21) mozna wige przedstawié w nastepujacej postaci
dx H 1
@29 Al
skad wynika, ze
I H 1 I
25 =" lnag ——|ar+ ——
(2.25) 2%’ ¢ lna 2(0: +12a2)+D’

gdzie D jest stalg calkowania. Ponowne catkowanie prowadzi do
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fH 1\
(2.26) 0= f(clnaz—az—ﬁ) do+E,
1

gdzie E jest stala catkowania. W ten sposéb okreélona zostala dwuparametrowa rodzina
deformacji mozliwych w materiale (2.20).
Je§li H = 0, to ogélnym rozwiazaniem réwnania (2.26) jest

2.27) a(0) = ]/xzcosz(O—Go)—}—x%zsinz(Q—Qo) ,

gdzie 6, oraz » sa dowolnymi stalymi. Deformacja (2.27) jest deformacja jednorodna.
W przypadku H # 0 funkcja «(®) nie daje si¢ wyrazi¢ przez funkcje elementarne.
W celu pokazania jakiemu odksztalceniu odpowiada (2.26), wykonano odpowiednie

0
241

20F
16+
12r
a8t

04}

7057

2

Rys. 2

5
20r
16|

12|

a8

Gar

20 6 8 12§ Rr
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obliczenia numeryczne dla H= C, D =4, E =0, A = 1. Na rys. 2 pokazano obliczona
2 -172
dla tych wartosci funkcjg v = (D+H lna——az—ﬁ) oraz jej calke, ktora jest poszu-

C
kiwana funkcja @(e). Na rys. 3 pokazano funkcje «(€) oraz funkcj¢ S(@). Na rys. 4 po-
kazano klin nieodksztalcony i odksztalcony. Po odksztalceniu punkty 0', 1’, 2’, ... prze-

chodza w punkty 0, 1, 2, ... .

3. Deformacja stozka

Istnienie deformacji (2.1) sugeruje, Ze podobna deformacja jest rowniez mozliwa,
jesli walcowy uklad wspolrzednych zastapié¢ kulistym. Wykazemy, Ze tak jest w rzeczy-
wistoscl.

Rozwazamy deformacjg, ktéra w ustalonym kulistym ukladzie wspStrzednych opisana
jest zwigzkami')

r = Ra(6O),
(3.1) ? = p(0),
=19,

gdzie a oraz B sa pewnymu funkcjami. Celem dalszych rozwazan jest takie okreflenie
funkeji o i B, zeby deformacja byla mozliwa.
Oznaczajac x' = (r, 9, ¢), X* = (R, 0, @) mamy

10 O (1 0 0
(3.2 g;=|0 7 0 |, g/=|0 1* 0 ;
0 0 r’sin?d [0 0 1/r%in%$
10 0 [1 0 0
3.3) gs=|0 R* O , &8=10 1/R? 0 .
0 0 R%in®@ [0 0 1/R%in%@
Obliczajac teraz w oparciu o (3.1) gradient odksztalcenia F} (1.2) otrzymujemy
a Ra' O
(3.4) =10 g 0],
00 o

gdzie primem oznaczono rézniczkowanie wzglgdem 6.

W oparciu o (1.3), (1.4), (3.2)i (3.3) mozemy teraz wyznaczyé tensory B i BY B* g, =
= (B, a mianowicie

a4 ioz'ﬂ’ 0
R
(3‘5) BU = Q! l /.
«p Fﬂ 2 0
0 1/R%in%@

1) Deformacjg nieco ogblniejsza rozwazat w 1967 r. R, M. Christensen [3], popelnit jednak omylke
w obliczeniach tensora B/, ktéra rzutuje na dalsze obliczenia.

7 Mechanika teoretyczna
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@+ a0

(6 B = | B @) Y 0
o sin?f
- 0 0 R 5in‘6 |

Zgodnie z (1.4) pierwsze dwa niezmienniki tensora B/ sg
' sin’g

I, = 2+ a2 4-a?f*+o? Tl

3.7
L = a‘ﬂ”+a2(oc2+a'2+a2ﬂ’2)—5in2ﬂ .
sin%@
Niezmienniki te sa wiec tylko funkcjami kata 6.

Dla rozpatrywanego tutaj materialu niefci§liwego zgodnie z (1.5) trzeci niezmiennik
jest réwny jednosci. Obliczajac ten niezmiennik i przyréwnujac go do jednosci otrzymuje-
my warunek niesci§liwosci
(3.8) a®8’%sin’f = sin%6.

W stosunku do (2.8) zachodzi tu ta réZnica, Zze (3.8) jest réwnaniem rézniczkowym ze
wzgledu na .

Ograniczymy si¢ dalej do przypadku, kiedy kazda z wielkoéci w (3.8) jest dodatnia.

W tym przypadku po wyciagnieciu pierwiastka z obu stron (3.8) otrzymujemy

sin20 \'*
3.9 o= (m) .
Deformacja jest wigc izochoryczna je§li zmianie kata towarzyszy okreflona przez (3.3)
i (3.1) zmiana promienia r.
Zgodnie z (1.7) naprezenia 7V s3

T = g (@@ +a?)+ (e + ot 2020+ a?a )+ p,
r’v? = pa®f+ oo+’ ) +p,

. 2 332 = sin’f L sin‘f
(3.10) rit¥%in*d = y,? so T g TP
”12 —_ xlaarﬂl+x2aarﬂr(a2+a12+a2ﬂ12)’

P =171=0,

a réwnania réwnowagi (1.8) w rozpatrywanym kulistym ukladzie wspélrzgdnych przy-
bierajg postaé

a 11 a 21 1 11 2,22 2,333,112 1 .
¥TS +—('3-13_‘T +T(ZT — 22 —ry3sin?$)+Plctgd = 0,
d 12, 9 2, 2 332 _

@3.11) T +3—1912 +-T 4+ (@2 —=%in*H)ctgd = 0,
0

—¥ =0,
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przy czym zgodnie z (3. 1)— = =

Dla oszczgdnoéci miejsca ograniczymy dalsze rozwazania do neohookeanu [por.
(2.20)]. Dla tego materiatu (3.11) redukuje si¢ do

op 1 " o, @B’ 2 smzﬂ cosf |
sﬁixl(z“z““ o —aftt = w6 TP g ) =0
20’ 4 208’0 + oy 2Sinfeosp
(3.12) /3 30—{—11 (aaﬂ + 200’ 4 208’ o’ +aff *ctg f— S0 = 0,
op
0Z

Jak wynika z (3.12); funkcja p nie zalezy od Z, p = p(R, O).
Wobec tego, Zze (3.12), nie zalezy od R mamy 42p/dROO = 0. Warunkiem istnienia
P jest wigc

’r sa2
(3.13) 20430’ o’ —aff 2+ aaﬂﬂ o? ssil:zg +ao’f’ctgf = const,

Po podstawieniu (3.9) do powyzszego warunku, otrzymujemy jedno zwyczajne réwnanie
rézniczkowe na funkcje #(@). Réwnanie to jest jednak bardzo skomplikowane i nie udato
si¢ znalezé analitycznego rozwiazania tego réwnania. Rozwigzanie numeryczne mozna
znalezé w spos6b podobny jak w czg¢éci drugiej dla odksztalcenia plaskiego.
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Peswome

KOHEUHGLIE JEPOPMAILIMHA VIIPYTOI'O KJIIMHA U KOHYCA

PaccmaTpuBaeTcsl KOHeUHasl ynpyras OedopMauis HECOKMMAeMOro KivHa. TOukM KiIMHA mopaBepra-
JOTCA TAKMM PaJHAILHEIM H OKPY)KHBIM IIEPEMELLIEHMSIM , YTO TJIOCKOCTH B NPEAENax KOTOPLIX HAXOAWTCH
Kpait KJINHA, OCTAIOTCA IUIOCKOCTAMH. [TOKa3aHO, YTO AA TOTO 9YTOOHI ONpPEeeHTh HANPsDKEHHOE U Je-
dopmupopanHoe cocToAHME, CIERyeT PElNTh anpdepeHuUMaNbHOS YPABHEHHE BTOPOro MOPAJKA. DTO
VPaBHEHHE pelIaeTCA JUIA CIyyasd, KOTAA MATepHAIOM SBJISAETCA TaK Has. Heorykuad. JaeTcs ofmO
YHCIIEHHOE DelleHue. ’

AHanoruuHpie pelieHMA NPOBOSWIMCH IS KOHYCZ, KOTOPBIH MOABEPraeTCs TAKON OCECHMMETPM-
4ecKol JehopMaLMM, UTO MpSMbIE, MPOXOJALIME Yepe3 BEpPLIMHY KJIMHA, OCTAIOTCA IIPAMBIMH.

e
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Summary

FINITE DEFORMATIONS OF AN ELASTIC WEDGE AND CONE

The finite deformations of the elastic incompressible wedge are investigated. The points of the wedge
suffer radial and transversal displacements, such that the surfaces & = const remain plane. It is shown,
that in order to find the stress and strain, it is necessary to solve a second order ordinary differential equ-
ation. This equation is solved for the neo-Hookean material. The numerical solution is given.

Similar investigations are performed for an elastic cone under axially-symmetric deformation in such
a manner that the surfaces # = const remain the conical surfaces.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 23 pazdziernika 1968 r.



MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
2, 7 (1969)

STATYKA POWIERZCHNIOWYCH OSRODKOW WEOKNISTYCH

WoiciecH BARANSKI (LODZ)
1. Wstep

W ostatnich latach mozna zaobserwowaé doé¢ gwaltowny rozwdj mechaniki ofrodkow
ciaglych, miedzy innymi mechaniki tzw. ciata typu Cosserat. Cialem typu Cosserat zwyklo
si¢ nazywaé o§rodek ciagly, w ktérym stan napr¢Zenia opisuje si¢ za pomoca niesymetrycz-
nego tensora napr¢Zenia, a nawet za pomoca tensoréw naprezen wyzszych rzedéw. Ten
kierunek badan zostal zapoczatkowany pracami braci E. i F. CosSERAT [4]. Najbardziej
reprezentatywnymi dla tego kierunku sa prace TOUPINA [12], [13], GREENA i RIVLINA
[9], [10], oraz ZAHORSKIEGO [17]. Szczegélowe omodwienie prac z tego zakresu, ktére
ukazaty si¢ do lipca 1966 r. zostalo zamieszczone w pracy BARANSKIEGO, WILMANSKIEGO
i WOZNIAKA [2].

Teorie dwuwymiarowych o$rodkéw ciaglych typu Cosserat byly rozpatrywane w pra-
cach E. i F. COSSERAT [4], ERICKSENA i TRUESDELLA [5], GREENA, NAGHDIEGO i WAIN-
RIGHTA [8] oraz COHENA i DESILVY [3]. Byly to pewne uogdlnienia teorii powlok obej-
mujace jako przypadek szczegdlny teori¢ Kirchhoffa-Love’a. W pracy [15], [16] WoZNiak
znalazt po raz pierwszy inzynierskie zastosowanie teorii dwuwymiarowego ofrodka typu
Cosserat, mianowicie wprowadzit tzw. powierzchniowy osrodek widknisty jako ciagly
model odpowiednio regularnego powierzchniowego dzwigara rusztowego. Powierzchnio-
wy oérodek widknisty jest w zasadzie dwuwymiarowym os$rodkiem typu Cosserat wy-
posazonym dodatkowo w wewnetrzna strukturg — odpowiednik siatki utworzonej z osi
dzwigara rusztowego — dana pewnym zbiorem rodzin krzywych.

Niniejsza praca jest w zasadzie streszczeniem rozprawy doktorskiej autora [1]. Zawiera
teorie ofrodka widknistego znajdujacego si¢ w stanie réwnowagi, zbudowana w oparciu
0 podstawowe zaloZenia mechaniki o§rodkéw ciaglych oraz o pewne dodatkowe po-
stulaty wynikajace z tego, ze powierzchniowy ofrodek wiéknisty ma byé modelem po-
wierzchniowego dZzwigara rusztowego. Szczegdlnie duzo uwagi poéwigcono wyjaénieniu
konsekwencji wprowadzenia wewngtrznej struktury oraz wyjasnieniu podobienistwa po-
wierzchniowego o$rodka widknistego do powierzchniowego dzwigara rusztowego.

2. Podstawowe oznaczenia

{x,} (i =1, 2,3) przestrzenny uklad wspétrzednych kartezjanskich,
S powierzchnia jaka tworzy powierzchniowy ofrodek w kon-
figuracji odniesienia,
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{n*} (@ =1,2) uklad wspdtrzgdnych materialnych powierzchni S,
(), a pochodna czastkowa wedlug wspétrzednej 7°,
() pochodna kowariantna wedlug wspodtrzednej #* w ukla-
dzie wspétrzednych materialnych,
4=1,2,3... N martwe wskazniki wyrdzniajace poszczegblne rodziny krzy-
wych,
Z(n“) = const rdwnanie rodziny widkien 4,

[ NP}

wektor jednostkowy normalny do widkna U = const,

. wektor jednostkowy styczny do widkna U= const,

[N

yai (@ =1, 2,3) ortogonalny tensor obrotu czastki o$rodka,
e gestosé energii wewngtrznej,
P?%  tensor napr¢Zenia,
M2y, (11.1".‘,~) tensor i pseudotensor napr¢zen momentowych,
?, wektor napiecia w rodzinie wiokien A4,

127,,-, (1}17{1) tensor i pseudowektor napigcia momentowego w rodzinie
wlokien A,
Goas Kigs miary odksztalcenia o§rodka widknistego,
5—1,,, }a,, miary odksztalcenia rodziny widkien A,

u; wektor przemieszczenia czastki o$rodka widknistego,
v; pseudowektor obrotu czastki o§rodka widknistego,

Vai» ®ai miary malego odksztalcenia ofrodka,
5,-,, Qi §, ; macierze sztywnoéci rodziny widkien 4,
a
u, vV przemieszczenia i obroty weztdéw rusztu,
s sily i momenty przekrojowe w pretach rusztu,
a
?,-,.Zif ; miary globalnego odksztalcenia pretéw rusztu,

.?,- 5 Lijs .gf’,-, macierze sztywnosci pretéw rusztu.
p]

3. Podstawowe definicje i pojecia pierwotne

D.1. Powierzchniowym ofrodkiem widknistym nazywaé bedziemy dwuwymiarowg roz-
maitoé¢ rozniczkowalng S (GoOeTz [6]) czastek materialnych 7 z zadanymi na niej NV ro-
dzinami przebiegéw u (4=1,2,...N), posiadajaca w kazdej chwili ¢ realizacje w postaci

powierzchni zwyczajnej s, odpowiedniej klasy. )
Wprowadzmy w rozmaitosci S lokalne wspdirzedne {#°} (x =1, 2) i nazwijmy je

wsp6trzednymi materialnymi. Powierzchni¢ s, zadawaé bgdziemy réwnaniami

(3'1) X = xl(n, t), (’ = 1) 2) 3),

gdzie {x;} jest ukladem wspétrzednych kartezjaniskich zwanym dalej ukiadem wspéi-
rzednych przestrzennych.
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D. 2. Konfiguracja aktualng powierzchniowego oérodka widknistego nazywaé bedziemy
powierzchni¢ s, wraz z okreSlonymi na niej odpowiednio regularnymi polami trzech
wektoréw

(32) Yai = yai(na t), (a = 1’ 2’ 3)
tworzacych w kazdym punkcie i w kazdej chwili ortonormalny ukiad odniesienia, tzn.
(33) YaiVoi = 6ab’ YaiVay = 61’]'

Wektory y,; nazywaé bedziemy wektorami kierunkowymi.
D. 3. Ruchem powierzchniowego ofrodka widknistego nazywaé bedziemy jednopara-
metrowa rodzing konfiguracji aktualnych; parametrem tej rodziny jest czas. Ruch oérodka
opisany jest réwnaniami (3.1) i (3.2).
D. 4. Konfiguracja odniesienia powierzchniowego o$rodka widknistego nazywaé deZlemy
jedna z konfiguracji aktualnych.

Powierzchnie s, w konfiguracji odniesienia zadamy réwnaniami

3.4) Coxi = Xi(n)

i bedziemy ja oznaczaé litera S, natomiast warto$ci wektoréw kierunkowych w konfi-
guracji odniesienia oznaczymy Y,(7). Wspéirzedne materialne {n*} w konfiguracji od-
niesienia traktowaé bedziemy jako uklad wspétrzednych Gaussa powierzchni S i nazywaé
bedziemy ukladem wspéirzednych materialnych.

Z przedstawionej definicji ruchu oérodka (D.3) wynika, 2e kazda czastka materialna
7 posiada sze§¢ stopni swobody. Trzy z nich odpowiadaja przemieszczeniu czastki, na-
tomiast pozostale trzy odpowiadaja obrotom czastki. Ciala dwuwymiarowe, ktérych
konfiguracj¢ opisuje si¢ za pomoca wektoréw kierunkowych sa nazywane powierzchniami
zorientowanymi.. Po raz pierwszy teori¢ powierzchni zorientowanej rozpatrywali bracia
E. i F. CoSSERAT [4], a ostatnio ERICKSEN i TRUESDELL [5], TRUESDELL i ToupIN [14],
GREEN, NAGHDI i WAINRIGHT [8] oraz COHEN i DESILVA [3]. Powierzchniowy oérodek
wléknisty jest przypadkiem szczegélnym powierzchni zorientowanej. Jedyna roéznica
polega na tym, 2e o§rodek widknisty jest wyposazony w N rodzin przebiegéw, opisujacych
tzw. wewnetrzna strukturg oérodka.
D. 5. O dwéch ruchach

3.5) xi=x(010, Ya=Ya(n, 1)
oraz
(36) Xy = X (77’ t ) Yai = J’ﬁ(’?, t*)

bedziemy méwili, ze ré2nia si¢ o ruch sztywny, gdy spelniaja zwigzki

xP(n, t*) = Qi;(Ox/(n, D+ai(?),
(3.7 ya, t*) = Qy(Dya(n, 1,
t* = t+b,

gdzie Q,; jest tensorem ortogonalnym wlaéciwym, tzn.

(3.8) 010y = Oy, det@; =1,
a, jest wektorem, natomiast b jest skalarem.
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Dotychczasowe rozwazania dotyczyly wylacznie geometrycznych aspektéw teorii
ofrodka widknistego. W dalszym ciggu do opisu wilasciwosci mechanicznych oérodka
bedziemy uzywali nastepujacych pojeé pierwotnych'):

P.1 gestoéci energii wewnetrznej e,

P.2 gestoéci sit przekrojowych p;,

P.3 gestoéci momentéw przekrojowych m;,
P.4 gestosei sit zewnetrznych f,

P.5 gestoé¢ momentéw zewnetrznych h;j.

O wymienionych powyzej wielkosciach mechanicznych bedziemy zakladali, ze sa od-
powiednio regularnymi polami. Bedziemy méwili, Zze pola sit i momentéw przekrojowych
okre§lajg stan napreZenia os$rodka.

W dalszych rozwazaniach uzywaé bedziemy wylacznie opisu mateirialowego, tzn.
przyjmiemy, Ze wszystkie gestoéci odniesione sa do jednostki powierzchni lub jednostki
dhugoéci w konfiguracji odniesienia, a wszystkie pola zaleza wylacznie od wspdlrzednych
materialnych {n*}. Przyjmiemy réwniez, ze wszystkie skladowe oznaczone matymi lite-
rami alfabetu greckiego sa odniesione do bazy naturalnej ukladu wspéirzednych ma-
terialnych.

4. Wewnetrzna struktura powierzchniowego o$rodka wiéknistego

Z definicji ofrodka (D.1) wynika, ze N zadanych rodzin przebiegéw u posiada w kaz-

dej chwili ¢ realizacj¢ w postaci N rodzin krzywych, ktére nazwiemy widknami. Siatke
utworzona z N rodzin krzywych oznaczymy literg My . Przyjmiemy, ze przez kazda czastke
7 przechodzi dokladnie po jednej krzywej z kazdej rodziny. Réwnanie rodziny krzywych
A napiszemy w postaci uwiklanej:

4.1) u(n®) = const.
W plaszczyznie stycznej w danym punkcie do powierzchni S wyréznimy dwa wektory
jednostkowe ‘t1 i f:’ przy czym niech pierwszy z nich bedzie styczny, a drugi nbrmalny

do krzywej 4 = const (rys. 1). Wektory te spelniaja zwiazki

D
Rys. 1
P - 172
“4.2) fa= Fua(@u,u,)' tg = 4 gl p(a 1)
oraz
4.3 1 =1 =0, 1,0°=1.
(4.3) Li*=1, 11*=0, 1

) W dalszych rozwazaniach nie bedziemy uzywaé zadnych poje¢ dynamicznych, takich jak ped, kret
czy energia kinetyczna.
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O siatce M, ztozonej z trzech rodzin krzywych bedziemy moéwili, Ze jest siatka szescio-
katna, gdy w kazdym placie prostym bgdacym czgéciag powierzchni S daje si¢ odwzorowac
topologicznie na siatke

4.9 u(x, y) = Re[(x+iy)exp(—g>)], (g = %-I—%EA), 4=1213)

zloZona z trzech rodzin prostych réwnoleglych (rys. 2).

xy

Rys. 2

5. Podstawowe zalozenia teorii powierzchniowego oSrodka wléknistego

Z.1. W danym punkcie gestoéci sit i momentéw przekrojowych zaleza wylacznie od orien-
tacji przekroju, przy pomocy ktdrego zostaly uzewngtrznione, tzn. w danym punkcie
zachodzi

(CR)) pi = pi(m), m;; = m;(n),

gdzie n jest jednostkowym wektorem lezacym w plaszczyZnie stycznej w tym punkcie do
powierzchni S i zewngtrznie normalnym w tym punkcie do linii przekrojowe;j.
Z.2. Wszystkie wprowadzone dotychczas wielkoéci mechaniczne (P.1-P.5) sa addytywne
wzgledem poszczegSlnych rodzin wiokien, tzn. mozna jednoznacznie wyrdzni€ ta czg$é
danej wielkosci mechanicznej, ktéra przypada na dana rodzing widkien.

Dla energii wewngtrznej bedzie zatem zachodzit rozktad

N
(5.2) e = Z e,
4=l

gdzie e jest gestoscia energii wewnetrznej rodziny widkien u. Zwiazki analogiczne do (5.2)

zachodza dla pozostatych wielkoéci mechanicznych. .
Z.3. Bezposrednie oddzialywania mechaniczne sgsiednich wiékien danej rodziny sa réwne
zeru, tzn.

(5.3) g.-(f) =0, my®=0.

Dalsze zaloZenia dotyczy¢ beda wylacznie sprezystego ofrodka wibknistego znajduja-
cego si¢ w stanie réwnowagi.
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Z.4. W kazdym stanie réwnowagi spre¢zystego powierzchniowego ofrodka widknistego
energia wewngtrzna spetnia réwnanie

(5.4) € = € (Xia} Yai} Vaias 1)
gdzie € jest tzw. potencjalem spre¢zystosci rodziny.

Z.5. Potencjal sprezystosci jest wielkoscia materialnie obiektywna, tzn. jest niezmienni-
kiem grupy przeksztalcen

(5.5) xXi— Qiixjt+ai,  Yai— QijYaj

gdzie Q;; oraz a; spelniaja zaloZenie wymienione w definicji ruchu sztywnego (D.5).

Z.6. W stanie réwnowagi sprezystego powierzchniowego osrodka widknistego spetniona
jest zasada prac przygotowanych przyjeta w nastgpujacej postaci:

(5:6) 6fedS = [(fidxithyyodyeyds+§ BiO%itrpuyeiye
a o o0

gdzie o jest dowolna cze$cia powierzchni .S, natomiast do jest brzegiem tej czgci.

6. Podstawowe réwnania statyki sprezystego powierzchniowego osrodka widknistego

T.1. Réwnania Eulera dla problemu wariacyjnego (5.6) maja postaé

%
=0
6.1)
35 ag
(.Va[jay[a“] . )|a+axn - xj],a+§l]+§[lj] =0 dla N EC
oraz
3515 3515

6.2 {(n) = n,——, () = ngy,i—2—, ,
(6.2) g(n) n Txin T“(n) NaYatj s dla 5 € do
gdzie oznaczono
. 35 35 ag

6.3 = .

( ) AKU axl,ax]’a-i_ ayal ya]+ ayai,a ya],a

Dowdd powyZszego twierdzenia przeprowadza sie, korzystajac ze znanych regut rachunku
wariacyjnego.

Roéwnania (6.1) i (6.2) sa podstawowymi réwnaniami statyki sprezystego powierzchnio-
wego oérodka widknistego. ROwnania (6.1) nazwiemy réwnaniami réwnowagi, nato-
miast rdwnania (6.2) nazwiemy warunkami brzegowymi.

D.6. Obiektem naprgzen P3 i obiektem naprg¢zen momentowych M3; nazywaé bedziemy
wielkoéci sit i momentéw przekrojowych uzewnetrznionych przekrojami poprowadzonymi
wzdluz linii parametrycznych ukiadu wspdtrzednych materialnych, tzn.
P = Va*p(a*(@)?),
6.4) o — nie sumowane
M=y amy(a%(a**)7),
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gdzie a*® jest tensorem metrycznym powierzchni S, natomiast a* jest baza wzajemna
ukladu wspoirzednych materialnych.

Korzystajac z zatozenia o addytywnoéci wielkoéci mechanicznych (2.1) mozna wpro-
wadzi¢ pojecia obiektu naprezen 5’.",5 i obiektu naprezen momentowych 1}1'1,‘7] w rodzinie
wldkien A. Wzory definiujace te pojecia beda podobne do wzoréw (6.4).

T.2. Obiekty naprezen i naprezén momentowych w rod_zinie wildkien sa odpowiednimi
pochodnymi potencjalu sprezystosci

35 325
(6.5) f.i = axiy’ M.ij = mylalj],

a zatem s3 tensorami.

Aby wykazaé powyzsze stwierdzenie wystarczy do wzoréw (6.4) podstawié warunki
brzegowe (6.2), a nastgpnie sprawdzi¢, ze prawe strony zwiazkéw (6.5) sa rzeczywiscie
tensorami.

Podstawiajac (6.5) do (6.1) i (6.2) otrzymujemy

(6.6) Pilatfi =0, MijlatPiX e +hiy+ Kup = 0.
oraz
6.7) gi(n = naf:.h Tl](n) = na{gﬁj-

Réwnania (6.5)-(6.7) sa inng postaciag podstawowego ukladu réwnan (6.1) i (6.2).

7. Konsekwencje istnienia wewnetrznej struktury o$rodka

T.3. Z zaloZenia o nieoddzialywaniu sasiednich widkien (Z.2) wynika, Ze potencjal spre-
zystosci € daje si¢ przedstawi¢ w postaci

o€’

ot . . N . _ 4 =
(71) Ae = E (gxb Yais anl ’2 Yais 77), a(é—ya[i)y'a“] 0,
gdzie (Z oznacza operator rézniczkowy pochodnej absolutnej w kierunku 5
(7.2) _\ ()= (.
Dowéd. Zauwazmy, Ze oznaczajac
(1.3) 50y = ()l
mamy tozsamos$¢
(74) ( )la = Ata‘?( ')+£ada( . )

Korzystajac z niej mozemy — bez umniejszania ogélnoéci rozwazaf — przedstawi¢ po-
tencjal sprezystoéci w nastepujacej postaci

(7.5) € = €(9%:5 9%15 Yai; Iai} Iai3 1)-

Nastepnie podstawiajac do réwnan (5.3) kolejno zwiazki (6.2) i (7.5) otrzymujemy
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% %
(76) ~ =Y, = Yiaij1 = 0’
a3 x) oGy "

co konczy dowdd.
Ze zwiazkéw (7.1) i (6.5) latwo wynika

x a— [ J— a—
(7'7) . ﬁ)-i_ j ﬁ)h /}1{-{] 5 %U;

gdzie oznaczono
o€’ Je’
gyt a4

3@xy MU Gy

(7.8 Py =

T.4. Wielkosci {T" i /;_lu sa gestoSciami sit i momentéw przekrojowych w rodzinie wid-

kien 4 uzewnetrznionymi przekrojem normalnym w danym punkcie do widkna 4, tzn.

7.9 ) = gi(S), /L‘i_fu = Znu(g)-

&y

Aby wykaza¢ powyzsze stwierdzenie nalezy do warunkdéw brzegowych (6.7) podstawié
zwiazki (7.7), a nastgpnie polozyé n = j'

Korzystajac ze zwiazkéw (7.7) i (4.2) mozna réwnania réwnowagi (6.6) przeksztatcic¢
do postaci

(7-10) g(ﬁfi)‘i‘ﬁﬁ = 0, Q(ﬁyij)_!'ﬁ(f[i ij]-i-gu—i‘{f[ij]) = 0,
gdzie
— aff —172
(7.11) A= (@),
Interpretacje geometryczng wielko$ci é otrzymamy rozpatrujac rézniczk¢ zupetna funkcji
u(n®),
(7.12) dA = g,adn“.

Jezeli przyjmiemy, ze wektor dn® jest prostopadly do krzywej u,a zatem kolinearny z wek-

torem Uas woéwczas iloczyn skalarny wektorow dn® i Yo réwna si¢ iloczynowi ich diugo$ci

(7.13) dy = +|uqlldn’).
Ale

(7.14) il = (@) = 27,
przeto

(1.15) jdr| = =+ Adu.

Wielkoéé ﬁ jest zatem miarg odleglosci miedzy krzywymi y = const i zﬁl—dg = const.
Interpretacja geometryczna wielkoéci ﬁ. upowaznia nas do nazwania réownan (7.10) réwna-

niami réwnowagi wiékna 4.
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8. Materialna obiektywnoéé

Zalozenie Z.5 zada, aby potencjal sprezystosci spelnial réwnanie funkcyjne

(81) e(xi.a; Yais Yai,as 7]) = E(Qljx_l.a; Ql'_lya_l; Qi_lya_l,a; 7])’

gdzie Q;; jest dowolnym tensorem ortogonalnym wiasciwym.
T.5. Ogdlne rozwigzanie réwnania (8.1) ma postad

(8.2) € = €"(Gua; Kuab; 1),
gdzie
(83) Gaa = VaiXias Kaab = YaiVbi,«

s tzw. miarami odksztalcenia ofrodka widknistego.
D ow 6 d. Bez umniejszania ogélnosci rozwazan mozemy przyjaé, ze numeracja wekto-
row kierunkowych y,; jest taka, Ze

8.9 dety,; = 1.

Zatem w réwnaniu (8.1) mozna polozyé

(8.5) : Qi = biaYaj,

co nam daje

(8.6) €= S‘(ataGaa; 8105 Bip Kaaps 1).

Poniewaz macierz jednostkowa &;, nie jest zmienng niezalezng, zatem postaé (8.6) jest
réwnowazna postaci (8.2), co konczy dowdd.
Zauwazmy, Ze z réwnania (8.2) wynika

8.7 {,{[U] = 0.

Roéwnania réwnowagi (6.6) moZna zatem przedstawi¢ w postaci
(8.8) f?”a‘f‘{l =0, 1}1'171|a+ff’fixj].a+ﬁu = 0.
Podstawiajac réwnanie (8.2) do (6.5) otrzymujemy

oe” oe” .
(8.9) Pi= oy, MY= g —yuy.

T.6. Z zalozen o nieoddzialywaniu sasiednich widkien (Z.3) i o materialnej 6biektywno§ci
potencjatu sprezystoéci (Z.5) wynika '

(8.10) € = €""(Ha; Lap; ),
gdzie
(811) 5], = yagdaxi = jaGu, £4ab = yalgybi = jaKaab

sa tzw. miarami odksztalcenia rodziny widkien 4.

D ow6d. Zasada materialnej obiektywnoéci zada, aby postaé (7.1) potencjalu sprezys-
toSci, wynikajaca z zaloZenia nieoddzialywan sasiednich widkien, byla rozwiazaniem
réownania funkcyjnego

@12) (9% Yar; Puid Yais M) = €(Qud%s3 QyYar; QudVai; QuyJ¥ays )-
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Dalsze rozumowanie analogiczne do zastosowanego przy dowodzeniu twierdzenia
T.S prowadzi nas do zwiazku

(813) E ”,(Ha, Laba ymaybn 77)
Korzystajac ze zwiazku (7.1), mozna wykaza¢é, Ze
) aelll
(8.14) — =0, \
a(}’aif?)’b()

co konczy dowdd.
Podstawiajac rownanie (8.10) do zwiazkdéw (7.8) otrzymujemy

aeul , aelu

(815) AP ='ia,£;,_ayah 1}14!]= aL yalybj

Dokonujac operacji sumowania na réwnaniach (8.8), (8.9), (8.10) i (6.7) dostajemy ko-
lejno: rownania réwnowagi _

(8.16) Hatfi =0, Mle+Phixjye+h; =0,

rownania konstytutywne

. e= AZ;’”({{a; Lab; m)s

8.17)

a de de
P = 3G, s Vais 4= oKom 2 YaiVbjs
oraz warunki brzegowe
(8.18) pi=n.Pq, my=n,M3;.

9. Opis dualny

Zauwazmy, ze wielkoSci my;, MY, 1}17,-1 s3 tensorami antysymetrycznymi wzgledem
wskaznikow ij. Wielko$ci K,y i %,,,, sq antysymetryczne wzgledem wskaZnikéw ab. Kazda

taka wielko§¢ mozna jednoznacznie przedstawi¢ za pomoca odpowiednich pseudowek-
toréw lub pseudotensoréw'). Takie przedstawienie bedziemy nazywal reprezentacja
dualng i wyrézniaé za pomoca gwiazdki. Dla tensora naprezen M3, mamy

1 . .
.1 M3 = —'z—etjkM‘i, MY = —MSe,

gdzie A}f’; jest pseudotensorem napr¢zen momentowych.

Wprowadzajac do opisu reprezentacje dualne mozna otrzymaé nast¢pujaca postaé
réwnan statyki sprezystego powierzchniowego o§rodka wldknistego:
réwnania réwnowagi

©.2) Poetfi=0, M%,—euPx;uthy =0,

1) Pseudotensorem nazywamy tutaj gesto$¢ tensorowa Weyla o wadze zero (Goras [7]).
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rownania geometryczne
» »
(9-3) IA{a = yai‘?xi = jachn 5/: = _eabcyaigybi = jaKxc)

réwnania konstytutywne

a

e= AZE;:”(Ha;[;a B

9.4)
de . de
P = Wyai’ M = 2—.—'yaka
warunki brzegowe
(9.5) pi= n P%, my = naA;,‘}“.
Zwiazki (8.13) przyjmuja postaé _ _
_ aglv R aflv
(96) fi =a—Hrayah ﬁlk= 2 i Yak»
4 4 a

natomiast dla réwnan réwnowagi widkna u (7.10) mamy

(C) Q(jf;)%—f;{.- =0, 9(AM)—AeiuPidx;+Ah = 0.

10. Teoria liniowa

W przypadku malych obrotéw czastek ofrodka mozemy réwnania (3.1) i (3.2) przed-
stawi¢ w postaci

(10.1) xi(n, 1) = X\ +ui(m, O, Ya(n, 1) = Yo;(m)[0yy—euvi(n, 1)]

gdzie u; jest polem wektora przemieszczenia, natomiast v; jest polem pseudowektora
malego obrotu. Proces linearyzacji réwnan (9.2)-(9.7) przeprowadzimy w oparciu o za-
fozenie

(10.2) Ul <1, oyl < 1. )
Odpowiednie réwnania teorii liniowej maja nastgpujaca postaé: rownania réwnowagi
(10.3) Hetfi=0, Mila—enPiX;uth =0;

réwnania konstytutywne

— V(s g . — 1 l
e = AZE (51 ‘Yaly(f Kais 77) Zj“jﬂ(_iguyai‘y“+9U‘ya‘xﬁj+5§gj%a1%ﬁj),

a4
(10.4) pr— ¢ —Zt“t"(R +0u%s)
. S i Luvsi <i1%p1)>

1;1 de

‘7 =
’ 3%0,,

—_ o ¢f .
Zj ! (gﬂ?u-i'fu”pj),
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réwnania geometryczne

(10.5) Vai = UigteipOuXjo, %y = Vias
warunki brzegowe
(10.6) pi = NP,y = ny MS,

w ktdrej tensory f‘f’ Qi AS,- ; sa miarami sztywnoS$ci rodziny widkien 4.
a4

Zachodza réwniez zwiazki
*
(106) Kac = —€abe Yai Ybl.a+2Yclvi,a’ Gaa = Yain,a+ Yaiyai
oraz odwrotne do nich

1« 1
Ky = EKM Yal—'z—eljk Yo Yokas
Yai = Gaa Yai_Xi,a'

Zlinearyzowane rownania (9.6) przyjmuja postaé

(10.7)

P, =a—"ev— = RyjtPyp+QutPx

4t 3(5“}’;:‘) y “'A V8j 5 UA Bis
(10.8)

2 3§v

re =% ) = AQJiijﬁﬂLASujp”ﬁJ’

natomiast dla zlinearyzowanych réwnan réwnowagi widkna u otrzymujemy

103) FGPIHI= 0 G —emiE K+ =0

Réwnania (10.3)-(10.5) stanowia podstawowy uklad réownan liniowej teorii sprezys-
tego powierzchniowego o$rodka widknistego. Jest to uklad réwnan rézniczkowych linio-
wych dwunastego rzedu. Znajac rozwigzanie ukladu réwnan (10.3)-(10.5) spelniajace
odpowiednie warunki brzegowe [np. naprezeniowe warunki brzegowe (10.6)] mozna za
pomoca wzoréw (10.8) ustalié napigcia w poszczegdlnych widknach osrodka. Twierdze-
nie o jednoznacznoéci rozwiazan tego, uktadu réwnan zostalo udowodnione w pracy auto-
ra [1].

11. Osrodek wiéknisty jako model powierzchniowego diwigara rusztowego

Powierzchniowym dzwigarem rusztowym nazywaé bedziemy tutaj ukiad pretowy
o sztywnych wezlach spelniajacych nast¢pujace zaloZenia:
Z.7. Osie wszystkich pretéw leza na odpowiednio regularnej powierzchni S zwanej dalej
powierzchnia §rodkowa.
Z.8. Siatka dyskretna utworzona z osi pretéw, zawarta w kazdym placie prostym bedacym
czgécia powierzchni S daje si¢ odwzorowaé topologicznie na siatke

(11.1) Re[(x+iy)exp(—ig)l = ne,  (n=0, &1, 2, ..),

(¢ = const), (‘P = %+%A), 4=1,2)
a4
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lub na siatke
(11.2) Re[x+iy)exp(—@)] = ne, (n=0, 41, +£2, ...),
a

(¢ = const), ((p = <p0+2—;41), 4=1,2,3).
a4

W wymienionych wyZej dwéch przypadkach bedziemy mowili, ze ruszt sklada sie
z dwéch lub trzech rodzin ~pr¢t(’>w. Odlegloé¢ migdzy osiami sasiednich pretéw danej
rodziny oznaczymy litera 4{ natomiast dlugo§¢ odcinka preta wyznaczonego dwoma

kolejnymi wezlami oznaczymy litera j'
Z.9. Ruszt jest gesty, tzn. wymiary ‘{ i Z $3 znacznie mniejsze zarowno od wymiaréw

charakteryzujacych krzywizng¢ poszczegdélnych widkien jak i od wymiaréw globalnych
powierzchni S.

Zalozenie powyzsze pozwala nam traktowa¢ prety rusztu jako w przyblizeniu — prosto-

liniowe.

Z.10. Kazdy z pretow znajduje si¢ w stanie réwnowagi statecznej.

Z.11. Zmiany charakterystyk geometrycznych przekrojéw poprzecznych pretdw rusztu
sa pomijalnie matle.

Z.12. Pr¢ty rusztu s3 na tyle smukle, aby mozna bylo stosowaé wzory wytrzymatosci
materiatow.

Zalozenia Z.7-Z.12 pozwalaja nam rozpatrywaé poszczegdlne prety rusztu jako prety
pryzmatyczne. Korzystajac ze wzoréw wytrzymaloéci materialéw stusznych dla pretow
pryzmatycznych, obciazonych jedynie na swych koncach, nietrudno udowodnié nastg-
pujace spostrzeZenia:

S.1. Wartoéci sit i momentéw przekrojowych wystepujacych w potowie rozpigtosci preta
sa réwne $rednim dla danego preta wartoéciom sit i momentéw przekrojowych.

Wartosci $rednich sit i momentéw przekrojowych bedziemy oznaczaé literami T ipe
P

S.2. Wartosci $rednich sit T i momentéw przekrojowych p wyznaczaja jednoznacznie
a4

stan naprezenia danego preta.

S.3. Przemieszczenia koncédw preta U’ i U™ oraz ich obroty V' i V'’ wyznaczaja stan napre-
Zenia preta, a w szezegllnosci §rednie wartoéci-sit i momentéw przekrojowych oraz $red-
nia warto$§¢ energii sprezystej. W ukladzie odniesienia I}a (a =L, II, III) wyznaczo-
nym wektorem stycznym g oraz gldwnymi centralnymi kierunkami bezwladnosci prze-
kroju preta rodziny 4, odpowiednie zwiazki maja postaé

B U ) S 120 Un—Uii ViutViu
Al A ‘{ ’ AII AIZ AI 2 ,
(11.3)
o 2Bl U= Ul Vi Vi)
Alll AIZ ‘{ 2 N
_ o =N _ Viu—Va
:2‘1 - g{IT’ lju—fz’n—‘{—,

8 Mechanika teoretyczna
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17 ’
VIII_VII}

.‘jll) = EAJIIIﬁ_ ’
a

P | g A e Ly L e I A T AT
3 2|4 / g / 2
a4 4 a4
12EJ” UH U V! r\2 ’ na
44 ny— Yii II+VII VI _VI
o ( Doy Pt )+ggl(—, +
a4 4 a4
Vie—Vi ) Vin—Vin\!
) +§Ajn . +AE-‘!111 ;[ »
a4 a4

w ktdrej ﬁii AG sa modulami Yunga i sztywnosci postaciowej, g,jljest sztywno$cig skretna,
‘A]” 1 /.J/m sa gldwnymi centralnymi momentami bezwladno$ci przekroju preta.

Roéwnania (11.3) moZna zapisa¢ w bardziej zwartej postaci

1 1
§ér = —Z—?Qb Agadgb‘i‘i'gpab -{a%{ﬁ’

(11.49)
355, afﬁr
Zfa = adga ='?ab ff) > .‘ja = a{a ='§fa5‘dx‘5 »
gdzie
EF, 0, 0,
a4
'@aﬁ = 0’ 125"!111‘{_2’ 0’ ' ,
0, 0, 12EJ,I?
| 4474
(11.5)
GJ, 0 O
a4
.éfab = 0’ EAJ”’ 0
0) 0’ E‘A’III
sa macierzami sztywnos$ci preta rodziny 4, natomiast
: U//_U/ VN+ VI VH_VI
(11.6) Yo = “[ 8 +eqrp ”2 b {azaila
a4 a4

sa miarami globalnego odksztalcenia preta rodziny 4.

Uogdlniajgc spostrzezenie S.3 na przypadek pretéw niepryzmatycznych otrzymujemy
nastepujace twierdzenie:
T.7. Wartoéci $rednich sit i momentéw przekrojowych sa odpowiednimi pochodnymi
$redniej energii sprezyste;j, t).

| 1
B = 3 Bl a9 5 LA
afér
(11.7) m = 29, =%2U?J+-?U'Z{h
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adE‘ér
i = a{i =-?jidgj+-gpij{j-

Dow6d. Z zalozenia Z.10 wynika, Ze globalna deformacja preta dana wektorami

U,'”—‘U,'I VII+VI VIiI_V,
(11.8) ffi = i _+eijk£j , 3 5 3{1 571"

a a4

gdzie AI jest odlegloscia koncow preta, a Z,- jest jednostkowym wektorem wyznaczajacym

kierunek prostej laczacej konce preta, jednoznacznie okre§la wartosci sit i momentéw
przekrojowych na koncach preta. A zatem zachodzi

Zf;' = ?E}frﬁ?;j’{j, Zf:’ = -?;jdgj+-?ij{ja
(11.9)

gdzie .?”, A@’, 2,9,9", é”, 2?’”, .2‘” sa macierzami sztywno$ci pre¢ta. Zwiazki (11.9)
a4 a a4

a4
sa wzorami transformacyjnymi znanymi z mechaniki budowli. Z warunkéw réwnowagi
rozpatrywanego pre¢ta

(11.10) m - =0, p—p+eu(X) i —Xjm) = 0
4 4 a4 a4

wynika, 2e wzory transformacyjne (11.9) mozna przedstawi¢ w postaci
(11.11) 'Z;' = (-‘?ij—?leikldlk'?lj)?j+(-Z’ij_ _Aleiklgk-?lj){j,

gdzie oznaczono

"o ’ — o IA_l 7 Y _l 1 ’
(11.12) R=2% fg?,-g—-‘? _’?”?_2(’? +-2),-‘5f—2(§f +£).
Z twierdzenia Rayleigha o wzajemnoéci reakcji wynika
(11-13) %eij=-?jb ?(1=;@jl9 g’u:{fﬂ-
Zasada zachowania energii dla preta daje nam

l 1y 17 ’ II r 1 ’ ’
E= GOl —gi Uit Vil —piVi) =
(11.19)
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Dzielagc obie strony rdwnania (11.14) przez rozpieto$é preta A/ otrzymujemy zwiazek

(11.7). Aby wskaza¢ pozostate dwa wystarczy sprawdzié, Zze zachodza o ile przyjmiemy
l ’ ’ _ l ’: ’

(11.15) = E(sz‘ +zli), Hi = E(:ui +pi).

Nietrudno zauwazyé, Ze $rednia warto§¢ momentu przekrojowego jest momentem prze-
krojowym wystepujacym w przekroju plaszczyzna symetrii odcinka o wspotrzednych
(X{) i (X"), liczonym wzgledem $ladu tego odcinka na tej plaszczyznie. Wektory i i

a4

sa zatem zaczepione w punkcie o wspélrzcdnych%(X,-”—#X,-’).

Rozpatrzmy réwnowage dwdch pretdw danej rodziny spotykajacych sie w wezle W
(rys. 3). Jezeli przyjmiemy, ze obciazenie przypadajace na wezel W dane jest za pomoca

Rys. 3

wektora sily ¢ i wektora momentu 3( to warunki réwnowagi tych pretéw mozna zapisaé
a4

w postaci

(11.16) o
2(%2— Sﬁ)+(x2—x*)>< (P +7)+ X+ X)X (P —1)+2X = 0,

gdzie %, =, p? W' sa $rednimi wartoéciami sit i momentéw przekrojowych w tych pre-
tach, X? i X' s3 wspéirzednymi punktéw zaczepienia tych sil, natomiast X i X' s réwne

(11.17) X’ =Xx>-X,, X =X'-X,,
gdzie X,, sa wspotrzednymi wezta W. Zauwazmy, Ze zachodza nieréwnosci
(11.18) X24+X! < [X2=X!|, |nt—7 < |n'+wP.

Nietrudno zauwazy¢, ze powierzchniowy ofrodek widknisty wykazuje pewne podo-
bienstwa do powierzchniowego dzwigara rusztowego omdéwionego w niniejszym roz-
dziale. Polom opisujacym oé$rodek widknisty odpowiadaja dyskretne zbiory liczb podobnej
natury geometrycznej opisujace dZwigar rusztowy. Réwnaniom rézniczkowym ofrodka
wloknistego odpowiadaja réwnania réZznicowe diwigara rusztowego. Wyrdéznimy naste-
pujace zasadnicze podobienistwa ofrodka widknistego i dZwigara rusztowego:

A.l. Podobienstwo geometryczne:

1° Wewng¢trznej strukturze powierzchniowego o$rodka widknistego odpowiada struk-

tura powierzchniowego dzwigara rusztowego.
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2° Polom wektora przemieszczenia u; i wektora malego obrotu o; czastek osrodka
widknistego odpowiadaja zbiory przemieszczen U; i obrotéw V; weztéw dzwigara ruszto-
wego.

Wobec powyZzszego poréwnanie zwiazkow geometrycznych (10.5) i (11.8) wskazuje
ze:

3° Miarom malego odksztalcenia o$rodka widknistego *Yai i Pt odpowiadajg miary

globalnego odksztalcenia pretow dzwigara rusztowego (fi i .Zi” i

A.2. Podobienstwo statyczne:

1° Zaréwno sasiednie widkna osrodka widknistego jak i sasiednie prety dzwigara
rusztowego nie oddziatywuja na siebie bezposrednio.

2° Stan napr¢Zenia widkien oraz pretéw opisujemy przy pomocy wektoréw sit i mo-
mentdw. Analogia iloS§ciowa ma postaé

(11.19) Pi_ziti’ L{/X[i_/ji-

Do~y

a

3° Obcigzenie ofrodka widknistego oraz dZzwigara rusztowego opisujemy przy pomocy
wektoréw sit i momentow zewngtrznych. Analogia iloSciowa ma postaé

e T
(11.20) AlAf‘ ! Pi> Ih; j;g..

4° Réwnania réwnowagi oSrodka widknistego (10.9) sa podobne do réwnan réwno-
wagi dzwigara rusztowego (11.16).
A.3. Podobienstwo fizyczne:
1° Jezeli wezly rusztu sa sztywne to mozna — podobnie jak w oérodku widknistym —
stwierdzi¢ jaka cz¢§¢ energii wewngtrznej przypada na poszczegdlna rodzine pretéw.
2° Réwnania fizyczne (10.4) i (10.8) sa podobne do réwnan (11.7).
Analogie ilo§ciowe majg postac
fe=ke Ru=%
(11.21) 3 ;
L{AQU_-‘?U’ jASU_'AyU.

Podobienstwa A.1-A.3 wskazuja na to, Ze powierzchniowy osrodek widknisty jest
pewnym ciagtym modelem powierzchniowego dzwigara rusztowego. Niemniej otwartym
problemem pozostaje okreslenie warunkéw, w ktérych podobienstwo wykazuja rozwia-
zania réwnan osrodka widknistego z rozwiazaniami rownan dZwigara rusztowego. Dla
plaskich zagadnien kolowo symetrycznych problem ten byl rozpatrywany w pracy Ko-
NIECZNEGO [11]. Ogdlnie mozna powiedziec, ze podobienstwo rozwigzan zachodzi, o ile
obroty i przemieszczenia sasiednich we¢zldw rusztu rdZnia sie¢ nieznacznie.

Literatura cytowana w tekS$cie

1. W. BARANSKI, Powierzchniowe osrodki widkniste i ich zastosowanie, Rozprawa doktorska, L.6dz 1967.
2. W. BAraKskl, K. WILMARSsKI, Cz. WOZNIAK, Mechanika osrodkdw cigglych typu Cosserat, Mech. Teor.
Stos., 2, § (1967).



222 W. BARANSKI

3. H. ConeN, C. DeSiLvA, Nonlinear theory of elastic directed surfaces, J. Math. Phys., 7 (1966), 960-967.
. E. 1 F. CoSSERAT, Theorie des corps deformables, Paris 1909.
5. J. ErickSEN, C. TRUESDELL, Exact theory of stress and strain in rods and shells, Arch. Rat. Mech. Anal.,
1 (1958), 295-323.

6. A. Goerz, Geomerria rézniczkowa, Warszawa 1965.

7. S. GoraB, Rachunek tensorowy, Warszawa 1966.

8. A. GREEN, P. NAGHDL, W. WAINRIGHT, A general theory of Cosseral surface, Arch. Rat. Mech. Anal.,

20 (1965), 287-308.

9. A. GrEEN, R. RivuIN, Simple force and stress multipoles, Arch. Rat. Mech. Anal., 16 (1964), 325-353.
10. A. GreeN, R. RivLIN, Multipolar continuum mechanics, Arch. Rat. Mech. Anal., 17 (1964), 113-147.
11. S. KoNiECzNY, O zastosowaniu teorii osrodkow wldknistych do obliczania rusztow pierscieniowych, Arch.,

Inz. Lad., 1, 13 (1967).
12. R. TourIN, Elastic materials with couple-stresses, Arch. Rat. Mech. Anal., 11 (1962), 385-414.

13. R. TouPIN, Theories of elasticity with couple-stresses, Arch. Rat. Mech. Anal., 17 (1964), 85-112.
14. C. TrussDELL, R. TOUPIN, The clasical field theories, Handbuch der Physik, 111/1, Berlin-Heidelberg—

-New York 1960.

15. Cz. WozNiaK, Theory of fibrous media (1), Arch. Mech. Stos., 17 (1965), 651-669.

16. Cz. WOzZNIAK, Theory of fibrous media (11), Arch. Mech. Stos., 17 (1965), 777-799.

17. S. ZAHORSKI, On motion and thermodynamics of novn-simple continua with miciostructure, Arch.

Mech. Stos., 1, 19 (1967).

S

Pesome

CTATHUKA TTOBEPXHOCTHONM BOJIOKHHUCTOI CPEILI

B paboTe paccmaTpHBaeTCsl CTaTHYECKasi TEOPHsl IMOBEPXHOCTHOM BOJIOKHHCTON Cpeibl COCTOSILEH
u3 N damuimmit BonokoH. TeopHss NOCTPoeHa C MOMOLULIO OCHOBHBIX 3aKOHOB MEXAHHUKH CIUIOLIHOMN
Cpe;ibl, 3aKOHA HEBO3AECHCTBUsT COCEHUX BOJIOKOH M IPEAIONIOMKEHHH 00 aJAHTHBHOCTH MEXAaHHYECKHUX
BEJIMUMH, IO OTHOLUIEHHIO K OTAENbHbIM BOJIOKHaMm. [acCMOTPEHO TarKe nonobHe NOBepXHOCTHOH BO-
JIOKHUCTOH Cpedb! W IMOBEPXHOCTHOH DPELIeTYATON ODOJIOUKH.

\ Summary
STATICS OF SURFACE FIBROUS MEDIA

This paper is concerned with the statical theory of surface media composed of N families of fibres.
The theory is developed using fundamental laws of continuum mechanics and the principle of nonreaction
of neighbouring fibres together with additivity requirement of mechanical quantities with respect to the
particular families of fibres. The problem of analogies between surface fibrous media and surface grate
systems is also considered.

POLITECHNIKA LODZKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 29 listopada 1968 r.
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PRZYCZYNEK DO ROZWOJU UKEADOW DYSKRETNYCH W OSTATNIM
DZIESIECIOLECIU W POLSCE

ADAM MORECKI, JAN ODERFELD (WARSZAWA)

W zeszycie 3, 6 (1968) MTiS ukazat sie artykut W. BoGusza, E. KARASKIEWICZA
i S. WISNIEWSKIEGO pt. Rozwdj mechaniki ukladéw dyskretnych w ostatnim dziesiecioleciu
w Polsce.

PrzeczytaliSmy go z wielkim zainteresowaniem, zaréwno z uwagi na tre§¢, jak na cha-
rakter calego zeszytu, ktory poSwigcony jest dziesigcioleciu PTMTIS. Szczegdlng uwage
skupiliémy na § 3, ktorego tytut Teoria maszyn i regulacji automatycznej pokrywa si¢ niemal
dostownie z nazwa naszej katedry w Politechnice Warszawskiej. Zdajemy sobie sprawe,
ze treciwoéé tego paragrafu 1 odpowiadajacej mu czgsci spisu bibliograficznego postawita
Autoréw w koniecznosci trudnego wyboru.

Wydaje nam si¢ jednak, ze pozadane sa pewne uzupelnienia. Nie czujemy si¢ na si-
lach, by zrobié to w przekroju nauki polskiej. Znajac jednak kronike naszej katedry,
nie mogli$my nie zwrdci¢ uwagi na niejednolito$¢ materiatu, na ktérym oparli sie Autorzy.
Ich spis bibliograficzny obejmuje lata 1953 (pozycja 51) do 1968 (pozycja ogloszona 92
i pozycja w druku 83). W odniesieniu do naszej katedry analiz¢ zakonczono na roku 1965,
pomijajac w ten sposob mniej wigcej jedna trzecia naszego dorobku i to najbardziej aktu-
alnego. Ponadto do reprezentacji tego dorobku wybrano 13 pozycji, niezbyt, naszym zda-
niem, trafnie. Ta niejednolito$¢ odbila si¢ takze na slownej treéci § 3 na str. 263, gdzie
pominigto niektdre kierunki badan, jak sadzimy wazne.

Wdzieczni jesteémy za uprzejmo$¢ Redakeji, ktéra pozwolita nam przedstawié¢ doro-
bek naszej katedry. Najpierw jednak informacja kronikarska.

Teoria mechanizméw byla uprawiana w okresie mi¢dzywojennym przez R. SzEwAL-
SKIEGO, a W latach czterdziestych przez W. M0szYNSKIEGO. Nasza katedra powstala w 1955
roku jako pierwsza w Polsce wyspecjalizowana placéwka naukowa, po$wigcona teorii
maszyn i mechanizméw. Obecnie w 11 politechnikach polskich istnieja badz katedry TMM,
badz tez zaklady TMM przy katedrach Mechaniki lub Podstaw Konstrukcji Maszyn.

Od roku 1955 pracownicy naszej katedry i osoby z nia zwigzane oglosity lub skiero-
waly do druku okolo 180 prac. Oczywifcie nie wszystkie maja walor naukowy, a ponadto
niektére stanowia powtdrzenia innych, jako wyciagi lub tlumaczenia. To, co naszym
zdaniem warte jest zarejestrowania w kwartalniku MTiS, sprowadza si¢ do 106 pozycji,
z ktorych czeéé jest zbiorcza. Odpowiedni spis oglaszamy na konfcu niniejszej notatki.
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Pamigtajac, ze tytul notatki ogranicza nas do lat 1958-1968, pozwolilimy sobie tylko
w pigciu przypadkach na umieszczenie pozycji wczesniejszych, ktore byly potrzebne dla
zachowania ciaglo$ci pewnych tematow.

Charakterystyka naszego dorobku jest nastepujaca:

1. Struktura i kinematyka mechanizméw i maszyn. W zakresie struktury poszukiwano miedzy
innymi nowych systeméw klasyfikacji, prostszych lub ogdlniejszych od znanych oraz pod-
stawowych wiasnosci topologicznych mechanizméw (poz. 1-8); w zakresie kinematyki —
nowych metod oraz oceny znanych metod pod wzgledem ich dokladnosci (poz. 9-20).

2. Synteza klasyczna i synteza optymalna maszyn. Prace z zakresu syntezy klasycznej (poz.
21-25) dotyczyly tworzenia nowych ukladéow mechanicznych lub elektro-mechanicznych
metodami w zasadzie znanymi. Synteza optymalna (poz. 26-45) obejmuje nowe metody
statystyczne wymagajace na ogdét uzycia maszyn cyfrowych oraz zastosowanie tych me-
tod do realnych zadan techniki. W ostatnim przypadku z reguly udawalo sie wykazaé
korzy$¢ w poréwnaniu z metodami klasycznymi.

3. Dynamika maszyn. Interesowano si¢ gléwnie nastepujacymi tematami: odpowiedzig
uktadéw na obcigZenie impulsowe, dynamika uktadéw o zmiennej strukturze i dynamika
uktadéw o niektérych parametrach niezdeterminowanych (poz. 46-63).

4. Miernictwo parametréw mechanicznych maszyn. Prace (poz. 64-81) szty w trzech kierunkach:
tworzenie nowych metod, tworzenie nowych narzedzi mierniczych, badanie parametréw
mechanicznych w realnych uktadach dotad nie badanych. Najczesciej interesowano sie
metodami elektrycznymi lub elektronicznymi, rzadziej optycznymi i mechanicznymi.

5. Biocybernetyka. Tu naleza (poz. 82-102) prace podstawowe z zakresu bioniki ruchu
i biomechaniki, w szczegdlnos$ci w zakresie analizy sit i miopotencjatéw w organizmach
zywych oraz prace z zakresu modelowania. Drugim kierunkiem sa opracowania w zakresie
protetyki konczyny ludzkiej. Trzecim — prace nad manipulatorami.

Odpowiednie prace bibliograficzne podajemy w zalaczonym spisie. Jest on podzielony
na pie¢ dzialéw odpowiadajacych charakterystyce dorobku. Na koncu spisu umieszczono
dziat szésty pt. «Konferencje naukowe Teorii Maszyn i Mechanizmdéw». Sa to pozycje
zbiorcze 103-106 zawierajace rowniez opracowania pochodzace z naszej katedry.
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