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WPŁYW HISTORII OBCIĄŻENIA NA POWIERZCHNIĘ PLASTYCZNOŚCI
(CZĘŚĆ DRUGA)

JÓZEF MlASTKOWSKI (WARSZAWA)

1. Wprowadzenie

1.1, Uwagi ogólne. Przejście ciała ze stanu sprężystego w plastyczny w przypadku obcią-
żenia go złożonym stanem naprężenia można opisać pewnym związkiem pomiędzy naprę-
żeniami, nazywanym warunkiem plastyczności.

Najprostszy warunek plastyczności zakłada, że materiał przechodzi w stan plastyczny
w chwili, kiedy maksymalne naprężenia styczne osiągają pewną krytyczną wartość nie-
zależną od stanu naprężenia. Warunek ten nosi nazwę warunku Treski.

Drugim podstawowym warunkiem płynięcia, dobrze potwierdzonym przez doświad-
czenia, jest warunek Hubera-Misesa-Hencky'ego.

Rys. 1

Weryfikacja doświadczalna warunków plastyczności ze względu na trudność przepro-
wadzenia eksperymentu odbywa się głównie w płaskim stanie naprężenia.

Warunek Hubera-Misesa dla płaskiego stanu naprężenia przyjmuje postać

al—ffxafy + a2
y + 3r2

xy = 3/c2,
gdzie fcjest granicą plastyczności przy czystym ścinaniu. W przestrzeni naprężeń ax, ay, rxy

równanie to określa powierzchnię elipsoidalną pokazaną na rys. 1. Dla danego programu
obciążenia otrzymujemy na tej powierzchni krzywe, które możemy zweryfikować doświad-
czalnie.

Dla rzeczywistych metali wykazujących wzmocnienie warunki plastyczności Hubera-
Misesa oraz Treski przestają obowiązywać natychmiast po pojawieniu się w procesie
obciążenia nawet małych odkształceń plastycznych. Zjawisko wzmocnienia wskazuje,
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że początkowa powierzchnia plastyczności ulega zmianie, przy czym na skutek istnienia
efektu Bauschingera zmiany te nie mogą być symetryczne. Wobec powyższego warunki
plastyczności Hubera-Misesa i Treski dla metali ze wzmocnieniem stanowią tylko punkt
wyjścia określający początek odkształceń plastycznych. W dalszym ciągu musimy znać
w każdym momencie procesu odkształcenia ciągle zmieniający się kształt i położenie
powierzchni plastyczności. Ścisły opis matematyczny tych zmian jest ze względu na ich
złożoność bardzo trudny i dlatego jest opisywany za pomocą uproszczonych zależności
zwanych hipotezami wzmocnienia.

Najstarsza koncepcja wzmocnienia podana przez G. J. TAYLORA i H. QUINNEYA [1]
a następnie przez F. K. G. ODQUTSTA [2] nosi nazwę wzmocnienia izotropowego. Zakłatla
ona równomierne rozszerzanie się początkowej powierzchni plastyczności.

Teoria poślizgów S. B. BATDORFA i B. BUDIANSKY'EGO [3, 4], a następnie zmodyfiko-
wana przez T. H. LINA [5] oparta została na fizycznych rozważaniach uwzględniających
poślizgi ziaren w przyjętym mechanizmie plastycznych odkształceń. Teoria ich postuluje
powstawanie ostrego naroża na powierzchni płynięcia w kierunku wstępnych odkształceń
plastycznych. Jednakże zgodnie z ich teorią poślizgów pozostała część początkowej po-
wierzchni płynięcia w pewnej odległości od naroża jest niezmieniona.

W pracy [3] podano porównanie teorii z wynikami doświadczenia przeprowadzonego
na próbkach z aluminium przy prostym rozciąganiu. Teoria wykazała doskonałą zgodność
przy małych odkształceniach, ale dawała rozbieżności przy większych wartościach poślizgu.

W dążeniu do uwzględnienia efektu Bauschingera została wysunięta przez E. MELANA
[6], A. ISZLIŃSKIEGO [7] i W. PRAGERA [8], a następnie przez R. T. SCHIELDA i H. ZIEGLERA

[9] teoria wzmocnienia kinematycznego. Według tej teorii można przyjąć, że cała powierzch-
nia plastyczności w przestrzeni naprężeń ulega pod wpływem odkształceń plastycznych
przesunięciu jak ciało sztywne nie zmieniając ani kształtu, ani rozmiarów. W pracy
F. EDELMANA i D. C. DRUCKERA [10] została wytyczona droga zbudowania teorii plastycz-
ności uwzględniającej efekt Bauschingera.

W roku 1953 W. T. KOITER [11] zastosował do opisu powierzchni płynięcia idee od-
cinkowo-liniowej aproksymacji powierzchni plastyczności. Teorię tę następnie rozwinięto
w pracach J. L. SANDERSA [12], P. G. HODGE'A [13] i W. PRAGERA [8, 14]. Teoria ta polega
na tym, że funkcję obciążenia rozpatruje się w postaci kombinacji pewnej skończonej lub
nieskończonej liczby funkcji obciążenia, działających zależnie lub niezależnie od siebie.
W tego typu teoriach pojawiają się stożkowe punkty na powierzchni plastyczności. Według
W.T. KOITERA teorię poślizgów można również uważać jako teorię typu odcinkowo-
liniowego wzmocnienia. Teorie odcinkowo-liniowego wzmocnienia charakteryzują się
dużą przydatnością do opisu poruszających się powierzchni w procesie plastycznej de-
formacji. Wartość tych teorii leży głównie w tym, że pozwalają dostatecznie dokładnie
opisać podstawowe własności fizyczne kryształów.

W roku 1953 I. F. BESSELING [15] przedstawił teorię plastyczności opartą na założeniu,
że materiał składa się z różnych warstw kolejno włączających się do plastycznego płynięcia.
Teoria ta nadaje się do opisu anizotropii pojawiającej się w metalu podczas jego plastycz-
nego odkształcenia.

Inną próbę matematycznego ujęcia tych złożonych zjawisk stanowi teoria J. I. KADA-
SZEWICZA i W. W. NOWOŻYŁOWA [16] uwzględniająca mikronaprężenia. Według tej teorii,
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powierzchnia plastyczności ulega w czasie procesu odkształcenia plastycznego równomier-
nemu rozszerzeniu z zachowaniem podobieństwa geometrycznego oraz jednoczesnemu
przesunięciu bez obrotu. Zbliżoną w ujęciu teorię przedstawił również T. LEHMAN [17, 18].

G. I. BYKOWCEW, W. W. DUDUKALENKO i D. D. IWLEW [19] przedstawili różne formy
funkcji obciążenia dla materiałów plastycznych ze wzmocnieniem anizotropowym.
W pracy wykazali, że w zależności od wyboru funkcji obciążenia można opisywać różne
efekty. Między innymi można opisać obracanie krzywej obciążenia oraz poprzeczny efekt
Bauschingera polegający na rozszerzaniu się powierzchni plastyczności w kierunku prosto-
padłym do wstępnego obciążenia bez jej zmian w kierunku wstępnego obciążenia.

A. BAŁTOW i A. SAWCZUK [20] podali prawo wzmocnienia dla uwzględnienia anizo-
tropii wywołanej w materiale przez plastyczne odkształcenia. W pracy badano przejście
od materiału początkowo izotropowego do materiału anizotropowego. Proponowany
przez autorów warunek uwzględnia przesunięcie, obrót oraz rozszerzanie się początkowej
powierzchni plastyczności.

Interesujący model wzmocnienia zaproponował w roku 1967 Z. MRÓZ [21], Model ten
jest uogólnieniem znanych zasad izotropowego i kinematycznego wzmocnienia przez
wprowadzenie pojęcia «pola modułów wzmocnienia)). Pole to jest określone w przestrzeni
naprężeń przez układ powierzchni o stałym module wzmocnienia. Dla każdej historii
obciążenia, mogą być określone chwilowe układy i w ten sposób można określić zachowanie
się materiału dla złożonych dróg obciążenia, a w szczególności dla obciążeń cyklicznych.

1.2. Weryfikacja doświadczalna. Doświadczalna weryfikacja różnych koncepcji teoretycz-
nego ujęcia bardzo złożonego zjawiska wzmocnienia przeprowadzana jest niemal wyłącznie
w płaskim stanie naprężenia, jaki daje się zrealizować w cienkościennych rurkowych prób-
kach obciążonych różnymi kombinacjami siły osiowej, momentu skręcającego i ciśnienia
wewnętrznego.

W klasycznej pracy G. J. TAYLORA i H. QUINNEY'A [1] próbki rurkowe wstępnie roz-
ciągano siłą osiową powyżej granicy plastyczności. Jeżeli przyjmiemy, że elipsoida na rys. 1
przedstawia początkowy ..warunek plastyczności nieodkształconego materiału, to odpo-
wiada to przekroczeniu punktu A na osi ax. Następnie po częściowym odciążeniu próbki
obciążano dodatkowo momentem skręcającym przy utrzymywaniu stałej wartości naprę-
żeń rozciągających. Dla każdej próbki otrzymywano wykres wydłużenia w zależności od
momentu skręcającego. Jako granicę plastyczności przyjmowano przecięcie przedłużenia
łagodnej części krzywej z osią momentów. Uzyskane wyniki dla stali, miedzi i aluminium
przedstawiono na płaszczyźnie naprężeń ax, rxy. Punkty doświadczalne leżą na krzywych
bardzo zbliżonych do elips Hubera-Misesa. Oznacza to, że początkowa elipsa AC na rys. 1
uległa na skutek wstępnego odkształcenia próbek przez rozciąganie jedynie rozszerzeniu
nie zmieniając ani położenia ani stosunku długości półosi. Potwierdza to koncepcję izo-
tropowego wzmocnienia. Musimy jednak pamiętać, że wniosek ten dotyczy powierzchni
wyznaczonej w sposób, który pomijał najciekawszą, silnie zakrzywioną część wykresu
wydłużenia w funkcji momentu skręcającego. Dlatego niemożliwe jest wyciągnięcie z tej
pracy szerszych wniosków odnośnie zachowania się powierzchni płynięcia przy odkształ-
ceniach plastycznych.

Podobne wyniki potwierdzające koncepcję izotropowego wzmocnienia otrzymali
D. M. CUNNINGHAM, E. G. THOMSON i J. E. DORN [22] w roku 1947.
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W roku 1949 D. C. DRUCKER przeprowadził w pracy [23] matematyczny dowód, że
teoria, która przyjmuje warunek izotropowego wzmocnienia, jest fizycznie niedopuszczal-
na, a w roku następnym F. S. SHAW i G. W. WYCHERLEY [24] przedstawili doświadczenie,
którego wyniki obalają koncepcję izotropowego rozszerzania się powierzchni plastycz-
ności.

Po ukazaniu się teorii poślizgów S. B. BATDORFA i B. BTJDIANSKY'EGO [4] zostały prze-
prowadzone doświadczenia przez R. W. PETERSA, N. F. DOWNA i S. B. BATDORFA [25]
w roku 1950 oraz przez H. CICALA [26] w tym samym roku. Wyniki tych doświadczeń
nie wykazały zgodności z teorią poślizgów.

Doświadczenia przeprowadzone przez B. BUDTANSKY'EGO, N. I. DOWA, R. W. PETERSA
i R. P. SHEPHERDA [28] w roku 1951 nie wskazują również na istnienie «naroża» na po-
wierzchni plastyczności, co wynika z teorii poślizgów. Nie stwierdzono naroża także ani
w pracy J. L. M. MORISONA i W. M. SHEPHARDA [29], ani w pracy D. C. DRUCKERA
i F. D. STOCKTONA [30]. Jednakże w roku 1953 J. MARIN i L. Hu [31] podali wyniki swoich
badań na rurkowych próbkach ze stopu aluminiowego, potwierdzające istnienie «rogu»
na powierzchni płynięcia. Wykazali oni również niemożliwość istnienia takiego naroża
plastycznego w teorii izotropowego wzmocnienia.

Na istnienie naroży na krzywej obciążenia wskazują również dwie dalsze prace do-
świadczalne przeprowadzone przez P. M. NAGHDIEGO i J. C. ROWLEY'A [32] w roku 1954,
oraz przez P. M. NAGHDIEGO, J. C. ROWLEY'A i C. W. BEADLE'A [33] w roku 1955. W pracy
[33] badano cienkościenne próbki rurkowe z aluminium poddając je rozciąganiu ze skrę-
caniem. Przeprowadzono trzy serie badań, w których każdą próbkę początkowo odkształ-
cano za przedział sprężystego obszaru przy proporcjonalnych zmianach siły i momentu.
Po osiągnięciu określonej wielkości plastycznych odkształceń obciążenie prowadzono dalej
po piłowej drodze w płaszczyźnie naprężeń az, rz0 tak, że prosta proporcjonalnego obcią-
żenia była osią symetrii tej piłowej drogi. Na podstawie prób w ten sposób przeprowadzo-
nych stwierdzono istnienie naroża plastycznego na powierzchni płynięcia. Wniosek ten
jednak według A. M. ŻUKOWA [34] jest wątpliwy i wskazuje na .nieporozumienie. Trajek-
torie obciążenia mają bowiem punkty załamania, ale brak jest prostej relacji między nimi
a punktami załamania plastycznego potencjału.

W roku 1956 J. MARIN i L. Hu w pracy [35] podali wyniki doświadczeń przeprowadzo-
nych na cienkościennych rurkowych próbkach ze stali, potwierdzających teorię poślizgów.
W tym samym jednak roku wyniki pracy W. A. SWIESZNIKOWEJ [36] nie potwierdzają
tej teorii.

P. M. NAGHDI, F. ESSENBURG i W. KOFF [37] w roku 1958 rurkowe próbki ze stopu
aluminiowego początkowo obciążali momentem skręcającym znacznie powyżej punktu C
na rys. 1, a następnie po całkowitym odciążeniu każdą próbkę ponownie obciążali momen-
tem skręcającym i siłą osiową równocześnie. Na podstawie wyników przedstawionych
w płaszczyźnie naprężeń osiowych i ścinających stwierdzono, że krzywa dla materiału
nieodkształconego dobrze pokrywa się z elipsą AC (rys. 1) dla warunku plastyczności
Hubera-Misesa. Jeżeli chodzi o powierzchnię płynięcia dla materiału odkształconego to
stwierdzono, że pokrywa się ona z początkową powierzchnią w warunkach czystego roz-
ciągania, a znacznie od niej odbiega w miarę wzrostu stosunku naprężeń ścinających do
naprężeń'normalnych. Początkowa elipsa pod wpływem odkształceń plastycznych uległa
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zdeformowaniu oraz przesunięciu. W otoczeniu punktu wstępnego obciążenia powstał
silnie zakrzywiony wierzchołek.

W tym samym roku L. W. Hu i J. F. BRATT [38] badali również wtórną powierzchnię
płynięcia dla materiału wstępnie odkształconego plastycznie i pokazali tworzenie się rogu
w kierunku wstępnego odkształcenia plastycznego. Do badania użyli oni rurkowych próbek
wykonanych ze stopu aluminium. Jeżeli chodzi o początkową powierzchnię plastyczności.
to dość dobrze pokrywa się ona z elipsą Hubera-Misesa.

Bardzo cenne doświadczenia przeprowadzili Ju. 1. JAGN i O. A. SZYSZMARIEW [39]
w roku 1958. Do badania użyli oni wyżarzonych rurkowych próbek niklowych o średnicy
5 mm i grubości ścianki 0,2 mm. Dla wyjściowego materiału granica między przedziałami
sprężystym i plastycznym odpowiadała ściśle kryterium Hubera-Misesa. W pracy podano
wyniki badania granicy sprężystego stanu materiału w płaskim stanie naprężenia, otrzy-
mywanego drogą rozciągania i skręcania próbek uprzednio odkształconych plastycznie na
drodze osiowego rozciągania. Na rys. 1 odpowiada to badaniu krzywej AC po odkształ-
ceniu za punkt A. Do określenia granicy stosowano dwie metody. Metodą pierwszą po-
wierzchnie badano na jednej próbce, przy zastosowaniu drugiej do badania powierzchni
użyto kilku próbek. Stwierdzono, że badanie powierzchni na jednej próbce jest obarczone
poważnym błędem. W metodzie tej bowiem kolejne punkty krzywej otrzymuje się w ten
sposób, że obciążenie prowadzi się do momentu pojawienia się minimalnych odkształceń
plastycznych, następnie po częściowym odciążeniu ponownie obciążamy próbkę tak, aby
otrzymać następny punkt powierzchni. Stwierdzono, że te minimalne odkształcenia pla-
styczne wywołane w próbce przy określeniu jednych punktów mają duży wpływ na poło-
żenie punktów następnych na powierzchni plastyczności. Oprócz tego, innym źródłem
błędu przy zastosowaniu tej metody jest pełzanie materiału, które odbywa się nawet przy
naprężeniach niższych od tych, które przykładano do próbki w chwili określania punktów
granicy stanu sprężystego. Przy zastosowaniu drugiej metody wszystkie próbki najpierw
wstępnie jednakowo odkształcono siłą osiową do określonej wartości odkształcenia trwałego
i po odpowiednio długim przetrzymaniu pod tym obciążeniem (czasy przetrzymywania
stosowano różne) próbki stopniowo odciążano i dociążano przez skręcanie. Na każdy
punkt powierzchni badano inną próbkę. Wyznaczono kilka powierzchni plastyczności
przez przyjęcie dla każdej innej wartości odkształcenia trwałego od 0,0005% do 0,036%.
Wyniki doświadczeń wskazują, że we wszystkich przypadkach granice plastyczności prze-
mieszczają się w kierunku osi naprężeń ax, przy czym w przypadku granicy określonej dla
odkształcenia trwałego 0,0005% jest ona przesunięta całkowicie w obszar dodatnich
wartości ax. Wyznaczone wektory przyrostów plastycznych odkształceń we wszystkich
przypadkach otrzymano bliskie normalnym do granicy sprężystości materiału. Oprócz
tego na żadnej z otrzymanych granic nie stwierdzono jakichkolwiek naroży, na istnienie
których wskazują inne badania. Bardziej szczegółowy opis powyższej pracy wynika stąd,
że badania przeprowadzone były z wyjątkowo dużą dokładnością, a otrzymane powierzch-
nie dla różnych wartości plastycznych odkształceń i przy różnych metodach prowadzenia
badań wskazują na wnikliwą analizę postawionych problemów. Dlatego też wnioski otrzy-
mane z tej pracy można uważać za jedne z cenniejszych wyników eksperymentalnych.

W roku 1958 A. M. ŻUKÓW [40] przedstawił wyniki badań krzywej neutralnego obcią-
żenia przy dwuosiowym rozciąganiu oraz przy rozciąganiu ze skręcaniem po wstępnym
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odkształceniu ciśnieniem wewnętrznym. Do badania użyto próbek rurkowych z czystego
aluminium. Z pracy wynika, że krzywa neutralnego obciążenia odbiega znacznie od elipsy
Hubera-Misesa; skłoniło to autora do stwierdzenia, że dowolna funkcja zależna tylko
od intensywności naprężeń nie może być brana za potencjał plastyczny. Nie stwierdzono
również istnienia naroży na krzywej neutralnego obciążenia.

W pracy H. G. MCCOMBA [41] z roku 1960 zostały przedstawione wyniki prób prze-
prowadzonych na cienkościennych próbkach rurkowych z aluminium dla zbadania kształtu
wtórnej powierzchni płynięcia. Po wstępnym odkształceniu plastycznym przy czystym
rozciąganiu próbki obciążano ponownie wzdłuż różnych dróg promieniowych i stwier-
dzono znaczne naroże na powierzchni, rozwijające się w kierunku wstępnego odkształce-
nia.

Do podobnego wniosku o tworzeniu się ostrego wierzchołka w punkcie obciążenia
doszli w swoich pracach A. PHILLIPS [42, 43] oraz A. PHILLIS i G. GRAY [44].

W roku 1960 w pracy G. B. TAŁYPOWA i W. N. KAMIENCEWA [45] przedstawiono ba-
dania doświadczalne wpływu drogi obciążenia na formę i wielkość granicy plastyczności.
Do badania użyto rurkowych próbek z nisko węglowej wyżarzonej stali. Próbki podda-
wano działaniu siły osiowej i ciśnienia wewnętrznego po wstępnym odkształceniu osiowym.
Na podstawie uzyskanych wyników podano, że umowna granica płynięcia przy złożonym
stanie naprężenia nie ma na swojej powierzchni żadnego naroża plastycznego. Wniosek
ten został potwierdzony również i w następnych pracach [46, 47]. Za umowną granicę
płynięcia przyjęto krzywą naprężenia, dla której intensywność odkształcenia była równa
0,17%. W wyniku wstępnego plastycznego odkształcenia w danym kierunku granica pla-
styczności uległa przesunięciu w tym kierunku. Podano również, że forma granicy plastycz-
ności dla stali o niskiej zawartości węgla nie zależy od drogi obciążenia.

Do ciekawych wniosków doszedł H. J. IVEY [48] badając wtórną powierzchnię płynięcia
na cienkościennych próbkach rurkowych ze stopów aluminium. Próbki wstępnie skręcane
aż do wywołania wstępnych odkształceń plastycznych i częściowo odciążone ponownie
obciążano przez rozciąganie i skręcanie. Z pracy wynika, że wtórna powierzchnia prze-
suwa się w kierunku wstępnego odkształcenia, że jest gładka bez naroży i że towarzyszy
jej znaczny efekt Bauschingera. Jako powierzchnię plastyczności przyjmowano granicę
proporcjonalności.

P. K. BERTSCH i W. N. FINDLEY [49] przeprowadzili doświadczalne badania początkowej
i wtórnej — po wstępnym odkształceniu — powierzchni plastyczności na rurkowych prób-
kach aluminiowych. Próbki poddawano różnym kombinacjom siły osiowej, skręcania
i ciśnienia wewnętrznego. Stwierdzono, że początkowa powierzchnia płynięcia nie pokrywa
się z elipsą Hubera-Misesa wykazując jednak do niej dość duże podobieństwo. W odniesie-
niu do wtórnej powierzchni zaobserwowano wszędzie wypukłość oraz istnienie znacznych
zaokrąglonych naroży zgodnych z teorią poślizgów.

Wykonane tymczasem w tym samym roku przez B. PAULA, W. CHENA i L. LEE [50]
doświadczenia poświęcone badaniu rogów na wtórnej powierzchni nie potwierdziły faktu
ich istnienia.

Dla wyjaśnienia czy istnieją naroża na granicy plastyczności zostały również przepro-
wadzone w latach 1962 i 1963 badania przez O. A. SZYSZMARIEWA W pracach [51, 52].
Badając zarówno próbki niklowe jak i stalowe w obu tych pracach nie stwierdzono istnienia
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naroża na wtórnych powierzchniach plastyczności. W pracy [51] zajmowano się również
zbadaniem kształtu tej części powierzchni, która leży po przeciwnej stronie punktu wstęp-
nego obciążenia. Za granicę plastyczności przyjmowano krzywą naprężenia, dla której
intensywność odkształcenia plastycznego była równa 0,01%. Wyniki pracy wskazują, że
wtórna powierzchnia plastyczności może przesuwać się poza początek układu współrzęd-
nych podobnie jak to stwierdzono w pracach R. WOOLEY'A [53], Ju. I. JAGNA i O. A. SZY-
SZMARIEWA [39] oraz H. J. IVEY'A [48].

W roku 1963 G. L. BARAYA i I. PARKER [54] przedstawili próbę określenia początkowej
i wtórnej powierzchni plastyczności dla czystego aluminium i jego stopów przy użyciu
pasków z nacięciami. Z doświadczeń wynika, że materiał podlega kryterium płynięcia
w formie f(J2, /3) = 0. Wniosek ten jednak w tym przypadku należy traktować ostrożnie,
ponieważ materiał był nie zupełnie izotropowy. Określenie powierzchni po wstępnym
odkształceniu tą metodą doprowadziło do paradoksalnego wyniku, że leży ona wewnątrz;
początkowej. Wynika stąd, że metoda powyższa nie nadaje się do wyznaczania wtórnej
powierzchni plastyczności.

Odmienny schemat doświadczenia dla zbadania zachowania się początkowo izotro-
powego materiału w zależności od plastycznej deformacji przedstawił W. SZCZEPIŃSKI
w roku 1963 w pracy [55]. Próby przeprowadzone zostały na płaskich próbkach ze stopu
aluminium. Wykorzystano przy tym elipsę AEB na elipsoidzie pokazanej na rys. 1. Elipsa
ta utworzona jest przez przecięcie elipsoidy płaszczyzną ox-\-ay = an prostopadłą do
płaszczyzny ax, ay. Wyniki doświadczenia wskazują po pierwsze na silną deformację
i przesunięcie początkowej elipsy dla wstępnie odkształconego materiału i po drugie na
brak naroża plastycznego na powierzchni płynięcia w kierunku wstępnego obciążenia.

W roku 1964 I. PARKER i M. B. BASSETT [56] przedstawili wyniki badań cienkościennych
rurkowych próbek z mosiądzu a poddanych skręcaniu i działaniu ciśnienia wewnętrznego
po uprzednim wstępnym skręceniu plastycznym. Jest to kontynuacja prac J. PARKERA
i współpracowników, wydanych w latach 1959 i 1961 [57, 58]. Wyniki pracy wskazują na
brak naroża na powierzchni, na brak przesuwania się powierzchni oraz na istnienie silnego
efektu poprzecznego. Stwierdzono również lekki obrót wtórnej powierzchni plastyczności.

Ciekawe wyniki doświadczalne otrzymali w tym samym roku 1964 W. M. MAIR
i H. PUGH [59]. Cienkościenne próbki rurkowe z miedzi wstępnie odkształcone przez
rozciąganie lub skręcanie poddawano ponownie działaniu kombinacji rozciągania i skrę-
cania dla ustalenia powierzchni plastyczności. Stwierdzili oni, że wtórna powierzchnia
płynięcia uległa rozszerzeniu, przesunięciu i obrotowi. Zauważono, że wzrost rozmiaru
powierzchni i przesunięcie środka są w przybliżeniu proporcjonalne do wielkości wstęp-
nego odkształcenia, obrót natomiast malał wraz ze wzrostem wstępnego odkształcenia.
Praca nie dostarczyła danych o istnieniu naroża na powierzchni plastyczności.

R. A. ARUTUNIAN [60] zajmuje się wyznaczeniem powierzchni plastyczności dla ma-
teriału wstępnie odkształconego po zamkniętym cyklu obciążenia. Rurkowe próbki stalowe
poddawane są obciążeniu skręcającemu w ten sposób, że końcowy stan naprężenia i od-
kształcenia jest równy zeru. Następnie po takim cyklu wstępnego obciążenia badano
symetrię plastycznych własności materiału poddając próbki osiowemu i obwodowemu
rozciąganiu. Pokazano, że w płaszczyźnie rxy = 0 (rys. 1) powierzchnia plastyczności
uległa izotropowemu rozszerzeniu. Natomiast w płaszczyźnie ax = 0 lub ay = 0 powierzeń-
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nia przesunęła się w kierunku końcowego stanu wstępnego obciążenia. Z pracy widać
wyraźnie, że anizotropia wywołana plastycznym odkształceniem nie może być usunięta
Ba drodze mechanicznego działania. Sprawdzono, że materiał wyjściowy był makrosko-
powo izotropowy i początkowa granica plastyczności odpowiadała warunkowi Hubera-
Misesa. Za kryterium uplastycznienia przyjmowano naprężenia, przy których wartość
intensywności odkształceń trwałych wynosiła 0,17%.

Liczną grupę doświadczeń poświęconych badaniom wtórnej powierzchni plastyczności
stanowią prace G. B. TAŁYPOWA i jego współpracowników [45, 46, 47, 61-66], W pracach
[46, 47, 62] badano wpływ wstępnych odkształceń plastycznych na granicę plastyczności
nisko i średnio węglowej stali i ustalono, że forma granicy płynięcia nie zależy od drogi
obciążenia i pozostaje okręgiem na płaszczyźnie Iljuszyna jedynie rozszerzonym i przesu-
niętym w kierunku wstępnej deformacji. Identyczne stwierdzenie uzyskano przy badaniu
próbek z miedzi w pracy [61]. W innych pracach zajmowano się wpływem naturalnego
starzenia po wstępnej plastycznej deformacji na zachowanie się powierzchni plastyczności.
W pracach [46, 63] wykazano, że naturalne starzenie po plastycznej deformacji nie ma
wpływu na kształt granicy płynięcia. Dlatego też wpływ ten można badać za pomocą
prób na jednoosiowe rozciąganie. Wykazano również, że po wstępnym odkształceniu
granica plastyczności podczas starzenia ulega początkowo rozszerzeniu, a następnie
maleje dążąc do rozmiarów wyjściowych przed starzeniem. W pracy [64] przeprowadzono
badania wpływu starzenia na powierzchnię zarówno w płaskim stanie naprężenia, jak i przy
jednoosiowym rozciąganiu. Dla opisu zmiany granicy plastyczności podczas naturalnego
starzenia zaproponowano pewną funkcję zależną cd stopnia wstępnego odkształcenia.
Parametry wchodzące do tej funkcji muszą być określone na drodze doświadczalnej.
Określeniem tych wielkości dla stali zajmowano się w pracach [65, 66].

P. S. THEOCARIS i C. R. HAZELL [67] badali początkową i wtórną powierzchnię pla-
styczności dla aluminium używając do badania płyt zamiast cienkościennych próbek rur-
kowych. Stosowana metoda pozwoliła na wyznaczenie powierzchni w czterech ćwiartkach
płaszczyzny naprężeń. Ugięcie obciążonych płyt mierzono metodą rastrów. Wyniki badań
wskazują, że początkowa powierzchnia płynięcia przebiega między powierzchniami wyzna-
czonymi z warunku Hubera-Misesa i z warunku Treski. Jeżeli chodzi o wtórną powierzch-
nię płynięcia, to widoczne są na niej naroża powstałe w kierunku wstępnego obciążenia.
Stwierdzono również, że w kierunku prostopadłym do kierunku wstępnego obciążenia
powierzchnia wychodzi na zewnątrz początkowej powierzchni plastyczności. Do uzyska-
nych wyników można mieć jednak zastrzeżenia ze względu na niejednorodny rozkład
naprężeń na grubości płyty podczas jej obciążania.

W roku 1964 Bui HUY DUONG [68] przedstawił badania zmiany kształtu powierzchni
plastyczności wywołanej odkształceniem plastycznym dla żelaza Armco i dla aluminium.
Próbki rurkowe poddawano działaniu różnych kombinacji skręcania i rozciągania lub
skręcania i ściskania. Dla wyznaczania powierzchni używano tylko jednej próbki przyj-
mując za granicę plastyczności naprężenia wywołujące odkształcenia trwałe równe 2 • 10~5.
Nie stwierdzono «wierzchołka» na powierzchni plastyczności jak to wynika z teorii pośliz-
gów. Wtórna powierzchnia nie potwierdza również ani teorii izotropowego, ani teorii
kinematycznego wzmocnienia. Interesujące jest to, że po wstępnym obciążeniu na złożonej
drodze stwierdzono istnienie wypukłości na powierzchni plastyczności, ale w pewne
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odległości od kierunku wstępnego obciążenia w przeciwieństwie do przypadku obciąże-
nia promieniowego, gdzie wypukłość na powierzchni pojawiła się w kierunku wstępnego
obciążenia.

W pracy D. R. JENKINSA [69] z roku 1965 przeprowadzono teoretyczną i doświadczalną
analizę zachowania się powierzchni plastyczności dla odkształconych próbek rurkowych
wykonanych ze stopu cynku, poddanych kombinacji działania siły osiowej, ciśnienia
wewnętrznego i skręcania. Otrzymane wyniki bardzo dobrze potwierdzają teorię kinema-
tycznego wzmocnienia dla przyjętych liniowych warunków plastyczności (dla warunku
Treski i dla warunku maksymalnego naprężenia zredukowanego).

W roku 1965 J. MIASTKOWSKI i W. SZCZEPIŃSKI [70] przedstawili pracę, w której
omówiono wyniki doświadczeń przeprowadzonych na cienkościennych próbkach rurko-
wych z mosiądzu M-63. W pracy zajmowano się badaniem powierzchni plastyczności dla
materiału wyżarzonego oraz dla tego materiału odkształconego plastycznie kombinacją
siły osiowej i ciśnienia wewnętrznego. Wykazano, że dla pewnych przypadków obciążenia
po złożonej drodze powierzchnia plastyczności ulega obrotowi. Wyznaczone przyrosty
odkształceń plastycznych w płaszczyźnie naprężeń porównano z kryterium prostopadłości.
Przez znalezienie długości wektorów przyrostów odkształcenia plastycznego w różnych
momentach płynięcia i porównanie ich z wektorem przyrostu odkształcenia sprężystego
otrzymano podstawę do rozważań, którą z powierzchni należy utożsamiać z powierzchnią
plastyczności.

W roku 1966 w pracy [71] autor przedstawił badania efektu «pamięci» w odniesieniu
do powierzchni plastyczności dla materiału wstępnie odkształconego plastycznie. Temat
len jest rozwijany również w pracy poniższej.

2. Definicja granicy płynięcia

Określenie początku plastycznego odkształcenia nazywanego również płynięriem
w znacznym stopniu uzależnione jest od przyjętej definicji tego pojęcia. W przypadku ob-
ciążania cienkościennych próbek rurkowych, gdzie rozkład naprężeń na grubości przyjmuje
się jako jednorodny, mówimy o materiale, że się uplastycznia, gdy stan naprężenia osiąga
pewną szczególną wartość. Ponieważ materiały ze wzmocnieniem w większości przypadków,
a z reguły po wstępnym odkształceniu plastycznym, nie mają wyraźnego punktu uplastycz-
nienia, w badaniach doświadczalnych są stosowane różne metody dla określenia tego
miejsca. Wyznaczona w ten sposób granica nosi nazwę umownej granicy płynięcia.

W pracy G. J. TAYLORA i H. QUINNEYA [1] jako granicę plastyczności przyjmowano
punkt przecięcia prostej będącej przedłużeniem liniowej części krzywej z osią momentów
na wykresach moment skręcający-odkształcenie.

G. LTANIS i H. FORD [79] na wykresach obciążenie-wydłużenie osiowe przy badaniu
pasków z karbem za miejsce uplastycznienia przyjmowali punkt przecięcia przedłużenia
części sprężystej wykresu z przedłużeniem łagodnie pochylonej części krzywej.

W pracy L. W. Hu i J. F. BRATTA [38] oraz w pracy H. G. Mc COMBA [41], przyjmo-
wano granicę proporcjonalności na krzywych a—e (naprężenie-odkształcenie) jako po-
wierzchnię plastyczności.
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A. M. ŻUKÓW [72] oraz G. B. TAŁYPOW i W. N. KAMIENCEW [45] na wykresach in-
tensywność naprężenia — intensywność odkształcenia jako granicę plastyczności przyj-
mowali naprężenia wywołujące w próbkach intensywność odkształcenia trwałego równą
0,173%.

W pracy Ju. I. JAGNA i O. A. SZYSZMARTEWA [39] wyznaczano kilka granic sprężystego
stanu dopuszczając dla każdej z nich pewną wartość trwałego odkształcenia od 0,0005%,
do 0,036%.

J. PARKER i M. B. BASSETT [56] wyznaczali granicę płynięcia stosując ten sam sposób
co G. J. TAYLOR i H. QUINNEY. Dla porównania wyznaczali jeszcze granicę proporcjonal-
ności. Wyznaczone w ten sposób powierzchnie różniły się między sobą nie tylko wymiarami,,
ale również i kształtem.

W pewnych przypadkach bardzo wygodne jest określenie granicy plastyczności za
pomocą stycznej do krzywej nachylonej pod pewnym określonym kątem at tak jak pokazano-
to na rys. 2. Metodę tę zastosował w swojej pracy L. DIETRICH [80] przy wyznaczaniu przej-
ścia w stan plastyczny rozciąganych próbek z karbem.

Rys. 2

Wielu innych badaczy nie pcdaje metody, jaką określają granicę plastyczności. Brak
ustalonej definicji powoduje, że wyników wielu prac doświadczalnych nie można z sobą
porównywać. Jest to niewątpliwie jedna z przyczyn dużej rozbieżności wyników prac do-
świadczalnych jaką obserwuje się u różnych autorów.

W poniższej pracy oprócz powierzchni odpowiadającej granicy proporcjonalności
wyznaczono jeszcze kilka innych, odpowiadających określonym wartościom intensywności
odkształceń plastycznych. Metoda wyznaczania tych powierzchni jest taka sama, jak metoda
stosowana w pracach W. SZCZEPIŃSKIEGO [55], J. MIASTKOWSKIEGO i W. SZCZEPIŃSKIEGO
[70] oraz w pracy autora [71].

3. Próbki i aparatura

Próbki rurkowe o wymiarach pokazanych na rys. 3 wykonane zostały z ciągnionej;
rury z mosiądzu M-63 o zawartości 37% cynku. Ze względu na sposób ich wykonania
metodą ciągnienia próbki miały własną historię odkształcenia. W związku z tym wszystkie
próbki przed badaniem poddane zostały wyżarzaniu. Sposób wyżarzania podany zostat
w pracy [71],
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Próbki wykonywano w następujący sposób: z rury odcinano odcinki o długości 180 mm
i drogą selekcji do badania wybierano tylko te, które miały prawidłowy przekrój kołowy
oraz możliwie równomierny rozkład grubości ścianki zarówno wzdłuż tworzących, jak i po
obwodzie. Największa różnica w grubości ścianki nie przekraczała 3% jej wartości średniej.

155
177

Rys. 3

Wyżarzanie próbek oprócz usuwania anizotropii własności wywołanej zgniotem przy
ciągnieniu, zapobiegało pękaniu próbek na obrzeżu podczas ich roztłaczania na końcach.
Była to jedna z przyczyn, dla których kołnierze roztłaczano po wyżarzaniu próbek. Roz-
tłaczanie przeprowadzano stożkowym stemplem o kącie wierzchołkowym 60° w celu
utworzenia kołnierzy służących do mocowania w urządzeniu badawczym.

™

Rys. 4

Do roztłaczania kołnierzy wykonane zostało bardzo proste urządzenie przedstawione
na rys. 4. Urządzenie to jest tak pomyślane, że zabezpiecza obszar środkowy próbki,
w którym przeprowadzano pomiary podczas doświadczenia od dodatkowych odkształceń
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mogących powstać przy roztłaczaniu kołnierzy. Konieczność zabezpieczania części środ-
kowej próbki wynikała stąd, że nie stosowano wyżarzania próbek po uformowaniu koł-
nierzy, aby nie usuwać wzmocnienia, jakiego doznał materiał próbki w jego częściach
chwytowych.

Po nałożeniu próbki na tulejkę dzieloną 1, dokręcano nakrętkę 3 na trzpieniu 2 za
pośrednictwem trzonka 4 aż do zamocowania próbki na tulei. Następnie zakładano obejmę
8 i skręcano silnie śrubami 7. Całość wstawiano w tuleję 6 ustawioną na stole prasy. Wci-
skając z góry stempel stożkowy 5 roztłaczano koniec próbki.

Odkształcenia próbek mierzono za pomocą elektrycznych tensometrów oporowych
typu RL o długości 15 mm, oporności nominalnej R = 120 omów i współczynniku czułości
odkształceniowej k = 2,1. Stosowane czujniki wykonane były z konstantami, dla którego k
zachowuje stałą wartość dla odkształceń e dochodzących do 0,8%.

Tensometry naklejano na zewnętrznej powierzchni próbek w środku ich długości.
Do klejenia używano kleju nitrocelulozowego. Powierzchnie próbek w miejscach,
w których naklejano tensometry starannie czyszczono mechaniczne a następnie chemicznie
odtłuszczano je benzyną ekstrakcyjną.

Dla zabezpieczenia czujnika przed zwarciem jego siatki oporowej z masą próbki sto-
sowano podkładki na końcach tensometru aby zwiększyć zdolność izolacyjną czujnika
bez pogorszenia jego własności jako elementu pomiarowego.

Rys. 5

Dla wyeliminowania wpływu temperatury stosowano czujnik kompensacyjny, załą-
czony do sąsiedniej gałęzi mostka w stosunku do gałęzi czujnika czynnego.

W celu zwiększenia dokładności odczytów odkształcenia oraz dla wyeliminowania
wpływu ewentualnej małej mimośrodowości obciążenia tensometry naklejano po dwa
symetrycznie po przeciwnych stronach próbki w obu kierunkach obciążenia. Wielkość
odkształcenia wyznaczano jako średnią ze wskazań obu tensometrów jednakowo skiero-
wanych.

Odkształcenia odczytywano na tensometrycznym aparacie pomiarowym typu T-2
produkcji ZTR Politechniki Warszawskiej. Najmniejsza działka potencjometru ślizgowego
odpowiadała odkształceniu s = 5 • 10"6

Na rys. 5 pokazano schemat połączenia tensometrów z aparatem tensometrycznym.
Przez i?,, oznaczono tensometry pomiarowe czyli czynne, przez i?rtensometr kompensa-
cyjny.
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Zastosowanie tensometrów oporowych do pomiaru odkształceń jest korzystne ze
względu na dużą czułość i dokładność pomiaru. Odczyty odkształceń są wolne od błędów
luzów i poślizgów występujących w tensometrach mechanicznych.

4. Sposób obciążania i metoda opracowania wyników

Doświadczenie przeprowadzono na sześciu seriach liczących po 6 próbek. Odkształ-
cenia wstępne przeprowadzono według schematu obciążenia pokazanego na rys. 6.

Próbki pierwszej serii nie były wstępnie odkształcane i zostały przeznaczone do zbadania
kształtu początkowej powierzchni płynięcia materiału. Pozostałe pięć serii poświęcono

zbadaniu zmiany kształtu powierzchni plastyczności wywołanej uprzednim odkształce-
niem plastycznym.

Dla wyeliminowania wpływu naturalnego starzenia na kształt powierzchni plastyczności
badanie wszystkich próbek przeprowadzano w jednakowym odstępie czasu od chwili
poddania ich wstępnym odkształceniom plastycznym. Czas ten wynosił 24 godziny, tj.
tyle, ile potrzeba było na naklejenie i wysuszenie czujników tensometrycznych na próbkach.
Należy tu podkreślić, że tensometry naklejano na próbkach po odkształceniu ich wstęp-
nym obciążeniem, z wyjątkiem pierwszej serii, którą badano w stanie wyżarzonym.

Zarówno zastosowane drogi obciążenia jak i uzyskane wyniki zostały przedstawione
w pierwszej ćwiartce płaszczyzny naprężeń au az, gdzie at oznacza naprężenia w kierunku
obwodowym, a az naprężenia w kierunku osiowym próbki.

Dla każdej próbki w czasie obciążenia rejestrowano odkształcenia osiowe ez i obwodowe
e,. Po przyłożeniu odpowiednio małego przyrostu obciążenia utrzymywano jego stałą
wartość przez okres 5 minut i dopiero wtedy odczytywano wskazania tensometrów. Czy
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niono tak dlatego, ponieważ po przyroście obciążenia materiał wykazywał znaczny ciągły
przyrost odkształceń przy stałej wartości naprężeń. Odkształcenia te ustalały się nie wyka-
zując dalszego wzrostu dopiero po okresie około 2 do 4 minut w zależności od wielkości
naprężenia. Dla ujednolicenia wszystkich pomiarów, wartości odkształceń odczytywano
po 5-cio minutowym okresie wyczekiwania.

Każda z próbek jednej serii była inaczej obciążana wzdłuż drogi proporcjonalnego
obciążenia, odpowiadającej jednej z linii prostych poprowadzonych na płaszczyźnie na-
prężeń z początku układu O. Założone drogi obciążenia zaznaczono cienkimi liniami
na rysunkach od 9 do 18. Ze względów technicznych rzeczywiste drogi obciążenia odbiegały
nieco od teoretycznych prostych proporcjonalnego obciążenia. Zwiększano mianowicie

Rys. 7

małymi skokami kolejno wielkość siły osiowej i ciśnienia wewnętrznego, przy czym przy
wzroście siły osiowej utrzymywano stałą wartość ciśnienia wewnętrznego i odwrotnie.
Jednakże największe odchylenie od prostej proporcjonalnego obciążenia nie przekraczało
wartości 0,3 kG/mm2. Na rys. 7 przykładowo pokazano przebieg obciążenia wzdłuż
jednego z promieni.

Z otrzymanych wartości przyrostów odkształceń Ae, i Aez, odpowiadających kolejno
przebytym odcinkom na drodze obciążenia określonym przyrostami naprężeń Aat i Aaz,
obliczano następnie przyrost intensywności odkształceń postaciowych

gdzie Aeh oznacza przyrost odkształcenia na grubości ścianki próbki. Wobec dużych trud-
ności związanych z pomiarem zmiany grubości ścianki w czasie procesu obciążania wiel-
kości Aeh nie mierzono ale obliczano przyjmując warunek nieściśliwości materiału

Aez+Aet+Aeh = 0

Po uwzględnieniu warunku nieściśliwości, wzór na przyrost intensywności odkształceń
postaciowych można napisać w postaci



[17]
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Następnie obliczano intensywność odkształceń plastycznych st w poszczególnych momen-
tach procesu obciążenia sumując przyrosty Aet od początku obciążenia.

Na intensywność naprężeń stycznych przyjęto wzór w postaci

•[(<7t-Og2 + (crz-cr,,)2 + (<7,,-tf,)2],

gdzie ah oznacza naprężenie ściskające skierowane po grubości ścianki i wywołane ciśnie-
niem oleju p działającym wewnątrz próbki. Wielkość tego naprężenia nie jest stała wzdłuż
grubości ścianki i zmienia się od wartości a,, = 0 na promieniu zewnętrznym do wartości
ah = —p na promieniu wewnętrznym. W obliczeniach przyjęto średnią wartość tego na-
prężenia ah = —.p/2.

Po obliczeniu wielkości at i e; sporządzono dla każdej próbki wykres ff;(e,). Dla przy-
kładu na rys. 8 pokazano takie krzywe otrzymane dla jednej z próbek. Obok krzywych
ff;(e() na tych samych rysunkach naniesiono krzywe ff((e;) i cr2(e,). Z punktów na osi e,,
odpowiadających wartościom ef = 0,01, 0,02, 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, i 0,5% poprowadzono pro-
ste równoległe do początkowego prostoliniowego odcinka krzywej ff;(fi;)- Punkty prze-
cięcia tych prostych z krzywą ff; przeniesiono następnie na krzywe at i az znajdując w ten
sposób naprężenia wywołujące w próbce określoną intensywność odkształceń postacio-
wych ef. Tak otrzymane wartości naprężeń naniesiono na płaszczyźnie at, az (rys. 9-18)
w postaci szeregu punktów położonych na wspólnej prostej, przedstawiającej drogę ob-
ciążenia danej próbki. Przez punkty należące do różnych próbek ale o tej samej wartości
ef prowadzono następnie krzywą oznaczając ją symbolem CTX Z dolnym indeksem u okre-
ślającym stałą dla niej wielkość ef. Ponadto na płaszczyźnie naprężeń wyznaczano jeszcze
krzywe avr0B odpowiadające początkowi zakrzywiania się prostoliniowych początkowych
części wykresów at i az (rys. 8). Należy tu jednak podkreślić, że ocena wielkości granicy
proporcjonalności w dużej mierze zależy od dokładności i czułości urządzenia rejestrują-
cego odkształcenia oraz od subiektywnej oceny prowadzącego doświadczenie.

Na krzywych (TI)ropj o-0i01, aQQ2 i aOtl wyznaczono kierunki przyrostów odkształcenia
sprężystego i plastycznego. Przyrosty te pokazano na rys. 9-18 na płaszczyźnie a,, az

w postaci wektorów, a sposób ich wyznaczania podano w pracy [88]. Podstawę do wyzna-
czania tych przyrostów stanowią wykresy obydwu odkształceń e, i sz w funkcji jednego
z naprężeń az lub at.

5. Wyniki pomiarów

Na rys. 9 pokazano wyniki badania próbek serii pierwszej bez uprzedniego odkształ-
cenia plastycznego. Otrzymane punkty tylko nieznacznie odbiegają od teoretycznych elips
Hubera-Misesa. Wynika stąd, że różnice własności poszczególnych próbek są niewielkie,
a materiał ich jest w przybliżeniu izotropowy.

Wszystkie próbki serii drugiej zostały wstępnie jednakowo obciążone wzdłuż drogi O A,
a następnie odciążone po tej samej drodze do punktu O (rys. 10). Obciążenie w punkcie A
wywoływało w próbkach stan naprężenia opisany przez składowe az = 12 kG/mm2,
at = 0 i a,, = 0.
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Rys. 10

[19]
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Po naklejeniu tensometrów na próbkach następnego dnia badano kształt powierzchni
odkształconego materiału.

Na rys. 11 dokonano porównania otrzymanych krzywych z J i II serii. Dla przejrzystości
do porównania wzięto tylko krzywe odpowiadające <rprop <TOJO1) i ff0|5. Z porównania
odpowiednich krzywych wynika, że różnią się one od siebie w sposób zasadniczy. Krzywe
ffproP i °o,oi S i ł przesunięte względem elips początkowych, natomiast krzywa GI*S niezbyt
wiele odbiega od elipsy, jaką można otrzymać przez równomierne rozszerzenie elipsy
Hubera-Misesa. Wyraźnie widać, że granica proporcjonalności dla materiału wstępnie
odkształconego plastycznie wykazuje własności anizotropowe. W miarę wzrostu wartości
wtórnych odkształceń plastycznych, dla których określano powierzchnie, własności te
zanikają.

Serię trzecią próbek obciążono wstępnie bardziej złożonym sposobem obciążenia, co
pokazano na rys. 12. Próbki obciążone początkowo identycznie jak w serii II na drodze
O A i odciążone do punktu zerowego O, zostały ponownie obciążone, ale wzdłuż innej
drogi OE i odciążone. Po naklejeniu tensometrów i obciążeniu próbek wzdłuż promieni
pokazanych na rys. 12 znajdowano krzywe odpowiadające <Tp"B, ff"oi> •••> ao]l- Taki
schemat doświadczenia zastosowano w celu stwierdzenia, czy możliwe jest, aby material
obciążony i odciążony na drodze OAOEO uzyskał takie własności, jakie posiada materiał
obciążony i odciężony tylko na drodze OEO. Również w tym celu wszystkie próbki serii IV
obciążono wstępnie, ale tylko na drodze OE (rys. 13) pokrywającej się z drugim etapem
obciążenia wstępnego próbek z serii III. Po wyznaczeniu krzywych a™op) ffo.oi •••> aUs
dokonano porównania otrzymanych wyników. Na rys. 14 podano porównanie serii II i III,
natomiast na rys. 15 podano porównanie wyników uzyskanych z serii III i IV. Jak wynika
z rys. 15, odpowiednie krzywe dla tych dwóch serii mają przebieg bardzo zbliżony do
siebie.

W analogiczny sposób zbadano dalsze dwie serie próbek, piątą (rys. 16) i szóstą (rys. 17)
stosując dłuższą drogę wstępnego obciążenia na drugim jej odcinku OF. Porównania
otrzymanych krzywych z obu tych serii dokonano na rys. 18. Bardzo dobra zgodność
przebiegu porównywanych krzywych jeszcze bardziej potwierdza wnioski uzyskane na
próbkach w serii III i IV. Otrzymane wyniki pozwalają stwierdzić, że jeżeli próbki już raz
obciążone i odciążone na drodze OAO obciążymy ponownie ale na innej drodze, to mogą
one wykazywać własności takie, jak próbki obciążone tylko tym drugim odcinkiem obcią-
żenia wstępnego, o ile wielkość tej drugiej drogi jest dostatecznie duża w porównaniu
z pierwszą. Dla tego przypadku można przyjąć, że już dla serii III i IV nastąpiła zgodność
w przebiegu krzywych. Dla serii tych drogi wstępnego obciążenia przebiegały po linii
OAOEO i OEO. Wielkość intensywności naprężeń wywołanych obciążeniem, na drodze
OE jest tutaj równa w przybliżeniu intensywności naprężeń wywołanych obciążeniem na
pierwszym odcinku drogi O A.

Otrzymane wyniki w zupełności potwierdzają wnioski o zanikającej pamięci materiału,
spostrzeżone w pracy [71] podczas badania próbek przy innym schemacie obciążenia.

Dla wszystkich serii próbek na krzywe odpowiadające granicy proporcjonalności
naniesiono wektory odkształcenia sprężystego, a na krzywych oo,ci> ffo,o2 i °o,i pokazano
wektory przyrostów odkształcenia plastycznego. Wektory te są na ogół prostopadłe do
powierzchni, dla których zostały wyznaczone.
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6. Analiza wyników

6.1. Powątkowa powierzchnia plastyczności. W rozdziale pierwszym omówione zostały dwa
najbardziej rozpowszechnione warunki plastyczności tj. warunek stałego największego
naprężenia stycznego i warunek stałej intensywności naprężeń stycznych.

Doświadczalne sprawdzenie ważności tych warunków odbywa się z reguły na próbkach
rurkowych poddanych bądź obciążeniu osiowemu i równoczesnemu działaniu ciśnienia
wewnętrznego, bądź równoczesnemu działaniu rozciągania ze skręcaniem.

G. J. TAYLOR i H. QUINNEY [1] poddając rozciąganiu i skręcaniu cienkościenne próbki
rurkowe ze stali, miedzi i aluminium otrzymali wyniki zgodne z warunkiem plastyczności
Hubera-Misesa. Potwierdzenie warunku stałej wartości intensywności naprężeń stycznych
przy badaniu stopów aluminium uzyskali również P. M. NAGHDI, F. ESSENBURG i W. KOFF
[37], L. W. Hu i J. F. BRATT [38] oraz W. SZCZEPIŃSKI [55], przy badaniu stali A. M. ŻUKÓW
[34, 72, 73], R. A. ARUTUNIAN [60] oraz G. B. TAŁYPOW [45, 46, 47, 62], przy badaniu
niklu Ju. 1. JAGN i O. A. SZYSZMARIEW [39], przy badaniu miedzi G. B. TAŁYPOW [61]
i przy badaniu mosiądzu J. MIASTKOWSKI i W. SZCZEPIŃSKI [70, 71]. Rozmieszczenie
punktów doświadczalnych blisko elipsy Hubera-Misesa uzyskano również w tej pracy.

W. A. BAŁDIN i W. I. TROFIMOW [74] poddając płaskie próbki stalowe jednoczesnemu
rozciąganiu w dwóch prostopadłych do siebie kierunkach uzyskali potwierdzenie warunku
plastyczności Treski. Sposób wykonania próbek nie gwarantował jednak jednorodnego
stanu odkształcenia w płaszczyźnie rozciągania.

Z przytoczonych danych wynika potwierdzenie słuszności warunku Hubera-Misesa
dla prawie wszystkich badanych metali. Wobec tego można uważać warunek Hubera-
Misesa za dostatecznie bliski rzeczywistym własnościom metali, a warunek Treski za przy-
bliżony. W obliczeniach praktycznych stosuje się jednak obydwa warunki, gdyż warunek
Treski jest bardzo wygodny ze względu na swoją prostotę.

Chociaż warunek stałej intensywności naprężeń stycznych okazuje się lepszy od
warunku stałego maksymalnego naprężenia stycznego, to jednak istnieją dane doświad-
czalne, z których wynika, że forma funkcji naprężeń stycznych powinna mieć bardziej
złożoną formę. Wynika to przede wszystkim z badań przeprowadzonych przez W. LODE'A
[81] na rurkach cienkościennych ze stali, miedzi i niklu, poddawanych obciążeniu osio-
wemu i ciśnieniu wewnętrznemu. Otrzymane punkty doświadczalne leżą między powyż-
szymi krzywymi warunków plastyczności układając się bliżej krzywej odpowiadającej
warunkowi stałej intensywności naprężeń stycznych. Podobne wyniki wskazujące większą
zgodność z warunkiem Hubera-Misesa uzyskali również M. Ros i A. EICHINGER [82]
na stalowych próbkach rurkowych identycznie obciążonych jak w pracy W. LODE'A. Z now-
szych prac należy wymienić badania przeprowadzone przez J. MARINA, B. H. ULRICHA,
i W. P. HUGES'A [83], J. MARINA i L. Hu [35], P. K. BERTSCHA i W. N. FINDLEY'A [49]

oraz przez P. S. THEOCARISA i C. R. HAZELLA [67]. Z prac tych wynika również, że po-
wierzchnia plastyczności przebiega między powierzchnią wyznaczoną z warunku Treski
a powierzchnią wyznaczoną z warunku Hubera-Misesa, ale znacznie bliżej elipsy Hubera-
Misesa. Podobne wyniki uzyskali również G. L. BARAYA i I. PARKER [54] przy badaniu
aluminium. Do znalezienia powierzchni plastyczności używali próbek w kształcie pasków
z nacięciami.
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6.2. Wtórna powierzchnia plastyczności. Z przytoczonego przeglądu prac doświadczalnych
wynika, że tylko nieliczne eksperymenty potwierdzają koncepcję izotropowego rozsze-
rzania się powierzchni plastyczności pod wpływem wstępnych odkształceń plastycznych.
Między innymi można do nich zaliczyć prace G. J. TAYLORA i H. QUINNEY'A [1 ], D. M. CUN-
NINGHAMA, E. G. THOMSONA i J. E. DORNA [22] oraz J. PARKERA i M. B. BASSETTA [56].

Wszyscy pozostali badacze wraz z autorem tej pracy uważają, że wtórna powierzchnia
plastyczności ulega przesunięciu w kierunku wstępnego odkształcenia plastycznego i jedno-
czesnej deformacji. Wartość przesunięcia zależy od efektu Bauschingera, wielkości wstęp-
nego odkształcenia plastycznego oraz od przyjętej definicji powierzchni płynięcia. Wyraźnie
bowiem widać, że dla powierzchni plastyczności odpowiadających większym wartościom
intensywności odkształceń plastycznych przesunięcie to jest mniejsze od przesunięcia
granicy proporcjonalności czy powierzchni wyznaczonej dla mniejszej wartości intensywno-
ści odkształceń trwałych. Wyraźnie widać to w pracach Ju. I. JAGNA i O. A. SZYSZMARIEWA
[39], W. SZCZEPIŃSKIEGO [55] oraz J. MIASTKOWSKIEGO i W. SZCZEPIŃSKIEGO [70, 71].

Identyczne wyniki zanotowano również i w tej pracy.

Na podstawie znanych wyników doświadczalnych można stwierdzić z dużą pewnością,
że wtórna powierzchnia plastyczności przesuwa się w kierunku wstępnego obciążenia.
Niejasne tylko pozostaje w dalszym ciągu zachowanie się jej w kierunku prostopadłym do
kierunku wstępnego odkształcenia.

Z doświadczenia P. S. THEOCARISA i C. R. HAZELLA [67] wynika, że wtórna powierzchnia
plastyczności wychodzi na zewnątrz początkowej w kierunku prostopadłym do kierunku
wstępnego obciążenia. Podobne wyniki uzyskali również w swoich doświadczeniach
J. PARKER i M. B. BASSETT [56] oraz R. A. ARUTUNIAN [60]. Na to, że wtórna powierzchnia
płynięcia wychodzi na zewnątrz początkowej w kierunku prostopadłym do wstępnego
obciążenia, wskazują również wyniki uzyskane w tej pracy.

Inni badacze a wśród nich P. M. NAGHDI, F. ESSENBURG i W. KOFF [37], H. G.
Mc COMB [41] oraz H. J. IVEY [48] stwierdzają, że wtórna powierzchnia płynięcia pozostaje
nieodkształcona w kierunku prostopadłym do kierunku wstępnego odkształcenia, podczas
gdy L. W. Hu i J. F. BRATT [38] oraz J. MIASTKOWSKI i W: SZCZEPIŃSKI [70] podają,
że wtórna powierzchnia płynięcia leży wewnątrz początkowej w kierunku prostopadłym
do wstępnego obciążenia. Wydaje się, że zjawisko to w dużej mierze uzależnione jest od
wielkości wstępnego obciążenia.

Oprócz przesunięcia powierzchnia plastyczności może w pewnych przypadkach ulec
obrotowi, co wynika z badań przeprowadzonych przez J. MIASTKOWSKIEGO i W. SZCZE-
PIŃSKIEGO [70], J. PARKERA i M. B. BASSTTA [56] oraz W. M. MAIRA i H. PUGHA [59].

Innym bardzo dyskusyjnym zagadnieniem jest sprawa istnienia naroża na powierzchni
plastyczności. Z przytoczonego przeglądu widać, że wiele prac doświadczalnych poświę-
cono temu problemowi. Część badaczy a wśród nich P. M. NAGHDI, J. C. ROWLEY
i C. W. BEADLE [33], L. W. Hu i J. F. BRATT [38], H. G. Mc COMB [41], A. PHILLIPS [42,

43, 44], P. K. BERTSCH i W. N. FINDLEY [49] oraz P. S. THEOCARIS i C. R. HAZELL [67]

wskazują na istnienie rogów na powierzchni plastyczności występujących w kierunku
wstępnego obciążenia. Jednak wyniki większości badaczy nie potwierdzają istnienia naroży
na powierzchni płynięcia.
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7. Wnioski

1. Dane otrzymane przy badaniu początkowej powierzchni plastyczności wykazują
dobrą zgodność z warunkiem Hubera-Misesa. Wobec tego można uważać warunek Hubera-
Misesa za dostatecznie bliski rzeczywistym własnościom metali, a warunek Treski za przy-
bliżony.

Chociaż warunek stałej wartości intensywności naprężeń stycznych okazuje się lepszy
od warunku stałego maksymalnego naprężenia stycznego, istnieją dane doświadczalne,
z których wynika, że forma funkcji naprężeń stycznych powinna mieć bardziej złożoną
postać.

2. Pod wpływem odpowiednio dużego obciążenia wtórnego materiał zapomina o swojej
pierwotnej historii obciążenia i zachowuje się tak jak materiał obciążony tylko tym później-
szym sposobem obciążenia.

3. Sporne jest zagadnienie, które z powierzchni należy utożsamiać z powierzchnią
plastyczności. Chociaż bowiem pierwsze odkształcenia plastyczne zaczynają występować
po przekroczeniu granicy proporcjonalności, to jednak osiągają one wielkość równą
odkształceniom sprężystym dopiero na powierzchni crM 1, a są wyraźnie od nich większe
na powierzchni cr0i{)2. Przyjęcie jednej wspólnej definicji granicy płynięcia przez wszystkich
badaczy dostarczyłoby szerszych możliwości porównywania otrzymanych wyników do-
świadczalnych. Za taką powierzchnię plastyczności można np. przyjąć linię, na której
odkształcenia plastyczne są równe odkształceniom sprężystym.

4. Wektory przyrostów odkształcenia plastycznego są na ogół normalne do odpowied-
nich powierzchni, ale w kilku przypadkach stwierdzono odchylenie od kierunku normal-
nego. Należy jednak pamiętać, że każda z powierzchni została otrzymana w wyniku po-
miaru kilku próbek, które mogły mieć nieco inne własności. Mogło to minimalnie wpłynąć
na kształt powierzchni.
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P e 3 IO M e

BJIHHHHE HCTOPHH HATPy>KEHłM HA nOBEPXHOCTL TEKY^ECTH. ^lACTŁ II

B pa6oTe npeflCTaBjieHbi pe3yjiŁTaTbi HccjiefloBaHna HawantnoH noBepxnocTn TeKy^ecTn u ee noBe-
nofl BJiHHHHeiw npeflBapHTejibHwx njiacTiwecKHX flecJjopMauM. 3KcnepiiMeHTbi npoBOflHHHCb

Ha TOHKOcTeHHŁK Tpy6Maitix o6pa3i;ax, roroTOBJienHbix H3 jiaTyiiH M63 3 noflBepH<eHHMx oflHOBpe-
MeHHOMy fleiicTBuio oceEoił cnm>i H BHyTpeHHero flaBJieHjjH.

ripeflBapHTejibHbie njiacTUMCCKne flechopiwaiyw Tpy6oK nocTiiraJincb no flayM pa3HbiM cxeiviaM Ha-
rpy>«eHHH. IIo nepBoń cxeiwe, o6pa3ijbi noflBeprajincŁ npeflBapwejibHOMy pacwnKemoo crz, BnnoTb p,o
HeKOToporo nocTOHHHoro 3Ha^eHHH HanpH^KeHHa, a 3aTeM3 nocjie pa3rpy3i<n, o6pa3i(bi noflBepranncb
BHyTpeHHeMy flaBneHHio ot RO ycTaHOBJienHbix 3Ha«eHHił HanpH>i<eHna. IIo BTopoS cxejvie, o6pa3i(bi
noflBepranncb TOJIBKO npeflBapHTejiMbim Harpy3i<aM at, no BnnoTb flo Tex >i<e caMLix sna^eHnfi nanpa-
>KeHHH, KOTopoe npaMeHHJiocb n p a Harpy3i-cax corjiacHO nepBcfi cxeMe.

J\nn OTflejiLHbix cjiyiaeB HarpyweHua, onpeflenjuiocŁ nojion<eiuie paajiH^tibix noBepxiiocTeft TC-
Ky^eCTH, COOTEeTCTByiOIUHX pa3HbIM 3H«^eHItaM OCTaTO^HOił fle(J)OpMai?HH.

IlyTeM cpaBHeHUH cooTBexcTByiomnx noBepXHOCieii, nojiyqeHHLix flJiH o6enx cxeivi npeflBapuTejiŁ-
Horo njiacTimecKoro Hecpoprai^poBani^Hj npoBOfl^ncH anajms cxeM 3<i>cpeKT£* «naMOTn» MaTepHana. Pe-
synbTaTbi 3KcnepnMeHT0B noi<a3biBaioTj ^TO npw cooTBeiCTBeHHO SOHŁUIOH fle<J)opMar(HiH no Hanpasjie-
HHIO (T(, iwaTepHan «3a6wBaeT» o CBOHCTBax npHoGpeTeHHbix BO BpeMSi npeflBapHTenbiiOH ReijjopMaqnH
no HanpaBJieHUH az H, BefleT ce6n TaK3 Kai< MaTepiian npeflBapHTentHO fle^opMupoBaHHbiri TOJIŁKO
BflOJIb OCH Of

B pa6oie flaeTca3 Tanwe, o63op 3KcnepHMeHTanŁHbix pa6oT no HCCJieflOBaHHio noBepxHOCTen
MaiepnaJiOB flo H nocne npeflBapmejibHOH njiacTH^ecKcił He(J)opi«amw.

S u m m a r y

ON THE EFFECT OF THE PRESTRAINING HISTORY ON THE YIELD SURFACE. PART II

Experimental results for tubular specimens of a M 63 brass, subjected to combined biaxial tension are
presented in the study of the effect of the prestraining history on the shape of the yield surface.

Each of the two groups of specimens has been prestrained in a different manner. In the first group all
the specimens were prestrained by the axial tensile force until certain constant stress beyond the initial
yield locus. Then after unloading, they were loaded by internal pressure until certain stress, different for
each of three subgroups. Specimens belonging to the second group were loaded only by the internal pres-
sure until the same stress levels as the specimens of the first group.

For each particular case of prestraining history, yield surfaces for various definitions of the yield locus
corresponding to different values of plastic deformations have been found.

Comparing the respective yield surfaces obtained for both prestraining paths, the effect of the "memory"
of the material has been analysed. The experimental results show that if the prestraining by internal pressure
is sufficiently large, the material does not "remember" the initial prestraining by axial force, and its behaviour
is the same as the behaviour of the material prestrained by internal pressure only.

Presented is also a review of the experimental papers concerning the investigation of the yield surfaces.
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OBLICZANIE TARCZ SIATKOWYCH PRZY WYKORZYSTANIU PRZYBLIŻONEJ TEORII
EFEKTU BRZEGOWEGO

KAZIMIERZ PUSTELNIK (ŁÓDŹ), CZESŁAW WOŹNIAK (WARSZAWA)

Wstęp

W pracy [1] zostały podane podstawowe równania tarcz o strukturze siatkowej. Przykła-
dem takich tarcz są płaskie regularne i gęste siatki prętowe, tarcze o gęstej i regularnej
perforacji itp. Wyznaczenie stanu naprężenia i przemieszczenia w tarczach o strukturze
siatkowej przy stosowaniu ciągłego modelu takich tarcz przedstawionego w [1] wymaga
rozwiązania zagadnienia brzegowego dla układu równań różniczkowych szóstego rzędu.
Równania te wykazują analogię do równań płaskiego anizotropowego kontinuum Cos-
seratów o trzech stopniach swobody (dwie składowe wektora przemieszczenia i lokalny
obrót w płaszczyźnie tarczy). W równaniach występuje ponadto mały parametr charaktery-
zujący «gęstość» siatki przy operatorze różniczkowym rzędu wyższego. Fakt ten umożliwia
otrzymanie rozwiązania przybliżonego przez zastosowanie teorii asymptotycznej (gdy mały
parametr przyrównamy do zera) oraz efektu brzegowego [2].

Celem poniższej pracy jest przedstawienie przykładu obliczeń tarczy siatkowej w oparciu
o teorię asymptotyczną i przy wykorzystaniu efektu brzegowego oraz orientacyjna ocena
numeryczna dokładności rozwiązania przybliżonego w zależności od gęstości siatki. Ponad-
to w pierwszym punkcie pracy zestawiono podstawowe równania teorii korzystając z [2].
Należy zaznaczyć, że oparty na efekcie brzegowym przybliżony sposób obliczania tarcz
siatkowych jest daleko prostszy niż przybliżony sposób obliczania płyt siatkowych, wy-
korzystujący analogiczny efekt zachodzący w płytach [3].

Wszystkie wskaźniki oznaczone literami alfabetu greckiego przebiegają ciąg 1, 2 (obo-
wiązuje konwencja sumacyjna). Przecinek oznacza pochodną kowariantną, a płaszczyzna
tarczy jest parametryzowana współrzędnymi krzywoliniowymi x\ x2.

1, Podstawowe równania

Podstawowy układ równań teorii liniowo-sprężystych tarcz o strukturze siatkowej
wyrażony w naprężeniach ma postać [1]

3 Mechanika teoretyczna



34 KAZIMIERZ PUSTELNIK, CZESŁAW WOŹNIAK

Tutaj $ = ^(x1, x2) jest funkcją naprężeń, me = mQ(x\ x1) są naprężeniami momento-
wymi (w przekroju xQ = const), tensory aal>flv oraz c^ charakteryzują strukturę geometrycz-
ną oraz materiałową tarczy siatkowej, egv jest dwuwektorem Ricciego, wreszcie a jest
parametrem o wymiarze długości małym w porównaniu z wymiarami tarczy. Parametr a
charakteryzuje gęstość siatki, natomiast tensory aal>"v i ć"**, których składowe fizykalne mają
ten sam wymiar, możemy traktować jako niezależne od gęstości siatki charakteryzującej
strukturę geometryczną tarczy. W równaniach (1.1) pominięto siły i momenty masowe.
Składowe paf tensora naprężenia wyrażają się wzorem

(1.2) p'f = e ^

Warunki brzegowe dla układu (1.1) mają postać

(1.3) e ^ e W ^ - m ^ K - pK nfnn = m,

przy czym n„ są składowymi wektora jednostkowego zewnętrznie normalnego do brzegu
tarczy, pp są składowymi wektora gęstości obciążenia brzegu tarczy siłami oraz m jest
gęstością obciążenia brzegu tarczy momentami.

Załóżmy, że m = 0, tj. brzeg siatki jest obciążony tylko siłami. Wtedy dla dostatecznie
małych wartości parametru a układ (1.1) możemy zastąpić przybliżonym równaniem przyj-
mując w (1.1) a ->• 0. Zamiast równań (1.1) otrzymamy wtedy

(1.4)

a warunki brzegowe (1.3) sprowadzą się do

(1.5) e^^0Avn%=p».

Teorię opisywaną równaniem (1.4) i warunkami brzegowymi (1.5) nazywamy teorią
asymptotyczną (lub bezmomentową) tarcz o strukturze siatkowej; jest ona formalnie
podobna do teorii tarcz anizotropowych.

Jak wynika z (1.4)2 i (1.3)2, teorię asymptotyczną możemy stosować do obliczeń tarcz
o strukturze siatkowej wtedy, gdy zachodzi m = 0, to jest, gdy tarcza nie jest obciążona
na brzegu momentami. Gdy m ^ 0, wtedy uzupełnić należy teorię asymptotyczną (bez-
momentową) tzw. efektem brzegowym, ujmującym wpływ obciążeń momentowych m, przy-
łożonych do brzegu tarczy [2]. Teoria asymptotyczną uzupełniona efektem brzegowym
pozwala zastąpić rozwiązanie zagadnienia brzegowego dla układu równań (1.1) rozwią-
zaniem zagadnienia dla równania (1.4) oraz dla równania efektu brzegowego (wyprowa-
dzonego w [2])

- 2 2

(16j < l 0

Równanie (1.6) zostało wyprowadzone przy założeniu, że a) brzeg tarczy pokrywa się
z linią parametryczną xx = x\0) — const, b) linie parametryczne x2 = const są prostymi
normalnymi do brzegu tarczy i wraz z krzywymi x1 = const tworzą układ ortogonalny
(parametryzację taką wystarcza wprowadzić tylko w otoczeniu brzegu tarczy); c) w pobliżu
brzegu tarcza jest ortotropowa, a kierunki główne ortotropii pokrywają się z liniami para-
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metrycznymi xa = const. Naprężenia momentowe m2 w teorii efektu brzegowego są okre-
ślone wzorem [2]

(1.7) m2 = -JĄ-KŻ [anni22
>2m\1+(annc22-~aiw~cn)m\v}>

przy czym pochodne występujące we wzorach (1.6) i (1.7) należy traktować jako pochodne
cząstkowe. W ramach teorii efektu brzegowego ścisłe rozwiązanie równania (1.6) można
zawsze zastąpić asymptotyczną całką tego równania w postaci wzoru

(1.8) ml = y> (x2)exp [-j/f" (xl-x\e

w którym
~22

We wzorze tym należy przyjąć % =s 0, gdy w obszarze tarczy mamy x1 > x\Q) lub tp ss 0,
gdy w obszarze tarczy zachodzi x1 < xjo). Wtedy funkcja % lub i/> jest gęstością obciążenia
brzegu tarczy momentami, co wynika bezpośrednio z (1.3)2 oraz z przyjętej tu parametry-
zacji. Należy zaznaczyć, że teorię efektu brzegowego tu przedstawioną można stosować
tylko wtedy, gdy wskaźnik zmienności obciążenia brzegowego m{x2) jest niewielki [2]

2. Pierścieniowa tarcza siatkowa obciążona na brzegu momentami

Rozważmy tarczę o strukturze siatkowej przedstawionej na rys. 1. Płaszczyznę tarczy
parametryzujemy biegunowym układem współrzędnych {r, cp}. Przyjmujemy następujące
warunki brzegowe :

. dla r = rw: mr = JT1 M„cosn<p i p" =f = 0;

dlar = ł s : mr = 0 i prr = 0, prę = p7.

Niech rozpatrywana tarcza siatkowa będzie siatką utworzoną z prętów. Wtedy, zgodnie
z [1], zachodzi

(2.2)

* A * A "A A

gdzie
a> P, /*. v, są wskaźnikami przebiegającymi ciąg (1, 2).
(EA)A sztywnością pręta z rodziny A na ściskanie (rozciąganie),
(EJ)A sztywność pręta z rodziny A na zginanie,

I A odległości między sąsiednimi prętami z rodziny A,
IA odległości między sąsiednimi węzłami siatki w kierunku A,
t% składowe wektora jednostkowego stycznego do pręta z rodziny A w układzie {xx} s {/•, ip},

7j składowe wektora jednostkowego normalnego do pręta z rodziny A w układzie {xa} = {r, </Ą.
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Zgodnie z wprowadzonymi oznaczeniami oraz z [2] zachodzą związki:

a"""' = -r^R1)-1, ~atnr = -{R11)-1,

(2.3) a w = -r^R1)-1, Z'™ = -a2r-\Śl)-\

Pozostałe składowe tensorów 5*"''v i c'1'1 są równe zeru. W dalszych rozważaniach
przyjmujemy, że wielkości R1, Rn, Rl, Ru, Ś1, Sn są stałymi. Równanie efektu brzegowego
ma wtedy postać

(2.4)

A-1I

Rys. 1

Rozwiązanie tego równania przedstawimy w postaci całki (1.8)

(2.5) mr = f (c5)exp 1 / —z-(rw—r),

a funkcję 1/1(93) wyznaczymy z warunku brzegowego (2.1) otrzymując

(2.6) —r).

Składową mę wektora m" obliczamy z równania (1.7). Równanie to we współrzędnych
biegunowych dla rozważanej tarczy przyjmie postać

(1^'W,^- Ru

nMnsmncp.
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Funkcję naprężeń 0 wyznaczamy z równania (1.4)x. Równanie to we współrzędnych
biegunowych przyjmuje następującą postać

n « ^ m - i W> u (RT+iRT 8*0 ( ^ T 1 8*0
(2.8) [K ) -jp-t- r2 ~ dr2d<p2^ r4 ~ 8<p4

(R1)"1 82® ( i? 1 )- 1 80 _
+ r '8rr+ r4 8q>2 r2 8r1'Ąr~li dr

Rozwiązania równania (2.8) poszukujemy w postaci

(2.9) -: \\ 0 = 2[B„{r)smncp.

Podstawiając (2.9) do równania (2.8) otrzymujemy

(2.10)

1)~1} —^ + n\Rl)~1Ą-n2[-2{R1)-l-(R})~l~2{RI1)~1} = 0.

Równanie powyższe jest jednorodnym równaniem Eulera, a jego rozwiązanie ma postać

4 .

(2.11)

w której Bni są stałymi, a knl są pierwiastkami następującego równania charakterystycznego:

(2.12) (JR
II)-Vc* i

+ [ ( ) ( ) ( ) ~ 1 ] = 0 .

Tym samym zachodzi
oo 4

(2.13) 0 = ^^Bnir'^ńnnfp.

Zgodnie ze wzorem (1.2) składowe stanu naprężenia pttfi wynoszą

p r r =

( 2 . 1 4 )
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Stale Bni wyznaczamy z warunków brzegowych dla obciążeń brzegów tarczy siłami
otrzymując następujący układ równań

- \ y Bnin
2r*w»>+~y Bnikni/*-«-> + — Mnn-

(2.15) - ^

1 y

.M„n = 0,

j-^^My-^Mn = 0,
r y ^ 1 r

&-i = 0,
1 = 1

/-i

1+
Znając J?„, określimy ze wzorów (2.14) składowe tensora naprężenia p", prip, p*9.

W analogiczny sposób rozwiązanie zadania przebiega dla przypadku tarcz perforowanych.
Zmianie ulegają jedynie wyrażenia tensorów sztywności sprężystej (2.2). Zadanie to jest
także łatwe do rozwiązania dla obciążeń innych rozwijalnych na brzegu w szereg Fouriera.
Obciążenie to jednak spełniać musi warunki podane w pracy [2].

3. Porównanie metody efektu brzegowego z rozwiązaniami ścisłymi dla tarcz kołowych o strukturze siatkowej

Porównanie przeprowadzono dla przypadków obciążenia podanych na rys. 2a i 2b.
Charakterystykę geometryczną siatki przedstawia rys. 3. Przyjmijmy, że

(3.1) /„ = Wr, = xr, Y = x =

Przypadek„a Przypadek„b

Rys. 2

gdzie n określa gęstość siatki («jest liczbą prętów obwodowych i promieniowych), sztywno-
ści zginania (EJ)a w płaszczyźnie tarczy są stałe oraz
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Zgodnie z rys. 2 warunki brzegowe dla przypadku a mają postać

r = rw: mr = 0, p" = 0,

a dla przypadku b są określone równościami

r = rz: m
r = 0, />"• = 0,

= 0.
Dla podanych powyżej danych przeprowadzono porównanie wyników otrzymanych

metodą ścisłą [3] z wynikami otrzymanymi metodą przybliżoną efektu brzegowego. Po-
równanie to przeprowadzono dla siatek o gęstościach n = 12 i n = 48. Najbardziej poglą-

Rys. 3

dowym sposobem tego porównania jest zestawienie wielkości momentów promieniowych
nf otrzymanych za pomocą obydwu metod. Zestawienie to przedstawiono na wykresach
rys. 4. Dla przypadku a metoda efektu brzegowego prowadzi do wyników

« = 12; m" = Mg6f,
77 = 4 8 : mr = MQ2S>*;

Z obliczeń zaś ścisłych otrzymujemy:
n = 12:

mr = M(l,06396g5' 4+0,06396.4-7 'VM-0,06396)e-1);
n = 48:

mr = J W ( l ) 0 0 4 3 e 2 4 + 0 , 0 0 4 3 ^ - 2 V 2 8 1

Dla przypadku b metoda efektu brzegowego daje

M = 1 2 : mr =

72=48: mr =

obliczenia zaś ścisłe

n = 12:

mr = JW(0

«=48:

W =
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Łatwo zauważyć porównując odpowiednie rzędne wykresów, że efekt brzegowy wy-
stępuje tym silniej, im większa jest gęstość siatki n. Jest on także zależny od tego, czy obcią-
żenie momentowe występuje na brzegu wewnętrznym czy zewnętrznym. Porównanie od-
powiednich wykresów prowadzi jednocześnie do wniosku, że efektywne stosowanie metody
przybliżonej (efektu brzegowego) jest możliwe ze względów praktycznych dla siatek

mr i

Rys. 4. Kreską przerywaną oznaczono momenty mr obliczone metodą przybliżoną, linią ciągłą obliczone
w sposób dokładny

dostatecznie gęstych. Za siatki dostatecznie gęste można uważać tu siatki o liczbie prętów
obwodowych wynoszącej co najmniej n = 48 (przy tej samej liczbie prętów promienio-
wych). Popełniany wtedy błąd w przypadku obciążenia brzegu wewnętrznego momentami
wynosi około 1%, w przypadku zaś obciążenia brzegu zewnętrznego momentami wynosi
około 2,6%, co stanowi wystarczającą dokładność dla celów praktycznych.
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P e 3 io M e

PACTET CET^ATtlX flHCKOB OCHOBAHHfclH HA HCXIOJIB3OBAHHH
nPHEJIH5KEHHO£ł TEOPHH KPAEBOrO 3*d>EKTA

B cTaTBe [1] 6WJIH flaHbi ocHOBHbie ypaBHeH^H HHCKOB C ceraaTOH cTpyKiypoii. B Ka^ecTBe npwvtepoB
TaitHX flnci<0B MOWHO npHBecra nnocKHe peryjinpiibie H rycTwe cTepaoieBbie CCTKH, RHCKH C rycioii
H peryjiflpHoii nepcbopivsaijneH u T. n . B paiviKax KOtrarHyaJibHOH Mo^ejin Tai<H.x KHCKOB, npeflCTaBJieHHofi
B paGoTe \Y\, onpeflejieH^e HanpHHceHiioro COCTOHHHH H nepeMemenuft CBOflnTcn K peiaeHHio KpaeBOH
3a.p,3.nvi, flJifl CHCTeMW fln4)(bePeHUnaJn>HLix ypaBHeHHH 6-ro nopflfli<a. 3 m ypaBHeHHH aHajiorOTHbi
B HeKOTopOM CMbicjie ypaBHeHH^M njiocKoro aiiH30TponHoro KOHTMHyynia Koccepa c Tpejvin CTeneiiHiwii
CBoSoflbi (flBe cocTasjiHiomne BeKTopa nepeMeineHuit H noi<ajiBiioe Bpamenne B njioci<ocTH Hiici<a).
B Hn<J)4>ePeHI^naJiBH0M onepaTope BŁicmero nopn^Ka y ĵąBCTByeT Manwii napaMeTp3 xapaKTepn3yioiniiH
«roioTH0CTB» ceTKK. Enąroflapn 3T0iviy cTai-ioBHicH BO3MO>KHŁIM nojioaceiine npn6jni>Kemioro pemeHHH
c Hcnojib3OBaHneM TaK Ha3tiBaeMoii acHMnTOTmiecKoft Teopnn (uorfla Majrwii napaivieTp
nyjiio) H «KpaeBoro 3<pdPeKTa>> [2].

B flaHHoii ciaTte cofl;ep>KaTCH: 1) npuMep pac^eia cemaToro flHCKa npii HCnojiE30BaHnn
MecKoft Teopun u KpaeBoro sdpdpeKTa; 2) ^mcneHi-ian oueiiKa TO^HOCTH npuSjoDKCHHoro peinenHfij B 3a-
BHCHMOCTH OT rycTOTM ceTKH. flanee, B pa3fl. 1 HacTonrueii CTaTbH, Ha ocHOBe [2] flaHa csoflKa OCHOBHLIX
ypaBiienHH Teopim. CneflyeT oTMeTHTt, <łTO npH6jiH>i<eiiHbift cuocoS pac^eTa cemaTwx HHCKOB, OCHO-

Ha KpaeBOM 3(b4>eKTe5 anaiHTejitHo nponje MeM npH6jlH3KeHHblti MCTOA pac^eTa
Hcnojib3yiomMii aHaJioî H-qHbiit adpcbcKT B njiacTHHax [3].

S u m m a r y

EDGE EFFECT IN DENSE LATTICE-TYPE DISC STRUCTURES

Basic equations of the lattice-type disc structures (such as plane gridworks, perforated plates etc.)
were given in [1]. The problem was reduced to a boundary value problem for a 6th order differential equa-
tion, the discrete structure being replaced by a continuous model. These equations are analogous to those
govermng a plane anisotropic Cosserat continuum possessing three degrees of freedom (two components
of the displacement vector and the local rotation). An additional small parameter characterizing the density
of the lattice appears at the higher order terms of the equation. This makes it possible to obtain an approx-
imate solution with the aid of the asymptotic theory — the parameter being made zero — and the edge
effect.
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The paper presents an example of calculations of a lattice structure, based upon the asymptotic theory
and the edge effect theory, and a rough numerical estimate of the achieve daccuracy depending on the lat-
tice density. It should be mentioned that the presented method applied to plane lattice-type discs is consider-
ably simpler than the analogous method applied in [3] to the problem of bending of lattice-type plate struc-
tures.
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O EFEKCIE SKALI CIAŁA KRUCHEGO WYTRZYMUJĄCEGO USTALONĄ
KONCENTRACJĘ MIKRO-USZKODZEŃ

JANUSZ MURZEWSKI, JÓZEF SOJKA (KRAKÓW)

1. Model ośrodka i mechanizm zniszczenia

Jednostkowa granica wytrzymałości ośrodka kruchego zależy od absolutnych rozmia-
rów ciała, w tym sensie, że jej wartość oczekiwana jest malejącą funkcją objętości ciała.
Prawidłowość ta, zwana efektem skali, została zbadana doświadczalnie i wytłumaczona
na gruncie rachunku prawdopodobieństwa przez W. WEIBULIA [12], J. I. FRENKIELA [5],
B. B. CZECZULINA [2] i innych autorów [1, 3]. Podstawą heurystyczną teorii efektu
skali jest tak zwana hipoteza «najsłabszego ogniwa w łańcuchu», według której nośność
graniczną całego ciała określa się wytrzymałością miejscową jego najsłabszego elementu
oraz hipoteza, że w materiale znajdują się przypadkowe, bezładnie rozmieszczone uszko-
dzenia lokalne, czyli miejsca o zaniżonej wytrzymałości.

Metody rozważań, jakie są przedstawicne na podstawie tych hipotez, można by z grub-
sza rzecz biorąc podzielić na dwa kierunki. Do kierunku pierwszego zaliczymy te prace,
w których wprowadza się ciągłe funkcje rozkładu minimalnych wartości lokalnej wytrzyma-
łości materiału. W. WEIBTJLL jako pierwszy tak właśnie postąpił [12], a zaproponowane
przez niego prawo rozkładu wartości minimalnych okazało się trafne i zyskało duże roz-
powszechnienie [13]. Dalszy rozwój tego kierunku, dla którego charakterystyczne jest
traktowanie materiału jako ośrodka ciągłego, polegać chyba będzie na zastosowaniach
teorii stacjonarnych funkcji stochastycznych [8].

Drugi kierunek — to użycie klasycznych schematów losowania i «dyskretnych» funkcji
rozkładu, np. funkcji rozkładu Bernoulliego. Stosując tę metodę należy sobie wyobrazić
ciało jako zbiór cząstek, w których mogą występować defekty. Z reguły uwzględnia się
niejednorodność tych defektów i charakteryzuje sieje funkcją prawdopodobieństw Gaussa,
Pearsona lub inną. Ten punkt widzenia został przedstawiony np. w pracy T. A. KONTO-
ROWEJ i J. I. FRENKIELA [5]. W tym ujęciu poszukiwania teoretyczne zwrócone są w kierunku
określenia prawdopodobieństwa rzadko występujących, najbardziej osłabionych cząstek
materiału, bo te determinują wytrzymałość całego zbioru. Jednakże w znanych nam
pracach nie spotkaliśmy konsekwentnie zastosowanego schematu rzadkich zdarzeń i prawa
prawdopodobieństw Poissona. Nawet S. D. WOŁKÓW [14], który przedstawia w gruncie
rzeczy Poissonowski schemat losowania, dokonuje ostatecznie błędnego przejścia gra-
nicznego i aproksymuje końcowe wyniki Gaussowskim rozkładem asymptotycznym
(str. 93 monografii [14]).
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W niniejszej pracy zjawisko kruchego pęknięcia analizować będziemy w oparciu o uogól-
nioną (tak jak u S. D. WOŁKOWA) hipotezę najsłabszego ogniwa w łańcuchu i hipotezę
przypadkowego rozłożenia defektów przy uwzględnieniu dyskretnej struktury materiału.
Zarodek makropęknięcia w ośrodku traktować będziemy jako zdarzenie rzadkie, wywołane
nadzwyczajną lokalną kumulacją mikrorys, i prowadzące ostatecznie do zastosowania
prawa prawdopodobieństw Poissona. Wyniki, które przedstawimy, będą ogólniejsze od
klasycznych wzorów opisujących efekt skali i dlatego ich zakres stosowalności w praktyce
może być szerszy.

Przy analizie efektu skali ograniczymy się do ośrodków quasi-jednorodnych, sprę-
żysto-kruchych, początkowo doskonale izotropowych. Przez quasi-jednorodność rozu-
miemy jednorodność w skali makroskopowej przy jednoczesnej niejednorodności w skali
mikroskopowej. Sprężysto-krucha własność mikroelementu polega na tym, że po od-
kształceniu sprężystym i osiągnięciu przez mikronaprężenie s odpowiedniej granicy P
następuje momentalnie opadnięcie mikro-naprężenia do zera. Sprężysto-krucha własność
makroelementu polega na tym, że aż do granicy sprężystości Q materiał podlega prawu
Hooke'a, następnie mogą zachodzić nieliniowe odkształcenia na skutek spękania, czyli
tzw. plastyczności destrukcyjnej i dopiero po osiągnięciu przez naprężenie er granicy wy-
trzymałości R następuje rozerwanie ciała. Rozpatrywany jest stan naprężenia doskonale
jednoosiowy i quasi-jednorodny, a więc s jest zmienną losową a a — wielkością w pełni
określoną.

Przy założeniu doskonałej izotropii początkowej materiału mikrorysy występować
będą w płaszczyznach prostopadłych do kierunku działania naprężeń rozciągających;
Na skutek takiego spękania materiał nabywa własności anizotropowych. Zagadnienie
nabytej anizotropii «destrukcyjnej» w przestrzennym stanie naprężenia było już przedmio-
tem badań doświadczalnych i teoretycznych. Przy uproszczonym podejściu do tego zagad-
nienia, przedstawionym w pracy [9] i ograniczeniu się do jednoosiowego stanu naprężenia
jedynym efektem tej anizotropii będą wyżej wspomniane odstępstwa od prawa Hooke'a..

Zakładamy, że materiał ma mikrostrukturę podobną do tej, jaką opisywali w swoich
pracach J. MURZEWSKI [9] i S. D. WOŁKÓW [14], tzn. polegającą na podziale ośrodka
na elementy objętościowe makroskopowe ii (I rzędu) i mikroskopowe O (II rzędu), czyli
na tzw. punkty fizyczne pierwszego i drugiego rodzaju, w stosunku do których stosuje się
różne prawa fizyczne. Wymiary elementów makroskopowych szacowane są [9] na 0,1 mm,
czyli 10~2 cm, tak żeby podlegać badaniom laboratoryjnym, elementów zaś mikroskopo-
wych— na 103 A, czyli 10~5 cm, tak żeby zachować jeszcze własności materii ciągłej.
Przy tak pomyślanym geometrycznym podziale ośrodka ilość elementów O w elemencie Q
wynosi

ilość zaś punktów pierwszego rodzaju jest tego samego rzędu już przy stosunkowo małych
rozmiarach elementów konstrukcyjnych, bo ~ 10 cm,

(1.2) N-
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Można się zatem spodziewać, że przy tak dużej liczbie elementów zachodzą prawa wielkich
liczb, które zastosujemy w dalszych rozważaniach tej pracy. Wielkości mikroskopowe O
i makroskopowe Q, a zatem i M będziemy w dalszym ciągu traktować jako stałe dla danego
ośrodka kruchego, ale nie będziemy konkretyzować ich wartości. Będą to więc parametry
zależne od rodzaju materiału.

W związku z tak przyjętym modelem ośrodka rozróżniamy zniszczenie ośrodka mikro-
skopowe, czyli drugiego rodzaju, i makroskopowe, czyli pierwszego rodzaju, przy czym
to ostatnie przy jednorodnym stanie naprężeń jest równoznaczne z utratą nośności całego
ciała. O wytrzymałości materiału decydują losowo rozłożone mikrouszkodzenia (mikro-
rysy) wewnętrzne, powstające w nim w procesie obciążenia. Element objętościowy drugiego
rzędu traci wytrzymałość z chwilą pojawienia się w nim jednej mikrorysy. Natomiast
pęknięcie elementu pierwszego rzędu następuje przy pewnej granicznej liczbie mikrorys r
uważanej za jedną makrorysę. Liczba naturalna r traktowana jest jako specyficzna stała
materiałowa.

Zakładamy, że ciało o objętości V znajduje się w stanie mikronaprężeń 5 i że sk, k =
— 1, 2, ..., L, oznaczają naprężenia panujące w elementach mikroskopowych Ok. Jeżeli
granica mikro wytrzymałości elementu Ok wynosi Pk, to mikroskopowy warunek pęknięcia
tego elementu zapisujemy w postaci
(1.3) sk>Pk-
Jest to warunek wystarczający dla powstania stacjonarnej mikrorysy. Jeśli w &-tym ele-
mencie mikroskopowym nie było mikrorysy, to jest to również warunek konieczny. Wa-
runek mikrospójności ma wówczas postać nierówności przeciwnej

(1.4) sk<Pk.
Stadium plastyczności destrukcyjnej ośrodka z mikrostrukturą, znajdującego się pod
obciążeniem, zaczyna się z chwilą pęknięcia jednego mikroelementu Ok i postępuje do
chwili, kiedy w jednym makroelemencie Qh i = 1,2, ...,N, składającym się z mikro-
elementów Oj, j = 1, 2, ..., M, ilość zniszczonych punktów fizycznych osiągnie wartość
graniczną r. Z tą chwilą następuje pęknięcie elementu Qt, czyli utworzenie się rysy, roz-
przestrzeniającej się na cały przekrój ciała.

Założenie, że istnieje taka liczba r > 1, która charakteryzuje kruche zachowanie się
materiału, jest podstawową hipotezą tej pracy. Nie jest to hipoteza nowa, gdyż m. in.
S. D. WOŁKÓW [14], jak już wspomniano, w ten sposób właśnie uogólnił koncepcję naj-
słabszego ogniwa w łańcuchu. Istnieje wiele argumentów przemawiających za celowością
wprowadzenia takiego uogólnienia. Do nich zaliczyć należy powszechnie znane fakty
doświadczalne, że pojedyncze mikropęknięcia rozciąganego ośrodka kruchego, wykrywane
np. przez osłuchiwanie stetoskopem, nie powodują całkowitego rozerwania ciała. Prze-
mawia za tą hipotezą także fakt, że materiały kruche na granicy wytrzymałości z reguły
wykazują odstępstwa od prawa Hooke'a, mimo że odkształcenia plastyczne typu poślizgo-
wego lub lepkiego nie wchodzą w rachubę z uwagi na niskie naprężenie i krótki czas próby.
Jeśli doświadczalnie stwierdza się w tym przypadku, że odkształcalność graniczna charak-
teryzuje wytrzymałość materiału, to ze statystycznej teorii plastyczności destrukcyjnej [9]
wynika, że maksymalna koncentracja spękania jest specyficzną stałą ośrodka, a stąd z kolei
wniosek, który będzie jeszcze w tej pracy szczegółowo wyprowadzony, że istnieje liczba r
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ograniczająca ilość mikrorys w jednym makroelemencie. Nadmienić jednak należy, że
hipoteza o stałej liczbie r nie jest jedyna, która pozwala wytłumaczyć fakt, że granica wy-
trzymałości może przewyższać granicę proporcjonalności ciała kruchego. Dla materiałów
kruchych o silnie nieliniowym prawie odkształcenia można interpretować utratę wytrzy-
małości jako niestateczność stanu naprężenia [9], skąd wcale nie wynika r = const.

W ogólnym przypadku zarówno mikro wytrzymałość P jak też mikronaprężenie s
są zmiennymi losowymi. Dla uproszczenia obliczeń i przejrzystości rozważań tylko jedną
z tych wielkości będziemy uważać za zmienną losową o skończonej wariancji, a drugą —
ustalimy. Kwestia, którą wielkość przyjąć za losową przy wyprowadzaniu statystycznego
kryterium pęknięcia, czy mikrowytrzymałość P, jak często zakłada w swych pracach pierw-
szy z autorów, np. [7, 9], czy też — mikronaprężenie s, jak to czyni S. D. WOŁKÓW [14],
pozostaje otwartą. W pracy rozpatrzymy obydwa warianty, jakkolwiek bardziej uzasadnio-
nym wydaje się przyjmowanie za zmienną losową mikrowytrzymałości, gdyż rozrzut mikro-
naprężeń zależy głównie od zmienności mikroskopowych modułów sprężystości, które nie
podlegają tak dużym fluktuacjom jak cechy wytrzymałościowe.

Zakładamy, że rozkłady prawdopodobieństw mikronaprężenia s i logarytmu mikro-
wytrzymałości In P są typu gaussowskiego. Prawo Gaussa bywa z reguły przyjmowane
dla scharakteryzowania rozkładu mikronaprężeń lub mikrodefektów w pracach teoretycz-
nych na temat efektu skali [5, 14]. Potwierdzają je ostatnio przeprowadzone mikroskopowe
badania eksperymentalne [4]. Logarytmiczno normalne prawo rozkładu dla mikrowytrzy-
małości jest częściej stosowane niż normalne prawo rozkładu, gdyż usuwa prawdopodobień-
stwa ujemnych wartości granicy mikrowytrzymałości, nie mające sensu realnego. Poza tym
różnice między normalną i logarytmiczno normalną funkcją rozkładu przy niedużych
współczynnikach zmienności są bardzo małe. W ogóle można mówić, że rozkład normalny
i log-normalny jest rozkładem asymptotycznym dla wielu symetrycznych i niesymetrycznych
rozkładów prawdopodobieństw [11] i stosowanie jego ma w pierwszym przybliżeniu zna-
czenie do pewnego stopnia uniwersalne.

2. Wpływ skali na granicę sprężystości

Korzystamy z następująch oznaczeń:
V objętość ciała,
O objętość elementu makroskopowego,
O objętość elementu mikroskopowego,
L ilość elementów O w ciele o objętości V,
N ilość elementów O w ciele o objętości V,

M ilość elementów O w elemencie o objętości Q,
I ogólna ilość mikrorys w ciele o objętości V,
n losowa ilość makropęknięć w ciele o objętości V,
m losowa ilość mikrorys w elemencie Q,
m średnia ilość mikrorys w elemencie Q,
r graniczna ilość mikrorys w elemencie O,

między którymi zachodzą związki:
(2.1) L = M-N,

(2.2) Q = M-O,
(2.3) V = N-Q = M-N-O = L-O,
(2.4) l=m-N.
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Geometryczne prawdopodobieństwo mikrorys X, czyli średnia koncentracja zniszczo-
nych mikroelementów O w objętości ciała V wyraża się wzorem

W pracach [7, 9] proponuje się nazwać prawdopodobieństwo X spękaniem. Spękanie
materiałów czysto-kruchych, nie wykazujących efektów ciągliwości (plastyczności pośli-
zgowej itp.), równa się wytężeniu w probabilistycznym sensie tego słowa.

Przyjmujemy najpierw za zmienną losową mikronaprężenie s i charakteryzujemy je
normalnym prawem rozkładu N(s, /A), O wartości średniej ~s i odchyleniu standardowym fi.
Wartość średnia s równa się w przybliżeniu makroskopowemu naprężeniu głównemu a,
co wynika z prawa akcji i reakcji [9, str. 268],

(2.6) . * = r = T K a -
Powyższą przybliżoną równość wprowadzamy dlatego, że X w naszych rozważaniach jest
liczbą bardzo małą, ponieważ m jest liczbą skończoną, a M jest bardzo duże. Wariancja
mikronaprężeń w ośrodku quasi-jednorodnym wg twierdzenia S. D. WOŁKOWA [14, str. 29]
jest proporcjonalna do właściwej energii sprężystej, a więc

gdzie Eo > 0 jest stałą materiałową, określającą stopień niejednorodności sprężystej
ośrodka.

Energia potencjalna odkształcenia sprężystego dla ośrodka izotropowego w rozpatry-
wanym jednoosiowym przypadku naprężeń wynosi

(2.8) 0 = j - ,

gdzie E jest ustalonym modułem Younga. A więc odchylenie standardowe mikronaprężeń
wynosi

(2.9)

Wprowadzając symbol v dla oznaczenia współczynnika zmienności dostajemy wzór

(2.10) v = -~-s= * | / -£• = const.

W pierwszym wariancie obliczeń traktujemy mikrowytrzymałość Pk mikroelementu ak

jako jednakową wielkość dla każdego k,

(2.11) Pk cn P = const.

Biorąc pod uwagę (1.4), (2.6) i (2.11) oraz rozkład normalny, wyrażamy prawdopodobień-
stwo mikrospójności, czyli koncentrację mikroelementów niezniszczonych następującym
wzorem:

(2.12) 9(s<F
\2n [i
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gdzie F(t) jest dystrybuantą standaryzowanego rozkładu normalnego,

__ P—a _ P / t f - 1
/j, v

Prawdopodobieństwo mikrouszkodzenia wynosi

(2.13) 9(s>P) = l-F(t)

i kojarzy się ze strukturą ośrodka za pomocą wzoru (2.5). Tak więc porównujemy prawdo-
podobieństwo (2.13) z geometrycznym prawdopodobieństwem mikrouszkodzenia (2.5
i otrzymujemy

(2.14) A = l - !
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Zależność A od c przy wybranych wartościach parametru u przedstawiono na rys. 1,
W granicznym przypadku »->0, a więc dla stanu naprężenia idealnie jednorodnego
prawdopodobieństwo mikropęknięcia wynosi

(2.15)
A = 0, czyli 1 = 0 dla a<P

X = l, czyli 1 = L dla a > P.

W ogólnym przypadku natomiast

(2.16) / = o dla a<Q, / > ! dla er 5
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Symbolem Q oznaczyliśmy granicę sprężystości. Rozgranicza ona stan doskonale
spójny, liniowo sprężysty, od mikrozarysowania, czyli plastyczności destrukcyjnej materia-
łu. Dla skończonej liczby L, ilość mikrorys /, a także granica sprężystości Q są zmiennymi
losowymi. Medianę Q oblicza się z równania

(2.17) (l-Ai) L = y ,

gdzie \ wyraża się wzorem (2.14) dla a = Q, a modę Q — metodami podanymi po raz
pierwszy przez T. A. KONTOROWĄ i J. I. FRENKIELA [5]. Dla wielkiej liczby L — M-N,
wg (2.1) i (2.2), i ustalonej średniej ilości mikrorys I — 1- L wyprowadzamy wzór asympto-
tyczny, z którego określimy kres górny Q', realizowany z prawdopodobieństwem równym
jedności,

(2.18) l - ( l - J t ; ) L - > l , stąd X[->\,

Nadmieniamy przy tym, że dla wielkiej liczby L wartość średnia At dąży do tej samej gra-
nicy

(2.19) ŹL, =Lj h(l-X)L-1dX = 1 J_
L+l ~ L

A więc teoretyczna granica liniowej sprężystości, czyli granica proporcjonalności, jest
znikomo mała dla ciał dużej objętości, jak wynika z równań (2.14) i (2.18),

(2.20) g ' - > 0 dla L~>oo.

W praktyce określa się Q" > Q', jako naprężenie konwencjonalne, wywołujące umowną
odchyłkę As od prawa Hooke'a (np. As. = 0,0002). Ponieważ przy plastyczności destruk-
cyjnej odkształcenie nieliniowe wywołane jest redukcją powierzchni przekroju spójnego
(przenoszącego naprężenia) [9], więc praktycznie

(2.21) l"=%, gdzie « " - X .
S .Er

Graniczny warunek proporcjonalności formułujemy jak następuje:

(2.22) %\ = l-Fit') lub t' = W{\-X[),

gdzie t' — —^ , a W(x) jest funkcją odwrotną do dystrybuanty Gaussa, tzn. y = W(x)
v

gdy . = F(y), (rys. 2).
Wartości x bliskie jedności, odpowiadające dużym, niestabelaryzowanym wartościom
argumentu y, wyznacza się ze wzoru asymptotycznego [6, str. 595], rys. 2,

(2.23)

Oznaczając symbolem Q'o granicę proporcjonalności próbki o objętości Vo oraz

4 Mechanika teoretyczna
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przy czym t'o = W(l~P^), dostajemy zależność granicy proporcjonalności Q' od objętości
ciała V,

(2.24) Q' = Q

exp(-t2m

-« —« -20 - Z ł0 _ z - 4 -ff ^ f l HÓ - « ^

Rys. 2

Zależność (2.24) dla różnych wartości parametru v i przykładowej wartości X'o = l/L =
= 10~18 przedstawiono na rys. 3.

Natomiast konwencjonalna granica sprężystości Q", określona równaniami (2.21)
i (2.14) dla a == Q", nie zależy od objętości ciała.
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Rys. 3

3 ig v/v0

Przyjmijmy teraz w drugim wariancie obliczeń, że materiał quasi-jednorodny charak-
teryzuje się zmienną losowo mikrowytrzymałością P, a mikronaprężenie sk mikroelementu
Ok można w przybliżeniu zastępować w pełni określoną wartością,

(2.25) sk K ? « a,
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i załóżmy, tak jak to podano w p. 1, że rozkład zmiennej losowej P opisuje prawo loga-
rytmicznonormalne

(2.26)

gdzie P oznacza medianę mikrowytrzymałości, v logarytmiczny wskaźnik zmienności,

P o = vP « vP jest odchyleniem standardowym.
Jeżeli uwzględnimy mikroskopowy warunek pęknięcia (1.3), to dystrybuanta określona

wzorem,

(2.27)

a
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Rys. 4

określa prawdopodobieństwo mikrorys dla naprężenia a. Porównując ze sobą formuły
(2.5) i (2.27) otrzymujemy zależność między naprężeniami a i koncentracją mikrode*
fektów I,

(2.28) A = l - F ( 0 ,

przy czym standaryzowana zmienna losowa ma w tym przypadku postać,

_ In P/er
v
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Zależność I od <r dla kilku przykładowych wartości logarytmicznego współczynnika zmien-
ności v przedstawiono na rys. 4. Jeżeli v -* 0, czyli materiał jest idealnie jednorodny, to
prawdopodobieństwo mikrozniszczenia wynosi, jak w przypadku poprzednim

(2.29)
I % = 0 dla a < P.

{X = 1 dla a > P.

Makroskopową granicę proporcjonalności Q' określa warunek,

(2.30)

gdzie t'
In P/C

Efekt skali dla granicy proporcjonalności ilustrują wykresy, rys. 5, następującej funkcji,

(2.31) <2' =

gdzie

przy czym parametry 20. "> 'ó niekoniecznie muszą być określone na podstawie doświad-
czalnego wyznaczenia granic proporcjonalności, bowiem można je określić na podstawie
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łatwiejszych do przeprowadzenia prób wytrzymałości rozdzielczej R, gdyż parametry te
figurują (bezpośrednio lub ich funkcje) we wzorach następnego punktu.

Wzór (2.14) jest znany np. z pracy [14] jako statystyczne kryterium mikropęknięcia,
a wzór (2.28) jest pewną jego modyfikacją. Nowym aspektem jest interpretacja tych wzorów
jako makroskopowego warunku proporcjonalności i sformułowanie wpływu skali na gra-
nicę proporcjonalności Q' (2.24) i (2.31), odrębnie od tych formuł, które dotyczyć będą
granicy wytrzymałości R.
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3. Wpływ skali na granicę wytrzymałości

Analizujemy wytrzymałość elementów konstrukcyjnych o różnej objętości, ale posia-
dających jednakową mikrostrukturę, czyli wykonanych z tego samego materiału. Wówczas
wielkości: r, Q, O (a zatem i M) oraz P, Pa względnie E, Eo — są stałe, tzn. nie zależą od
rozmiarów ciała, układu odniesienia i obciążeń, a wielkość X (a zatem i rn) zmienia się
w zależności od naprężenia a, zaś L (a zatem i N) zmienia się ze zmianą objętości ciała V.

Weźmy pod uwagę ciało o objętości V pozostające w quasi-jednorodnym, jednoosio-
wym stanie naprężenia i potraktujmy je jako zbiór elementów mikroskopowych Ok,
k = 1, 2, ..., L, które mogą mieć jedną z dwóch cech, mianowicie mogą być spójne lub
pęknięte. Cechę pęknięcia ma / = X • L elementów, cechę zaś spójności L—l= L(l — X)
elementów. Ze zbioru L-elementowego (z objętości V) losujemy jednorazowo (a więc
bez zwracania możliwego przy losowaniu kolejnym) próbę liczącą M mikroelementów Oj
w postaci jednego makroelementu Qt, zawierającego m elementów O pękniętych i M—m
elementów spójnych, i pytamy się, jakie jest prawdopodobieństwo zdarzenia, że wyloso-
wany element Qv zawiera dokładnie m mikrorys. Opisany powyżej schemat losowania
zależnego [11] prowadzi do hipergeometrycznego rozkładu prawdopodobieństw, 9(m;
M, I, L). Ponieważ liczebność zbioru L jest bardzo duża w porównaniu z określoną liczeb-
nością próby M:

M 1

zgodnie ze wzorem (1.2), przeto możemy aproksymować rozkład hipergeometryczny
rozkładem dwumianowym 9 (m; M, X) przy zachowaniu ustalonej wartości średniej
koncentracji mikrorys,

(3-D A - l .

Z kolei rozkład dwumianowy, w warunkach gdy

\jM<\
zgodnie ze wzorem (1.1), możemy aproksymować rozkładem Poissona !?(m; m) przy
zachowaniu średniej ilości mikrorys w makroelemencie

(3.2) m = IM.

Chcielibyśmy tutaj zwrócić uwagę na fakt, że dzięki poprawnie sformułowanemu
schematowi losowania średnie chrakterystyki spękania X i m zachowują swe skończone,
ustalone wartości przy kolejnych przejściach granicznych. W monografii [14] w tym zagad-
nieniu zachodzą osobliwości: X -» 0, a następnie m -*• oo, i wyniki mimo dalszych korekt
i adiustacji nie są wolne od sprzeczności.

Poissonowski rozkład asymptotyczny zastosujemy do oszacowania prawdopodobień-
stwa pęknięcia makroelementu,

r-\
V—1 — i

(3.3) 9{m^r) = \-e~^2



54 JANUSZ MURZEWSKI, JÓZEF SOJKA

Wzór (3.3) podaje kombinatoryczne prawdopodobieństwo pęknięcia, natomiast geomet-
ryczne prawdopodobieństwo makrorys równa się średniej koncentracji zniszczonych ele-
mentów O w objętości ciała V,

Porównując ze sobą wzory (3.3) i (3.4) otrzymujemy związek

m1

który po uwzględnieniu uogólnionej koncepcji najsłabszego ogniwa w łańcuchu (stoso-
wanej w myśl założeń tylko do makroelementów),

(3.6) R = 1,

daje statystyczne kryterium makropęknięcia, czyli warunek graniczny zniszczenia całego
ciała. Oznaczmy symbolem Xr graniczną wartość spękania, spełniającą równania (3.5)
i (3.6). Warunek wytrzymałości ma wówczas następującą postać:

(3.7) \-9{r-\,KM) = ̂ ,

gdzie 9>(m;m) jest dystrybuantą Poissona.
Wartość graniczna K jest uzależniona od granicznego naprężenia R, czyli wytrzymałość

makroskopowej przez statystyczny warunek mikrozniszczenia (2.14) lub (2.28), który
zapiszemy w ogólnej postaci

(3.8) l-F(tr)=K lub tr = W{\-K),
gdzie F(x) jest standaryzowaną dystrybuantą Gaussa, a W(y) jak poprzednio (2.16) funkcją
do niej odwrotną, zaś

J/R-l
dla losowych mikronaprężeń,

'-— dla losowych mikrowytrzymałości.
v

Układ równań (3.7) i (3.8) można łatwo rozwiązać ze względu na zmienną V, mianowicie

( 1 9 ) V~l-9{r-l,[l-F{tr)]M}'

gdzie tT znaczy jak wyżej.
Wzór (3.9) podaje zależność między objętością V i wytrzymałością R i jest nowym,

ścisłym rozwiązaniem zagadnienia wpływu skali na granicę wytrzymałości dla przyjętych
założeń. Przy korzystaniu z tego wzoru należy rozporządzać dostatecznie obszernymi
(kilkunastocyfrowymi) tablicami dystrybuanty Poissona i Gaussa [16].

Dla bezpośrednich obliczeń granicy wytrzymałości z uwzględnieniem współczynnika
skali najwygodniej byłoby korzystać z tablic lub wykresów funkcji (3.9), rys. 6 i 7, albo
wzór (3.9) odwrócić i przedstawić wytrzymałość i? jako funkcję zmiennej V, co jednak nie
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jest możliwe w wyraźnej i ścisłej formie analitycznej. Dlatego przedstawimy uproszczone
formy przybliżone tego wzoru, które częściowo sprowadzają się do zależności znanych już
z literatury przedmiotu. Zapiszmy najpierw, że

(3.10) R
dla losowych mikronaprężeń,

l+vtr

Pexp(—vtr) dla losowych mikrowy trzy małości.
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Zagadnienie polega obecnie na znalezieniu odpowiedniej, uproszczonej zależności tr od
objętości V. W tym celu rozwijamy dystrybuantę Poissona w szereg potęgowy

rmr+1 /•('"+.
(3.11)

Okazuje się, że dla m <ś 1 (czyli 1/JV <ś 1) bez zbytniej szkody dla dokładności (por.
rys. 8) wystarczy zachować formę liniową we wzorze (3.11). A więc

(3.12) 9{r-\,m) ta I -
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Stąd przy uwzględnieniu równania (3.7) otrzymujemy wzór, który pokrywa się z relacją
wyprowadzoną z prostszych założeń przez N. N. AFANASJEWA i S. D. WOŁKOWA [14,
str. 95],

(3.13)

Wprowadziwszy oznaczenie Or = r\Q/Mr, zredukowaliśmy liczbę parametrów z pięciu
{r,v,M,P,Q) do czterech (r, v, P, Or); jest to niewątpliwie korzystne z praktycznego
punktu widzenia. Graniczna czyli nieprzekraczalna dla średniej koncentracji mikrorys X
wartość Xr jest dla skończonej ilości mikroelementów L zmienną losową. Dla wielkiej
liczby L, zmienna lr jest zbieżna stochastycznie do ustalonej wzorem (3.13) wartości
granicznej (przy matematycznym pojęciu słowa «graniczny»). Wzór (3.13) spełnia wyra-
żony w pracy [9] wniosek o zależności specyficznego, krytycznego prawdopodobieństwa
spękania luU od objętości ciała. W dyskusji wzoru (3.13) rozpatrzymy najpierw przypadek
r =\. Jest to przypadek, w którym podział na elementy I i II rzędu traci znaczenie i po-
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winna zachodzić ściśle reguła o decydującej roli najsłabszego mikroelementu w ośrodku,
W istocie w tym przypadku mamy

(3.14) 1, = 1 1 O
MN M

i rozwiązanie pokrywa się z rozwiązaniem klasycznym, które w rozdziale poprzednim
przyjęliśmy jako właściwe dla granicy sprężystości. Dla r > 1 objętość ciała V wchodząca
do wzoru (3.14) podlega redukcji w tym sensie, że zamiast liczby N figuruje JVroa, rys. 8,

(3.15) Xr =

gdzie JVred as y Njr\ < N. Stąd wniosek, że przyjęcie złożonej struktury ośrodka i granicz-
nej liczby mikrorys r > 1 pozwoli zastosować otrzymane wyniki do materiałów, które
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Rys. 9

charakteryzują się bardziej łagodnym wpływem skali na granicę wytrzymałości. Ostateczne
wzory zapisujemy biorąc pod uwagę (3.8), (3.10) i (3.13) w następującej postaci

(3.16) R

= r - dla losowych mikronaprężeń

v
r / r/~o~-\~\

Pexp —vxF\l— 1 / -^-1 dla losowych mikrowytrzymałości

albo w innej postaci przy oznaczeniach: Ro jest wytrzymałością próbki normowej o objęto-
ści Vo,



58 JANUSZ MURZEWSKI, JÓZEF SOJKA

i po wyrugowaniu parametru P lub P, a także parametru Or,

(3.17)

Zależność JR/i?0 od F/Fo dla przykładowych wartości parametrów ;•, ^ i kilku wartości
współczynnika zmienności mikronaprężeń v, lub mikrowytrzymałości v przedstawiają
wykresy na rys. 9 i rys. 10. Ważność powyższych wzorów i wykresów ograniczona jest
do ciał niezbyt małej objętości (V > Q) i do małej koncentracji mikrorys (Ar <̂  1). Dla

R/Ro
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wyznaczenia parametrów Ro, Ao, r, v lub v potrzeba czterech doświadczeń polegających
np. na określeniu wytrzymałości czterech próbek o różnych objętościach.

Na zakończenie wprowadzimy dalsze uproszczenia przybliżając funkcję (3.9), rys 6
funkcją liniową w skali półlogarytmicznej,

(3.18) tr = a+ — \% — .

Tego rodzaju przybliżenie jest celowe dla przypadku losowych mikrowytrzymałości, wtedy
bowiem końcowy wzór (3.16) upraszcza się do postaci

(3.19)

gdzie

R 10

= P(Qr 10-")-a\vlnlO

VP>

vb In 10
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•#• punkty doświadaalne [15]

Rys. 12

Wzór (3.19) jest taki sam jak wzór WeibuUa [12], ponieważ ani Ra, ani wykładnik potęgowy
B nie zależy od objętości ciała V. Stałe a i b zależą od dwóch parametrów r i M, a wartości
ich można w przybliżeniu odczytywać z powiększonego rys. 6 lub obliczać np. metodą
najmniejszych kwadratów tak, jak to zrobiono dla zestawienia tablicy 1. Błąd, jaki się
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popełnia stosując wzór uproszczony (3.10) zamiast wzoru dokładnego (3.14), przedsta-

wiono na rys. 11.

Dla przykładu, porównano rezultaty uzyskane w tej pracy na drodze teoretycznej

wg wzoru (3.16) z wynikami badań doświadczalnych wysoko węglowej stali kablowej

[15] i przedstawiono na rys. 12.
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P e 3 IO M e

O MACIHTAEHOM 34><t>EKTE flJM XPYIIKOrO TEJIA, BBIflEP>KHBAK)IHErO
yCTAHOBJlEHHYIO KOHLJEHTPAUfflO MHKPO-riOBPEECflEHHft

npefleji nponopn,noHajibHocTH n npeflejr npoHHOcra xpynKoro Tena3

aHajiH3npyeTCH OT ero o6i.eMa, npn Hcnojib3OBaHHn Teopan Bepojroiocra.
HcnojiB3yeTCH MOflent cpeflM c MHKpocTpyKTypoS onHcaHan H B pa6oTax E. MYJKEBCKOro [9]

H C. J\. BOJIKOBA [14] H cocxoHinan B pa.3fleneHHH cpe^bi na MaKpo-sneiweHTbi Q, KOiopbie B CBOIO
na MHKpo3JieivseHTbi O. rioBpe>KfleHHe oflnoro MUKposneMeHTa Bbi3biBaei TOULKO
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npeBŁinieHHe npeflejią nponoprwonajr&HocTH Me>Kfly HarrpH>KeHnaMH u fledpopiwairufiMU. flra flocTH>Ke-
HHH npeflena npo^niocm Tejia V, TpeSyeTcn noBpemfleHne r MuKpo-ajieivteHToB B ORHOM

B pa6oTe paccMaipHBaeTCH TOJIBKO cpe^a B O;THOOCHOM HarrpH>KeHHOM COCTOHHHH a. PacfipefleneHHe

BepoHTHOCTelł npHHHTbi B ppyx BapaaHTax: HopiwaJiBHoe pacnpeflejieHiie (2.12) nun MHKpo-HairpHH<e-
HHH s, npa ycTaiiOBjieiiHOH MHKpo-npo^nocTH P = P, HHH » e jiorapucbMirtjecKH-HopMajrBHoe pacnpe-

(2.26) HJIH MHKpo-rrpo^HOCTu P, npn ycTanoBJieHHOM MHKpo-iianpHHceHUB s & o
3THX flByx cjry^aeB onpeflejmeTCH cTaTiicTMCCKHH Kpinepnił MHKpo-Tpem;HHbij T. e. rpaHimbi

nponopiinoi-ianbHocTH cooTBeicTBenHO B BiiRe 4)op«yJi(2.24) ti, (2.31). 3 T H ^opmyjrti itruiiocTpHpyioTCfi
HnarpaMinaMH Ha pac. 3 H PHC. 5.

ITpH onpeflejieHUH cTaTHcm^ecKoro KpuTepun MaKpo-Tpeinnii, uciTojiBSOBanacŁ cxeMa 3aBHCHMoir
BŁi6opKH noBpeH<flenHbix MHitpo-aneivieHTOBj npuBOflHiuaH K rmnepreoMeTpn-qecKOMy pacnpefleneHHH.

e, STO pacnpeflejieHne anpoKCHMnpyeicfi SHHOMHJiBHbiM pacnpeflejieHneM, KoTopoe^ B CBOIO o^e-
B, acHMrrroTuqecKH CTpejviHTCH K pacnpenejieHHK) rtyaccoi-ia (3.3). B KOHU,e KOHI^OB 33BHCHMOCTB.

o6i.eMa Tena V H npeflena npcraaocTu R Bbipan-caeTca (bopiwynofi (3.9)3 puc. 6 H 7. 3TOT pe3ynBTaT
OT pe3yjitTaTa C. ^J,. BOJIKOBA [14]3 KOTOPMH OIXIHSOMHO npHMeunn acHMnToTH^ecKoe pac-
Faycca npH aHajiormiecKHX npeflnojioweHnax.

neKOTopbie ynpoinennn npnimTo oSpamyio (bopMyny (3.12), npeflCTaBJiHH ee B Biiflc (3.16)
HHH (3.17), pac. 9 H 10. Ocy>KflaeicH BO3MO>KHOCTB flajiBHeniiiero ynpomeHHfi u npuMeHeimH Haii6oJiee
npocTOH dpopMyjiw (3.19) flJin sdpcpeKTa macuiK.6a.

S u m m a r y

ON THE SIZE EFFECT IN BRITTLE BODIES CAPABLE TO SUSTAIN A CERTAIN
CONCENTRATION OF MICRO-DAMAGE

The limit of proportionality and the strength of micro-non-homogeneous brittle bodies is considered
as a function of the volume and analysed on the basis of the probability theory.

The model assumed of the medium with microstructure is similar to that introduced in the papers by
J. MURZEWSKI (9) and S. D. VOLKOV (14) and consists in dividing the body into macro-elements P, and
subdividing them into micro-elements O. A single micro-element damaged, the limit of proportionality
between the stresses and strains is exceeded; to reach the ultimate strenght of the body V, a number r of
micro-elements O belonging to the same macro-element Q has to be damaged.

One-dimensional states of stress a are considered in the paper. Two probability distributions are taken
into account: the normal distribution (2.12) for micro-stresses J at the given micro-strength P = P, and
the logarithmic normal distribution (2.26) for the micro-strength P at the fixed micro-stress s — a.

Statistical criteria of micro-cracking (exceeding the proportionality limit) are then developed for these
two cases, Eqs. (2.24) and (3.1), respectively; they are illustrated by Figs. 3 and 5.

In deducing the statistical criteria for macro-cracks forming, the hypergeometric probability distribution
was used. This distribution is then approximated by the binomial distribution which tends asymptotically
to the Poisson distribution (3.3). The relationship between the volume V and the strength limit R is finally
expressed by Eq. (3.9), Fig. 6 and 7. The result differs from that found by S. D. Volkov [14] who — having:
made similar assumptions — erroneously introduced the Gauss asymptotic distribution.

Certain simplifications make it possible to invert formula (3.12) and to represent it in the form of (3.16>
or (3.17), Figs. 9 and 10. The discussion concerning the possibility of further simplifications and applica-
tion of the simplest formula expressing the size effect (3.18) conclude the paper.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca została złożona w Redakcji dnia 7 czerwca 1967 r.
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ANALIZA UKŁADU WIBRO-UDERZENIOWEGO Z TARCIEM SUCHYM

BOHDAN KOWALCZYK (GDAŃSK)

W pracy niniejszej przeprowadzono analizę ruchu i stabilności układu wibro-ude-
rzeniowego przedstawionego na rys. 1

Na poziomej chropowatej suchej płaszczyźnie (współczynnik tarcia p) porusza się pod
działaniem siły okresowej Pcos(tot+(p) ciało M o masie m. Ciało M jest przytwierdzone

Rys. 1

do nieruchomej ściany pionowej A za pomocą sprężyny o sztywności c. Podczas ruchu
ciało M uderza o nieruchomy ogranicznik a—a oddalony o Xo od punktu O położenia,
w którym sprężyna jest w stanie nienapiętym.

Przy analizie drgań rozważanego układu przyjęto następujące założenia:
1) uderzenie masy o ogranicznik a—a odbywa się nagle na odcinku czasu bardzo

małym w porównaniu z okresem ruchu;
2) prędkość masy po odbiciu od ogranicznika a— a charakteryzuje się współczynnikiem

restytucji R(0 < R < 1), który zgodnie z hipotezą Newtona nie zależy od prędkości,
lecz jedynie od materiałów zderzających się ciał;

3) masa ogranicznika jest nieskończenie duża i nie bierze udziału w drganiach układu;
4) możliwe są drgania masy m o okresie równym okresowi siły wymuszającej lub jego

kr&tności.
Równanie ruchu przy X ^ 0 ma postać:

(1.1) m-
2

Rozpatrywać będziemy ruch masy m w dwóch przedziałach czasowych o «długości»
ty i t2, gdzie ty jest czasem, który upłynie od chwili uderzenia do osiągnięcia przez masę
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maksymalnej amplitudy L, t2 zaś czasem, który upłynie od osiągnięcia maksymalnej
amplitudy do następnego kolejnego uderzenia. Czas w każdym z tych przedziałów liczymy
od zera.

1. Po uderzeniu — ruch w stronę dodatniej części osi X:

X>0, s i g n Z = l ;

d2Xi

Podstawmy
y - P _ - . _ . /2 - C

' moł " ' m '
(1.3)

k . /</Kg
/ = — , a = — - — .

ca P

Otrzymujemy po podstawieniu (1.3)

(1.4) Xi-\-'A2Xx = — <2-|-COS(T + <PI),

Całka ogólna równania różniczkowego (1.4) w przypadku A ^ 1 ma postać:

a . . , _ . . 1

(1.5)

Xi = —XAi sin Xx -j-\B\ cos h: — -r=—— sin (T + <pi)
A — 1

Podstawiając warunki na krańcach rozpatrywanego przedziału

(1.6)
gdzie

(1.7)
mm2

 r mm2 ,, ^ _

V zaś jest modułem prędkości punktu M w chwili uderzenia masy o przegrodę.
Otrzymamy następujące związki dla stałych całkowania:

a 1
Ai = x0+-j2 — "jrzicos V1'

(1-8)
i Rv

oraz
, _ a a_ , xQ cosyi cosfo + ffij s i n ^ + yQ .

A2cos^Tl A a " t " c o s A T 1 ( A 2 - 1 ) c o s A T J " t " ' A 2 - l " ^ A ( A 2 1 ) b x '

Ax0 , a , ACOSCJ, sinęPi sin
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2. Na drugim odcinku — ruch w stronę ujemnej części osi X: X < 0 — ruch układu
dany jest równaniem różniczkowym:

d2X
(1.10) m~d/'

lub po podstawieniach (1.3)
(1.11) x2

Całka ogólna równania różniczkowego (1.11) w przypadku A j=- 1 ma postać:

x2 = -7«" + A2cosXr -\- B2sinh -{- -r»—•
A A — 1

(1.12)
x2 = ~AAito+%Bfa -T2—-

Podstawiając warunki na krańcach drugiego przedziału:

(1.13) x2(0) = /, X2(Q) = Q, x2(x2) = x0, x{%2)'=—v,
gdzie

T i + T 2 — 2nn,
n= 1,2,3 ... zaś jest stosunkiem okresu ruchu masy m do okresu siły wymuszającej,
otrzymamy:

n ^A\ A l 00S(p2 - R s i n ? > 2

gdzie

oraz
,_ o a cos<p2 sin<p2 .

T2~~IWk" + "F^T~Aa21) g T 2~

-

W związkach (1.9) i (1.15) niewiadomymi są tt oraz 9?!. Porównując związki (1.9)i
i (1.15)! oraz (1.9)2 i (1.15)2 stronami otrzymujemy następujące równania:
(1.16) ax cos !?>!+&! sin 9?! = cx, a2cos(pi

J
rb2sm(p1 = c2,

gdzie

T 2 r (cosAz!—COSAT2) + ^ I
A •— 1 A — 1

p
A 2 X 0 ( C O S A T I — C O S A T 2 ) — ^ (

A2 A
-o——^(smAT^osATj—i^cosATjsinAtj)— -75—-(cosAT2+-KcosAT1)sinT1;A — 1 A — 1

b2 = —p—p-

c2 = A 2 ( i A A A

5 Mechanika teoretyczna
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Rugując z równań (1.16) parametr 9̂  dochodzimy do związku

(1.17),
^2 ^2 b2c2

—
a2b2

= 0.

Można wykazać, że rozwiązania układu (1.16) istnieją, jeżeli

Równanie przestępne (1.17)i rozwiązujemy graficznie kreśląc wykres funkcji

(1.17)2

w przedziale [0; 2nń\.
Przy analizie stabilności ruchu rozpatrywanego układu posłużymy się metodą prze-

kształceń punktowych [1], Dla rozpatrywanego układu dynamicznego płaszczyznę fazową
(x, x) dzielimy półprostymi S, Ą, S2 na obszary I i II. W każdym z tych obszarów ruch
układu opisany jest liniowym równaniem różniczkowym.

a2c2

2

tc2

2

tb,

Rys. 2

Trajektorie fazowe rozpatrywanego układu określają przekształcenie punktowe pół-
prostej

S w Si w obszarze I,

w S2 w obszarze I I ,

związek zaś

przekształca półprostą

•s' = - i

prowadząc do wzajemnie-jednoznacznej i ciągłej odpowiedniości punktów tych połprostych.
Oznaczmy te przekształcenia punktowe odpowiednio przez nlt nz, % a przez s, slt s2

i s' punkty przesunięcia fazowych trajektorii z odpowiednimi półprostymi. Znajdziemy
obecnie funkcje przyporządkowania, które określają omówione przekształcenia punktowe.
W tym celu do rozwiązania równania różniczkowego (1.14) podstawiamy warunki:

(1.18) przekształcenie
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Po prostych operacjach matematycznych otrzymamy układ równań, po rozwiązaniu
którego względem s i sx znajdziemy funkcję przyporządkowania w postaci parametrycz-
nej. Dla przekształcenia nt

- t X2- ] , . sinoJitsAr1-^g

(U9)
COSATJ (A2—

1
c o s (T

- 1 )
Następnie podstawiając do rozwiązania równania różniczkowego (ł.ll) warunki:

(1.20) przekształcenie n2

i rozwiązując otrzymany układ równań względem sz i Si znajdujemy funkcję przyporząd-
kowania (w postaci parametrycznej) dla przekształcenia n2:

s, =
X2xa—a

(1.21)

a t COSCJ 2

I2
1

5 2

a2—i X{X2-\)

X , sin(93i— T2)
i—-cosę?! r

tg/ .T 2 smc> 2 — •
( A 2 — 1 ) C O S Ź I T 2 '

A ' A 2 - l " " " r i J Ł & " ^ ' (A2-1)COSAT2 A 2 - r

Punkt nieruchomy s* omawianego przekształcenia punktowego znajdujemy z warunku

Stabilność punktu nieruchomego i odpowiadającego mu ruchu okresowego znajdujemy
z twierdzenia Koenigsa [1], a więc ruch jest stabilny, jeżeli

i niestabilny, gdy

ds

O.
di-

< 1

> 1

Dla omawianego układu analityczny warunek stabilności ma postać:

ds'

ponieważ

ds' (dsjdrjidsildii) ds'
ds (dsjdtijidSijdzi) ds2

P r z y k ł a d . Rozpatrzono ruch i stabilność układu w przypadku gdy

X = 0,4, a = 0,1, xo = l,O, i? = 0,5, «==1,
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Dla tych danych wykreślono wykres funkcji Ffa) ( U 7 ) 2 , rys. 3. Punkty przecięcia się
krzywej z osią odciętych wyznaczają te wartości dla których Ffa) = 0. W danym przypadku
uzyskano dwa rozwiązania:

Tj =3,20, Tj =3,56.

\ /

Rys. 3

W przypadku %l nie istnieje okresowe rozwiązanie rozpatrywanego układu. W przypadku
?! = 3,56 ruch układu jest stabilny, gdyż

ds_
ds

= 0,557 < 1

Rys. 4

Zależność przemieszczenia bezwymiarowego i bezwymiarowej prędkości od czasu podana

J
.est na wykresach (rys. 4).
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P e 3 IO M e

AHAJIH3 BHBPOyflAPHOfł CHCTEMBI IIPH HAJIIMHH CYXOrO TPEHHfl

B paBoTe paccMaTpusaeTCH flBH>i<eHne cnpoMaccoEOH Bn6poyflapHoS CHCieniu C jiniieftuofi ynpy-
roft xapaKTepmcTEiKOH. npeflnonaraeTCH, ^TO i<ojie6aHHH cucieMbi 3aTyxai0T 3a cqeT cyxoro ipennn.

(jjopMyjiti fljiH nepeiwemeHUH H CKOPOCTH KOJieSjuou^eiłcH Maccbi cooTBCTCTByioin;ne cny-iaw
cKHX KOJieSaiiHH, c iiepHOAOM paBHbiM nepnofly BO3Mymaiomeń cnnw HJIH ero KpaTHOCTH.

yflapa Maccbi o nperpa^y yMHTWBaeTca npH noiwomu KOS^^HUiieH
CKOPOCTH. AHajiH,3 ycTOOTHBocTH nepHOflu^ecKoro flBH>i<eHHH paccMaTpuBaeMoii
npn noMomn Meiofla ToqetjHbix npeo6pa3OBaHiiH.

S u m m a r y

ANALYSIS OF A VIBRATORY-IMPACT SYSTEM WITH SOLID FRICTION

The paper deals with investigation of a vibratory-impact system with one degree of freedom assuming
that the vibrations of the system are damped. The equations describing displacement and velocity of vibrat-
ing mass are given in the case when the frequency of vibration is equal or multiple of exciting force frequency.

The effect of impact is described by means of the coefficient of restitution of velocity.
The stability of periodic motion was investigated by means of point-transformation method.

POLITECHNIKA GDAŃSKA

Praca została złożona w Redakcji dnia 21 czerwca 1967 r.
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DEKREMENT DRGAŃ TŁUMIONYCH JEDNOCZEŚNIE TARCIEM WEWNĘTRZNYM
(WISKOTYCZNYM) I KONSTRUKCYJNYM

ZBIGNIEW OSIŃSKI (WARSZAWA)

1. Wstęp

Przy badaniach tarcia wewnętrznego tworzyw stosuje się często zamocowanie próbki
w uchwycie. Występuje wtedy tak zwane tarcie konstrukcyjne. Tłumienie drgań w tym
przypadku jest wynikiem zarówno tarcia wewnętrznego jak też tarcia w zamocowaniu.
Dla eksperymentatora badającego tarcie wewnętrzne jest wtedy rzeczą istotną zapewnie-
nie warunków sprowadzających wpływ tarcia konstrukcyjnego do minimum. Aby zdać
sobie sprawę z tych warunków, przeprowadzimy teoretyczną analizę tłumienia drgań
swobodnych przy jednoczesnym tłumieniu konstrukcyjnym i wewnętrznym. Drgania
swobodne z uwzględnieniem tylko tarcia konstrukcyjnego opisane zostały w pracach
[1 i 2]. Przyjmiemy tu układ badany w tych pracach oraz te same założenia dotyczące
tarcia konstrukcyjnego. Schemat podstawowy przy rozciąganiu próbki i drganiach postę-
powych masy przedstawiony jest na rys. 1. W badaniach tłumienia częściej używane są
próbki skręcane. Otrzymujemy wtedy analogiczne równania ruchu zastępując przemieszcze-
nie — kątem skręcania, masę — momentem bezwładności masy, sztywność podłużną —
sztywnością skrętną.

W pracach cytowanych wpływ tarcia wewnętrznego był pominięty. W pracy niniejszej
przyjmiemy, że próbka wykazuje tłumienie materiałowe o charakterze wiskotycznym,
siła tłumienia jest więc zależna od prędkości. Przyjmiemy dla uproszczenia zależność
liniową. Tłumienie tarciem wewnętrznym wykazuje cechy nieliniowe (por. np. [3]).

Celem naszym nie jest jednak w tej pracy badanie tarcia wewnętrznego, a tylko roz-
graniczenie stanów, w których decyduje bądź tarcie wewnętrzne, bądź tarcie konstrukcyjne.
Rozważania przedstawione posłużą nam do przedyskutowania poprawności wyników
badań tarcia wewnętrznego.

2. Równanie ruchu

Równanie ruchu masy przedstawionej na rys. 1 możemy napisać w postaci

(2.1) mii+cu = —P,

gdzie m oznacza masę, u przemieszczenie masy, c współczynnik tłumienia wewnętrznego,
P siłę sprężystości próbki z uwzględnieniem wpływu tarcia w zamocowaniu.
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Zgodnie ze wzorami podanymi w pracy [1] zależność między przemieszczeniem u
i siłą P w kolejnym (n+l)-szym półokresie drgań można przedstawić w postaci

(2.2) un+1(P) = w„(P„
EF AqEF

iignP,

gdzie w,1+i jest przemieszczeniem w (n+l)-szym półokresie (zmienne), u„ wartością prze-
mieszczenia w końcu K-tego półokresu, P„ wartością siły w końcu «-tego i początku
(n+l)-ego półokresu, EF sztywnością podłużną próbki, /długością swobodną próbki,

A-A
m

Rys. 1

q = 2p[i.b jednostkową siłą tarcia, działającą na powierzchni zamocowania próbki o szero-
kości b przy nacisku p i współczynniku tarcia /n.

Wprowadzimy zmienną bezwymiarową

oraz oznaczenia
. • tf •,...;•.,. .

.. / EF częstość drgań swobodnych, konserwatywnych w przypadku idealnie
co i, ~-t/ —j—

\ Im sztywnego zamocowania,

c podwójna wartość stosunku współczynnika tłumienia do tłumienia kry-
mcok tycznego.7 =

Wyznaczamy wartości prędkości u i przyśpieszenia w masy m i przy zastosowaniu wpro-
wadzonych wyżej oznaczeń podstawiamy do równania ruchu (2.1). Po przekształceniach
oraz po wprowadzeniu czasu bezwymiarowego % — cokt otrzymamy równanie ruchu dla
współrzędnej rj (bezwymiarowa siła) w postaci:

(2.3) i +yfj-\-rj = 0

Równanie to opisuje dowolny półokres drgań zarówno przy drganiach w prawo jak
i w lewo, z tym, że warunki początkowe należy dla każdego półokresu przyjmować rj = 1,
r; = 0.

Przebieg rozwiązania równania (2.3) przedstawiony jest na rys. 2. Interesuje nas nie
sam przebieg rozwiązania, ale przede wszystkim wartość ^ określająca stosunek siły po
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półokresie do siły na początku tego półokresu. Mając wartość rjx możemy wyznaczyć
logarytmiczny dekrement tłumienia zgodnie z określeniem podanym w pracy [1]:

(2.4) 8 = la [ - -
1

Vi

111

Rys. 2

3. Rozwiązanie równania

Równanie (2.3) jest nieliniowe. Nie możemy przy tym zakładać małości wyrazów nie-
liniowych. Do rozwiązania użyto więc maszyny analogowej. Celem obliczeń było ustale-
nie wpływu tarcia wiskotycznego określonego parametrem y i tarcia konstrukcyjnego
określonego parametrem £. Zbadać należy zakres £ od ~ 0 do co.

Przyjęliśmy dla y zakres od 0 do 0,8 czyli do 40% wartości tłumienia krytycznego.
Obliczenia przeprowadzono na maszynie analogowej Katedry Dynamiki Pojazdów Poli-
techniki w Delft (Holandia). Przyjmując skalę czasu 5 i skalę amplitudy 10 przekształ-
camy równanie (2.3) na równanie maszynowe o postaci

(3.1)

gdzie
-x = -

d =

Po rozwiązaniu równania wyznaczono dekrement zgodnie ze wzorem (2.4) i rys. 2-
Wartości dekrementu dla różnych wartości parametru I oraz współczynnika tłumienia
wiskotycznego y zestawione są w tyblicy 1. Charakter zależności dekrementu od wymie-
nionych parametrów ocenić można z rys. 3. Widać wyraźnie, że dla szerokiego zakresu
wartości parametru f określającego cechy tłumienia w zamocowaniu, dekrement nie
jest od niego zależny. W tym zakresie dekrement przyjmuje wartość równą wartości tłu-
mienia wiskotycznego odpowiadającego wartości współczynnika y. Przy zmniejszaniu się
wartości parametru następuje szybki wzrost dekrementu, wywołany tarciem konstrukcyj-
nym w zamocowaniu. Jeżeli badamy tarcie wewnętrzne, pragniemy uniknąć wpływu tarcia
w zamocowaniu na wyniki badań. Błąd wywołany tym wpływem ocenimy określając pro-



00

o
II

o"
II

0,
2

II
p.

o"

II

0,
8

II

o"
||

0,
2

11

o"

o

II

os

_

m

11
2,

48
22
5,

2

Qs
en

o

0,
51
1

„.
o"

vs
O

33

cn

O

00

94
,

OO

s

00

00
00
*"•

y,

VD

o

o

o"

O

i-.

O

n\

55

00

00

s

o
o

T—(

1—1

•n
O

00

o"

o

o

vs
m

CN

00
OO
o\

cn

56
,

o

[£
0I

o

5

O\
mO

O

0,
32
2

m

o

»-*

s

o)

20
46

§
82

•O

O\
O

o

oo

o"

oo
<s

o

o
(N

67

o

m
VO

00

<<-

Os
o

o

2t2'0

o
o

o
en

00
en
t^

co
en
ł—i

V!

oo

os

"*-

o

00

o

t-

o"

o
o

vi

t

31

8
Vi

76

o

Os

co
o"

_

O

(»•

00

o

>n
CSO
o

o
o

02

T-H

38

i—(

80

rn

co

m

co
m

co

s
o

s
o"

o
o
o

o

o

,2
5

o

o

3
o

00

s
oo
o

o

00

o

oo

o
o

1/1

o

o

o

o

00

m

S
oo
O

O

VI

o

o

v>
Os

O

O

00

o

VD

O

p>

o"

o

VI
Os
Os

[74]



DRGANIA TŁUMIONE TARCIEM WEWNĘTRZNYM I KONSTRUKCYJNYM 75

centowy stosunek przyrostu dekrementu wywołanego tarciem konstrukcyjnym w stosunku
do dekrementu wiskotycznego

A = - •100%.

Wyniki zostały zestawione w tablicy 1. Analizując je można ocenić minimalną wartość f,
konieczną dla uniknięcia określonego błędu w ocenie tarcia wiskotycznego (wewnętrznego).
Tak np. jeżeli A ma być mniejsze od 5%, to § powinno być większe od 17. Aby A było
mniejsze od 2%, £ powinno być większe od 30, zaś od 1% £ powinno być większe od
40. Przy f większym od 100 błąd praktycznie jest zerowy.

0,1 0,25 USH7SU5 2 3 4.5 10 20 49,5 100 4SS.5 1000 4993,5 10000

Rys. 3

Uwagi powyższe pozwalają ocenić wpływ tarcia w zamocowaniu na wyniki badań tarcia
wewnętrznego. Weźmy dla przykładu próbkę w postaci pręta o przekroju kołowym zamo-
cowanym jednym końcem z tarczą osadzoną na drugim końcu rys. 4. Układ taki bywa
bardzo często stosowany przy badaniu tarcia wewnętrznego. Weźmy pod uwagę nastę-
pujące dane: / = 100 cm, p = 100 kG/cm2, [t, = 0,1, r = 1.

Jednostkowy moment tarcia wynika ze wzoru:

q =

Parametr f zaś dla n-tego półokresu:

W
gdzie M oznacza maksymalną wartość momentu skręcającego na początku półokresu.
Jeżeli zażądamy, aby błąd oceny tarcia wiskotycznego nie przekraczał 5%, to z warunku
iż I ma być mniejsze od 17, otrzymamy, że moment maksymalny przy danych warunkach
nie powienien przekraczać 370 kGcm.
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Przy badaniu drgań o większych amplitudach należałoby odpowiednio zmienić warunki
umocowania lub wymiary próbki, np. zwiększyć fi lub p, albo powiększyć długość próbki.

Przedstawione powyżej rozważania oparte są na modelu przybliżonym, jeżeli chodzi
o warunki zarówno tarcia wewnętrznego, jak i tarcia w zamocowaniu, toteż wyniki ilo-

Rys. 4

ściowe nie mogą być wprost przeniesione na rzeczywiste układy służące do badania tarcia
wewnętrznego. Natomiast ogólny wniosek zachowa swoją poprawność przy przyjęciu bar-
dziej złożonej struktury oporów wewnętrznych i oporów zamocowania. W pewnych
zakresach parametrów na tłumienie drgań w stopniu decydującym wpływa tylko tarcie
wewnętrzne, w innych zaś decydującą rolę odgrywa tarcie konstrukcyjne w zamocowaniu.

Na fakt ten mało zwracano dotąd uwagi przy badaniu tarcia wewnętrznego, może
jednak być on przyczyną wielu rozbieżności w wynikach takich badań prowadzonych przez
różne ośrodki. Zjawisko opisane może także wywołać wątpliwości co do poprawności
wyników niektórych doświadczeń tego typu. Wydaje się np. że wyniki badań tłumienia
wewnętrznego elementów betonowych prowadzone przez SOROKINA [4] mogą być zakwe-
stionowane właśnie z powyższego powodu.

Podane wyżej rozważania mogą mieć także znaczenie dla oceny wpływu tarcia na
tłumienie drgań elementów maszyn i budowli. Sprawą dyskusyjną i często poruszaną jest
problem, który z mechanizmów rozpraszania energii: opory w zamocowaniu czy opory
w materiale gra rolę decydującą. Jak widać z powyższych rozważań zależy to od warunków
zamocowania, kształtów elementu i wartości obciążeń. W pewnych warunkach decydują-
cym może okazać się wpływ tarcia wewnętrznego w innych tarcie w zamocowaniu.
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P e 3 IO M e

flEKPEMEHT flEMIIOHPOBAHHLIX K0JIEBAHH8 CHCTEMŁI C BHyTPEHHHM
(BH3KHM) H KOHCTPyKIliHOHHBIM TPEHHEM

B pa6oTe npeacTaBJieno HCcneflOBaime fleKpeMeHTa KOjieSai-infł CHCTeMbi c ojnioii cieneubio CBo6oflbi,
fleMnCpHpOBaHHblX OflHOBpeMCHHO KOHCTpyKqHOHHbIM TpCHHeM B TOMKe 3ąKpenjieiIP,H II BHyTpeHHHM Tpe-
HneM. BHyxpeHHee Tpeime npeflnonaraeTCH, fljifl ynpomeimn, jiuHei-irao BH3KHM. YpaBnenHe HBIPKCHHH
pemąeicn flnn mapoKoro flnana3ona napaMeipos Ha MOflejmpyiomeft ManiHHe. Pe3yjiBTaTw ucnojib3o-

B Ka^ecTBe OCHOBŁI flnsr oqeiiKH BJIUHHUH KoncTpyKiłHOHHoro TpeHUH Ha pe3yjibTąTbi nccneflo-
BiiyTpeiniero Tpeimn. rioflTBep>KflaeTCH: Hann^ne oSnacTen, B KOTOPMX TpeHne B To îKe 3aKpen-
ne BJinaeT na pe3ynBTaTbi HccjieflOBaHHH BHyTpeiaiero TpeHHH. OnpeflejieHbi o6jiacTH3 B KOTO-

pbix KOHCTpyKUHOHHoe Tpeime HMeeT peniaiomuft xapaKTep.

S u m m a r y

DAMPING DECREMENT OF VIBRATIONS EFFECTED SIMULTANEOUSLY BY THE
VISCOTIC AND STRUCTURAL FRICTION

Presented are considerations concerning the effect of the structural friction in fittings and viscotic
internal friction. The latter is assumed to be linearly viscotic. The equation of motion has been solved on
an analog computer for the wide range of parameters. On the basis of numerical results the analysis of the
influence of the structural friction on the results of the experimental investigation of the internal friction
of materials is given. The analysis shows the existence of ranges of parameters where the structural friction
does not affect the results of the experimental investigation of the internal friction. On the other hand,
for some ranges the effect of structural friction is very strong.
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OPTYMALIZACJA KSZTAŁTU ŁUKU JAKO PRZEKROJU DŹWIGARÓW
SKLEPIENIOWYCH

Z D Z I S Ł A W K, LEŚNIAK (WARSZAWA)

1. Wstęp

W wielu konstrukcjach budowlanych stosuje się przekrycia dachowe w postaci sklepień
o zarysie łukowym. I tak np. dachy obiektów przemysłowych (hal fabrycznych, magazy-
nów itd.) miewają postać dźwigarów sklepieniowych o przekroju poprzecznym złożonym

Rys. 1. Dach budynku przemysłowego w postaci dźwigarów sklepieniowych

z szeregu łuków (rys. 1). Dźwigary te pracują przede wszystkim na zginanie jako belki
o rozpiętości L oparte na podporach w płaszczyznach AB oraz CD (rys. 2).

Względy ekonomiczne nakazują optymalizację tych konstrukcji. Optymalne dźwigary
sklepieniowe powinny zapewniać spełnienie wymagań funkcjonalnych, wytrzymałościo-

Rys. 2. Dźwigar sklepieniowy

wych itp. w stopniu zadowalającym, a przy tym powinny być najlepsze z punktu widzenia
pewnej ich cechy przyjętej za kryterium optymalności. Jako kryterium optymalności przyj-
muje się najczęściej ogólną ekonomiczność budowli.
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W zastosowaniu do dźwigara sklepieniowego kryterium to da się sprowadzić do wyma-
gania użycia minimum materiału w dźwigarze przy zachowaniu jego nośności nie mniejszej
od wymaganej (wariant 1) bądź też do żądania uzyskania maksimum wytrzymałości
dźwigara przy użyciu nie większej niż określonej ilości materiału (wariant 2). Zagadnienie
to ujmiemy teraz matematycznie.

Rozważmy jeden element przekroju poprzecznego dźwigara sklepieniowego, mianowicie
łuk o szerokości 2p i wysokości ym a x (rys. 3).

Rys, 3. Przekrój poprzeczny elementu łukowego dźwigara sklepieniowego

Pod wpływem zginania wywołanego obciążeniem naprężenia w przekroju dźwigara
nie-powinny przekroczyć wartości dopuszczalnych, czyli

( U ) M>^,

gdzie B oznacza moment zginający, przypadający na jeden element dźwigara (rys. 3),
e odpowiednio ex i e2, tj. odległości skrajnych punktów łuku (przekroju dźwigara) od osi
obojętnej, M moment bezwładności łuku (przekroju dźwigara) względem jego osi ciężkości,
k naprężenie dopuszczalne w materiale łuku.

Kryterium optymalizacji
wariant 1

(1-2) / = minimum, (/jest długością łuku),

przy spełnieniu warunków a < k, co sprowadza się do warunku

(1.3) M>Md

ponadto

(1.4) J > < > W .

gdzie Md jest daną wartością momentu bezwładności łuku, y oznacza rzędne osi łuku
>max dane ograniczenie wysokości łuku, reszta oznaczeń jak wyżej.
wariant 2

(1.5) M = maximum (M — j.w.)

przy spełnieniu warunków

(1.6) I^id> y^ymax,

gdzie / oznacza długość łuku, /,, daną wartość, pozostałe oznaczenia — jak wyżej.
, Zadanie optymalizacji polega na znalezieniu takiego kształtu łuku czyli takiego jego
równania, aby były spełnione warunki (1.3) i (1.4) przy wyborze kryterium optymalizacji
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wg wariantu 1 lub warunki (1.6) w przypadku wariantu 2, a ponadto aby funkcja kryte-
rium optymalizacji osiągnęła ekstremum. W wariancie 1 funkcja-kryterium (1.2) po-
winna osiągnąć minimum, a w wariancie 2 funkcja-kryterium (1.5) powinna uzyskać
wartość maksymalną.

Wielkość M (moment bezwładności łuku) występująca we wzorze (1.5) jako funkcja-
kryterium optymalizacji oraz we. wzorze (1.3) jako warunek zależy od funkcji y (równa-
nia łuku), jest więc funkcjonałem.

Przy zastąpieniu znaków nierówności we wzorach (1.3), (1.4) i (1.6), znakami rów-
ności obydwa warianty optymalizacji są równoważne tworząc zagadnienie dualne
programowania matematycznego [1].

Wariant 2 optymalizacji po zastąpieniu we wzorach (1.6) znaków nierówności
znakami równości stanowi izoperymetryczne zagadnienie rachunku wariacyjnego, które
nie jest dotychczas rozwiązane1).

Praca niniejsza podaje sposób rozwiązania tego problemu przez potraktowanie go jako
zagadnienia programowania matematycznego i zastosowanie metody Monte Carlo do jego
rozwiązania. Ponadto podano numeryczne rozwiązanie pewnego przypadku tego zagad-
nienia.

2. Sformułowanie matematyczne zagadnienia programowania

Zadanie optymalizacji kształtu łuku przedstawimy teraz jako zagadnienie programo-
wania matematycznego.

Załóżmy równanie kształtu łuku w postaci szeregu potęgowego

(2.1) y = anx"+a„_1x"-'l-{- ... J
ralx+a0

i potraktujmy współczynniki an (n = 0,1, ..,, n) jako zmienne decyzyjne, których wartości
mamy określić w postępowaniu optymalizacyjnym.

Przyjmując wariant 2 optamylizacji łuku możemy sformułować zadanie optymalizacji
łuku następująco:

Należy znaleźć takie wartości zmiennych a„{n = 0, 1, ..., ri), aby moment bezwładności
M łuku względem jego osi ciężkości był maksymalny przy równoczesnym spełnieniu
warunków, że długość łuku / nie przekroczy danej wartości ld, a wysokość łuku nie będzie
większa od danego wymiaru ym!Lx.

Z uwagi na symetrię łuku względem osi pionowej wystarczy rozpatrywać tylko jego
połowę (rys. 4) przechodzącą przez początek układu współrzędnych. Dzięki temu we wzo-
rze (2.1) zniknie wyraz wolny a0 i wyraz aYx. Równanie łuku będzie więc miało postać

(2.2) y = a,1x" + a,1=1jc''-1-|- ... +a2x
2.

Grubość dźwigarów sklepieniowych jest nieznaczna w porównaniu z szerokością łuku.
W dalszym ciągu będziemy więc rozpatrywać samą oś łuku jako przekrój dźwigara skle-
pieniowego (grubość 1).

') Autor dziękuje doc. d-rowi ini. Zbigniewowi Mazurkiewiczowi za zwrócenie uwagi na nieroz-
wiązany dotychczas problem optymalizacji łuku.

S Mechanika teoretyczna
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Położenie środka ciężkości ys łuku znajdziemy z warunku, że moment statyczny łuku
względem swego środka ciężkości równa się zeru:

(2.3)
JVl+/2 dx

gdzie y = y(x), p oznacza połowę szerokości łuku (granica całkowania), 5" moment sta-
tyczny łuku względem osi x, 1 długość łuku.

Rys. 4. Łuk optymalizowany

Moment bezwładności M łuku względem osi ciężkości wynosi

(2.4) M =

gdzie y = y(x).
Zadanie optymalizacji łuku polega na znalezieniu maksimum warunkowego funkcji M.

Warunkami są

(2.5)

oraz

gdzie /,, i ymRX są z góry danymi liczbami. Krótko mówiąc należy znaleźć M = maksimum
przy / < ld, y < ymax. Funkcje M, I i y są nieliniowe względem x.

Zagadnienie to nie daje się rozwiązać za pomocą rachunku różniczkowego. Zasto-
sujemy więc do jego rozwiązania metody programowania matematycznego.

Jak zobaczymy niżej, w przypadku kształtu łuku wyrażonego wielomianem (2.2) całki
występujące we wzorach (2.3)-(2.5) nie dają się ogólnie obliczyć w sposób elementarny
i przedstawić w postaci zamkniętych wzorów. Muszą one być określane w sposób przy-
bliżony metodami numerycznymi. Ten fakt wyklucza zastosowanie niektórych metod pro-
gramowania matematycznego. Nie jest np. możliwe zastosowanie metod gradientowych
do znalezienia maksimum warunkowego funkcji M.

Do rozwiązania zagadnienia optymalizacji łuku zastosujemy metodę Monte Carlo [2]
stosując komputer do obliczeń numerycznych.
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3. Przykład optymalizacji luku (obliczony numerycznie)

Równanie łuku wyraża wielomian czwartego stopnia (por. rys. 4)

(3.1) y^

Położenie środka ciężkości

Anx* 4- hx* 4- rx2\ 1/1 4- f4flx3 4- 3hx2 A-^rx^dx
(3.2) A = ^ — ^ .

J j/T+(4a?+3to2+2cx)2 JJC
0

Moment bezwładności łuku względem osi ciężkości
P

(3.3) M = / (ax 4 +6x 3 +ex 2 -;y s )yT+(W + 3ta2+2cx)2^.

Zadanie optymalizacji łuku polega na znalezieniu takich wartości zmiennych decyzyjnych
a, b, c, dla których wystąpi maksimum funkcji M przy równoczesnym spełnieniu nastę-
pujących warunków:

warunek 1
p

(3.4) / = f \/l + (4axi+3bx2+2cxf dx^ld;
o

za Id przyjmujemy ćwiartkę długości koła o promieniu p: ld = -^-;

warunek 2 . - • • . .

(3.5) y = ax*+Z>x3 + ex2 < j m a x .

Za J V X będziemy przyjmować kolejno yMK = p i j m n . x = p/2.
Jako wymiar połowy szerokości łuku (por. rys. 4) przyjmiemy p = 1.
Do rozwiązania zagadnienia zastosowano metodę Monte Carlo. Szczegółowy opis

metody Monte Carlo wraz z opisem generatora liczb losowych podany jest w pracy [2].
W omawianym tu przypadku optymalizacji łuku całki nie dały się obliczyć metodami

elementarnymi i były liczone numerycznie wg wzoru
V

(3-6) J /(*)dx = — 0>„ + 2yx + 2y2+ ... + 2y„_i+yll),
o

gdzie yt = y(xt), t = 0,1 n
Xo ~ 0, Xi = Xi_xĄ-h, h =pjn,

czyli

^o = f(x0) = /(O), J>i = /(A), y2 = /(2/J)

Dobór odpowiedniej liczby n podziału całkowanego odcinka nastąpił doświadczalnie przy
użyciu komputera przez dobieranie różnych wartości n i porównanie otrzymanych wyników.
Okazało się, że stosowanie mniejszych odcinków niż h = p/40 nie daje już zwiększenia
dokładności drukowanych wyników. Dla zapewnienia jak największej dokładności za-
stosowano ostatecznie jednak h = p/100.
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Losowanie wartości a, b, c następowało najpierw w kostce < 0 ; 2, 5>, a następnie

po otrzymaniu obrazu co do wartości a, b, c dających wysokie wartości M zmniejszono

ją do przedziału < 0 ; 1>. Przyczyniło się to do poprawienia przybliżenia optimum.

Obliczenie przeprowadzono na komputerze GIER. Program optymalizacji łuku napi-

sany w języku GIER ALGOL III ma postać następującą:

PROGRAM .
b e g i n comment' 'program o b l i c z a metoda Monte C a r l o w s p ó ł c z y n n i k i luku

aXxłh+bXx/|(3+cXx/|2, zapewniające maximum momentu b e z w ł a d n o ś c i
luku względem jego o a i c i ę ż k o ś c i ;

integer i,n,K,l;
real h,U1,C2,C3,pJyO,M,ymax,aa,ad,ag,bb,cc;
boolean random,d,c,b,a; comment:'procedura generowania liczb losowych o rozkładzie

równomiernym w peiedziale t o , i ] , wywoływana
przez instrukcje gier(random;;

a,0,20,0,20,39,1 )•>
U,0,9,1te,i0,19,111,20,29,155,30,39,961);
c,0,19,1,20,25,15,26,35,17,36,39,1,w,ln.3)j
4,0,9,3,10,25,26,26,30,5,31,39,0,Uo,ln,o)j

&09Kl°195Z0252126Z9*3O36&

pack
pack
pack
pack
pack
input(ad,ag,n,p,H,ymax);
l : - 0;
M:- 0;
begin
array y,yi[O:n]j

h:" P/n;
L:

l:» l+i ;
O i l * C2:- C3:- 0;
if 1>K then
go to A;
aai" (ag-ad)Xgier(random)+a.d;
bb:" (ag-ad)xgier(random)-ttid;
cc:= (ag-ad)Xgier(random)+ad;
if aaXjyfJł+bbXp/j\3+ccXpA2 > ymax then go to Ll
for 1:- 0 step 1 unt i l n do
begin

yTTi]!
y
oai- y }
Ci:- CHy[i]Xyi[i]

end;
CTT- (Ci-(y[o]Xyl[o]+y[n]Xyi[n])/2)Xh;
C2=- (C2-(yi[0]+yi[n])/2)XhJ
if C2 > i.5708Xp then
go to Lj
7T=T/

for i:= 0 step 1 unt i l n do
begin
~~yTT]:- (aaX(hXi)A^+bbx(bXi)A3+ocx(hXi)/W.ys )/fy2Xsiirt( 1 +CiXa8X(hXi )A3+3Xbbx(hXi )A2

+2XccXhXi)A2); ' ' '
C3:« C3+y[i]

endJ
C3T- (C3-(y[0]+y[n])/2)Xh;
if C3>M then
begin

output(<fnddddd.dddXM); outsp(5)j
output(-pid.dddd>,aa); outsp(5);
output(-pid.dddd>,bb,outsp(5),cc)f outap(5)j
output (-pidddl1,1J; outer;

end;
go to L;

end;
end program arch(xAU);
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Wyniki obliczeń podane przykładowo dla przypadku

ymax=p*=l, n = 100

są następujące:

Wyniki (ARCH x4)

M

0,138
0,143
0,148
0,150
0,151
0,152
0,153
0,156
0,158
0,159

0,5671
0,3789
0,5991
0,0297
0,5549
0,4557

.0,1490
0,3573
0,5919
0,6826 '

4

0,2008
0,3637
0,2650
0,9267
0,4035
0,2105
0,6471
0,5105
0,3279
0,2141

c

0,1820
0,2291
0,1070
0,0264
0,0163
0,3319
0,2038
0,1299
0,0767
0,1009

kolejna liczba
losowania

5
104
330

1170
1391
1406
1907
3400
3927
9078

Łączna liczba losowań zespołów wartości dla zmiennych a, b, c wynosiła 15 563. Naj-
lepszy wynik uzyskano w 9078 losowaniu. Następne losowania nie dały już poprawy wy-
niku. Czas liczenia wynosił ok. 3,5 godziny.

Optymalny kształt łuku dany jest więc wyrażeniami (dla przypadku b) nie podano
tu wyników obliczeń):

(3.7)
a) dla yBMX =

b) dla ymnx =

y = 0 , 6 8 2 6 A ' 4 + 0 ) 2 1 4 1 X 3 H - 0 , 1 0 0 9 X ,

: y =

Rys. 5. Łuk o kształcie linii łamanej

Dla porównania przeprowadzono obliczenia dla łuków:
1. O kształcie linii łamanej (rys. 5) wg poniższych wzorów napisanych dla ymax --= p.

W przypadku ym a x = p/2 wzory są podobne.

Js = 2-2p
P_
4 '
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2. O kształcie odcinka prostej (rys. 6). Dla j m a x = p otrzymuje się wzory

M = J (x-Pl2f ]/2 dx = 0,1178/

Rys. 6. Łuk o kształcie odcinka prostej Rys. 7. Łuk kołowy

3. O kształcie łuku koła (rys, 7). Odpowiednie wzory mają postać:

y=p-}/pl—xi, / = x 1 =
Jlp

2 '

Vs

M

0 2
(n-2)

_p(7t-2)

np/2 7tpj2 npj2 n

= f

Ponadto przeprowadzono optymalizację kształtu łuku określonego równaniem

(3.8) y = ax .
2) Przypadek łuku w kształcie linii łamanej wymaga uwzględnienia ponadto innych wzorów wytrzymało-

ściowych, które tu pominięto, gdyż ten przypadek traktowany jest tylko porównawczo jako graniczny
kształt łuku.
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Optymalizację przeprowadzono metodą Monte Carlo przy użyciu komputera GIER
analogicznie jak w przypadku luku wyrażonego wielomianem czwartego stopnia. Wszystkie
całki były liczone numerycznie.

W przypadku j m a x </? = 1 uzyskano dla kostki < 0 ; 2, 5 > oraz 3000 losowań w 959
losowaniu jako najlepszy wynik:

a = 0,9993, M = 0,141.

Czas liczenia wynosił około 15 minut. Przy zmniejszeniu kostki oraz powiększeniu
liczby losowań można się spodziewać poprawienia wyniku.

W celu otrzymania dokładnej optymalnej wartości współczynnika a oraz dla określenia
dokładności wyników optymalizacji metodą Monte Carlo przeprowadzono tablicowanie
wartości funkcji M (moment bezwładności łuku) w zależności od współczynnika a para-
boli axz.

PROGRAM M(a):

begin comment:Program oblicza momenty bezwładności paraboli
y"aXx|2 względem je j środka ciężkości jako
funkcje od a, na przedziale [0,p]>

integer ±,ni
rea l a,h,p,r,ymax,Ci,C2,M)

writecr;
writetextC'jMSTARI dane: nJp,ymaxj'-);
n:"type in)
p:»typeinl
ymax:"typein i
begin
array R1,R2,y[o:n]}

h:-p/n;
for a:-O.00O1, a+0.05 yhile aXp^S-Jnnax+0.01 d£
begin
~C?T-M:»o;

(
. p +ln(p-tx)/(lUa) -

if Cl > 1.57O78i5Kp then
go to EA.;
?or~T:"0 step 1 until n do
begin
"~KTTi]s-a x(hXi)/te;

K2[i] :-sqrt(i+(2aXh )
yti]:-RUi] X E2ti]j
C2:-C2+ y [ l 3

endj
C5T-(C2-(y[o]-lytn] )/2)xhJ
r:-C2/C1j
for i:»0 step 1 until n do
begin
" K l ( [ ' ] ) / t ó XR2[i]}

end;
FTi='(M-(y[o]+y[n])/2)XhJ
outerJ
output(<hd.dddd>,a,outBp(U)))
output (-(nd. ddddd}, M);

end al

g° t 0 A

end prograa
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Aby zapewnić wysoką dokładność wyników obliczono ściśle długość łuku paraboli,
tzn. całkę występującą w mianowniku wzoru na ys, mianowicie

(3.9)
a I x2\/i+Aa2x2dx

Pozostałe występujące w zadaniu całki obliczono numerycznie.
Obliczenia wykonano przy użyciu komputera GIER wg programu "M (a), s (87).

Otrzymano następujące wyniki:

M

0,0001

0,0501

0,1001

0,1501

0,2001

0,2501

0,3001

0,3501

0,4001

0,4501

0,5001

0,5501

0,6001

0,6501

0,7001

0,7501 .

0,8001

0,8501

0,9001

0,9501

1,0001

0,00000

0,00022

0,00090

0,00205

0,00370

0,00590

0,00870

0,01214

0,01628

0,02118

0,02690

0,03350

0,04102

0,04954

0,05910

0,06977
0,08159

0,09462

0,10893

0,12455

0,14155

Czas liczenia wynosił około 15 minut.
Graficzne przedstawienie pierwszego przypadku tych wyników, tj. przebiegu zależności

momentu bezwładności M od współczynnika paraboli a dla p = 1, ynmx = 1 (« = 100)
podaje rys. 8.

Optymalna wartość współczynnika a we wzorze (3.8) przy ymax — p = 1 wynosi więc 1.
Za pomocą metody Monte Carlo otrzymano bardzo bliski wynik (a = 0,9993). Przy
Vma* = />/2 = 1/2. a = 0.5.
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Optymalny kształt luku w postaci paraboli drugiego stopnia określony jest równaniem

(3-1 0) a) przy ymax =p = \: y = x2,

(3.11) .vmax == p/2 = 1/2: y = — x2.

M

0,2

OJ

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

Rys. 8. Zależność momentu bezwładności luku od współczynnika paraboli axz

4. Zestawienie wyników optymalizacji i ich omówienie

W tablicy 1 podano zestawienie wyników optymalizacji kształtu łuku dla wszystkich
przypadków przedstawionych poprzednio.

Tablica 1 wartości momentu bezwładności M łuku "
(połowa szerokości łuku p = 1)

— P — 1

ZL
p

b
n

L

p

ax*

P

ax

p

0,1178
(79)

0,0233
(87)

40

|0,03125|
(116)

3

0,1488
(100)

0,1415
(95)

0,0269

0,159
(107)

0,028
(104)

W pierwszym przypadku, gdy wysokość łuku jest równa połowie jego szerokości, tj.
gdy 3 W =p = 1, porównanych jest pięć rodzajów kształtu połowy łuku, a to: odcinek
prostej (1), linia łamana (2), łuk koła (3), parabola drugiego stopnia (4) oraz parabola
czwartego stopnia (5). W przypadku linii łamanej (2) nie był spełniony warunek ograni-
czonej długości połowy łuku / < ld = np/2, obowiązujący w pozostałych przypadkach.

W drugim przypadku, gdy ym a x = p/2 = 1/2, porównano cztery przypadki bez łuku
koła. Ponieważ zachowano tu taką samą jak poprzednio wartość ld — npjl, wszystkie
rozpatrywane kształty łuku spełniają warunek / < ld. Nawet w przypadku łuku w kształcie
linii łamanej połowa jego długości wynosi tylko 1,5.



90 ZDZISŁAW LEŚNIAK

Największy moment bezwładności daje łuk w kształcie linii łamanej (2). Pokazuje to,
do jakiego najkorzystniejszego ukształtowania dąży oś łuku. Najmniejszy moment bezwład-
ności daje odcinek prostej (1). Spośród właściwych łuków najmniej korzystna jest parabola
drugiego stopnia. Dobry wynik zapewnia parabola czwartego stopnia, która przyjmuje
korzystniejszy kształt i daje lepszy wynik niż łuk kołowy o tej samej długości. Na rys. 9
podano porównanie trzech kształtów łuku. Charakterystyczny jest kształt przyjęty przez
parabolę czwartego stopnia.

Ql 02 0,3 0,4 0,3 0,5 0,7 0,8 0,9 1,0 *~

Rys. 9. Porównanie różnych kształtów łuku

W celu wzajemnego porównania podano w tablicy 1 w nawiasach procentowe wartości
momentów bezwładności M przyjmując za 100 w pierwszym przypadku łuk kołowy,
a w drugim parabolę drugiego stopnia. Najlepszy wynik momentu bezwładności M wzięto
w ramkę a drugi co do wartości wynik podkreślono.

5. Zakończenie

Zagadnienie optymalizacji kształtułuku (ze względu na maksimum momentu bezwład-
ności łuku) przy istnieniu warunków ubocznych nie daje się rozwiązać rachunkiem róż-
niczkowym ani rachunkiem wariacyjnym. W niniejszej pracy rozwiązano powyższy problem
przy użyciu metody programowania matematycznego.

Przyjmując równanie kształtu łuku w postaci wielomianu potraktowano współczynniki
wielomianu jako zmienne decyzyjne, poszukując takich ich wartości, aby moment bez-
władności łuku osiągnął maksimum przy równoczesnym spełnieniu warunków ubocznych
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(nieprzekroczenie pewnej długości luku oraz określonej wysokości łuku). Do rozwiązania
zagadnienia zastosowano metodę Monte Carlo. Obliczenia numeryczne wykonano na
komputerze GIER.

Rozwiązano liczbowo przypadek łuku o kształcie wyrażonym wielomianem czwartego
stopnia znajdując optymalne współczynniki wielomianu. Podano programy i wyniki
obliczeń komputera. Dla porównania obliczono przypadki łuków o kształcie linii prostej,
linii łamanej, łuku koła i paraboli drugiego stopnia.
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P e 3 IO M e

0nTHMAJlH3AU,HH OOPMBI APCCqHOrO CE^IEHHH nEPEKPŁITHfl

06 orrrnMajm3an;nn dpopMbi apraj (no ycnoBHio lwaKCHMyiwa MOMetrra nHepiWH)
no6oiHbix ycnoBHH He iwo>KeT 6ŁITE pemeHa. B paMKax HHdiibepeHHłiaJi&Horo HJIH BapiiairHOHHoro
cjieHua. B HacTOHiueił paSoTe BBinie yi<a3aHHaji sa^a^a peniaeTCH npn HcnojMOBaHHH
nporpaMMHpoBąHHH.

YpaBHeHue apKU 6epeTcn B BHffle nojinHOMa. H 3aT6M pa3HCKHBaioTCH Tanne 3innenn.il K03(j?d)Hii;neH:-
TOBJ ^To6bi MOMeHT HHepu^H apKH flocTnr MaKcmwyMa, npH oRHOBpeMeHHOM yflOBjieTBopennH no6cm-
Hbix ycjioBnii (He npeBbimeHne HeKOTopoft flJHiHH apKH H onpeflejieHHofi ee BBICOTM). flna pemeHHH
saflaqn nepeiaenHJicH Mexofl MoHTe Kapjio. MucneHHwe pacqerbi npoBOflH-rncŁ na ajieKTpOHHoii C^CTHOH

GIER.
flan iiHCJioBOH npuMep'fln^cjiy^aH nonnHoiwaMeTBepToii cTeneHH. IIpnBefleHbi nporpaMMbi H pe3yjn>-

pacieia . JJna cpaBHeHHH npoBOflnTCH pacneT p,na cny^iaa apoK cjepqeHHbix no npaMoft, no Jia-
H, no flyre oKpywHocTH H napa6onn BTopoft cTeneim.

S u m m a r y

OPTIMUM DESIGN OF THE ARCH SECTION OF SHELL BEAMS

The problem of the optimization of the arch shape (to obtain a maximum of the moment of inertia)
with the presence of constraints can be solved neither by using the differential calculus nor by the calculus
of variation. In this paper the problem has been solved by using the mathematical programming method.

Assuming the arch shape equation in the form of a polynomial, its coefficients were treated as decisive
variables. Such values of the said variables have been searched for to obtain the maximum of the moment
of inertia, observing at the same time some side conditions, such as the constraints, i.e. the length of the arch
and its height should not be longer than the given values. To solve the problem, the Monte-Carlo-method
was applied. The computations were made using the GIER computer.

The case of the arch by the polynomial of the fourth order was numerically solved. The optimum values
of its coefficients were found. The programs and the results of the computations are given. For comparison
sake, other arch shapes were also computed, i.e. straight line, broken line, the segment of the circle and the
parabola of the second order.
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UKŁAD O DWÓCH STOPNIACH SWOBODY JAKO „DYNAMICZNY IZOLATOR" DRGAŃ

BOGUSŁAW RADZISZEWSKI, ANDRZEJ RÓŻYCKI (WARSZAWA)

1. Zagadnienie drgań układu o dwu stopniach swobody, przedstawionego na rys. 1,
było wielokrotnie rozpatrywane w literaturze [1, 2], przy uwzględnieniu różnych wariantów
wartości stałych parametrów układu takich jak: m —masa, /—moment bezwładności
względem osi prostopadłej do płaszczyzny rysunku i przechodzącej przez środek masy,
kx i k2 — sztywności podpór itp. oraz rodzaju wymuszenia P = P(t) gdzie P oznacza
amplitudę — i sprowadzane często do drgań układu o jednym stopniu swobody (rys. 2),
jeśli kt = k2. Jednakże w niektórych przypadkach nawet przyjęcie do rozważań teore-

Q(m,J)

Rys. l

tycznych pierwszego modelu (rys. 1) okazuje się zbytnim uproszczeniem i w efekcie pro-
wadzi do niezamierzonych i kłopotliwych konsekwencji w postaci niespełniania przez
konstrukcję, obliczoną według tego modelu, stawianych jej wymagań.

Dotyczy to szczególnie układów, w których zależy nam na nieprzenoszeniu się drgań
podstawy określonych funkcją P = P(t) na element konstrukcyjny, przedstawiony na
modelu pierwszym (rys. 1) jako belka o masie m i momencie bezwładności J względem
osi prostopadłej do płaszczyzny rysunku i przechodzącej przez środek masy. Ma to miejsce
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w przypadku np. wszelkiego rodzaju elektronowo-mechanicznych urządzeń pomiarowych
ustawionych na elemencie konstrukcyjnym sprężyście podpartym, jeśli warunkiem po-
prawności ich pracy — z uwagi na wiarygodność i dokładność wskazań — jest zapewnienie
odpowiedniego współczynnika tłumienia («izolacji») amplitudy wymuszeń P = P(t).

Przyjęcie do rozważań modelu pierwszego (rys. 1) nie daje zadowalających wyników,
gdyż konstruktor umieszczając na elemencie nośnym (belka na rys. 1) podzespoły mecha-

m

P-Pft)

Rys. 2

niczne i elektryczne, przewody itp., nie jest w stanie określić w sposób analityczny dosta-
ecznie dokładnie położenia środka masy.

Możliwe jest to dopiero po wykonaniu prototypu —• i to jedynie metodą doświadczal-
ną— lecz wtedy względy konstrukcyjne nie pozwalają przeważnie na dokonanie takich
zmian w rozmieszczeniu poszczególnych elementów aparatury, aby część urządzenia pod-
parta sprężyście była wyważona, tj. miała środek masy w połowie odległości między punkta-
mi podparcia.

Równocześnie różne podzespoły aparatury i ich elementy umieszczone na elemencie
nośnym (belka — rys. 1) nie są prawie nigdy jednakowo wrażliwe na drgania, a z kolei nie
wszystkie częstości wymuszenia P = P(t) oddziaływującego przez sprężyste łączniki na
belkę, zakłócają pracę tych elementów w sposób istotny, tzn. nie wszystkie częstości są_
jednakowo dla ich pracy szkodliwe. Ponadto w przypadku dość znacznego odstępu między
punktami sprężystego podparcia belki wymuszenie o częstości <x> ma w tych punktach prze-
ważnie różną wartość, tzn. P\{t) ¥= Pi(t).

Powstaje zatem pytanie — decydujące z punktu widzenia konstrukcyjnego — czy
określony punkt belki doznaje pionowych przemieszczeń i jaką mają one wartość przy
określonej częstości wymuszenia.

Konstrukcja musi więc spełniać warunek, aby na pewnym odcinku belki o długości
Al przemieszczenie pionowe y, prędkość y i przyśpieszenie y, były zawsze mniejsze od
pewnych stałych e1 } e2, e3, określonych jako dopuszczalne dla elementów konstrukcyj-
nych, umieszczonych na odcinku Al. Warunek ten musi być spełniony w pewnym przedziale
częstości wymuszeń tj. w e ( ą , o>2).
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Schematyczna ilustracja powyższego warunku zawarta jest na rys. 3 oraz opisana
nierównościami:

(1.1)

£ 3 .

gdzie yo+x& = y przyjęto przy tym, że przemieszczenia pionowe końców belki A i B są
dostatecznie małe w porównaniu z jej długością, a więc tg# = &.

^

S , . - >

--5S553&"""

<J
Xs mv M

S-środek obrotu
O- środek masy

P,=P,(t)

Rys. 3

Określenie przemieszczenia y dowolnego punktuX belki jest możliwe, jeśli znamy poło-
żenie środka obrotu S (o współrzędnej xs) i wartość jaką przyjmuje & = &(t).

W ten sposób możemy zawsze stwierdzić, czy konstrukcja spełnia wymagania jej stawia-
ne, tj. dokonać jakościowej i ilościowej oceny użyteczności rozwiązania konstrukcyjnego.

2. W wyniku powyższych rozważań przyjęto i rozpatrzono zachowanie się układu przed-
stawionego na rys. 4. Początek nieruchomego układu współrzędnych przyjęto w punkcie O,
z którym pokrywa się środek masy belki w położeniu równowagi.

Przy założeniu małych przemieszczeń pionowych w stosunku do długości belki / = h+l2

i długości sprężyn w położeniu równowagi, równania ruchu układu można napisać w po-
staci
(2.1). mJ!+k1\y+h&-P1(t)]+k1[y-l2$-P2{t)] = 0

gdzie m oznacza masę belki, / moment bezwładności względem osi prostopadłej do płasz-
czyzny rysunku i przechodzącej przez środek masy.
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Rozpatrzmy najpierw przypadek szczególny taki, że

(2.2) ?!(;) = P2(t)=P0smcot,

oraz wprowadźmy następujące oznaczenia:
/ = mr2, gdzie r jest promieniem bezwładności,

m mr

(2.3)

(2.4)

9
O =(h+h)2'

A+'z

Rys. 4

Wtedy układ równań (2.1) przyjmie postać

(2.5) Qly"+h-Vcb% = sint, Q2&[' + cy1 + a2'&l = csinr,

gdzie ' = cl/dr.
Ruch badanego układu opisują więc teraz dwie bezwymiarowe współrzędne y± i

oraz cztery bezwymiarowe parametry Q2, 'a2, b2, c.
Częstości drgań własnych układu obliczamy z równania

1 -Q2cb21

czyli

(2.6) a2)Q2+(a2~c2b2)=0.



UKŁAD DRGAJĄCY JAKO „DYNAMICZNY IZOLATOR" 97

Ponieważ a —c b > 0, więc równanie (2.6) ma dwa pierwiastki rzeczywiste
I

2
(2.7)

Rozwiązanie szczególne układu równości (2.5) otrzymujemy w postaci

(2.8) y{ = ^ s i n r , i

gdzie

A - a2-b2c2)-Q2

(2.9) Q*-(l + a2)i

-cQ2

Q*-(\+a2)Q2Ą-{a2-b2c2)'

Rys. 5

Zakładając, że ruch układu przedstawionego na rys. 4 można traktować jako ruch płaski
bryły sztywnej, zbadamy położenie środka obrotu S. Jest to taki punkt, którego przemie-
szczenie pionowe ys = 0. Ze związków geometrycznych na rys. 3 mamy

(2.10) *. = A .

gdzie xs — odległość środka obrotu od początku układu O. Uwzględniając poprzednio
wprowadzone oznaczenia otrzymujemy

(2-11) * 1 ' " ^ '

gdzie Xts = xs/h+l2.
Uwzględniając zależności (2.8) i (2.9) otrzymamy z (2.11)

(2.12) *i.=
Q2-(<?~b2c2)

7 Mechanika teoretyczna
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Zależność X\ —f(@2) przedstawiona jest wykreślnie na rys. 5. Jeśli c = 0, wtedy

i z (2.8) i (2.9) otrzymamy

(2.13) y, (0 - Y ^ sinr, 0 t (T) - 0.

3. Rozpatrzmy teraz przypadek ogólny, gdy Pyif) i= P2{l). Załóżmy, że

(3.1) Pi(t) = Pcńncot, P2(t) = y.Pasincot,

gdzie x oznacza bezwymiarowy współczynnik proporcjonalności. Wtedy z (2.1) otrzymamy

my+{k1+k2)y+(k1lv—k2h)'d'= (kt + >ck2)P0smcot,

mr2&+(*! /, - k2l2)y+(lą l\+k$ft = (fci A - «*2/a)Ą sin.ft)?.

Przyjmując te same co poprzednio oznaczenia powyższy układ równań można dopro-
wadzić do postaci:

Wprowadzimy teraz nowe parametry

(3.4) | 2 . =

wtedy

i ostatecznie z (3.3) otrzymamy

r\"> t l i i •!• ^ P n ^ ~T~ ^ ^

s ~
Ten układ równań ma równanie charakterystyczne takie samo jak i poprzednio, rozwiąza-
nie zaś szczególne jego będzie teraz w postaci

(3.7)

gdzie

_

/, m A

^ ; 2 A
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Podstawiając (3.7) do (2.11) i uwzględniając (3.8) i (3.9) otrzymamy

(3.10) Xi

Niech teraz

(3-H) ' I

+ a)

Wtedy zależność (3.10), określająca położenie na osi X środka obrotu S belki, przyjmie
postać

(3-12) xi.~ -p 02 _ n. •

Zbadamy obecnie położenie punktu S w zależności od parametrów układu i częstości
wymuszeń.

fi+H

1-noc/l

/(!+oc)(J- nccp) £'

\

Rys. 6

Biorąc pod uwagę różne kombinacje parametrów układu (a, j8, x, b2) możemy wpływać
na znak i wartość liczbową parametrów wtórnych opisanych zależnościami (3.11). Roz-
ważania te w formie usystematyzowanej zawiera tablica 1, przy czym zawsze

<x>0; iS>0.

Wykresy zależności xis =f{O2) określone przez (3.12) przedstawiono na rysunkach 6—28,
przy czym xt i Q2 są wielkościami bezwymiarowymi — zgodnie z (2.4) i (2.11).

Ogólnie na wykresach otrzymujemy jedną lub dwie gałęzie hiperboli, przy czym punkty
charakterystyczne wykresu, jak położenie asymptot, punkty zerowe (Qz = 0 i x l s = 0),
a także znak pierwszej pochodnej (funkcja xls =/(jQ2) rosnąca lub malejąca) zależą od
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parametrów (3.11). Mając więc cztery parametry pierwotne: b2 (2.3), a i p (3.4) oraz K
(3.1) możemy zmieniając je wpływać w określony sposób na przebieg funkcji (3.12).

Poniżej omówiono dokładniej niektóre przypadki szczególne zależności (3.12) z uwagi
na ich bardzo duże znaczenie, jeśli chodzi o zastosowania konstrukcyjne.

Tablica 1

Lp. Wartości parametrów (3.11)

x< 0=> R>0,Q> 0

1

2

3

4
5

6

7

8

9

10

—oo < x< 0

e.<o

Qi-0

fii> 0

Rl<0

R X = Q •

Rt> 0
.Ri<0

i?i = 0

#,> 0
i?! < 0

Ri = 0

i?i& < i?2Qi

^162 — ^261

Wykresy funkcji
x, s =/(i3 ! )

przedstawia
Rysunek Nr:

6

7

8

9
10

11
12

13

14
15

11

12

13

14

15

16
17

18

19

20

21

22
23

x> 0 = > > 0, Q,

0 < x < o o

0 < x < oo

—oo < a < oo

> 0

&<o

62 <0

& = o

e2> o

i?2< 0

-R2 = 0

i ? 2 > 0

i?2<0
J?2 = 0

i?2> 0
,R2<0
i?2 = 0

J?i> 0 Gi > 0
R2> o e*>o

R\Q% < RiQi

RiQi - .K2Q1

-RiGł> -R2Q1

^iQ 2 < £2Qi

i?lG2 = J?2«2l

i ? i G 2 > RiQi

16

17

18

19
20

21
22

23

24

25

26

27

28

Następujące pozycje z tablicy 1 i odpowiadające im rysunki: poz. 2 (rys. 7), poz. 12
(rys. 17) i poz. 22 (rys. 27) stanowią przypadek, gdy położenie środka obrotu S nie zależy
od wartości, jaką przybiera wymuszenie Q2 i jest wartością stałą (xi = const). Zachodzi
to wówczas, gdy RtQ2 = R2Qi-
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Pozycje 6, 7 i 8 (tablica 1) dotyczą przypadku, gdy n = —/S, a jeśli ponadto zachodzi
n = —l/a, czyli a/S = 1, otrzymujemy przypadek 7 (rys. 12), kiedy belka wykonuje ruch
obrotowy wokół stałego punktu Xi = 0. Widzimy, że mamy tu znaną sytuację, gdy

l-na.fi
Jl+n

Rys. 7

/c2/2 = kji — uwzględniając (3.4). Oznacza to, że jeśli chcemy, aby środek masy pozostawał
w spoczynku niezależnie od częstości wymuszenia, należy wartości ki i k2 dobrać odwrotnie
proporcjonalnie do odległości punktów Ai B (ki l2) od środka masy (układu).

Rys. 8

Pozycja 4 (rys. 9) i 10 (rys. 15) opisują przypadek, gdy % = —l/a, tj. % = —k^k2;
asymptota pozioma pokrywa się wtedy z osią Q\ a odcięta asymptoty pionowej wynosi
a( l—«)/l+a. Widzimy więc, że przy Q% rosnącym nieograniczenie środek obrotu S
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zbliża się asymptotycznie do środka masy. Rosnący lub malejący przebieg funkcji zależy
od wartości /J.

Pozycja 17 (rys. 22) opisuje przypadek szczególnie ważny z punktu widzenia konstruk-
cyjnego, mianowicie Q2 = 0, Rz = 0, czyli x = 1, \{P\(t) = Pz(t)] i ponadto a = 1//?,

fiłtl

Rys. 9

tj. lejki = hlh> Oznacza to, że wszystkie punkty belki będą doznawały jednakowych
przemieszczeń pionowych (punkt S jest punktem niewłaściwym) tylko jwtedy (niezależnie
od 122), jeśli wymuszenia w punktach podparcia będą takie same, a sztywności łączników
odwrotnie proporcjonalne do odległości punktów A i B (li i /2) od środka masy.

-ł/c

1-nci.fi

fi+yt

Rys. 10

Jeśli zachodzi jedynie warunek, że Rz = 0 (pozycja 14 (rys. 19) i 20 (rys. 25)), czyli
« a ^ = 1, to otrzymujemy liniowy charakter xXg =f(Q2), przy czym jeśli Q2 -> oo,. to
również JCJ -+ ± oo.



1-KOCP

Rys. 11

Rys. 12

Rys. 13

[103]



104 BOGUSŁAW RADZISZEWSKI, ANDRZEJ RÓŻYCKI

fi-m

/(tłot)(hHdp)

Rys. 14

Pozycja 15 (Rys. 20) i 19 (Rys. 24) w Tablicy 1 zawiera przypadek, gdy zależność (3.12)
nie posiada asymptoty pionowej, a asymptota pozioma ma wartość skończoną. Oznacza
to, że powyżej pewnej umownej wartości Q2 można traktować środek obrotu S jako usta-
lony na osi x.

fi+x
ty(f-łt)

0

"J
cc(/-x)

— »_,

Rys. 15

Pozycja 16 (rys. 21) i 18 (rys. 23) zawiera przypadek, gdy istnieje — analogicznie jak
wyżej — asymptota pozioma, natomiast asymptota pionowa istnieje i pokrywa się z osią xls

(przechodzi przez O), czyli % = 1, afi # 1, (Q2 = 0, R2 i= 0). Przy małej wartości Q2 belka
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nie ma ruchu obrotowego, następnie wartość odciętej xls maleje bardzo szybko, prze-
chodzi przez O i gdy Q2 -> + oo, to

' / * , l-oc/3

I-Ttccfi

DCJP+Tt)
C

/(hcC)(t-7C0CP):

Rys. 16

Należy jeszcze podkreślić, że jedynie w dwóch wypadkach pozycja 6 (rys. 11) i pozycja 8
(rys. 13) przy x" =f(Q2) # const wartość x^ (0) = 0. Ponadto w żadnym z możliwych
przypadków Xi (0) i= 0, co widać wyraźnie z.usytuowania poziomych asymptot funkcji
(3.12).

1-KoCfi

Rys. 17

4. W przypadku projektowania układu sprężyście podpartego, który może być zmo-
delowany zgodnie z rys. 4 przy założonym środku masy, możemy posługiwać się zależno-
ściami (3.11) i (3.12) dla wyznaczenia xls przy danej częstości wymuszeń Q2 i a (3.1). Otrzy-
mujemy to, zakładając wartości k^ i k2 (określamy a), znając lub przyjmując /j i /2 (okres-

B Mechanika teoretyczna



\

/-•HOC/3

fi+n

Rys. 18

Rys. 19

b*(h7iot)(kfl)

/-7td/3

0
bH

/

oc(fryi) ^ - ^

Rys. 20

[106]



t-dfi

', x.

Rys. 21

Rys. 22

/-oC/3

ocli

Rys. 23
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l-HOCft

Rys. 24

Rys. 25

fi+x
{1+fi)(1-yi)

httotfi

0

y
/ (Uot)(f- xccp) yr QZ

Rys. 26

[108]
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lamy /3), oraz promień bezwładności r (2.3) —• mając wartość masy m. Znając xljs na pod-
stawie (2.11) i (2.4) określamy xs — odległość środka obrotu <S od środka masy (początku
układu) i przemieszczenie dowolnego punktu X belki w kierunku pionowym z zależności

(4.1) yx = (xs+xx)#.

W sytuacji, gdy prototyp konstrukcji wykaże znaczne odstępstwa, jeśli chodzi o przyjęte
do obliczeń analitycznych wartości: masy m, położenia środka masy O (zmiana k i /2),

ft+n

Rys. 27

Rys. 28

wartość momentu bezwładności / = mr2 — co powoduje zmianę współczynników jS
i b2 — należy w miarę możliwości dążyć do korekty konstrukcyjnej, (korekta p i b2), aby
zapewnić spełnienie warunków (1.1) dla określonego punktu belki. O ile nie można dosta-
tecznie polepszyć sytuacji drogą zmian konstrukcyjnych, gdyż często wymagałoby to wy-
konania nowego prototypu, należy operować współczynnikiem a (czyli wartościami
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kx i k2) tak, aby zależności (3.11) miały takie same wartości co przy obliczeniach teoretycz-
nych, które zakładały spełnienie warunków (1.1). Tą drogą uzyskamy zachowanie się rzeczy-
wistej konstrukcji zgodne z jej modelem obliczeniowym bez konieczności ponownego jego
projektowania.
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CHCTEMA C flBYMK CTEIIEHHMH CBOBO^BI KAK „flHHAMHHECKHfł H3OJIJTTOP
KOKEBAHHH

n anajin3 noBCfleHuH MexaHHiecKofi cudeMbi, MOAejitio KOTopoft cjiyacuT
pyeivian SanKa, c acuMMeTpi-jqecKH pacnarcoweHHbiM neHTpoM Maccw onepTan Ha flByx ynpyrux onopax
pa3JiniHOH H<ecTKocTH. Cî cTeMa nofleepraeTCH KnHeMaifliecKmi Bbiny>KfleHHHM rapiwonn^ecKofi CHJIOH,
a aiwraiHTyfla BbraywfleHHH HBJineTCH pa3Hofi fljia o6eia[x noflnop.

B paccy>KfleHHHX oripe^ejineTca nojioH<eHne qeiupa noBopoTa GajiKH, B 3aBnCHM0CTn OT napaMeTpoB
H iiacTOTbi BbinyH-cflawmeH

• S u m m a r y

THE SYSTEM WITH TWO DEGREES OF FREEDOM AS A "DYNAMIC VIBRATOR ABSORBER"

Investigated is the behaviour of a mechanical system containing a rigid beam-with asymmetrically
located central point of mass supported on two elastic springs with different rigidities. The system is kine-
matically extorted to vibrate by an external harmonic force. The amplitude of vibration is different for both
supports. • • • ,

The location of the central point of rotation of the beam is analysed for various parameters of the system
and frequency of extorting force. . ^ , , .•

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMÓW TECHNIKI
POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca została złożona w Redakcji dnia 19 lipca 1967 r.
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REFERAT ZBIORCZY, DOTYCZĄCY IV DZIAŁU SYMPOZJUM PTMTS POŚWIĘCONEGO
REOLOGII (WROCŁAW 1966)

1. Wstęp. Przegląd dotyczy dziewięciu referatów poświęconych zjawiskom Teologicznym w różnych
materiałach, takich jak: tworzywa sztuczne, tworzywa sztuczne wzmocnione różnymi nośnikami tkani-
nowymi, grunty, stopy metali oraz wyidealizowane ciała lepkosprężyste. Omawiane prace'ze względu'na
ich charakter z grubsza można podzielić na trzy grupy: 1. prace o charakterze teoretycznym, 2. prace o cha
rakterze teoretyczno-doświadczalnym, 3. prace o charakterze doświadczalnym.

2. Prace o charakterze teoretycznym. Autorzy — Adam BOROWSKI i Zbigniew BYCHAWSKI W referacie
pt. «Podstawowe własności nieliniowych ciał lepkospężystych» przeprowadzają analizę podstawowych
własności szczególnych rodzajów ciał lepkosprężystych o charakterystyce nieliniowej, które wynikają
z ogólnych związków nieliniowej lepkosprężystości, przedstawionej we wcześniejszych pracach Z. Bychaw-
skiego. Podstawowe założenia tej teorii są następujące: 1) materiał jest izotropowy, jednorodny, 2) materiał
jest nieściśliwy, 3) własności reologiczne materiału charakteryzuje uogólniona funkcja pełzania, 4) nieliniowe
pełzanie zachodzi, gdy intensywność naprężenia osiąga w małym obszarze ciała wartość krytyczną, 5) od-
kształcenie natychmiastowe zmienia się nieliniowo wraz z naprężeniem. W oparciu o powyższe założenia
uogólniona zasada superpozycji została ujęta za pomocą całki Stieltjesa. Ostateczny związek pomiędzy
składowymi tensora stanu odkształcenia eij i składowymi stanu naprężenia sij (dewialora) otrzymano
w postaci

gdzie Fe jest funkcją wyrażającą odkształcenie natychmiastowe; H uogólnioną funkcją pełzania, s inten-
sywnością stanu naprężenia, t oznacza czas, t* chwilę początkową.

Z dyskusji powyższego związku wynika, że sformułowana teoria jest dość ogólna; zawiera ona m. in.
prawo ODQVISTA dla stanu nieustalonego pełzania metali. W pracy autotzy ograniczają się do zagadnień
jednowymiarowych i w tym ujęciu badają zjawiska pełzania i relaksacji, podają związki dla tych procesów
oraz graficzne przedstawienie ich przebiegów. Przedstawiono również energetyczną interpretację nieliniowo-
ści. Szkoda, że w pracy nie ma podanej konfrontacji otrzymanych związków na drodze teoretycznej z wyni-
kami badań doświadczalnych.

Włodzimierz DERSKI W pracy «O zastosowaniu dualnych równań całkowych w zagadnieniach teorii
konsolidacji z mieszanymi warunkami brzegowymi» swoje rozważania przeprowadza w oparciu o liniową
teorię konsolidacji porowatych sprężystych ośrodków sformułowaną-przez M. BIOTA. Teoria ta prowadzi
do sprzężonego układu różniczkowych równań cząstkowych drugiego rzędu. BIOT W swoich rozważaniach
ograniczył się do porowatych ośrodków nieściśliwych. W. DERSKI podjął ten temat z pominięciem powyż-
szego ograniczenia. W przedstawionej pracy autor podjął próbę zbudowania rozwiązania mieszanego
zagadnienia brzegowego teorii konsolidacji. Autor korzysta z równania przemieszczeniowego:
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oraz równania dyfuzji

8t

Dyskusję rozwiązania tego układu równań autor przeprowadził we wcześniejszej pracy. Dalej autor
wykorzystując rozwiązanie powyższych równań rozpatruje połprzestrzeń konsolidującą pod obciążeniem
przyłożonym za pośrednictwem nieodkształcalnego stempla kołowego do jej powierzchni ograniczającej.
Jest to zadanie ważne dla praktyki inżynierskiej, gdyż może opisywać jakościowo osiadanie kołowej płyty
fundamentowej osadzonej na podłożu konsolidującym. W omawianej pracy autor nie otrzymał rozwiąza-
nia zagadnienia, a tylko naszkicował metodę dualnych równań całkowych, która według niego najszybciej
prowadzi do celu.

Włodzimierz PARZONKA «Metoda analizy zakresu pomiarowego wiskozymetru typu Couette'a dla ciał
Binghama». Autor w kilku poprzednich pracach zajmował się wyznaczaniem Teologicznych charakterystyk
homogenicznych mieszanin gruntowowodnych, dla których wykazał, że optymalnym modelem Teologicznym
opisującym ich zachowanie się jest model Binghama. W pracy autor przedstawił metodę analizy zakresu
pomiarowego wiskozymetru typu Couette'a dla ciał Binghama.

3. Prace o charakterze teoretyczno-doświadczalnym. Anatol JAKOWLUK, Stefan ZIEMBA «Pewien
nieliniowy model reologiczny». Na przykładzie przeprowadzonych badań doświadczalnych na stopie alu-
miniowym Al-Mg-Si (PA4), dotyczących podstawowych własności mechanicznych w różnych temperatu-

1

Rys. 1. Model reologiczny

rach oraz zjawiska pełzania, autorzy przeanalizowali oraz zaproponowali nieliniowy model reologiczny. Mo-
del składa się z trójparametrowej części liniowej oraz włączonej szeregowo części nieliniowej. Część nielinio-
wa zawiera trzy powierzchnie tarcia suchego: 1 —płaszczyznę realizującą suche tarcie w chwili obciążenia,
2 — cylindryczną powierzchnię zakrzywioną tarcia suchego pozwalającą opisać pierwszy okres pełzania
(umocnienia), 3 — płaszczyznę tarcia suchego pozwalającą opisać okres pełzania ustalonego. W pracy
podano reologiczne równanie stanu dla poszczególnych okresów pełzania. Zaproponowany model jest dość
ogólny i może być wykorzystany do opisu własności Teologicznych dość dużego wachlarza tworzyw.
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Wiktor BABUL, Stefan ZIEMDA «Pewne aspekty modelu przebicia ładunkami komulacyjnymi». Praca
składa się z dwóch zasadniczych części. W pierwszej części omówiono istniejące dotychczas hipotezy prze-
bicia; w drugiej podano wyniki własnych poszukiwań nad ustaleniem modelu przebicia. W pierwszej części
omówiono następujące teorie: 1) cieplne, 2) hydromechaniczno-cieplne, 3) mechaniczne, 4) hydromecha-
niczne, 5) hydromechaniczne uzupełnione, 6) falowe.

W części dotyczącej własnych poszukiwań modelu przebicia przedstawiono następujące wyniki badań,
służące temu celowi: 1) badania bilansu ciężarowego próbek poddanych działaniu strumienia kumulacyj-
nego, 2) badania rozkładu przemieszczeń materiału pod wpływem działania strumienia kumulacyjnego,
3) pomiary rozkładu twardości w badanych próbkach, 4) badania metalograficzne. W końcu pracy zamie-
szczono obszerną analizę wyników badań objaśniających model przebicia.

Barbara BIREK «O kształcie powierzchni podłoża lepkosprężystego w otoczeniu obszaru styku toczącej
się sztywnej kuli z podstawą reprezentowaną modelem Voigta i modelem Voigta połączonym szeregowo
ze sprężyną». Przedstawiona praca nawiązuje do prac BUECHEA i FLOMA Z r. 1959; autorzy ci na podstawie
przybliżonej teorii tarcia przy toczeniu przewidzieli, że obszar kontaktu sztywnej kuli toczącej się po sprę-
żysto-lepkim podłożu nie będzie kołowy. Materiał w obszarze powstawania kontaktu jest ściskany, przy
czym naprężenia narastają od zera do pewnej maksymalnej wartości, a następnie maleją dążąc do zera
w miejscu, gdzie kula traci kontakt z podłożem. Okazuje się przy tym, że strefa kontaktu przyjmuje postać
podobną do księżyca między pełnią i pierwszą kwadrą. Zjawiska te zostały potwierdzone w pracach do-
świadczalnych J. HALAUNBRENNER (1965). W tej ostatniej pracy zaobserwowano powstawanie szczeliny po-
wietrznej za toczącą się kulą — między kulą a podłożem.

W pracy przeprowadzono przybliżone obliczenie szerokości wspomnianej szczeliny powietrznej przyj-
mując do obliczeń modele Teologiczne Voigta i Voigta z dołączoną sprężyną. Przeprowadzono również
obserwacje eksperymentalne (metodą interferencyjną) szczeliny powietrznej dokoła strefy kontaktu toczą-
cej się kuli szklanej po podłożu z żywicy epoksydowej. W końcu pracy przedstawiono w postaci wykresu
konfrontację wyników obliczeń i pomiaru.

Marian WARSZYŃSKI, Prokop ŚRODA «Zjawiska reologiczne w przypadku elementów pracujących
w warunkach nacisków stykowych wielokrotnie powtarzalnych)). W referacie autorzy podjęli zagadnienie
pełzania i żywotności elementów poddanych wielokrotnie powtarzalnym obciążeniom kontaktowym.
W pracy przedstawiono wyniki badań: a) zmiany średnicy próbek stalowych o średnicy 20 mm wykona-
nych ze stali 10 i stali 35 współpracujących z trzema krążkami hartowanymi o średnicy 37 mm; b) zmiany
szerokości odkształceń plastycznych na krążku walcowym współpracującym z krążkiem hartowanym za-
okrąglonym.

Wyniki badań przedstawiono w postaci krzywych pełzania w zależności od liczby cykli. Krzywe peł-
zania skonfrontowano z krzywymi teoretycznymi, które otrzymano ze wzoru wyprowadzonego w oparciu
o bilans energii rozpraszanej po N cyklach i energii rozproszonej w ciągu jednego cyklu niszczącego próbkę
w oparciu o hipotezy energetyczne zmęczenia, zaproponowane przez ODINGA (IWANOWĄ, M. ZAKRZEW-
SKFEGO i innych). We wzorze uwzględniono nieliniowość wiążąc ją ze zmianą pętli histerezy po każdym cyklu.
Wykorzystano wzory Hertza na naprężenia kontaktowe. W wyniku przeprowadzonych badań autorzy
dochodzą do wniosku, że 1) zagadnienia stykowe można rozpatrywać w powiązaniu z rozpraszaniem energii;
2) powtarzane wielokrotnie odkształcenia plastyczne zachodzące w strefie styku dwóch powierzchni obro-
towych może być opisane krzywą pełzania; 3) w oparciu o krzywą rozciągania i krzywą odkształceń pla-
stycznych stykowych (pełzania powierzchniowego) uzyskaną w jednej próbie, można wyznaczyć stykową
wytrzymałość zmęczeniową.

4. Prace o charakterze doświadczalnym. Jan BROŚ «Metody określania własności mechanicznych
niektórych nowych tworzyw konstrukcyjnych)). Praca dotyczy metodyki określania i wyznaczania własności
mechanicznych takich, jak granica wytrzymałości ^„.."Umowna-^ranica sprężystości i plastyczności, moduł
sprężystości E (dla linii obciążeń — Ee, sieczny — Es, styczny — Et, moduł zerowy — Eo), współczynnik
Poissona. Autor przeprowadził badania na tworzywach sztucznych wzmocnionych ióżnymi nośnikami
tkaninowymi z bawełny i szkła stosując tensometry oporowe. W konkluzji autor podaje następujące uwagi:
1) własności mechaniczne tworzyw sztucznych wzmocnionych zależą nie tylko od rodzaju nośnika i jego
usytuowania ale także od materiału wyjściowego (pręty, płyty); 2) tworzywa wzmocnione tkaniną bawełnia-
ną wykazują większe odkształcenia pod obciążeniem aniżeli tworzywa wzmocnione tkaniną szklaną;
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3) tworzywa fenolowe i epoksydowe wzmocnione tkaniną zarówno bawełnianą, jak i szklaną wykazują
stosunkowo korzystne własności mechaniczne i mogą być stosowane do produkcji wielu części maszyn;
4) przyjęte metody badań mogą być stosowane do wyznaczania własności mechanicznych wzmocnionych
tworzyw termo- i chemoutwardzalnych.

Zbigniew LISSOWSKI «Metoda określania deformacji plastycznej tworzyw przy badaniu ich przydatności
na łożyska ślizgowe». Autor zajmuje się wyznaczaniem udziału odkształcenia plastycznego w całkowitym
ubytku liniowym próbek badanych na zużycie przez tarcie. Udział ten wyliczany jest za pomocą wzoru

AS-AS,,

gdzie AS oznacza całkowity ubytek liniowy (zmiana grubości), ASm część liniowego ubytku próbki wywo-
łaną ubytkiem masy. W pracy przytoczono przykład wyznaczania równania krzywej udziału odkształ-
cenia plastycznego ASZ w zależności od nacisku p.

Stefan Ziemba, Warszawa

DZIEWIĄTY BRYTYJSKI KONGRES MECHANIKI TEORETYCZNEJ. GLASGOW
10-13 KWIECIEŃ 1967

Od 1959 roku odbywają się w Wielkiej Brytanii doroczne Kongresy Mechaniki Teoretycznej; pierwszy
z nich został zorganizowany przez uniwersytet w Manchester. Samo pojęcie «mechaniki teoretycznej»
rozumiane jest nieco inaczej niż w Polsce: zalicza się tu nie tylko mechanikę ciał sztywnych, ale przede
wszystkim mechanikę płynów* a także mechanikę ciał stałych odkształcalnych, jednak- w przeciwieństwie
do mechaniki stosowanej chodzi tu raczej o podejście uniwersyteckie, a nie inżynierskie. Zastosowania
traktowane są raczej drugorzędnie. Takie podejście zawęża, znacznie tematykę- kongresu i zmniejsza liczbę
uczestników. , . , - • . •-••,••

. Tegoroczny IX Brytyjski Kongres Mechaniki Teoretycznej odbył się w Glasgow w dniach 10-13.4.1967.
Udział wzięło niemal 300.uczestników reprezentujących 31 brytyjskich uniwersytetów i 11 instytutów nau-
kowo-badawczych i przemysłowych. Liczba uniwersytetów w Wielkiej Brytanii jest istotnie imponująca:
obok tak znanych, jak Oxford, Cambridge czy Londyn, były reprezentowane niemal całkowicie w Polsce,
nieznane, jak np. University of Exeter, czy University of Technology, Loughborough. Nasuwa się tu mar-
ginesowa uwaga, czy tak znaczne rozdrobnienie badań, naukowych jest celowe: w Wielkiej Brytanii występuje
chyba największe na świecie zagęszczenie uniwersytetów, około 40 uniwersytetów na obszarze mniejszym
od Polski (243 tys. km2), przy czym profil niemal wszystkich uniwersytetów jest bardzo szeroki. Udział gości
zagranicznych był bardzo skromny, 8 osób: 3 z Australii (dr V. T. BUCHWALD, Sydney; dr J. C. BARTON,
Melbourne; dr I. R. WOOD, Sydney), 2 z USA (prof. J. B. KELLER, New York; H. E. WILLIAMS, Office of
U. S. Navy Research), i po jednej z ZSRR (dr T. B. JANOVSKAJA, Leningrad), z Irlandii (prof. J. N. FLAVIN.
Galway) i z Polski (prof. M. ŻYCZKOWSKI,Kraków). Należy przy tym podkreślić, iż cztery z nich przebywały
w Wielkiej Brytanii na długoterminowych stażach lub kontraktach (z Australii i ZSRR). Nie było obecnych
wielu znanych naukowców brytyjskich z dziedziny mechaniki, którzy widocznie sądzili, iż profil kongresu
jest zbyt jednostrcjnny lub w ogóle zbyt oddalony-od zastosowań inżynierskich.

Kongres rozpoczął się w poniedziałek 10.4.67 po południu referatem przeglądowym prof. M. B. GLAU-
ERTA (University of East Anglia, Norwich) «Warstwy przyścienne w magnetohydrpdynamice». Ponadto
wygłoszono jeszcze dwa referaty przeglądowe przygotowane na specjalne zamówienie organizatorów:
prof. J. B. KELLER (New York University), «Fale przypadkowe i równania stochastyczne» oraz prof.
A. J. M.SPENCER (University of Nottingham), «Skończone odkształcenia sprężyste — przegląd dotych-
czasowego dorobku i perspektywy na przyszłość*. Referaty przeglądowe trwały dokładnie godzinę i nie
były poddawane dyskusji. Wszystkie zostały .wygłoszone w sposób bardzo interesujący, ,ze sporą dozą
humoru w angielskim stylu. , .

Ponadto wygłoszono ogółem 52 referaty sekcyjne, mianowicie 17 z zakresu mechaniki ciał stałych oraz
35 z mechaniki płynów. Tematyka referatów była dość specyficzna. T,ak np. z zakresu ciał stałych aż 8 refe-
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ratów dotyczyło zagadnień fal sprężystych, w szczególności nieliniowych, po 2 referaty z teorii plastyczności
i z teorii ośrodków wielofazowych oraz po jednym referacie z teorii sprężystości, termosprężystości, kształ-
towania, zagadnień stykowych z przyczepnością oraz zmęczenia materiałów. Z zakresu mechaniki płynów
przeważały przepływy cieczy lepkich (15 referatów) i magnetohydrodynamika (8 referatów). Obrady od-
bywały się w trzech sekcjach—jedna sekcja mechaniki ciał stałych i dwie sekcje mechaniki płynów.
Uczestnicy zagraniczni — obok wspomnianego już referatu przeglądowego prof. KELLERA — wygłosili
trzy referaty sekcyjne, mianowicie «Rozprzestrzenianie się fal Kelvina w pobliżu prostopadłościennego
naroża» (V. T. BUCHWALD), «Oszacowanie sztywności skręcania prętów anizotropowych» (J. N. FLAVIN)
oraz «Kształtowanie zamkniętych cienkościennych przekrojów belek przy uwzględnieniu warunków statecz-
ności ścianek» (M. ŻYCZKOWSKI). Największe zainteresowanie wzbudził referat prof. M. J. LIGHTHILLA,
który ostatnio utworzył specjalną grupę badawczą w ramach Imperial College w Londynie, «Ruch czer-
wonych ciałek krwi w naczyniach włoskowatych».

Oprócz referatów przeglądowych i referatów sekcyjnych zorganizowano pięć specjalnych dyskusji,
w pięciu równoległych sekcjach. Dotyczyły one następujących problemów: teoria dyfrakcji (przewodni-
czący: prof. W. E. WILLIAMS, Surrey), nieliniowe fale sprężyste (przewodniczący: prof. W D. COLLINS,
Strathclyde, Glasgow), metody numeryczne w mechanice płynów (przewodniczący: prof. D. S. BUTLER
Strathclyde, Glasgow), przepływy strumieniowe (przewodniczący: prof. D. C. PACK, Strathclyde, Glasgow,
oraz mieszaniny wielofazowe (przewodniczący: prof. A. E. GREEN, Newcastle).

Obrady zakończyły się we czwartek, 13.4.67, przed południem, bez jakiegokolwiek uroczystego zamknie)
cia. Następny, dziesiąty, jubileuszowy brytyjski kongres mechaniki odbędzie się w 1968 roku w Oxfordzie
i ma być wyrazem hołdu dla przechodzącego na emeryturę profesora G. TEMPLE.

Michał Życzkowski, Kraków
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POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ
NA ROK 1968

W dniu 18 grudnia 1967 odbyło się plenum Zarządu Głównego PTMTS, na którym dyskutowany
był m.in. plan pracy Towarzystwa na rok 1968.

Oto najważniejsze szczegóły dotyczące planowanej działalności naukowej, wydawniczej i organiza-
cyjnej.

1. D z i a ł a l n o ś ć n a u k o w a

Formy działalności naukowej — poza wydawniczą — obejmują sympozja, seminaria, kursy wraz
z wykładami popularyzatorskimi, zebrania naukowe oraz akcję konkursową.

Sympozja, będące pewnego rodzaju podsumowaniem, w skali krajowej, dorobku w określonych
dziedzinach mechaniki, zostały zaplanowane przez następujące Oddziały:

Oddział w Gliwicach — konwersatorium pt.: „Zagadnienia optymalizacji w mechanice", z udziałem
ok. 70 uczestników,

Oddział w Krakowie — II Sympozjum na temat „Techniki wibracyjnej", z udziałem ok. 120 uczestni-
ków,

Oddział w Poznaniu — Sympozjum na temat „Drgań nieliniowych".

Seminaria będą prowadzone przez Oddziały:
Oddział w Gdańsku — n.t. „Teoria równań różniczkowych cząstkowych w zagadnieniach mechaniki"
Oddział w Warszawie — nt. „Drgań nieliniowych" z comiesięcznymi zabraniami (w sumie przewiduje

się 8 zebrań)
Oddział we Wrocławiu — n.t. „Rachunek tensorowy w zastosowaniu do teorii powłok".

Kursy przewidywane są następujące:
Oddział w Gdańsku — „Metody probabilistyczne w mechanice"
Oddział w Poznaniu — „Transformacje całkowe w zastosowaniu do termosprężystości".
Ponadto Oddział w Gdańsku planuje prowadzenie wykładów popularyzatorskich (bliższe szczegóły

zostaną później ustalone). Oddział w Łodzi planuje zebrania naukowe.

Konkursy. W sprawie konkursów były zgłaszane różne propozycje pizez poszczególne Oddziały.
Jednakże dotychczasowe doświadczenia wykazują, że zbytnie rozproszenie konkursów prowadzi do obni-
żenia zainteresowania nimi i liczby prac wpływających zbyt małej, by można przeprowadzić istotną elimi-
nację. Aby podnieść rangę konkursów, Zarząd postanowił ograniczyć ich liczbę do dwóch w ciągu roku
(jeden w zakresie prac teoretycznych, drugi — doświadczalnych) z równoczesnym wydatnym podniesieniem
wysokości nagród. Nie obejmuje to konkursów regionalnych finansowanych poza budżetem PTMTS.
Taki niezależny konkurs planuje Oddział w Gliwicach.

2. Akcja wydawnicza

Podstawowym organem PTMTS pozostaje kwartalnik „Mechanika Teoretyczna i Stosowana". Numer
trzeci „Mechaniki" zostanie poświęcony, jako jubileuszowy, w związku z 10-leciem Towarzystwa, refe-
ratom i materiałom zjazdowym. W dyskusji poruszono sprawę ożywienia czasopisma i zwiększenia jego
atrakcyjności pizez częstsze zamieszczanie prac syntetyczno-przeglądowych w zakresie poszczególnych
dyscyplin, kierunków i problemów naukowych, przez zamieszczanie głosów dyskusyjnych i w ogóle po-
budzanie dyskusji naukowej oraz przez rozbudowę działu informacyjnego z życia Towarzystwa oraz życia
naukowego w zakresie krajowym i międzynarodowym (w szczególności stowarzyszeń w zakresie mechaniki),
a także przez zamieszczanie recenzji krytycznych ciekawszych pozycji książkowych.
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Poszczególne Oddziały planują oddzielne wydanie materiałów związanych z przygotowywanymi
sympozjami:

Odział w Gliwicach n.t. „Zagadnienia optymalizacji w mechanice",
Oddział w Krakowie n.t. „Techniki wibracyjnej",
Oddział w Poznaniu n.t. „Drgań nieliniowych".

3. D z i a ł a l n o ś ć o r g a n i z a c y j n a
Planuje się ogólny wzrost liczby członków Towarzystwa z 459 w roku 1967 do ok. 500 na koniec

roku 1968. Planowana liczba zebrań organizacyjnych wynosi 80, zebrań naukowych — 67. Poszczególne
Oddziały planują współpracę z organizacyjami technicznymi NOT, kołami racjonalizatorskimi, itp.

(C. Eimer)





DZIESIĘCIOLECIE POLSKIEGO TOWARZYSTWA
MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

W roku 1968 minie dziesięć lat od Zjazdu Członków Założycieli, który powoła) do życia Polskie
Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej. Z tej okazji w dniach 8 i 9 listopada 1968 roku odbędzie
się w Warszawie uroczysty Zjazd wszystkich Członków Towarzystwa.

Program Zjazdu przewiduje m.in. wygłoszenie referatów na temat osiągnięć polskich w ubiegłym
dziesięcioleciu w zakresie teorii sprężystości, teorii plastyczności, reologii, mechaniki układów dyskretnych
mechaniki płynów i termodynamiki.

Bliższe informacje o programie i warunkach uczestnictwa w Zjeździe Jubileuszowym zostaną podane
w późniejszym terminie.



Spis treści zeszytu 2/68

B. BIENIASZ, Rozkłady temperatury na powierzchni chłodzonej poddanej działaniu ruchomych źródeł
ciepła w zastosowaniu do procesów obróbki skrawaniem
Pacnpeflejiemfe TeinnepaTypM na oxjia>i<flaeMo£ł noBepxHOcm non; fleHCiBneM noflBKOKHbix
HCTOIHHKOB Terma, B npHMeneHHH K npoijeccaivi o6pa6oTi<n pe3aHneM
Distribution of temperature on the cooled surface subjected to the action of moving heat
sources in machining processes

W. GOGÓŁ, Efekt Jacq'a
3cb4>eKT 2Kai<a
The Jacq's effect

M. TALL, Eksperymentalny sposób wyznaczania współczynnika restytucji pracującej maszyny wi-
brouderzeniowej
SKcnepHMeHTajiEHBift cnocoS onpeflejieHHH KO3(b<f>HinieHTa BoccTaHOBneinw cKopoenr HJIH
pa6oTaiomero BH6poMOjioTa
Experimental method of estimation of the coefficient of restitution for a vibratory-impact
mechanisms

M. A. GLIŃSKA, L. ŁUKASZEWSKA, J. ODERFELD, E. PLESZCZYŃSKA, Ocena największych naprężeń
w wieńcu łopatek
OrjeiiKa MaKCHMantHtix HanpawenHH B jionaToiiHOM Beime
Estimation of maximum stresses in turbine blades

W. ŁUCJANEK, Laboratoryjne metody pomiaru pochodnych aerodynamicznych
JIa6opaTopHwe MeTofltt KraiwepeniM aspoflnnaMH^ecKHX npoH3BOflHbix
Laboratory methods of the measurements of aerodynamic derivatives

B. JANCELEWICZ, Badania wpływu zgniotu wprowadzonego w obszarze koncentracji naprężeń na
trwałość zmęczeniową duralowej konstrukcji z karbem
HccjiefloBaHHe BJIIMHHH JioKauBiioń nnacmrqecKOH fledjiopmaqHH, BŁi3Bamioft B paiłoHe
KOHi;eHTpaqHH HanpnH<eHidł, Ha ycTajiocTHyio pojiroBeiHOCTh KOHCTpyKi(HH H3 ajunoMU-
HHeBoro crtjiaBa c Haflpe30M
Investigations of influence of local plastic strain induced in stress concentration region on
fatigue life of aluminium alloy notched structure

Biuletyn Informacyjny



Cena zł 30.—

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa,Mechaniki
Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje się poczynając od 1 stycznia 1967 r. jako kwartalnik. Zeszyty
z lat poprzednich można nabywać w sekretariacie Zarządu Głównego PTMTS (Warszawa, Paląc

Kultury i Nauki, piętro 17, pokój 1724)
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