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WPEYW HISTORII OBCIAZENIA NA POWIERZCHNIE PLASTYCZNOSCI
(CZESC DRUGA)

JO6ZEF MIASTKOWSKI (WARSZAWA)
1. Wprowadzenie

1.1. Uwagi ogélne. Przejécie ciala ze stanu sprezystego w plastyczny w przypadku obcig-
zenia go ztoZonym stanem napr¢Zenia mozna opisaé pewnym zwigzkiem pomigdzy napre-
zeniami, nazywanym warunkiem plastycznosci.

Najprostszy warunek plastycznoSci zaklada, ze material przechodzi w stan plastyczny
w chwili, kiedy maksymalne naprezenia styczne osiagaja pewna krytyczna warto$é nie-
zalezna od stanu napreZzenia. Warunek ten nosi nazwg¢ warunku Treski.

Drugim podstawowym warunkiem plynigcia, dobrze potwierdzonym przez do$wiad-
czenia, jest warunek Hubera-Misesa-Hencky’ego.

Rys. 1

Weryfikacja do§wiadczalna warunkdéw plastycznoéei ze wzglegdu na trudno$¢ przepro-
wadzenia eksperymentu odbywa si¢ gléwnie w ptaskim stanie naprg¢zenia.

Warunek Hubera-Misesa dla plaskiego stanu naprgzenia przyjmuje postaé

0% —0, 0y 0%+37%, = 312,

gdzie k jest granicy plastycznosci przy czystym §cinaniu. W przestrzeni napreZen oy, 0y, Tyy
réwnanie to okreéla powierzchnig elipsoidalng pokazang na rys. 1. Dla danego programu
obciaZenia otrzymujemy na tej powierzchni krzywe, ktore mozemy zweryfikowa¢ doswiad-
czalnie.

Dla rzeczywistych metali wykazujacych wzmocnienie warunki plastycznosci Hubera-
Misesa oraz Treski przestaja obowiazywa¢ natychmiast po pojawieniu si¢ w procesie
obciazenia nawet malych odksztalcen plastycznych. Zjawisko wzmocnienia wskazuje,
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Ze poczatkowa powierzchnia plastycznosci ulega zmianie, przy czym na skutek istnienia
efektu Bauschingera zmiany te nie moga byé symetryczne. Wobec powyzszego warunki
plastycznosci Hubera-Misesa 1 Treski dla metali ze wzmocnieniem stanowia tylko punkt
wyjécia okres$lajacy poczatek odksztatcen plastycznych. W dalszym ciaggu musimy znaé
w kazdym momencie procesu odksztalcenia ciagle zmieniajacy sig ksztalt i potozenie
powierzchni plastycznosci. Scisty opis matematyczny tych zmian jest ze wzgledu na ich
zlozono$¢ bardzo trudny i dlatego jest opisywany za pomoca uproszczonych zaleznosci
zwanych hipotezami wzmocnienia.

Najstarsza koncepcia wzmocnienia podana przez G.J. TAYLORA i H. QUINNEYA [1]
a nastgpnie przez F. K. G. ODQUISTA [2] nosi nazwe wzmocnienia izotropowego. Zaklatda
ona réwnomierne rozszerzanie si¢ poczatkowej powierzchni plastycznodcei.

Teoria poslizgéw S. B. BATDORFA i B. BUDIANSKY’EGO [3, 4], a nastepnie zmodyfiko-
wana przez T. H. LiNa [5] oparta zostala na fizycznych rozwazaniach uwzgledniajacych
poslizgi ziaren w przyjetym mechanizmie plastycznych odksztalcen. Teoria ich postuluje
powstawanie ostrego naroza na powierzchni ptynigcia w kierunku wstgpnych odksztalcen
plastycznych. Jednakze zgodnie z ich teoria po$lizgéw pozostata czgéé poczatkowej po-
wierzchni plynigcia w pewnej odleglosci od naroZa jest niezmieniona.

W pracy [3] podano poréwnanie teorii z wynikami doswiadczenia przeprowadzonego
na prébkach z aluminium przy prostym rozcigganiu. Teoria wykazata doskonala zgodnos¢
przy malych odksztalceniach, ale dawala rozbieznosci przy wigkszych wartoéciach poélizgu.

W dazeniu do uwzglednienia efektu Bauschingera zostala wysunigta przez E. MELANA
[6], A. IszLINSKIEGO [7] i W. PRAGERA [8], a nastgpnie przez R. T. SCHIELDA i H. ZIEGLERA
[9] teoria wzmocnienia kinematycznego. Wedlug tej teorii mozna przyjac, ze cala powierzch-
nia plastycznosci w przestrzeni naprezen ulega pod wplywem odksztalcen plastycznych
przesunigeiu jak cialo sztywne nie zmieniajac ani ksztaitu, ani rozmiaréw. W pracy
F. EpeLMaNA i D. C. DruckERrA [10] zostata wytyczona droga zbudowania teorii plastycz-
nosci uwzgledniajacej efekt Bauschingera.

W roku 1953 W, T, Koiter [11] zastosowal do opisu powierzchni plynigcia idee od-
cinkowo-liniowej aproksymacji powierzchni plastycznoéci. Teori¢ te nastgpnie rozwinigto
w pracach J. L. SANDERSA [12], P. G. HoDGE'A [13] 1 W. PRAGERA [8, 14]. Teoria ta polega
na tym, Ze funkcj¢ obciazenia rozpatruje si¢ w postaci kornbinacji pewnej skonczonej lub
nieskoniczonej liczby funkcji obciaZenia, dzialajacych zaleZznie lub niezaleznie od siebie.
W tego typu teoriach pojawiaja sie stozkowe punkty na powierzchni plastycznosci. Wedlug
W.T. KoITera teori¢ poflizgdw mozna réwniez uwazaé jako teorig typu odcinkowo-
liniowego wzmocnienia. Teorie odcinkowo-liniowego wzmocnienia charakteryzuja sie
duza przydatnoécia do opisu poruszajacych sie powierzchni w procesie plastycznej de-
formacji, Wartos¢ tych teorii lezy gidwnie w tym, Ze pozwalaja dostateczme doktadnie
opisaé podstawowe wiasno$ci fizyczne krysztatow.

W roku 1953 I. F. BESSELING [15] przedstawit teorig plastycznosci oparta na zalozeniu.
-ze material sktada si¢ z réznych warstw kolejno wiaczajacych si¢ do plastycznego plyniecia.
Teoria ta nadaje si¢ do opisu anizotropii pojawiajace] sie w metalu podczas jego plastycz-
nego odksztalcenia.

Inng prébe matematycznego ujecia tych ztozonych zjawisk stanowi teoria J. I. KADA-
szewicza i W, W. NowozyrLowa [16] uwzgledniajaca mikronaprezenia. Wedlug tej teorii,



WPLYW HISTORII OBCIAZENIA NA POWIERZCHNIL PLASTYCZNOSCI 5

powierzchnia plastycznoéci ulega w czasie procesu odksztalcenia plastycznego réwnomier-
nemu rozszerzeniu z zachowaniem podobienstwa geometrycznego oraz jednoczesnemu
przesunigciu bez obrotu. Zblizona w ujeciv teorig przedstawit réwniez T. LEumaN [17, 18].

G. I. BykowcEw, W. W. DUDUKALENKO i D. D. IwLEW [19] przedstawili rézne formy
funkcji obciazenia dla materialéw plastycznych ze wzmocnieniem anizotropowym.
W pracy wykazali, Ze w zaleznosci od wyboru funkcji obeigzenia mozna opisywaé rézne
efekty. Miedzy innymi mozna opisa¢ obracanie krzywej obcigzenia oraz poprzeczny efekt
Bauschingera polegajacy na rozszerzaniu si¢ powierzchni plastycznosci w kierunku prosto-
padtym do wstgpnego obciazenia bez jej zmian w kierunku wstgpnego obciazenia.

A. Bartow i A. SAwczuk [20] podali prawo wzmocnienia dla uwzglednienia anizo-
tropii wywolanej w materiale przez plastyczne odksztalcenia. W pracy badano przejscie
od materialu poczatkowo izotropowego do materialu anizotropowego. Proponowany
przez autoréw warunek uwzglednia przesunigcie, obrét oraz rozszerzanie si¢ poczatkowej
powierzchni plastycznosci.

Interesujacy model wzmocnienia zaproponowal w roku 1967 Z. Mréz [21]. Model ten
jest uogdlnieniem znanych zasad izotropowego i kinematycznego wzmocnienia przez
wprowadzenie pojecia «pola moduléw wzmocnienia». Pole to jest okreSlone w przestrzeni
naprezen przez uklad powierzchni o stalym module wzmcecnienia. Dla kaZzdej historii
obciaZenia, moga by¢ okre$lone chwilowe uklady i w ten sposéb mozna okreslié zachowanie
sie materiatu dla zlozonych drég obciazenia, a w szczegdlnosci dla obciazen cyklicznych.

1.2. Weryfikacja doSwiadczalna. Doswiadczalna weryfikacja réznych koncepcji teoretycz-
nego ujecia bardzo zlozonego zjawiska wzmocnienia przeprowadzana jest niemal wytacznie
w plaskim stanie naprezenia, jaki daje si¢ zrealizowa¢ w cienkosciennych rurkowych préb-
kach obciazonych réznymi kombinacjami sity osiowej, momentu skrecajacego i ci$nicnia
wewngtrznego.

W klasycznej pracy G.J. TAYLORA i H. QUINNEY'A [I] prébki rurkowe wstepnie roz-
ciagano sifa osiowg powyzej granicy plastycznoéci. Jezeli przyjmiemy, Ze elipsoida na rys. 1
przedstawia poczatkowy.warunek plastycznosci nieodksztalconego materialu, to odpo-
wiada to przekroczeniu punktu A na osi o,. Nastepnie po czeSciowym odciazeniu probki
obcigzano dodatkowo momentem skrecajacym przy utrzymywaniu stalej wartosci napre-
zef rozciagajacych. Dla kazdej prébki otrzymywano wykres wydtuzenia w zalezno$ci od
momentu skrgcajacego. Jako granice plastyczno$ci przyjmowano przecigcie przedhuzenia
fagodnej czgci krzywej z osia momentéw. Uzyskane wyniki dla stali, miedzi i aluminium
przedstawiono na ptaszczyznie naprezef o, 7,,. Punkty do$wiadczalne leza na krzywych
bardzo zblizonych do elips Hubera-Misesa. Oznacza to, ze poczatkowa elipsa AC na rys. 1
ulegla na skutek wstgpnego odksztalcenia probek przez rozciaganie jedynic rozszerzeniu
nie zmieniajac ani polozenia ani stosunku diugoéci pétosi. Potwierdza to koncepcjg izo-
tropowego wzmocnienia. Musimy jednak pamigtaé, ze wniosek ten dotyczy powierzchni
wyznaczonej w sposob, ktéry pomijat najciekawsza, silnie zakrzywiona cze$¢ wykresu
wydtuzenia w funkcji momentu skrecajacego. Dlatego niemozliwe jest wyciagniccie z tej
pracy szerszych wnioskéw odno$nie zachowania si¢ powierzchni plynigcia przy odksztat-
ceniach plastycznych.

Podobne wyniki potwierdzajace koncepcje izotropowego wzmccnienia otrzymali
D. M. CUNNINGHAM, E. G. THOMSON i J. E. DORN [22] w roku 1947.



6 J6ZEF MIASTKOWSKI

W roku 1949 D. C. DRUCKER przeprowadzil w pracy [23] matematyczny dowéd, Ze
teoria, ktéra przyjmuje warunek izotropowego wzmocnienia, jest fizycznie niedopuszczal-
na, a w roku nastgpnym F. S. SHAW i G. W. WyYCHERLEY [24] przedstawili do$wiadczenie,
ktérego wyniki obalaja koncepcje izotropowego rozszerzania si¢ powierzchni plastycz-
nosci.

Po ukazaniu si¢ teorii poéiizgéw'S. B. BATDORFA i B. BUDIANSKY'EGO [4] zostaly prze-
prowadzone doSwiadczenia przez R. W. PETERsA, N. F. DowNa i S. B. BATDORFA [25]
w roku 1950 oraz przez H, CICALA [26] w tym samym roku. Wyniki tych do§wiadczen
nie wykazaly zgodnoéci z teoria poslizgéw.

Doswiadczenia przeprowadzone przez B. BUDIANSKY'EGO, N. 1. Dowa, R. W. PETERSA
i R.P. SHEPHERDA [28] w roku 1951 nie wskazuja réwniez na istnienie «naroza» na po-
wierzchni plastyczno$ci, co wynika z teorii poslizgéw. Nie stwierdzono naroza takze ani
w pracy J. L. M. MorisoNna i W. M. SHEPHARDA [29], ani w pracy D.C. DRUCKERA
i F. D. StockToNA [30]. Jednakze w roku 1953 J. Marin i L. Hu [31] podali wyniki swoich
badan na rurkowych probkach ze stopu aluminiowego, potwierdzajace istnienie «rogu»
na powierzchni ptyniecia. Wykazali oni réwniez niemozliwoéé istnienia takiego naroza
plastycznego w teorii izotropowego wzmocnienia.

Na istnienie narozy na krzywej obciaZenia wskazujg réwniez dwie dalsze prace do-
$wiadczalne przeprowadzone przez P. M. NAGHDIEGO i J. C. ROWLEY’A [32] w roku 1954,
oraz przez P. M. NAGHDIEGO, J. C. ROWLEY’A i C. W. BEADLE’A [33] w roku 1955. W pracy
[33] badano cienkoécienne prébki rurkowe z aluminium poddajac je rozciaganiu ze skre-
caniem. Przeprowadzono trzy serie badan, w ktérych kazda probke poczatkowo odksztat-
cano za przedzial sprezystego obszaru przy proporcjonalnych zmianach sity i momentu.
Po osiagnigcin okreslonej wielkosci plastycznych odksztatcen obciaZzenie prowadzono dalej
po pitowej drodze w plaszczyZnie naprezen o, T, tak, e prosta proporcjonalnego obcig-
zenia byla osig symetrii tej pitowej drogi. Na podstawie préb w ten sposob przeprowadzo-
nych stwierdzono istnienie naroza plastycznego na powierzchni plyniecia. Wniosek ten
jednak wedhug A. M. Zukowa [34] jest watpliwy i wskazuje na mieporozumienie. Trajek-
torie obcigZenia maja bowiem punkty zatamania, ale brak jest prostej relacji miedzy nimi
a punktami zalamania plastycznego potencjatu.

W roku 1956 J. MArIN i L. Hu w pracy [35] podali wyniki do§wiadczen przeprowadzo-
nych na cienko$ciennych rurkowych prébkach ze stali, potwierdzajacych teorie poslizgéw.
W tym samym jednak roku wyniki pracy W. A. SWIESZNIKOWEJ [30] nie potwierdzaja
tej teorii. '

P. M. NAGHDI, F. ESSENBURG i W. KOFF [37] w roku 1958 rurkowe probki ze stopu
aluminiowego poczatkowo obciazali momentem skrgcajacym znacznie powyzZej punktu C
na rys. 1, a nastgpnie po catkowitym odcigzeniu kazda probke ponownie obcigzali momen-
tem skrecajacym i sita osiowa réwnoczeénie. Na podstawie wynikdéw przedstawionych
w plaszczyZnie napreZen osiowych i $cinajacych stwierdzono, Ze krzywa dla materiatu
nieodksztalconego dobrze pokrywa si¢ z elipsa AC (rys. 1) dla warunku plastyczno$ci
Hubera-Misesa. Jezeli chodzi o powierzchni¢ plyniecia dla materiatu odksztalconego to
stwierdzono, Ze pokrywa si¢ ona z poczatkowa powierzchnia w warunkach czystego roz-
ciggania, a znacznie od niej odbiega w miar¢ wzrostu stosunku naprezed $cinajacych do
naprezen’ normalnych. Poczatkowa elipsa pod wplywem odksztalcen plastycznych ulegla
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zdeformowaniu oraz przesunigciu. W otoczeniu punktu wstepnego obciazenia powstal
silnie zakrzywiony wierzchotek.
- W tym samym roku L. W. Hu i J. F. BRATT [38] badali réwniez wtérna powierzchnie
plyniecia dla materiatu wstepnic odksztalconego plastycznie i pokazali tworzenie sie rogu
w kierunku wstgpnego odksztalcenia plastycznego. Do badania uzyli oni rurkowych prébek
wykonanych ze stopu aluminium. Jezeli chodzi o poczatkowa powierzchnig plastycznoéci,
to do$é dobrze pokrywa si¢ ona z elipsa Hubera-Misesa.
Bardzo cenne do$wiadczenia przeprowadzili Ju.I. JAGN i O. A. SzyszmARIEW [39]
w roku 1958. Do badania uzyli oni wyzarzonych rurkowych prébek niklowych o $rednicy
5 mm i grubosci §cianki 0,2 mm. Dla wyjSciowego materiatu granica miedzy przedziatami
sprezystym i plastycznym odpowiadala Scisle kryterium Hubera-Misesa. W pracy podano
wyniki badania granicy sprezystego stanu materiatu w plaskim stanie napre¢zenia, otrzy-
mywanego droga rozciagania i skrecania prébek uprzednio odksztalconych plastycznie na
drodze osiowego rozciagania. Na rys. 1 odpowiada to badaniu krzywej AC po odksztal-
ceniu za punkt 4. Do okreslenia granicy stosowano dwie metody. Metoda pierwsza po-
wierzchnie badano na jednej prébcee, przy zastosowaniu drugiej do badania powierzchni
uzyto kilku probek. Stwierdzono, ze badanie powierzchni na jednej prébee jest obarczone
powaznym bigdem. W metodzie tej bowiem kolejne punkty krzywej ctrzymuje sic w ten
sposdb, ze obciaZenie prowadzi si¢ do momentu pojawienia si¢ minimalnych odksztalcen
plastycznych, nastgpnie po czgsciowym odcigzeniu ponownie obcigzamy prébke tak, aby
otrzymaé nastgpny punkt powierzchni. Stwierdzono, ze te minimalne odksztalcenia pla-
styczne wywolane w probce przy okresleniu jednych punktéw maja duzy wpltyw na poto-
zenie punktéw nastepnych na powierzchni plastyczno$ci. Oprécz tego, innym Zrédlem
biedu przy zastosowaniu tej metody jest pelzanie materialu, ktére odbywa sie nawet przy
naprezeniach nizszych od tych, ktére przykladano do prébki w chwili okreslania punktéw
granicy stanu sprezystego. Przy zastosowaniu drugiej metody wszystkie probki najpierw
wstepnie jednakowo odksztalcono sitg osiowa do okreslonej wartosci odksztalcenia trwalego
i po odpowiednio dlugim przetrzymaniu pod tym obciazeniem (czasy przetrzymywania
stosowano rézne) probki stopniowo odciazano i dociazano przez skregcanie. Na kazdy
punkt powierzchni badano inna prébke. Wyznaczono kilka powierzchni plastycznosci
przez przyjecie dla kazdej innej warto$ci odksztatcenia trwalego od 0,0005% do 0,036%.
Wyniki dodwiadczen wskazuja, ze we wszystkich przypadkach granice plastycznosci prze-
mieszczajg sig w kierunku osi napreZen o, przy czym w przypadku granicy okrelonej dla
" odksztalcenia trwalego '0,0005% jest ona przesunigta catkowicie w obszar dcdatnich
warto§ci o,. Wyznaczone wektory przyrostéw plastycznych odksztalcen we wszystkich
przypadkach otrzymano bliskie normalnym do granicy sprezysto§ci materiatu. Oprécz
tego na zadnej z otrzymanych granic nie stwierdzono jakichkolwiek narozy, na istnienie
ktérych wskazuja inne badania. Bardziej szczegélowy opis powyiszej pracy wynika stad,
Ze badania przeprowadzone byly z wyjatkowo duza doktadnoécia, a otrzymane powierzch-
nie dla réznych wartosci plastycznych odksztalcen i przy réznych metodach prowadzenia
badan wskazujg na wnikliwa analize postawionych probleméw. Dlatego teZ wnioski otrzy-
mane z tej pracy mozna uwazaé za jedne z cenniejszych wynikéw eksperymentalnych.
W roku 1958 A. M. Zukow [40] przedstawil wyniki badan krzywej neutralnego obcia-
Zenia przy dwuosiowym rozciaganiu oraz przy rozciaganiu ze skrecaniem po wstepnym
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odksztalceniu ciénieniem wewnetrznym. Do badania uzyto probek rurkowych z czystego
aluminium. Z pracy wynika, Ze krzywa neutralnego obcigzenia odbiega znacznie od elipsy
Huberu-Misesa; sklonilo to autora do stwierdzenia, ze dowolna funkcja zalezna tylko
od intensywno$ci naprezen nie moze byé brana za potencjat plastyczny. Nie stwierdzono
réwniez istnienia narozy na krzywej neutralnego obcigZenia.

W pracy H. G. McComea [41] z roku 1960 zostaly przedstawione wyniki préb prze-
prowadzonych na cienko$ciennych prébkach rurkowych z aluminium dla zbadania ksztattu
wtérnej powierzchni ptynigcia. Po wstepnym odksztalceniu plastycznym przy czystym
rozcigganiu probki obciazano ponownie wzdiuz réznych drég promieniowych i stwier-
dzono znaczne naroZze na powierzchni, rozwijajace si¢ w kierunku wstepnego odksztatce-
nia.

Do podobnego wniosku o tworzeniu si¢ ostrego wierzchotka w punkcie obcigZenia
doszli w swoich pracach A. PHILLIPS [42, 43] oraz A. PHILLIS i G. GRAY [44].

W roku 1960 w pracy G. B. TaLyrowa i W. N. KAMIENCEWA [45] przedstawiono ba-
dania do$wiadczalne wptywu drogi obcigzenia na forme i wielko$é granicy plastycznosci.
Do badania uzyto rurkowych prébek z nisko weglowej wyzarzonej stali. Prébki podda-
wano dzialaniu sity osiowej i ci$nienia wewnetrznego po wstepnym odksztalceniu osiowym.
Na podstawie uzyskanych wynikdéw podano, ze umowna granica ptynigcia przy ztozonym
stanie napreZenia nie ma na swojej powierzchni Zadnego naroza plastycznego. Wniosek
ten zostal potwierdzony réwniez i w nastgpnych pracach [46, 47]. Za umowna granice
plynigcia przyjeto krzywa naprezenia, dla ktdrej intensywno$¢ odksztalcenia byla réwna
0,17%. W wyniku wstepnego plastycznego odksztalcenia w danym kierunku granica pla-
stycznodci ulegla przesunigeiu w tym kierunku. Podano réwniez, ze forma granicy plastycz-
nosci dla stali o niskiej zawartosci wegla nie zalezy od drogi obciaZenia.

Do ciekawych wnioskéw doszedt H. J. Ivey [48] badajac wtérna powierzchnie plynigcia
na cienkoéciennych prébkach rurkowych ze stopéw aluminium. Prébki wstgpnie skrecane
az do wywolania wstgpnych odksztalcen plastycznych i czgSclowo odciazone ponownie
obciazano przez rozcigganie i skrecanie. Z pracy wynika, ze wtérna powierzchnia prze-
suwa si¢ w kierunku wstepnego odksztalcenia, Ze jest gladka bez narozy i Ze towarzyszy
Jej znaczny efekt Bauschingera. Jako powierzchnig plastycznodci przyjmowano granice
proporcjonalnosci.

P. K. BertscH i W. N, FINDLEY [49] przeprowadzili do§wiadczalne badania poczatkowej
i wtérnej — po wstepnym odksztatceniu — powierzchni plastycznosci na rurkowych préb-
kach aluminiowych. Prébki poddawano réznym kombinacjom sily osiowej, skrecania
1 ci$nienia wewnetrznego. Stwierdzono, ze poczatkowa powierzchnia plyniecia nie pokrywa
sig z elipsqg Hubera-Misesa wykazujac jednak do niej do$é duze podobiefistwo. W odniesie-
niu do wtdrnej powierzchni zaobserwowano wszedzie wypuklto§é oraz istnienie znacznych
zaokraglonych narozy zgodnych z teoria poslizgdw.

Wykonane tymczasem w tym samym roku przez B. Paura, W. CHeNa i L. LEE [50]
doswiadczenia po§wigcone badaniu rogdéw na wtérnej powierzchni nie potwierdzily faktu
ich istnienia.

Dla wyjasnienia czy istnieja naroza na granicy plastycznosci zostaly réwniez przepro-
wadzone w latach 1962 i 1963 badania przez O. A. SzYSZMARIEWA w pracach [51, 52].
Badajac zaréwno prébki niklowe jak i stalowe w obu tych pracach nie stwierdzono istnienia
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naroza na wtornych powierzchniach plastycznosci. W pracy [51] zajmowano sie réwniez
zbadaniem ksztaltu tej czg$ci powierzchni, ktéra lezy po przeciwnej stronie punktu wstep-
nego obciazenia. Za granicg plastycznosci przyjmowano krzywa naprezenia, dla ktdrej
intensywno$é odksztalcenia plastycznego byta réwna 0,01%. Wyniki pracy wskazuja, ze
wtérna powierzchnia plastycznosci moze przesuwac si¢ poza poczatek ukladu wspdlrzed-
nych podobnie jak to stwierdzono w pracach R. WooLEY’A [53], Ju. I. JaGNA | O. A. Szy-
SZMARIEWA [39] oraz H. J. IvEY’A [48].

W roku 1963 G. L. BARAYA i I. PARKER [54] przedstawili probe okreslenia poczatkowej
i wtérnej powierzchni plastycznosei dla czystego aluminium i jego stopdw przy uzyciu
paskéw z nacigciami. Z do$wiadczen wynika, Ze materiat podlega kryterium plynigcia
w formie f(J,, J5) = 0. Wniosek ten jednak w tym przypadku nalezy traktowaé ostroznie,
poniewaz material byt nie zupelnie izotropowy. OkreSlenie powierzchni po wstgpnym
odksztalcenin ta metoda doprowadzilo do paradoksalnego wyniku, ze lezy ona wewnatrz
poczatkowej. Wynika stad, ze metoda powyzsza nie nadaje si¢ do wyznaczania wtornej
powierzchni plastycznosci.

Odmienny schemat do$wiadczenia dla zbadania zachowania sie poczatkowo izotro-
powego materialu w zaleznosci od plastycznej deformacji przedstawit W. SzczepINskr
w roku 1963 w pracy [55]. Préby przeprowadzone zostaly na plaskich probkach ze stopu
aluminium. Wykorzystano przy tym elipse A£B na elipsoidzie pokazanej na rys. 1. Elipsa
ta utworzona jest przez przecigcie elipsoidy plaszezyzna o,+o0, = o, prostopadfa do
plaszezyzny o,, o,. Wyniki do$wiadczenia wskazuja po pierwsze na silna deformacie
‘i przesunigcie poczatkowej elipsy dla wstepnie odksztalconego materiatu i po drugie na
brak naroza plastycznego na powierzchni ptynigcia w kierunku wstepnego obciazenia.

W roku 1964 1. PARKER i M. B. BASSETT [56] przedstawili wyniki badan cienkoéciennych
rurkowych prébek z mosiadzu a poddanych skrgcaniu i dziataniu ciénienia wewngtrznego
po uprzednim wstepnym skreceniu plastycznym. Jest to kontynuacja prac J. PARKERA
i wspétpracownikow, wydanych w latach 1959 i 1961 [57, 58]. Wyniki pracy wskazuja na
brak naroza na powierzchni, na brak przesuwania si¢ powierzchni oraz na istnienie silnego
efektu poprzecznego. Stwierdzono réowniez lekki obrét wtérnej powierzchni plastycznosci.

Ciekawe wyniki doswiadczalne otrzymali w tym samym roku 1964 W.M. MAr
i H. PugH [59]. Cienko$cienne prébki rurkowe z miedzi wstepnie odksztalcone przez
rozcigganie Tub skrecanie poddawano ponownie dziataniu kombinacji rozciggania 1 skre-
cania dla ustalenia powierzchni plastycznodci. Stwierdzili oni, ze wtérna powierzchnia
plynigcia ulegta rozszerzeniu, przesunigeiu i obrotowi. Zauwazono, ze wzrost rozmiaru
powierzchni 1 przesuniecie $rodka sa w przyblizeniu proporcjonalne do wielkosci wstep-
nego odksztalcenia, obrot natomiast malat wraz ze wzrostem wstgpnego odksztalcenia.
Praca nie dostarczyla danych o istnieniu naroza na powierzchni plastycznodci.

R. A. ARUTUNIAN [60] zajmuje si¢ wyznaczeniem powierzchni plastycznodei dla ma-
teriatu wstepnie odksztalconego po zamknietym cyklu obciazenia. Rurkowe probki stalowe
poddawane sa obciazeniu skrecajacemu w ten sposéb, ze koncowy stan naprezenia i od-
ksztalcenia jest réwny zeru. Nastgpnie po takim cyklu wst¢pnego obciazenia badano
symetri¢ plastycznych wilasnoéci materiatu poddajac prébki osiowemu i obwodowemu
rozciaganiu. Pokazano, ze w plaszezyZnie t,, = 0 (rys. I) powierzchnia plastycznosct
ulegta izotropowemu rozszerzeniu. Natomiast w plaszczyZnie o, = 0 lub o, = 0 powierzch-
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nia przesunela si¢ w kierunku koncowego stanu wstgpnego obciazenia. Z pracy widaé
wyraznie, Ze anizotropia wywolana plastycznym odksztalceniem nie moze by¢ usunigta
na drodze mechanicznego dziatania. Sprawdzono, Ze material wyjsciowy byl makrosko-
powo izotropowy 1 poczatkowa granica plastycznosci odpowiadata warunkowi Hubera-
Misesa. Za kryterium uplastycznienia przyjmowano napreZenia, przy ktérych wartos§é
intensywnosci odksztalcen trwatych wynosita 0,17%.

Liczna grupe do$wiadczen po$wigconych badaniom wtérnej powierzchni plastycznodci
stanowiq prace G. B. TALYPOWA i jego wspolpracownikéw [45, 46, 47, 61-66]. W pracach
46, 47, 62] badano wplyw wstepnych odksztalcen plastycznych na granicg plastycznoscei
nisko i érednio weglowej stali i ustalono, e forma granicy ptynigcia nie zalezy od drogi
obciazenia i pozostaje okregiem na plaszezyZnie Iljuszyna jedynie rozszerzonym i przesu-
nietym w kierunku wstepnej deformacji. Identyczne stwierdzenie uzyskano przy badaniu
probek z miedzi w pracy [61]. W innych pracach zajmowano si¢ wplywem naturalnego
starzenia po wstepnej plastycznej deformacji na zachowanie si¢ powierzchni plastyczno$ci.
W pracach [46, 63] wykazano, Ze naturalne starzenie po plastycznej deformacji nie ma
wplywu na ksztalt granicy plynigcia. Dlatego tez wplyw ten mozna bada¢ za pomoca
prob na jednoosiowe rozcigganie. Wykazano réwniez, ze po wstgpnym odksztalceniu
granica plastycznosci podczas starzenia ulega poczatkowo rozszerzeniu, a nastgpnie
maleje dazac do rozmiardw wyjsciowych przed starzeniem. W pracy [64] przeprowadzono
badania wplywu starzenia na powierzchnig zaréwno w plaskim stanie naprezenia, jak i przy
jednoosiowym rozcigganiu. Dla opisu zmiany granicy plastyczno$ci podczas naturalnego
starzenia zaproponowano pewna funkcje zalezna cd stopnia wstgpnego odksztalcenia.
Parametry wchodzace do tej funkcji musza byé okreSlone na drodze dos$wiadczalnej.
Okresleniem tych wielkosci dla stali zajmowano si¢ w pracach [65, 66].

P.S. TueocAris i C. R. HAzeLL [67] badali poczatkowa i wtérng powierzchnig¢ pla-
stycznosci dla aluminium uzywajac do badania plyt zamiast cienko$ciennych probek rur-
kowych. Stosowana metoda pozwolita na wyznaczenie powierzchni w czterech éwiartkach
plaszezyzny naprezefi. Ugiecie obcigZonych plyt mierzono metoda rastrow. Wyniki badan
wskazuja, ze poczatkowa powierzchnia plynigcia przebiega miedzy powierzchniami wyzna-
czonymi z warunku Hubera-Misesa i z warunku Treski, Jezeli chodzi o wtérna powierzch-
ni¢ plynigcia, to widoczne sg na niej naroza powstale w kierunku wstgpnego obciazenia.
Stwierdzono réwniez, ze w kierunku prostopadlym do kierunku wstgpnego obciaZenia
powierzchnia wychodzi na zewnatrz poczatkowej powierzchni plastyczno$ci. Do uzyska-
nych wynikéw mozna mieé jednak zastrzeZenia ze wzgledu na niejednorodny rozktad
napre¢zen na grubosci plyty podcezas jej obcigzania. _

W roku 1964 Bur Huy DUONG [68] przedstawil badania zmiany ksztattu powierzchni
plastycznosei wywotanej odksztalceniem plastycznym dla zelaza Armco i dla aluminium.
Prébki rurkowe poddawano dziataniu réZnych kombinacji skrecania i rozciggania lub
skrecania 1 $ciskania. Dla wyznaczania powierzchni uzywano tylko jednej prébki przyj-
mujac za granicg plastycznosci naprezenia wywotujace odksztalcenia trwalte réwne 2 - 10-5,
Nie stwierdzono «wierzchotka» na powierzchni plastycznosci jak to wynika z teorii posliz-
g6w. Wtérna powierzchnia nie potwierdza réwniez ani teorii izotropowego, ani teorii
kinematycznego wzmocnienia. Interesujace jest to, Zze po wstepnym obciaZeniu na ztozonej
drodze stwierdzono istnienie wypukio$ci na powierzchni plastycznosci, ale w pewne
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odlegtosci od kierunku wstgpnego obciazenia w przeciwiefistwie do przypadku obciaze-
nia promieniowego, gdzie wypuklo$¢ na powierzchni pojawita si¢ w kierunku wstepnego
obciazenia.

W pracy D. R. JENKINSA [69] z roku 1965 przeprowadzono teoretyczna i dos$wiadczalna
analize zachowania si¢ powierzchni plastycznosci dla odksztalconych prébek rurkowych
wykonanych ze stopu cynku, poddanych kombinacji dzialania sity osiowej, ci$nienia
wewnetrznego i skrgcania. Otrzymane wyniki bardzo dobrze potwierdzaja teorie kinema-
tycznego wzmocnienia dla przyjetych liniowych warunkéw plastycznoéei (dla warunku
Treski i dla warunku maksymalnego naprezenia zredukowanego).

W roku 1965 J. Miastkowski i W. SzZCzePINSKI [70] przedstawili prace, w ktdrej
omoéwiono wyniki doSwiadczen przeprowadzonych na cienkoéciennych prébkach rurko-
wych z mosiadzu M-63. W pracy zajimowano si¢ badaniem powierzchni plastycznoéci dla
_materialu wyzarzonego oraz dla tego materialu odksztalconego plastycznie kombinacja
sily osiowej 1 ciénienia wewnetrznego. Wykazano, Ze dla pewnych przypadkdw obciaZenia
po zlozonej drodze powierzchnia plastyczno$ci ulega obrotowi. Wyznaczone przyrosty
odksztalcen plastycznych w plaszezyZznie napreZzen poréwnano z kryterium prostopadiosei.
Przez znalezienie dtugosci wektoréow przyrostow odksztalcenia plastycznego w réznych
momentach plynigcia i poréwnanie ich z wektorem przyrostu odksztatcenia spreZystego
otrzymano podstawg do rozwazan, ktorg z powierzchni nalezy utozsamia¢ z powierzchnia
plastycznosei.

W roku 1966 w pracy [71] autor przedstawit badania efektu «pamigci» w odniesieniu
do powierzchni plastycznosci dla materialu wstepnie odksztalconego plastycznie. Temat
ten jest rozwijany réwnieZ w pracy ponizszej.

2. Definicja granicy plynigcia

OkreSlenie poczatku plastycznego odksztalcenia nazywanego rowniez plynieriem
w znacznym stopniu uzaleznione jest od przyjetej definicji tego pojgcia. W przypadku ob-
ciaZania cienkoSciennych prébek rurkowych, gdzie rozklad napreZen na gruboéci przyjmuje
sie jako jednorodny, méwimy o materiale, Ze si¢ uplastycznia, gdy stan napr¢Zenia osiaga
pewng szczegding warto§é. Poniewaz materialy ze wzmocnieniem w wigkszosci przypadkéw,
a z reguly po wstepnym odksztelceniu plastycznym, nie maja wyraznego punktu uplastycz-
nienia, w badaniach do$wiadczalnych sa stosowane rézne metody dla okre§lenia tego
miejsca. Wyznaczona w ten sposéb granica nosi nazwe umownej granicy plyniecia.

W pracy G.J. TAYLorA i H. QUINNEYA [1] jako granicg plastycznodci przyjmowano
punkt przeciecia prostej bedacej przedtuzeniem liniowej czesci krzywej z osia momentéw
na wykresach moment skrecajacy-odksztalcenie.

G. Lianis i H. Forp [79] na wykresach obciazenie-wydiuzenie osiowe przy badaniu
paskéw z karbem za miejsce uplastycznienia przyjmowali punkt przecigeia przedtuzenia
czgéei sprezystej wykresu' z przedtuZeniem agodnie pochylonej czefci krzywe;.

W pracy L. W. Hu i J. F. BRATTA [38] oraz w pracy H. G. Mc Comsa [41], przyjmo-
‘wano granicg proporcjonalnosci na krzywych o—e (naprezenie-odksztalcenie) jako po-
wierzchni¢ plastycznoéei.
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A. M. Zukow [72] oraz G. B. TaLypow i W. N. KAMIENCEW [45] na wykresach in-
tensywno§¢ naprezenia — intensywno$é odksztalcenia jako granice plastycznosci przyj-
mowali naprezenia wywolujace w probkach intensywno$¢ odksztatcenia trwatego réwna
0,173%.

W pracy Ju. 1. JAGNA 1 O. A. SzyszMARIEWA [39] wyznaczano Kilka granic sprezystego:
stanu dopuszczajac dla kazdej z nich pewna warto$¢ trwalego odksztatcenia od 0,0005%;,
do 0,036%.

J. PARKER i M. B. BASSETT [56] wyznaczali granicg ptynigcia stosujgc ten sam sposéb
co G.J. Tavror i H. QUINNEY. Dla poréwnania wyznaczali jeszcze granicg proporcjonal-
nosci. Wyznaczone w ten sposéb powierzchnie réznity si¢ miedzy soba nie tylko wymiarami,
ale réwniez i ksztaltem.

W pewnych przypadkach bardzo wygodne jest okreflenie granicy plastycznodei za.
pomoca stycznej do krzywej nachylonej pod pewnym okre$lonym katem «, tak jak pokazano-
to na rys. 2. Metodg te zastosowal w swojej pracy L. DIETRICH [80] przy wyznaczaniu przej-
§cia w stan plastyczny rozciaganych prébek z karbem.

[

Sy

Rys. 2

Wielu innych badaczy nie pcdaje metody, jaka okreSlajg granice plastycznoécei. Brak
ustalonej definicji powoduje, Ze wynikéw wielu prac dosSwiadczalnych nie mozna z soba
pordwnywad. Jest to niewatpliwie jedna z przyczyn duZej rozbieznosci wynikdw prac do-
$wiadczalnych jaka obserwuje sie u réznych autordw.

W ponizszej pracy oprécz powierzchni odpowiadajacej granicy proporcjonalnosci
wyznaczono jeszeze kilka innych, odpowiadajacych okre§lonym wartosciom intensywnosci
odksztalcen plastycznych. Metoda wyznaczania tych powierzchni jest taka sama, jak metoda
stosowana w pracach W. SzCZEPINSKIEGO [55], J. MIASTKOWSKIEGO i W. SZCZEPINSKIEGO-
[70] oraz w pracy autora [71].

3. Probki i aparatura

Prébki rurkowe o wymiarach pokazanych na rys. 3 wykonane zostaly z ciagnione;j;
rury z mosigdzu M-63 o zawartoéei 37% cynku. Ze wzgledu na sposéb ich wykonania
metoda ciggnienia probki mialy wlasng historie odksztalcenia. W zwiazku z tym wszystkie
prébki przed badaniem poddane zostaly wyzarzaniu. Sposéb wyzarzania podany zostakt
w pracy [71].
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Probki wykonywano w nastgpujacy sposéb: z rury odcinano odcinki o dfugosci 180 mm
i droga selekcji do badania wybierano tylko te, ktére mialy prawidtowy przekréj kotowy
oraz mozliwie réwnomierny rozkad grubodci écianki zaréwno wzdhuz tworzacych, jak ipo
obwodzie. Najwigksza rdznica w grubosci §cianki nie przekraczala 3% jej wartosci §redniej.

.
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Rys. 3

Wyzarzanie probek oprécz usuwania anizotropii wlasnodci wywotanej zgniotem przy
ciagnieniu, zapobiegato pekaniu probek na obrzezu podczas ich rozttaczania na korncach.
Byla to jedna z przyczyn, dla ktérych kotnierze rozttaczano po wyzarzaniu prébek. Roz-
taczanie przeprowadzano stozkowym stemplem o kacie wierzchotkowym 60° w celu
utworzenia kotnierzy stuzacych do mocowania w urzadzeniu badawczym.

4 AE T
HiR
%

Rys. 4

Do rozttaczania kolnierzy wykonane zostalo bardzo proste urzadzenie przedstawione
na rys. 4. Urzadzenie to jest tak pomySlane, Ze zabezpiecza obszar §rodkowy prébki,
w ktérym przeprowadzano pomiary podczas doéwiadczenia od dodatkowych odksztalceri
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mogacych powstaé przy roztlaczaniu kolnierzy. Konieczno§¢ zabezpieczania czgéci $rod-
kowej probki wynikala stad, Ze nie stosowano wyzarzania probek po uformowaniu kot-
nierzy, aby nie usuwaé wzmocnienia, jakiego doznal material prébki w jego czeéciach
chwytowych.

Po nalozeniu prébki na tulejke dzielona I, dokrecano nakretke 3 na trzpieniu 2 za
posérednictwem trzonka 4 az do zamocowania prébki na tulei. Nast¢pnie zakladano obejme
8 i skrecano silnie srubami 7. Calo$¢ wstawiano w tuleje¢ 6 ustawiong na stole prasy. Wci-
skajac z géry stempel stozkowy 5 rozttaczano koniec prébki.

Odksztalcenia prébek mierzono za pomocg elektrycznych tensometréw oporowych
typu RL o diugosci 15 mm, opornosci nominalnej R = 120 omdéw i wspdlczynniku czulosci
odksztalceniowej k = 2,1. Stosowane czujniki wykonane byly z konstantanu, dla ktérego &
zachowuje stala wartoéé dla odksztalcen & dochodzacych do 0,8%.

Tensometry naklejano na zewngtrznej powierzchni probek w $rodku ich dlugosci.
Do klejenia  uzywano kleju nitrocelulozowego. Powierzchnie probek w miejscach,
w ktérych naklejano tensometry starannie czyszczono mechaniczne a nastgpnie chemicznie
odtluszczano je benzyna ekstrakcyjna.

Dla zabezpieczenia czujnika przed zwarciem jego siatki oporowej z masa prébki sto-
sowano podkladki na koncach tensometru aby zwigkszy¢ zdolnoéé izolacyjna czujnika
bez pogorszenia jego wlasnofci jako elementu pomiarowego.

Rys. §

Dla wyeliminowania wplywu temperatury stosowano czujnik kompensacyjny, zala-
czony do sasiedniej galezi mostka w stosunku do galezi czujnika czynnego.

W celu zwigkszenia doktadno$ci odczytdéw odksztalcenia oraz dla wyeliminowania
wplywu ewentualnej malej mimo§rodowoéci obciazenia tensometry naklejano po dwa
symetrycznie po przeciwnych stronach probki w obu kierunkach obciazenia. Wielko$é
odksztalcenia wyznaczano jako §rednia ze wskazafi obu tensometréow jednakowo skiero-
wanych.

Odksztalcenia odczytywano na tensometrycznym aparacie pomiarowym typu T-2
produkcji ZTR Politechniki Warszawskiej. Najmniejsza dziatka potencjometru §lizgowego
odpowiadata odksztalceniu e = 5 - 10-¢

Na rys. 5 pokazano schemat polaczenia tensometréw z aparatem tensometrycznym.
Przez R, oznaczono tensometry pomiarowe czyli czynne, przez R,-tensometr kompensa-
cyjny.
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Zastosowanie tensometrow oporowych do pomiaru odksztalcen jest korzystne ze
wzgledu na duza czulo$¢ i dokladno§¢ pomiaru. Odezyty odksztalcen sa wolne od bigdéw
luzéw i poslizgdw wystepujacych w tensometrach mechanicznych.

4. Spos6b obciazania i metoda opracowania wynikéw

Doé$wiadczenie przeprowadzono na szesciu seriach liczacych po 6 prébek. Odksztat-
cenia wstepne przeprowadzono wedtug schematu obcigZenia pokazanego na rys. 6.

Prébki pierwszej serii nie byly wstgpnie odksztalcane i zostaly przeznaczone do zbadania
ksztattu poczatkowej powierzchni plynigcia materiatu. Pozostate pigé serii poSwigcono

o) .
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zbadaniu zmiany ksztaltu powierzchni plastycznosci wywolanej uprzednim odksztalce-
niem plastycznym.

Dla wyeliminowania wplywu naturalnego starzenia na ksztalt powierzchni plastycznosci
badanie wszystkich prébek przeprowadzano w jednakowym odstepie czasu od chwili
poddania ich wstepnym odksztalceniom plastycznym. Czas ten wynosit 24 godziny, tj.
tyle, ile potrzeba byto na naklejenie i wysuszenie czujnikéw tensometrycznych na probkach.
Nalezy tu podkreélié, ze tensometry naklejano na prébkach po odksztalceniu ich wstep-
nym obcigzeniem, z wyjatkiem pierwszej serii, ktéra badano w stanie wyZarzonym.

Zaréwno zastosowane drogi obcigZenia jak i uzyskane wyniki zostaly przedstawione
w pierwszej ¢wiartce plaszczyzny naprezen o, o,; gdzie o, oznacza naprezenia w kierunku
obwodowym, a ¢, napreZzenia w kierunku osiowym prébki.

Dla kazdej prébki w czasie obciazenia rejestrowano odksztatcenia osiowe &, 1 obwodowe
¢,. Po przylozeniu odpowiednio malego przyrostu obciaZzenia utrzymywano jego stala
warto§é przez okres 5 minut i dopiero wtedy odczytywano wskazania tensometréw. Czy
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niono tak dlatego, poniewaZ po przyroscie obciazenia material wykazywal znaczny ciagly
przyrost odksztalcef przy statej wartosci naprezen. Odksztalcenia te ustalaly si¢ nie wyka-
zujac dalszego wzrostu dopiero po okresie okoto 2 do 4 minut w zaleznoéci od wielkosci
naprezenia. Dla ujednolicenia wszystkich pomiaréw, wartosci odksztatcen odczytywano
po 5-cio minutowym okresie wyczekiwania.

Kazda z prébek jednej serii byla inaczej obciazana wzdiuz drogi proporcjonalnego
obciazenia, odpowiadajacej jednej z linii prostych poprowadzonych na plaszczyZnje na-
prezefh z poczatku ukiadu O. Zatozone drogi obciazZenia zaznaczono cienkimi liniami
na rysunkach od 9 do 18. Ze wzgledédw technicznych rzeczywiste drogi obcigzenia odbiegaly
nieco od teoretycznych prostych proporcjonalnego obciazenia. Zwigkszano mianowicie

~D

Rys. 7

matymi skokami kolejno wielko$¢ sily osiowej i ci$nienia wewnetrznego, przy czym przy
wzrodcie sity osiowej utrzymywano stala warto$é ciénienia wewngtrznego i odwrotnie.
JednakzZe najwigksze odchylenie od prostej proporcjonalnego obciaZenia nie przekraczalo
warto§ci 0,3 kG/mm?® Na rys. 7 przyklfadowo pokazano przebieg obcigZzenia wzdiuz
jednego z promieni. '

Z otrzymanych wartoéci przyrostéw odksztalcen e, i 4e,, odpowiadajacych kolejno
przebytym odcinkom na drodze obcigzenia okre§lonym przyrostami naprezen Ao, i 4o,
obliczano nastgpnie przyrost intensywnosci odksztatcen postaciowych

Aé‘i = ]/% [(Aﬁt—“AEZ)Z‘I'(AEZ——AEII)Z_F(AE/’—Ag’)zl’

gdzie Ae, oznacza przyrost odksztalcenia na gruboéci Scianki prébki. Wobec duzych trud-
nofci zwigzanych z pomiarem zmiany grubodci Scianki w czasie procesu obcigzania wiel-
kosci 4e, nie mierzono ale obliczano przyjmujac warunek nieSci§liwoéci materiatu

Ag,+Ag,+Ag, = 0

Po uwzglednieniu warunku nieéci$liwo$ci, wzdr na przyrost intensywnosci odksztalcen
postaciowych mozna napisaé w postaci

Ag = ]/% (A4 A2+ 483).
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Nastgpnie obliczano intensywno$é odksztalcen plastycznych & w poszczeg6lnych momen-
tach procesu obciaZenia sumujac przyrosty Ae; od poczatku obciazenia.
Na intensywno$¢ napreZzen stycznych przyjeto wzér w postaci

0y = V% [(0'1 ’_‘0'2)2+(0‘z— 0'/!)2_*— (0’1_0’)2] ’

gdzie o, oznacza naprezenie §ciskajace skierowane po grubosci $cianki i wywolane ciénie-
niem oleju p dziatajacym wewnatrz probki. Wielkosé tego napr¢zenia nie jest stala wzdhuz
gruboéci écianki i zmienia sie od wartoéci ¢, = 0 na promieniu zewnetrznym do wartosci
0, = —p na promieniu wewnetrznym. W obliczeniach przyjeto srednig warteéé tego na-
prezenia oy, = —p/f2.

Po obliczeniu wielkosci o; i ¢ sporzadzono dla kazdej probki wykres o;(¢;). Dla przy-
ktadu na rys. 8 pokazano takie krzywe otrzymane dla jednej z prébek. Obok krzywych
o;(¢;) na tych samych rysunkach naniesiono krzywe o¢,(g;) i 0,(¢;). Z punktéw na osi ¢,
odpowiadajacych wartosciom ¢ = 0,01, 0,02, 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 1 0,5% poprowadzono pro-
ste rownolegle do poczatkowego prostoliniowego odcinka krzywej o;(s;). Punkty prze-
ciecia tych prostych z krzywa o; przeniesiono nastg¢pnie na krzywe o, i 0, znajdujac w ten
sposéb napreZzenia wywolujace w prébee okreélona intensywnos$é odksztalcen postacio-
wych ef. Tak otrzymane warto§ci napr¢zen naniesiono na plaszczyznie o, o, (rys. 9-18)
w postaci szeregu punktéw poloZonych na wspdlnej prostej, przedstawiajacej droge ob-
ciazenia danej probki. Przez punkty nalezace do réznych probek ale o tej samej wartosci
¢? prowadzono nast¢pnie krzywa oznaczajac ja symbolem o, z dolnym indeksem x okre-
$lajacym stala dla niej wielko§¢ ¢f. Ponadto na plaszczyznie naprezefh wyznaczano jeszcze
krzywe o,,,, odpowiadajace poczatkowi zakrzywiania si¢ prostoliniowych poczatkowych
czeci wykreséw o, 1 o, (rys. 8). Nalezy tu jednak podkre$lié, ze ocena wielkosci granicy
proporcjonalnoéci w duzej mierze zalezy od dokladnosci i czulodei urzadzenia rejestruja-
cego odksztalcenia oraz od subiektywnej oceny prowadzacego doswiadczenie.

Na krzywych 6y.0n, G015 G0z 1 0p,1 Wyznaczono kierunki przyrostéw odksztalcenia
sprezystego 1 plastycznego. Przyrosty te pokazano na rys. 9-18 na plaszczyznie o,, o,
w postaci wektoréw, a sposéb ich wyznaczania pedano w pracy [88]. Podstawe do wyzna-
czania tych przyrostéw stanowia wykresy obydwu odksztalcen ¢, i ¢, w funkcji jednego
z naprezen o, lub o,.

5. Wyniki pomiaréw

Na rys. 9 pokazano wyniki badania probek serii pierwszej bez uprzedniego odkszial-
cenia plastycznego. Otrzymane punkty tylko nieznacznie odbiegaja od teoretycznych elips
Hubera-Misesa, Wynika stad, Zze réznice wlasnosci poszczegélnych prébek s niewielkie,
a material ich jest w przyblizeniu izotropowy.

Wszystkie probki serii drugiej zostaly wstgpnie jednakowo obciazone wzdhiz drogi 04,
a nastgpnie odciazone po tej samej drodze do punktu O (rys. 10). ObciaZenie w punkcie A

wywolywato w préobkach stan naprezenia opisany przez skladowe o, = 12 kG/mm?,
o,=01i¢,=0.
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Po naklejeniu tensometréw na prébkach nastepnego dnia badano ksztalt powierzchni
odksztalconego materiatu.

Na rys. 11 dokonano poréwnania otrzymanych krzywych z I i II serii. Dla przejrzystosci
do poréwnania wzigto tylko krzywe odpowiadajace o,.,, g1, I 0,5. Z poréwnania
odpowiednich krzywych wynika, Ze réznia si¢ one od siebie w sposob zasadniczy. Krzywe

o | 08k sa przesunigte wzgledem elips poczatkowych, natomiast krzywa og's niezbyt

wiele odbiega od elipsy, jaka mozna otrzymaé przez réwnomierne rozszerzenie elipsy
Hubera-Misesa. Wyraznie widaé, ze granica proporcjonalno$ci dla materiatu wstgpnie
odksztalconego plastycznie wykazuje wiasnosci anizotropowe. W miare wzrostu warto$ci
wtornych odksztalcen plastycznych, dla ktérych okreslano powierzchnie, wlasnosci te
zanikaja.

Serig trzecia probek obciaZono wstepnie bardziej ztoZonym sposobem obcigzenia, co
pokazano na rys. 12. Prébki obcigzone poczatkowo identycznie jak w serii II na drodze
OA i odciazone do punktu zerowego O, zostaly ponownie obciazone, ale wzdiuZ innej
drogi OF i odciazone. Po naklejeniu tensometrow i obciazeniu prébek wzdtuz promieni
pokazanych na rys. 12 znajdowano krzywe odpowiadajace ojii,, 044, ..., 055, Taki
schemat do$wiadczenia zastosowano w celu stwierdzenia, czy mozliwe jest, aby materiz}
obciazony i odcigzony na drodze O AOEO uzyskal takie wiasnoécel, jakie posiada materiat
obcigzony i odcigzony tylko na drodze OEO. Réwniez w tym celu wszystkie prébki serii IV
obcigzono wstepnie, ale tylko na drodze OF (rys. 13) pokrywajacej si¢ z drugim etapem
obciaZenia wstgpnego probek z serii III. Po wyznaczeniu krzywych o}7,,,
dokonano poréwnania otrzymanych wynikéw. Na rys. 14 podano poréwnanie serii IT 1 ITT,
natomiast na rys. 15 podano poréwnanie wynikéw uzyskanych z serii III i IV. Jak wynika
z rys. 15, odpowiednie krzywe dla tych dwdch serii maja przebieg bardzo zblizony do
siebie.

W analogiczny sposéb zbadano dalsze dwie serie prébek, piata (rys. 16) i szésta (rys. 17)
stosujac dtuzsza droge wstgpnego obciaZenia na drugim jej odcinku OF. Poréwnania
otrzymanych krzywych z obu tych serii dokonano na rys. 18. Bardzo dobra zgodno$é
przebiegu poréwnywanych krzywych jeszcze bardziej potwierdza wnioski uzyskane na
prébkach w serii III i IV, Otrzymane wyniki pozwalaja stwierdzié, Zze jezeli probki juz raz
obcigzone i odcigzone na drodze 04O obciazymy ponownie ale na innej drodze, to moga
one wykazywaé wlasnosci takie, jak prébki obciazone tylko tym drugim odcinkiem obcig-
Zenia wstgpnego, o ile wielko$é tej drugiej drogi jest dostatecznie duza w pordwnaniu
z pierwsza. Dla tego przypadku mozna przyjaé, ze juz dla serii Il i IV nastapita zgodno$é
w przebiegu krzywych. Dla serii tych drogi wstepnego obcigZenia przebiegaly po linii
OAOEQO i OEO. Wielko$¢ intensywnoéci naprezen wywolanych obcigzeniem na drodze
OF jest tutaj réwna w przybliZzeniu intensywnosci naprezeni wywolanych obciaZzeniem na
pierwszym odcinku drogi OA4.

Otrzymane wyniki w zupetnos$ci potwierdzaja wnioski o zanikajacej pamieci materiatu,
spostrzezone w pracy [71] podczas badania prébek przy innym schemacie obciaZenia.

Dla wszystkich serii prébek na krzywe odpowiadajace granicy proporcjonalnosci
naniesiono wektory odksztalcenia spreZystego, a na krzywych oy ¢1, 0902 1 051 pokazano
wektory przyrostdw odksztalcenia plastycznego. Wektory te sa na ogdl prostopadle do
powierzchni, dla ktérych zostaly wyznaczone.

[
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6. Analiza wynikow

6.1. Poczatkowa powierzchnia plastycznosei. W rozdziale pierwszym omdwione zostaly dwa
najbardziej rozpowszechnione warunki plastycznoéci tj. warunek stalego najwiekszego
naprezenia stycznego i warunek stalej intensywnosci naprezen stycznych.

Doswiadczalne sprawdzenie waznosci tych warunkéw odbywa sie z reguty na prébkach
rurkowych poddanych badZ obcigZzeniu osiowemu i réwnoczesnemu dziataniu ciénienia
wewnetrznego, badz réwnoczesnemu dzialaniu rozciagania ze skrecaniem.

G. J. TayLor i H. QUINNEY [l] poddajac rozcigganiu i skrecaniu cienko$cienne probki
rurkowe ze stali, miedzi i aluminium otrzymali wyniki zgodne z warunkiem plastycznosci
Hubera-Misesa. Potwierdzenie warunku stalej warto$ci intensywnoséci naprezen stycznych
przy badaniu stopéw aluminium uzyskali réwniez P. M. NAGHDI, F. ESSENBURG i W. KOFF
[37], L. W. Hu i J. F. BRATT [38] oraz W. SzczEPINSKI [55], przy badaniu stali A. M. Zukow
[34, 72, 73], R. A. AruTuNIAN [60] oraz G. B. TaLyrow [45, 46, 47, 62], przy badaniu
niklu Ju. I. JAGN 1 O. A. SzyszMARIEW [39], przy badaniu miedzi G. B. Taryrow [61]
i przy badaniu mosiadzu J. MiASTKOWSKI i W. SzCzEPINSKI [70, 71]. Rozmieszczenie
punktéw doswiadczalnych blisko elipsy Hubera-Misesa uzyskano réwniez w tej pracy.

W. A. BALpIN | W. I. TRoFiMOW [74] poddajac plaskie probki stalowe jednoczesnemu
rozcigganiu w dwéch prostopadiych do siebie kierunkach uzyskali potwierdzenie warunku
plastycznosci Treski. Sposob wykonania prébek nie gwarantowal jednak jednorodnego
stanu odksztalcenia w plaszczyznie rozciagania. _

Z przytoczonych danych wynika potwierdzenie stuszno$ci warunku Hubera-Misesa
dla prawie wszystkich badanych metali. Wobec tego mozna uwazaé warunek Hubera-
Misesa za dostatecznie bliski rzeczywistym whasnoéciom metali, a warunek Treski za przy-
blizony. W obliczeniach praktycznych stosuje sie jednak obydwa warunki, gdyz warunek
Treski jest bardzo wygodny ze wzgledu na swoja prostote.

Chociaz warunek stalej intensywno$ci naprezen stycznych okazuje si¢ lepszy od
warunku stafego maksymalnego napreZenia stycznego, to jednak istnieja dane do$wiad-
czalne, z ktérych wynika, Ze forma funkcji naprezen stycznych powinna mie¢ bardziej
zlozona forme. Wynika to przede wszystkim z badan przeprowadzonych przez W. LODE’A
[81] na rurkach cienko$ciennych ze stali, miedzi i niklu, poddawanych obciazeniu osio-
wemu i ciénieniu wewnetrznemu, Otrzymane punkty do$wiadczalne leza miedzy powyz-
szymi krzywymi warunkéw plastycznosci ukiadajac si¢ blizej krzywej odpowiadajacej
warunkowi stalej intensywno$ci naprezen stycznych. Podobne wyniki wskazujace wieksza
zgodno$¢ z warunkiem Hubera-Misesa uzyskali réwniez M. Ro§ i A. EICHINGER [82]
na stalowych prébkach rurkowych identycznie obcigzonych jak w pracy W. LODE’A. Z now-
szych prac nalezy wymieni¢ badania przeprowadzone przez J. MARINA, B. H. ULRICHA,
i W.P. HuGes’a [83], J. MArRINA i L. Hu [35], P. K. BERTSCHA 1 W. N. FINDLEY’A [49]
oraz przez P. S. THeocaRrisA i C. R. HAZELLA [67]. Z prac tych wynika réwniez, ze po-
wierzchnia plastycznoéei przebiega miedzy powierzchnia wyznaczona z warunku Treski
a powierzchnia wyznaczong z warunku Hubera-Misesa, ale znacznie blizej elipsy Hubera-
Misesa. Podobne wyniki uzyskali réwniez G. L. BARAYA i 1. PARKER [54] przy badaniu
aluminium. Do znalezienia powierzchni plastycznoéei uzywali prébek w ksztalcie paskow
Z nacieciami.
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6.2. Wtérna powierzchnia plascycznoéei. Z przytoczonego przegladu prac dos$wiadczalnych
wynika, Ze tylko nieliczne eksperymenty potwierdzaja koncepcje izotropowego rozsze-
rzania si¢ powierzchni plastyczno$ci pod wplywem wstgpnych odksztatcen plastycznych,
Miedzy innymi mozna do nich zaliczy¢ prace G. J. TAYLORA i H. QUINNEY’A [1], D. M. CUN-
NINGHAMA, E. G. THOMSONA i J. E. DORNA [22] oraz J. PARKERA i M. B. BASSETTA [56].
Wszyscy pozostali badacze wraz z autorem tej pracy uwazaja, Ze wtorna powierzchnia
plastyczno$ci ulega przesunieciu w kierunku wstgpnego odksztalcenia plastycznego i jedno-
czesnej deformacji. Warto$é przesuniecia zalezy od efektu Bauschingera, wielkodci wstep-
nego odksztalcenia plastycznego oraz od przyjetej definicji powierzchni ptynigeia. Wyraznie
bowiem widaé, ze dla powierzchni plastycznosci odpowiadajacych wigkszym wartosciom
intensywnosci odksztalcen plastycznych przesunigcie to jest mniejsze od przesunigcia
granicy proporcjonalno$ci czy powierzchni wyznaczonej dla mniejszej wartosci intensywno-
$ci odksztalcen trwalych, WyraZnie widaé to w pracach Ju. 1. JAGNA 1 O. A. SZYSZMARIEWA
[39], W. SzCzEPINSKIEGO [55] oraz J. MIASTKOWSKIEGO i W. SZCZEPINSKIEGO [70, 71].
Identyczne wyniki zanotowano réwniez i w tej pracy.

Na podstawie znanych wynikéw do$wiadczalnych mozna stwierdzi¢ z duza pewnoscia,
ze wtérna powierzchnia plastycznoécl przesuwa si¢ w kierunku wstgpnego obciaZenia.
Niejasne tylko pozostaje w dalszym ciagu zachowanie si¢ jej w kierunku prostopadiym do
kierunku wstepnego odksztalcenia.

Z do$wiadczenia P. S. THEocARISA 1 C. R. HAaZELLA [67] wynika, Ze wtorna powierzchnia
plastyczno$ci wychodzi na zewnatrz poczatkowej w kierunku prostopadtym do kierunku
wstgpnego obcigZzenia. Podobne wyniki uzyskali réwniez w swoich doswiadczeniach
J. PARKER i M. B. BASSETT [56] oraz R. A. ARUTUNIAN [60]. Na to, ze wtdérna powierzchnia
plynigcia wychodzi na zewnatrz poczatkowej w kierunku prostopadiym do wst¢pnego
obciaZenia, wskazuja réwnieZ wyniki uzyskane w tej pracy.

Inni badacze a wérdd nich P. M, Nacubpi, F. Essensurc i W. Korr [37], H. G.
Mc Coms [41] oraz H. J. IvEY [48] stwierdzaja, e wtdérna powierzchnia plyniecia pozostaje
nieodksztalcona w kierunku prostopadlym do kierunku wstepnego odksztalcenia, podczas
gdy L. W, Hu i J. F. BRATT [38] oraz J. MIASTKOWSKI i W. SzCzePINSKI [70] podaja,
Ze wtérna powierzchnia plyniccia lezy wewnatrz poczatkowej w kierunku prostopadlym
do wstepnego obcigzenia. Wydaje sie, Zze zjawisko to w duZej mierze uzaleznione jest od
wielkoé$ci wstepnego obciazenia.

Oprécz przesunigcia powierzchnia plastyczno$ci moze w pewnych przypadkach ulec
obrotowi, co wynika z badan przeprowadzonych przez J. MIASTKOWSKIEGO i W. SzCZE-
PINSKIEGO [70], J. PARKERA i M. B. BASSTTA [56] oraz W. M. MAIRA i H. PuGHaA [59].

Innym bardzo dyskusyjnym zagadnieniem jest sprawa istnienia naroza na powierzchni
plastycznoéci. Z przytoczonego przegladu widaé, ze wiele prac doéwiadczalnych poswie-
cono temu problemowi. Czg§é badaczy a wérdéd nich P. M. NaGupi, J. C. ROWLEY
i C. W. BeapLe [33], L. W. Hu i J. F. BratT [38], H. G. Mc Coms [41], A. PHILLIPS [42,
43, 44], P. K. BErTSCH | W. N. FINDLEY [49] oraz P.S. TureocARrIs i C. R. HazeLL [67]
wskazuja na istnienie rogéw na powierzchni plastyczno$ci wystepujacych w kierunku
wstepnego obciazenia. Jednak wyniki wigkszoéci badaczy nie potwierdzaja istnienia narozy
na powierzchni ptyniecia.
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7. Whnjoski

1. Dane otrzymane przy badaniu poczatkowej powierzchni plastycznosci wykazuja
dobra zgodno$é z warunkiem Hubera-Misesa. Wobec tego mozna uwaza¢ warunek Hubera-
Misesa za dostatecznie bliski rzeczywistym wlasnoéciom metali, a warunek Treski za przy-
blizony.

Chociaz warunek stalej wartoSci intensywno$ci naprezefi stycznych okazuje si¢ lepszy
od warunku stalego maksymalnego naprezenia stycznego, istnieja dane do$wiadczalne,
z ktérych wynika, ze forma funkcji naprezen stycznych powinna mie¢ bardziej zioZong
postaé.

2. Pod wptywem odpowiednio duzego obcigzenia wtdrnego materiat zapomina o swojej
pierwotnej historii obcigzenia i zachowuje sig tak jak materiat obcigZony tylko tym pézniej-
szym sposobem obcigZenia.

3. Sporne jest zagadnienie, ktére z powierzchni nalezy utozsamia¢ z powierzchnig
plastycznosci. Chociaz bowiem. pierwsze odksztalcenia plastyczne zaczynaja wystgpowac
po przekroczeniu granicy proporcjonalnodci, to jednak osiagaja one wielko§¢ réwna
- odksztalceniom sprezystym dopiero na powierzchni og o, a s3 wyraznie od nich wigksze
na powierzchni gy ;. Przyjecie jednej wspolnej definicji granicy plynigcia przez wszystkich
badaczy dostarczyloby szerszych mozliwo$ci poréwnywania otrzymanych wynikéw do-
$wiadczalnych. Za taka powierzchnig plastyczno$ci mozna np. przyjac linie, na ktdrej
odksztalcenia plastyczne sa rowne odksztatceniom sprezystym.

4. Wektory przyrostéw odksztalcenia plastycznego sa na ogdt normalne do odpowied-
nich powierzchui, ale w kilku przypadkach stwierdzono odchylenie od kierunku normal-
nego. NaleZzy jednak pamietaé, ze kazda z powierzchni zostala otrzymana w wyniku po-
miaru kilku probek, ktére mogly mieé nieco inne wlasnosci. Mogto to minimalnie wplynaé
na ksztalt powierzchni.
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Peszwme

BIIVISIHUE MCTOPUM HATPYXKEHMA HA IIOBEPXHOCTL TEKYYECTH. YACTH II

B paGoTe MpeACTABIEHBI PE3YJIBTATh] KCCIEAOBAHNST HAUANLHON IIOBEPXHOCTH TEKYUECTH ¥ €€ IoBe-
IeHue MOX BIHAHHEM IIPEABAPUTENBHBIX NIACTHUYECKHX Ae(opManmit. DKCIEPUMEHTEI MPOBOAMIMCE
HA TOHKOCTEHHBIX TpyOuaTbix 06pasuax, M3roTOBICHHBIX H3 JATYHH MO63, IMoxBepIKeHHLIX OfHOBDE-~
MEHHOMY MEHCTBHIO OCEBOH CHJIBI  BHYTPEHHEr0 JABJICHHI.

IlpenBapuTenpHble InacTyueckue nedopmapmy TpyGOK MOCTHTANHCh IO JBYM DasHLIM CXEMam Ha-
rpyxenus. Ilo nepBoit cxeme, 06Pasnbl MOABEPranHCh NPEABAPHTENLHOMY PACTSDKEHHIO Uz, BILIOTE JO
HEKOTOPOTO IOCTOSHHOIO SHAUEHHA HANPAMKEHMS, 2 3aTEM, IOCTIC PAa3TPY3KH, 06pPasLbl NOABEPrauch
BHYTDEHHEMY JABIEHMIO Oy OO YCTAHOBJIEMHBIX 3uauennii manpsicenus. Ilo Bropoit cxeae, ofpasunr
MO/ BEPTaNKCh TONBKO IPEABAPHTEILHELIM HArpy3KaM Oy, TIO BIUIOTh [O TEX )& CAMbIX 3HaueHuii Harps-
YKEeHMsI, KOTOPOEe NMPUMEHSIIOCH TIPH HACPY3KAaX COIJIACHO IIEPBCH CXEMe.

JInA OTHENBHBLIX CIIYy4Ya€B HAIPYH(EHHA, ONPENENSNOCh MONOM(EHLE PANMHUHDLIX IIOBEPXHOCTEH Te-
KYUECTH, COOTRETCTBYIOLUUX PA3HBIM 3HAUEHHAM OCTATOUHOH Aed)OpMary.

TIyTem CpaBHEHMsI COOTBETCTBYIOIIMX IMOBEPXHOCTEH, IOJYUYEHHBIX ANS OOCHX CXeM IpeaBapHTeih-
HOTO IIACTHYECKOTO AE(POPMHUPOBAHUS, NPOBCAMIICH aHANMS cxeM 3dibeKTa «namATH» MaTepuana, Pe-
3yNBTATHI 3KCIIEPUMEHTOB IIOKA3BIBAIOT, YTO NpPH COOTBETCTBEHHO GOoMBIICH AedOopMAliH IO HATIP3BiE-
HHIO Of, MATEPUAT «330bIBAETY O CBOMCTBAX NPHOOPETEHHLIX BO BPEMS NPEABAPHTENHHON JedhopMaluu
[0 HANpPaBJIEHHW Oz W, BEAET CEBA TaK, KAK MATEPHAN YPEABAPHTENLHO AEHOPMHUPOBAHHBIN TONBKO
BJIOJIb OCH Of.

B pabore gaercs, Taxe, 0030p dKCHEPMMEHTANBHBLIX PAaGOT II0 MCCICAOBAHMIO IIOBEPXHOCTEH TeKy-
UeCTH MATEPHANIOB A0 M IIOCJE TIPEABAPHICIBHON ILIACTHUECKCH AehopMaLYM.

Summary

ON THE EFFECT OF THE PRESTRAINING HISTORY ON THE YIELD SURFACE. PART II

Experimental results for tubular specimens of a M 63 brass, subjccted to combined biaxial tension are
presented in the study of the effect of the prestraining history on the shape of the yield surface.

Each of the two groups of specimens has been prestrained in a different manner. In the first group all
the specimens were prestrained by the axial tensile force until certain constant stress beyond the initial
yield locus. Then after unloading, they were loaded by internal pressure until certain stress, different for
each of three subgroups. Specimens belonging to the second group were loaded only by the internal pres-
sure until the same stress levels as the specimens of the first group.

For each particular case of prestraining history, yield surfaces for various definitions of the yield locus
corresponding to different values of plastic deformations have been found.

Comparing the respective yield surfaces obtained for both prestraining paths, the effect of the “memory”
of the material has been analysed. The experimental results show that if the prestraining by internal pressure
is sufficiently large, the material does not “remember” the initial prestraining by axial force, and its behaviour
is the same as the behaviour of the material prestrained by internal pressure only.

Presented is also a review of the experimental papers concerning the investigation of the yield surfaces.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIEJ AKADEMII NUK

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 18 wrzesnia 1967 r.
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Wstep

W pracy [1] zostaly podane podstawowe réwnania tarcz o strukturze siatkowej. Przykla-
dem takich tarcz sg plaskie regularne i geste siatki pretowe, tarcze o gestej i regularnej
perforacji itp. Wyznaczenie stanu naprezenia i przemieszezenia w tarczach o strukturze
siatkowej przy stosowaniu ciaglego modelu takich tarcz przedstawionego w [1] wymaga
rozwiazania zagadnienia brzegowego dla ukiadu réwnan réZniczkowych szostego rzedu.
Réwnania te wykazuja analogie do réwnan plaskiego anizotropowego kontinuum Cos-
seratéw o trzech stopniach swobody (dwie skladowe wektora przemieszezenia i lokalny
obrot w plaszezyznie tarczy). W réwnaniach wystepuje ponadto maly parametr charaktery-
zujacy «gesto$é» siatki przy operatorze rézniczkowym rzgdu wyzszego. Fakt ten umozliwia
otrzymanie rozwiazania przyblizonego przez zastosowanie teorii asymptotycznej (gdy maty
parametr przyrownamy do zera) oraz efektu brzegowego [2].

Celem ponizszej pracy jest przedstawienie przyktadu obliczen tarczy siatkowej w oparciu
o teori¢ asymptotyczna i przy wykorzystaniu efektu brzegowego oraz orientacyjna ocena
numeryczna dokladnoéci rozwiazania przyblizonego w zaleznosci od ggstoéei siatki. Ponad-
to w pierwszym punkcie pracy zestawiono podstawowe rownania teorii korzystajac z [2].
Nalezy zaznaczyé, 7e oparty na efekcie brzegowym przybliZony sposdb obliczania tarcz
siatkowych jest daleko prostszy niz przyblizony sposob obliczania plyt siatkowych, wy-
korzystujacy analogiczny efekt zachodzacy w plytach [3].

Wszystkie wskazniki oznaczone literami alfabetu greckiego przebiegaja ciag 1, 2 (obo-
wigzuje konwencja sumacyjna). Przecinek oznacza pochodna kowariantna, a plaszczyzna
tarczy jest parametryzowana wspélrzednymi krzywoliniowymi x?, x7

1. Podstawowe réwnania

Podstawowy uklad réwnan teorii liniowo-sprezystych tarcz o strukturze siatkowej
wyrazony w naprezeniach ma postaé [1]
[&aﬁ‘”(@. vu_eavme,ll)],w =0,
az[&a”"v((p,vu—eevma,u)].a'!'gﬂ”eeume = 0.

(1.1)

3 Mechanika teoretyczna
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Tutaj ® = @(x', x?) jest funkcja naprezen, meé = m¢(x!, x*) sa napreieniami momento-
wymi (w przekroju x® = const), tensory a*##¥ oraz ¢°* charakteryzuja strukture geometrycz-
na oraz materialowa tarczy siatkowcj, €,, jest dwuwektorem Ricciego, wreszcie a jest
parametrem o wymiarze dhugosci malym w poréwnaniu z wymiarami tarczy. Parametr
charakteryzuje gesto§¢ siatki, natomiast tensory a*#*¥ i ¢#, ktérych skiadowe fizykalne maja
ten sam wymiar, mozemy traktowaé jako niezalezne od gestosci siatki charakteryzujacej
strukture geometryczng tarczy. W réwnaniach (1.1) pominigto sity i momenty masowe.
Sktadowe p*# tensora naprezenia wyrazaja sig¢ wzorem

(L.2) pt=eeehd, —eonmf .
Warunki brzegowe dla ukladu (1.1) maja postaé
(1.3) e(eM® ,,—m’ yn, =pt, mn,=m,

przy czym n, sa skladowymi wektora jednostkowego zewngtrznie normalnego do brzegu
tarczy, p* sa sktadowymi wektora gestosci obciazenia brzegu tarczy silami oraz m jest
gestodcia obcigzenia brzegu tarczy momentami.

Zatézmy, ze mt = 0, tj. brzeg siatki jest obcigZony tylko sitami. Wtedy dla dostatecznie
matych wartoéci parametru a uklad (1.1) mozemy zastapi¢ przyblizonym réwnaniem przyj-
mujac w (1.1) @ —» 0. Zamiast réwnan (1.1) otrzymamy wtedy

(1.4) (&aﬂuvé,vu),aﬂ =0, m=0,
a warunki brzegowe (1.3) sprowadza si¢ do
(1.5) eebl , n, = pt.

Teori¢ opisywang réwnaniem (1.4) i warunkami brzegowymi (1.5) nazywamy teoria
asymptotyczng (lub bezmomentowa) tarcz o strukturze siatkowej; jest ona formalnie
podobna do teorii tarcz anizotropowych.

Jak wynika z (1.4), i (1.3),, teori¢ asymptotyczng nmozemy stosowa¢ do obliczen tarcz
o strukturze siatkowej wtedy, gdy zachodzi m = 0, to jest, gdy tarcza nie jest obcigzona
na brzegu momentami. Gdy m # 0, wtedy uzupelnié nalezy teori¢ asymptotyczng (bez-
momentowa) tzw. efektem brzegowym, ujmujacym wplyw obciaZeh momentowych 1, przy-
tozonych do brzegu tarczy [2]. Teoria asymptotyczna uzupetniona efektem brzegowym
pozwala zastapié rozwiazanie zagadnienia brzegowego dla ukladu réwnan (1.1) rozwia-
zaniem zagadnienia dla réwnania (1.4) oraz dla réwnania efektu brzegowego (wyprowa-
dzonego w [2])

’2.22

(1.6) m 1= —zpgm' = 0.

Réwnanie (1.6) zostato wyprowadzone przy zalozeniu, Ze a) brzeg tarczy pokrywa sig
z linig parametryczng x' = x{,, = const, b) linie parametryczne x* = const sg prostymi
normalnymi do brzegu tarczy i wraz z krzywymi x! = const tworza uklad ortogonalny
(parametryzacje taka wystarcza wprowadzi¢ tylko w otoczeniu brzegu tarczy); ¢) w poblizu
brzegu tarcza jest ortotropowa, a kierunki gléwne ortotropii pokrywaja si¢ z liniami para-
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metrycznymi x* = const. Naprezenia momentowe m?* w teorii efektu brzegowego sa okre-
$lone wzorem [2]
2
a . 111 .

(1.7) e :,,(5“)_2 [a“"cf2,2m1,1—1—(a111‘c22 2 Il)m 2

przy czym pochodne wystepujace we wzorach (1.6) i (1.7) nalezy traktowaé jako pochodne
czastkowe. W ramach teorii efektu brzegowego Scisle rozwigzanie réwnania (1.6) mozna
zawsze zastapié asymptotyczna catka tego réwnania w postaci wzoru

(1.8) =y (x2)eXP[ /C (x! *x(o))] +x(x )eXP[I/C x1——x(0))]
w ktérym

1@
() = g (o)

We wzorze tym nalezy przyjaé x =0, gdy w obszarze tarczy mamy x! > A(o) lub » =0,
gdy w obszarze tarczy zachodzi xt < X(). Wtedy funkcja z lub  jest gestoscia obcigZenia
brzegu tarczy momentami, co wynika bezpoérednio z (1.3), oraz z przyjetej tu parametry-
zacji. Nalezy zaznaczy<, Ze teori¢ efektu brzegowego tu przedstawiona mozna stosowad
tylko wtedy, gdy wskaznik zmiennoéci obcigzenia brzegowego mi(x*) jest niewielki [2]

2. Pier§cieniowd tarcza siatkowa obcigZona na brzegu momentami

Rozwazmy tarcze¢ o strukturze siatkowej przedstawionej na rys. 1. Plaszczyzne tarczy
parametryzujemy biegunowym ukladem wspdtrzednych {r, ¢}. Przyjmujemy nastepujace
warunki brzegowe:

ll

dla r =r,: 2 M,cosnp 1 pl=p?=
=1

(2.1)

dla r=1,: m" =0 1 pr=0, p=py.

Niech rozpatrywana tarcza siatkowa bedzie siatka utworzona z pretow. Wtedy, zgodnie
z [1], zachodzi

APy = DVRAG I 4 RS 4TY),
a

(2.2) o= D) 151452
a4
R = 12(E~J)d , R4 = Eﬂ, S4 — (ENJ)A
I3l Ly Lg
gdzie

a, f, u, v, sa wskaznikami przebiegajacymi ciag (1, 2).
(EA)s sztywnoscia preta z rodziny 4 na $ciskanie (rozciaganie),
(EJ)4 sztywnosé preta z rodziny 4 na zginanie,
l4  odleglodci migdzy sasiednimi pretami z rodziny 4,
I4 odlegtosci migdzy sasiednimi weztami siatki w kierunku 4,
t3 skladowe wektora jednostkowego stycznego do preta z rodziny 4 w ukladzie {x2} = {r, ¢},
73 skladowe wektora jednostkowego normalnego do preta z rodziny 4 w ukladzie {x*} = {r, ¢}.

3%



36 KazIMIERZ PUSTELNIK, CZESEAW WOZNIAK

Zgodnie z wprowadzonymi oznaczeniami oraz z [2] zachodzg zwiazki:

&(pr{pr — _,.—-2(131)—1, »arrrr — _(RII)—I,
(2‘3) Leere _r—4(RI)—1‘ ore — _a’z,..-2<§1)—1’
qrere — __’,—Z(ﬁll)—-l’ o o— _a2(§II)—1'

Pozostate sktadowe tensordw v i ¢ sa réwne zeru. W dalszych rozwazaniach
przyjmujemy, ze wielkoéci RY, R, R, R™, ST, S s statymi. Réwnanie efektu brzegowego
ma wtedy postaé

(2.4) m,——m =
S

4=1

Rys. L

Rozwiazanie tego réwnania przedstawimy w postaci catki (1.8)

(2.5) m" = (p)exp ]/% (re—r),

a funkcije (@) wyznaczymy z warunku brzegowego (2.1) otrzymujac

) | ! ﬁ
(2.6) m = ZM,,_cosmpexp F(rw~r).

n=1{

Skladowa m? wektora m® obliczamy z réwnania (1.7). Réwnanie to we wspéhzqdnych
biegunowych dla rozwazanej tarczy przyjmie postaé

2

~ - co
] 11 11
(2.7 m® = (~—ffr) arrertm” L, = — —»—_S exp /RT (ro—r) nM,sinng.
A A O $ 2

n=1
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Funkcje naprgzen @ wyznaczamy z réwnania (1.4);. Réwnanie to we wspéilrzednych
biegunowych przyjmuje nastgpujaca postaé

34p ﬁu ~1 ﬁr =1 ) R’ -1 34@ 2R“ ~1 RI -1 5@
R AN LY ( (R)™+ (R

ort r? orop? r c?(p # 3ré)(p
2(R11)~1 33@+ 2(RI)_1+(1~21)“1—{—2(]€”)‘1 52D (RI) 2*P (RI)—I oD o
Ty ot rt 200 2 ot B or '

Rozwigzania réwnania (2.8) poszukujemy w postaci

(2.9) L D= ZB,,()‘)sinnq).
. n=1
Podstawiajac (2.9) do réwnania (2.8) otrzymujemy

~ et 2
1B eyt CBu g gy (e () )y L

(2.10) AR

2R (R4 (R 0 R 2R — (R —2(R)] = .

d

Roéwnanie powyzsze jest jednorodnym réownaniem Eulera, a jego rozwiagzanie ma postaé
. 4
(2.11) B, = Z‘ B, o,
i=1
w ktérej B,; sg statymi, a k,; sa pierwiastkami nast¢pujacego réwnania charakterystycznego:
(212) (ROl —4(RY) 4 {S (R~ — (R~ —r[(R)~ 4- (RY) [y k3
+ {2 (RI)—1_2(RII)—1+n2[3 (ﬁ”)'l—l—Z(Rl)‘l]}k,,—i—n“(RI)“l—l-
+n [ —2(RY) ~ (R —2 (R = 0.
Tym samym zachodzi
oo 4
(2.13) D = Z Z B, rFusinng.
n=1i=1
Zgodnie ze wzorem (1.2) sktadowe stanu naprezenia p*® wynosza
1 1 1
pr= F ®,¢¢—|— D —Tm o tm?,
. 1 1 1 1
(2.14) P = -*]‘7§Z5,,¢—|—7(25,“,——7771“’,(,—7#1’,

1 1 1
p(prp = —;,7 (D,rr—i_ 7 m’p.r—l_ 7‘7 m'.
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Stale B,; wyznaczamy z warunkdéw brzegowych dla obciazen brzegéw tarczy sitami
otrzymujac nastgpujacy ukiad rownan

RN R 1 S
"—ZZBninzri(v""‘_—‘Z B,,gk,,il'ﬁ,"'_l —\—~—M,,n— TM,,TI = 0,
Ty — rwi=1 I'w ‘/RHSI

4 4 .

1 1 SH 1
215 —= E B,,ik,,,nr{f;ﬂ—l—]—i3 E B,,i11r{g'l+r———~—~—M"n2~r—2M"=0,
T i e w ]/R”SI w

4 4
1 2.k 1 K 1
——= B,n ,-Zn:l+~.. Bnikinrz"‘_ = 0,
Tz {35 T {3
= i=

4 4
1 B..k kni—1 1 B ko — pt®

_? nifoni ;" +r_3 mr = pz*.
2 1=t =1

Znajac B, okreslimy ze wzordw (2.14) skladowe tensora napreZenia p™, p™, p®®.
W analogiczny sposob rozwiazanie zadania przebiega dla przypadku tarcz perforowanych.
Zmianie ulegaja jedynie wyrazenia tensordw sztywnosei sprezystej (2.2). Zadanie to jest
takze tatwe do rozwiazania dla obciazen innych rozwijalnych na brzegu w szereg Fouriera.
Obcigzenie to jednak spetnia¢ musi warunki podane w pracy [2)].

3. Poréwnanie metody efektu brzegowego z rozwiazaniami Scistymi dla tarcz kofowych o strukturze siatkowej

Poréwnanie przeprowadzono dla przypadkéw obciazenia podanych na rys. 2a i 2b.
Charakterystyke geometryczng siatki przedstawia rys. 3. Przyjmijmy, Ze

_

3.1) a=¥r, h=w, ¥Y=zx=2,

Przypadek,a”

M

Rys. 2

gdzie n okredla gesto$é siatki (njest liczba pretdw obwodowych i promieniowych), sztywno-
§ci zginania (EJ), w plaszczyZnie tarczy sa stale oraz

Ty re
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Zgodnie z rys. 2 warunki brzegowe dla przypadku a maja postaé
r=r,: m =M, p = p'¥ = 0;

(3.2)

a dla przypadku b sa okre§lone réwnos$ciami

r=ry: m =0 pr=0 p¥=pp

r=r,: m=0, p"=0, p=pr,;

(3.3) r=r,, m=MpTr=p*=0.
Dla podanych powyZej danych przeprowadzono poréwnanie wynikéw otrzymanych
metoda $cisla [3] z wynikami otrzymanymi metoda przyblizona efektu brzegowego. Po-

réwnanie to przeprowadzono dla siatek o ggstoéciach n = 12 i n = 48. Najbardziej pogla-

Rys. 3

dowym sposobem tego pordwnania jest zestawienie wielkoéci momentéw promieniowych
m" otrzymanych za pomoca obydwu metod. Zestawienie to przedstawiono na wykresach
rys. 4. Dla przypadku ¢ metoda efektu brzegowego prowadzi do wynikéw

n=12: m = Mp*S;
n=48: m = Mp®*,
Z obliczen za$ $cistych otrzymujemy:

n=12:
m" = M(1,063960%*+0,063964~ 7%~ %4—0,06396)0~");
n = 48:

m" = M(1,00430% 40,0043 4?92 —0,0043¢™1).
Dla przypadku b metoda efektu brzegowego daje
n=12: m = M(Ap)"%;
n=48: m"= M(dp)~**;
obliczenia za$ sciste

n=12:
m = M(O,06396A‘195"‘—{—1,06396/1‘8’49‘3'4—0,063969‘1A“1);
n =48: '

m" = M(0,004347'0% 4 1,00434~897% —0,00434"¢7}).
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YLatwo zauwazyé pordwnujac odpowiednie rzgdne wykreséw, Ze efekt brzegowy wy-
stepuje tym silniej, im wigksza jest gesto$¢ siatki . Jest on takze zalezny od tego, czy obcig-
Zenie momentowe wystepuje na brzegu wewnetrznym czy zewngtrznym. Poréwnanie od-
powiednich wykreséw prowadzi jednocze$nie do wniosku, Ze efektywne stosowanie metody
przyblizonej (efektu brzegowego) jest mozliwe ze wzgledéw praktycznych dla siatek

m r
’ Przypadek ,a” J
n=1? 4
4
/
o &/’
\ /X/fj——ﬁ r
m" A ] -~ ?
Przypadek. a”
n=48
6/
5 r
mrh
Przypadek 6"
n=1
! -
— x | r
mr I
Przypadek, b |
n=48 |
|
|
|
P ) T
x

Rys. 4. Kreska przerywana oznaczono momenty m" obliczone metoda brzybliionq, linia ciagla obliczone
w sposéb dokiadny

dostatecznie gestych. Za siatki dostatecznie geste mozZna uwazad tu siatki o liczbie pretow
obwodowych wynoszacej co najmniej n = 48 (przy tej samej liczbie pretéw promienio-
wych). Popelniany wtedy blad w przypadku obcigZenia brzegu wewngtrznego momentami
wynosi okolo 1%, w przypadku za$§ obcigZenia brzegu zewnetrznego momentami wynosi
okoto 2,6%, co stanowi wystarczajaca doktadnosé dla celéw praktycznych.
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Pesome

PACUET CETYATBIX NHCKOB OCHOBAHHBIM HA WCIIOJHh30BAHUI
NPYIBJIVDKEHHON TEOPMU KPAEBOI'O 3d®MEKTA

B cratee [1] 6bUTH JaHbLI OCHOBHBIE YPABHEHHS OUCKOB C CETUaTOMH CTpYKTYpOi. B ravecTBe npHmepoB
TAKMX JHCKOB MOM(HO TIPUBECTH INIOCKHE PETYISIPHLIE M TYCThIE CTEPIYKHEBLIE CETKM, AMCKH C IYCTOil
H peryJssipHoi mepdopmanmer ¥ T. 0. B paMax KOHTHHYAILHOM MONEIH TAKHX JHCKOB, MPeNCTaBIIEeHHOMN
B pabore [1], ompenesnenye HaNPsHKEHHOTO COCTOSIHUSA K IEPEMELUEHIH CBONMTCA K PEeleHHIO KpaeBol
sanauy T cucTeMbl Aud bepeHiMantuLIX ypaBHeHHi 6-ro mopsaxa. DTH ypaBHEHHsT AHANOTHUHBI
B HEKOTOPOM CMBICJIE YPaBHEHHSM TUIOCKOr'0 aHH3OTPOITHOTO KOHTHHYyMAa Koccepa ¢ Tpemst CTEIEHSAME
cBoOOABl (ABE COCTABIISIIOLIME BEKTOPA NEPEMELUEHHM M JIOKAJLIOC BPALIEHHE B IJIOCKOCTH MIICKA).
B nuddepennpansnom oneparope BLICIIETO MOPANKA YYABCTBYET MANLIA MapameTp, XapaKkTepu3yIoumii
WIUIOTHOCTEY CeTKH. Barofapst sToMy CTAHOBHTCH BO3MOYKHLIM IOJIOYKEHUE NPUGIIDKEHHOTO PEINEHHST
C HMCIOJIb30BAHMEM TAK HA3LIBACMON aCHMIITOTHUECKOH Teopuy (KOT/A MabIil MapameTp NPUPaBHHBACTCI
HyJII0) 1 «xpaesoro agderra» [2].

B nauHoit cratee comepycarcs: 1) mpumep pacuera CeTUaTOro AMCKA MPH HCIOIb30BAHUY, ACUMIITOTH-
UECKOlt Teopuy U KpaeBoro 3chdexrta; 2) UMCIEHHAS! OLEHKA TOUHOCTH MPHOIMIKEHHOTO PEIIEHHs, B 33~
BHCHMOCTH OT I'yCTOTLI CeTKu. Hanee, B pasy. 1 HacTosiieii cTaTey, Ha OCHOBE [2] laHA CBOJIKA OCHOBHLIX
ypaBueHuit Teopur, CneayeT OTMETHTDL, UTO NPHOMKEHHBIH Cr1ocod pacyeTa ceTuaTbIX NUCKOB, OCHO-
BaHHLIA HA KpaeBom 3denTe, 3HAYMTENBHO NPOLIC UYeM NPUOHMIKEHHDLIN MeTo) pacyeTa CETUarbIX
TUIACTHH, HCIONB3YIONIMIT aHaNOruuHbii 3¢ dexT B muactuHax [3].

Summary

EDGE EFFECT IN DENSE LATTICE-TYPE DISC STRUCTURES

Basic equations of the lattice-type disc structures (such as plane gridworks, perforated plates etc.)
wete given in [1]. The problem was reduced to a boundary value problem for a 6th order differential equa-
tion, the discrete structure being replaced by a continuous model. These equations are analogous to those
governing a plane anisotropic Cosserat continuum possessing three degrees of freedom (two components
of the displacement vector and the local rotation). An additional small parameter characterizing the density
of the lattice appears at the higher order terms of the equation. This makes it possible to obtain an approx-

imate solution with the aid of the asymptotic theory — the parameter being made zero-— and the edge
effect.
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The paper presents an example of calculations of a lattice structure, based upon the asymptotic theory
and the edge effect-theory, and a rough numerical estimate of the achieve daccuracy depending on the lat-
tice density. It should be mentioned that the presented method applied to plane lattice-type discs is consider-

ably simpler:than the analogous method applied in [3] to the problem of bending of lattice-type plate struc-
tures.
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O EFEKCIE SKALI CIAEA KRUCHEGO WYTRZYMUJACEGO USTALONA
KONCENTRACJE MIKRO-USZKODZEN

JANUSZ MURZEWSK], JOZEF SoTKA (KRAKOW)

1. Model osrodka i mechanizm zniszczenia

Jednostkowa granica wytrzymalodci oérodka kruchego zalezy od absolutnych rozmia-
réw ciala, w tym sensie, Ze jej warto§¢ oczekiwana jest malejaca funkcja objetodei ciala.
Prawidlowo$¢ ta, zwana efektem skali, zostala zbadana do$wiadczalnie i wythumaczona
na gruncie rachunku prawdopodobienstwa przez W. WEIBULLA [12], J. I. FRENKJELA [5],
B.B. CzeczuLiNna [2] i innych autoréw [1, 3]. Podstawa heurystyczna teorii efektu
skali jest tak zwana hipoteza «najstabszego ogniwa w tafncuchu», wedlug ktérej noénosé
graniczna calego cialta okreSla si¢ wytrzymaloécia miejscowa jego najslabszego elementu
oraz hipoteza, ze w materiale znajduja si¢ przypadkowe, beztadnie rozmieszczone uszko-
dzenia lokalne, czyli miejsca o zanizonej wytrzymalosci.

Metody rozwazan, jakie sa przedstawicnc na podstawie tych hipotez, mozna by z grub-
sza rzecz biorac podzieli¢ na dwa kierunki. Do kierunku pierwszego zaliczymy te prace,
w ktorych wprowadza sig ciagle funkcje rozkladu minimalnych wartosci lokalnej wytrzyma-
todci materialu. W. WEIBULL jako pierwszy tak wladnie postapit [12], a zaproponowane
przez niego prawo rozkiadu wartosei minimalnych okazalo sig trafne i zyskalo duze roz-
powszechnienie [13]. Dalszy rozwdj tego kierunku, dla ktérego charakterystyczne jest
traktowanie materiatu jako ofrodka ciaglego, polegaé chyba bedzie na zastosowaniach
teorii stacjonarnych funkcji stochastycznych [8].

Drugi kierunek — to uzycie klasycznych schematéw losowania i «dyskretnych» funkeji
rozkladu, np. funkcji rozkladu Bernoulliego. Stosujac te metode nalezy sobie wyobrazi¢
cialo jako zbidr czastek, w ktorych moga wystepowaé defekty. Z reguly uwzglednia sig
niejednorodnoéé tych defektéw i charakteryzuje sig je funkcja prawdopodobienstw Gaussa,
Pearsona lub inna. Ten punkt widzenia zostal przedstawiony np. w pracy T. A. KonTto-
ROWET i J. I. FRENKIELA [5]. W tym ujeciu poszukiwania teoretyczne zwrdcone sa w kierunku
okreélenia prawdopodobienstwa rzadko wystepujacych, najbardziej ostabionych czastek
materiatu, bo te determinuja wytrzymalo$¢ calego zbioru. Jednakze w znanych nam
pracach nie spotkali$émy konsekwentnie zastosowanego schematu rzadkich zdarzen i prawa
prawdopodobienstw Poissona. Nawet S. D. Workow [14], ktéry przedstawia w gruncie
rzeczy Poissonowski schemat losowania, dokonuje ostatecznie blgdnego przejscia gra-
nicznego 1 aproksymuje koficowe wyniki Gaussowskim rozkiadem asymptotycznym
(str. 93 monografii [14]).



44 JANUSZ MURZEWSK!, JOZEF SOIKA

W niniejszej pracy zjawisko kruchego pekniecia analizowaé bedziemy w oparciu 0 uogdl-
niona (tak jak u S. D. WorLkowa) hipoteze najstabszego ogniwa w laicuchu i hipoteze
przypadkowego rozlozenia defektéw przy uwzglednieniu dyskretnej struktury materiatu,
Zarodek makropekniecia w osrodku traktowad bedziemy jako zdarzenie rzadkie, wywolane-
nadzwyczajna lokalna kumulacja mikrorys, i prowadzace ostatecznie do zastosowania.
prawa prawdopodobiefistw Poissona. Wyniki, ktére przedstawimy, beda ogélniejsze od
klasycznych wzordw opisujacych efekt skali i dlatego ich zakres stosowalno$ci w praktyce:
moze by¢ szerszy.

Przy analizie efektu skali ograniczymy si¢ do ofrodkéw quasi-jednorodnych, spre-
zysto-kruchych, poczatkowo doskonale izotropowych. Przez quasi-jednorodnoé¢ rozu-
miemy jednorodno$¢ w skali makroskopowej przy jednoczesnej niejednorodnosci w skali
mikroskopowe;j. Sperysto-krucha wlasno$¢ mikroelementu polega na tym, Ze po od-
ksztalceniu sprezystym i osiagnigciu przez mikronaprezenie s odpowiedniej granicy P
nastgpuje momentalnie opadnigcie mikro-naprezenia do zera. Sprezysto-krucha wlasnoéé
makroelementu polega na tym, ze az do granicy spreZystosci Q material podlega prawu
Hooke’a, nastepnie moga zachodzi¢ nieliniowe odksztalcenia na skutek spekania, czyli
tzw. plastycznoéci destrukcyjnej i dopiero po osiagnigciu przez napreZenie¢ ¢ granicy wy-
trzymaloéci R nastepuje rozerwanie ciata. Rozpatrywany jest stan naprezenia doskonale
jednoosiowy i quasi-jednorodny, a wiec s jest zmienng losowa a o — wielkoécia w petni
okreslona.

Przy zalozeniu doskonalej izotropii poczatkowej materialu mikrorysy wystgpowaé
beda w plaszczyznach prostopadlych do kierunku dziatania napreZen rozciggajacych:
Na skutek takiego spgkania material nabywa wlasno$ci anizotropowych. Zagadnienie
nabytej anizotropii «destrukcyjnej» w przestrzennym stanie naprezenia bylo juz przedmio-
tem badan do$wiadczalnych i teoretycznych. Przy uproszczonym podejéciu do tego zagad-
nienia, przedstawionym w pracy [9] i ograniczeniu si¢ do jednoosiowego stanu naprgzenia
jedynym efcktem tej anizotropii beda wyzej wspomniane odstepstwa od prawa Hooke’a.

Zakladamy, ze material ma mikrostrukture podobng do tej, jaka opisywali w swoich
pracach J. Murzewsk! [9] i S. D. Workow [l4], tzn. polegajaca na podziale ofrodka
na elementy objetoéciowe makroskopowe 2 (I rzedu) i mikroskopowe O (II rzgdu), czyli
na tzw. punkty fizyczne pierwszego i drugiego rodzaju, w stosunku do ktdrych stosuje sig
rézne prawa fizyczne. Wymiary elementdéw makroskopowych szacowane sg [9] na 0,1 mm,
czyli 10-* ¢m, tak Zeby podlega¢ badaniom laboratoryjnym, elementéw za$§ mikroskopo-
wych —na 10* A, czyli 10-5 cm, tak Zeby zachowaé jeszcze whasnoéci materii cigglej.

Przy tak pomy§lanym geometrycznym podziale o§rodka ilo$¢ elementéw O w elemencie 2
Wwynosi

10-2\
1.1) M= (10—_5) =10°,

ilo§¢ za$ punktéw pierwszego rodzaju jest tego samego rzedu juz przy stosunkowo matych
rozmiarach elementéw konstrukeyjnych, bo ~ 10 cm,

3
(1.2) N= (1—(1)(_)—2) — 10°.
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Mozna si¢ zatem spodziewad, ze przy tak duzej liczbie elementéw zachodza prawa wielkich
liczb, ktére zastosujemy w dalszych rozwazaniach tej pracy. Wielkosci mikroskopowe O
i makroskopowe {2, a zatem. 1 M bedziemy w dalszym clagu traktowaé jako stale dla danego
oérodka kruchego, ale nie bedziemy konkretyzowa¢ ich wartosci. Beda to wiec parametry
zalezne od rodzaju materiatu.

W zwigzku z tak przyjetym modelem ofrodka rozrézniamy zniszezenie o$rodka mikro-
skopowe, czyli drugiego rodzaju, i makroskopowe, czyli pierwszego rodzaju, przy czym
to ostatnie przy jednorodnym stanie naprezen jest réGwnoznaczne z utratg no$nosei calego
ciala. O wytrzymatoéci materiatu decyduja losowo roztozone mikrouszkodzenia (mikro-
rysy) wewnetrzne, powstajace w nim w procesie obcigzenia. Element objetoéciowy drugiego
rzedu traci wytrzymato§¢ z chwila pojawienia si¢ w nim jednej mikrorysy. Natomiast
pekniecie elementu pierwszego rzedu nastgpuje przy pewnej granicznej liczbie mikrorys r
uwazanej za jedng makroryse. Liczba naturalna r traktowana jest jako specyficzna stata
materialowa.

Zakladamy, Ze ciatlo o objetoéci V znajduje sie w stanie mikronaprezeh s i ze s;, k =
= 1,2, ..., L, oznaczaja napr¢Zenia panujace w elementach mikroskopowych O,. Jezeli
granica mikrowytrzymatosci elementu O, wynosi P, to mikroskopowy warunek peknigcia
tego elementu zapisujemy w postaci

1.3 Sy = Py.
Jest to warunek wystarczajacy dla powstania stacjonarnej mikrorysy. Je§li w k-tym ele-

mencie mikroskopowym nie bylo mikrorysy, to jest to rowniez warunek konieczny. Wa-
runek mikrospéjnoéci ma wowczas postaé nierdwnoécei przeciwnej

(1.4) 8 < Py

Stadium plastyczno$ci destrukcyjnej oérodka z mikrostruktura, znajdujacego sie¢ pod
obcigzeniem, zaczyna si¢ z chwila pgknigcia jednego mikroelementu O, i postgpuje do
chwili, kiedy w jednym makroelemencie 2;, i = 1,2, ..., N, skladajacym si¢ z mikro-
elementéw Oy, j = 1,2, ..., M, ilo&¢ zniszczonych punktéw fizycznych osiagnie wartosé
graniczna r. Z ta chwila nastgpuje peknigcie elementu £2;, czyli utworzenie si¢ rysy, roz-
przestrzeniajacej sie na caly przekrdj ciala.

ZaloZenie, ze istnieje taka liczba r > 1, ktéra charakteryzuje kruche zachowanie si¢
materialu, jest podstawows hipoteza tej pracy. Nie jest to hipoteza nowa, gdyZ m. in.
S. D. WorLkow [14], jak juz wspomniano, w ien sposéb wlanie nogdinit koncepcj¢ nuj-
stabszego ogniwa w lafcuchu. Istnieje wiele argumentdéw przemawiajacych za celowoscia
wprowadzenia takiego uogdlnienia. Do nich zaliczyé nalezy powszechnie znane fakty
doéwiadczalne, Ze pojedyncze mikropeknigcia rozciaganego oérodka kruchego, wykrywane
np. przez ostuchiwanie stetoskopem, nie powodujg calkowitego rozerwania ciata. Prze-
mawia za ta hipotezq takze fakt, Zze materialy kruche na granicy wytrzymaloéci z reguly
wykazujg odstgpstwa od prawa Hooke’a, mimo Ze odksztalcenia plastyczne typu poslizgo-
wego lub lepkiego nie wehodza w rachube z uwagi na niskie napreZenie i krotki czas proby.
Jesli doéwiadczalnie stwierdza sig¢ w tym przypadku, ze odksztalcalno$é graniczna charak-
teryzuje wytrzymalo§é materiaty, to ze statystycznej teorii plastycznoéei destrukcyjnej [9]
wynika, ze maksymalna koncentracja spekania jest specyficzna stala oérodka, a stad z kolei
whniosek, ktory bedzie jeszoze w tej pracy szczegélowo wyprowadzony, Ze istnieje liczba r
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ograniczajaca ilo$¢ mikrorys w jednym makroelemencie. Nadmieni¢ jednak nalezy, ze
hipoteza o stalej liczbie r nie jest jedyna, ktéra pozwala wytlumaczyé fakt, Ze granica wy-
trzymalo$ci moze przewyzszaé granicg proporcjonalnoéei ciata kruchego. Dla materiatow
kruchych o silnie nieliniowym prawie odksztalcenia mozna interpretowaé utrate wytrzy-
malosci jako niestateczno$é stanu naprezenia [9], skad weale nie wynika r = const.

W ogélnym przypadku zardwno mikrowytrzymalo§¢ P jak tez mikronaprezenie s
sa zmiennymi losowymi. Dla uproszczenia obliczen i przejrzystosci rozwazan tylko jedna
z tych wielko$ci bedziemy uwaZac za zmienna losowa o skonczonej wariancji, a drugg —
ustalimy. Kwestia, ktéra wielko$¢ przyjaé za losowa przy wyprowadzaniu statystycznego
kryterium pekaiecia, czy mikrowytrzymatoéé P, jak czesto zaktada w swych pracach pierw-
szy z autordw, np. [7, 9], czy tez — mikronaprezenie s, jak to czyni S. D. Workow [14],
pozostaje otwarta. W pracy rozpatrzymy obydwa warianty, jakkolwiek bardziej uzasadnio-
nym wydaje si¢ przyjmowanie za zmienng losowa mikrowytrzymatosci, gdyz rozrzut mikro-
naprezen zalezy glownie od zmiennoéci mikroskopowych moduléw sprezystosci, ktére nie
podiegaja tak duzym fluktuacjom jak cechy wytrzymato§ciowe.

Zakladamy, Ze rozklady prawdopodobiefistw mikronaprezenia s 1 logarytmu mikro-
wytrzymaloéci-In P sa typu gaussowskiego. Prawo Gaussa bywa z reguly przyjmowane
dla scharakteryzowania rozkladu mikronaprezefi lub mikrodefektéw w pracach teoretycz-
nych na temat efektu skali [5, 14]. Potwierdzaja je ostatnio przeprowadzone mikroskopowe
badania eksperymentalne [4]. Logarytmiczno normalne prawo rozktadu dla mikrowytrzy-
matosci jest czgdceiej stosowane niz normalne prawo rozkladu, gdyz usuwa prawdopodobieni-
stwa ujemnych wartoéci granicy mikrowytrzymatoéci, nie majace sensu realnego. Poza tym
réznice migdzy normalng i logarytmiczno normalng funkcja rozkladu przy nieduzych
wspoélczynnikach zmiennoéci sa bardzo mate. W ogdle mozna méwié, ze rozktad normalny
1log-normalny jest rozktadem asymptotycznym dla wielu symetrycznych i niesymetrycznych
rozkladéw prawdopodobiefistw [11] i stosowanie jego ma w pierwszym przybliZzeniu zna-
czenie do pewnego stopnia uniwersalne.

2. Wplyw skali na granice sprezystosci
Korzystamy z nastgpnjach oznaczen:
objetos¢ ciala,
objetosé elementu makroskopowego,
objetosé elementu mikroskopowego,
ilo$¢ elementdw O w ciele o objetosei V,
ilo$¢ elementow 2 w ciele o objetoéei V,
iloé¢ elementéw O w elemencie o objetosci £2,
ogblna ilo$é¢ mikrorys w ciele o objgtosci V,
losowa iloé¢ makropeknigé w ciele o objetosci V,
losowa ilos¢ mikrorys w elemencie £2,
$rednia ilos¢ mikrorys w elemencie £2,
graniczna ilo§¢ mikrorys w elemencie 2,

~¥I¥I=x Rz n0Obx

migdzy ktorymi zachodza zwiazki:

(2.1) L=M-N,
(2.2) Q=M0,
(2.3) V=N-Q=MN-0=L-0,

(2.4) I=m-N.
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Geometryczne prawdopodobienstwo mikrorys 2, czyli érednia koncentracja zniszczo-
nych mikroelementéw O w objgtoéci ciala V wyraza sig wzorem
2.5 A= L_m >
( -9) . L M~

W pracach [7, 9] proponuje si¢ nazwa¢ prawdopodobienstwo A spekaniem. Spgkanie
materiatéw czysto-kruchych, nie wykazujacych efektéw ciagliwodei (plastycznosci poéli-
zgowej itp.), réwna si¢ wyt¢Zeniu w probabilistycznym sensie tego stowa.

Przyjmujemy najpierw za zmienng losowa mikronaprezenie s i charakteryzujemy je
normalnym prawem rozktadu N(s, 1), o wartoéci éredniej s i odchyleniu standardowym pu.
Warto$¢ $rednia s réwna si¢ w przyblizeniu makroskopowemu naprezeniu gléwnemu o,
co wynika z prawa akeji i reakcji [9, str. 268],

(2.6) , F=——5 xoU.

PowyZsza przyblizong réwnos¢ wprowadzamy dlatego, Ze A w naszych rozwazaniach jest
liczba bardzo mata, poniewaZ m jest liczba skoficzong, a M jest bardzo duze. Wariancja
mikronapr¢zen w o$rodku quasi-jednorodnym wg twierdzenia S. D. Workowa [14, str. 29]
jest proporcjonalna do wiasciwej energii sprezystej, a wigc
(2.7) Ut = 2E,®.
gdzie E, > 0 jest stala materiatowa, okreflajaca stopien niejednorodnosci spreZystej
o$rodka.

Energia potencjalna odksztalcenia sprezystego dla ofrodka izotropowego w rozpatry-
wanym jednoosiowym przypadku naprezen wynosi

O,2

(2.8) ¢ =,

gdzie E jest ustalonym modulem Younga. A wigc odchylenie standardowe mikronapreZen
wynosi

. fo—
(2.9) p=12Ed =c1/ =2.

Wprowadzajgc symbol v dla oznaczenia wspdiczynnika zmiennoéci dostajemy wzér

E
2.10 —H g/ ,
(2.10) v == ]/ 5 = const

W pierwszym wariancie obliczef traktujemy mikrowytrzymalo$¢ P, mikroelementu o
jako jednakowa wielko$é dla kazdego k,
(2.11) P, ~ P = const.
Biorac pod uwagg (1.4), (2.6) i (2.11) oraz rozklad normalny, wyrazamy prawdopodobien-

stwo mikrospéjnoéci, czyli koncentracje mikroelementéw niezniszczonych nastgpujacym
wzorem:

(2.12) @(s<1_3)=l73%-/; fexp[——(sT_:z)—z]dst(t),
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gdzie F(t) jest dystrybuanta standaryzowanego rozkladu normalnego,

= P—¢ . Plo—1

I v
Prawdopodobienstwo mikrouszkodzenia wynosi
(2.13) P(s = P) = 1—F(r)

i kojarzy sig ze struktura o$rodka za pomoca wzoru (2.5). Tak wiec porédwnujemy prawdo-
podobienstwo (2.13) z geometrycznym prawdopodobiefistwem mikrouszkodzenia (2.5
i otrzymujemy

(2.14) A= 1—@(39/%1«).
IgA
4]
B A N B D -

— V=, 05

o /

/
-8 I [ 5
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[1 1 [ 17
) At g Pl
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Rys. 1

Zalezno§¢ A od o przy wybranych wartofciach parametru v przedstawiono na rys. 1.
W granicznym przypadku » — 0, a wiec dla stanu naprezenia idealnie jednorodnego
prawdopodobienstwo mikropgkniecia wynosi

A=0, czyli [=0 dla o<
A=1, oczyli I=L dla o=
W ogdlnym przypadku natomiast

(2.16) =0 dla o<@Q, I=1 dla o=0Q.

(2.15)

Ml Ml
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Symbolem Q oznaczyliSmy granicg spreZystoSci. Rozgranicza ona stan doskonale
spéjny, liniowo sprezysty, od mikrozarysowania, czyli plastycznosci destrukeyjnej materia-
Ju. Dla skonczonej liczby L, ilo$¢ mikrorys /, a takZe granica sprezystosci Q sa zmiennymi
losowymi. Mediang é oblicza sie z réwnania

< 1

(2.17) (I—=2A)F = 5

gdzie T wyraza sig¢ wzorem (2.14) dla o = Q, a mode Q — metodami podanymi po raz
pierwszy przez T. A. KONTOROWA i J.I. FRENKIELA [5]. Dla wielkiej liczby L = M - N,
wg (2.1) 1 (2.2), i ustalonej $redniej ilosci mikrorys / = 4 - L wyprowadzamy wzdr asympto-
tyczny, z ktorego okredlimy kres gérny Q’, realizowany z prawdopodobieristwem réwnym
jednoéci,

1

I

Nadmieniamy przy tym, ze dla wielkiej liczby L warto$§é §rednia 4, dazy do tej samej gra-
nicy

(2.18) 1—(1—ADE—1, stad Aj—

L
- 1 1

2. A = AU A = ——— ~ —.

(2.19) 1L0f<1)dL+1L

A wiec teoretyczna granica liniowej spreiystosci, czyli granica proporcjonalnosci, jest

znikomo mala dla cial duzej objetosci, jak wynika z réwnan (2.14) i (2.18),

(2.20) Q' —0 da L-—oco.

W praktyce okre$la sie Q” > Q’, jako napre¢zenie konwencjonalne, wywotujace umowna
odchytke de od prawa Hooke’a (np. de = 0,0002). PoniewaZ przy plastycznoéei destruk-
cyjnej odksztalcenie nieliniowe wywolane jest redukcja powierzchni przekroju spéinego
(przenoszacego naprezenia) [9], wiec praktycznie

44 Aa . 7 "
(2.21) Al = 7 gdzie ¢ = QE
Graniczny warunek proporcjonalnosel formutujemy jak nastepuje:
(2.22) AM=1—F@F) b ¢ =¥{1-21),

gdzie ' = €1
v

, a ¥(x) jest funkcja odwrotna do dystrybuanty Gaussa, tzn. y = ¥(x)
gdy . = F(y), (rys. 2).

Wartosei x bliskie jednosci, odpowiadajace duzym, niestabelaryzowanym wartodciom
argumentu y, wyznacza si¢ ze wzoru asymptotycznego [6, str. 595], rys. 2,

1 1 y 1 -2 1 3
2.23 Fyy=—=+—ef—===1——¢ 2|—— __+—— ...
(2.23) ) =5+ ) 3 y Tty
Oznaczajac symbolem Qj granice proporcjonalnofci prébki o objetosei V; oraz
. PlQg—1 . ., O
1y = —/—Z— i A= V—O,

4 Mechanika teoretyezna
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przy czym fy = ¥(1—A4;), dostajemy zalezno§é granicy proporcjonalnoéci Q' od objgtodci
ciata V,

P
(2'24) Q - Q() 1+'(')t’ .
t
10
//
8 -
1= W{""A) g’
; ax
A+ . N exp(-t*2) _
i T tVaw
4 ////
2 ~ A=t Ferf =
AT
0 -2 -4 -5 -8 -1 12 —14 —16 - -0 -2 -
g2
Rys. 2

Zalezno§é (2.24) dla réznych wartoéei parametru » i przykladowej wartosci 4o = 1/L =
= 10~'® przedstawiono na rys. 3.

Natomiast konwencjonalna granica sprezystoéci Q”, okre§lona réwnaniami (2.21)
i(2.14) dla o = Q", nie zalezy od objgtoéci ciala.

a__ 1ty
Qo v¥(1-2g%/V) \——L—* SR

1,08

T dla Ag=10% ;=875 .
1,04 \
I I
—
1,00
i ——
RS
0,96 N_:L\ ‘\
—
\>
0,92 -
L 1
-3 "2 -1 0 ! 2 31gviv

Rys. 3

Przyjmijmy teraz w drugim wariancie obliczen, Ze materiat quasi-jednorodny charak-
teryzuje sie zmienna losowo mikrowytrzymato$cia P, a mikronaprezenie s, mikroelementu
O, mozna w przyblizeniu zastgpowaé w petni okre$lona wartoscia,

(2.25) SRS O,
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i zalézmy, tak jak to podano w p. 1, e rozkiad zmiennej losowej P opisuje prawo loga-
rytmicznonormaine

1 In2 P|P
(2.26) f(P) = VanoP exp [‘ jsz/] .

gdzie P oznacza mediane mikrowytrzymaloéci, » logarytmiczny wskaznik zmiennoéci,

P, =vP ~ »P jest odchyleniem standardowym.
Jezeli uwzglednimy mikroskopowy warunek pekniecia (1.3), to dystrybuanta okre$lona

wzorem,
1 In Plo
2.27 PP<Lo =—(1~erf — ),
@.27) (P<o) = s
igA
a
g T —J-J——F= ~—-;;=75-$-———
oiO’F"’,/— :
2l 2 A / o

/ / / |
A
1

| 1
L
|

el ] 1
Rys. 4

Cte— A —— =
[+

i
I
{

[}
rofa !
|
LSRN
[1:]
o
=
5
=
Q

3

T
!

okresla prawdopodobiefistwo mikrorys dla naprezenia ¢. Poréwnujac ze soba formuly
(2.5) i (2.27) otrzymujemy zaleznoéé miedzy naprezeniami o i koncentracja mikrode=
fektow 4,

(2.28) A=1—F(1),

przy czym standaryzowana zmienna losowa ma w tym przypadku postac,

]nﬁ/o

v

4*
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Zaleznoéé 4 od o dla kilku przyktadowych wartoéci logarytmicznego wspolczynnika zmien-
nosci v przedstawiono na rys. 4. Jezeli v — 0, czyli material jest idealnie jednorodny, to
prawdopodobiefistwo mikrozniszczenia wynosi, jak w przypadku poprzednim

(2.29)

~

A=0 dla o<P.
A=1 dla oz=P.

Makroskopowa granicg proporcjonalnosci Q' okresla warunek,

1 t

2.30) —|l—erf—=) =4,
( 2 ( 1/2)
gdzie ' = M—/g A= 2

v Vv
Efekt skali dla granicy proporcjonalnosci ilustruja wykresy, rys. 5, nastepujacej funkcji,
(2.31) Q' = Qgexply(to—1)],
gdzie

o= w(uag%), 2= 1—F(1),

przy czym parametry Qg, ¥, #, niekoniecznie musza byé okreslone na podstawie dodwiad-
czalnego wyznaczenia granic proporcjonalnosci, bowiem mozna je okreslié na podstawie

_
116 - Ui = V[t =¥ (-5 % V)]
0
— ——dla Ag=10""% ;=875
108 N —
\\
—~—RN
\\\
100 ——
Q\WN-_‘___
~ — T
0% I N
| N
o8 i
[ ! .
-3 -2 -1 0 4 2 3 lg V/V,

Rys. 5

latwiejszych do przeprowadzenia préb wytrzymatosci rozdzielczej R, gdyZ parametry te
figuruja (bezposrednio lub ich funkcje) we wzorach nastepnego punktu.

Wzér (2.14) jest znany np. z pracy [14] jako statystyczne kryterium mikropgknigcia,
a wzbr (2.28) jest pewna jego modyfikacja. Nowym aspektem jest interpretacja tych WZOrow
jako makroskopowego warunku proporcjonalnosci i sformutowanie wptywu skali na gra-
nice proporcjonalnosei Q' (2.24) i (2.31), odrgbnie od tych formut, ktére dotyczyé beda
granicy wytrzymatosci R.
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3. Wplyw skali na granice wytrzymalosci

Analizujemy wytrzymalos¢ elementdw konstrukeyjnych o rdéznej objetosci, ale posia-
dajacych jednakowa mikrostrukture, czyli wykonanych z tego samego materiatu. Wowczas
wielkoéci: r, 2, O (a zatem i M) oraz P, P, wzglednie E, E, — sa stale, tzn. nie zalezg od
rozmiaréw ciata, uktadu odniesienia i obciazen, a wielko§¢ 4 (a zatem i m) zmienia sie
w zaleznoéci od naprgzenia o, za$ L (a zatem i N) zmienia sie ze zmiana objetosci ciala V.

Wezmy pod uwage cialo o objgtosci ¥ pozostajace w quasi-jednorodnym, jednoosio-
wym stanie naprezenia i potraktujmy je jako zbiér elementéw mikroskopowych Oy,
k=1,2,..., L, ktére moga mie¢ jedna z dwéch cech, mianowicie mogg by¢ spdjne lub
peknigte. Ceche¢ pgkniecia ma /= A - L elementdw, cechg za$ spojnosci L—I1 = L(1-—2)
elementdéw. Ze zbioru L-elementowego (z objetosci V) losujemy jednorazowo (a wigc
bez zwracania mozliwego przy losowanin kolejnym) probe liczaca M mikroelementéw O;
w postaci jednego makroelementu £2;, zawierajacego m elementdéw O peknigtych i M—m
elementéw spojnych, i pytamy sie, jakie jest prawdopodobiefistwo zdarzenia, Ze wyloso-
wany element 2, zawiera dokladnie m mikrorys. Opisany powyzej schemat losowania
zaleznego [11] prowadzi do hipergeometrycznego rozktadu prawdopodobienstw, P(m;
M, 1, L). Poniewaz liczebno$¢ zbioru L jest bardzo duza w poréwnaniu z okre$long liczeb-
noscia préby M

M_1

L N T
zgodnie ze wzorem (1.2), przeto mozemy aproksymowaé rozkilad hipergeometryczny
rozkladem dwumianowym P(m; M, ») przy zachowaniu ustalonej wartoSci $redniej
koncentracji mikrorys,

3.1 b=

Z kolei rozklad dwumianowy, w warunkach gdy

IIM<1
zgodnie ze wzorem (1.1), moZemy aproksymowaé rozkladem Poissona P (m; m) przy
zachowaniu $redniej ilo$ci mikrorys w makroelemencie

(3.2) m =M.

Chcieliby§émy tutaj zwréci¢ uwage na fakt, ze dzieki poprawnie sformulowanemu
schematowi losowania $rednie chrakterystyki spekania 4 i m zachowuja swe skonczone,
ustalone wartoéci przy kolejnych przejéciach granicznych. W monografii [14] w tym zagad-
nieniu zachodzg osobliwoéci: 2 — 0, a nastepnie m — o0, i wyniki mimo dalszych korekt
1 adiustacji nie sa wolne od sprzecznosci.

Poissonowski rozklad asymptotyczny zastosujemy do oszacowania prawdopodobieni-
stwa peknigcia makroelementu,

r—1 —;
(3.3) Pm =1)=1—e™ :l'
1=0
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Wz6r (3.3) podaje kombinatoryczne prawdopodobiefistwo pgknigcia, natomiast geomet-
ryczne prawdopodobienstwo makrorys rowna si¢ §redniej koncentracji zniszczonych ele-
mentéw £ w objetosci ciata V,

n

(3.4) P=5

Poréwnujac ze sobg wzory (3.3) i (3.4) otrzymujemy zwiazek
n _ 2 m

(3.5) T=em D,

i=r
ktéry po uwzglednieniu uogdlnionej koncepcji najstabszego ogniwa w lancuchu (stoso-
wanej w myél zatoZen tylko do makroelementdw),

3.6) n=1,
daje statystyczne kryterium makropeknigcia, czyli warunek graniczny zniszczenia catego

ciala. Oznaczmy symbolem 1, graniczng warto$¢ spekania, spelniajaca réwnania (3.5)
1 (3.6). Warunek wytrzymatosci ma wowczas nastgpujaca postaé:

Q2
(3.7 1—@(;'—1,1,M):7,
gdzie P (m; m) jest dystrybuanta Poissona.
Warto$é graniczna A, jest uzaleZniona od granicznego naprezenia R, czyli wytrzymaloéé
makroskopowe] przez statystyczny warunek mikrozniszczenia (2.14) lub (2.28), ktéry
zapiszemy w ogdlnej postaci

3.8) —F(t)=24 lub £ ="P(1-12),

gdzie F(x) jest standaryzowanac dystrybuantq Gaussa, a ¥(y)jak poprzednio (2.16) funkcja
do niej odwrotna, za$

LRW_I_ dla losowych mikronaprezen,
t, = -
l_ln f [R dla losowych mikrowytrzymalosci.

Uktad réwnan (3.7) i (3.8) mozna tatwo rozwiazaé ze wzgledu na zmienna ¥V, mianowicie

Q

(3.9) V= o0 —1, 1 =FuM)’

gdzie ¢, znaczy jak wyzej.

Wzor (3.9) podaje zaleznoéé migdzy objetoscia ¥V i wytrzymaloécia R i jest nowym,
Scistym rozwiazaniem zagadnienia wptywu skali na granice wytrzymalodcei dla przyjetych
zalozen. Przy korzystaniu z tego wzoru nalezy rozporzadza¢ dostatecznie obszernymi
(kilkunastocyfrowymi) tablicami dystrybuanty Poissona i Gaussa [16].

Dla bezpoSrednich obliczen granicy wytrzymaloéci z uwzglednieniem wspdiczynnika
skali najwygodniej byloby korzystaé z tablic lub wykreséw funkcii (3.9), rys. 6 i 7, albo
wzor (3.9) odwrdécic i przedstawi¢ wytrzymalo§é R jako funkcje zmiennej V, co jednak nie
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Jjest mozliwe w wyraznej i écistej formie analitycznej. Diatego przedstawimy uproszczone
formy przyblizone tego wzoru, ktére czg§ciowo sprowadzaja sie do zaleZnoéci znanych juz

Z literatury przedmiotu. Zapiszmy najpierw, ze
P
(3.10) R =1 14w,

B exp (—7t,) dla losowych mikrowytrzymalosei.

dla losowych mikronaprezed,
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Zagadnienie polega obecnie na znalezieniu odpowiedniej, uproszczonej zaleznoSci #, od
objetosci V. W tym celu rozwijamy dystrybuante Poissona w szereg potggowy

m" rmr»l—l ).(’.+ l)l—ﬁH-Z

(3.11) Plr—1,m)=1—-"+ G+l 2(r+2)!

Okazuje sig, ze dlam < 1 (czyli 1/N <€ 1) bez zbytniej szkody dla dokiadno$ci (por.
rys. 8) wystarczy zachowaé forme liniowa we wzorze (3.11). A wigc

_ MAY
(3.12) Pr—1,m)y~ 1— ( r") .
19 Neeat
0
/ o
/ Nea =Yo7 —— [
|
8 1 1
Pl-T;g = )=1- 57 ————
6 N Z,
o
S / L
! 9
d\y" 3 -
) o= -
// 1" | gia re5 ="
7 | B L —
0 :/f -] trA/ dig r=10
T
-4 2 4 6 8 ] 2 “ % 8
g N

Rys. 8

Stad przy uwzglgdnieniu réwnania (3.7) otrzymujemy wzor, ktéry pokrywa si¢ z relacja

wyprowadzong z prostszych zalozen przez N.N. AFANASIEWA i S. D. WorLkowa [14,
str. 95],

1 -/nQ r/o,
(3.13) x,N-ﬁ]/T—]/V.

Wprowadziwszy oznaczenie O, = rlQ/M’, zredukowaliémy liczbe parametrow z pieciu
(r,v, M, P,2) do czterech (r, v, P, 0,); jest to niewatpliwie korzystne z praktycznego
punktu widzenia. Graniczna czyli nieprzekraczalna dla §redniej koncentracji mikrorys 4
warto$¢ 4, jest dla skoficzonej ilosci mikroelementéw L zmienna losowa. Dla wielkiej
liczby L, zmienna A, jest zbiezna stochastycznie do ustalonej wzorem (3.13) wartoéci
granicznej (przy matematycznym pojeciu stowa «graniczny»), Wzér (3.13) spetnia wyra-
zony w pracy [9] wniosek o zaleznosci specyficznego, krytycznego prawdopodobienistwa
spekania 4,;, od objgtoéci ciata. W dyskusji wzoru (3.13) rozpatrzymy najpierw przypadek
r = 1. Jest to przypadek, w ktérym podzial na elementy I i II rzedu traci znaczenie i po-
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winna zachodzi¢ &ci§le reguta o decydujacej roli najstabszego mikroelementu w ogrodku.
W istocie w tym przypadku mamy

1 1 o 0
. 2 - Y == —— = —— ; = — =
(3.14) TuN T -v ==
i rozwiazanie pokrywa si¢ z rozwigzaniem klasycznym, ktére w rozdziale poprzednim
przyjelismy jako wiasciwe dla granicy sprezystosci. Dla r > 1 objeto$é ciala ¥ wchodzaca
do wzoru (3.14) podlega redukcji w tym sensie, Ze zamiast liczby N figuruje Nyey, Iys. 8,

1

(3.15) A =m;

gdzie N, & i/ Nfrl < N. Stad wniosek, ze przyjecie ztoZzonej struktury osrodka i granicz-
nej liczby mikrorys r > 1 pozwoli zastosowaé otrzymane wyniki do materialéw, ktoére

R/Ry
TT Py——
- —_— -ﬁl‘—
4’04 s R a2 )
1Z - 12
1,02 =01 Ag=210"", 1,=6,97
ﬂ}olm\\ ] L
—
—
_l v=0,00 T~
400 |-— L=
I %\.
. 1 ~ S A s
{ ™~
0,98 ™~ ~ -\L“<
NN T .
a9%
I 1 1 1
3 2 1 0 1 2 3 4
Ig /Y,

Rys. 9

charakteryzuja si¢ bardziej tagodnym wplywem skali na granice wytrzymalo$ci. Ostateczne
wzory zapisujemy biorgc pod uwagge (3.8), (3.10) i (3.13) w nastepujacej postaci

-
(3.16) Rz{“vl‘p(l_i/%)

\ P exp [— v (1 — ]/%)] dla losowych mikrowytrzymatosci

dla losowych mikronaprezen

albo w innej postaci przy oznaczeniach: R, jest wytrzymaloécig probki normowej o objgto-
$ci Vy,

fh=Y(1~%), 4= ]/%,
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1 po wyrugowaniu parametru P lub P, a takze parametru O,

Ry (1421y)

r VO)’
1+2¥(1-2 —
3.17) Rxl 1Y ( °]/;
r VO
Ry exp [——VEP (1 —4 ]/;) —|—vt0].

Zalezno$¢ R/Ry od V|V, dla przykiadowych wartosci parametréw r, 4, 1 kilku wartosci
wspélczynnika zmiennosci mikronaprgzen o, lub mikrowytrzymatosci » przedstawiaja
wykresy na rys. 9 i rys. 10. Wazno$é powyzszych wzoréw i wykreséw ograniczona jest
do cial niezbyt malej objetosci (¥ > 2) i do matej koncentracji mikrorys (4, <€ 1). Dla

R/R,
1,06
NARY [TTT1]
‘\)’I‘o N R _ pvlto-¥(1-2,V%/V)]
7 75
104 b§|\5‘> R, . B
% N d’”{a =207, 1,=6,97
402 ”é|2 N X‘ 0 » To=b,
! — -, 0
400} V=000 : -
|
|
r N ™~ —
98 b
’ | N
— 5 -
! \ N ™~
%
o9 L 1 1' 2 L y
-3 -2 -1 0 oV
Rys. 10

wyznaczenia parametrow Ry, 4, r, v lub » potrzeba czterech do§wiadczen polegajacych
np. na okresleniu wytrzymalosci czterech probek o réznych objetodciach.

Na zakoficzenie wprowadzimy dalsze uproszczenia przybliZzajac funkcje (3.9), rys. 6,
funkcja liniowa w skali pétlogarytmicznej,

b,V
(3.18) t=a+lg .

Tego rodzaju przyblizenie jest celowe dla przypadku losowych mikrowytrzymatlosci, wtedy
bowiem konicowy wzér (3.16) upraszcza sie do postaci

_a, byin10
(3.19) R z?(m b %) =§;;_,
gdzie
b

R, = ﬁ(QTIO-“)”“‘“, ﬂ —_ b In 10 .

r
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N .
1 —
1]
%6300
| | ‘L
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8
v[em®]

Rys. 12

Wzér (3.19) jest taki sam jak wz6r Weibulla [12], poniewaZ ani Ry, ani wykiadnik potggowy
B nie zalezy od objetoéci ciala V. Stale a i b zaleza od dwéch parametrow r i M, a warto§ci
ich mozna w przyblizeniu odczytywaé z powigkszonego rys. 6 lub oblicza¢ np. metoda
najmniejszych kwadratéw tak, jak to zrobiono dla zestawienia tablicy 1. Blad, jaki sig
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popelnia stosujac wzOr uproszczony (3.10) zamiast wzoru doktadnego (3.14), przedsta-
wiono na rys. 11.

Dla przykladu, poréwnano rezultaty uzyskane w tej pracy na drodze teoretycznej

wg wzoru (3.16) z wynikami badan do$wiadczalnych wysokoweglowej stali kablowej
[15] i przedstawiono na rys. 12.

10.
11.

12.
13.
14.
15.

16.
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Pesmome

O MACIITABHOM 2&®EKTE OJI1 XPVYIIKOI'O TEJA, BBIIEPXKHMBAIOUIIEIO
YCTAHOBJIEHHVIO KOHIEHTPALMIO MUKPO-TIOBPEXIEHNHI

Enuununsiil npeges nponopuyodanbHOCTH M IPENES IIPOUHOCTH XPYIKOLo TeNa, MHKDOCKOMMUECKH

HEOQIIOPOAHOr0 aHAJMH3HPYETCSI OT €ro 06’!:61\18, IIpHM HCIIONB3DBAHKK TCOPHY BEPOATHOCTH,

HcronpayeTcst MomeNs Cpefpl € MHKPOCTPYKTYpOM omucanag u B paforax E. MVYIKEBCKOIO [9]

u C. II. BONKOBA [14] u cocTosyas B PA3feNeHHH CPEObI HA MAKDPO-3NeMEHTEI {2, KOTOpBIE B CBOIO
Quépenp AENATCA Ha MuKpoanemeHTbl O. IloBpe)kAeHre OJHOr0 MHMKPOINEMEHTA BBI3bIBAET TONLKO
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MPEBLINEHHE PERAEIA TIPONOPLIHOHAILHOCTH MEX(IY HApsHKeHusaMu 1 Aecopmarpamu. s mocrinie-
HUST TIPEJENa IPOYHOCTH Tena V, TPEBYEeTCsT MOBPEMIEHHE /' MUKPO-3JIEMEHTOB B OJHOM MaKpO-3je--
mente £2,

B paBoTe pacCMATPHBAETCA TONMBLKO CPEla B OJIHOOCHOM HAIPSHKEHHOM cocTofHuu o. Paclipeienenue
BEPOSITHOCTER NPHHATLI B JABYX BApMANTax: HOpMAJibHoe pacmpepenenne (2.12) mna MHRpO-HANPsHcE--
HUiL 5, IPH YCTAHOBJIEHHON MHMKPO-IPOYHOCTH P = P, unu ke norapudMyuecKi-HOPMATILHOE pacnpe-
penende (2.26) ANA MUKPO-IPOYHOCTH I, NPH YCTAHOBJICHHOM MUKPO~HANPAYKEHHH § A O

Tl aTiX OBYX CIIyuaeR ONPENESAeTCA CTATHCTHUCCKUN KPHTEPHHA MHKPO-TDPEIIHHEL, T, €, TPAHHILI
NIPOIIOPLUHOHANTFHOCTH COOTBETCTBEHHO B BHAE (hopmyn (2.24) n (2.31). OTu dHopMyIILI HIUTIOCTPHPYIOTCS
JHATpAMMAaMHK Ha puc. 3 U puc. 5.

TIpn oNpemeneHun CTATHCTHYECKOrO KPWTEPHT MAKPO-TPELIMH, MCITONB30BANACh CXEMa 3aBHCUMOIL
BBIGOPKI MOBPEXIEHHLIX MHKDPO-3JIEMEHTOB, NIPHBONALIAS K THIIEPTreOMETPHUYECKOMY PaCIIpPENESICHIH.
Janee, aTo pacnpefieneHse anpoKCHMUPYETCT GHHOMSUIBHBIM PAacTIpefIeNIEHHEM, KOTOPOE, B CBOIO Oye-
penp, aCHMIITOTHYECKH CTPEMHTCsT K pacrpefaeneduo Ilyaccoda (3.3). B KoHue KOHIIOB 3aBMCHUMOCTH
obrema rena ¥ u mpenena npounocTy R BuipaycaeTcst dopmynoil (3.9), puc. 6 u 7. 3ToT pesynsrar
ornuuaetcst oT pedyiprata C. J. BOJIKOBA [14], koTOPLIi OUIRGOYHO IIPHMEHSIT aCUMITOTHYECKOE pac—
npepenenye I'aycca Mpu aHANOTHYECKHK [PENMOTOIKEHHAK.

BBogs nexoropbie yIpoiyenHst npunsaro obparnyio dopmyy (3.12), npencrasnsas ee B Bune (3.16)
uny (3.17), puc. 9 u 10. Ocy)xnaeTcss BO3MONCHOCT, JanbHEHIUIEro YIPOLEHHS H npumeHenus Haiibonee
npocroit ¢opmyner (3.19) mnn addexra maciureBa.

Summary

ON THE SIZE EFFECT IN BRITTLE BODIES CAPABLE TO SUSTAIN A CERTAIN
CONCENTRATION OF MICRO-DAMAGE

The limit of proportionality and the strength of micro-non-homogeneous brittle bodies is considered
as a function of the volume and analysed on the basis of the probability theory.

The model assumed of the medium with microstructure is similar to that introduced in the papers by
J. Murzewskt (9) and S. D. Vorkov (14) and consists in dividing the body into macro-elements 2, and
subdividing them into micro-elements O. A single micro-element damaged, the limit of proportionality
between the stresses and strains is exceeded; to reach the ultimate strenght of the body V, a number r of
micro-elements O belonging to the same macro-element 2 has to be damaged.

One-dimensional states of stress o are considered in the paper. Two probability distributions are taken
into account: the normal distribution (2.12) for micro-stresses s at the given micro-strength P = P, and
the logarithmic normal distribution (2.26) for the micro-strength P at the fixed micro-stress s = o,

Statistical criteria of micro-cracking (exceeding the proportionality limit) are then developed for these
two cases, Egs. (2.24) and (3.1), respectively; they are illustrated by Figs. 3 and 5.

In deducing the statistical criteria for macro-cracks forming, the hypergeometric probability distribution
was used. This distribution is then approximated by the binomial distribution which tends asymptotically
to the Poisson distribution (3.3). The relationship between the volume ¥ and the strength limit R is finally
expressed by Eq. (3.9), Fig. 6 and 7. The result differs from that found by S. D. Volkov [14] who — having
made similar assumptions — erroneously introduced the Gauss asymptotic distribution.

Certain simplifications make it possible to invert formula (3.12) and to represent it in the form of (3.16)
or (3.17), Figs. 9 and 10. The discussion concerning the possibility of further simplifications and applica-
tion of the simplest formula expressing the size effect (3.18) conclude the paper.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA
Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 7 czerwca 1967 r.



MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
1. 6 (1968)

ANALIZA UKEADU WIBRO-UDERZENIOWEGO Z TARCIEM SUCHYM

Bonpan KowaLczyk (GDANSK)

W pracy ninieiszej przeprowadzono analize ruchu i stabilnosci ukladu wibro-ude-
rzeniowego przedstawionego na rys. 1

Na poziomej chropowatej suchej plaszczyZnie (wspdiczynnik tarcia u) porusza sig¢ pod
dzialaniem sity okresowej P cos{(wt--p) cialo M o masie m. Cialo M jest przytwierdzone

Y
Ao
Xo Pcos (wt+p) ) A
fed e
m| M
0 ' X

Rys. 1

do nieruchomej $ciany pionowej 4 za pomoca sprezyny o sztywnoécei ¢. Podczas ruchu
cialo M uderza o nieruchomy ogranicznik e—a oddalony o X, od punktu O poloZenia,
w ktérym sprezyna jest w stanie nienapigtym.

Przy analizie drgan rozwazanego ukladu przyijgto nastgpujace zaloZenia:

1) uderzenie masy o ogranicznik a—a odbywa si¢ nagle na odcinku czasu bardzo
malym w por6éwnaniu z okresem ruchu;

2) predkosé masy po odbiciu od ogranicznika a— a charakteryzuje si¢ wspdtczynnikiem
restytucji R(0 <C R < 1), ktéry zgodnie z hipoteza Newtona nie zalezy od predkoéci,
lecz jedynie od materiatéw zderzajacych sig cial;

3) masa ogranicznika jest nieskonczenie duza i nie bierze udzialu w drganiach ukiadu;

4) mozliwe sa drgania masy m o okresie rownym okresowi sily wymuszajacej lub jego
krdtnoscei.

Réwnanie ruchu przy X # 0 ma postaé:
axx;
dr?

(1.1 m +cX; = —pmgsignX;-+ Pcos(wl + ;).

Rozpatrywaé bedziemy ruch masy m w dwéch przedziatach czasowych o «dtugoéei»
1 it,, gdzie ¢, jest czasem, ktdry uptynie od chwili uderzenia do osiagnigcia przez mase
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maksymalnej amplitudy L, 7, za§ czasem, ktéry uplynie od osiagnigcia maksymalnej
amplitudy do nastgpnego kolejnego uderzenia. Czas w kazdym z tych przedziatéw liczymy
od zera.

1. Po uderzeniu — ruch w stronge dodatniej czgéci osi X

X>0, sign¥=1;
4’

(1.2) m———i- + X, = —pumg + Pcos{wt 4 ¢).
Podstawmy
; S X3 ol =1 K==
m
(13)
k umg
),, = — _
w P

Otrzymujemy po podstawieniu (1.3)
(1.4) %A% = —a-cos(t+gy),

Calka ogdlna réwnania rézniczkowego (1.4) w przypadku 2 1 ma postaé:

X = — —~—l—Alcoslr+Blsmlr+ 221 cos(t+ @)
(19)
X% = —AA;sinAt +AB,cos At — ll sin{(t+ ¢y).

Podstawiajac warunki na krancach rozpatrywanego przedziahu

(1.6) 70 =%, ¥(0)=Ro, x(m)=1 %(@)=0,
gdzie
mw
= —FV’ V=0
(1.7)
2
e "'-’“’ Xo, Xo<L<oo,

V za$ jest modutem predkosci punktu M w chwili uderzenia masy o przegrode.
Otrzymamy nastgpujace zwigzki dla statych calkowania:

. a 1
Al =x0—|—ﬁ-—2’7_~14 COS(pl,
(1.8) .
sm()zl Rv
I TALNN S ‘
oraz
-4 _a , X cosq cos (T + @) Sin(rl—l—tpl)t A
19) 1= dcosin 7 T ooshn, T (B—Dyeosam, T =1 T am—1) B4
- _ Axp Acosg, sing, N sin(t,+¢,)
v = R tednt o tghn — RE—1) B Rp—1 T RE=T)cosin,
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2. Na drugim odcinku — ruch w stron¢ ujemnej czedci osi X: X < 0 — ruch uktadu
dany jest réwnaniem rézniczkowym.:

ax
(1.10) m—dtzz- + X, = umg+ Pcos(w! + ¢,)
lub po podstawieniach (1.3)
(1.11) 3+ A%, = a+ cos(t+ @,).

Catka ogolna réwnania rézniczkowego (1.11) w przypadku 2 # | ma postac:

X, = -»% + A,cosAt + B,sinAt 4 -}:2—1_—1 cos(t+ @,),

(1.12)

X, = —AA,sinAt+AB,cosAt — 121_“1 sin(t+ ).
Podstawiajac warunki na krancach drugiego przedziatu:
(1.13) B0 =1, %@ =0, xXm)=x, io)=—o0
gdzie

T, +71, = 2nn,
n=1,2,3... za§ jest stosunkiem okresu ruchu masy m do okresu sily wymuszajacej,
otrzymamy:

SR 4 g, SN
U A=l B=geoy
gdzie
P2 =@ +7;
oraz
] = _a__L _COS(PZ _ sin (12} tg}_‘[ _ COS @, Xo .
(1.15) A Peosdy, - =1 (A1) 2 (R —1)cosht,  cosit,’
o a sinp, | sing, Acosgy
- — 7 teAn— — tght,.
v = Axotgit, ) tgir, (F2—T)cosir, = A—1 pE git,

W zwiazkach (1.9) i (1.15) niewiadomymi sa 7, oraz ¢,. Poréwnujac zwiazki (1.9);
i(L.15) oraz (1.9), i (1.15), stronami otrzymujemy nastgpujace réwnania:

(1.16) a, Cos(pl—l_bl Sin(pl = Cy, a,C0s8 (p1+bzsin(P1 = Cy,
gdzie .
? A
a; = —3—— (cos Aty —cos Aty) + —5—— sin2zndsint,,
Ao
b, = Yo sin2nnicost,,
¢, = A*xy(cos Aty —cos At,) —a(cos A, 4 cos Aty —2cos Aty cos Aty),
A2 2 _
a, = yo (sinAt,cosAt,— Rcos At sindt,)— 1 (cosAt,+ Rcos Aty )sinty;
A1-+R y)
b, = (}'2—__}_‘1)005171005h2_,ﬁ (cosAt,4-RcosAt )cost,

¢, = A*x,(sin Az, cos Ar, — Rcos Aty sindty)+ a(sin At; cos At + Reos At sin At,) -

5 Mechanlka teoretyczna
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Rugujac z réwnan (1.16) parametr ¢, dochodzimy do zwigzku

ac 2 blcl 2 albl 2

(1.17),

ac, byc, ab,

Mozna wykazaé, ze rozwiazania ukiadu (1.16) istnieja, jezeli
a+bi—ct=0, i=1,2.

Roéwnanie przestepne (1.17); rozwiazujemy graficznie kre§lac wykres funkcji

bie,

byc,

2 2

a,c, 2 a1b1

(117); Fz) =

ac, ab,

w przedziale [0; 2znn].

Przy analizie stabilnosci ruchu rozpatrywanego uktadu postuzymy si¢ metoda prze-
ksztalcenn punktowych [1]. Dla rozpatrywanego ukladu dynamicznego plaszczyzng fazowa
(%, x) dzielimy pélprostymi S, S, S, na obszary Ii II. W kazdym z tych obszaréw ruch
ukladu opisany jest liniowym réwnaniem rézniczkowym.

D
[ —
&
by
>

Rys. 2
Trajektorie fazowe rozpatrywanego ukladu okreflaja przeksztalcenie punktowe péi-
prostej

S w S, wobszarze I,

S, w S, w obszarze II,

zwiazek za$

przeksztalca pdiprosta
S, w S

prowadzac do wzajemnie-jednoznaczne;j i ciaglej odpowiednioéci punktéw tych pdlprostych.

Oznaczmy te przeksztaicenia punktowe odpowiednio przez =, m,, 73 a przez s, 8y, S,
i s’ punkty przesunigcia fazowych trajektorii z odpowiednimi pétprostymi. Znajdziemy
obecnie funkcje przyporzadkowania, ktére okredlaja omowione przeksztalcenia punktowe.
W tym celu do rozwiazania réwnania rézniczkowego (1.14) podstawiamy warunki:

x,(0) = xy, x,(0) =s,

(1.18) przeksztalcenie 7, { .
. xl(Tl) = 81, xl(Tl) = 0.
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Po prostych operacjach matematycznych otrzymamy uklad réwnaf, po rozwiazaniu
ktérego wzglgdem s i 57 znajdziemy funkcje przyporzadkowania w postaci parametrycz-
nej. Dla przeksztalcenia 7,

| Ax+a sin g, sin(t,+ @)

- [ Y L COS%] g — 2—1" (—Decosiz, ’
_a l—cosir; Xo cos @,

(L19) 1 =75 cosAt; | cosdt;  (A2—1)cosit, +

1 1 .
+mcos(rl+<pl)+mtg}.rl sin(t;+¢,).
Nastepnie podstawiajac do rozwiazania réwnania rdzniczkowego (1.11) warunki:

%(0)=s,, X%(0)=0,
(1.20) przeksztalcenie a'cz{ 2(0) ' ,2 )
X2 (7-'2) = Xo» xz(Tz) =38
i rozwiazujac otrzymany uklad réwnan wzgledem s, i s, znajdujemy funkcje przyporzad-
kowania (w postaci parametrycznej) dla przeksztalcenia n,:

A2xy— 1 cos gvz

1 cos @,
T cos).rz o =)

(#*=1)cosit, '

s =
(1.21)

a—A%x, y) sin(p,—7 sin
55 =[ > 0y 7 °08 <pl] tgAt, - '——(Az—(f)lcoszi)rz — Zz_(pll .

tgAr,sing, —

Punkt nieruchomy s* omawianego przeksztalcenia punktowego znajdujemy z warunku

’

§=g.

Stabilno§é punktu nieruchomego i odpowiadajacego mu ruchu okresowego znajdujemy
z twierdzenia Koenigsa [1], a wiec ruch jest stabilny, jezeli

ds’
ds |s=s

<1

i niestabilny, gdy

ds’

1
ds s=s"’>

Dla omawianego ukladu analityczny warunek stabilnoéci ma postag:

‘_ii
ds

<1,

sinit,
sin Az,

poniewaz

ds' _ (ds)/dv) (ds]dy) ds’
ds — (ds|dr,)(ds|dry) ds,

Przyktad. Rozpatrzono ruch i stabilnoéé uktadu w przypadku gdy
A=04, a=01, x=10, R=05 =n=1.

5*
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Dla tych danych wykrelono wykres funkcji F(z;) (1.17),, rys. 3. Punkty przeciecia sie

krzywej z osig odcietych wyznaczaja te warto$ci dla kt6érych F (7;) = 0. W danym przypadku
uzyskano dwa rozwigzania:

7, =320, 7T, =3,56.

Ffrs)

T

Rys. 3

YV przypadku 7, nie istnieje okresowe rozwiazanie rozpatrywanego ukladu. W przypadku
7, = 3,56 ruch ukiadu jest stabilny, gdyz

——‘ = 0,557 <1

Rys. 4

Zalezno$¢ przemieszezenia bezwymiarowego i bezwymiarowej predkoéci od czasu podana
jest na wykresach (rys. 4). -
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Pesome

AHAJIN3 BUBPOYIAPHOM CHUCTEMBI IPU HAJIMUNHK CYXOrO TPEHHA

B pafoTe paccMaTpHBAaCTCA NBHYKEHHE OJHOMACCOBOM BUOPOYNAPHON CHCTEMBI C JIMHEIHOH yrpy-
roit xapaxrepucruKkoli. Ilpeanomnaraercs, 4To KoJyieGaHUs CHCTEMbI 3aTyXalOT 33 CUCT CYXOrO TPEHHS.
Brisegennr hopmysIsl [UIst MEPEMEIEHHH i CKOPOCTH KOJIEGIIOLUEMCT MaCChl COOTBCTCTBYIOI{HE CIYUalo
JEPHONHUUECKHX KONebanuit, ¢ MEPHOIOM PaBHBLIM IIEPHOAY BO3MYINAIOIIEH CHJIBI MJIH €r0 KPAaTHOCTH.

SBnende ypapa Macchl O IIpErpajly YUHTBLIBAETCSI NIPH HOMOLIM KOd(dHUIMeHTa BOCCTAHOBNEHMS
CKOPOCTH. AHANHM3 YCTOHUWBOCTH INEPHOAHUECKOrO ABMYKEHHS PACCMATPHBAEMOIl CHCTEMBI MPOBENEH
YIpH IIOMOLUY METONA TOUEUHLIX NpeoOpasoBaHMi.

Summary

ANALYSIS OF A VIBRATORY-IMPACT SYSTEM WITH SOLID FRICTION

The paper deals with investigation of a vibratory-impact system with one degree of freedom assuming
that the vibrations of the system are damped. The equations describing displacement and velocity of vibrat-
ing mass are given in the case when the frequency of vibration is equal or multiple of exciting force frequency.

The effect of impact is described by means of the coefficient of restitution of velocity.

The stability of periodic motion was investigated by means of point-transformation method.

P OLITECHNIKA GDANSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 21 czerwca 1967 r.
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DEKREMENT DRGAN TLUMIONYCH JEDNOCZESNIE TARCIEM WEWNETRZNYM
(WISKOTYCZNYM) I KONSTRUKCYJNYM

ZBIGNIEW OSINSKI (WARSZAWA)

1. Wstep

Przy badaniach tarcia wewnetrznego tworzyw stosuje si¢ czesto zamocowanie probki
w uchwycie. Wystgpuje wtedy tak zwane tarcie konstrukcyjne. Thumienie drgan w tym
przypadku jest wynikiem zaréwno tarcia wewnetrznego jak teZ tarcia w zamocowaniu.
Dla eksperymentatora badajgcego tarcie wewnetrzne jest wtedy rzecza istotna zapewnie-
nie warunkéw sprowadzajacych wplyw tarcia konstrukcyjnego do minimum. Aby zda¢
sobie sprawe z tych warunkdw, przeprowadzimy teoretyczna analiz¢ tlumienia drgan
swobodnych przy jednoczesnym tlumieniu konstrukcyjnym i wewnetrznym, Drgania
swobodne z uwzglednieniem tylko tarcia konstrukcyjnego opisane zostaly w pracach
[1 i 2]. Przyjmiemy tu uklad badany w tych pracach oraz te same zaloZenia dotyczace
tarcia konstrukcyjnego. Schemat podstawowy przy rozciaganiu prébki i drganiach poste-
powych masy przedstawiony jest na rys. 1. W badaniach tlumienia czgiciej uzywane sa
probki skrecane. Otrzymujemy wtedy analogiczne réwnania ruchu zastepujac przemieszcze-
nie — katem skrecania, mas¢ — momentem bezwladnosci masy, sztywno$¢ podiuing —
sztywnos$cig skretng.

W pracach cytowanych wplyw tarcia wewnetrznego byl pominigty. W pracy niniejszej
przyjmiemy, Ze probka wykazuje thumienie materialowe o charakterze wiskofycznym,
sita ttumienia jest wiec zalezna od predko$ci. Przyjmiemy dla uproszczenia zalezno$¢
" liniowa. Thumienie tarciem wewnetrznym wykazuje cechy nieliniowe (por. np. [3]).

Celem naszym nie jest jednak w tej pracy badanie tarcia wewngtrzoego, a tylko roz-
graniczenie standw, w ktérych decyduje badz tarcie wewnetrzne, badZ tarcie konstrukcyjne.
Rozwazania przedstawione postuZa nam do przedyskutowania poprawno$ci wynikéw
badan tarcia wewnetrznego.

2. Réwnanie ruchu

Réwnanie ruchu masy przedstawionej na rys. 1 moZemy napisa¢ w postaci
2.1 mii+cit = —P,

gdzie m oznacza masg, u przemieszczenie masy, ¢ wspélezynnik thumienia wewngtrznego,
P site sprezystosci probki z uwzglednieniem wplywu tarcia w zamocowaniu.
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Zgodnie ze wzorami podanymi w pracy [1] zalezno$¢ migdzy przemieszczeniem u
i sita P w kolejnym (n+1)-szym pblokresie drgan mozna przedstawi¢ w postaci

(P - Pn)z

ign P,
dgEF E°

(2.2) Upry (P} = u,(P,) {— L l+

gdzie u,,, jest przemieszczeniem w (n4-1)-szym polokresie (zmienne), u, wartoscia prze-
mieszczenia w koncu n-tego polokresu, P, wartoscia sity w kofcu n-tego i poczatku
(n+1)-ego potokresu, EF sztywnofcia podiuzng probki, / dtugoscia swobodna probki,

EF

Rys. 1

q = 2pub jednostkowa sila tarcia, dzialajaca na powierzchni zamocowania probki o szero-
kosci b przy nacisku p i wspdlezynniku tarcia p.
Wprowadzimy zmienna bezwymiarowa

_F

=7,

oraz oznaczenia
Iq

£= 1
o = EF  caestosé drgan swobodnych konserwatywnych w . przypadku 1dealme
7V Im sztywnego zamocowania,
Y = c podwdina warto$é stosunku wspdiczynnika tlumienia do ttumienia kry-

muy, tycznego.

Wyznaczamy warto$ci predkosci # i przyspieszenia  masy m i przy zastosowaniu wpro-
wadzonych wyzej oznaczen podstawiamy do réwnania ruchu (2.1). Po przeksztalceniach
oraz po wprowadzeniu czasu bezwymiarowego 7 = wy! otrzymamy rdwnanie ruchu dla
wspoeraneJ n (bezwymiarowa sita).w postaci:

~ L 1 . 2¢
2.3 —— +n—— = 0.
(23) 7] "2§+1~n+”7 Ly s

Réwnanie to opisuje dowolny pdtokres drgan zaréwno przy drganiach w prawo jak
iw lewo, z tym, ze warunki poczqtkowe nalezy dla kazdego polokresu przyjmowaé n = 1,
7n=0.

Przebieg rozwigzania réwnania (2.3) przedstawiony .jest na rys. 2. Interesuje nas nie
sam przebieg rozwigzania, ale przede wszystkim warto$¢ 1, okredlajaca. stosunek sity po
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\
poétokresie do sity na poczatku tego pdlokresu. Majac wartoéé 77, mozemy wyznaczyé
logarytmiczny dekrement ttumienia zgodnie z okre§leniem podanym w pracy [1]:

(2.4) d=1In (— »1—) .
M
nk
7,=1

0 T

7 :
o
Rys. 2

3. Rozwiazanie réwnania

Roéwnanie (2.3) jest nieliniowe. Nie mozemy przy tym zaktadaé¢ maloéci wyrazow nie-
liniowych. Do rozwiazania uzyto wigc maszyny analogowej. Celem obliczeni bylo ustale-
nie wplywu tarcia’ wiskotycznego okre§lonego parametrem y i farcia konstrukcyjnego
okre$lonego parémetrem & Zbadad nalezy zakres £ od ~ 0 do co. -

Przyjeliémy dla y zakres od 0 do 0,8 czyli do 40% wartoéci ttumienia krytycznego.
Obliczenia przeprowadzono na maszynie analogowej Katedry Dynamiki Pojazdéw Poli-
techniki w Delft (Holandia). Przyjmujac skale czasu 5 i skale amplitudy 10 przeksztal-
camy réwnanie (2.3) na rédwnanie maszynowe o postaci

3.1) —%= —0,1d¥x—0,1dx*+ 0,04 ex+0,2bx%—0,02 bdxs
gdzie | .

1 2

“Sxrr CTErr v

Po rozwigzaniu réwnania wyznaczono dekrement zgodnie ze wzorem (2.4) i rys. 2.
Wartoéci dekrementu dla réznych wartoéci parametru & oraz wspolczynnika tlumienia
wiskotycznego y zestawione sa w tyblicy 1. Charakter zaleznoéci dekrementu od wymie-
nionych parametrdéw ocenié mozna z rys. 3. Wida¢ wyraznie, z¢ dla szerokiego zakresu
warto§ci parametru & okreélajacego cechy tlimienia w zamccowaniu, dekrement nic
jest od niego zalezny. W tym zakresie dekrement przyjmuje warto$¢ rowna wartcéci thu-
mienia wiskotycznego odpowiadajacego wartodci wspofczynnika y. Przy zmniejszaniu sig
warto§ci parametru nastepuje szybki wzrost dekrementu, wywotany tarciem konstrukcyj-
nym w zamocowaniu. Jezeli badamy tarcie wewnetrzne, pragniemy unikna¢ wplywu tarcia
w zamocowaniu na wyniki badati. Blad wywolany tym wplywem ocenimy okre$lajac pro-
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centowy stosunek przyrostu dekrementu wywotanego tarciem konstrukcyjnym w stosunku
do dekrementu wiskotycznego

5—38,
4=

Wyniki zostaty zestawione w tablicy 1. Analizujac je mozna oceni¢ minimalna wartos¢ &,
konieczna dla uniknigcia okreslonego bledu w ocenie tarcia wiskotycznego (wewngtrznego).
Tak np. jezeli 4 ma byé mniejsze od 5%, to & powinno by¢ wieksze od 17. Aby 4 bylo
mniejsze od 2%, & powinno byé¢ wieksze od 30, za§ od 1% ¢ powinno byé wigksze od
40. Przy & wigkszym od 100 blad praktycznie jest zerowy.

+1009%.

é
251
201

[

i y=08
191

- y=205
T

- }"0.2
g5t =01
Z; -0\
Mhy \
o1

1 B T Y I T 1 L L Il 1
01 Q5 050751152 345 10 20 495 10 4985 1000 45995 10000 '3

Rys. 3

Uwagi powyZsze pozwalaja ocenié¢ wplyw tarcia w zamocowaniu na wyniki badan tarcia
wewngtrznego. Wezmy dla przyktadu probke w postaci preta o przekroju kolowym zamo-
cowanym jednym konficem z tarcza osadzona na drugim koncu rys. 4. Uklad taki bywa
bardzo czesto stosowany przy badaniu tarcia wewnetrznego. Wezmy pod uwage naste-
pujace dane: ] = 100 cm, p = 100 kG/em?, p = 0,1, r = 1.

Jednostkowy moment tarcia wynika ze wzoru:

q = 2npur.
Parametr ¢ za$§ dla n-tego polokresu:
£ 2mpur*l
M|

gdzie M oznacza maksymalng warto§¢ momentu skregcajacego na poczatku pdlokresu.
Jezeli zazadamy, aby blad oceny tarcia wiskotycznego nie przekraczat 5%, to z warunku
iz £ ma byé mniejsze od 17, otrzymamy, Ze moment maksymalny przy danych warunkach
nie powienien przekraczaé¢ 370 kGem.
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Przy badaniu drgan o wigkszych amplitudach nalezatoby odpowiednio zmieni¢ warunki
umocowania lub wymiary prébki, np. zwigkszy¢ p lub p, albo powigkszy¢ dugo$¢ probki.
Przedstawione powyZej rozwaZzania oparte sa na modelu przyblizonym, jezeli chodzi
o warunki zaréwno tarcia wewnetrznego, jak i tarcia w zamocowaniu, totez wyniki ilo-

Rys. 4

$ciowe nie moga by¢ wprost przeniesione na rzeczywiste ukfady stuzace do badania tarcia
wewngtrznego. Natomiast ogdlny wniosek zachowa swoja poprawno$¢ przy przyjeciu bar-
dziej ziozonej struktury oporéw wewngtrznych i opordéw zamocowania. W pewnych
zakresach parametréw na tlumienie drgan w stopniu decydujacym wplywa tylko tarcie
wewngetrzne, w innych za$ decydujaca rolg odgrywa tarcie konstrukcyjne w zamocowaniu.

Na fakt ten mato zwracano dotad uwagi przy badaniu tarcia wewnetrznego, moze
Jjednak byé on przyczyna wielu rozbieznoéci w wynikach takich badan prowadzonych przez
rézne oSrodki. Zjawisko opisane moze takze wywolaé watpliwoéei co do poprawnosci
wynikéw niektérych doswiadezen tego typu. Wydaje si¢ np. ze wyniki badan tiumienia
wewngtrznego elementéw betonowych prowadzone przez SOROKINA [4] moga by¢ zakwe-
stionowane wiaénie z powyZszego powodu.

Podane wyzej rozwazania moga mieé takZe znaczenie dla oceny wplywu tarcia na
tlumienie drgaf elementéw maszyn i budowli. Sprawa dyskusyjng i czgsto poruszang jest
problem, ktéry z mechanizméw rozpraszania energii: opory w zamocowaniu czy opory
w materiale gra role decydujaca. Jak widaé z powyzszych rozwazan zalezy to od warunkdw
zamocowania, ksztaltéw elementu i wartosci obciazen. W pewnych warunkach decydujg-
cym moze okaza¢ si¢ wplyw tarcia wewnetrznego w innych tarcie w zamocowaniu.
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Pesome

JEKPEMEHT JEMIIGHMPOBAHHLIX KOJIEBAHUU CUCTEMEBI C BHYTPEHHUM
(BSIBKMM) U KOHCTPYKIMOHHBIM TPEHUEM

B paGoTe npeAcTaBieHO HCCNEAOBAHKE JEKPEMEHTA 1oseCanuil CLCTEMBI C OLHOIT CTENEHBIO CBOBOMIDLI,
JemhHpOBaHNLIX OHOBPEMEHHO KOHCTPYKIIMOHHLIM TPCHHEM B TOUKS 3AKPENICHIS 1l BHYTPEHHUM Tpe-
HyeM. BHYTpennee TPEeHHC NMPEANONaracTCs, sl YIPOWEH ST, THHeHHo BA3KumM, YpaBHeHie qBHACHHUST
PEUIaeTes UL LIHPOKOTrO JHANA30HA IAPAMETPOB HA MOJENMPYIOmIel Mauruue, Pes3ynsTaTbl HCHomb30-
BAJIUCL B KAYECTBE OCHOBLI JJISI OLEHKH BIIHSTHMSI KOHCTPYKUHMOHHOTO TPEHUSI HA PE3YNLTATLI HCCNIEA0-
BaHMs BHYTpeHuero Tpeuust. IoArBepykpaeTcsT HanwuKe oGnacTei, B KOTOPLIX TPEHHE B TOUKE 33Kper-
JICHS 1€ BJIMAET 1A Pe3yNpTaThl MCCICNOBAHMA BHYTpeunero tpesus, OnpejeneHbr o61acTH, B KOTO-
PBIX KOHCTPYKLIHOHHOE TPEHHE MMEET DPellaroliiii Xapakrep.

Summary

DAMPING DECREMENT OF VIBRATIONS EFFECTED SIMULTANEOUSLY BY THE
- VISCOTIC AND STRUCTURAL FRICTION

Presented are considerations concerning the effect of the structural friction in fittings and viscotic
internal friction. The latter is assumed to be linearly viscotic. The equation of motion has been solved on
an analog computer for the wide range of parameters. On the basis of numerical results the analysis of the
influence of the structural friction on the results of the experimental investigation of the internal friction
of materials is given. The analysis shows the existence of ranges of parameters where the structural friction
does not affect the results of the experimental investigation of the internal friction. On the other hand,
for some ranges the effect of structural friction is very strong.
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OPTYMALIZACJA KSZTAY.TU LUKU JAKO PRZEKROJU DZWIGAROW
SKLEPIENIOWYCH

Zpz1sEAwW K, LESNIAK (WARSZAWA)

1. Wstep

W wielu konstrukcjach budowlanych stosuje sie przekrycia dachowe w postaci sklepien
o zarysie tukowym. I tak np. dachy obiektéw przemystowych (hal fabrycznych, magazy-
néw itd.) miewaja postaé dZwigardw sklepieniowych o przekroju poprzecznym zloZonym

Rys. 1. Dach budynku przemystowego w postaci dZzwigaréw sklepieniowych

z szeregu tukdw (rys. 1). DZwigary te pracuja przede wszystkim na zginanie jako belki
o rozpigtodci L oparte na podporach w plaszczyznach AB oraz CD (rys. 2).

Wzgledy ekonomiczne nakazuja optymalizacje tych konstrukeji. Optymalne dzw1gary

sklepieniowe powinny zapewnia¢ speinienie wymagan funkcjonalnych, wytrzymatoscio-

Rys. 2. Dzwigar sklepieniowy

wych itp. w stopniu zadowalajacym, a przy tym powinny by¢ najlepsze z punktu widzenia
pewnej ich cechy przyjetej za kryterium optymalnoéci. Jako kryterium optymalnosci przyj-
muje si¢ najczeéciej ogdlng ekonomicznodé budowli.
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W zastosowaniu do dZwigara sklepieniowego kryterium to da si¢ sprowadzi¢ do wyma-
gania uzycia minimum materialu w dZwigarze przy zachowaniu jego no$nosci nie mniejszej
od wymaganej (wariant 1) badZ tez do zadania uzyskania maksimum wytrzymalo$ci
dzwigara przy uzyciu nie wigkszej niz okre$lonej ilosci materiatu (wariant 2). Zagadnienie
to ujmiemy teraz matematycznie.

Rozwazmy jeden element przekroju poprzecznego dZwigara sklepieniowego, mianowicie
tuk o szeroko$ci 2p i wysokosei yp.. (rys. 3).

::\\//{ |
S

Rys. 3. Przekréj poprzeczny elementu tukowego diwigara sklepieniowego

Ymax

Pod wplywem zginania wywolanego obciaZeniem napreZenia w przekroju dZzwigara
nie- powinny przekroczy¢ wartosci dopuszezalnych, czyli

(1.1) M=

gdzie B oznacza moment zginajacy, przypadajacy na jeden element dZwigara (rys. 3),
e odpowiednio e, i e,, tj. odlegloéci skrajnych punktéw tuku (przekroju dZwigara) od osi
obojetnej, M moment bezwladnosci tuku (przekroju dzwigara) wzgledem jego osi cigzkosci,
k naprezenie dopuszczalne w materiale tuku.

Kryterium optymalizacji

wariant |

(1.2) Co ! = minimum, (/ jest dlugo$cia tuku)
przy spetnienin warunkéw o <k, co sprowadza sie do warunku
(1.3) ‘ M=M,

ponadto - | |

(1.4) Y < Vmass

gdzie M, jest dana wartoscia momentu bezwladnoéci tuku, y oznacza rzedne osi tuku
Ymax dane ograniczenie wysokosci tuku, reszta oznaczef jak wyZej.

wariant 2

(1.5) M = maximum (M =jw.)
przy spetnieniu warunkéw

(1.6) I<ly, V< VYmaxo

gdzie / oznacza dhugo$é tuku, /, dana warto$é, pozostale oznaczenia — jak wyzej.
Zadanie optymalizacji polega na znalezieniu takiego ksztaltu tuku czyli takiego jego
réwnania, aby byly spetnione warunki (1.3) i (1.4) przy wyborze kryterium optymalizacji
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wg wariantu | lub warunki (1.6) w przypadku wariantu 2, a ponadto aby funkcja kryte-
rium optymalizacji osiagneta ekstremum. W wariancie 1 funkcja-kryterium (1.2) po-
winna osiagna¢ minimum, a w wariancie 2 funkcja-kryterium (1.5) powinna uzyskaé
warto$¢ maksymalna.

Wielko§¢ M (moment bezwladncsci fuku) wystepujaca we wzorze (1.5) jako funkcja-
kryterium optymalizacji oraz we wzorze (1.3) jako warunek zalezy od funkcji y (réwna-
nia tuku), jest wigc funkcjonalem.

Przy zastapieniu znakéw nieréwnosci we wzarach (1.3), (1.4) i (1.6), znakami réw-
noéci obydwa warianty optymalizacji sa rdéwnowazne tworzgc zagadnienie dualne
programowania matematycznego [1]. :

Wariant 2 optymalizacji po zastapieniu we wzorach (1.6) znakéw nieréwnosci
znakami réwnoéci stanowi izoperymetryczne zagadnienie rachunku wariacyjnego, ktére
nie jest dotychczas rozwiazane!).

Praca ninicjsza podaje sposdb rozwiazania tego problemu przez potraktowanie go jako
zagadnienia programowania matematycznego i zastosowanie metody Monte Carlo do jego
rozwigzania. Ponadto podano numeryczne rozwigzanie pewnego przypadku tego zagad-
nienia.

2. Sformulowanie matematyczne zagadnienia programowania

Zadanie optymalizacji ksztaltu tuku przedstawimy teraz jako zagadnienie programo-
wania matematycznego. : '
Zatdézmy rownanie ksztaltu tuku w postaci szeregu potegowego

(21) y= anxn—l'an-lxn_l'{— +a1x+a0

i potraktujmy wspolczynniki a, (n = 0, 1, ..., 1) jako zmienne decyzyjne, ktorych wartcéci
mamy okre$lié w postgpowaniu optymalizacyjnym.

Przyjmujac wariant 2 optamylizacji tuku mozemy sformutowa¢ zadanie optymalizacji
tuku nastgpujaco:

Nalezy znalezé takie wartoéci zmiennych a,(n = 0, 1, ..., n), aby moment bezwtadnosci
M tuku wzgledem jego osi ciezkosci byl maksymalny przy réwnoczesnym spelnieniu
warunkéw, ze diugo$é tuku I nie przekroczy danej wartosci /;, a wysoko$¢ tuku nie bedzie
wieksza od danego wymiaru yn,,.

Z uwagi na symetrie fuku wzgledem osi pionowej wystarczy rozpatrywaé tylko jego
pofowe (rys. 4) przechodzaca przez poczatek ukladu wspoéirzednych. Dzigki temu we wzo-
rze (2.1) zniknic wyraz wolny @, i wyraz a;x. Réwnanie tuku bedzie wigc miato postac

(22) y = anx"+an=1xn—l_l_ o +02x2.

Grubos$é dzwigaréw sklepieniowych jest nieznaczna w pordwnaniu z szerokoscia tuku.
W dalszym ciagu bedziemy wiec rozpatrywaé sama o§ fuku jako przekrdj diwigara skle-
pieniowego (grubosé 1).

1) Autor dzigkuje doc. d-rowi inz. Zbigniewowi Mazurkiewiczowi za zwrécenie uwagi na nieroz-
wiazany dotychczas problem optymalizacji tuku.

6 Mechanika teoretyczna
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Polozenie §rodka ciezkoéci y, tuku znajdziemy z warunku, Ze moment statyczny tuku
wzgledem swego §rodka cigzkosci réwna si¢ zeru:

p
s /iy
0
T
[YT14y7dx
0

gdzie y = y(x), p oznacza polowe szerokosci tuku (granica catkowania), S moment sta-
tyczny tuku wzgledem osi x, / dlugosé tuku.

(2'3) Vs =

¥

Ymax

M '
X

Rys. 4. Luk optymalizowany

Moment bezwladnosci M tuku wzgledem osi cigzko$ci wynosi
p N
(2.4) M= [ (y—p Y1072 dx,
0
gdzie y = y(x). ‘

Zadanie optymalizacji tuku polega na znalezieniu maksimum warunkowego funkcji M.
Warunkami sg

P

(2.5) ] = ‘[ ]/1 -I—ylz dx < ld
0

oraz )

(26) Yy < Ymax»

gdzie J; i ¥« 58 Z géry danymi liczbami. Krétko méwiac nalezy znalezé M = maksimum
przy I <lj, y < Y- Funkcje M, liy sa nieliniowe wzgledem x. '

Zagadnienie to nie daje si¢ rozwiazaé za pomoca rachunku rézniczkowego. Zasto-
sujemy wigc do jego rozwigzania metody programowania matematycznego.

Jak zobaczymy nizej, w przypadku ksztaltu tuku wyrazonego wielomianem (2.2) catki
wyst¢pujace we wzorach (2.3)~(2.5) nie daja sie ogdlinie obliczyé w sposdb elementarny
1 przedstawi¢ w postaci zamknigtych wzoréw. Musza one by¢é okre§lane w sposéb przy-
blizony metodami numerycznymi. Ten fakt wyklucza zastosowanie niektérych metod pro-
gramowania matematycznego. Nie jest np. mozliwe zastosowanie metod gradientowych
do znalezienia maksimum warunkowego funkcji M.

Do rozwigzania zagadnienia optymalizacji tuku zastosujemy metod¢ Monte Carlo [2]
stosujgc komputer do obliczen numerycznych.
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3. Przyklad optymalizacji luku (obliczony numerycznie)

Roéwnanie tuku wyraza wielomian czwartego stopnia (por. rys. 4)
3.1) y = ax*~4-bx*+cx’.
Polozenie srodka cigzkosci

P
I (ax* +bx* + ex®) Y 14 (dax® + 3bx>4-2cx)? dx
(3.2) yo =1

»
[ V14 (4ax® + 36574 2cx)? dx
(i}

Moment bezwladnoéci fuku wzgledem osi ciezkosci

¥4
(3.3) M = [ (@4 bx+ 32— p, )2y T+ (dax* + 3632+ 2007 dx.
: 0

Zadanie optymalizacji luku polega na znalezieniu takich wartosci zmiennych decyzyjnych
a, b, ¢, dla ktérych wystapi maksimum funkcji M przy réwnoczesnym spelnieniu naste-
pujacych warunkéw:

warunek 1
P
(3.4) I = [ V14 @ax* 3627 2exy dx < Iy
0
. o . . np
za l; przyjmujemy éwiartke dtugosei kota o promieniu p: I, = —2~;
warunek 2
(3.5) y = ax*+bx* 4 cx* < Vpax-

Za y,..x bedziemy przyjmowac kolejno e = P 1 Yyax = P/2.

Jako wymiar potowy szerokoscei tuku (por. rys. 4) przyjmiemy p = 1.

Do rozwiazania zagadnienia zastosowano metod¢ Monte Carlo. Szczegblowy opis
metody Monte Carlo wraz z opisem generatora liczb losowych podany jest w pracy [2].

W omawianym tu przypadku optymalizacji tuku calki nie daly si¢ obliczy¢ metodami
elementarnymi i byly liczone numerycznie wg wzoru

4
) )
(36) >f_f(x)dx = _;“(YO+2J’1+2J’2+ _I" 2yn—l+yn):
0

gdzie y;=p(x), i=0,1,...,n
Xo =0, x;=2x;_+h h=p/n,

czyli

Yo =f(%) =1(0), ¥ =S, y2=f(2h), ...
Dobér odpowiedniej liczby n podzialu catkowanego odcinka nastapit do§wiadczalnie przy
uzyciu komputera przez dobieranie réznych wartosci n i poréwnanie otrzymanych wynikow.
Okazalo sig, ze stosowanie mniejszych odcinkéw niz & = p/40 nie daje juz zwigkszenia
doktadnodci drukowanych wynikéw. Dla zapewnienia jak najwigkszej dokfadnosci za-
stosowano ostatecznie jednak /s = p/100.

6%
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Losowanie wartosci a, b, ¢ nastepowato najpierw w kostce <0; 2, 5>, a nastgpnie
po otrzymaniu obrazu co do wartosci a, b, ¢ dajacych wysokie warto$ci M zmniejszono
ja do przedzialu <O0; 1>>. Przyczynito si¢ to do poprawienia przybliZenia optimum.

Obliczenie przeprowadzono na komputerze GIER. Program optymalizacji fuku napi-
sany w jezyku GIER ALGOL IIT ma postaé nastg¢pujacy

PROGRAM MH(W)

begin comment:- program oblicza metoda Monte Carlo wspolezynniki luku

+b><)dy~3+c>(x/r2, zapewniajece mwaximm momentu bezwladnoscil
Juku wzgledem Jjego osl clezkosci;

integer i,n,N,1;

Y¥eal h,C1,02,C3,p,yo, M, ymax, 8a,ad, ag, bb,cc; -

EooIean random,d. c,b,8; comment: procedura generowania liczb losowych o rorkladzie
rownomlernym w pezedziale [o,1] , Wywolywana
przez inatrukc,je gler( rand.oms

pack%a,o,ao,o,ao,agn )i

peck(b,0,9,142,10,19,111,20,29,155,30,39 961);
- pack(e,0,19,1,20, 25,15,26 35 17,36,39,1 .fto 3

pack(d,0,9,3,10, 25,26 26,30,5,31,39,0,40,k 3

pack mndan,o 9,k4,10, 19,3,20 25,27,26 29,8, 50,36 25,37,39,2,40,k1,2);

input(nd,ag, n,p, :ym)‘ .

1i= 03

M:= Q;

begin

array y,y1[0:nl;

1:® p/nj

1= 1+13

Ctl:i= C2:= C3:= Q;

1f >N then

EE to Aj

= (ag-ad)xgier(random)md;

b = (ag-ad)Xgiler(random)+ad;

ce:= (ag-ad Xgler{random)+ad;

1f aaXpiN+bbXpA3+ecX > ymax then go to L;

For 1: 21\’(; stegl\l until n do

begin

Tyl lim sqrt(1+(lxasx(nx1) 3+3><bb><(h><1)¢2+2xcoov<1)4~a),
yl1l:= mx(hx1)4\h+bbx(hx1) B+ecX (hx1 Y2
Co:= Co+y1([1];
C1:= Ciwylilxyi(1]

end;

CTi= (C1-(yloxy1l0] n]Xyl[n])/Q)Xh;

C2:= (C2-(y1[0]+1 [n“;

if €2 > 1,5708%p then

®o to Lj

ysi= C1/C2;

'for i =0 step 1 \mtil n do

—TI] = (asx(nx1) *-be(hXi) 3teeX (hX1 JA2-y s exaqrt (1+(iXaax (hX1 )43 +3xbuX (hX1
+2ch><h><i/}2: 1‘ lbay 4\?Xq '}33’“’ )/rz

C3:m C3+y[1]

end}

Tx= (C3-(ylol+y[nl)/2)xn;

if C3>M then

B?gin -

THIE C3;
output(fndddad.dadt,M); outsp(s);
output( d.ddda},as); outsp(5);
output d ddde bb outsp(5),ce); outsp(5);
output *fnddd.?, ;outcr,

end;

go to L;

end;

end program arch(x/]\lt)}
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Wyniki obliczef podane przyktadowo dla przypadku
J’muxzj):l, n:100

sa nastepujace:

Wyniki (ARCH x*)

M a é ¢ kolejna liczba
losowania
0,138 0,567 l 0,2008 0,1820 5
0,143 0,3789 0,3637 0,2291 104
0,148 0,5991 0,2650 0,1070 330
0,150 0,0297 0,9267 0,0264 1170
0,151 0,5549 0,4035 0,0163 1391
0,152 0,4557 0,2105 0,3319 1406
0,153 .0,1490 0,6471 0,2038 1907
0,156 0,3573 0,5105 0,1299 3400
0,158 0,5919 0,3279 0,0767 3927
0,159 ! 0,6826 0,2141 0,1009 9078

Faczna liczba losowan zespoldw wartoéci dla zmiennych a, b, ¢ wynosita 15 563. Naj-
lepszy wynik uzyskano w 9078 losowaniu. Nastepne losowania nie daly juz poprawy wy-
niku. Czas liczenia wynosit ok. 3,5 godziny.

Optymalny ksztalt tuku dany jest wigc wyrazeniami (dla przypadku b) nie podano
tu wynikdw obliczen):

2) dla yuue = p: ¥ = 0,6826x*+0,2141 x°+0,1009,

3.7 b) dla y,.« = p/2: y = 3,447x*+0,1187x*+0,365x.

. Ymax

———X
Rys. 5. Luk o ksztalcie linii tamangj

Dla poréwnania przeprowadzono obliczenia dla tukow:
1. O ksztalcie linii tamanej (rys. 5) wg ponizszych wzordéw napisanych dla y,,.. = p.
W przypadku yp,., = p/2 wzory sa podobne.

= 2p,
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2 3 2
—p|Z) + 2 4p|2) =0.20833p° ().
2. O ksztalcie odcinka prostej (rys. 6). Dla Y, = » otrzymuje si¢ wzory

5, PV2_ P
ZQPI/Z’ ys_2p]/—2— 2'

p
M = [(x—p[2V/Zdx = 0,1178p’.
0

g

d . !
]

_ |
5 |
§ 4 4
Ly
7 A VR x

Rys. 6. Luk o ksztalcie odcinka prostej Rys. 7. Luk kolowy

Imax

Ys

g

3. O ksztalcie uku kota (rys. 7). Odpowiednie wzory maja postac:

yzp_]/p’l__—x’Z, J’,:;/_p‘—zi_g» 12}2‘?_1
r 2
—yp— 2 > in > |2— }P P (n—2
I L i K [ T A
Vs = 7p/2 N 7p[2 7p[2 7

r

O=2 VP =2 19— =2y + DV~ +p

u=] =

0

A p2 X X 2——2]p .
0—[7arcsm; TVP of =

=p {(2P2—2pys +¥%) [arc sin %]€+(2_vs—2p)x
2
=p [(2p2—2pyx—l—y§) ; +2p(ys—p)— %”—] = 0,1488p’.

Ponadto przeprowadzono optymalizacje ksztaltu luku okre§lonego réwnaniem
.

(3.8) y = ax®,

%) Przypadek tuku w ksztaicie linii tamanej wymaga uwzglednienia ponadto innych wzordw wytrzymato-
$ciowych, ktbére tu pominigto, gdyz ten przypadek traktowany jest tylko poréwnawczo jako graniczny

ksztalt tuku.
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Optymalizacj¢ przeprowadzono metoda Monte Carlo przy uzyciu komputera GIER
analogicznie jak w przypadku tuku wyrazonego wielomianem czwartego stopnia. Wszystkie
catki byly liczone numerycznie.

W przypadku y,.. <p = 1 uzyskano dla kostki <0; 2, 5> oraz 3000 losowann w 959
losowaniu jako najlepszy wynik:

a=09993, M =0,141.

Czas liczenia wynosil okolo 15 minut. Przy zmniejszeniu kostki oraz powigkszeniu
liczby losowan mozZna si¢ spodziewaé poprawienia wyniku.

W celu otrzymania dokladnej optymalnej warto$ci wspélczynnika @ oraz dla okredlenia
dok}adno$ci wynikéw optymalizacji metoda Monte Carlo przeprowadzono tablicowanie
warto$ci funkcji M (moment bezwladnosci tuku) w zaleznoéci od wspdlczynnika a para-
boli ax?,

PROGRAM H(a):

begin comment:Program oblicza wmomenty bezwladnoscl paraboli
™ wzgleden jeJ srodke clezkosci jako
funkcje od 8, na przedzisle [0,pl;

integer 1i,n;

rfEI 8,h,p, r,ymax,C1,C2,M;

writecr}
writetext(fé’l‘m dane: n,p,ymaxh);
nistypein;
pi=typeint
ymx:-typein;
begin
array Ri ,R2,y[0:n]}
hi=p/n; .
for a:=0.0001, at0.05 while exp{f@<ymax+0.01 do
= ’ pieg
areiofe +1/(
ri=sqrt +1
C1 2meXpXr +m(pﬂm) - In(1/(2xa))/ (kxa)s
1f €1 > 1.5707813%p then
2o to EAj
for 1:=0 step 1 until n do
begin
—R' 1]:=a X(hXi)j;
Re[1]:=aqrt(1+(2xexhxi pe);
yl1l: -Rl?i] x Re[1ls
ca mCo+ yi1]

Ur-écsz -(y[014y[n1)/2)xn;

r -

.fﬂ'_ i: -0 step 1 until n do

beg:

'—[—] =(R1[{]-r}j2 xral1];
-M+y [1]

M—(M-(y[o]+ y[nl)/2pm;
outer;
output(f:nd daad>,a, outap(‘*) )
output(‘fhd ddddd}T,H H
EA:
‘end 8}
end;™ i
Tgoto A
end progrem M(e)s
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Aby zapewni¢ wysoka doktadno$¢ wynikéw obliczono Sciéle diugoé¢ tuku paraboli,

tzn. calke wystepujaca w mianowniku wzoru na y,, mianowicie

P
a f X2V 1+ daPx? dx

(39) Vs = —-

Pozostale wystepujace w zadaniu calki obliczono numerycznie.

VTSR RN R/ N

da

1

Obliczenia wykonano przy uZyciu'komputera GIER wg programu ™ (a), s (87).

Otrzymano nastgpujace wyniki:

Czas liczenia wynosit okolo 15 minut.

a M
0,0001 €,00000
0,0501 0,00022
0,1001 0,00090
0,1501 0,00205
0,2001 0,00370
0,2501 0,00590
0,3001 0,00870
0,3501° 0,01214
0,4001 0,01628
0,4501 0,02118
0,5001 0,02690
0,5501 0,03350
0,6001 0,04102
0,6501 0,04954
0,7001 . 0,05910
0,7501 0,06977
0,8001 0,08159
0,8501 0,09462
0,9001 0,10893
0,9501 0,12455
1,0001 0,14155

Graficzne przedstawienie pierwszego przypadku tych wynikdw, tj. przebiegu zaleznosci
momentu bezwladno$ci M od wspé’lczynmka paraboli a dla p =1, y,.. =

podaje rys. 8.

1 (n = 100)

Optymalna warto$¢ wspdlczynnika a we wzorze (3.8) przy yu.« = p = 1 wynosi wiec 1.
Za pomocg metody Monte Carlo otrzymano bardzo b11<k1 wynik (a = 0,9993). Przy

}mnx_[)/2— 1/2 a"_OS
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Optymalny ksztait tuku w postaci paraboli drugiego stopnia okreslony jest réwnaniem

(3.10) 2) PIZY Prax=p =11 p =42,
(3.11) b) przy v =p/2 = 1/2: y:%xl.
M
ez-k
0,/-—
|_nﬁ;...4.|.|.}‘|”
o o gz 93 04 45 46 w98 49 10

Rys. 8. Zalezno$é momentu bezwladnosci fuku od wspélczynnika paraboli ax2

4. Zestawienie wynikéw optymalizacji i ich omowicnie '
W tablicy 1 podano zestawienie wynikdw optymalizacji ksztaltu tuku dla wszystkich
przypadkéw przedstawionych poprzednio.

Tablica 1 warto§ci momentu bezwladnoéci M tuku
(polowa szerokosci uku p = 1)

a)'(_2 axT+bxdvex
_-—_| - T b Ny 1 Y ]
| | | |
i p p p p [
| 1 | 2 | 3 |4 s
—pei1 0,1178 | ]0,2083] | 0,1488 0,1415 0,159
Fmax = P= (19) 40 (100) ©5) Q107)
_p_1 0,0233 0,03125] 0,0269 0,028
Tmax = 3= (87) (116) (100) (104)

W pierwszym przypadku, gdy wysokoé¢ tuku jest rowna poloWie jego szerokodci, tj.
8dY Puax = p = 1, poréwnanych jest pieé rodzajéw ksztattu polowy tuku, a to: odcinek
prostej (1), linia tamana (2), tuk kola (3), parabola drugiego stopnia (4) oraz parabola
czwartego stopnia (5). W przypadku linii famanej (2) nie byt spetniony warunek ograni-
czonej dlugosci polowy tuku [ <C/; = mp/2, obowiazujacy w pozostatych przypadkach.

W drugim przypadku, gdy yu.. = p/2 = 1/2, poréwnano cztery przypadki bez tuku
kola. Poniewaz zachowano fu taka sama jak poprzednio warto§¢ I, = =p/2, wszystkie
rozpatrywane ksztalty tuku spelniajg warunek / < /). Nawet w przypadku tuku w ksztalcie
linii famanej potowa jego dlugo$ci wynosi tylko 1,5.
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Najwickszy moment bezwladnosci daje tuk w ksztalcie linii tamanej (2). Pokazuje to,
do jakiego najkorzystniejszego uksztaitowania dazy o§ tuku. Najmniejszy moment bezwlad-
noéci daje odcinek prostej (1). Sposréd whasciwych ukéw najmniej korzystna jest parabola
drugiego stopnia. Dobry wynik zapewnia parabola czwartego stopnia, ktéra przyjmuje
korzystniejszy ksztalt i daje lepszy wynik niz fuk kotowy o tej samej dlugosci. Na rys. 9
podano poréwnanie trzech ksztaltéw tuku. Charakterystyczny jest ksztalt przyjety przez
parabolg czwartego stopnia.

¢
10f--mmmmem

S
)
T

0,5_—
o}

43y

I
7 PG RS IR SRR PR I :
0 o ¢z 43 04 03 06 47 08 49 10

d 4 fy

X

Rys. 9. Por6bwnanie réznych ksztaltéw tuku

W celu wzajemnego pordwnania podano w tablicy 1 w nawiasach procentowe wartosci
momentéw bezwladnosci M przyjmujac za 100 w pierwszym przypadku tuk kolowy,
a w drugim parabolg drugiego stopnia. Najlepszy wynik momentu bezwladnosci M wzigto
w ramke a drugi co do wartosci wynik podkreslono.

5. Zakonczenie

- Zagadnienie optymalizacji ksztaltu tuku (ze wzgledu na maksimum momentu bezwlad-
nofci tuku) przy istnieniu warunkéw ubocznych nie daje si¢ rozwiagzaé rachunkiem réz-
niczkowym ani rachunkiem wariacyjnym. W niniejszej pracy rozwiazano powyzszy problem
przy uZyciu metody programowania matematycznego.

Przyjmujac réwnanie ksztattu tuku w postaci wielomianu potraktowano wspétczynniki
wielomianu jako zmienne decyzyjne, poszukujac takich ich wartosci, aby moment bez-
wladno$ci tuku osiagnat maksimum przy réwnoczesnym spetnieniu warunkéw ubocznych
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(nieprzekroczenie pewnej diugosci tuku oraz okre§lonej wysokoSci tuku). Do rozwiazania
zagadnienia zastosowano metod¢ Monte Carlo. Obliczenia numeryczne wykonano na
komputerze GIER.

Rozwiazano liczbowo przypadek tuku o ksztalcie wyrazonym wielomianem czwartego
stopnia znajdujac optymalne wspotczynniki wielomianu. Podano programy i wyniki
obliczen komputera. Dla poréwnania obliczono przypadki lukéw o ksztalcie linii prostej,
linii tamanej, tuku kola i paraboli drugiego stopnia.
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Pezwome

OIITHMAJIM3ALINA POPMLI APOYHOTO CEUYEHUS IIEPEKPAITHIL

3agaua o6 onTHManH3anpy HOPMBI APKK (IO YCIOBMIO MAKCHMYMA MOMEHTA WHEPIMH) IPU BaJTHUHM
T06OYHBIX YCNOBHI HE MOYKET GBITH DEIUEHa B paMKax OuddepeHnnansHoro nin BapHamMOdHOI0 HCUH-
cnenns. B nacTosmeit paGore Bhie yKasanHas 3ajaua PeLaeTCs IPH MCIONE3OBAHNK MATEMAaTHUECKOrO
NOpOrpaMMUpPOBaHHUA.,

Vpasrenne apky GepeTcA B BHIE ITOJIMHOMA M 3aTeM Pa3bICKHBAIOTCS TAKHE 3HAYEHUS X03(hhrImeH-
TOB, YTOOLI MOMEHT MHEDLHH 2PKH JOCTHT MaKCHMYMA, IIPH OJHOBPEMEHMHOM YIOBJIETBODEHHH N0DOU-
HBIX YCIIOBUi (HE NPEBLINEHNE BEKOTOPOI IIMHBI apKK M OUPECIEHHOM ee BHICOTHL). JJ1a pemeHust
33aun nepemeHscsa meTon Mounte Kapyo. UncneHusle pacueTh! IPOBOIMITUCE Ha 3JIEKTPOHHOM CUETHOM
mammue GIER,

JlaH uuCHoBOi MpUMep [T CIYYad HONMHOMa YETBEPTOl cTeneny. IIpuBeNensl IporpamMmbl H Pesyib-
TaThl pacueTa. 51 cpaBHeHUs NMPOBOAUTCA PACUET IJIA CIyyas apOK OYEPUEHHBIX Y0 NPAMOR, Io ja-
MaHOM JIMHHH, IIO Ayre OKPY)KHOCTH M napaboym BTOpOM cTeneHy.

Summary

OPTIMUM DESIGN OF THE ARCH SECTION OF SHELL BEAMS

The problem of the optimization of the arch shape (to obtain a maximum of the moment of inertia)
with the presence of constraints can be solved neither by using the differential calculus nor by the calculus
of variation. In this paper the problem has been solved by using the mathematical programming method.

Assuming the arch shape equation in the form of a polynomial, its coefficients were treated as decisive
variables. Such values of the said variables have been searched for to obtain the maximum of the moment
of inertia, observing at the same time some side conditions, such as the constraints, i.e. the length of the arch
and its height should not be longer than the given values. To solve the problem, the Monte-Carlo-method
was applied. The computations were made using the GIER computer.

The case of the arch by the polynomial of the fourth order was numerically solved. The optimum values
of its coefficients were found. The programs and the results of the computations are given. For comparison
sake, other arch shapes were also computed, i.e. straight line, broken ling, the segment of the circle and the
parabola of the second order.
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UKEAD O DWOCH STOPNIACH SWOBODY JAKO »DYNAMICZNY IZOLATOR” DRGAN

BoGusLAW RADZISZEWSKI, ANDRZEI ROZYCKI (WARSZAWA)

1. Zagadnienie drgafi uktadu o dwu stopniach swobody, przedstawionego na rys. 1,
bylo wielokrotnie rozpatrywane w literaturze [1, 2], przy uwzglgdnieniu réznych wariantéw
wartosci stalych parametréw ukladu takich jak: m — masa, J— moment bezwladnosci
wzgledem osi prostopadlej do plaszczyzny rysunku i przechodzacej przez $rodek masy,
ky 1 ky— sztywnosci podpér itp. oraz rodzaju wymuszenia P = P(r) gdzie P oznacza
amplitud¢ — i sprowadzane czesto do drgan ukladu o jednym stopniu swobody (rys. 2),
jesli ky = ky. Jednakze w niektérych przypadkach nawet przyjecie do rozwazan teore-

1z
2

N~

A O(mJ) 8

/4'/ /(2

——————————————————————— T —"_i*ﬁp{r)

Rys. 1

tycznych pierwszego modelu (rys. 1) okazuje si¢ zbytnim uproszczeniem i w efekcie pre-
wadzi do niezamierzonych i klopotliwych konsekwencji w postaci niespelniania przez
konstrukejg, obliczong wedtug tego modelu, stawianych jej wymagan,

Dotyczy to szczegdlnie ukiadéw, w ktérych zalezy nam na nieprzenoszeniu si¢ drgan
podstawy okreslonych funkcja P = P(1) na element konstrukcyjny, przedstawiony na
modelu pierwszym (rys. 1) jako belka o masie m i momencie bezwladnosci J wzgledem
osi prostopadlej do plaszczyzny rysunku i przechodzacej przez Srodek masy. Ma to miejsce



94 BOGUSLAW RADZISZEWSKI, ANDRZEJ ROZYCKI

w przypadku np. wszelkiego rodzaju eléktronowo-mechanicznych urzadzef pomiarowych
ustawionych na elemencie konstrukcyjnym. sprezyScie podpartym, je§li warunkiem po-
prawnosci ich pracy — z uwagi na wiarygodno$¢ i dokladno$¢ wskazan — jest zapewnienie
odpowiedniego wspélczynnika ttumienia («izolacji») amplitudy wymuszet P = P(t).
Przyjecie do rozwazafi modelu pierwszego (rys. 1) nie daje zadowalajacych wynikéw,
gdyz konstruktor umieszczajac na elemencie no§nym (belka na rys. 1) podzespoly mecha-

niczne i elektryczne, przewody itp., nie jest w stanie okre$li¢ w sposob analityczny dosta-~
ecznie dokladnie poloZenia §rodka masy.

Mozliwe jest to dopiero po wykonaniu prototypu — i to jedynie metoda doéwiadczal-
na — lecz wtedy wzgledy konstrukcyjne nie pozwalaja przewaznie na dokonanie takich
zmian w rozmieszczeniu poszczegdlnych elementéw aparatury, aby cze$é urzadzenia pod-
pdrta sprezyécie byla wywazona, tj. miata §rodek masy w polowie odlegtoéci miedzy punkta-
mi podparcia.

Réwnocze$nie rézne podzespoly aparatury i ich elementy umieszczone na elemencie
no$nym (belka — rys. 1) nie sa prawie nigdy jednakowo wrazliwe na drgania, a z kolei nie
wszystkie czesto§ci wymuszenia P = P(t) oddziatlywujacego przez sprezyste aczniki na
belke, zaklécaja prace tych elementéw w sposéb istotny, tzn. nie wszystkie czesto$ci sa
jednakowo dla ich pracy szkodliwe. Ponadto w przypadku do§é znacznego odstgpu miedzy
punktami sprezystego podparcia belki wymuszenie o czgstosci w ma w tych punktach prze-
waznie 16Zng wartodé, tzn. P (1) % P,(¢).

Powstaje zatem pytanie — decydujace z punktu widzenia konstrukcyjnego — czy
okreSlony punkt belki doznaje pionowych przemieszczen i jaka maja one warto$é przy
okreSlonej czestofci wymuszenia.

Konstrukcja musi wigc spetnia¢ warunek, aby na pewnym odcinku belki o dlugosci
Al przemieszczenie pionowe y, predko$é y i przyépieszenie y, byly zawsze mniejsze od
pewnych stalych e, &,, ¢;, okre$lonych jako dopuszczalne dla elementéw konstrukeyj-
nych, umieszczonych na odcinku 47 Warunek ten musi byé spetniony w pewnym przedziale
czgstosci wymuszen tj. w € (w,, w,).
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Schematyczna ilustracja powyZszego warunku zawarta jest na rys. 3 oraz opisana
nieréwnosciami:

,y0+xl9, < &1,

<£2;

d
(1.1 gt‘(}%‘;‘xﬁ')

2

d
2}’2‘()’0‘*’-7‘39) < &3,

gdzie yo+x# = y przyjeto przy tym, Ze przemieszczenia pionowe koficéw belki A i B sa
dostatecznie male w poréwnaniu z jej diugoécia, a wiec tg? = 4.

S~ srodek obroty
0~ srodek masy

Rys. 3

Okreslenie przemieszczenia y dowolnego punktu X belki jest mozliwe, jedli znamy poto-
zenie $rodka obrotu S (o wspolrzednej x,) i warto$e jaka przyjmuje & = 9(z).

W ten sposéb mozemy zawsze stwierdzié, czy konstrukcja spelnia wymagania jej stawia-
ne, tj. dokonaé jakos$ciowej i iloSciowej oceny uzytecznosci rozwiazania konstrukeyjnego.

2. W wyniku powyzszych rozwazan przyjeto i rozpatrzono zachowanie si¢ uktadu przed-
stawionego na rys. 4. Poczatek nieruchomego uktadu wspéirzednych przyjeto w punkcie O,
2 ktérym pokrywa sig §rodek masy belki w polozeniu rdwnowagi.

Przy zatozeniu matych przemieszczen pionowych w stosunku do dtugoéci belki I = 41,
i dtugosci sprezyn w potoZeniu réwnowagi, réwnania ruchu uktadu mozna napisa¢ w po-
staci

2.1). mj+kyy + 10— P ()] 4 la [y— L0 — Py ()] = 0
JIA-key L[y -+ 1,9 — Py (] — ko L[y— 1,9 — P,(1)] = 0,

gdzie m oznacza mase belki, J moment bezwladnosci wzgledem osi prostopadiej do plasz-
czyzny rysunku i przechodzacej przez §rodek masy.
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Rozpatrzmy najpierw przypadek szczegolny taki, Ze
(2.2) P (1) = Py(t) = Pysinw?,
oraz wprowadZmy nastepujace oznaczenia:

J = mr? gdzie r jest promieniem bezwladnosci,

, kit ,_ kBt .

W) m (233 —_777’_1—;'—2—
2 r’ 2 2 2
(23) b :W; Wy, = a'wy,
. M .= (/c,/l—/(zlz)(/| b))
Pl 4 k)’ (ky+ k) r? ’
(2.4) v =Py, 9 = Py o, Q= »w—, wt=T.
,/l '|"/2 [
g
L [l /z

Rys. 4

Wiedy ukltad réwnan (2.1) przyjmie postaé
(2.5) Ly 4y b =sint, Q% 4y, +a*), = csint,
gdzie ' = djfdr.

Ruch badanego ukladu opisuja wigc teraz dwie bezwymiarowe wspdtrzedne y, i
oraz cztery bezwymiarowe parametry £22, o b2, c.

Cazestosei drgai wlasnych ukiadu obliczamy z réwnania
1 —Q%p?
c -0

’

czyli

(2.6) (1 4+a¥) Q> (a*— Y = 0.
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. o 2 2 2 . r . . . . .
Poniewaz a*—c“b* > 0, wigc réwnanie (2.6) ma dwa pierwiastki rzeczywiste

0% = [ +@)— YV F =4 =),
(2.7

Q= % [(1+ %)+ 1/ (T+ a2 —4(d b)),

Rozwiazanie szczeg6lne uktadu réwnosci (2.5) otrzymujemy w postaci

(2.8) y = A;sint, &, = 4,sinz,
gdzie
4 az_bzcz)b_le
2.9) L+ AP (@Y
4 — —cf?
PO+ DL (P
1
¢
0 &
a2-p2p?
Rys. 5

Zakladajac, ze ruch ukladu przedstawionego na rys. 4 mozna traktowaé jako ruch plaski
bryty sztywnej, zbadamy polozenie §rodka obrotu S. Jest to taki punkt, ktérego przemie-
szczenie pionowe y, = 0. Ze zwigzkéw geometrycznych na rys. 3 mamy

Yo
Xy =,
S tgd

gdzie x, — odleglosé érodka obrotu od poczatku ukladu O. Uwzgledniajac poprzednio
wprowadzone oznaczenia otrzymujemy

(2.10)

@2.11) x, =—y5‘1‘1,

gdzie xls == x,/11 +l2
Uwzgledniajac zaleznosci (2.8) i (2.9) otrzymamy z (2.11)

1 2*—(®—b*c?
@12 n= g

7 Mechanika teoretyczna
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Zalezno$¢ x; = f(2%) przedstawiona jest wykreslnie na rys. 5. Je$li ¢ = 0, wtedy
9.(@) =0
iz (2.8) i (2.9) otrzymamy

1 .
(213) yl(T) ==-1__—-Qz-smr, ’l?l('l') == 0.

3. Rozpatrzmy teraz przypadek ogolny, gdy Py(1) # P,(1). Zatézmy, e
3.1) P,(f) = Pysinwt,  Py(t) = #Pysinawt,

gdzie » oznacza bezwymiarowy wspéiezynnik proporcjonalnoéei. Wtedy z (2.1) otrzymamy

- my - (ke + ko) y -+ (ky [i—k )9 = (ky 4-nke;) Pysin ot
32 ) - (fey Ly —keply) y -+ (ko i+ ko f2) 0 = (kL — wkealy) Posineot.

Przyjmujac te same co poprzednio oznaczenia powyZzszy uklad réwnan mozna dopro-
wadzi¢ do postaci:

Iy +x#k, .
24,1t 29 — A1 72

2] +y,+ b9 T sint,

1 klll _%kzlz

B (ke ko) (I + 1)

(3.3)

2297 +-cy, + a9, = sint.

Wprowadzimy teraz nowe parametry
kz 12

(34) E = 1 T - ﬁ’ N
wtedy

2 —
(3.5) & L+of c | —af

TP (IHpE T P+ (I+h)

1 ostatecznie z (3.3) otrzymamy

2.0 1—ap R
6 Q%] +y1—?— (ETEY) Dy = Tie sint,
. ~ i o
oy 1P Ltaf l—naf ine.

FAT) (1A BT T B+ ) (1 1P)

Ten uktad réwnanh ma réwnanie charakterystyczne takie samo jak i poprzednio, rozwiaza-
nie za$ szczegdlne jego bedzie teraz w postaci

(3.7) ¥y, = A,sint, . P = A,sinr,
gdzie
D1+ o) (1 + o) (L B)—a(f+2)
1 o)’(14-B)[2°— Q*(1 4+ a®) 4+ (a* — b*c?)]’

(o) (1) Q*—a(l+B)(1 —x)
(3.9) Ay = B(1 4 a) (1 + B[ — QX1+ )+ (@ — B2
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Podstawiajac (3.7) do (2.11) i uwzgledniajac (3.8) i (3.9) otrzymamy

(3.10) P41 ) (1 f)—a(f )
' b ) (L) —a (L)1 —a

Niech teraz :
Ry =B(i+a)(l+=)(1+B), O =«b+7),
Ry = (14 a)(1—saf), Qp = a(l-+p)(l—2)

Wtedy zaleznoéé (3.10), okre$lajaca potoZenie na osi x §rodka obrotu S belki, przyjmie
postac

(3.11)

_R2*—0,

(3.12) oo R =0
T R0,

Zbadamy obecnie polozenie punktu S w zaleznoéci od parametréw ukladu i czestosci
wymuszen.

g
o(1+p)(-x)
, o)1= noc ) ol
B /\ N X )
1+B)(1- 1) b7+ nec)(723)
bt uo)t125)
J-noc3

Rys. 6

Biorac pod uwage rézne kombinacje parametréw ukladu (e, B, %, b*) mozemy wplywac
na znak i wartoéé liczbowa parametréw wtérnych opisanych zaleznoSciami (3.11). Roz-
wazania te w formie usystematyzowanej zawiera tablica 1, przy czym zawsze

a>0;, f>0.

Wykresy zaleZnosci xy, = f(£2,) okreSlone przez (3.12) przedstawiono na rysunkach 6—28,
przy czym X i 0?2 sg wielko$ciami bezwymiarowymi — zgodnie z 241 @2.11).

Ogolnie na wykresach otrzymujemy jedna lub dwie galezie hiperboli, przy czym punkty
charakterystyczne wykresu, jak poloienie asymptot, punkty zerowe (Q*=0ix_=0),
a takze znak pierwszej pochodnej (funkcja x; = (2% rosnaca lub malejaca) zaleza od

T*
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parametréw (3.11). Majac wiec cztery parametry pierwotne: b* (2.3), a i f (3.4) oraz
(3.1) mozemy zmieniajac je wplywaé w okre§lony sposéb na przebieg funkcji (3.12).

Ponizej oméwiono dokladniej niektére przypadki szczegdlne zaleznosci (3.12) z uwagi
na ich bardzo duze znaczenie, jesli chodzi o zastosowania konstrukcyjne.

Tablica 1
Lp. Wartoéci parametrow (3.11) Wykresy funkeji

X1, = f0Q%

przedstawia

#<0=R>0,0>0 Rysunek Nr:
1 R,0; < R0 6
2 Ri<0 | RQ:= RO 7
3 0,<0 Ri(Qr> RO 8
4 R, — 9
] 3 —oo <% <0 k>0 10
6 Ry <0 11
7 01=0 R, =0 12
8 R,> 0 13
9 Ry <0 14
10 &> 0 Ry =0 15

®x>0=>>0,0,>0

11 R0 < RaQy 16
T 12 | 0<x<o 0:<0 R, <0 R\Q; == Ra() 17
T3 Ri0:> RoQ: 18
14 R, = 19
s G.<0 Ry> 0 20
16 R, <0 21
17 0< %< o0 0,=0 R, = 22
18 Ri> 0 23
19 R, <0 24
0 Q>0 Ry =0 25
21 , RiQ: < ROy 26
2 | —co<x<oo f;’zi g g;i (()) R0y = R0y 27
23 R 0,> R0 28

Nastepujace pozycje z tablicy 1 i odpowiadajgce im rysunki: poz. 2 (rys. 7), poz. 12
(rys. 17) i poz. 22 (rys. 27) stanowia przypadek, gdy polozenie §rodka obrotu S nie zalezy
od wartoci, jaka przybiera wymuszenie 27 i jest wartofcig stala (x;, = const). Zachodzi
to wéwczas, gdy R0, = R,0;.
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Pozycje 6, 71 8 (tablica 1) dotycza przypadku, gdy » = —8, a jesli ponadto zachodzi
x = —l1/a, czyli af = 1, otrzymujemy przypadek 7 (rys. 12), kiedy belka wykonuje ruch
obrotowy wokéi stalego punktu x;, = 0. Widzimy, ze mamy tu znang sytuacje, gdy

s
a(1+B)1-»)
’ {1+0C)(1~necB) 02

bHrno)(rep)

I-na
_ B

(1Bl 1-n)
Rys. 7

kyl, = kyl, — uwzgledniajac (3.4). Oznacza to, Ze jesli chcemy, aby §rodek masy pozostawal
w spoczynku niezaleznie od czgsto$ci wymuszenia, nalezy wartoéci &, i k, dobraé odwrotnie
proporcjonalnie do odlegloéei punktéw A i B (/1 ;) od $rodka masy (uktadu).

s

o)1)
(T+e){l-not

b1 1B)
(/-1 /3}
B+n

(RB)(1-1)

Rys. 8

Pozycia 4 (rys. 9) i 10 (rys. 15) opisuja przypadek, gdy » = —1/a, tj. » = —ki/k,;
asymptota pozioma pokrywa si¢ wtedy z osig £% a odcigta asymptoty pionowej wynosi
a(l1—»)/14+a. Widzimy wiec, ze przy £% rosnacym nieograniczenie $rodek obrotu S
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zbliza si¢ asymptotycznie do $rodka masy. Rosnacy lub malejacy przebieg funkeji zalezy
od wartosci B.

Pozycja 17 (rys. 22) opisuje przypadek szczegdlnie wazny z punktu widzenia konstruk-
cyjnego, mianowicie Q, = 0, R, = 0, czyli » = 1, [(P,(#) = P,(t)] i ponadto a = 1/8,

x(l-2)
0 2
0 ot
B+r
(HB)(1-n)
Rys. 9

tj. kofky = L/l,. Oznacza to, ze wszystkie punkty belki beda doznawaly jednakowych
przemieszczen pionowych (punkt S jest punktem niewlasciwym) tylko wtedy (niezaleznie
od £%), jeéli wymuszenia w punktach podparcia beda takie same, a sztywnoSci facznikdw
odwrotnie proporcjonalne do odlegtoéci punktéw 4 i B (/, i /) od $rodka masy.

s
b 1ena)(1+pR)
7-nolB
(B (1-x)
’ (rre)(1-not ) f?
B+n
(1+B)(1-n)
Rys. 10

Jesli zachodzi jedynie warunek, Zze R, = 0 (pozycja 14 (rys. 19) i 20 (rys. 25)), czyli
xaff = 1, to otrzymujemy liniowy charakter Xy, = f(2%), przy czym jesli Q% > oo, to
rowniez Xy, = 4= oo :



s
o(1+f)?
' Tho)(1-nao ) .
17
Htere(npB)
I-nap T
Rys. 11
M
_Q 2
a0
Rys. 12
A
b1 xo)(148)
I-naf3
aft+f3)?
11+o0)(1- na ) 0o?
a0
Rys. 13

[103]
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Hs
B+n
(7B)(1-1) a(tB)(1-n,
(1a)(l-»a3) 0n?
0
D1+ n0)(1B)
I-nof
Rys. 14

Pozycja 15 (Rys. 20)i 19 (Rys. 24) w Tablicy 1 zawiera przypadek, gdy zalezno$éc¢ (3.12)
nie posiada asymptoty pionowej, a asymptota pozioma ma warto$¢ skoficzona. Oznacza
to, Ze powyzej pewnej umownej wartoéci 2% mozna traktowaé §rodek obrotu S jako usta-
lony na osi x.

X
B+
f 7"‘/33 (7_ 71) oc(l-»)
. J+ol 2
0 £2 "
Rys. 15

Pozycja 16 (rys. 21) i 18 (rys. 23) zawiera przypadek, gdy istnieje — analogicznie jak
wyZej — asymptota pozioma, natomiast asymptota pionowa istnieje i pokrywa si¢ z osia Xy
(przechodzi przez 0), czyli x = 1, af # 1, (Q, = 0, R, # 0). Przy malej wartoéci 22 belka
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nie ma ruchu obrotowego, nastepnie warto$é odcigtej x;, maleje bardzo szybko, prze-
chodzi przez O i gdy 2% —» + co, to

R _ b2(1+a)(l+ﬂ) _

xls ._’\ RZ 1 _ aﬁ
X’S
oc(B+n)
D) i) (1)1 )
(1ral)(1- 2o 3) o?
0
B /
(Hp)(1-n)
b1+ (1)
I-nop

Rys. 16

Nalezy jeszcze podkredlié, ze jedynie w dwdch wypadkach pozycja 6 (rys. 11) i pozycja 8
(rys. 13) przy x = f(©2%) # const wartos¢ qcls(O) = 0. Ponadto w Zzadnym z mozliwych
przypadkow xls(O) # 0, co widaé wyraznie z usytuowania poziomych asymptot funkcji
(3.12).

X Is

2
0 0

b ne)(p)
-nof

= BEn
(1+8)(1-n)

Rys. 17

4. W przypadku projektowania ukladu sprezyscie podpartego, ktéry moze by¢ zmo-
delowany zgodnie z rys. 4 przy zalozonym $rodku masy, mozemy postugiwaé sig zalezno-
$ciami (3.11) i (3.12) dla wyznaczenia x,_przy danej czgstosci wymuszeit %1 % (3.1). Otrzy-
mujemy to, zaktadajac wartoéci k, i k, (okre§lamy a), znajac lub przyjmujac /; i [, (okres-

8 Mechanika teoretyczna



S

a(B)(1-n) ox(B+n) ,
fra)i-naf) N\ [PAHa)(tsna)(1+B) 52

bt aect)(1+f3)

I-noB

Brn
(1R)(1-n)

fA+n
(1B)(1-n)

brno)(148)

oZ(/Q+n) ' ,
’ 1)t nog(1B)

Rys. 18

_QZ

\

Rys. 19

s

/-ndf3

()
B¥ra)(lrno)(R) o2

P
(1+8)(1-)

Rys. 20
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oB
B+ )FHB) oz

T

bHra)i+B)
I-dB
Rys. 21
X
X,S=f‘(!2"'}=-oo .
0 2
Rys. 22
X
biro)1+s3)
=7

Rys. 23
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| X’S
St
[+p)(~n)
o (B+1)
) bRt no)(B) Q2
DAHtenog)(1<B) ~
~nof
Rys. 24
A

o)

A+n

(+B)(Fn) ' (Be)
B )P+ (i) K2
0

Rys. 25
B+
(+AI-n)
b1+ no)(t+B)
I-noB

oo o1 B)1-71) .
p (Hoe(1- 1ol ) ot

L1+ no)(1+f)

Rys. 26

[108]
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lamy f), oraz promiefi bezwladnosci r (2.3) — majac warto$¢ masy m. Znajac x; na pod-
stawie (2.11) i (2.4) okreSlamy x; — odleglo§é $rodka obrotu S od §rodka masy (poczatku
ukltadu) i przemieszczenie dowolnego punktu X belki w kierunku pionowym z zaleznoéci

(4'1) Yx = (xs+xx)ﬁ.
W sytuacji, gdy prototyp konstrukcji wykaze znaczne odstepstwa, je§li chodzi o przyjete
do obliczen analitycznych wartosci: masy m, potoZenia §rodka masy O (zmiana /| i L),

X,s-

b1 nc)(reB)
~noff T

. Pru

B n)
2
ol 2

Rys. 27

S

" b rro)(eB)
I-no

{lfﬁfz;-;tt) ()
\ G T+o)(Fn)(+B)
0

92

ofr+ /3)(}— ”n)
(F+a)(i-naB)

Rys. 28

wartoé¢ momentu bezwladnoSci J = mr?®—co powoduje zmiang wspoiczynnikéw p
i b* — nalezy w miare mozliwosci dazyé do korekty konstrukcyjnej, (korekta 8 i b%), aby
zapewni¢ spelnienie warunkéw (1.1) dla okreslonego punktu belki. O ile nie mozna dosta-
tecznie polepszy¢ sytuacji drogg zmian konstrukeyjnych, gdyz czesto wymagaloby to wy-
konania nowego prototypu, nalezy operowaé wspélczynnikiem a (czyli wartosciami
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ky i k,) tak, aby zalezno$ci (3.11) mialy takie same wartosci co przy obliczeniach teoretycz-
nych, ktére zakiadaty spetnienie warunkéw (1.1). Tq droga uzyskamy zachowanie si¢ rzeczy-
wistej konstrukcji zgodne z jej modelem obliczeniowym bez koniecznosei ponownego jego
projektowania.
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Pecaome

CHUCTEMA C OBYMS CTENEHAMU CBOBOILI KAK ,,JMHAMMWYECKUK H30JISITOP”
KOJEBAHWIT

TIpOBOAUTCS AHATH3 IOBEREHHUA MEXAHMUECKOH CHCTEMbI, MOZENBIO KOTOPOH CNYIKHT uHemedhopmH-
pyemast Gajca, ¢ ACUMMETPHUECKH DPACIIONIOYKEHHbIM LIEHTPOM MAaCcChl ONEpTast Ha ABYX YIPYTHX OmOpax
pasmuHoi cectrocTH., CHCTEMA [TOXBEPraeTCs KMHEMATHUECKHUM BLIHYCIEHHIM TAPMOHHYECKON CHIION,
a aMIUIHTY/a BRIHYXAEHHIY SIBISIETCST pasoil I 0GEHX MIOIIIop. ‘

B paccysiaeHusIX ONPEENISIETCA [IONIOYKEH e UEHTPA OBOPOTA $aKy, B 3aBHCHMOCTH OT IAPAMETPOBR
I YACTOTBI BLIHYMAAMOLIEH CHJIIbI.

Summary

THE SYSTEM WITH TWO DEGREES OF FREEDOM AS A “DYNAMIC VIBRATOR ABSORBER”

Investigated is the behaviour of a mechanical system containing a rigid beam .with asymmetrically
located central point of mass supported on two elastic springs with different rigidities. The system is kine-
matically extorted to vibrate by an external harmonic force, The amplitude of vibration is different for both
supports. o - '

The location of the central point of rotation of the beam is analysed for various parameters of the system
and frequency of extorting force. : 3

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 19 lipca 1967 r.



BIULETYN INFORMACY]JNY

REFERAT ZBIORCZY, DOTYCZACY IV DZIALU SYMPOZJUM PIMTS PO§WIECONEGO
REOLOGII (WROCEAW 1966)

1. Wstep. Przeglad dotyczy dziewieciu referatéw po$wieconych zjawiskom réologicznym w réznych
materiatach, takich jak: tworzywa sztuczne, tworzywa sztuczne wzmocnione réznymi nosnikami tkani-
nowymi, grunty, stopy metali oraz wyidealizowane ciafa lcpkosprézyste. Omawiane prace ‘zé¢ wzgledu na
ich charakter z grubsza mozna podzieli¢ na trzy grupy: 1. prace o charakterze teoretycznym 2. prace 0 cha
rakterze teoretyczno-doswiadczalnym, 3. prace o charakterze doswiadczalnym.

2. Prace o charakterze teoretycznym. Autorzy — Adam Borowskl i Zbigniew BycHAwsKI w referacie
pt. «Podstawowe wlasnosci nieliniowych cial lepkospgzystych» przeprowadzaja analize podsiawowych
wlasno$ci szczeg6lnych rodzajow cial lepkosprgzystych o charakterystyce nieliniowej, ktdre wynikaja
z 0gblnych zwiazkow nieliniowej lepkosprezystosei, przedstawionej we wezesniejszych pracach Z. Bychaw-
skiego. Podstawowe zalozenia tej teorii sa nastepujace: 1) material jest izotropowy, jednorodny, 2) materiat
jest niescisliwy, 3) wiasnosci reologiczne materialu charakteryzuje uogélniona funkcja pelzania, 4) nieliniowe
pelzanie zachodzi, gdy intensywnos$¢ naprézenia osigga w malym obszarze ciala wartos¢ krytyczng, 5) od-
ksztalcenie natychmiastowe zmienia si¢ nieliniowo wraz z naprezeniem. W oparciu o powyzsze zalozenia
uogblniona zasada superpozycji zostala ujeta za pomoca calki Stieltjesa. Ostateczny zwiazek pomigdzy
skiadowymi tensora stanu odksztalcenia e;; i skfadowymi stanu naprezenia sij (dewiatora) otrzymano
w postaci

t
eij{1) = Fels(Dlsiy(O)— [ sij(x) 8 Ht, 7, s(v))dr, )
1%

gdzie F, jest funkcja wyrazajaca odksztalcenie natychmiastowe, H uogéiniona funkcja pelzania, s inten-
sywnoscia stanu naprezenia, / oznacza czas, * chwile poczatkowa.

Z dyskusji powyzszego zwiazku wynika, ze sformulowana teoria jest do§¢ ogdina; zawiera ona m. in.
prawo OpQvista dla stanu nieustalonego pelzania metali. W pracy autorzy ograniczajg si¢ do zagadnien
jednowymiarowych i w tym ujeciu badaja zjawiska pelzania i relaksaciji, podaja zwiazki dla tych proceséw
oraz graficzne przedstawienie ich przebiegdw. Przedstawiono réwniez energetyczng interpretacje nieliniowo-
$ci. Szkoda, ze w pracy nie ma podanej konfrontacji otrzymanych zwigzkdw na drodze teoretycznej z wyni-
kami badari do$wiadczalnych.

Wilodzimierz DErsk1 w pracy «O zastosowaniu dualnych réwnan calkowych w zagadnieniach teorii
konsolidacji z mieszanymi warunkami brzegowymi» swoje rozwazania przeprowadza w oparciu o liniowa
teorig konsolidacji porowatych sprezystych osrodkéw sformutowana przez M. BioTa. Teoria ta prowadzi
do sprzgzonego uktadu rozniczkowych réwnan czastkowych drugiego tzedu. BIoT w swoich rozwazaniach
ograniczyt si¢ do porowatych osrodkéw niesciéliwych. W. DERSKI podjal ten temat z pominigciem powyz-
szego ograniczenia. W przedstawionej .pracy autor podjal prébe zbudowania rozwiazania mieszanego
zagadnienia brzegowego teorii konsolidacji. Autor korzysta z réwnania przemieszczeniowego:

o H
: NV2u;i+(M+N)esi = — = Osi
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oraz rdwnania dyfuzji

1. H. a
CV% = ﬁa—'ﬁ , H=0+R, () =

Dyskusje rozwiazania tego ukladu réwnan autor przeprowadzil we wczeéniejszej pracy. Dalej autor
wykorzystujac rozwigzanie powyzszych réwnan rozpatruje polprzestrzen konsolidujaca pod obciazeniem
przylozonym za po$rednictwem nieodksztalcalnego stempla kotowego do jej powierzchni ograniczajacej.
Jest to zadanie wazne dla praktyki inzynierskiej, gdyz moze opisywac jakosciowo osiadanie kolowej plyty
fundamentowej osadzonej na podiozu konsolidujacym. W omawianej pracy autor nie otrzymal rozwigza-
nia zagadnienia, a tylko naszkicowal metode dualnych réwnan catkowych, ktéra wedlug niego najszybciej
prowadzi do celu.

Wiodzimierz Parzonka «Metoda analizy zakresu pomiarowego wiskozymetru typu Couette’a dla ciat
Binghama». Autor w kilku poprzednich pracach zajmowal si¢ wyznaczaniem reologicznych charakterystyk
homogenicznych mieszanin gruntowowodnych, dla ktérych wykazat, ze optymalnym modelem reologicznym
opisujacym ich zachowanie sig jest model Binghama. W pracy autor przedstawil metodg analizy zakresu
pomiarowego wiskozymetru typu Couette’a dla ciat Binghama.

3. Prace o charakterze teoretyczno-doSwiadczalnym. Anatol JakowLUk, Stefan ZiemBa «Pewien
nieliniowy model reologiczny». Na przykladzie przeprowadzonych badan do$wiadczalnych na stopie alu-~
miniowym Al-Mg-Si (PA4), dotyczacych podstawowych wlasnosci mechanicznych w réinych temperatu-

Rys. 1. Model reologiczny

rach oraz zjawiska pelzania, autorzy przeanalizowali oraz zaproponowali nieliniowy model reologiczny. Mo-
del sklada sie z trdjparametrowej czesci liniowej oraz wlaczonej szeregowo czgéci nieliniowej. Czg$¢ nielinio-
wa zawiera trzy powierzchnie tarcia suchego: 1 — ptaszczyzng realizujaca suche tarcie w chwili obcigzenia,
2 — cylindryczna powierzchni¢ zakrzywiona tarcia suchego pozwalajaca opisaé pierwszy okres pelzania
(umocnienia), 3 — plaszczyzne tarcia suchego pozwalajaca opisaé okres pelzania ustalonego. W pracy
podano reologiczne réwnanie stanu dla poszczegdlnych okresdw pelzania. Zaproponowany model jest do$¢
ogdlny i moze byé wykorzystany do opisu wiasnosci reologicznych do§¢ duzego wachlarza tworzyw.
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Wiktor BABUL, Stefan Z1EMBA «Pewne aspekty modclu przebicia ladunkami komulacyjnymi». Praca
sklada si¢ z dwdch zasadniczych czedci. W pierwszej cze$ci omdwiono istniejace dotychczas hipotezy prze-
bicia; w drugiej podano wyniki wiasnych poszukiwan nad ustaleniem modelu przebicia. W pierwszej czgsci
omoéwiono nastepujace teorie: 1) ciepine, 2) hydromechaniczno-cieplne, 3) mechaniczne, 4) hydromecha-
niczne, 5) hydromechaniczne uzupelnione, 6) falowe.

W czedei dotyczacej wlasnych poszukiwan modelu przebicia przedstawiono nastepujace wyniki badan,
shuzace temu celowi: 1) badania bilansu cigzarowego probek poddanych dzialaniu strumienia kumulacyj-
nego, 2) badania rozkladu przemieszczen materialu pod wplywem dzialania strumienia kumulacyjnego,
3) pomiary rozkiadu twardosci w badanych prébkach, 4) badania metalograficzne. W koficu pracy zamie-
szczono obszerna analize wynikéw badafn obja$niajacych model przebicia.

Barbara BIrek «O ksztalcie powierzchni podloza lepkosprezystego w otoczeniu obszaru styku toczgcej
sie sztywnej kuli z podstawa reprezentowana modelem Voigta i modelem Voigta polaczonym szeregowo
ze sprezyna». Przedstawiona praca nawigzuje do prac BUECHEA i FLoMa z r. 1959; autorzy ci na podstawie
przyblizonej teorii tarcia przy toczeniu przewidzicli, ze obszar kontaktu sztywnej kuli toczacej sie po spre-
zysto-lepkim podtozu nie bedzie kolowy. Material w obszarze powstawania kontaktu jest $ciskany, przy
czym naprezenia narastaja od zera do pewnej maksymalnej wartosci, a nastgpnie maleja dazac do zera
w miejscu, gdzie kula traci kontakt z podiozem. Okazuje si¢ przy tym, ze strefa kontaktu przyjmuje postaé
podobna do ksigzyca migdzy pelnia i pierwsza kwadra. Zjawiska te zostaly potwierdzone w pracach do-
$wiadczalnych J. HALAUNBRENNER (1965). W tej ostatniej pracy zaobserwowano powstawanie szczcliny po-
wietrznej za toczaca sie kula — miedzy kula a podlozem.

W pracy przeprowadzono przyblizonc obliczenie szerokosci wspomnianej szczeliny powictrznej przyj-
mujac do obliczen modele reologiczne Voigta i Voigta z dolaczona spr¢zyng. Przeprowadzono réwniez
obserwacje eksperymentalne (metoda interferencyjna) szczeliny powietrznej dokola strefy kontaktu tocza-
cej sie kuli szklanej po podlozu z zywicy epoksydowej. W korcu pracy przedstawiono w postaci wykresu
konfrontacje wynikéw obliczen i pomiaru.

Marian WARszYXskI, Prokop Sropa «Zjawiska reologiczne w przypadku elementdéw pracujacych
w warunkach naciskdw stykowych wiclokrotnie powtarzalnych». W referacie autorzy podjeli zagadnienie
pelzania i zywotnosci elementéw poddanych wielokrotnie powtarzalnym obciazeniom kontaktowym.
W pracy przedstawiono wyniki badan: a) zmiany §rednicy prébek stalowych o §rednicy 20 mm wykona-
nych ze stali 10 i stali 35 wspoipracujacych z trzema krazkami hartowanymi o $rednicy 37 mm; b) zmiany
szerokosci odksztalcen plastycznych na krazku walcowym wspdipracujacym z krazkiem hartowanym za-
okraglonym.

Wyniki badan przedstawiono w postaci krzywych pelzania w zalezno$ci od liczby cykli. Krzywe pel-
zania skonfrontowano z krzywymi teoretycznymi, ktére otrzymano ze wzoru wyprowadzonego w oparciu
o bilans energii rozpraszanej po N cyklach i energii rozproszonej w ciagu jednego cyklu niszczacego probke
w oparciu o hipotezy energetyczne zmeczenia, zaproponowane przez ODINGA (IWANOwS4, M. ZAKRZEW-
SKIEGO i innych). We wzorze uwzgledniono nieliniowo$¢ wiazac ja ze zmiang petli histerezy po kazdym cyklu.
Wykorzystano wzory Hertza na naprezenia kontaktowe. W wyniku przeprowadzonych badan autorzy
dochodza do wniosku, ze 1) zagadnienia stykowe mozna rozpatrywaé w powiazaniu z rozpraszaniem energii;
2) powtarzane wielokrotnie odksztalcenia plastyczne zachodzace w strefie styku dwoch powierzchni obro-
towych moze by¢ opisane krzywa pelzania; 3) w oparciu o krzywa rozciagania i krzywa odksztalcen pla-
stycznych stykowych (pelzania powierzchniowego) uzyskana w jednej prébie, mozna wyznaczy¢ stykowa
wytrzymalo§é zmeczeniowa.

4. Prace o charakterze doSwiadczalnym. Jan Bro§ «Metody okredlania wilasnoéci mechanicznych
niektdrych nowych tworzyw konstrukcyjnych». Praca dotyczy metodyki okreslania i wyznaczania wiasnosci
mechanicznych takich, jak granica wytrzymatosci Ry, umowna“granica sprezystoéei i plastycznosci, modut
sprezystosci E (dla linii obciazen — E,, sieczny — Eg, styczny — E;, modul zerowy — E;), wspblczynnik
Poissona. Autor przeprowadzil badania na tworzywach sztucznych wzmocnionych ré6znymi no$nikami
tkaninowymi z bawelny i szkla stosujac tensometry oporowe. W konkluzji autor podaje nastepujace uwagi:
1) wlasno$ci mechaniczne tworzyw sztucznych wzmocnionych zaleza nie tylko od rodzaju nosnika i jego
usytuowania ale takze od materialu wyjsciowego (prety, piyty); 2) tworzywa wzmocnione tkanina bawelnia-
na wykazuja wieksze odksztalcenia pod obciazeniem anizeli tworzywa wzmocnione tkaning szklana;
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3) tworzywa fenolowe i epoksydowe wzmocnione tkanina zaréwno bawelniana, jak i szklana wykazuja
stosunkowo korzystne wlasnosci mechaniczne i moga byé stosowane do produkcji wielu czeséei niaszyn;
4) przyjete metody badan moga by¢ stosowane do wyznaczania wlasnosci mechanicznych wzmocnionych
tworzyw termo- i chemoutwardzalnych. -

Zbigniew Lissowsk1 «Metoda okre$lania deformacji plastycznej tworzyw przy badaniu ich przydatnosci
na lozyska slizgowe». Autor zajmuje si¢ wyznaczaniem udzialu odksztalcenia plastycznego w calkowitym
ubytku liniowym prébek badanych na zuzycie przez tarcie. Udzial ten wyliczany jest za pomoca wzoru

s, AS—=4Sw

0,
=T 1009,

gdzie A4S oznacza calkowity ubytek liniowy (zmiana grubosei), 45, czeéé liniowego ubytku prébki wywo-
lang ubytkiem masy. W pracy przytoczono przykiad wyznaczania réwnania krzyweJ udziaty odksztal-
cenia pldstycznego AS; w zalezno$ci od nacisku p.

Stefan Ziemba, Warszawa

DZIEWIATY BRYTYJSKI KONGRES MECHANIKI TEORETYCZNEJ GLASGOW.
10-13 KWIECIEN 1967

0Od 1959 roku odbywaja si¢ w Wielkiej Brytanii doroczne Kongresy Mechaniki Teoretycznej; pierwszy
z nich zostal zorganizowany przez uniwersytet w Manchester. Samo pojecie «mechaniki teoretycznej»
rozumiane jest nieco inaczej niz w Polsce: zalicza si¢ tu nie tylko mechanike cial sztywnych, ale przede
wszystkim mechanikg plyndéw, a takze mechanike ciat stalych odksztalcalnych, jednak w przeciwienstwie
do mechaniki stosowanej chodzi tu raczej o podejécie uniwersyteckie, a nie inzynietskie. Zastosowania
traktowane sg raczej drugorzednie. Takie podejécie zaweza znacznie tematyke kongresu i zmniejsza liczbe
uczestnikow.

. Tegoroczny IX BrytstkL Kongres Mechamkl TeoretyczneJ odbyl sie w Glasgow w dniach 10-13.4.1967.
Udzlal wzigto niemal 300 uczestnikow reprezentujacych 31 brytyjskich uniwersytetéw i 11 instytutéw nau-
kowo-badawczych i przemystowych. Liczba uniwersytetéw w Wielkiej Brytanii jest istotnie imponujaca:
obok tak znanych, jak Oxford, Cambridge czy Londyn, byly reprezentowane niemal catkowicie w. Polsce,
nieznane, jak np. University of Exeter, czy University of Technology, Loughborough. Nasuwa sie tu mar-
ginesowa uwaga, czy tak znaczne rozdrobnienic badari naukowych jest celowe: w Wielkiej Brytanii wystgpuje
chyba najwieksze na $wiecie zaggszczenie uniwersytetow, okoto 40 uniwersytetdw na obszarze .mniejszym
od Polski (243 tys. km?), przy czym profil niemal wszystkich uniwersytetow jest bardzo szeroki. Udziat gosci
zagranicznych byl bardzo skromny, 8 oséb: 3 z Australii (dr V. T. BUCHWALD, Sydney; dr J. C. BARTON,
Melbourne; dr I. R. Woob, Sydney),.2 z USA (prof. J. B. KeLLER, New York; H. E. WiLLiams, Office of
U. S. Navy Research), i po jednej z ZSRR (dr T. B. JaNovskala, Leningrad), z Irlandii (prof. J. N. FravIN,
Galway) i z Polski (prof. M. Zyczkowsk1, Krakdw). Nalezy przy tym podkres$lié, iz cztery z nich przebywaly
w Wielkiej Brytanii na dlugoterminowych stazach lub kontraktach (z Australii i ZSRR). -Nie bylo obecnych
wielu znanych naukowcédw brytyjskich z dziedziny mechaniki, ktérzy widocznie sadzili, iz profil kongresu
_]CSt zbyt jednostionny lub w ogole zbyt oddalony. od zastosowan inzynierskich.

Kongres rozpoczat si¢ w poniedzialek 10.4.67 po potudniu referatem przegladowym prof. M B. GLAU-
ERTA (University of Fast Anglia, Norwich) «Warstwy przyécxenne w magnetohydrodynamice». Ponadto
wygloszono jeszcze dwa referaty przegladowe przygotowane na specjalne zamoéwienie organizatoréw:
prof. J.B. KetLer (New York University), «Fale przypadkowe i réwnania stochastyczne» oraz prof.
A.J. M. SpeNcer (University of Nottingham), «Skoficzone odksztalcenia sprezyste — przeglad. dotych-
czasowego dorobku i perspektywy na przyszto$é», Referaty przegladowe trwaly dokladnie godzing i nie
byly poddawane dyskusji. Wszystkie zostaly wygtoszone w _sposéb bardzo interesujacy, ze spora doza
humoru w angielskim stylu.

Ponadto wygtoszono ogélcm 52 rcfcraty sckcy_me, mianowicie 17 z zakresu mccham}(l ciat staiych oraz
35 z mechaniki ptynéw. Tematyka referatéw byla dos¢ specyficzna. Tak np. z zakresu ciat staiych az 8 refe-
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ratow dotyczylo zagadnien fal sprezystych, w szczegolnosci nielinjowych, po 2 referaty z teorii plastycznosci
i z teorii o§rodkow wielofazowych oraz po jednym referacie z teorii sprezysto$ci, termosprezystosci, ksztat-
towania, zagadnien stykowych z przyczepnoscia oraz zmeczenia materialéw. Z zakresu mechaniki plynow
przewazaly przeplywy cieczy lepkich (15 referatéw) i magnetohydrodynamika (8 referatéw). Obrady od-
bywaly sig w trzech sekcjach — jedna sekcja mechaniki cial stalych i dwie sekcje mechaniki plynéw.
Uczestnicy zagraniczni — obok wspomnianego juz referatu przegladowego prof. KELLERA — wyglosili
trzy referaty sekcyjne, mianowicie «Rozprzestrzenianie si¢ fal Kelvina w poblizu prostopadiosciennego
narozay (V. T. BucHwaALD), «Oszacowanie sztywno$ci skrecania pretdw anizotropowych» (J. N. FLAVIN)
oraz «Ksztaltowanie zamknictych cienkosciennych przekrojow belek przy uwzglednieniu warunkow statecz-
nosei §cianek» (M. ZyczkowskI). Najwigksze zainteresowanie wzbudzit referat prof. M.J. LIGHTHILLA,
ktéry ostatnio utworzyl specjalng grupe badawcza w ramach Imperial College w Londynie, «Ruch czer-
wonych cialek krwi w naczyniach wloskowatychy.

Oprécz referatdéw przegladowych i referatéw sekcyjnych zorganizowano pie¢ specjalnych dyskusji,
w pieciu réwnoleglych sekcjach. Dotyczyly one nastegpujacych probleméw: teoria dyfrakeji (przewodni-
czacy: prof. W. E. WiLLIAMS, Surrey), nieliniowe fale sprezyste (przewodniczacy: prof. W D. COLLINS,
Strathclyde, Glasgow), metody numeryczne w mechanice ptynéw (przewodniczacy: prof. D.S. BUTLER
Strathclyde, Glasgow), przeplywy strumieniowe (przcwodniczacy: prof. D. C. Pack, Strathclyde, Glasgow,
oraz mieszaniny wielofazowe (przewodniczacy: prof. A. E. Green, Newcastle).

Obrady zakonczyly si¢ we czwartek, 13.4.67, przed poludniem, bez jakiegokolwiek uroczystego zamknig)
cia. Nastgpny, dziesiaty, jubileuszowy brytyjski kongres mechaniki odbedzie si¢ w 1968 roku w Oxfordzie
1 ma by¢ wyrazem holdu dla przechodzacego na emeryture profesora G. TEMPLE.

Michal Zyczkowski, Krakoéw
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PLAN PRACY

POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANE]
NA ROK 1968

W dniu 18 grudnia 1967 odbylo si¢ plenum Zarzadu Gtéwnego PTMTS, na ktérym dyskutowany
byl m.in. plan pracy Towarzystwa na rok 1968.

Oto najwazniejsze szczegbly dotyczace planowanej dzialalnosci naukowej, wydawniczej i organiza-
cyjnej.

1. Dziatalnos$§é naukowa

Formy dzialalnoéci naukowej — poza wydawnicza — obejmuja sympozja, seminaria, kursy wraz
z wykladami popularyzatorskimi, zebrania naukowe oraz akcje¢ konkursowa.

Sympozja, bedace pewnego rodzaju podsumowaniem, w skali krajowej, dorobku w okre§lonych
dziedzinach mechaniki, zostaly zaplanowane przez nast¢pujace Oddzialy:

Oddziat w Gliwicach — konwersatorium pt.: ,,Zagadnienia optymalizacji w mechanice”, z udzialem
ok. 70 uczestnikéw,

Oddziat w Krakowie — IT Sympozjum na temat ,, Techniki wibracyjnej”, z udzialem ok. 120 uczestni-
kow,

Oddziat w Poznaniu — Sympozjum na temat , Drgan nieliniowych”.

Seminaria beda prowadzone przez Oddzialy:

Oddziat w Gdansku — n.t. ,,Teoria rownan rézniczkowych czastkowych w zagadnieniach mechaniki”

Oddziat w Warszawie — nt. ,,Drgan nieliniowych” z comiesigcznymi zabraniami (w sumie przewiduje
si¢ 8 zebrar)

Oddziat we Wroctawiu — n.t. ,,Rachunek tensorowy w zastosowaniu do teorii powtok™.

Kursy przewidywane sg nastgpujace:

Oddziat w Gdafisku — ,,Metody probabilistyczne w mechanice” .

Oddzial w Poznaniu — ,,Transformacje catkowe w zastosowaniu do termosprezysto$ci”,

Ponadto Oddziat w Gdansku planuje prowadzenie wykladéw popularyzatorskich (blizsze szczegbly
zostana pézniej ustalone). Oddziat w Lodzi planuje zebrania naukowe.

Konkursy, W sprawie konkurséw byly zglaszane réine propozycje pizez poszczegblne Oddzialy.
Jednakze dotychczasowe do§wiadczenia wykazuja, Ze zbytnie rozproszenie konkurséw prowadzi do obni-
Zenia zainteresowania nimi i liczby prac wplywajacych zbyt malej, by mozna przeprowadzi¢ istotna elimi-
nacj¢. Aby podnie§é rangg konkurséw, Zarzad postanowit ograniczy¢ ich liczbe do dwéch w ciagu roku
(jeden w zakresie prac teoretycznych, drugi — do$wiadczalnych) z réwnoczesnym wydatnym podnivsieniem
wysoko$ci nagréd. Nie obejmuje to konkurséw regionalnych finansowanych poza budzetem PTMTS.
Taki niezalezny konkurs planuje Oddziat w Gliwicach.

2. Akcja wydawnicza

Podstawowym organem PTMTS pozostaje kwartalnik ,,Mechanika Teoretyczna i Stosowana”. Numer
trzeci ,Mechaniki” zostanie po§wigcony, jako jubileuszowy, w zwiazku z 10-leciem Towarzystwa, refe-
ratom i materialom zjazdowym. W dyskusji poruszono sprawg ozywienia czasopisma i zwiekszenia jego
atrakcyjnosci przez czestsze zamieszczanie prac syntetyczno-przegladowych w zakresie poszczeg6lnych
dyscyplin, kierunkéw i probleméw naukowych, przez zamieszczanie gloséw dyskusyinych i w ogble po-
budzanie dyskusji naukowej oraz przez rozbudowe dziatu informacyjnego z zycia Towarzystwa oraz Zycia
naukowego w zakresie krajowym i migdzynarodowym (w szczegdlno$ci stowarzyszen w zakresie mechaniki),
a takZe przez zamieszczanie recenzji krytyczaych ciekawszych pozycji ksigzkowych.
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Poszczegblne Oddziaty planuja oddzielne wydanie materialéw zwiazanych z przygotowywanymi
sympozjami:

Odzial w Gliwicach n.t. ,Zagadnienia optymalizacji w mechanice”,

Oddzial w Krakowie n.t. , Techniki wibracyjnej”,

Oddzial w Poznaniu n.t. ,Drgaft nieliniowych”,

3. Dziatalno$§é organizacyjna

Planuje si¢ ogblny wzrost liczby cztonkéw Towarzystwa z 459 w roku 1967 do ok. 500 na koniec
roku 1968. Planowana liczba zebran organizacyjnych wynosi 80, zebran naukowych — 67. Poszczegblne
Oddzialy planuja wspélprace z organizacyjami technicznymi NOT, kotami racjonalizatorskimi, itp.

(C. Eimer)






DZIESIECIOLECIE POLSKIEGO TOWARZYSTWA
MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

W roku 1968 minie dziesig¢ lat od Zjazdu Czlonkdéw Zalozycieli, ktéry powotal do zycia Polskie
Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej 1 Stosowanej. Z tej okazji w dniach 8 i 9 Jistopada 1968 roku odbedzie
sic w Warszawie uroczysty Zjazd wszystkich Czlonkéw Towarzystwa.

Program Zjazdu przewiduje m.in. wygloszenie referatdw na emat osiagnig¢ polskich w ubiegtym
dziesiecioleciu w zakresie teorii sprgzystoéed, teorii plastyeznosci, reologii, mechaniki ukiadow dyskretnych
mechaniki plynéw i termodynamiki.

Blizsze informacje o programie i warunkach uczestnictwa w ZjeZdzie Jubileuszowym zostana podane
w pbZniejszym terminie.



Spis treSci zeszytu 2/68

B. Bieniasz, Rozklady temperatury na powiecrzchni chiodzonej poddanej dziataniu ruchomych Zrodet

ciepla w zastosowaniu do proceséw obrébki skrawaniem

Pacripesenenye TEMIIEPATYPHLI HA OXJIA)KAACMON MOBEPXHOCTH IO JEHCTEHEM MOABHMKHBIX
WCTOUHHKOB TeIlJIa, B HPHMEHEHHH K mpoueccam ofpaboTku pesaHuem

Distribution of temperature on the cooled surface subjected to the action of moving heat
sources in machining processes

W. Gogoér, Efekt Jacq'a

Ddpert Kaxa
The Jacq’s effect

M. TaLL, Eksperymentalny sposéb wyznaczania wspblczynnika restytucji pracujacej maszyny wi-

brouderzeniowcj
DKCIEePHMERTANBIBIH CIIOcO6 onpenenenHs Koa(hQILEnTa BOCCTAHOBIEHUST CIKOPOCTH [T
paborarouiero Bubpomonora

Experimental method of estimation of the coefficient of restitution for a vibratory-impact
mechanisms

. GLIGSKA, L. LUKASZEWSKA, J. ODERFELD, E. PLESZCZYNSKA, Ocena najwiekszych naprezen

w wiencu lopatek

OXeHKA MAKCHMAJIBHLIX HANDSHKENKiT B NOMATOUHOM DEHLE
Estimation of maximum stresses in turbine blades

W. Lucianek, Laboratoryjine metody pomiaru pochodnych aerodynamicznych

JlaGoparopHbIE METONBI MBMEPEHHST A3POJMHAMIUECKUX IPOM3BOIHBIX
Laboratory methods of the measurements of aerodynamic derivatives

B. JaNcELEwICZ, Badania wplywu zgniotu wprowadzonego w obszarze koncentracji naprezen na

trwaloséé zmeczeniowa duralowej konstrukcji z karbem

Hccnenosanue BIMSHMS JIOKANbHOA IIACTAYECKOH Jechopmanuy, BHI3BAHHON B paione
KOHUEHTPALMH HANPSHKEHHH, Ha YCTANOCTHYIO DOJIIOBEYHOCTh KOHCTDYKLHH H3 AJUTOMH-
HHEBOrO CIUIABA C HAZPE30M '

Investigations of influence of local plastic strain induced in stress concentration region on
fatigue life of aluminium alloy notched structure

Biuletyn Informacyjny



Cena zI 30.—

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Mechaniki

Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje si¢ poczynajgc od 1 stycznia 1967 r. jako kwartalnik. Zeszyty

z lat poprzednich mozna nabywaé w sekretarlacle Zarzqdu Gléwnego PTMTS (Warszawa, Palac
Kultury i Nauki, pigtro 17, pokdj 1724)
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